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INTRODUCCION.

AS artes y las ciencias se han vuelto tan extensas, que facilitar su
adquisicién es tan importante como extender sus limites. La ilus-
tracién, si no acorta el tiempo de estudio, al menos lo hard mas
agradable. Esta obra tiene un objetivo mayor que la mera ilustra-
cién; no introducimos colores con fines de entretenimiento, o para entretener
por ciertas combinaciones de color y forma, sino para ayudar a la mente en
sus busqueda de la verdad, para aumentar las facilidades de instruccién, y
difundir conocimientos permanentes. Si quisiéramos que las autoridades de-
mostraran la importancia y utilidad de la geometria, podriamos citar a todos
los filésofos desde los dias de Platon. Entre los griegos, en la antigiiedad, co-
mo en escuela de Pestalozzi y otros en los dltimos tiempos, la geometria fue
adoptada como la mejor gimnasia de la mente. En realidad, Los Elementos
de Euclides se han convertido en, de comun acuerdo, la base de la ciencia
matematica en todo el mundo civilizado. Pero esto no parecera extraordina-
rio, si consideramos que esta ciencia sublime no sélo es mejor calculada que
cualquier otra para suscitar el espiritu de investigacién, para elevar la mente,
y reforzar las facultades de razonamiento, sino que también forma la mejor
introducciéon a la mayoria de los temas 1tiles e importantes vocaciones de
la vida humana. Aritmética, agrimensura, medicion, ingenieria, navegacion,
mecdanica, hidrostdtica, neumatica, éptica, astronomia fisica, etc. son todos
dependientes de las proposiciones de la geometria.

Sin embargo, mucho depende de la primera comunicaciéon de y cualquier
ciencia para un estudiante, aunque los mejores y més sencillos métodos rara
vez se adoptan. Las proposiciones se presentan ante un estudiante, que a
pesar de tener una comprensién suficiente, se les dice tanto sobre ellos al
entrar en el umbral mismo de la ciencia, lo que le da una posesiéon mas des-
favorable para su futuro estudio de este atractivo tema; o “las formalidades
y la exageracion del rigor se presentan de forma tan ostentosa, como casi
para ocultar la realidad.”

Repeticiones sin fin y desconcertantes, que no confieren mayor exactitud al
razonamiento, hacen que las demostraciones enredadas y oscuras, y oculta
desde el punto de vista del estudiante la consecucién de evidencia. ” Asi se
crea una aversion en la mente del alumno, y un sujeto tan calculado pa-
ra mejorar el poder de razonamiento, y darle el habito de pensar de forma
minuciosa, se degrada por un curso de instruccién seco y rigido en un ejer-
cicio poco interesante de la memoria. Para despertar la curiosidad, y para
despertar a los apaticos y los facultades latentes de las mentes mas jéve-
nes deberian ser el objetivo de cada maestro; pero donde faltan ejemplos de
excelencia, los intentos de alcanzarlo son pocos, mientras que la eminencia
estimula la atencién y produce imitacion. El objeto: de esta Obra es intro-



ducir un método de ensenanza de la geometria, que ha sido muy aprobado
por muchos cientificos en este pais, asi como en Francia y América.

El plan aqui adoptado atrae por la fuerza a la vista, el mas sensible y el mas
completo de nuestros érganos externos, y su preeminencia para imprimirlo
en la mente estd apoyada por la incontrovertible maxima expresada en las
bien conocidas palabras de Horacio:—

Segnius irritant animus demissa per aurem
Quam quae sunt oculis subjecta fidelibus.

Es maés débil lo que entra a través de la oreja,
Que lo que es transmitido por el ojo fiel.

Todo lenguaje consiste en signos representativos, y esos signos son los mejores
que cumplen sus propédsitos con la mayor precision y rapidez. Tales que
para todos los propdsitos comunes son los signos audibles llamados palabras,
que todavia se consideran audibles, si se dirige inmediatamente al oido, o
por medio de letras al ojo. Los diagramas geométricos no son signos, sino
los materiales de la ciencia geométrica, el objeto de las cuales es mostrar
las cantidades relativas de sus partes mediante un proceso de razonamiento
llamado Demostracién. Este razonamiento se ha llevado a cabo en general
por palabras, letras, y diagramas en blanco y negro o sin color; pero como
el uso de simbolos de colores, signos, y diagramas en las artes lineales y
ciencias, hace que el proceso de razonamiento sea mas preciso, y el logro
mas rapido, han sido en este caso adoptadas en consecuencia.

Tal es la conquista de esta tentadora forma de comunicar el conocimiento,
que los Elementos de Euclides pueda ser accesible en menos de un tercio del
tiempo usualmente empleado, y la retencién por la memoria es mucho mas
permanente; estos hechos han sido comprobados por numerosos experimen-
tos realizados por el inventor, y varios otros que han adoptado sus planes.
Los detalles de los cuales son pocos y obvios; las letras anexas a los puntos,
renglones, u otras partes de un diagrama son de hecho nombres arbitrarios,
y representarlos en la demostracién; en vez de estos, las partes son de dife-
rente color, estdan hechos para nombrarse a si mismos, para sus formas en los
colores correspondientes, representandolos en la demostracion.

B

A C

Con el fin de dar una mejor idea de este sistema, y de las ventajas que se
derivan de su adopcién, tomemos un tridngulo rectangulo, y expresamos al-



gunas de sus propiedades tanto por colores como por el método generalmente
empleado.

Algunas de las propiedades del tridngulo rectdngulo ABC, expresado por el
método generalmente empleado.

1. El d4ngulo BAC, junto con los dngulos BCA y ABC son iguales a dos
angulos rectos, o el doble del angulo ABC.

2. El angulo CAB anadido al éngulo AC'B serd igual al angulo ABC.
3. El angulo ABC es mayor que cualquiera de los angulos BAC o BC'A.
4. El angulo BCA o el dngulo CAB es menor que el angulo ABC.

5. Si desde el angulo ABC', se toma el angulo BAC, el resto serd igual al
angulo ACB.

6. El cuadrado de AC es igual a la suma de los cuadrados de AB y BC.

Las mismas propiedades expresadas por la coloracion de las diferentes partes.

L4+ A= =1
Es decir, el angulo rojo mas el angulo amarillo mas el angulo azul, igual al
doble del angulo amarillo, igual a dos dangulos rectos.

2. d+ A =

O en palabras, el dngulo rojo mas el angulo azul, es igual al &ngulo amarillo.

3. >do > A

El dngulo amarillo es mayor que el dangulo rojo o azul.

1. o B <

El angulo rojo o azul es menor que el dngulo amarillo.

5. menos ‘ — d

En otros términos, el angulo amarillo menos el angulo azul es igual al angulo
rojo.
6. S 2 2,

- I

Es decir, el cuadrado de el segmento amarilla es igual a la suma de los
cuadrados de los segmentos azul y roja.

En las demostraciones orales obtenemos con los colores esta importante ven-
taja, el ojo y el oido se pueden dirigir al mismo tiempo, asi para ensenar
geometria, y otras artes lineales y ciencias, en clases, el sistema es el mejor
que se ha propuesto nunca, esto se desprende de los ejemplos que se acaban
de citar.



De ahi que sea evidente que una referencia del texto al diagrama es mas
rapida y segura, al dar las formas y los colores de las partes, o nombrando
las partes y sus colores, que nombrar las partes y letras en el diagrama.
Ademsds de la simplicidad superior, este sistema es igualmente conspicuo
para la concentracion, y excluye totalmente la practica perjudicial, aunque
prevaleciente, de permitir que el estudiante memorice la demostracion; hasta
la razén, y los hechos, y la prueba solo deja impresiones sobre la comprensién.

De nuevo, al dar una conferencia sobre los principios o propiedades de las
figuras, si mencionamos el color de la parte o partes a las que se hace refe-
rencia, como diciendo, el angulo rojo, el segmento azul, o lineas, etc. la parte
o partes asi nombradas serdn vistas inmediatamente por todos en la clase en
el mismo instante; no es asf si buscamos el dngulo ABC, el tridngulo PFQ,
la figura EGK, y asi sucesivamente; porque las letras deben ser trazadas una
por una antes de que los estudiantes dispongan en sus mentes la magnitud
particular a la que se refieren, que a menudo ocasiona confusion y error, asi
como la pérdida de tiempo. También si las partes que se dan como iguales,
tienen los mismos colores en cualquier diagrama, la mente no se alejard del
objeto que tiene ante si; es decir, tal disposiciéon presenta una demostracién
ocular de las partes que deben probarse iguales, y el alumno retiene los
datos a lo largo de todo el razonamiento. Pero cualesquiera que sean las
ventajas del presente plan, si no se sustituye, siempre se puede convertir en
un poderoso auxiliar de los otros métodos, para el porposito de introduccién,
o de una reminiscencia mas rapida, o de retencién mas permanente por la
memoria.

La experiencia de todos los que han formado sistemas para impresionar los
hechos en la comprension, concuerdan en probar que las representaciones
de color, como imé&genes, cortes, diagramas, etc. son méas facil de fijar en
la mente que las meras frases no marcadas por alguna peculiaridad. Por
curioso que parezca, los poetas parecen ser conscientes de este hecho mas
que los matematicos; muchos poetas modernos aluden a este sistema visible
de comunicacién del conocimiento, uno de ellos se ha expresado asi él mismo:

Los sonidos que abordan el oido se pierden y mueren
En un tercio de hora, pero estas que llaman la atencién,
Vive mucho en la mente, la lucha ferviente

Graba el conocimiento con un haz de luz.

Esto quizas se puede considerar la Unica mejora que la geometria plana ha
recibido desde los dias de Euclides, y si hubiera algiin geémetra de interés
antes de ese momento, el éxito de Euclides ha eclipsado su memoria, e incluso
ocasiond que se le asignaran todas las cosas buenas de ese tipo; como Esopo
entre los escritores de Fabulas. También puede ser digno de mencién, como



los diagramas tangibles ofrecen el tinico medio a través del cual la geometria
y otras geometrias lineales las artes y las ciencias pueden ensenarse a los
ciegos, este sistema visible no estd menos adaptado a las exigencias de los
sordomudos.

Se debe tener cuidado de que el color no tiene nada que ver con los segmentos,
angulos, o magnitudes, excepto simplemente para nombrarlos. Una linea
matematica, que tiene longitud sin grosor, no puede poseer color, pero, la
unién de dos colores en el mismo plano da una buena idea de lo que significa
una linea matematica; recordemos que estamos hablando familiarmente, tal
unién debe ser entendida y no el color, cuando nos alejamos de el segmento
negra, el segmento roja o lineas, etc.

Los colores y los diagramas de colores pueden parecer al principio un método
torpe para transmitir nociones adecuadas de las propiedades y partes de las
figuras y magnitudes matematicas, pero, se encontrard que ofrecen un medio
mas refinado y extenso que cualquiera de los que se han propuesto hasta
ahora.

Aqui definiremos un punto, una linea, y una superficie, y demostramos una
proposicién para verificar la verdad de esta afirmacion.

Un punto es el que tiene posicién, pero no la magnitud; o un punto es
s6lo posicion, abstraido de la consideracién de longitud, anchura, y espesor.
Tal vez la siguiente descripcion sea mejor para explicar la naturaleza de un
punto matemaético a aquellos que no han adquirido la idea, que la definicién
enganosa anterior.

Que los tres colores se encuentren y cubran una parte
del papel, donde se encuentran no es azul, ni amarillo,
ni rojo, ya que no ocupa ninguna parte del plano,
porque si lo hiciera, perteneceria a la parte azul, roja
o amarilla; sin embargo, existe, y tiene una posiciéon
sin magnitud, de modo que con un poco de reflexion,
esta unién de tres colores en un plano, da una buena
idea de un punto matematico.

Una linea es longitud sin anchura. Con ayuda de los colores, casi de la misma
manera que antes, una idea de una linea se puede dar asi:

Tomemos dos colores que se unen y cubren una parte del papel; donde se
encuentran no es rojo, ni es azul; por lo tanto la unién no ocupa parte del
plano, y por lo tanto no puede tener ancho, sélo la longitud: a partir de la
cual podemos hacernos una idea de lo que significa una linea matemaética.



A titulo ilustrativo, un color diferente del color del
papel o del plano en el que se dibuja, habria sido
suficiente; por lo tanto, en el futuro, si decimos la linea
roja, la linea o lineas azules, etc. son los cruces con el
plano en el que se dibujan, que deben entenderse.

Superficie es aquella que tiene longitud y ancho sin espesor.

Cuando consideramos un cuerpo sélido (PQ), percibimos de inmediato que
tiene tres dimensiones, a saber: — largo, ancho, y espesor.

Supongamos que una parte de este sélido (PS)

sea roja, y la otra parte (QR) amarilla, y que

los colores son distintos sin mezclarse, la su- P
perficie azul (RS) que separa estas partes, o
lo que es lo mismo, divide al sélido sin pérdida
de material, debe ser sin grosor, y solo posee
largo y ancho; esto aparece claramente en el
razonamiento, similar a la que se empled para
definir, 0 més bien describir un punto y una
linea.

La proposicién quinta del primer Libro es la
que hemos seleccionado para elucidar la forma,
en que se aplican los principios.

En un tridngulo isésceles ABC' los angulos internos A
de la base ABC, ACB son iguales, y cuando los

lados AB, AC' se trazan, los angulos externos de la

base BCE, CBD son también iguales.

Trazar .
Trazar . 3). B ¢

Q Q tenemos =
D E

comuny = = ,‘Z‘y'Z\(L.l,pr. 4).

De nuevo en ; y : , = , .y

': \; Z> = QY = (L. 1, pr. 4).

hacer =




Pero ‘ ‘, ‘ = ‘ Q.E.D.



Anezxando las letras al Diagrama.

Si lados iguales AB y AC se trazan a través de los extremos BC', del tercer
lado, y en la parte trazada BD de cualquiera de cualquiera de los dos, se
toma cualquier punto D, y del otro se corta AE igual a AD (L. 1, pr. 3).
En los puntos E y D, asi tomados en los lados trazados, estan conectados
por lineas rectas DC y BE con los extremos alternos del tercer lado del
triangulo.

En los tridngulos DAC y EAB los lados DA y AC son respectivamente
iguales a FA y AB, y el angulo incluido A es comin a ambos tridangulos.
Por lo tanto (L. 1, pr. 4.) el segmento DC es igual a BE, el angulo ADC' al
angulo AEB, y el angulo AC'D al angulo ABE; si de los segmentos iguales
AD y AFE se toman los lados iguales AB y AC, los restantes BD y CE seran
iguales. Por lo tanto, en los tridngulos BDC y CEB, los lados BD y DC
son respectivamente igual a CE y EB, y los angulos D y E incluidos por
esos lados son también iguales. Por lo tanto (L. 1, pr. 4.) los dngulos DBC
y ECB, que son los incluidos por el tercer lado BC y los lados trazados
iguales AB y AC son iguales. También los dangulos DC'B y EBC' son iguales
si esos iguales se toman de los dngulos DC A y EBA antes de que se probara
ser iguales, el resto, que son los dngulos ABC' y AC B opuestos a los lados
iguales, seran iguales.

Por lo tanto, en un tridngulo isdsceles, €c. Q. E. D.

Nuestro objetivo en este lugar es introducir el sistema en lugar de ensenar
un conjunto particular de proposiciones, por lo tanto, hemos seleccionado lo
anterior del curso regular. Para escuelas y otros lugares publicos de instruc-
cién, tizas de colores responderdn para describir diagramas, etc. para uso
privado, los lapices de color son muy convenientes.

Nos complace descubrir que los Elementos de Matematicas ahora forman una
parte considerable de cada educacién femenina encontrada, por lo tanto, lla-
mamos la atencién de aquellos interesados o comprometidos en la educacién
de las damas sobre este modo tan atractivo de comunicarse, y al trabajo
posterior para su desarrollo futuro.

Por el momento concluiremos observando, ya que los sentidos de la vista y el
oido pueden abordarse de manera tan vigorosa e instantinea al estudiante,
que se podria ensenar geometria y otras ramas de las matemaéticas con gran
facilidad, esto promoveria el propésito de la educaciéon mas de lo que se podria
nombrar, ya que ensefiaria a las personas cémo pensar y no qué pensar; es
en este particular donde se origina el gran error de la educacion.



LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES.

LIBRO 1.
DEFINICIONES.

Un punto es lo que no tiene partes.
1I.

Un linea es una longitud sin ancho.
I11.

Las intersecciones de las lineas son puntos. Sin embargo, un punto puede
existir sin ser la interseccién de lineas.
Iv.

Una linea recta o recta es la que se encuentra uniformemente entre sus ex-
tremos.

Un segmento de linea (o més simplemente un segmento) es similar a una
linea, excepto que es de longitud finita y tiene un punto en cada extremo.

Una semirrecta o rayo es como una linea en el sentido de que es infinita en
longitud; sin embargo, tiene un punto inicial.
V.

Una superficie es lo que sdlo tiene largo y ancho.
VL

Un plano es una superficie que se extiende infinitamente y es completamen-
te plana. Un plano es el andlogo bidimensional de un punto (dimensiones
cero), una linea (una dimensién) y un espacio tridimensional. Un plano esta
determinado por tres puntos. Para cualesquiera tres puntos que no estén en
la misma recta, existe un tnico plano que contiene los tres puntos.

Los extremos de una superficie son lineas.

VII.

Una superficie plana es aquella que se encuentra uniformemente entre sus
extremos.

VIII.

Un angulo plano es la inclinacién de dos lineas entre si, en un plano, que se
unen, pero no en la misma recta.

IX.
Un angulo rectilineo plano es la inclinaciéon de dos rectas
entre si, que se unen, pero no estdn en la misma linea
recta.




X.

Cuando una recta o segmento se coloca sobre otra linea
recta haciendo que los dngulos adyacentes sean iguales,
cada uno de estos dngulos se denomina angulo recto, y se
dice que son perpendiculares entre si.

XI.

Un angulo obtuso es un angulo mayor que un angulo

XII.

Un dngulo agudo es un angulo menor que un angulo rec- ‘
to.

XIII.

El término o frontera es el extremo de cualquier cosa.

XIV.

Una figura es una superficie limitada en todos sus lados por una o varias
lineas.
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XV.

Un circulo es una figura plana, limitado por una linea
continua, llamado su circunferencia o periferia; y tiene un
cierto punto dentro de ella, de donde todos los segmentos
dibujados a su circunferencia son iguales.

XVIL.

AN
\_/

Este punto (desde donde se trazan los segmentos iguales) es llamado el centro

del circulo.
XVII.

El didmetro de un circulo es una linea recta que atraviesa
el centro, terminado en ambos sentidos en la circunferen-
cia.

XVIII.

Un semicirculo es la figura contenida por el didmetro, y
la parte del circulo cortada por el didmetro.

XIX.

Un segmento de un circulo es una figura contenida por
una linea recta, y la parte de la circunferencia que corta.

&

11



XX.

Una figura contenida sélo por lineas rectas, se llama figura rectilinea.

XXI.

Un triangulo es una figura rectilinea incluida por tres lados.

XXII.

Una figura cuadrilatera es una que esté acotada por cua-
tro lados. Las lineas rectas y conectando los
vértices de los angulos opuestos de una figura cuadrilate-
ra, se llaman sus diagonales.

XXIIT.

A

Un poligono es una figura rectilinea acotada por méas de cuatro lados.

XXIV.

Un triangulo cuyos tres lados son iguales, se dice que es
equilatero.

XXV.

Un tridngulo que sélo tiene dos lados iguales se llama
tridngulo isdsceles.

XXVI.

Un triangulo escaleno es uno que no tiene dos lados igua-
les.

XXVII.

Un tridngulo rectdngulo es aquel que tiene un angulo
recto.

XXVIII.

L NEP

Un tridngulo angular obtuso es aquel que tiene un angulo obtuso.

XXIX.
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Un triangulo agudo es aquel que tiene tres angulos agu-
dos.

XXX.

De las figuras de cuatro lados, un cuadrado es aquel que
tiene todos sus lados iguales, y todos sus angulos rectos.

XXXI.

Un rombo es aquel que tiene todos sus lados iguales, pero
sus angulos no son rectos.

XXXII.

Un oblongo (rectdngulo) es aquel que tiene todos sus
angulos rectos, pero no todos sus lados son iguales.

XXXIII.
Un romboide es aquel que tiene sus lados opuestos igua-
les entre si, pero no todos sus lados son iguales, ni sus
angulos rectos.

XXXIV.

Todas las demas figuras cuadrilateras se llaman trapecios.
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XXXV.

Las rectas paralelas son las que estan en el mismo plano,
y que se trazan continuamente en ambas direcciones y
nunca se intersecan.

POSTULADOS.
L

Es posible que se pueda trazar una linea recta o un segmento desde cualquier
punto a cualquier otro punto.
II.

Se permite que un segmento se pueda trazar de cualquier longitud finita en
una linea recta.

I11.

Consideremos que un circulo puede construirse con cualquier centro a cual-
quier distancia de ese centro.

AXIOMAS.
L.

Las magnitudes que son iguales a la misma magnitud son iguales entre si.
II.

Si se anaden iguales a iguales, las sumas seran iguales.
I1T.

Si se quitan iguales a iguales, los restos serdn iguales.
Iv.

Si se anaden iguales a desiguales, las sumas seran desiguales.
V.

Si se quitan iguales a desiguales, los restos serdn desiguales.
VI.

Los dobles de la misma o iguales magnitudes son iguales.
VIIL

Las mitades de la misma o iguales magnitudes son iguales.
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VIIL

Las magnitudes que coinciden entre si, o que ocupan exactamente el mismo
espacio, son iguales.
IX.

El todo es méas grande que cualquiera de sus partes.
X.

Dos lineas rectas no pueden incluir un espacio.
XI.

Todos los dngulos rectos son iguales.
XII.

) se encuentran con una tercera

Si dos lineas rectas (

linea recta ( ) para hacer que los dos dngulos interiores

( y .) en el mismo lado sean menor que dos angulos
rectos, estas dos rectas se intersecan si se trazan en el lado
en el que los dngulos son inferiores a dos angulos rectos.

El duodécimo axioma puede expresarse de cualquiera de las siguientes ma-
neras:

1. Dos rectas divergentes no pueden ser paralelas a la misma recta.

2. Si una linea recta interseca una de las dos lineas rectas paralelas también
debe intersecar la otra.

3. Sélo una linea recta se puede trazar a través de un punto dado, paralela
a una linea recta dada.

La geometria tiene por objeto principal la exposicién y explicacion de las
propiedades de figura, y la figura se define como la relacién que subsiste
entre los limites o fronteras en el espacio. El espacio o magnitud es de tres
tipos, lineal, superficial, y sdlido.

Los angulos podrian ser considerados como una cuarta A

especie de magnitud. La magnitud angular consiste evi-

dentemente en partes, y por lo tanto debe ser admitida

como una especie de cantidad. El estudiante no debe su-

poner que la magnitud de un dngulo se ve afectada por

la longitud de las lineas rectas que lo incluyen y de cuya

divergencia mutua es la medida. El vértice de un angu-

lo es el punto donde los lados del dangulo se encuentran,

como A.
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Un angulo se designa a menudo con una so-
la letra cuando sus lados son las Unicas lineas
que se unen en su vértice. Asi, los segmentos
rojas y azules forman el dngulo amarillo, que
en otros sistemas se llamaria el dngulo A. Pero
cuando mas de dos lineas se encuentran en el
mismo punto, era necesario por métodos ante-
riores, para evitar confusiones, emplear tres
letras E
para designar un angulo sobre ese punto, la letra que marcé el vértice del
angulo, siempre se coloca en el medio. Asi, los segmentos negros y rojos se
encuentran en C, forma el angulo azul, y se le ha denominado normalmente
el dngulo FCD o DCF. Las lineas FC y CD son los lados del dngulo; el
punto C' es su vértice. De la misma manera, el angulo negro se designaria
como el angulo DC'B o BC'D. Los angulos rojo y azul se suman, o el angulo
HCF anadido a FCD, hacen el angulo HC'D; y asi otros angulos.

Cuando los lados de un dngulo se extienden o se prolongan mas alla de su
vértice, se dice que los angulos que forman a ambos lados del vértice son
verticalmente opuestos entre si: Asi pues, se dice que los angulos rojo y
amarillo son angulos opuestos verticalmente.

Superposicion es el proceso por el cual una magnitud puede ser concebida
para ser colocada sobre otra, para exactamente cubrirlo, o para que cada
parte de cada una coincida exactamente.

Se dice que un segmento se extiende, cuando se extiende, prolonga, o aumenta
su longitud, y el incremento de longitud se llama su parte extendida, o su
extension.

La longitud total del segmento o segmentos que encierran una figura, se llama
perimetro. Los primeros seis libros de Euclides tratan sélo de figuras planas.
Una linea trazada desde el centro de un circulo hasta su circunferencia,
se llama radio. Las lineas que incluyen una figura se llaman sus lados. El
lado de un triangulo rectdngulo, que es el opuesto al angulo recto, se llama
hipotenusa. Un oblongo se define en el segundo libro, y se llama rectangulo.
Todas los segmentos y rectas que se consideran en los primeros libros de los
Elementos se supone que estan en el mismo plano.

Dos figuras geométricas se dice que son semejantes si tienen la misma for-
ma sin importar el tamano entre ellas, su posicién u orientacién, es decir
traslacién, rotacién y/o reflexién. Las partes relacionadas entre las figuras
semejantes se llaman homélogas o correspondientes. Una semejanza se puede
expresar como una composiciéon de rotaciones, traslaciones, reflexiones y ho-
motecias. Por tanto la semejanza puede modificar el tamano y la orientacién
de una figura pero no altera su forma.
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Dos figuras geométricas se dice que son congruentes si tienen las mismas
dimensiones y la misma forma sin importar su posicién u orientacion, es
decir traslacién, rotacién y/o reflexién. Las partes relacionadas entre las
figuras congruentes se llaman homélogas o correspondientes.

La regla y el compés son los inicos instrumentos, cuya utilizacion esta permi-
tida en Euclides, o la Geometria plana. Declarar esta restricciéon es el objeto
de los postulados.

Los Azxiomas de la geometria son ciertas proposiciones generales, cuya verdad
se considera evidente e incapaz de ser establecida por una demostracién.

Las Proposiciones son aquellos resultados que se obtienen en geometria por
un proceso de razonamiento. Hay dos especies de proposiciones en geometria,
problemas y teoremas.

Un Problema es una proposicion en la que se propone hacer algo; como
una linea que se traza bajo ciertas condiciones, un circulo que se construye,
alguna figura a construir, etc.

La solucion del problema consiste en demostrar cémo se puede hacer lo
requerido con la ayuda de la regla o regla y compas.

La demostracion consiste en probar que el proceso indicado en la solucién
realmente alcanza el fin deseado.

Un Teorema es una proposicion en la cual se afirma la verdad de algun
principio. Este principio debe deducirse de los axiomas y definiciones, u
otras verdades establecidas previamente e independientemente. Probar esto
es el objeto de la demostracion.

Un Problema es andlogo a un postulado.

Un Teorema se asemeja a un axioma.

Un Postulado es un problema, cuya solucién se asume.

Un Azioma es un teorema, cuya verdad se da sin demostracién.

Un Corolario es una inferencia deducida inmediatamente de una proposicién.

Un FEscolio es una nota u observacién sobre una proposicién que no contiene
una inferencia de importancia suficiente para darle derecho al nombre de
corolario.

Un Lema es una proposicién meramente introducida con el propdsito de
establecer una proposicién mas importante.
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SIMBOLOS Y ABREVIATURAS.
.". expresa la palabra por lo tanto.
*." expresa la palabra porque o en consecuencia o puesto que.

= expresa la palabra igual. Este signo de igualdad se puede leer igual a,
o es igual a, o son iguales a; pero cualquier discrepancia con respecto a la
introduccién de los verbos auxiliares es, son, etc. no puede afectar el rigor
geométrico.

% significa lo mismo que si las palabras “no es igual’ fueran escritas.
> significa mayor que.

<significa menor que.

?é significa no mayor que.

{ significa no menor que.

+ se lee m4s, el signo de la adicién; cuando se interpone entre dos o maés
magnitudes, significa su suma.

— se lee menos (resta), significa sustraccién; y cuando se sitia entre dos
cantidades, significa que la segunda debe tomarse de la primera.

X este signo expresa el producto de dos o méas nimeros cuando se colocan en-
tre ellos en aritmética y algebra; pero en geometria se usa generalmente para
expresar un rectangulo, cuando se coloca entre “dos segmentos que contie-
nen uno de sus angulos rectos. Un “rectdngulo” puede también representarse
colocando un punto entre dos de sus lados contiguos.

: : expresa una analogia o proporcién; por lo tanto, si A, B, C y D,
representan cuatro magnitudes, y A tiene para B la misma proporcién que
C tiene para D, la proposicién se escribe asi brevemente,

A:B:C:D,
A C
A:B=C:D,0—==—.
C:D,o 5 D
Esta igualdad o igualdad de proporcién se lee,

como Aesa B,asiesC aD;o0Aesa B, comoCesalD.

H significa paralela a.
| significa perpendicular a.

A significa dngulo

D significa dngulo recto.

ﬂl significa dos dngulos rectos.
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/I\o I\ designa brevemente un punto. También ——— el punto de inter-
seccién de los segmentos — y —.

>, =, 0 < significa mayor, igual, 0 menor que respectivamente.

El cuadrado construido sobre un segmento se escribe de forma concisa de la
. 2
siguiente manera,

De la misma manera, el doble del cuadrado se expresa mediante 2-———
def. significa definicién.

post. significa postulado.

ax. significa axioma.

hip. significa hipdtesis. Aqui puede ser necesario comentar, que la hipétesis es
la condicién asumida o dada por sentada. Asi, la hipdtesis de la proposicién
dada en la Introduccién, es que el triangulo es isésceles, o que sus lados son
iguales.

const. significa construccién. La construccién es el cambio hecho en la figura
original, dibujando segmentos, lineas, haciendo angulos, construyendo circu-
los, etc. para adaptarlo al argumento de la demostracién o de la solucion del
problema. Las condiciones en las que se realizan estas modificaciones, son
tan indiscutibles como las contenidas en la hipétesis. Por ejemplo, si hace-
mos un angulo igual a un angulo dado, estos dos angulos son iguales por
construccion.

Q. E. D. significa Quod erat demonstrandum.
Queda esto demostrado.
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LIBRO I. PROPOSICION I. PROBLEMA.

5% OBRE un segmento dada (
equildtero.

) se puede construir un tridngulo

Construir y @ (post. III); trazar
y (post. I), entonces es

equilatero.

En efecto, como = (def. I. 5); y
= (def. 1. 5), .". =—

(axioma. 1.); y por lo tanto Aes el tridngulo equilatero requerido.
Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION II. PROBLEMA.

B ESDE un punto dado (———), se puede trazar un segmento

).

), trazar —— (post. II), construlr
@ (post. IT), @ (post. III); tra-
zar — (post. II), entonces es el seg-
mento buscado.
Ya que — = —— (def. 15.), y
— = — (const.), .". =
(ax. III), pero (def. 15) = = A trazada del punto
dado (—), es igual al segmento dado Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION III. PROBLEMA.

YY) tar una parte igual al segmento menor ( ).
Trazar = (L. 1, pr. 2), des-
de el extremo de ===; construir ————
(post. 3), entonces = .
Asi = (def. 15.), y =
(const.); .". = (ax. I).
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LIBRO I. PROPOSICION IV. TEOREMA.

7 I dos tridngulos tienen dos lados respectivamente iguales, ( a

y a ) y los dngulos ( y ) contenidos por
25, estos lados iguales también son iguales; entonces sus bases o sus
lados (mm—y ) son también iguales: y los dngulos restantes

opuestos a los lados iguales son iguales (‘ = ') Y (‘ = ‘) respec-
tivamente: los tridngulos son iguales en todos los aspectos y son congruentes.

Sean los dos tridngulos concebidos, para ser coloca-
dos, de modo que el vértice de uno de los angulos

iguales, o ; caiga sobre el otro, y pa-
ra que coincida con , entonces === coincide con
— si se aplica: por consiguiente === coincidira con
, 0 dos segmentos encierran un espacio, lo que es

imposible (ax. 10), por lo tanto = — '

y ‘ ‘ y como los triangulos D

y coinciden, cuando se aplica, son iguales en

todos los aspectos y son congruentes.
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LIBRO I. PROPOSICION V. TEOREMA.

‘?’}@52 N cualqz/czer tridngulo isdsceles si se extienden ltzs lados igua-
& les, los dngulos externos de la base son iguales, y los dngulos inter-

e
)
@L‘//Q nos en la base también son iguales.

|

Extender , vy —, (post. 2.), tomar la
extensién = , (pr. 3); trazar y
. Entonces en y tenemos,

— =— (const.), A comun, y

—— = — (hip.) ‘ :‘7 —_— =
y ' :\ (pr. 4.). De nuevo en
; y < tenemos, = ,
':\y_:_,.'.D:Q,y = (pr. 4),
pero ‘ ‘, ‘ = ‘ (ax. 3). Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION VI. TEOREMA.

N cualquier tridngulo ({ \ ) si dos dngulos (© y ‘) son igua-

5 les, los lados -y ) opuestos a ellos son también igua-
K $) les
=)
En efecto, si los lados no son iguales, sea uno /
de ellos -- mayor que el otro ,y de /
este se corta — = (pr. 3.), y traza-
mos

Entonces en L y A , =,

(const.) :‘ (hip.) v comun,
.". los tridngulos son congruentes (pr. 4.) y ‘

una parte es igual a la totalidad, lo cual es absurdo; .". ninguno de los lados
-0 es mayor que el otro, .*, por lo tanto son iguales. Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION VII. TEOREMA.

@'{) OBRE la misma base (- ), y sobre el mismo lado de este no
7 se pueden tener dos triangulos con su lados contiguos ( Yy

, Y ) en ambos extremos de la base, iguales en-
tre st.

Cuando dos triangulos estdn en la mis-
ma base, y sobre el mismo lado de esta,
el vértice de uno debe caer fuera del otro
triangulo o dentro de él; o, por ultimo, en
uno de sus lados.

Si podemos construir los dos tridngulos de
manera que:

entoncis trazamos ==y,
&H-vi;
V<ay.. V9<%,
pero (pr. 5) W =W,

lo cual es absurdo, por lo tanto, los dos
tridngulos no pueden tener sus lados con-
tiguos iguales en ambos extremos de la ba-
se.
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LIBRO I. PROPOSICION VIII. TEOREMA.

( = Yy = ), y sus bases (m————) en-

;A\I; tonces los dngulos (‘ Yy ‘) contenidos por sus lados iguales son
también de igual medida, o sea los tridngulos son congruentes.

Si las bases ===y —— ge conciben para ser
colocadas uno sobre la otro, de modo que
los tridngulos estan del mismo lado de ellos,
vy que los lados y , y

son contiguos, el vértice de uno debe caer so-
bre el vértice del otro; pues suponer que no
son coincidentes contradice la tltima propo-
sicién.

y—,.'.‘:‘.

Q. E. D.

Asi, los lados y == coinciden con
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LIBRO I. PROPOSICION IX. PROBLEMA.

S S posible bisecar un dngulo rectilineo dado (‘ ).

Tomar = (pr. 3), trazar ,
U
construir\/ (pr. 1), trazar ———————. K4
4
Porque = (const.), el lado

es comun a los dos triangles y

(const.), . . ‘ = (pr.8.).
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LIBRO I. PROPOSICION X. PROBLEMA.

Construir el tridangulo equildtero _\ (pr. 1),

con (—=--) como base, trazar el segmento
, haciendo ‘ = (pr.9).
Entonces — = --- por (pr. 4.), ya que

= (const.), ‘ =1y es comun a los
dos triangulos. Por lo tanto, el segmento dado es
bisecado.
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LIBRO I. PROPOSICION XI. PROBLEMA.

), en un segmento dado (

), se

Tomar cualquier punto (—=-) en el segmen-
to dado, cortar — = — (pr. 3), construir

un tridngulo equilédtero A (pr. 1.), tra-

zar y afirmamos que es perpendicular al
segmento dado.

En efecto, = (const.) =— = — (const.) y es comuin a
los dos triangulos.

Por lo tanto ‘ = . (pr. 8) .". 1L

(def. 10). Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XII. PROBLEMA.

»

7 E puede trazar un segmento perpendicular (——) a una recta cual-

quiera dada (==—— ) desde un punto determinado ) fue-

;A\;; ra de la recta.

Con el punto dado /I\ como centro, a un
lado de la linea, y cualquier distancia — ca-
paz de extenderse al otro lado, construir un
circulo ~—_—.

Hacer — = (pr. 10), trazar , '
y — entonces — d—- -
Por (pr. 8) puesto que — = (const.),
—— comun a ambos, y = (def. 15), .". = .,
y. . — Ll--—— (def. 10). Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XIII. TEOREMA.

UANDO una linea recta (— ) se interseca con otra linea recta
( ), los dngulos formados son ya sea dos dngulos rectos o jun-
tos suman dos dngulos rectos.

&
N\

Si es La entonces, = - y

+R= (I et 10).

Si noes | a 1l —

(pr. 11), + - = ® (const.)

A=V +A
Sk £ TR £ SAREEN

, trazar
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LIBRO I. PROPOSICION XIV. TEOREMA.

I dos rectas (- Yy ), intersecan una tercera recta (- ),
en el mismo punto, y en lados opuestos de ella, de modo que la su-

my s, ma de los dngulos adyacentes ( Y ‘ ) es igual a dos dngulos
rectos; entonces estas dos lineas rectas son una misma recta con-

Supongamos que , ¥ no , es la conti-

nuacién de , entonces:

+ ‘ = @, pero por hipdtesis

+ A —(1 ‘ — A (x3)

lo cual es absurdo (ax. 9).

, v asi hemos demostrado que sdlo
, formado parte de una linea recta.

Q. E. D.

, no es la continuacion de
puede ser la continuacion de

33



LIBRO I. PROPOSICION XV. TEOREMA.

5

Y ) se intersecan en un punto, los

Y ‘, ’ Y ‘ son iquales.

De la misma manera, se puede demostrar que

®-o
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LIBRO I. PROPOSICION XVI. TEOREMA.

[y
[y

57 I un lado de un tridngulo (. ) se extiende (—==), el angulo

externo ( ) es mayor que cualquiera de los dngulos internos

T

no adyacentes (‘ "y Y

Hacer — = === (pr. 10). Trazar y
extenderlo hasta que ==--- = ; trazar

- (COI]St. pr. 15)7

V=4 o9 '\ >4

por lo tanto '\ el cual es = ‘ es > A Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XVII. TEOREMA.

UALESQUIERA dos dngulos de un tridngulo A sumados en
menor que dos dngulos rectos.

R O\0)
o

Extender , entonces tenemos:

'.‘+A<®,

y de la misma manera se puede demostrar que los otros dos angulos del
tridangulo tomados juntos es menor de dos angulos rectos. Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XVIII. TEOREMA.

A‘\g N cualquier tridngulo A st un lado ===-

es mayor que

, el dngulo opuesto al lado mayor ‘, es mayor que el

angulo opuesto al menor

Hacer = (pr. 3), trazar
Entonces se tiene ‘ = ‘ (pr. 5); pero
A > (pr. 16) ‘ > y con mu-

cha més razén ‘ >

Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XIX. TEOREMA.

N cualquier tridngulo A st un dngulo ‘ es mayor que otro

dngulo A, el lado
~ que el lado

que es opuesto al dngulo mayor, es mayor
opuesto al dngulo menor.

Si

bemos tener

no es mayor que , entonces de-
=0 < .

Si = entonces: ‘ :A

(pr. 5.); que es contrario a la hipétesis.

Tenemos que no es inferior a ;

porque si lo fuera, ‘ < A (pr. 18), lo
que es contrario a la hipdtesis:

>
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LIBRO I. PROPOSICION XX. TEOREMA.

UALQUIERA de dos lados —— y —— de un tridngulo A SU-
# mados es mayor que el tercero lado (- ).

Extender —— y hacer ---- = —— (pr. 3); ¢
trazar . .

Entonces como ---- = —— (const.),
=15 .. Q> x99

So— - >— (pr. 19) y
+ >

Q.E.D.
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LIBRO I. PROPOSICION XXI TEOREMA.

'3 I desde cualquier punto (/) dentro de un tridngulo /_\3 , dos

segmentos son trazados a los extremos de un lado (-==--= ), la suma
> de estos segmentos es menor que la suma de los otros dos lados,

pero forman un dngulo mayor (‘) que el que forman los lados

considerados ().

Extender ——, —— + — >——=--(pr. 20), su-
memos ==~ a cada uno:

+ === >—--4 --- (ax. 4).

De la misma manera, se puede demostrar que
— = >t
e > —
que debia probarse. Ademas ‘ > (pr. 16), y también ‘ >‘

(pr. 16), .. i > . Q.E.D.
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LIBRO I. PROPOSICION XXII. TEOREMA.

ADOS tres segmentos {:'_'_ } de modo que la suma de dos cua-

N

0 . . ..

,q lesquiera es mayor que el tercero, se puede construir un tridngu-
N . . .

@) lo cuyos lados serdn respectivamente iguales a los segmentos da-

dos.
Tomemos === (pr. 3).
Trazary:i :____} (pr. 2) de los extremos
de

Con = y — como radios construir @

y @ (post. 3); trazar y —, entonces

es el triangulo requerido. 777 ======

=—=--- (const.)

Q.E.D.
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LIBRO I. PROPOSICION XXIII. PROBLEMA.

) de una linea recta dada (==——==)  se
puede construir un dngulo (48) igual a un dngulo rectilineo dado

Y

Trazar === entre dos puntos cualesquiera de los
lados del angulo dado.

Construir A (pr. 22), de modo que:

) = y= ="

entonces 4 — 4 (pr. 8). > _——

9

42



LIBRO I. PROPOSICION XXIV. TEOREMA.

SI dos tridngulos tienen dos lados respectivamente
iguales (=g y === a ), ¥ si en uno

»
o

R

el angulo (... ) contenido por los lados iguales es

al angulo menor.

En el tridngulo con el angulo mayor construir

/\: A (pr. 23), = (pr. 3)

y trazar ==y =====

Dado que =----- (ax. 1, hip., const.)
'.‘: (pr. 5), pero W < ,y

¥ < ‘, ., — > mmme (pr. 19), ademds
LT By (pr 4) '°.— >

Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XXV. TEOREMA.

7 I dos tridngulos tienen dos lados (¢ y =) de uno respectiva-
mente igual a dos lados ( Y ) del otro, pero sus bases son
desiguales, el dngulo subtendido por la base mayor (=) debe ser

mayor que el dngulo subtendido por la base menor ().

Sigd

Tenemos que | = >o0< A; pero:

- no es igual a A porque si = A, entonces
— (pr. 4) lo que contradice la hipdtesis;

- no es inferior a A porque si < A, entonces

— (pr. 24), lo que también es contrario a
la hipétesis:

> A
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LIBRO I. PROPOSICION XXVI. TEOREMA.

son respectivamente iguales entre si, es decir los tridngulos son
congruentes.

CASO L.
Si ==y —— ge encuentran entre los dos angulos
iguales y son iguales, entonces =—-
Si no es el caso, supongamos que ——== sea Mmayor
que el otro; hagamos = , v tracemos

En /\ y Z tenemos ,

- y = .'.‘:‘(pr. 4), pero
‘ = ‘ (hip.) y por lo tanto ‘ = ‘, lo cual

es absurdo.

Por lo tanto ninguno de los lados y es
mayor que el otro; y son iguales.

Similarmente se verifica que =——— —— vy 4 = 4

(pr. 4).
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Caso II.

Consideremos el caso — —, (ue se encuen-

tran opuestos a los angulos iguales A A enton-

CEOS m—  ———

Si no es el caso, supongamos que ——== > ==y {o-
Mmemoes —— — ===y {racemos

Entonces en A L tenemos = ,

—_——— = ,.‘.A:‘(pr.4),per0
A A (hip.) .". ‘ = A lo cual es absurdo

(pr. 16).

Consecuentemente, ninguno de los lados =g —--
es mayor que el otro, por lo tanto deben ser iguales.
Se concluye (por pr. 4) que los tridngulos son con-
gruentes.
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LIBRO I. PROPOSICION XXVII. TEOREMA.

=3 [ una linea recta ) interseca otras dos lineas rectas, (-

) haciendo que los dngulos alternos (A v W; y

) sean iguales, entonces estas dos lineas rectas son parale-

Y

Si

no es paralela a , se intersecan
cuando se trazan, entonces el angulo externo
es mayor que A (pr. 16), pero por hipdtesis son
iguales, lo cual es absurdo, .*, son paralelas.

47



LIBRO I. PROPOSICION XXVIII. TEOREMA.

) corta otras dos lineas rectas (- Yy
), haciendo iguales los dngulos interior y opuesto, del mismo

7 I una linea recta (-

?&W
=3 lado del segmento de corte (a saber, ‘ = ‘ 0 = ‘), 0
si hace que los dos dngulos internos del mismo lado (‘ Yy ',

0 ‘ Y ‘ ) sumen dos dngulos rectos, estas dos lineas rectas son paralelas.

Primero, si gl = g, entonces A4-V (pr. 15),
A=V .—| (pr. 27).

En segundo lugar, si g} + @ = dhY
entonces ‘ + ' = ﬂ] (pr. 13),
.'.‘+‘=‘+' (ax. 3),
A=V .—| (pr. 27).
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LIBRO I. PROPOSICION XXIX. TEOREMA.

NA linea recta (-
), hace que:

) intersecando dos rectas paralelas ( Y

(1) los dngulos alternos sean iguales;

(2) el angulo externo sea igual al dngulo interno y opuesto del mis-

mo lado;

(3) los dos dangulos internos sumados del mismo lado equivalen a dos angulos
rectos.

(1) Si los dngulos alternos V y ‘ no son

iguales, trazar —=- | haciendo = ‘ ot
(pr. 23).
As{ —=- H (pr. 27) y por lo tanto

dos rectas que se cruzan son paralelas a una
misma recta, lo que es imposible (ax. 12).

De ahi que los angulos alternos V y ‘
deben ser iguales.

(2) Ahora V= ‘ (pr. 15); .". ‘ = ‘, el angulo externo igual al in-
terno y opuesto en el mismo lado.

(3) Como ‘ = ‘, entonces ‘ + ':‘ = ® (pr. 13), es

decir, los dos angulos internos del mismo lado del segmento de corte son
iguales a dos angulos rectos.

Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XXX. TEOREMA.

> INEAS rectas { } que son paralelas a una misma recta ( ),
son paralelas entre si.
Sea intersecando: { } K
entonces, = ‘: ‘ (pr. 29), l
= ‘, ” (pr. 27). /
Q.E.D
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LIBRO I. PROPOSICION XXXI. PROBLEMA.

del punto 7 a cualquier punto

, hacer = ‘ (pr. 23.),

Trazar

Len

entonces ---H (pr. 27).
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LIBRO I. PROPOSICION XXXII. TEOREMA.

2 I algin lado (- ) de un tridngulo se extiende, el dngulo externo

(&) ¢s igual a la suma de los dos dngulos internos y opuestos (

Y A), y la suma de los tres dngulos internos de cada tridngulo es
igual a dos dngulos rectos.

I— ‘

A través del punto / trazar

(pr. 31), entonces {:2 v} (pr. 29),

+ ‘ = (ax. 2), y por lo tanto
+ &+ A :‘ (1N A
(pr. 13).
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LIBRO I. PROPOSICION XXXIII. TEOREMA.

Y ) que unen los extremos adyacen-

OS segmentos (-
>
y-=—=== ), son ellos

N/ tes de dos segmentos iguales y paralelos (-

Trazar la diagonal : = ‘ (pr. 29),
=----- (hip.), y comun a los
dos triangulos, son congruentes:

— = ,VZA(pr-4);y

S H (pr. 27).

Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XXXIV. TEOREMA.

Puesto que A ' (pr. 29) y
es comun a los tridngulos x W por lo

que son congruentes

Asi, los lados y angulos opuestos del paralelogramo son iguales, y como

los triangulos _k y W son congruentes (pr. 4), la diagonal biseca al
paralelogramo. Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XXXV. TEOREMA.

OS paralelogramos ( , ) sobre la misma base

) y entre las mismas paralelas (-=======- , T "), son
=" de dreas iguales.

Debido a las paralelas,

V-V | o2
W=\" ( (pr.29)

y = (pr. 34)
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LIBRO I. PROPOSICION XXXVI. TEOREMA.

ARALELOGRAMOS ( ‘ y ) sobre bases de igual magni-
tud, y entre las mismas paralelas, son iguales en drea.

Trazar y mmmmmm——-- , entonces
= = , por (pr. 34, e hip.);
y son | ;

Y por lo tanto A‘ es un paralelogramo, pero I‘ = A‘ y
A‘ = (pr. 35) .". ": (ax. 1). Q.E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XXXVII. TEOREMA.

RIANGULOS ( Yy ‘) sobre la misma base (- ) y en-

m—————- ) tienen la misma drea.

7
Cpoed

(&)

U .
b ‘s“s’)@" tre las mismas paralelas (-
‘g;’ 4 .

paralelogramos

y ' sobre la misma base y entre las mis-

mas paralelas; por lo tanto tienen 4reas iguales (pr. 35):

= dos veces
(pr. 34). .. = . Q. E. D.

\/
'
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LIBRO I. PROPOSICION XXXVIII. TEOREMA.

RIANGULOS (‘ Yy ‘ ) sobre bases de igual magnitud y entre

las mismas paralelas tienen sus dreas iguales.

O

X

= dos veces ‘ (pr. 34), y también ' = dos veces ‘ (pr. 34),
‘ :‘ (ax. 7). Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XXXIX. TEOREMA.

RIANGULOS de dreas iguales Yy ‘ sobre la misma ba-
) y sobre el mismo lado de ésta, estdn entre las mismas

' paralelas.

Si el segmento —— que une los vértices
de los tridngulos, no es H , entonces
trazar | ‘ (pr. 31), tocando

una parte es igual al total, lo cual es
absurdo, .*,lo que se supusimos es falso y
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LIBRO I. PROPOSICION XL. TEOREMA.

RIANGULOS con dreas iguales (©~ vy k ), del mismo lado del
NS¢ segmento (——=-——) que contiene sus bases de igual longitud,

Supongamos —— que une los vértices de
los triangulos no es || a ——=--—— trazar
—H ——=--——(pr. 31), intersecando ===== .
Trazar . Porque —||—--—
(const.) = , pero = , por lo

que una parte igual es igual a la totalidad,lo . __
cual es absurdo.
.". lo que se supusimos es falso y — H —_— Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XLI. TEOREMA.

5 T un pamlelogmmo\. y un tridngulo 1 estan en la misma

, el drea del

base

Trazar la diagonal del paralelogramo;

entonces \ 4 (pr. 37),
\ — dos veces \ (pr. 34),
. \A — dos veces A .
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LIBRO I. PROPOSICION XLII TEOREMA.

Hacer

-4 anD
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LIBRO I. PROPOSICION XLIII. TEOREMA.

0S complementos Y de los paralelogramos que estdn
\/© alrededor de la diagonal de un paralelogramo son iguales.

(pr. 34),

¥ &

M . AN
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LIBRO I. PROPOSICION XLIV. PROBLEMA.

(\‘ﬁ o ADOS un segmento (— ), un dngulo rectilineo (* ) y un tridngulo

78

N ‘!@@)

( ) arbitrarios, se puede construir un paralelogramo ( ' )
de igual drea que el triangulo, que contiene el dngulo dado y tiene
un lado de longitud igual al segmento dado.

Hacer = 'con ‘ = (pr. 42),

y que tiene uno de sus lados == contiguos con
y en continuacién de —.

Extender — hasta que encuentre || -—-
trazar y extenderla hasta que encuentre
----- extendida; trazar H ==— tocando

extendida, y extender —--.

Asi :' (pr. 43), pero
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LIBRO I. PROPOSICION XLV. PROBLEMA.

=437 E puede construir un paralelogramo igual en drea a una figura rec-

% tilinea dada ( ) y que tengan un dngulo igual a un dngulo

rectilineo dado (‘)

y — dividir la figura rec-
tilinea en triangulos.

Construir ’ = ‘ con = '

(pr. 42).
Sea (----- ) un lado de ’ fijo.

Trazar

Con =-=-=--- se construye = con

‘: ' (pr. 44).

También con -=--- se construye ’ = }
con ': ' (pr. 44), 4 '

’ ’ = { y ’ ’ es un paralelogramo, (prs. 29, 14, 30)
teniendo .: . Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XLVI. PROBLEMA.

47 OBRE un segmento arbitrario dado ¢ ), se puede construir un

cuadrado.

Trazar le= (pr. 11 y pr. 3).
Trazar H e = —,
trazar || e —=——""1.

En [: tenemos = (const.),

= un dngulo recto (const.)

‘ = = un é4ngulo recto (pr. 29),
v los lados y angulos restantes son iguales,

(pr.34)y .. [: es un cuadrado. (def. 27). ‘

Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XLVII TEOREMA.

. f},}@:’% N un tridngulo rectangulo . el cuadrado de la hipotenusa
(£ es igual a la suma de los cuadrados de los lados (

A
0.9,

%

y o)

En , y trazar cuadrados,
(pr. 46). Trazar ------ H ----- (pr. 31),
también trazar y ,
[ N
A cada angulo sumar M ", =,
L y =——-=

De nuevo, porque H -———- . = dos veces J , Y

. = dos veces‘; . Z..
Igualmente, se puede demostrar que . = ,.. .. = . .

Q. E. D.
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LIBRO I. PROPOSICION XLVIII. TEOREMA.

7 [ el cuadrado de un lado (

2 ) de un tridngulo es igual a los

) cuadrados de los otros dos lados (- y —), el dngulo ()
=4, subtendido por ese lado es un dngulo recto.

Trazar --- | , === =— (prs. 11, 3)
y trazar ademas ==--- .
Como === = — (const.), ===* = — ’
——=2 2 — 2 4+ 2 pero .
———? 2 = % (pr. 47), y
2 4 2 = 2 (hip.) RS
_____ 9 2 4 ol — —y = . (pr. 8), por consi-

guiente . es un angulo recto.
Q. E. D.
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LIBRO II.
DEFINICION 1.

N

Vg, N rectdngulo o un paralelogramo en dngulo recto se dice que estd
5

contenido por cualesquiera de dos lados adjuntos o contiguos.

Asi: el paralelogramo en angulo recto -

se dice que esta contenida por los lados
y —; o puede ser designado brevemente por

Si los lados adyacentes son iguales; i.e.
= , entonces que es la
expresion para el rectangulo bajo
y es un cuadrado, y es igual a

. O 2
. O 2 :

LIBRO II. DEFINICIONES.

DEFINICION II.

o)) N un paralelogramo la figura com-
\‘)' puesta por uno de los paralelogra-

NS bre la diagonal, j

\Q' mos sobre la diagonal, junto con
los dos complementos, se llama

gnomon.

Asi . y son gnomones.

LIBRO II. PROPOSICION I. PROBLEMA.

, ——), uno de

L rectingulo contenido por dos segmentos (

69




los cuales se divide en un numero arbitrario de partes, es igual a la
suma de los rectdngulos contenidos por el segmento continuo, y las

partes varias del segmento dividido: —_— =l

Trazar 1 (L. 1, pr. 2, 3); com-
pletar los paralelogramos, es decir trazar

-—-- (L. 1, pr. 31),

—_——e—  —. + . . Q. E. D.
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LIBRO II. PROPOSICION II. TEOREMA.

7 T un segmento se divide en dos partes , el cuadrado de la lon-
gitud del segmento es igual a la suma de los rectangulos contenidos
por todo el segmento y cada una de sus partes:

+—

le=——y
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LIBRO II. PROPOSICION III. TEOREMA.

7 T un segmento se divide en dos partes , el rectdngulo conte-
nido por todo el segmento y cualquiera de sus partes, es igual al
cuadrado de esa parte, junto con el rectdngulo de las partes:

._:_2_|__._’ 0
_— =2 —

Construir . (pr. 46, L. 1).

Completar (pr. 31, L. 1).

Entonces . = . -+ , pero
_ _ 2 _
i

_._:_2_|__._

De manera similar, se puede demostrar facilmente que
—_— =2 —— Q. E. D.
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LIBRO II. PROPOSICION IV. TEOREMA.

7 T un segmento se divide en dos partes , el cuadrado de todo
el segmento es igual a suma de los cuadrados de las partes, mds el
doble del rectangulo que contiene las partes.

2 = 2+ —2 & dos veces — ~—.

Construir (L. 1, pr. 46),

=== (post. I.)

} (pr. 31, L. 1),

trazar una diagonal

d= o501 d=dor 2.1 0),
=@ . . por (prs. 6,29, 34, L. 1),

!| es un cuadrado = —2,
2

Por las mismas razones !I es un cuadrado = —~, = =

(pr. 43, L. 1), pero ﬂﬂ = !| + + + !I,
. 2

— 2_}__2_f_2_._‘ QE D.
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LIBRO II. PROPOSICION V. PROBLEMA.

)

7 [ un segmento se divide en dos partes iguales , )y tam-
bién en dos partes desiguales (—,—— ), el drea del rectdingulo
contenido por las partes desiguales, mds el cuadrado del segmento
entre los cortes, es igual en drea al cuadrado de la mitad del seg-

Sigd

—_— +_2_ 2 __ 2

Construir

. (pr. 46, L. 1),

trazar la diagonal

y trazar:

(pr. 31, L. 1), por lo que:

| B | (pr. 36, L. 1),

< (ax2) [l -
pero . =—2(cor. pr. 4. L. 2) y . = 2 (const.)
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LIBRO II. PROPOSICION VI. TEOREMA.

37 I un segmento es bisecado — y extendido a cualquier punto
, el rectdngulo contenido por todo el segmento aumentado,
y la parte extendida (—), junto con el cuadrado de la mitad del
segmento (—), es igual al cuadrado del segmento formado por la
mitad y la parte extendida (- ).

— + 2 __ _2.

. (pr. 46, L. 1),

Construir
trazar la diagonal y también
e | (pr. 31, L. 1),
entonces = = . (prs. 36, 43, L. 1),

n am— W
L.2),.. .. =—12=

— e —2 = 2, Q. E. D.

(const. ax. 2).
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LIBRO II. PROPOSICION VII. TEOREMA.

(2 I un segmento se divide en dos partes , la suma de los cua-
drados de todo el segmento y una de las partes es igual al doble del
rectdngulo contenido por todo el segmento y esta parte, junto con
el cuadrado de la parte restante.

2_'__2:2.

— —2

Construir , (pr. 46, L. 1).

Trazar (post. I), y también

{:___H } (pr. 31, L. 1),

=—2 (pr. 4, L. 2)

| D
_2 o —

+ I

Q. E. D.

2+_2
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LIBRO II. PROPOSICION VIII. TEOREMA.

2 igual a cuatro veces el rectdngulo contenido por todo el segmento,
y esta parte, mds el cuadrado de la otra parte.

2 —4. —_t —2

Trazar y hacer — = —
i i
I I
I |

Construir (pr. 46, L. 1); === ! |

trazar la diagonal —————y i i

————} H [ Y 1 1

— = 24—

(pr. 4, L. 2), pero

—*+ ? =9e———+ —2 (pr. 7, L. 2),

=g —2, Q E.D.
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LIBRO II. PROPOSICION IX. TEOREMA.

7 I un segmento se divide en dos partes iguales (——, —), y tam-
bién en dos partes desiguales (——,—), los cuadrados de las par-
tes desiguales son el doble de los cuadrados de la mitad del seg-
mento, y de la parte comprendida entre los puntos de cortes del

Sigd

segmento.
2 + _2 — 2. 2 + 2. 2.

Hacer —-- le =——o0 —. /')

/7 Y
Trazar —=--- yomm— o, - H —_ // :
- || —, y trazar . //’

4
= . (pr. 5, L. 1) = medio dangulo 7 i

recto, (cor. pr. 32, L. 1), P I A

A - ‘ (pr. 5, L. 1) = medio dngulo recto, (cor. pr. 32, L. 1),

=D A= b A D (s 5,20, L. 1),

por lo tanto == = —, = (prs. 6, 34, L. 1),
2 _2_ | 24 _2_
- 2 _ + - (pr. 47, L. 1),
_____ 2 + ___2 — 2_2 + 2 2
2 _I_ 2 =9 — 2 _l_ 2 2 Q E.D
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LIBRO II. PROPOSICION X. TEOREMA.

37 T un segmento — — se biseca y se extiende hasta punto arbitrario
——, los cuadrados de todo el segmento extendido y de la
: parte extendida, es igual al doble de los cuadrados de la mitad del

segmento y del segmento desde la mitad hasta la parte extendida:

Hacer = le =a — o , trazar ===,
_— {_"_H __} (pr. 31, L. 1);

también trazar

A - (pr. 5, L. 1) = mitad de un dngulo
recto (cor. pr. 32, L. 1),
A = (pr. 5, L. 1) = mitad de un dngulo recto (cor. pr. 32, L. 1),

= un angulo recto.
A A— —V Qs 5,32,29,34, L. 1), y
=--- =—---, (prs. 6, 34, L. 1).
Por lo tanto, por (L. 1, pr. 47):

—_ -2 + o2 | 2 ‘l_ _2
___2 + —_————2 2 2 + 2 2
S— 4 —2=2 2492 —2 Q. E. D.
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LIBRO II. PROPOSICION XI. PROBLEMA.

—— — G w— — :—2

Construir I (pr. 46, L. 1),

hacer — = --- (pr. 10, L. 1),
trazar ,
tomar — = (pr. 3, L. 1),

sobre construir . (pr. 46, L. 1).

Trazar -------- (post. 2), entonces por
(pr. 6, L. 2)
———— ‘l‘ —_2 2
2 _ -2 4 2
—— 2,

80



LIBRO II. PROPOSICION XII. TEOREMA.

'@.') N cualquier triangulo obtuso, el cuadrado del lado opuesto al dngulo
é:';\‘)i obtuso excede la suma de los cuadrados de los lados que contienen
'LV/Q el dngulo obtuso, en el doble del drea del rectangulo contenido por

cualquiera de estos dos lados y la parte extendida desde el dngulo
obtuso hasta la perpendicular que cae sobre €l, desde el angulo agudo opues-
to:

—2>—24 2 en la cantidad 2-—---- )
Por L. 2, pr. 4,
—_———2 2 2 g
anadir 2 a ambos lados:
—t = ? (pr. 47, L. 1)
S W 4—2 42 2
= 2:——-n- + —2 4+ —2 (pr. 47, L. 1).
por lo tanto: .  /
S S 4—2 2.
es decir: 2> 2 4+ —2 por 2-—+--- .
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LIBRO II. PROPOSICION XIII. TEOREMA.

N cualquier tridngulo, el cuadrado del lado opuesto a un dngulo
agudo, es inferior a la suma de los cuadrados de los lados que con-
tienen este dngulo, por el doble del rectdngulo contenido por los
=) .
segmentos del corte de cualquiera de los estos lados sobre el que cae
la perpendicular desde su dngulo opuesto.

Primero.

—? <=2 2 por 2 —-- - —,

Segundo.

2 < 2—I——2por2—°—“.

Primero, supongamos que la perpendicular cae den-

tro del tridngulo, entonces (pr. 7, L. 2): Primero
—_.2 + —_2 — 9 —-- + __27
anadir a cada uno 2 entonces,
___2+_2+ 2:2___.__’___2_’_ 2
(pr. 47, L. 1)
___2_'__2:2___.__'__27}/ -
Segundo

L= 2 por 2 —=- -+ —,

Ahora supongamos que la perpendicular cae fuera
del tridngulo, entonces (pr. 7, L. 2):

—_—_.2 +_2:2_“' _+“2

anadir a cada lado 2 entonces:
___2+ 2+_2:2___._+__2+ 2
—2 4 —2 =9 — 1 —2, (pr. 47, L. 1),
2 < 24 —Zpor2—--- —, Q. E. D.
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LIBRO II. PROPOSICION XIV. PROBLEMA.

X E puede trazar un segmento cuyo cuadrado sea igual al drea de
una figura rectilinea determinada, es decir se puede trazar de

gl
=%, modo que, 2 =

Hacer - = (pr. 45, L. 1),

extender ——
-————= (pr. 10, L. 1).

Construir Q (post. 3), trazar

ta encontrarlo, trazar

2 o 2 __ _ + —-2
(pr. 5, L. 2), pero 2 — 2 4 __27
(pr. 47. L. 1);
2 +——-—2 T e = — _+__2
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LIBRO III.

DEFINICIONES.

I.
CIRCULOS iguales son aquellos cuyos didme-
tros son iguales.

IT.
Se dice que una linea recta toca un circulo cuan-
do toca el circulo, y siendo trazado no lo corta.

I11.
Se dice que los circulos se tocan entre si, si se
intersecan pero no se cortan.

1V.
Se dice que los segmentos estéan igualmente dis-
tantes del centro de un circulo cuando las per-
pendiculares que se dibujan desde el centro son
iguales.

V.
Y se dice que el segmento sobre el que cae la
mayor perpendicular estd méas lejos del centro.
VI.
Un segmento de un circulo es la figura contenida
por una linea recta y la parte de la circunferencia
que corta.

Q
—




VII.
Un angulo de un segmento es el contenido por
una linea recta y la circunferencia de un circulo,
es decir es el angulo cuyo vértice es un punto de
la circunferencia, siendo un lado una tangente y
el otro lado una secante de la misma.

VIII.
Un angulo en un segmento es el &ngulo conteni-
do por dos lineas rectas trazadas desde cualquier
punto en la circunferencia del segmento a los ex-
tremos del segmento que es la base del segmento.

1X.
Se dice que un angulo se encuentra en la parte
de la circunferencia, o el arco, interceptada entre
los segmentos que contienen el dngulo.

X.
Un sector de un circulo es la figura contenida
por dos radios y el arco entre ellos.

XI.
Segmentos similares de circulos son aquellos que
contienen dngulos de igual medida.

Nm——
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XII.
Los circulos que tienen el mismo centro se lla-
man circulos concéntricos.
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LIBRO III. PROPOSICION I. PROBLEMA.

)

Trazar dentro del circulo un segmento —---
que une los puntos de la circunferencia, hacer
— = ---, trazar —— | ——--; bisecar

— y el punto de biseccién es el centro.
Supongamos, que cualquier otro punto de \

confluencia de , ===y ---sea el centro.

T
Porque en ~_ ¥V =---

(hip. y L. 1, def. 15), — = (const.)

y === comun, = v (L. 1, pr. 8), y por lo tanto son angulos rectos;

pero v = CI (const.), v = v (ax. 11), lo cual es absurdo; por lo

tanto, el punto asumido no es el centro del circulo; y de la misma manera se

puede probar que ningun otro punto que no sea del segmento —— es el
centro, por lo tanto el centro estad en ———, el punto en el que ————es
bisecado es el centro. Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION II. TEOREMA.

<o) N segmento (- ) uniendo dos puntos en la circunferencia
)

QOn

Wl

@) ' de un circulo , se encuentra totalmente dentro del circu-
o0 (\‘

lo.

Determinar el centro de Q (L. 3, pr. I); des-

de el centro trazar ——==a cualquier punto en
, encontrando la circunferencia desde el
centro; trazar y

Entonces - = \ (L. 1, pr. 5.), pero

>go >\ (L. 1, pr. 16)
>— (L. 1, pr. 19) y como

= >

PR

.". cada punto en se encuentra dentro del circulo. Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION III. TEOREMA.

A

(2;/,3 través_del centro de un circu-
'vcﬁ

(©

X
Oy o biseca una cuerda

( ----) que no pasa por el
centro, es perpendicular a €l; o, si es per-
pendicular a él, lo biseca.

Trazar y al centro del circu-
J ________ tenemos que:
=——comuny -———-
‘ = (L.1L,pr8)y..— L——----(L. 1, def. 10).
Consideremos ahora que — | ——=---_Entonces en R
A =M (L1, pr5), ‘ (hip.) y =

L —— - (L 1, pr. 26) — bisects - . Q. E. D.



LIBRO III. PROPOSICION IV. TEOREMA.

Si uno de los segmentos pasa por el centro,
es evidente que no puede ser bisecado por el
otro, que no pasa por el centro.

Pero si ninguno de los segmentos 0
pasa por el centro, trazar == desde

el centro hasta su interseccién.

Si sea bisecado, === L a este (L. 3,

pr.3) .. ’ = D y si sea bisecado,
--- | —— (L. 3, pr. 3), ’ = D y

’ = ; una parte es igual a la totalidad, lo cual es absurdo:

y no se bisecan entre si. Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION V. TEOREMA.

@ se intersecan en dos puntos, no son con-

Supongamos que los dos circulos que se in-
tersecan en dos puntos, tienen un centro en

comun. Trazar al punto de intersec-
cién, y ——== tocando las circunferencias de
los circulos.

Entonces =— (L. 1, def. 15),

y = ——-- (L. 1, def. 15),

', —— = —--; una parte igual a la tota-

lidad, lo cual es absurdo ., los circulos que se cruzan en dos puntos, no pue-
den tener el mismo centro. Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION VI. TEOREMA.

se intersecan internamente, no tienen el mis-

Supongamos que ambos circulos tienen el
mismo centro y se intersecan internamente.

Trazar desde el supuesto centro ==—— que
corta ambos circulos, y al punto de con-
tacto. Entonces === (L. 1, def. 15) y
==--— (L. 1, def. 15) . == = ==——;
una parte igual a la totalidad, lo cual es ab-
surdo; por lo tanto el punto asumido no es
el centro de ambos circulos.
Similarmente se puede demostrar que ningin otro punto lo es. Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION VII. TEOREMA.

Figura L.

7 I desde cualquier punto dentro de

un circulo que no es el

centro, los segmentos son

trazados a la circunferencia; el ma-
yor de estos segmentos (—====) pasa por el
centro, y el menor es la parte restante (—)
del diadmetro.

De los otros, (- ) que estd mds cerca del Figura II.
segmento pasando por el centro, es mayor
que el que (- ) que es mds alejado.
Figura II. Los segmentos (——== y )
que hacen dngulos iguales con los que pasan
por el centro, en lados opuestos de este, son
iguales entre si; y no se puede trazar un ter-
cer segmento igual a estos, desde el mismo
punto hasta la circunferencia.
Figura I.
Del centro del circulo trazar ===-=y ====; entonces ==== = --=- (L. 1, def. 15),
—_——m =t s > (L. 1, pr. 20), de igual manera se puede
probar que —=---es mayor que ; 0 cualquier otra linea trazada desde
el mismo punto hasta la circunferencia. De nuevo, por (L. 1, pr. 20), — -+
>=-—-= + —, tomar — de ambos;
> (ax. III), y de la misma manera se puede probar que es

menor que cualquier otro segmento trazado desde el mismo punto hasta la
circunferencia.

De nuevo, en

>

(L.1,pr.24) y
que cualquier otra linea trazada desde el mismo punto hasta la circunferencia
mas alejado de —==--.

de la misma manera puede ser mayor

Figura II.

Si 1 = entonces -= , sino trazar el lado del angulo hasta

, trazar , entonces en \/ y M
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comun, = y— =

S = (L. 1, pr. 4), ;. —— = = una parte igual a la
totalidad, lo cual es absurdo: ", — ——--; y ningdn otro segmento es
de igual longitud al trazado desde el mismo punto hasta la circunferencia;
porque si estuviera mas cerca uno que pasa por el centro seria mayor, y si
estuviera més alejado seria menor.

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION VIII. TEOREMA.

El texto original de esta proposicion se divide en tres partes.

I

} son traza-
etc.

= dos a la circunferencia; de los que

caen sobre la circunferencia cénca-
va, el mayor es ( ==) que pasa por el
centro, y el segmento (——) que estd mds
cerca del mds grande es mayor que (- )
que el mds alejado.

Trazar == y == al centro, entonces,
que pasa por el centro, es el mas grande; ya

que == ===, si se adiciona a ambos,
-—= -+ --; pero es >————
(L. 1, pr. 20), .". - - es mayor que cual-

quier otra linea trazada desde el mismo punto hasta la circunferencia cénca-
va.

De nuevo en v/|l,—=—,y

.

comun, pero __, > ,

> (L. 1, pr. 24); y de la misma manera —— se puede
probar que es > que cualquier otro segmento més alejado de
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II.

De los segmentos que caen en la circunfe-
rencia convexa, el menor es (-===) el que
pasa por el centro, y el segmento que estd
mds cerca del menor es menor que el que
estd mds alejado.

Puesto que:

— +---->—---(L. 1, pr. 20) y

— =— .- >----(ax. V)

Y otra vez, puesto que:

— + - >— +---- (L. 1, pr. 21),
y—=—, .. == <-----

E igualmente los demas.

I11.

Ademdas los segmentos que hacen dngulos
iguales con los que pasan por el centro son
iguales, ya sea que caiga en la circunferencia
concava o convexra; y un tercer segmento de
igual longitud no puede ser trazado, desde el
mismo punto hasta la circunferencia.

Si se tiene que ====— >===== , dado que

= k; hacer ---- =----- y tragar =---—.

En |/ tenemos ---- = ----- , el seg-

men:to comun, y también k =4

".---—=—{(L. 1, pr. 4); pero— = --=; ", === = ---—lo cual es absurdo.
T no es = ----, ni a ninguna parte de -—=---—,

J.-===—noes >----- .

Por un argumento simétrico, tampoco ----- >----—son lo tanto son

iguales entre si.

Y cualquier otro segmento trazado desde el mismo punto a la circunferencia,
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debe estar en el mismo lado con uno de estos segmento, y debe estar mas o
menos alejado que aquel segmento que se conecta a través del centro, y, por
lo tanto, no puede ser igual a él. Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION IX. TEOREMA.

,)f[ un punto se toma dentro de un circulo , del cual mds
§ ﬁ:@ de dos segmentos de igual longitud ( , , ) pueden
2.8, ser trazados a la circunferencia, ese punto es el centro del circu-

lo.

Si se supone que el punto \ en el que mas
de dos segmentos iguales se encuentran no es
el centro, algin otro punto —==- debe serlo;
unir estos dos puntos mediante —, y trazar
de ambos sentidos a la circunferencia.

Supongamos que mas de dos segmentos de
igual longitud se pueden trazan desde un pun-
to que no es el centro, a la circunferencia,
como minimo, dos deben estar situados al

al mismo lado del didmetro ————---; y como desde un punto / \ , que
no es el centro, se trazan segmentos hacia la circunferencia; el més grande
es —=---, que pasa por el centro: y que estd mas cerca de —---
> que es mas alejado (B. 3, pr. 8); pero = (hip.) lo cual
es absurdo.

Lo mismo se puede demostrar de cualquier otro punto, diferente de \ que
debe ser el centro del circulo. Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION X. TEOREMA.

O no puede intersecar a otro O en mds de dos

Si es posible, que se intersequen en tres pun-

tos; desde el centro de trazar ,

a los puntos de interseccién;
— = (L. 1, def. 15.),

pero como los circulos se cruzan, no tienen
el mismo centro (B. 3, pr. 5):

.". el punto asumido no es el centro de Q,

y €omo , vy se trazan a
partir de un punto que no es el centro, no
son iguales (B. 3, prs. 7, 8); pero se demos-
tré antes que eran iguales, lo cual es absurdo;
por lo tanto, los circulos no se pueden cruzan
en tres puntos.

y




LIBRO III. PROPOSICION XI. TEOREMA.

;;;) I dos circulos O Y Q se tocan internamente, el segmento

/d
g ’i‘ trazado que une sus centros, pasa por un punto de contacto.
[ V)

A“\JJA

Supongamos que el segmento no pasa por
un punto de contacto; sea —— el segmento
que une sus centros, y trazar este en ambos
sentidos; desde un punto de contacto trazar

al centro de O, y trazar ----- al

centro de O

Porque en — = >----- (L. 1, pr. 20), y ==--- = e
ya que son radios de , pero — + —— > —; quitando —
que es comun, > ; sin embargo = , porque son radios
de V.. > una parte mayor que el todo, lo cual es absurdo.

Por lo tanto, los centros no estdn colocados de manera, que una linea que
los une puede pasar por cualquier punto que no sea un punto de contacto.

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XII. TEOREMA.

C"‘\ I dos circulos O O se tocan externamente, el segmento
/o

——— uniendo a sus centros, pasa a través del punto de con-

Supongamos que no, sea —— el seg-

mento que une los centros, y no pasa a través

de un punto de contacto; entonces desde un A

punto de contacto trazar y a los

centros.

Porque + >—(L. 1, pr. 20), — = (L. 1, def. 15.),
y = (L. 1, def.15.), .". — + > , una parte ma-

yor que el todo, lo cual es absurdo.

Por lo tanto, los centros no estan ubicados de manera, que el segmento que
los une pueda pasar por cualquier punto menos el punto de contacto.

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XIII. TEOREMA.

N circulo no puede tocar a otro, ya sea externa o internamente, en
mds de un punto.

Figura 1.
Figura 1.
Si fuera posible, sean y O tocan-
dose internamente en dos puntos; trazar — ‘
uniendo a sus centros, y extenderlo ===- has-
ta que pase a través de uno de los puntos de
contacto (L. 3, pr. 11); trazar y
Pero ==-- =—— (L. 1, def. 15),
*. si — se adiciona a ambos:
————_=— ; pero —--- = — (L. 1, def. 15.), y
-+ — ; pero — + —— >—— (L. 1, pr. 20.), lo cual es
absurdo
Figura 2. Figura 2.

Si los puntos de contacto son los extremos del
segmento que une los centros, esta recta debe
dividirse en dos puntos diferentes para los
dos centros; porque es el didmetro de ambos
circulos, lo cual es absurdo.
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Figura 3.

Si fuera posible, sean y O

tocandose externamente en dos puntos;
trazar --- uniendo los centros de
los circulos, y pasando por uno de los

puntos de contacto, y trazar y
= (L. 1, def. 15); y
= (L. 1, def. 15):
— + =——""7 pe-
ro + >—---

(L. 1, pr. 20), lo cual es absurdo.
Por lo tanto, no hay ningin caso en el
que dos circulos puedan tocarse en dos
puntos externa o internamente.

Figura 3.
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LIBRO III. PROPOSICION XIV. TEOREMA.

[ EGMENTOS iguales (—___) inscritos en un circulo estin igual-

mente distantes del centro; y también, los segmentos igualmente

Del centro de O trazar --- L a —--- y ---

J_—---, unir — y —

Entonces: = % (L. 3,pr.3) y

— = % —--- (L. 3, pr. 3), puesto que:

— —--- (hip.) .". =,y

— =— (L. 1, def. 15) ", —2 = —2,

pero como es un angulo recto:

—2 =2 2 (L. 1, pr. 47) y

—2 =2 4 2 por la misma razén, .. -==2 + —2 =---2 | 2

S S N m—

Ademas, si los segmentos —==-y estan igualmente distantes del

centro; es decir si las perpendiculares === y === son dadas iguales, entonces

Como en el caso anterior, ---2 + 2 —=—2 4 ---% pero ---2 =---2%,

2 = , v los dobles de estos y — === son también iguales.

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XV. TEOREMA.

$) mds lejos.

Figura 1.
El didmetro es mayor que cualquier seg-
mento . Trazar y , entonces
=—y = .+ = , pe-
IO
+ >——->(L. 1, pr. 20)

>
De nuevo, el segmento que estd méas cerca del
centro es mayor que uno mas alejada.

Primero, sean los segmentos dados y
----, que estdn en el mismo lado del centro

y no se intersecan; trazar {:::

EDT y N 5 — -7y
>=---- (L. 1, pr. 24).

Figura 2.
Sean los segmentos dados y que se
encuentran a diferentes lados del centro, o se
cruzan; desde el centro trazar — ==y == |
y , hacer -- = -, y trazar d----

Como y estdn a igual distantcia
del centro = (L. 3, pr. 14); pero

>-- (Pt. 1, L. 3, pr. 15),
ST >

L diametro es el segmento mds grande en un circulo: y, de todos los
demds, el que estd mds cerca del centro es mayor que el que estd

Figura 1.

=" pero g S > ,

Figura 2.

,_\
-
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LIBRO III. PROPOSICION XVI. TEOREMA.

L segmento trazado del extremo del didmetro —
de un circulo perpendicular a €l esta fuera del circulo.

2/ Y si cualquier otra recta —===- pasa por el punto de contacto, corta
el circulo en otro punto.

Parte 1.
Sino es el caso, sea , que toca el circu-
lo otra vez, y es J_—, y trazar —.

Entonces, porque — —

-9

(L. 1, pr. 5), y .". cada uno de estos dngu-

los es agudo, (L. 1, pr. 17), pero = D I:>-
(hip.), lo cual es absurdo, por lo tanto iae

trazado L ——no toca de nuevo al circulo.

Parte 2.
Sea 1 ——y----setraza desde un punto ~ 7 entre
y el circulo, el cual suponemos, no corta el circulo.
Porque . = D, ’ es un angulo agudo; supongamos -==--- d----- ,
trazado desde el centro del circulo, debe caer en el lado del angulo agudo
’ .". = que se supone es un dngulo recto, es >’, S >
pero ==== —==—— y ° ==== >====-- , una parte mayor que el todo, lo cual

es absurdo. Por lo tanto, el punto no cae fuera del circulo, y por lo tanto el
segmento ---- corta el circulo.

Q.E.D.
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LIBRO III. PROPOSICION XVII. TEOREMA.

Si el punto dado estd en la circunferencia, co-

mo en ___, , estd claro que el segmento

| ---- al radio, serd la tangente requerida

(L. 3, pr. 16).

Pero si el punto dado /\ estd fuera del

circulo, trazar ----— del punto al centro,

cortando ; y trazar ==-=-- J_----, tra-

zar concéntrico con Q, de radio

igual a ===-=-—— entonces sera la tangente requerida.

N /
7 N ,

4 z
Peroen, _ ~ y, __ ,““_—““—,Acomun,y----:----,

(L. 1, pr. 4) = = D, es una tangente a Q
Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XVIII. TEOREMA.

)

2 I una linea recta ====-= es tangente a un circulo, el segmento —

3
N . trazado desde el centro hasta el punto de contacto, es perpendicular
oy
L3/ a la recta.
1
1
i
Supongamos que no, y sea —== | ===-- , 1
1
entonces porque = ) ‘ es agudo ,4:
(L. 1, pr. 17), .".— >—== (L. 1, pr. 19); ," i
pero — = —, y ,",— >-—-- una par- :
te es mayor que el todo, lo cual es absurdo. i
. ]
C.—--noes | ----- ; v de la misma ma-

nera se puede probar, que ninguna otro seg-
mento excepto — es perpendicular a ===-- .
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LIBRO III PROPOSICION XIX. TEOREMA.

—

=Y f I una linea recta es tangente a un circulo, la linea recta
12 \ trazada perpendicularmente a la recta desde el punto de con-
tacto, pasa por el centro del circulo.

Sigd

Si la linea recta trazada no pasa por el
centro, el centro no estd en ; trazar
---desde el supuesto centro hasta el pun-
to de contacto.

Como --- L

(L. 3, pr. 18)

= D, un angulo recto; pero

&ZD (hip.),y,’. =
una parte igual a la totalidad, lo cual es
absurdo.

Por lo tanto, el punto asumido no es el centro; y de la misma manera se puede
demostrar, que no hay otro punto fuera de que sea el centro.

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XX. TEOREMA.

czrcunferencza cuando tienen la misma parte de la circunferencia
$) de su base.

Figura 1.
Figura 1.
Si el centro del circulo estd en -=== un
lado del angulo
Porque =— A= ‘ (L. 1, pr. 5),
pero ‘ =/ + ‘: 2~ (L. 1, pr. 32).
Figura 2. Figura 2.

Si el centro estd dentro de l (el dngulo
en la circunferencia); trazar =—degde
el vértice del angulo a través del centro del
circulo y los radios a los lados del angulo
, ; entonces l =My, =4,
por la igualdad de las partes (L. 1, pr. 5).

Por lo tanto:

A4+ +0=24.
Pero'zl-i-A,y‘: + ,.'.‘:24.

110



Figura 3.
Si el centro estd fuera de , trazar el dia-
metro —, los segmentos del angulo

a la circunferencia y los radios a estos lados

Porelcasol,(' :2',}":2',
=24.

Figura 3.

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XXI. TEOREMA.

i QS dngulos (, ‘,‘) sobre el mismo segmento de un circulo son
N\ /o iguales.

Figura 1. Figura 1.
Si el segmento es mayor que un semicirculo,
trazar y al centro.
:2‘:2‘(L.3,pr.20); ‘
Figura 2.

Figura 2.

Sea el segmento un semicirculo, o menor que
un semicirculo, que determina los angulos

)

Trazar el didmetro y

= y ‘ = ‘ (caso 1.)
=
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LIBRO III. PROPOSICION XXII. TEOREMA.

> 0S dngulos opuestos ‘ Y ’, ' Yy ' de cualquier figura

cuadrildtera inscrita en un circulo, son iguales a dos dngulos rec-
=" tos.

y las diagonales; y
porque los dngulos en el mismo segmen-

to son iguales ‘ = ‘, y ' = ‘;

anadir ’ a ambos:

@t P=PrYWW

= dos dngulos rectos (L. 1, pr. 32).

Trazar

De igual manera se puede demostrar que,

'+':®.

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XXIII. TEOREMA.

Supongamos que se pueden construir dos
segmentos similares de circulos que no
coincidan, sean dos segmentos similares

m y /\ ; trazar un segmento

cortando los dos segmentos, trazar
v .
Porque los segmentos son similares, = ‘ (L. 3, def. 10), pero el

angulo >‘ (L. 1, pr. 16), lo cual es absurdo: por lo tanto, ningin
punto en ninguno de los dos segmentos cae fuera del otro, y por lo tanto los
segmentos coinciden.

Q. E. D.
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LIBRO III PROPOSICION XXIV. TEOREMA.

Si se coloca sobre N ,

coincide sobre , los extremos
de estdn en los extremos y
7 X\ al mismo lado que /\ ;
porque = , debe coincidir
totalmente con y los segmentos simi-

Yy £ N de circulos sobre

rectas iguales | Y ) son de igual longitud.

N

lares que se encuentran entonces en la misma linea recta y en el mismo lado
de la misma, también deben coinciden (L. 3, pr. 23), y son por lo tanto de

igual longitud.

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XXV. PROBLEMA.

Desde cualquier punto del segmento trazar
y con extremos en el segmento,
bisecarlos, y desde los puntos de biseccién tra-
zar 1 y— L , donde se en-
cuentran debe ser el centro del circulo.

En efecto, como terminada en el cir-
culo es bisecada perpendicularmente por ——,
pasa por el centro (L. 3, pr. 1), igualmente
— pasa por el centro, por lo tanto el centro

estd en la interseccion de estas perpendiculares. Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XXVI. TEOREMA.

f“‘\'% N circulos iguales O Y Q los arcos NSNS en

el cual el soporte tiene dangulos iguales, ya sea en el centro o en la
=) circunferencia, son iguales.

Primero, sea :‘ en el centro,
trazar —— y —=--- . Entonces, ya que:
tienen ——— = —— —-=---- = -==-- , ¥

S son simila-
res (L. 3, def. 10); también son iguales
(L. 3, pr. 24).

Por lo tanto, si los segmentos iguales se toman
de circulos iguales, los segmentos restantes
seran iguales; o sea =

(ax. 3);y. N/ =\ -
Pero si los angulos iguales dados estan en la circunferencia, es evidente que

los dngulos en el centro, que son el doble de los de la circunferencia, también
son iguales y, por lo tanto, los arcos en los que se encuentran son iguales.

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XXVII. TEOREMA.

6}:@ N circulos iguales, Y los dngulos Y ‘ que se en-
NP

2N cuentran sobre arcos iguales son iguales, ya sea en los centros o en

7€ . .
@\Q las czrcunferenczas.

Si no fuera el caso, tomar uno ‘ mayor que el

otro y hacer \ = A:
+ =._ _ (L.3,pr26), pero

~

N (hip.) "\ T

una parte es igual al todo, lo cual es absurdo;

.".ninguno de los dos dngulos es mayor que el

otro, y .". son iguales. ’

(

~~~~~
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LIBRO III. PROPOSICION XXVIII. TEOREMA.

> o . - 1 ] — —————
‘?’}@52 N circulos iguales Y Q, cuerdas iguales ,
&)

& .

v:g’y)/)sg cortan arcos iguales.
)
6\4'

%

Desde los centros de los circulos iguales,

trazar , y ===-- , m————
y porque = O ,
ademas =-—--- (hip.)

"—rsg=>—~ (L. 3,pr. 26) y \/

= m (ax. 3).
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LIBRO III. PROPOSICION XXIX. TEOREMA.

y-mmooo que

o % N circulos iguales Y las cuerdas

%‘\)A subtienden arcos iguales son iguales.

NS

Si los arcos iguales son semicirculos la pro-
posicién es evidente. Pero si no, sean ,
y ===== , —m—— trazados a los centros;

porque: ~___~ =~____~ (hip.)y

‘ = (L. 3, pr. 27); pero

pero estas son las cuerdas que subtienden los
arcos iguales.
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LIBRO III. PROPOSICION XXX. PROBLEMA.

=3 E puede bisecar un arco ( |

Trazar ---- hacer =---- tra-

zar | ——==--- biseca el arco.

En efecto, trazar ----- y , entonces:
-==- (const.), es comun, y

‘ = . (const.)

. —=---- (L. 1, pr. 4) /—/ ~ = .-~
tanto el arco dado es bisecado.
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LIBRO III. PROPOSICION XXXI. TEOREMA.

N un circulo el dngulo en un semicirculo es un dngulo recto, el
dangulo en un segmento mayor que un semicirculo es agudo, y el
$) dngulo en un segmento inferior a un semicirculo es obtuso.

Figura 1. Figura 1.
El angulo \ en un semicirculo, es un
angulo recto.

Trazar y , ‘ = y
A — ‘ (L. 1, pr. 5), entonces:

A -+ ‘ = ‘ — la mitad de
dos &angulos rectos = un &ngulo recto.
(L. 1, pr. 32).

Figura 2. Figura 2.

El dngulo ‘ en un segmento mayor que un
semicirculo es agudo.

Trazar — el diametro, y ——

. es un angulo recto ", ‘ es agudo.
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Figura 3.

El angulo ‘ en un segmento inferior al
semicirculo es obtuso.

Tomar en el segmento opuesto cualquier
punto, trazar v

+ ‘ = CD (L. 3, pr. 22.)

pero < CI (parte 2.),

‘ es obtuso.

Figura 3.
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LIBRO III. PROPOSICION XXXII. TEOREMA.

es tangente a un circulo, y desde el punto
de contacto un segmento se traza cortando el circulo, los

Sigd
V=8, dngulos (1, g ) formados por este segmento con la tangente,
son respectivamente iquales a los angulos en los segmentos alternos

( -, ’) del circulo.

Si la cuerda pasa por el centro, es evidente
que los angulos son iguales, ya que cada uno
es un angulo recto (L. 3, prs. 16, 31).

Pero si no, trazar 1 desde el
punto de contacto, debe pasar por el centro
del circulo, (L. 3, pr. 19):

' :CI (L. 1, pr. 32)

—l—':ﬂ:' (L. 1, pr. 32)

= (ax. 3).
De nuevo g = Cll: + ’ (L. 3, pr. 22)

g = ’, (ax. 3), que es el dangulo en el segmento alterno.
Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XXXIII. PROBLEMA.

N un segmento dado ——— se puede construir un segmento de un

e\
Q& N

v:’,’v)/g circulo que contiene un dngulo igual a un dngulo dado , D,
0.4

%

Si el angulo dado es un dngulo recto, bisecar
el segmento dado, y construir un semicirculo
en él, éste evidentemente contendrd un angulo

recto D (L. 3, pr. 31).

Si el angulo dado es agudo u obtuso, trazar
con el segmento dado, en su extremo,

L :A, trazar 1 y hacer

' = ', trazar O con
es una tangente aO (L. 3, pr. 16) .".

segmentos capaces de contener angulos iguales a g y que se hicieron

respectivamente iguales a O y A (L. 3, pr. 32). Q. E. D.

o como radio, porque son iguales.

divide el circulo en dos
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LIBRO III. PROPOSICION XXXIV. PROBLEMA.

o B un circulo dado O se puede cortar un segmento que con-

% tendrd un dngulo igual a un dngulo dado . .

Trazar

(L. 3, pr. 17), una tangente al
circulo en cualquier punto; en este punto hacer

' = . el angulo dado; y contiene

un angulo igual al angulo dado.

Porque es una tangente, y lo

corta, el angulo en es igual a '

(L. 3, pr. 32), pero .: '(const.)

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XXXV. TEOREMA.

“f[ dos cuerdas {_--- en un circulo se intersecan entre si, el

Figura 1. ’,

Si los segmentos dadas pasan a través del cen- ‘.
tro, se bisecan en el punto de interseccién, por
lo tanto los rectangulos bajo sus segmentos son
los cuadrados de sus mitades, y por lo tanto son

iguales.
Figura 2.

Sea ===-- pasando por el centro, y —==--

no; trazar y . Entonces:

— X =——-- = 2 -2 (L. 2, pr. 6), 0

— — 2_ .2

—X =———-- =-- X (L. 2, pr. 5).

Figura 3.

Si ninguna de los segmentos pasa por el centro,
trazar a través de su intersecciéon un didmetro
—--- y X — = x === (Parte. 2.),

ademds ===- x— = x === (Parte. 2.),

X === = X ===

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XXXVI. TEOREMA.

hacia €él, uno de las cuales es una tangente al circulo, y la
otra ——===——|o corta; el rectangulo sobre todo el segmento de
corte —=--——y el segmento externo — es igual al cuadrado

Sigd

del segmento tangente

Figure 1.
Si =——==--—— pasa por el centro; trazar
del centro al punto de contacto;
2 — e —2 2 (L. 1, pr. 47), o
2 2 _ __.2

Figure 2.
Si ==-—— no pasa por el centro, trazar y
---. Entonces:
o — — 2 ___2
(L. 2, pr. 6), es decir,
o — — 2 2
Sommm— x— =—% (L. 3, pr. 18).

Q. E. D.
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LIBRO III. PROPOSICION XXXVII. TEOREMA.

una --= cortando el circulo, la otra tocdandolo, 1y si
el rectdngulo que contiene todo el segmento de corte -—-y
su segmento externo ==== es igual al cuadrado de el segmento que
confluye con el circulo, este ultimo es una tangente al circulo.

Trazar desde el punto dado , una tangen-
te al circulo, y trazar desde el centro ,

R At

2= --- x---- (L. 3, pr.36), pero

> = s == (hip.),

2 _ 2y _
Entonces en ‘\\ and _ ,
\ S~

"ttty =-mmy -t ;Y es
comun, .°, = ' (L. 1, pr. 8); pero

' = D un angulo recto (L. 3, pr. 18), .". ' = D un dngulo recto, y

es una tangente al circulo (L. 3, pr. 16).

Q. E. D.
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LIBRO 1V.

DEFINICIONES.

L.

Una figura rectilinea se dice que estd inscrita en
otra, cuando todos los vértices de la figura inscrita
se encuentran en los lados de la figura en la que se
dice que estd inscrita.

IT.

Se dice que una figura estd circunscrita en torno
a otra figura, cuando todos los lados de la figura
circunscrita pasan por los vértices de la otra figura.

III.

Se dice que una figura rectilinea estd inscrita
en un circulo, cuando el vértice de cada angulo
de la figura estéa en la circunferencia del circulo.

Iv.

Se dice que una figura rectilinea esta circunscrita
alrededor de un circulo, cuando cada uno de sus
lados es una tangente al circulo.

V.

Se dice que un circulo estd inscrito en una figura
rectilinea, cuando cada lado de la figura es una tan-
gente al circulo.

SIOLE AR
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VL

Se dice que un circulo estd circunscrito alrede-
dor de una figura rectilinea, cuando la circun-
ferencia toca el vértice de cada angulo de la
figura.

estd circunscrito.

VII.

Se dice que una linea recta esta inscrita en un
circulo, cuando sus extremos estan en la circun-
ferencia.

El Cuarto Libro de los Elementos estd dedicado a la solucion de problemas,
principalmente en relacion con la inscripcion y circunscripcion de poligonos
y circulos regulares.

Un poligono regular es un poligono cuyos angulos y lados son iguales.
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LIBRO IF. PROPOSICION I. PROBLEMA.

o % n un circulo dado se puede construir una cuerda igual a un

«.\\)A segmento dado (—), no mayor que el didmetro del circulo.

NS

Trazar el didmetro ==-——de 7y
si ———-—— = —, entonces el problema
esta resuelto.
Pero si ==-—— no es igual a —,
---— >— (hip.)
hacer --- =— (L. 1, pr. 3.), con ===
como radio, construir cortando
, vy trazar , que es el segmento requerido.
En efecto, —=---=—(L. 1, def. 15, const.) Q. E. D.
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LIBRO IV. PROPOSICION II. PROBLEMA.

X nun circulo dado se puede inscribir un tridngulo con dngulos
\

) > iguales (equiangular) a un tridngulo dado.
XY

%

En cualquier punto del circulo dado, trazar una

tangente , (L. 3, pr. 17); y en el punto de
contacto hacer ‘ = ' (L. 1, pr. 23), igual-
mente A = , y trazar

Porque ‘ = ' (const.) y ‘ = v
(L. 3, pr. 32.) .". v = '; ademaés:

V = por la misma razén. ., ' = ' (L. 1, pr. 32.), y por lo tanto
el tridngulo inscrito en el circulo es equiangular al dado. Q. E. D.
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LIBRO IV. PROPOSICION III. PROBLEMA.

@\A obre un circulo cualquiera se puede circunscribir un tridngu-

lo equiangular a un tridngulo dado.

Extender cualquier lado del triangulo
dado en ambos sentidos; desde el centro del
circulo dado trazar cualquier radio

Hacer = (L. 1, pr. 23) y ' = Y

En los extremos de los tres radios, trazar
, y —=—--- , tangentes al circulo
dado (L. 3, pr. 17).

Los cuatro angulos de , tomados

en conjunto, son iguales a cuatro angulos A

rectos (L. 1, pr. 32), pero y ‘ son dngulos rectos (const.)

‘—f— Zﬂl,pero AZCI)(L. 1, pr13) y =

(const.) y .". M = A

De la misma manera se puede demostrar que ﬂ Zﬂ; ‘ :‘

(L. 1, pr. 32) y por lo tanto el tridngulo circunscrito alrededor del circu-
lo dado es equiangular al tridangulo dado. Q. E. D.
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LIBRO IV. PROPOSICION IV. PROBLEMA.

V2 §\'() n un tridngulo dado A se puede inscribir un circulo.
Q)

SO

(D)
S
XS

Bisecar los &ngulos de la base ’ y A
(L. 1, pr. 9) por ===-= y ; desde el
punto donde estos segmentos se cruzan, trazar
- y ===- respectivamente perpendi-
culares a ———, y—

En ,//./: vy =, ‘ :. y

y-—--- comun, .", ==----(L. 1, pr. 4 y 26).

De igual manera, puede demostrarse también que ==== = ===~=;

e = = =----; por lo tanto, con cualquiera de estos segmentos

como radio, se construye y pasard por los extremos de los otros dos; y

los lados del tridngulo dado, perpendicular a los tres radios de sus extremos,
toca el circulo (L. 3, pr. 16), que por lo tanto se inscribe en el tridngulo dado.

Q. E. D.
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LIBRO IV. PROPOSICION V. PROBLEMA.

s posible circunscribir un circulo alrededor de un tridngulo dado.

Bisecar ===y ---- (L. 1, pr. 10).
Desde los puntos de biseccion trazar y
1 ===y -=-- respectivamente

(L. 1, pr. 11), y desde su punto de confluencia
trazar , === y y construir un
circulo con cualquiera de ellos, y sera el circu-
lo requerido.

.

y por lo tanto un circulo construido a partir
de la interseccién de estos tres segmentos, con
cualquiera de ellos como un radio, circunscribe
el tridngulo dado.
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LIBRO IV. PROPOSICION VI. PROBLEMA.

o e X , . .
‘?’}@52 n un circulo dado O se puede inscribir un cuadrado.
<),

L

|

=8
0.4

Trazar los dos diametros del circulo perpen-
diculares uno a otro, y trazar , ,

—_—y es un cuadrado.

En efecto, puesto que y . estdn, cada

uno de ellos, en un semicirculo, son angulos
rectos (L. 3, pr. 31), (L. 1, pr. 28): y de la
misma manera

Y porque ‘ = . (const.), y ===-- ====-- ====-- (L. 1, def. 15);

= (L. 1, pr. 4); y como los lados y dngulos adyacentes

del paralelogramo son iguales, todos son iguales (L. 1, pr. 34);

y. . /> inscrito en el circulo dado, es un cuadrado.
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LIBRO IV. PROPOSICION VII. PROBLEMA.

.?\'Q n un circulo dado O se puede circunscribir un cuadrado.
) g ‘

) )

perpendiculares entre si {:::::::}, y a

través de sus extremos trazar ———,
, y tangentes

al circulo; y es un cuadrado.

En efecto, = CI un angulo recto,

(L 3, pr. 18) ademas‘ CI const.)

------- ; de la misma

manera se puede demostrar que ————— || ------- , y también que
|| —_— .. es un paralelogramo, y porque = '
:‘ = = . que son todos los dngulos rectos (L. 1, pr. 34): también
es evidente que , , y son iguales. ,", es un
cuadrado.
Q. E. D.
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LIBRO IV. PROPOSICION VIII. PROBLEMA.

;,,\A e puede inscribir un circulo en un cuadrado dado.

Hacer =---- y —— = ----, trazar
R

--- || ===, (L. 1, pr. 31)
. es un paralelogramo; y como
——---=——--- (hip.)
_— == es equilatero
(L. 1, pr. 34).
Tgualmente, se puede demostrar que . = . son paralelogramos
equilateros; ,*, ---- = = = , ¥ por lo tanto si se construye un

circulo desde la concurrencia estos segmentos con cualquiera de ellos como
radio, se inscribe en el cuadrado correspondiente (L. 3, pr. 16).

Q. E. D.
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LIBRO IF. PROPOSICION IX. PROBLEMA.

37 e puede circunscribir un circulo alrededor de un cuadrado dado

Trazar las diagonales ---y ---
se intersecan entre si; entonces porque

‘ y tienen sus lados iguales, y la
base === comun a ambos, =

(L. 1, pr. 8), o sea ‘ es bisecado. De

la misma manera se puede demostrar que

- es bisecado; pero ‘ = -, por lo

tanto = ' sus mitades:

Si de la confluencia de estos segmentos con cualquiera de ellos como radio,
se construye un circulo, éste circunscribe el cuadrado dado. Q. E. D.
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LIBRO IV. PROPOSICION X. PROBLEMA.

37 e puede construir un tridngulo isésceles, en la que cada uno de los
angulos de la base sea el doble del dngulo vertical.

Tomar cualquier segmento ===y dividir-
lo para que ——- xmmm = —2 (L. 2,
pr. 11).

Con === como radio, construir Q y

poner en el extremo del radio, =—_— -
(L. 4, pr. 1); trazar

Entonces es el tridngulo requerido.

y construir O alrededor de /(L. 4, pr.5).

es una tangente

En efecto, trazar

Puesto que === X

a O (L. 3, pr. 37), .". = (L. 3, pr. 32), anadir 4 a cada lado,
+4:A+4'per04—|— _4 _‘Ll,pr.E));puesto

— ——--- (L. 1, pr. 5), por consiguiente:

‘ A+4 .Llpr32

— (L. 1, pr. 6) 0 (const.)

A= 4L1pr5 ‘ 4 . A—f—‘—dosvecesA

y consecuentemente cada angulo en la base es el doble del angulo vertical.
Q. E. D.
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LIBRO IV. PROPOSICION XI. PROBLEMA.

O se puede inscribir un pentdgono requ-

Construir un tridngulo isdsceles, en el que
cada uno de los angulos de la base sea el
doble del angulo del vértice, e inscribir en

el circulo un triangulo equiangular a

él; (L. 4, pr. 2).

Bisecar ) yﬂ (L. 1, pr. 9),

trazar ,

Porque cada de los dngulos = , A, A vy Q son iguales, los arcos so-
bre los que se apoyan son iguales, (L. 3, pr. 26) y .". , , ,

y ===-= que subtienden estos arcos son iguales (L. 3, pr. 29) y .". el
pentagono es equilatero, también es equiangular, ya que cada uno de sus
angulos estd sobre arcos iguales. (L. 3, pr. 27).

Q. E. D.
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LIBRO IV. PROPOSICION XII. PROBLEMA.

37 e puede construir un pentdgono reqular alrededor de un circulo da-

Trazar cinco tangentes a través de los
vértices de los angulos de cualquier

pentdgono regular *. - inscrito en el

circulo dado Q (L. 3, pr. 17).

Estas cinco tangentes formarén el penta-
gono requerido.

En efecto, trazar {““ }

\/ z = (L. 1, pr. 47),

comun; ", v = ‘ y ( = (L. 1, pr. 8)
\‘ = dos veces ‘, y ( = dos veces

De la misma manera se puede demostrar que:

g = dos veces ‘, y . = dos veces k;
pero v = . L. 3, pr. 27), .". sus mitades = k,

ademasc —’\ y ===-comun; . ‘:‘y—: ;

= dos veces

R

De la misma manera se puede demostrar que ==== = dos veces ,

pero = -——- =

De la misma manera se puede demostrar que los otros lados son iguales, y
por lo tanto el pentagono es equilatero, también es equiangular, puesto que:

g = dos veces ‘ y \‘ = dos veces ‘, y por lo tanto ‘ = A,

ﬂ = \‘ ; de la misma manera se puede demostrar que los otros
angulos del pentagono descrito son iguales.
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LIBRO IV. PROPOSICION XIII. PROBLEMA.

7 e puede inscribir un circulo en un pentdgono reqular.

Sea \ el pentdgono regular dado;
necesitamos inscribirle un circulo. Hacer
= , AZ ' (L. 1, pr. 9).

Trazar , ——, ——, ———--, etc.

Porque ---- = -___7':A7

comun a los dos tridngulos

y
\

\ . —
>y/_A;..—— y

= A (L. 1, pr. 4).

Y porque = ‘ dos veces A .". = dos veces , por lo tanto es

bisecado por

De igual manera se puede demostrar que es bisecado por ===-- , Y que

el angulo restante del poligono se divida de manera similar.

Trazar , === etc. perpendicular a los lados del pentdagono.

Entonces en los dos tridngulos y tenemos ' :A,
(const.), comun, y ' = ‘ = un angulo recto; ", —— = -=--=
(L. 1, pr. 26).

De la misma manera, se puede demostrar que las cinco perpendiculares de
los lados del pentdgono son iguales entre si.

Construir con cualquiera de las perpendiculares como radio, y serd

el circulo inscrito requerido. Porque si no toca los lados del pentdgono, sino
que los corta, entonces una linea trazada desde el extremo del didmetro de
un circulo en angulo recto, caera dentro del circulo, lo que se ha demostrado
ser absurdo. (L. 3, pr. 16).
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LIBRO IV. PROPOSICION XIV. PROBLEMA.

s posible circunscribir un circulo alrededor de un pentdgono reqular

> e '\'9)
e
NS dado.

Bisecar' y 'por““y“'ﬂy

el punto de interseccién es el centro del
circulo buscado.

Trazar , Yy ——

El pentdgono es regular, ' = ',

como son bisecados = , se tie-
ne ---- =---- (L. 1, pr. 6); y como en

-==- comun, ademés ': ;.. —— ==----(L. 1, pr. 4).

De igual manera se puede probar que = = —, y por lo tanto

Por lo tanto, si se construye un circulo desde el punto donde se encuentran
estos cinco segmentos, con cualquiera de ellos como radio, circunscribe el
pentagono dado. Q. E. D.
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LIBRO IV PROPOSICION XV. PROBLEMA

s posible inscribir un hexdgono reqular (equildtero y equiangular) en

a2
Q&
P, )‘
"’s},,/sé un circulo dado
)
6\4'

%

Desde cualquier punto de la circunferencia

del circulo dado , construir un circu-
lo pasando por su centro, y trazar
los didmetros , y

; trazar —==---- , —mm=- , —=——= ,

etc. y el hexdgono requerido se inscribe en
el circulo dado.

En efecto, puesto que ——— pasa a
través de los centros de los circulos, los

tridngulos *

y| .. son equildteros,

por lo tanto ‘ = ’ un tercio de dos dngulos rectos; (L. 1, pr. 32), pero

‘ =m (L. 1, pr. 13); .‘.‘sz ‘: un tercio de®

(L. 1, pr. 32), y los dngulos verticalmente opuestos a estos son todos iguales
entre si (L. 1, pr. 15), y se sitian sobre arcos iguales (L. 3, pr. 26), que
estan subtendidos por cuerdas iguales (L. 3, pr. 29); y como cada uno de
los angulos del hexagono es el doble del angulo de un tridngulo equilatero,
también es equiangular. Q. E. D.
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LIBRO IV PROPOSICION XVI. PROBLEMA

7 e puede inscribir un quindecdgono reqular (equildtero y equiangu-
lar) en un circulo dado.

Sean y los lados de un
pentagono equilatero inscrito en el circulo
dado, y el lado de un tridngulo equildtero

inscrito.
El arco subtendido | _ 5 __
por y 5 \

Gl

de toda la A\ / ;
circunferencia. \_/

El arco subtendido| _ ; _ 5 [de toda la

por 3 15] circunferencia.

Su diferencia es %, .. el arco subtendido por --- = 1—15 diferencia de toda la
circunferencia.

Por lo tanto, si los segmentos son iguales a === se coloca en el circulo
(L. 4, pr. 1), un quindecdgono equilatero y equiangular sera asi inscrito en
el circulo. Q. E. D.
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LIBRO V.

DEFINICIONES.

Se dice que una magnitud menor es una parte alicuota o un submultiple de
una magnitud mayor, cuando el menor mide al mayor; es decir, cuando el
menor esta contenido un cierto niimero de veces exactamente en el mayor.

II.

Se dice que una magnitud mayor es un multiplo de una magnitud menor,
cuando el mayor se mide por el menor; es decir, cuando el mayor contiene el
menor un cierto niimero de veces exactamente.

I1I.

El cociente es la relacién que existe entre una cantidad y otra del mismo
tipo, con respecta a la magnitud.

IV.

Se dice que las magnitudes tienen una relacion entre si, cuando son del mismo
tipo; y la que es menor se puede multiplicar para exceder la mayor.

Las otras definiciones se dardan a lo largo del libro, cuando se requiera su
auzilio.
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AXIOMAS.
L.

Equimaultiplos o equisubmultiplos de las mismas magnitudes, o de magnitu-
des iguales, son iguales entre si.

Si A =B, then
dos veces A = dos veces B, es decir,
2A = 2B;
3A = 3B;
4A = 4B;
&c. &ec.

y 3 de A= 1 de B;
$de A= 1 deB;
&e. &c.

II.

Un miltiplo de mayor magnitud es mayor que el mismo miltiplo de una
magnitud menor.

Sea A > B, then
2A >2B;
3A > 3B;
4A > 4B;

&c. &ec.

I1I.

Una magnitud, de la cual un multiplo es mayor que el mismo multiplo de
otra, es mayor que la otra.

Si 2A > 2B, entonces

A >B;

o, si 3A > 3B, then
A >B;

0, sim A >m B, then
A >B.

151



LIBRO V. PROPOSICION I. TEOREMA.

€37 I un nimero cualquiera de magnitudes respectivamente equimulti-
plos de cualesquiera otras magnitudes iguales en nimero, cuantas
veces una sea multiplo de otra, tantas veces lo seran todas las mag-
nitudes consideradas conjuntamente de uno multiplo de todas las
magnitudes consideradas conjuntamente del otro.

Si D D D D D el mismo multiplo de D,

que es de

que QQQQQGS deQ:

Entonces es evidente que

AAAAN O

es el mismo multiplo de

QOO0 Q
lo cual D D D D D es de D; porque hay tantas magnitudes

ARAAm O

looooo] 1o
como hay enDDDDD:D.

La misma demostracién tiene lugar con cualquier nimero de magnitudes,
que aqui se ha aplicado a tres.

e

.". SI un numero cualquiera de magnitudes respectivamente etc.
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LIBRO V. PROPOSICION II. TEOREMA.

sequnda que una sexta es de la cuarta, entonces la primera junto
con la quinta, es el mismo maltiplo de la sequnda que la tercera
junto con la sexta, es de la cuarta.

Sea la primero , el mismo multiplo de la segunda ©
sea la tercera O O O, el mismo multiplo de la cuarta O;

y sea la quinta . . . ., el mismo multiplo de la segunda
como la sexta <> <> <> O, el mismo multiplo de la cuarta O

€S
....}

Entonces es evidente que la primera y la quinta juntas {

el mismo multiplo de la segunda © |

como la tercera y la quinta juntas { O O O O}, es el mismo multiplo de

la cuarta 0,

como hay en

iguales a
....}

porque hay tantas magnitudes en {

{ OOOOOOO} iguales a.(>.

.". Si una primera magnitud, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION III. TEOREMA.

37 I la primera de cuatro magnitudes es el mismo muiltiplo de la se-
gunda, como la tercera es de la cuarta, y si cualquier equimdltiplo
;‘\’; de la primera y la tercera se toma, estos serdn equimultiplos; uno

de la sequnda, y el otro de la cuarta.

La Primera
La Segunda

Sea el mismo multiplo de [}

La Tercera La Cuarta

00} . .
y sea el mismo multiplo de ;
{00 ¢

el mismo muiltiplo de ,

L 2 4

el mismo multiplo de ‘
4

La Segunda

Entonces es evidente, que es el mismo multiplode [

La Cuarta

como es el mismo multiplo de ‘;

L oo
4660
660
6606
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porque contiene a [Jj

tantas veces como

contiene a {::} contiene adp .

El mismo razonamiento es aplicable en todos los casos de equimtultiplos.

.". Si la primera de cuatro etc.
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LIBRO V. DEFINICION V.

DEFINICION V.

Cuatro magnitudes, ., ,‘, ., se dice que son proporcionales cuando se
toman todos los equimtltiplos de la primera y la tercera, y cada equimiltiplo

de la segunda y cuarta, como,

de la tercer

o

R 344

L 2

= X 2
4444 ¢o00
4444 ¢o00

&e.
de la segunda de la cuarta
v
oV
YoV
&e. &ec.

Entonces tomando cada par de equimiltiplos de la primera y la tercera, y

cada par de equimiltiplos de la segunda y cuarta:

(0@ > =0 <
Q0 <
SI{@@ >, =0 <
Q0 <
Q0 <

entonces

© o o o
VANWANVARAN
4444
444 €
444

v
: oV
6> =0 <VPVPPVY

Es decir, si el doble de la primera es mayor, igual, o menor que el doble de

la segunda,

el doble de la tercera sera mayor, igual, o menor que el doble del

cuarto; o, si el doble de la primera es mayor, igual, o menor que tres veces

la segunda,

dos veces la tercera sera mayor, igual, o menor que tres veces la

cuarta, y asi sucesivamente, tal como se ha expresado anteriormente.
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000  —-<
Q00 <
< | 00@®>. =0 <
Q00 <
Q00 <
&ec. &ec.
(OO ® > =o0< vV
€06 > o< YoV
entonces “’>’:O< ....
06> -0 < VPUPPVY
06> - <VOPPPVY

&
o

&c.

En otros términos:

si tres veces la primero es mayor, igual, o menor que el doble de la segundo,
tres veces la tercera serd mayor, igual, o menor que el doble de la cuarta;

0, si tres veces la primera es mayor, igual, o menor que tres veces la segunda,
entonces la tercera serd tres veces mayor, igual, o menor que tres veces la
cuarta;

o si tres veces la primera es mayor, igual, o menor que cuatro veces la se-
gunda, entonces la tercera serd tres veces mayor, igual, o menor que cuatro
veces la cuarta, y asi sucesivamente.

De nuevo,
0000 > o<
0000 > <
1!/ O0@@® > =0 <
0000 > o<
0000 > <
&e. &e.
€066 > o< vV
€006 > o< YoV
entonces | @ OO W >, =0 < YoV
€666 -< VYOOV
>, =0 <

*
*
R 4
R 2

'g..'.
C.

Y asi sucesivamente, con cualquier otro equimultiplo de las cuatro magnitu-
des, tomada de la misma manera.

Ve

Euclides expresa esta definicion de la siguiente manera:—
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Se dice que la primera de cuatro magnitudes tiene la misma relacién con la
segunda, que la tercera tiene con la cuarta, cuando un equimdltiplo cuales-
quiera de las primeras y terceras se toma, y cualquier equimultiplo que sea
de la segunda y la cuarta; si el multiplo de la primera es menor que el de
la segunda, el multiplo de la tercera es también menor que el de la cuarta;
0, que el multiplo de la primera es igual al de la segunda, el multiplo de la
tercera es también igual al de la cuarta;

0, es el multiplo de la primero es mayor que el de la segunda, el multiplo de
la tercera es también mayor que el de la cuarta.

En lo sucesivo expresaremos esta definicion de manera general asi:
SiM. >, =0 <m ,cuandoM‘ >, =0 <m.,

entonces deducimos que la primera ., tiene la misma relacién con la segunda
, como la tercera ‘, tiene con la cuarta .: expresadas en las siguientes
demostraciones asi:

y se lee,

“como . esa ‘ es a ..”
Y si . : : ‘ : .; podemos inferir si

M. >, =0 <m
entoncesM‘ >, =0 <m..

Es decir, si el primero es para el segundo, como el tercero es para el cuarto;
entonces si M veces el primero es mayor que, igual a, 0 menor que m veces
el segundo, entonces M veces el tercero es mayor que, igual a, o menor que
m veces el cuarto, en el cual M y m no deben considerarse multiplos parti-
culares, sino un par de multiplos que se consideran como tales; ni tampoco
marcas como ., ., , &c. serdn consideradas més como representantes
de magnitudes geométricas.

El estudiante debe entender completamente esta definicién antes de seguir
adelante.
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LIBRO V. PROPOSICION IV. TEOREMA.

sequnda, que la tercera tiene con la cuarta, entonces cualquier equi-
multiplo de la primera y tercera tendrd el mismo cociente (razon)
con cualquier equimdltiplo de la sequnda y cuarta; a saber, el equi-
maultiplo de la primera tendrd la misma relacion con la de la sequnda, como
el equimailtiplo de la tercera tiene con el de la cuarta.

Sea’ @ W entonces3 232,

cada equimdultiplo de 3¢ y 3 ‘ es equimultiplo de © y 0,

y cada equimnltiplo de 2 [ y 2 ., es equimnltiplo de [} v . (L. 5, pr. 3).
Es decir, M veces 3 v M veces 3 ’ es equimultiplo de y ‘,

y m veces 2 |y m veces 2 . es equimiltiplo de 2 ] v 2 .;

pero :.::’:.(hyp);,', siM 3 > =,0<m2|}
entonces M 3 €p >=,0 <m 2 (def. 5).

y por lo tanto 3 : 2 | :: 3 € : 2 @ (def. 5).

El mismo razonamiento es valido si se toma cualquier otro equimultiplo del
primero y el tercero, con cualquier otro equimiltiplo del segundo y el cuarto.

.". Si la primera de cuatro magnitudes, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION V. TEOREMA.

»

37 T una magnitud es el mismo mailtiplo de otra magnitud, como una
magnitud quitada de la primera lo es de una magnitud quitada de
la sequnda, el resto de la primera es también el mismo multiplo del
resto de la sequnda, como el todo de la primera es al todo de la

Sigd

sequnda.

Q

menos = = M’ A menos MM,

. <> A
QQQ: M’(: menos M), y .. QQQ: M A.

Si una magnitud, etc.

Sea QQQ = M’A =Mnm
B -
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LIBRO V. PROPOSICION VI. TEOREMA.

@'{) 1 dos magnitudes son equimultiplos de otras dos, y st equimultiplos
de éstas se quitan de las dos primeras, los restos son iguales a estos
otros, o equimaultiplos de ellos.

Sigd

Sea =ME;y(JU=M A

entonces menos m' [l = MM menos m’ M = (M’ menos m’) M,

y (J U menos m’A = M’ A menos m’A = (M’ menos m’)A.
Por lo tanto, (M’ menos m’) My (M’ menos m’) A son equimiiltiplos de ll'y
A, cigual a My A cuando M’ menos m' = 1.

.". Si dos magnitudes son equimuiltiplos, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION A. TEOREMA.

5 yor que el sequndo, el tercero es también mayor que el cuarto; y si
es igual, igual; si es menor, menor.

Sea . 1 B . : < ; por lo tanto, por la quinta definicion,
si . . > entonces .. > ;
pero si @ >} entonces @ @ > vy OO > .. @ >

Similarmente, si . =,0 <.7 entonces . =,0<

.". Si la primera de cuatro, etc.

DEFINICION VI.

Los gedémetras utilizan el término técnico “‘Invertendo”, por inversion, cuan-

do hay cuatro proporciones, vy se infiere que, que el segundo es para el pri-
) )

mero, como el cuarto a al tercero.

Sea A : B:: C: ), entonces, por “invertendo” se infiere B : A :: 1) : C.
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LIBRO V. PROPOSICION B. TEOREMA.

Sea . : D ] : © , entonces inversamente, D : . :: |

Si M@ <m [, entonces M ] <m < por la quinta definicién.

SeaM. <m(J es decir,m(_) >M.,.'.M. <m< ,o,m< >MJi
sim () >MW, entonces m < >M [}

De la misma manera se puede demostrar, que si m D =o <M ., entonces
m =, 0 <M|J; y por lo tanto, por la quinta definicién, inferimos que:

U:.: .

Si cuatro magnitudes, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION C. TEOREMA.

327 1 el primero es el mismo maltiplo del sequndo, o la misma parte
de €l, que el tercero es del cuarto; el primero es al sequndo, como

2> el tercero es al cuarto.

tercero, es a ‘, el cuarto.

el primero, el mismo multiplo de ., el segundo, como el

Entonces : tomar M M m :
. . . ‘ Y . . . ) ‘ )

HE es el mismo miltiplo de @) como es de @) (segin la

] |
hipétesis); y si M 1 ]
HE HE

es de , .. (segun la tercera proposicién):

porque

se toma el mismo multiplo de como M

. . es el mismo multiplo de . como M es de ‘

Por lo tanto, si M . . es de . un multiplo mayor que m ., entonces M

es un mayor multiplo de ‘ que m ‘; es decir:

si M . .
HE
de la misma manera puede ser probado:
si M . .
HE

Y de manera general:

es mayor que m ., entonces M serd mayor que m ‘;

es igual a m ., entonces M es igual a m ‘

51M== = 0<m.,ent0ncesM es >, = o<m‘;

*. por la quinta definicién, N : . :: : ‘
] |
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Ahora, sea . la misma parte de 1 que ‘ es de

En este caso también . : . . > ‘ :
| |

Supongamos que . es la misma parte de ] como ‘ es de ,

es el mismo multiplo de . que es de ‘
] |

Por lo tanto, por el caso anterior, 1 : . :: : ‘;

HE
y .. .: == ::‘: , por proporcién B.

*. Si el primero es el mismo muiltiplo, etc.

por lo tanto
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LIBRO V. PROPOSICION D. TEOREMA.

> I el primero es al sequndo como el tercero es al cuarto, y si el
primero es un multiple, o una parte del sequndo; el tercero es el

5 masmo maultiplo, o la misma parte del cuarto.

Sea 1 B ‘ ‘: .; y primero, sea un miiltiplo [}
L & 4

serd el mismo muiltiplo de .
Primero  Segundo Tercero  Cuarto

L &4

O QQ

Q0 OO

U =
Q0
QQ

Sea cual sea el multiplo de [JJj tomar <> <> el mismo muiltiplo de .,

50 ¢
*e

equimultiplos, y QQ, por lo tanto (L. 5, pr. 4):
OO

Tomar

entonces porque I} . y del segundo y cuarto tomamos

y es el mismo multiplo de . que es de [}
OO

Ahora, sea . : 5 . : “, y también . una parte de ;
L & 4

o0

L 2 4

entonces . serd la misma parte de
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Inversamente (L. 5), : . : :: ., pero . es una parte ; €es

decir, es un miiltiplo de [Jjj;

L &.&
L 2 4

misma parte de ‘ ‘, que [Jj es de

L 2 4

*. Si el primero es al segundo, etc.

‘. por el caso anterior, es el mismo multiplo de ., es decir . es la
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LIBRO V. PROPOSICION VII. TEOREMA

AGNITUDES iguales tienen la misma razon a la misma magni-
P tud, y la misma magnitud tiene la misma razén con magnitudes
iguales.

Sea ‘ = ‘ y  cualquier otra magnitud; entonces ‘ : = ‘ Ly

: . = : ‘

Porque . :‘7 S.M . = M‘; C.siM . >, =0 <m |, entonces
M‘>,=o <m ,y.’,.: :‘; (L. 5, def. 5).

Del razonamiento anterior se desprende que, si m >=o0 <M ‘, en-

toncesm >, =0 <M4E.. @=L 5 def 5).

.". Iguales magnitudes, etc.
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DEFINICION VII.

Cuando de los equimiiltiplos de cuatro magnitudes (tomadas como en la
quinta definicién), el multiplo de la primera es mayor que la segunda, pero
el multiplo de la tercera no es mayor que el multiplo de la cuarta; entonces
se dice que la primera tiene para la segunda una proporcién mayor que la
tercera magnitud tiene para la cuarta: y, por el contrario, se dice que la
tercera tiene para la cuarta una proporcién menor que la primera tiene con
respecto a la segunda.

Si, entre los equimdltiplos de cuatro magnitudes, en comparaciéon con la
quinta definicién, deberiamos encontrar

00000 > :
rero g OSSO =0 <PPPY

o si debemos encontrar algin miiltiplo particular M’ de la primera y tercera,
y un multiplo particular m’ de la segunda y cuarta, tal que M’ veces la pri-
mera es >m' veces la segunda, pero M’ veces la tercera no es > m’ veces la
cuarta, i.e. = o <m' veces la cuarta; entonces se dice que la primera tiene
para la segunda una proporciéon mayor que la tercera es la cuarta; o la tercera
tiene a la cuarta, en tales circunstancias, una proporciéon menor que la que la
primera tiene con respecto a la segunda: aunque varios otros equimultiplos
pueden tender a mostrar que las cuatro magnitudes son proporcionales.

Esta definicidn se expresara en el futuro de la siguiente manera:—

SiM' @ >n/ [ pero M =0 <m’ <,

entonces .: U > . :

En la expresién general anterior, M’ y m’ deben considerarse miltiplos par-
ticulares, no como los multiplos M y m introducido en la quinta definicién,
que estan en ese definicién considerada como cada par de multiplos que se
pueden tomar. Debemos también observar que ., U, . v los simbolos si-
milares deben ser considerados meramente los representantes de magnitudes
geométricas.

De forma de aritmética parcial, esto se puede establecer de la siguiente ma-
nera:

Tomemos los cuatro ntmeros, 8:, 7, 10;, y
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Primera Segunda Tercera Cuarta

8 7 10
16 14 20
24 21 30
32 28 40
40 35 50
48 42 60
56 49 70
64 56 80
72 63 90
80 70 100
88 7 110
96 84 120
104 91 130
112 98 140

&e. &e. &e. &e.

Entre los multiplos anteriores se encuentran 16 >14 y 20 > |-, es decir,
dos veces el primero es mayor que dos veces el segundo, y dos veces el tercero
es mayor que dos veces el cuarto; y 16 <21 y 20 < 7; es decir, dos veces el
primero es menor que tres veces el segundo, y dos veces el tercero es menor
que tres veces el cuarto; y entre los mismos multiplos podemos encontrar
72 >56 y 90 > es decir, 9 veces el primero es mayor que 8 veces el
segundo, y 9 veces el tercero es mayor que 8 veces el cuarto. Se pueden
seleccionar muchos otros equimultiplos, lo que tenderia a mostrar que los
numeros 8, 7, 10, '/, son proporcionales, pero no lo son, porque podemos
encontrar un multiplo de los primeros > que un multiplo del segundo, pero
el mismo multiplo del tercero que se ha tomado del primero no es > el mismo
multiplo del cuarto que se ha tomado del segundo; por ejemplo, 9 veces el
primero es > 10 veces el segundo, pero 9 veces el tercero no es > que 10
veces el cuarto, es decir 72 > 70, pero 90 no es > /[, u 8 veces el primero que
encontramos > 9 veces la segunda, pero 8 veces la tercera no es mayor que
9 veces la cuarta, es decir, 64 > 63, pero 80 no es > . Cuando se pueden
encontrar multiplos como estos, el primero (8) se dice que tiene al segunda
(7) en una proporcién mayor que el tercero (10) tiene al cuarto , V por
el contrario, el tercero (10) se dice que tiene al cuarto (9) una proporcién
menor que el primero (8) tiene al segundo (7).
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LIBRO V. PROPOSICION VIII. TEOREMA.

=Y §- 2 i las magnitudes son desiguales, la mayor tiene una razén mayor
con la misma magnitud que la menor: y la misma magnitud tiene
una razon mayor con la menor que con la mayor.

Sigd

A
Sean ]y = dos magnitudes desiguales, y . cualquiera otra.

A
Primero probaremos que [Jj1a cual es la mayor de las dos magnitudes des-

iguales, tiene una razén mayor de . que (la menor) tiene de .; es
decir:

A
.:.> .

A
Para probar esto, tomar M |, m' @y M’ | tales que:

1) M'ay M’ ] son cada uno de ellos > @;
2) m' @ el menor miiltiplo de @, tal que m' @ >M' | =M I

A
M F m' @, pero M' | >m' @.

En efecto, como m’ es el primer multiplo tal que m’' @ >M' [, se tiene

que (m' menos 1) @ =m' @ menos @ » M, y@ # M a

com' @ menos @ + @ <M [l + Ma; es decir, m’ @ <M’ i;

pero se ha demostrado antes que M’ > m/ ., y por la séptima definicién:
i estd en @ en una razén mayor que = estd en @.

Ahora probaremos que @ tiene una razén mayor con (la menor) que la

que tiene con i (la mayor); o sea

A
@ >@: B
A

Tomar m/ @, M’ |y M’ ], los mismos que anteriormente en 1) y 2) se

concluyé que:
A

m' @es M |,
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y por la séptima definicién, . tiene a en una proporcién mayor que .

A
tiene a [Jjjj -
.. Si magnitudes desiguales, etc.

La invencion empleada en esta proposicién para encontrar entre los multiplos
tomados, como en la quinta definicién, un miltiplo del primero mayor que el
multiplo del segundo, pero el mismo miltiplo del tercero que se ha tomado
del primero, no mayor que el mismo multiplo del cuarto que se ha tomado
de la segunda, puede ilustrarse numéricamente de la siguiente manera:—-

El nimero 9 tiene un mayor cociente de 7 que - tiene que 7: es decir, 9 : 7
>0:T70,8+F1:7 >0:7.

El multiplo de 1, que primero se convierte en mayor que 7, es 8, por lo tanto
podemos multiplicar el primero y el tercero por 8, 9, 10, o cualquier otro
numero mayor; en este caso, sea la multiplicacion del primero y el tercero
por 8, y tenemos 64 + 8 y ' : de nuevo, el primer multiplo de 7 que se hace
mayor que 64 es 10 veces; entonces, multiplicando el segundo y el cuarto por
10, tendremos 70 y 70; entonces, arreglando estos multiplos, tenemos—

8 veces 10 veces 8 veces 10 veces
el primero el segundo el tercero el cuarto
64+8 70 70

Consecuentemente, 64 -+ 8, 0 72, es mayor que 70, pero (| no es mayor que
70, .". por la séptima definicién, 9 tiene un mayor cociente con 7 que ° tiene
con 7.

Lo anterior es meramente ilustrativo de la demostracion anterior, para esta
propiedad se pueden mostrar estos u otros nimeros muy facilmente de la si-
guiente manera; porque, si un antecedente contiene su consecuente un mayor
numero de veces que otro antecedente contiene su consecuente, o cuando se
forma una fraccién de un antecedente para el numerador, y su consecuente
para que el denominador sea mayor que otra fraccion que se forma de otro
antecedente para el numerador y su consecuente para el denominador, el co-
ciente entre el primer antecedente y su consecuente es mayor que el cociente
entre el dltimo antecedente y su consecuente.

Asi, el numero 9 tiene un mayor cociente a 7, que 8 tiene a 7, por tanto %
es mayor que %.

17 _ 17X 15 _ 255
19 — 19X 15 _ 285

por lo tanto es evidente que g%g es mayor que % %

De nuevo, 17 : 19 es un cociente mayor que 13 : 15, porque

13 _ 13X 19 _ 247
Y15 = 15x19 — 285"
es mayor que %, y, de acuerdo con lo que se ha mostrado anteriormente, 17
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tiene que 19 en una proporciéon mayor que 13 tiene que 15.

De modo que los términos generales sobre los cuales existe una relacién
mayor, igual o menor son los siguientes:—

Si % es mayor que %, A se dice que tiene a B en una proporcién mayor que
C tiene a D; si % es igual a %, entonces A tiene a B en la misma proporcién
que C tiene a D; y si % es menor que %, A se dice que tiene a B una

proporcién menor que C' tiene a D.

El estudiante debe entender perfectamente esta proposicién antes de seguir
adelante, para comprender plenamente las siguientes proposiciones de este
libro. Por lo tanto, recomendamos encarecidamente al alumno que comience
de nuevo, y lea esto con humildad, y razonar cuidadosamente en cada paso,
a medida que avanza, especialmente para evitar el sistema perjudicial de
depender totalmente de la memoria.

Siguiendo estas instrucciones, encontrarda que las partes que generalmente
presentan dificultades considerables no presentardan dificultades en el proce-
samiento del estudio de este importante libro.
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LIBRO V. PROPOSICION IX. TEOREMA.

as magnitudes que tienen la misma razén con la misma magnitud
) son iguales entre si; y aquellos para los que la misma magnitud

Sea ‘ : " ‘ :, entonces ‘ = ‘
En caso contrario, supongamos que ‘ >., entonces ‘ : >. :
(L. 5, pr. 8), lo que es absurdo pues contradice la hipétesis.

N o )
De la misma manera se puede mostrar, que ‘ > ‘, ‘ = ‘
De nuevo, sea : ‘ = : ., entonces ‘ = .

En el caso (invert.) ‘ : : ‘ :, por el primer caso, ‘ = .
.". Las magnitudes que tienen la misma relacién, etc.

Esto puede mostrarse de otra manera, como sigue:—

Sea ' : B = ' :C, entonces B = C, porque como la razén = la razén
7> v el numerador de uno es igual al numerador del otro, por lo tanto los
denominadores de estas fracciones son iguales, es decir B= (.

De nuevo, si B: '= B= (, como 2= £ se debe tener B= C.
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LIBRO V. PROPOSICION X. TEOREMA.

- € las magnitudes que guardan razon con una misma magnitud, la
N

o ? que guarda una Tazén mayor, es mayor. Y aquella con la que la
ﬁ@) misma magnitud guarda una razén mayor, es Menor.

Sea . : >‘ :, entonces . >‘.
Porque si no, se tiene que:

. = o0 <@:; entonces, . : =@: (L. 5, pr. 7) o
V- <@: (L5, pr. 8) e (invert.),

lo que es absurdo segun la hipétesis, . ", . noes —o <., v. . . >..

De nuevo, sea : ‘ > ., entonces, ‘ <..

Porque si no, . debe ser >0 = ., entonces

@ < WP (L. 5, pr. 8) e (invert.);
ol @@= WL 5pr7);

lo cual es absurdo (hip.) . noes >o=— . y. . < .

*. De las magnitudes que etc.
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LIBRO V. PROPOSICION XI. TEOREMA.

/¢ AZONES que son iguales a la misma razon, son iguales entre

Seadp Il =@: @: =ai:ecntoncesdp:l=a:0

Porquesil\/[‘ >, =, 0 <m |} entonces M. >, =,0 <m'  ,por
loque Ma >, =,0 <me.. (L 5, def. 5)‘1.:A2..

.". Razones que son iguales a etc.
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LIBRO V. PROPOSICION XII. TEOREMA.

—

=Y §- 2 I un mimero cualquiera de magnitudes son proporcionales, como
/23 uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes, asi todos
los antecedentes tomados en conjunto es a todos los consecuen-

i

Sea.:‘:D:O: : —e:v=a:m entonces:
HO0=B+tU+ +et+2:@+O+ +rv+a

En efecto, porque si M JJj >m ‘, entonces M D >m <>, M >m
Me >mv,y ademds M a >m = (L. 5, def. 5).

Por lo tanto, si M [} >m ‘, entonces:

MB+MUJ+M< +Me+Ma+ Muao

M (Il +U+  + e+ a+ =) es mayor que

m‘-l—mo—l-m +mv—+ ma o0

m@+O+" Fvta.
De la misma manera se puede demostrar, si M veces uno de los antecedents
es igual o menor que m veces uno de los consecuentes, M veces todos los
antecedentes juntos, serd igual o menor que m veces todas los consecuentes
tomadas en conjunto. Por lo tanto, por la quinta definicién, uno de los an-

tecedents es a su consecuente, como todos los antecedentes tomados juntos
es a todos los consecuentes tomados juntos.

.. ST cualquier numero de magnitudes, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION XIII. TEOREMA.

w que la quinta a la quinta; la primera o la seqgunda tendrd también
una razon mayor que la quinta a la sexta.

Si.:DZ.: , pero [} : ><>:.,entonces.:D><>:..
En efecto, como [ : ><> : . existen multiplos (M" y m) de [} v O, y
de <« y @, tales que M’ | >m' <, pero M/ O * m' @, por la séptima
definicién.

Consideremos estos mismos multiplos en . y D . (L. 5, def. 5):

siM @ >, =, 0 <m'[J; entonces M’ >, =,0 <m’{J,
pero M ] >m/ < (construccién); .. M @ >m' [,
pero M’ <> % m’ @ (construccién); y por lo tanto por la séptima definicién:

9-0>0@

.". Si la primera tiene con la sequnda, etc.

178



LIBRO V. PROPOSICION XIV. TEOREMA.

47 I el primero tiene la misma relacién con el sequndo que el tercero
tiene con el cuarto; entonces, si el primero es mayor que el tercero,
% el seqgundo serd mayor que el cuarto; (y si ... es igual, ... igual; y
i ... es menor, ... menor).

Sea@:(J:: | : 4,y supongamos primero @ > | entonces () > 4.
Dado que @ : () > :[J (B.5. pr. 8), e hipétesis . U= : ‘;

:‘ > :[J (L.5, pr. 13),
.4 <U(L. 5, pr. 10.), o sea [ > 4.

En segundo lugar, supongamos que @ = | entonces (_) = 4.
Como@:(J= :J@.5pr.7),y@ U= :‘(hip.);
) U= @ L.5pr11),y. .(J=4¢ (L. 5 pr9).

En tercer lugar, si . <, entonces D <‘.

En efecto, porque >. y : ‘ = . : U; ‘ >U por el primer
caso, 0 sea D <‘.

.. Si el primero tiene la misma proporcion, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION XV. TEOREMA.

Sean @y | dos magnitudes; entonces, @ : M@ M

Tenemos que ‘ : =

@ 4@:4 . (L 5 pr.12).
Y como el mismo razonamiento es generalmente aplicable, tenemos

.: ::M/.:M/

.". Las magnitudes tienen la misma relacion, etc.
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DEFINICION XIII.

El término técnico permutando, o alternando, por permutacion o alternativa-
mente, se utiliza cuando hay cuatro proporciones, y se infiere que el primero
tiene la misma relacién con el tercero que el segundo con el cuarto; o que la
primera es a la tercera como la segunda es a la cuarta; como se muestra en
la siguiente proposicién:—

Sea :‘ :: . [, “permutando” o “alternando” las magnitudes se infiere
que QP ‘ ‘I

Puede ser necesario senalar aqui que las magnitudes © , ‘, ., B debe
ser homogénea, es decir, de la misma naturaleza o tipo de similitud; por
lo tanto, debemos, en tales casos, comparar lineas con lineas, superficies
con superficies, sélidos con sélidos, &c. Por lo tanto, el estudiante percibira
facilmente que una linea y una superficie, una superficie y un sélido, u otras
magnitudes heterogéneas, nunca puede estar en la relacion de antecedente y
consecuente.
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LIBRO V. PROPOSICION XVI. TEOREMA.

2 I cuatro magnitudes del mismo tipo son proporcionales, también
son proporcionales cuando se toman alternativamente.

Sea.:U:: :‘,entonces.: ::D:‘.
Dado que M@ : M ([J =@ :(J (L. 5 pr. 15), y M@ : M =: :‘

(hip.) y (L. 5, pr. 11); ademas m =~ :m ‘ : :‘ (L. 5, pr. 15);

SM@MUem :m‘(L.5,pr.14),y
.'.SiM. >,=,0 <m ,entonces
MU >, =0 <m4€ (L. 5, pr. 14);

por lo tanto, por la quinta definicién,

.I ZIUZ‘.

.. 81 cuatro magnitudes del mismo tipo, etc.
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DEFINICION XVI.

Dividendo, por divisién, cuando hay cuatro proporciones, y se infiere que, el
exceso del primero sobre el segundo es para el segundo, como el exceso del
tercero sobre el cuarto, es al cuarto.

Sea A:B:C:

por “dividendo” se infiere

A menos B : B :: C menos
De acuerdo con lo anterior, A se supone que es mayor que B, y C mayor
que ' ; de no ser asi, pero para tener B mayor que A, y |’ mayor que C,
B y | se puede hacer que se mantengan como antecedentes, y A y C como
consecuencia, por “invertion”

B: A: G

entonces, por “dividendo,” inferimos

B menos A: A :: ') menos C : C.
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LIBRO V. PROPOSICION XVII. TEOREMA.

1% I magnitudes tomadas conjuntamente son proporcionales, son tam-
bién proporcionales cuando se tomen por separado: es decir, si dos
magnitudes juntas tienen a una de ellas la misma proporcion que
otras dos tienen para una de estas, el restante de los primeros tiene
al otro la misma proporcion que el restante de los dos ultimos tiene al otro

de estos.

Sigd

Sea @ +J: U= —I—‘:‘,entonces.:@:: ‘
Tomar M . >m U, a cada uno de ellos adicionar M U, entonces tenemos:

M@P+MU >mJ+ MU,
o M@ + ) > (m + M) U

pero porque: @ +J: (U= + € : @ (hip.),
yM@+U)) >m+ M) U
"M+ @) >(m+ M) @ (L. 5, def. 5);
ML A MO >me+ M@
M >m 4,

tomando de M ‘ a ambos lados, es decir cuando M . >m U, entonces
M >m ‘

De la misma manera, se puede probar que, si M . =o <m U, entonces

M =o<md@;y..W:U:| 4 (L 5, def 5).

.. 51 magnitudes tomadas conjuntamente, etc.
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LIBRO V. DEFINICION XV.

DEFINICION XV.

El término “componendo” por composicién, se utiliza cuando hay cuatro
proporciones; y se infiere que el primero junto con el segundo es el segundo
como el tercero junto con el cuarto es el cuarto.

Sea A:B:( :D;
entonces, por el término “componendo” se infiere que:

A4+B:B:( +D:D.

Por “inversiéon” B y D puede convertirse en la primera y tercera, A y (el
segundo y el cuarto, como

B:A:D:(,
entonces, por “componendo” inferimos que:

B+A:A:D+H
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LIBRO V. PROPOSICION XVIII. TEOREMA.

sequndo juntos serdn al sequndo como el tercero y el cuarto juntos
son al cuarto.

Sea @ : (= :‘,entonces.—l—U:D:: —I—‘:‘;

si no, sea @ +(J:(J = + @ : @. suponiendo @ no = ‘;
S U : @ (L. 5, pr. 17);

pero @ : () = :‘(hip.); S @ :‘(L. 5, pr. 11);

. = ‘ (L. 5, pr. 9). lo que es contrario a la suposicién;

.. @ no es unequal a‘; es decir.:‘; S@4+U:Us —I—‘:‘.

.. 51 las magnitudes, tomados por separado, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION XIX. TEOREMA.

(2 I una magnitud entera es a un todo, como una magnitud quitada
de la primera, es a una magnitud quitada de la otra; el resto serd

%5 es al resto, como el todo es al todo.

Sea.—f—U:.—f— ::.:.,entoncesU: ::.+U:.+

En efecto, @ + (- @ =l + < : I (alter),

S (dividendo), ademds () : < = @« ] (alter.),
pero @+ : Il + = @ ] (hip.);

por lo tanto(_): < =@ +J: |+ © (L. 5, pr. 11).

... Si una magnitud entera es a un todo, etc.
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DEFINICION XVII.

El término “convertendo,” por conversién, es utilizado por geémetras, cuan-
do hay cuatro proporciones, y se infiere que, el primero es a su exceso sobre
el segundo como el tercero es a su exceso sobre el cuarto. Ver la siguiente
proposiciéon:—

LIBRO V. PROPOSICION E. TEOREMA.

(2 I cuatro magnitudes son proporcionales, también son proporciona-
les por conversion: es decir, la primera es a su exceso sobre la
sequnda, como la tercera a su exceso sobre la cuarta.

Si.O:O::. : ,debemostener.O:.::. .

En efecto, .O : O - : ;porlo tanto @ : O 3 E (divid.),
<> : @ (inverso.), .O @ : Il (compon.).

.. Si cuatro magnitudes, etc.
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DEFINICION XVIII.

“Ex eequali” (fc. distantia), o ex sequo, igualdad a distancia: cuando hay
cualquier cantidad de magnitudes mas de dos magnitudes, en dos grupos
de rangos, de manera que sean proporcionales cuando se toman dos y dos
de cada grupo, y se infiere que el primero es al iltimo del primer grupo
de magnitudes, como el primero es al dltimo del segundo grupo: “tenemos
los siguientes casos, que surgen del orden diferente en el que se toman las
magnitudes, dos y dos.”

DEFINICION XIX.

“Ex sequali,” de igualdad. Este término se utiliza ampliamente por si solo,
cuando la primera magnitud es la segunda del primer grupo, como la primero
es la segunda del segundo grupo; y como la segunda es la tercera del primer
grupo, asi es la segunda a la tercera del segundo grupo; y asi sucesivamente
en orden: y la inferencia es la mencionada en la definicién anterior; por lo
que esto se llama proporcién ordenada. Se demuestra en el libro 5, pr. 22.

Asi, si hay dos grupos de magnitudes,

A, B, O, 1, E, F, el primer grupo,
yL, M, ', O P, Q, el segundo grupo,
de tal forma que
A:B:L:M, B:C M I, :D = N:O,
:Ex2 0P, E:F::P:Q;

inferimos por el término “ex sequali” que
A:F:L:Q.
DEFINICION XX.

“Ex sequali en proportione perturbata feu inordinata,” igualdad en una pro-
porciéon perturbada o desordenada. Este término se usa cuando la primera
magnitud es a la segunda del primer grupo como la peniltima es a la ultima
del segundo grupo; y como la segunda es la tercera del primer grupo, asi es
la antepentltima a la peniltima del segundo grupo; y como la tercera es a
la cuarta del primer grupo, asi es la tercera antes de la tultima a la ante-
penultima del segundo grupo; y asi sucesivamente en un orden cruzado; y la
inferencia esta en la definicién XVII. Se demuestra en L. 5, pr. 23.

Asi, si hay dos grupos de magnitudes,
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A, B, C, D, ', I, el primer grupo,
y I, VI, N, O, P, Q, el segundo grupo tal que:

A:B=:2P:Q, B:C:20:P, C:D:=N:O,
D:F =N, s Foo L, M

el término “ex sequali en proportione perturbata feu inordinata” infiere que

Ao :Q.
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LIBRO V. PROPOSICION XX. TEOREMA.

R e

Y St Menor, menor.

Sea ., U, , las tres primeras magnitudes, y ‘, 0,
tales que . : U i ‘ : 0, y U : :: O :, entonces:

si. >, =,0< ,entonces‘ >, =,0<

En efecto, a partir de la hipédtesis, por alternando, tenemos:

.:‘::D:O,y U:O:: : @,
.:‘:: : (L. 5, pr. 11);
. si. >, =,0 < |, entonces:
@ >. .= .0 < (L5 prld).

.. S hay tres magnitudes, etc.

dos, tienen la misma razon; entonces, si la primera es mayor que
la tercera, la cuarta serd mayor que la quinto; y si es igual, igual;

, las otras tres,
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LIBRO V. PROPOSICION XXI. TEOREMA.

7 T hay tres magnitudes, y otras tres que tienen la misma proporcion,

tomadas de dos en dos, pero en un orden cruzado; entonces si la

.Ja primera magnitud es mayor que la tercera, la cuarta serd mayor
que la quinta; y si es igual, igual; y si menos, menor.

Sean ‘, B las tres primeras magnitudes y ‘, O, las otras tres,
tales que:

T E O » Y ‘rI:rOrO

si >, , 0 <. entonces ‘ >, , <

Primeramente sea > [ entonces, como @ es de cualquier magnitud:

:dh > : @& (L. 5 pr. 8); pero O c0 o A (hip);
O > : & (L. 5 pr. 13);ycomo‘:.::‘:<>(hip.);
.'..:.::O:‘(inv.),yse demostré que<>: > : &
O ><> : ‘ (L. 5, pr. 13); .". <‘, es decir‘ >

En segundo lugar, sea = ]; entonces debemos tener ‘ =

Ciertamente:
=., :‘Z."L5pr 7);
pero :‘ZO' tip), v - = <> ‘ (hip. e inv.),
O =0:4¢ (L.5pr.11),. . =" (L5 pr9).
Ahora, sea <JJJ] entonces se tiene ‘ < ;desdeque | > ,yseha
demostrado que [Jj : . = O : ‘, y ‘ : = : O;

.. por el primer caso >‘, es decir, ‘ <

*. Si hay tres, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION XXII. TEOREMA.

27 I tenemos dos grupos de magnitudes, que tomadas dos y dos en or-
den, tienen la misma razon; la primera tiene a la dltima del primer
grupo la misma razon que la primera tiene a la ultima del sequndo

grupo.

N.B.— FEsto es usualmente citado por las palabras “ex equali,” o “ex equo.”

Primeramente, sea el primer grupo de magnitudes ., ‘, , v el segundo
0, O, , tales que . : ‘ :: 0 : O, y‘ : :: O :( ; entonces debemos
tener . : : 0 : @

Efectivamente, estas magnitudes asi como cualquier equimultiplo de los an-
tecedentes y consecuentes de los cocientes, deben ser los siguientes:—

Ve 60y
M@P m@,N M@ nO N,
porauc @ 4 @+ O
M.m‘M’mO (L. 5, pr. 4).
Por la misma razén m ‘ N =m O : N ;yporque hay tres magnitudes,

M ., m ‘, N ' ; y otras tres, M ., m O, N ¢ , las cuales tomados de
dos en dos, tienen la misma razon:

.’.SiM.>,=,o<N ,
entonces M‘ >, =;0 <N ,por (L. 5, pr. 20); y
@ @ (def B).

Ahora, sean cuatro magnitudes, ., ‘, , ‘, y otras cuatro, O, ., ,
A las cuales tomados de dos en dos, tienen la misma proporcién, es decir:

Vo000
PORPI
YU A
entonces .:‘::O:A;

porque ., ‘, , son tres magnitudes, y <>, ., , otras tres, las cuales
tomados de dos en dos, tienen la misma razén; por lo tanto, por el caso
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anterior, . : : <> : 1, pero : ‘ = : A; por lo tanto, de nuevo,
por el primer caso, . 4 O : A; y asi sucesivamente, cualquiera que sea
el nimero de magnitudes.

.". 51 hay algin ndmero, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION XXIII. TEOREMA.

)

2 I tenemos dos grupos de magnitudes, que tomadas dos y dos en
orden cruzado, tienen la misma razon; la primera tiene a la dltima
;‘\’; del primer grupo la misma razon que la primera tiene o la ultima

del seqgundo grupo.

N.B.— Esto es usualmente citado por las palabras “ex equali en proportione
perturbata;” or “ex equo perturbato.”

Primeramente, sean tres magnitudes, = , U, ., y otras tres, < ; <>, .,
las cuales, tomados de dos en dos en un orden cruzado, tienen la misma

proporcién; es decir, : D : O : ‘, y D 4 B : <>, entonces debera
Sean estas magnitudes y sus respectivos equimtltiplos ordenados de la si-
guiente manera:—

7@7.7 7<>7.7
M ,MU,m.,M ,mo,m., entonces

(JaMT MU (L. 5, pr. 15); y por la misma razén
O @ :m <> :m @;
pero U= O : @ (hip.), .". M MU= O @ (L. 5, pr. 11); y
porque () : |l :: : O (hip.):
SMU:im M :mO(L.5,pr.4);

entonces, las tres magnitudes, M~ | M U, m ., v las otras tres magnitudes,
M« ., m O, m ., las cuales tomados de dos en dos en un orden cruzado,
tienen la misma proporcién; por lo tanto, si M > =, 0 <m|J} entonces

M >=.0 <m.(L.5,pr.21),y
0 @ (L. 5, def. 5).

Ahora, sean cuatro magnitudes, =, U, . . v otras cuatro magnitudes,

<>, ., Bl A las cuales cuando se toman dos y dos en un orden cruzado,
tienen la misma proporcién; a saber:

:U::-:A,U:.::.:-, v I}: IIOI.,
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entonces tenemos : i O - A

Claramente porque =, U, B son tres magnitudes, y ., Bl A otras tres,
las cuales tomadas de dos en dos en un orden cruzado, tienen la misma
proporcién, por lo tanto, por el primer caso, 4 B ‘ : A pero [} :

: <> : @, por lo tanto, de nuevo, por el primer caso, : = O : A; y asf
sucesivamente, cualquiera que sea el nimero de tales magnitudes.

.. 51 hay algin ndmero, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION XXIV. TEOREMA.

)

2 I la primera tiene con la seqgunda la misma relacion que la tercera
tiene con la cuarta, y la quinta a la seqgunda lo mismo que la sexta
tiene con la cuarta, la primera y la quinta juntas tienen la misma
relacion que la tercera y la sexta juntas con la cuarta.

Sigd

Primera Segunda Tercera Cuarta
Quinta Sexta

O O
Sea.:D::.: ,yO:D::.: , entonces:

90 0:m+@
En efecto,

O:U::‘: (hip.), y
U: @ B (hip.) e (invert.),
O @@ : I L. 5 pr 22);

y, porque estas magnitudes son proporcionales, ellas son proporcionales cuan-
do se toman conjuntamente:

.'..-I-O:O::.—i—.:.(L. 5, pr. 18),
peroO U@ (hip.),
.'..-I-O:U::‘-l-.: (L. 5, pr. 22).

.. St el primero, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION XXV. TEOREMA.

=47 I cuatro magnitudes del mismo tipo son proporcionales, la mayor
y la menor de ellas juntas son mayores que las otras dos jun-

Sean cuatro magnitudes proporcionales . -+ U, B+ . U, y , del
mismo tipo, es decir:

OO+

y sea @ 4 (] 1a mayor de las cuatro, y en consecuencia por pr. A y 14 del
Libro V, < es la menor; entonces @ + (] + >+ + U porque
O+-U:NB-+ )

M B B ENUH B (L. 5, pr. 19),

pero @+ () >+ < (hip.),

S @ > (L. 5, pr. A);

a cada uno de estos se agrega U =+ <,

CO+0+ 0 >E+O+

.". 81 cuatro magnitudes, etc.
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DEFINICION X.

Cuando tres magnitudes son proporcionales, se dice que la primera tiene
para la tercera la relacion duplicada de lo que tiene con la segunda.

Si A, 7, C, son proporciones continuas, es decir, A : 7 :: 7 : C, A se dice
que tiene para C' la proporcién A : /© duplicada, o sea:

— = ¢l cuadrado de —.

C
Esta propiedad se verd mas facilmente de las cantidades ar?, ', a, pues
ar’:araria)y g = 7?2 = el cuadrado de ﬁz r, o de
a, o, ar?; ya que %Z iz = el cuadrado de 2= l
ar r r

DEFINICION XI.

Cuando cuatro magnitudes son proporciones continuas, se dice que la prime-
ra tiene con la cuarta la relacion triplicada de lo que tiene con la segunda;
v asi sucesivamente, cuadruplicada, etc. aumentando la denominacién una
unidad, en cualquier nimero de proporciones.

Por ejemplo, sea A, ', C, D, son cuatro proporciones continuas, es decir,
A: 70 C o C Dy A se dice que tiene para D, la relacion triplicada de

Aa ;obien%:alcubode é

Esta definicién se entenderd mejor, y aplicado a un mayor nimero de mag-
nitudes que cuatro que son proporciones continuas, como sigue:—

Sean ar?, , , @1, «r, a cuatro magnitudes en proporcién continua, es
decir,
ar®, : car:ar: a,
3 3
ar ar
entonces — = > = al cubo de —=r.

a

0, sea ar®, ar*, ar®, ar?, ar, a, magnitudes fijas en proporcién continua, es

decir:
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., ar 5 . . ar
entonces la proporcion — = r” = la quinta potencia de —=r.
a a
O, sean a, ar, ar?, ar®, ar*, cinco magnitudes en proporcién continua; en-
a . a
tonces — = — = a la cuarta potencia de —= —
ar r ar T

DEFINICION A.

Conociendo una relacién compuesta:—

Cuando hay un numero de magnitudes del mismo tipo, se dice que la pri-
mera tiene con la iltima la relacién compuesta de la relacion que la primera
tiene con la segundo, y de la relacién entre la segunda y la tercera, y de
la relacién que la tercera tiene con la cuarta; y asi sucesivamente, hasta la
dltima magnitud.

Por ejemplo, si A, B,C, D, son cuatro magni-
tudes del mismo tipo, la primera A se dice que
tiene con la tltima D el cociente compuesto E F G H K L
de la proporcién de A a B, y de la proporcién
de B a (', y de la proporcién de C' a D; o el

cociente de A a D se dice que esta compuesto de las proporciones de A a B,
BaC,yCaD.

Y sila razéon de A a B es la misma que de F a F, y que de B a C es la
misma razén de G a H, y que de C' a D es la misma de K a L ; entonces
por esta definicién, A se dice que tiene con D el cociente compuesto de las
proporciones que son las mismas que las proporciones de £ a F', G a H, y
K a L. Y lo mismo se entiende cuando se expresa mas brevemente diciendo,
A tiene con D el cociente compuesto de las proporciones de F a F', G a H,
y K alL.

De igual manera, suponiendo los mismo; si tiene con ' la misma pro-
porcién que A a D, entonces por brevedad, se dice que tiene con el
cociente compuesto de las proporciones de K a F', Ga H,y K a L.

Esta definicién puede entenderse mejor a partir de una ilustracién aritméti-
ca o algebraica; pues en realidad, un cociente compuesto de varios otros
cocientes, no es mas que una razon que tiene como antecedente el produc-
to continuado de todos los antecedentes de las razones compuestas, y por
su consecuente el producto continuado de todos los cocientes consecuentes
compuestos.
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Asi, el cociente compuesto de las proporciones de
2:3, 17, 6:11,2:5,
es el cociente de
2 X1 X6 x2:3x 7 x11x5,
o el cociente de 96 : 1155, o 32 : 385.

Y de las magnitudes A, B, , /', E, F', de la misma clase, A : F' es el cociente
compuesto de los cocientes de
A:B,B:C,C ., D:E E:F;

obien AXBx( X 'xFE:Bx( x/!)xEXF,

AxBx( x I/ xE A
°Bx  x ' xEx| F
o el cociente de A : F.
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LIBRO V. PROPOSICION F. TEOREMA.

OCIENTES que se componen de las mismas proporciones son igua-
les entre si.

~ I N )‘ %
)

o4 &
\&V@

Entonces el cociente que se compone de las proporciones

A: B, B:C,C:D, D E,

o el cociente de A : F,

es el mismo que el cociente compuesto de los cocientes de

F.o,coH0, 1, L
o el cociente de F': L.
Como
A _F . . .
- 9 - 9 - ’yE_L’
CAX DX Ox Fxi x/x
"X xDxE OxIxixL'?
. A _F
..E_L’

o el cociente de A : E es el mismo que el cociente de F' : L.

Lo mismo puede demostrarse con cualquier nimero de relaciones que se dan
en estas circunstancias.
Ahora, sea:

AL

)

B Fo

)

entonces el cociente que se compone de las proporciones A : /7, /7 1 (]
,/: F, o el cociente de A : F, es el mismo que el cociente compuesto de
los cocientes de /« : L, //;/ , (. : /[, F:(/ oel cociente de F': L.
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Dado que:

A . . _F
TS T o Do YES O
D AX D xOx D x F
T x x xE Lx x.x_'7
A F

E fa

o el cociente de A : E es el mismo que el cociente de F': L.

.". Cocientes que se componen, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION G. TEOREMA.

1% I varios cocientes son iguales a varios cocientes, cada uno a ca-
da uno, el cociente que estd compuesto de cocientes iguales a los
% primeros cocientes, cada uno a cada uno, es igual al cociente com-
puesto de cocientes iguales los cuales son iguales a los otros co-

cientes, cada uno a cada uno.

Si
ABCDUZFEVFGH PQRST
a b c de f g h
A:Bza:b | yA:B=P:Q | ya:b:
C:D:c:d C:D:=:Q:R c:d::
E:F:ue:f E:F:R:S e: fu
G:H:g:h G:H:=5:T g:h:

entonces P : T'—

En efecto:

P A a Q_C ¢
G B 5 T R D d
R E e S G g
S F f T H h
Px@QxRxS X X X
"OXRxSxT X Uxox
;Z , 0 P:T=

.. St varios cocientes, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION H. TEOREMA.

37 I una relacién que se compone de varias proporciones son iguales
a una proporcion que se compone de otras varias proporciones; y
< sz una de las primeras relaciones, o la relacion que se compone

2 de warias de ellas, es igual a una de las ultimas relaciones, o a
la relacion compuesta de varias de ellas; entonces la relacion restante de
la primera, o si hay mds de una, la relacion compuesta de las relaciones
restantes, serd la misma que las relaciones restantes, serd la misma que la
relacion restante de la ltima, o, si existe ser mds de una, a la relacion
compuesta de estas relaciones restantes.

ABCDVEVFGH

PQRSTX

Sean A:B,B:C,C:D,D:E,E:F,F:G,G: H,los primeros cocientes,
yP:Q,Q:R, R:5, 5:T,T:X, los otros cocientes;

ademas, sea A : H, que se compone de los primeros cocientes, igual al co-
ciente de P : X, que es el cociente compuesto de los otros cocientes;

y, sea el cociente de A : I/, que se compone de los cocientes de A : B, B : C,
C: D, D: F,igual al cociente de P : R, se compone de los cocientes P : @,
Q: R,

entonces el cociente que se compone de los primeros cocientes restantes, es
decir, el cociente compuesto de las proporciones E : F, F': GG, G : H, o sea
el cociente de ' : H, es igual a la relacién de R : X, que se compone de los
cocientes de R: X, S : T, T : X, los cocientes restantes.

AXBXCOXDXxEXFxG _ PxQxRxSxT

Dado que: BxCXxDXEXFXxGxH QxRxSxTxX’
AxBxCxD , ExFxG PxQ . RxSxT
© BxCOxDxE "FxGxH QxR SxTxX’
AxBxCxD , PxQ . ExXFxG_ RxSxT
Y BxCxDxE QxR " FxGxH SxTxX’
E R
T X E:H=R:X.

.". Si una relacion que, etc.
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LIBRO V. PROPOSICION K. TEOREMA.

manera que el cociente que se compone de cocientes, que Son igua-
;\’; les a las primeras proporciones, cada uno a cada uno, es igual a
la proporcion compuesta de las proporciones, que son los mismos,
cada uno a cada uno, a los ultimos cocientes —y si uno de los primeros co-
cientes, o el cociente compuesto de proporciones, que son iguales a varias de
las primeras proporciones, cada uno a cada uno, igual a una de los ultimos
cocientes, o al cociente que se compone de cocientes, que son los mismos,
cada uno a cada uno, a varios de los ultimos cocientes, entonces el cociente
restante de los primeros; o, si hay mds de uno, el cociente compuesto de
las proporciones, que son las mismas, cada una a cada una, a los cocientes
restantes de los primeros, es igual a la relacion restante del ultimo; o, si
hay mds de uno, a la proporcion compuesta de las proporciones, que son los
mismos, cada uno a cada uno, a estos cocientes restantes.

h kmmn s
AB,CD, FF, GH, KL, M N, abcde fg
, , , , , hklmnp

ab cd e fg

Sean:
A:B,C:D,E:F,G:H, K:L M: N los primeros cocientes, y
, Oy sy sl 0 los otros cocientes;
y sea
A:B=a:b, C:D=b:¢c, FE:F=c:d,
G:H=d:e, K:L=e:r, M:N=/f:g,
entonces, por la definicién de una relacién compuesta, el cociente de a : g se
compone de los cocientes de a : b, b:¢c,c:d,d:e,e: f, f:g, que son los
mismos que la relaciéSn de A: B, C: D, E: F,G: H, K : L, M : N, cada
uno a cada uno.
Ademas: = h:k, =k, 5T =1:m,
=m:n,  : = n:p,
entonces la proporcién de h : p es el cociente compuesto de los coeficientes
deh:k, k:l,l:m, m:n,n:p,los cuales son los mismos que los cocientes
de ./ s, 5V sl 0, cada uno a cada uno:
por la hipdtesis a : g = h : p.
Ademas, el cociente compuesto de los cocientes de A : B, C': D, los primeros
cocientes (o los cocientes de a : ¢, para A: B=a:by C:D=b:c), es
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el mismo que el cociente de a : d, que se compone de los cocientes de a : b,
b : ¢, ¢ :d, que son los mismos que los cocientes de (' : /, () [/, 51/, tres
de los otros cocientes.

Y sea la proporcion de h : s, que se compone de los cocientes de h : k, k : m,
m:n,n:s, que son los mismos que los primeros cocientes restantes, a saber,
F:F,G:H, K:L, M: N;ademsas, el cociente de e : g, que se compone
de los cocientes e : f, f : g, que son los mismos, cada uno a cada uno, a los
otros cocientes restantes, a saber, ' : |1, " : . Asi, la proporcién de h : s
es la misma que la relaciéon dee : g;obien h: s =e: g.

AXCXEXGXKxM axbxexdxexf

Puesto que: =
d BxDxFxHxXxLxN bxexdxexfxg’
XX oxl x o  hxkxlxmxn
Y X X X x Exlxmxnxp’

por la composicién de las relaciones;
Laxbxexdxex f hxkxlxmxn , .
S = (hip.),
bxexdxex fxg kxIxmxnxp
axb.cxdxexf hxkxl m X n

© bxce dxexfxg kxixm nxp’
axb AxC /' xi x5 axbxc_  hxkxl
pero bxc BxD 1 x x| bxcxd kxlxm
cxdxex f mxn
"dxex fxXg nXp
v cxdxexf:hxkxmxn,(hip.)
dxex fxg kxmxnxs
mxn__exf
y npofXg@mJ
hxkxmxn:e_f . E:E his—ec:g
kxmxnxs fg’ s g )

.". St hay un nimero, etc.

Las exposiciones algebraicas y aritméticas del Quinto Libro de Fuclides se
dan en Doctrine of Proportion de Byrne; publicado por Williams and Co.
Londres. 1841.
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LIBRO VI.

DEFINICIONES.

)

37 E dice que figuras rectilineas
son similares, cuando tienen
sus varios angulos iguales entre
st, y los lados sobre los dngulos
iguales proporcionales.

i

y 4

Se dice que dos lados de una figura son reciprocamente proporcionales a dos
lados de otra figura cuando uno de los lados de la primera es a la segunda,
como el lado restante de la la segunda es para el lado restante de la primera.

IT.

I11.

Se dice que una linea recta se corta en relacién extrema y media, cuando el
todo es al segmento mayor, como que el segmento mayor es al menor.

IV.

La altura de cualquier figura es el segmento trazada desde su vértice per-
pendicular a su base, o la base extendida.
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LIBRO VI. PROPOSICION I. TEOREMA.

p
A -~
ﬁ%
Z
e

RIANGULOS y paralelogramos que tienen la misma altura, son
entre si como sus bases, es decir sus dreas son proporcionales a
P sus bases.

Sean los tridngulos 1 y \ que tienen un
vértice comun, y sus bases — y — en
la misma linea recta.

Trazar en ambos sentidos, tomar
sucesivamente sobre —, segmentos igua-
les a él; y sobre = producir segmentos
sucesivamente iguales a él; y trazar lineas
desde el vértice comin a sus extremos.

Los triangulos asi formados son todos en drea iguales entre si, ya

que sus bases son iguales (L. 1, pr. 38): .", y su base son respecti-

vamente equimultiplos de ‘ y de la base —.

De igual manera y su base son respectivamente equimultiplos de ‘
y la base —.

.".sim o 6 veces ‘ >=o0<nobd veces\ entonces m o veces — > =0
<n o b veces —, m y n representan cada multiplo tomado como en la quinta

definicién del Libro V. Aunque sélo hemos demostrado que esta propiedad
existe cuando m = 6, y n = 5, es evidente que la propiedad es valida para
cada valor multiple que se le puede dar a m, y a n.

‘ :\ = — (L. 5, def. 5).

Los paralelogramos que tienen la misma altitud son el doble de los tridngulos,
en sus bases, y son proporcionales a ellos (Parte 1), y por lo tanto sus dobles,
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los paralelogramos, son como sus bases. (L. 5, pr. 15). Q. E. D.
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LIBRO VI PROPOSICION II. TEOREMA.

AL )
49 segmentos proporcionales.

Y si alguna linea recta divide los lados de un tridngulo, o
estos lados extendidos, en segmentos proporcionales, es paralela al lado res-

PARTE 1.
Sea H ----- , entonces hay que probar:
N
) —— :\\\
|
Trazar y , por lo tanto: AN
I
|
|

area ; — 4rea _\ (L. 1, pr. 37);
; : (NI _\ :

Sea pmmmms Pmmm—- , se debe probar
que | ----- :

Hagamos la misma construccién:

porque Pmmmmm :
'T (L. 6, pr. 1);

i

|

pero Pmmmmm Pmm--- (hip.),

\\ \\
: s _\ s\ (L. 5, pr. 11.)
.'. rea ; = area _\ (L. 5, pr. 9);
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pero estdn en la misma base y al mismo lado de este:

|| ===-- (L. 1, pr. 39). Q. E. D.
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LIBRO VI PROPOSICION III. TEOREMA.

NA linea recta (—) que biseca el dngulo de un tridngulo, divide
al lado opuesto en segmentos (——,~==) proporcionales a los lados
del dangulo bisecado (- ).

Y si una linea recta (—) trazada desde cualquier dngulo de un
tridngulo divide al lado opuesto (——===) en segmentos (——,~==) propor-
cionales a los lados del dngulo dividido (——,===), biseca al dngulo.

PARTE 1.
Trazar =---- H —, hasta encontrar ===; en-
tonces, « = ‘ (L. 1, pr. 29), ‘

‘ :‘a pero ‘:‘7
-N=4. . .---= @10

y como por construccién —— || ----- ,

---:— u---:— (L. 6, pr. 2);
pero como —-- =~ se tiene finalmente:
:—— u===:— (L. 5, pr. 7).
PARTE II.
Si se mantiene la misma construccién, y — : === :: — : === (L. 6, pr. 2);
pero —— : === —: (hip.) .-.— === —: (L. 5, pr. 11).
y..-—- = (L. 5, pr. 9), y ‘Z‘ (L. 1, pr. 5); pero desde que

— |-~ ‘=‘ y < =d @ 1 pr. 2
'.‘: , Y :‘,y.', biseca ‘ Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION IV. TEOREMA.

s \
§\.% N tm’a’n/gulos eqyiangulares (A y2____%) los lados adyacentes
é;“)A de los angulos iguales son proporcionales, y los lados opuestos a los
@Q//QQ‘ angulos iguales son homdlogos.

[

Si los tridngulos equiangulares estédn colocados
de tal manera que dos lados —, ----- opues-

A
tos a dngulos iguales Q y Q sean adya- AR,
7
centes, y en la misma linea recta; y que los Il \\\
tridangulos que se encuentran del mismo lado . '\

de esa recta, tengan angulos iguales no adyacentes, i. e. A opuesto a ,

e Y ¥

Trazar y , COMO ‘ = ‘, E— || - (L. 1, pr. 28); y por
una razén similar, ===-= H e , .. / es un paralelogramo.
Pero P P (L. 6, pr. 2);

y puesto que =——(L. 1, pr. 34), P —— e

y por alternancia,

De igual manera se prueba que Pmmmmm s

;1 ====-=.-=---=: pero ya se ha demos-
;;=====:-=-=-=-=y por lo tanto, ex aequali,

y por alternancia, que
trado que

- - Tttt == (L 5, pr. 22),

por lo tanto los lados sobre los dngulos iguales son proporcionales, y los que
son opuestos a los angulos iguales son homdlogos. Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION V. TEOREMA.

7 I dos tmangulos tienen sus lados proporcionales (===== pmm—— 15

) son equiangu—

gos.

Desde los extremos de , trazar y ,
haciendo = ‘, = ‘ (L. 1, pr. 23); y

v-A W
en consecuencia ' = (L. 1, pr. 32), y como los // L
tridngulos son equiangulares: //
—mm— - (L. 6, pr. 4); //

\

\

\

: \
pero ====:====: —— : — (hip.); A____‘

. : : — y en consecuencia
—_— = (L. 5, pr. 9).

Se demuestra que

= de la misma mane-
ra. Por lo tanto, los dos triangulos que tienen una base
comun , ¥ sus lados son iguales, tienen también
angulos iguales opuestos a lados iguales:

i.e. ZvaZ'(L.l,pr.S).
Pero v = ‘ (const.), = ‘; e igualmente
d = ‘, y por consiguiente ‘ = (L. 1, 32);

y por lo tanto los tridangulos son equiangulares, y es evi-

dente que los lados homdlogos subtienden los angulos '
iguales.
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LIBRO VI. PROPOSICION VI. TEOREMA.

A
S
I dos tridngulos (//__\ vy A} tiene un dngulo (‘) de uno,

igual a un dngulo ( A ) del otro, y los lados sobre los dngulos igua-
2] les, proporcionales, los tridngulos serdn equiangulares, y tienen los
dangulos iguales que los lados homdlogos subtienden.

, un lado de A y bajo el

angulo A, trazar y hacer ': ‘, y AN\
‘Z ‘; entonces q = (L. 1, pr. 32), y dos s \

Desde el extremo de

tridangulos equiangulares: A/_ _____ ‘
----- Pmmmm— : — (L. 6, pr. 4);

pero ==--=:-=-=---: -—---: — (hip.);

. (L. 5, pr. 11), y en

consecuencia =—— (L. 5, pr. 9);

Pero ‘ = A (const.), y . . A = ‘: y ya que
también A = ‘, /\ = (L. 1, pr. 32); <
A

en todos los sentidos (L. 1, pr. 4).

7/

s\
y. ./ Ny A son equiangulares, con sus angulos iguales opuestos a
los lados homologos.

Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION VII. TEOREMA.

/
/

57 I dos tridngulos |, y

]

\ ) tienen un dngulo en cada uno igual
\

1

o /\ igual a ‘ ), los lados contiguos de los otros dos dngulos pro-

porcionales (- ommmmm ) y cada uno de los

dangulos restantes (‘ Yy Q} ya sea menor o no menor un dngulo

recto, los tridngulos son equiangulares, y los dngulos son iguales en los lados
proporcionales.

En primer lugar, supongamos que los dngulos ‘

y Q son cada uno menor que un angulo recto, A
/

\

<\ Q S

. / |

se supone que y contenidos por los lados % '

proporcionales, no son iguales. / \ |

Sea (\ el mayor, y hacer Q = Q l
Porque ‘ /\ (hip.), Q Q (const.)

pero

‘ .Llpr5

Pero ‘ es menor que un angulo recto (hip.) .. ‘ es menor que un angu-

lo recto; y .". debe ser mayor que un dngulo recto (L. 1, pr. 13), pero se

ha demostrado que = Q y por lo tanto menor que un angulo recto,

lo cual es absurdo. .". (\ Q no pueden ser diferentes;

. son iguales, y puesto que ‘ /\ (hip.) ‘ Q L.1,pr. 32),y

por lo tanto los tridngulos son equlangulares.
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Ahora, si se supone que ‘ y Q no son inferiores a un angulo recto,

se puede probar como antes, que los tridngulos son equiangulares, y tienen
contiguo a los d4ngulos iguales los lados proporcionales. (L. 6, pr. 4).

Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION VIII. TEOREMA.

= s‘;’% N un triangulo rectangulo ( k ), si una perpendicular ( )
2. %!
6"\,)4)/55 se traza del angulo recto al lado opuesto, los tridngulos ( )
}N) en cada uno de sus lados son similares a todo el triangulo y entre
st

Porque ‘ = ‘ (L. 1, ax. 11),
A cs comin a k,ya
N\ - d v 1 or32) P

y son equiangulares; y consecuentemente tienen sus lados
contiguos a los dngulos iguales proporcionales (L. 6, pr. 4), y por lo tanto
son similares (L. 6, def. 1).

De igual manera se puede probar que k es similar a k; pero se ha
probado que es similar a DL y k son similares al
conjunto y entre si. Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION IX. PROBLEMA

De cualquiera de los dos extremos del segmento dado

( ) trazar —==--- haciendo cualquier d4ngulo con
; vy extender —=---- hasta toda el segmento
—=—=-=-- contiene — tantas veces como con-

tiene la parte requerida.

Trazar y trazar == || —, — es la parte que bus-

camos de

|—

En efecto, desde que -- : ..
(L. 6, pr. 2), y por la composicién (L. 5, pr. 18);

Do e — ; pero —=---- contiene —
tantas veces como contiene la parte requerida
(const.); . . es la parte requerida.

-_._.i._._._-.l_._._

.-_._.I..

) podemos cortar cualquier submiil-
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LIBRO VI. PROPOSICION X. PROBLEMA

)

Z i)
o
N

ODEMOS dividir un segmento (
un segmento dividido dado (-

) de manera similar a

).

Desde cualquier extremo del segmento

—— trazar ======= haciendo
cualquier angulo; tomar ====, ===y
igual a , Ty respectivamente
(L. 1, pr. 2); trazar , y trazar —==--
y = || a este.
Puesto que { ----- } son || , //
- % iTTTT (L 67 pr 2)7 il s
o e (const.), y = iw====:====(L. 6, pr. 2),
m— m—: —— : — (const.), y .". el segmento dada se divide
similarmente a Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XI. PROBLEMA.

).

En cualquier extremo de uno de los segmen-

tos dados trazar ===-- hacien-
do un éngulo; tomar ===-- = , v trazar

; hacer ===-- = , y trazar || ;
(L. 1, pr. 31); es la tercer segmento
proporcional a ——y
Desde que || , tenemos

—mmmmm e (L. 6, pr. 2);
pero ----- =----- = (const.);

(L. 5, pr. 7).
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LIBRO VI. PROPOSICION XII. PROBLEMA

con cualquier

Trazar
angulo; tomar — = --- —— = ----

= , trazar —, y ==---- H —_;
(L. 1, pr. 31); es el cuarto segmento
proporcional. Debido a las paralelas,

(L. 6, pr. 2); pero

(75 = (=) (coms)

e e :——. (L. 5, pr. 7).

223



LIBRO VI. PROPOSICION XIII. PROBLEMA.

) entre dos seg-

, ha-
cer = ===-- , y — = =--; bisecar

y desde el punto de biseccién co-
mo centro, y la mitad del segmento como

un radio, trazar un semicirculo Q ,

trazar 1 , el segmento es la media proporcional requerida.
Trazar y . Puesto que ‘ es un angulo recto (L. 3, pr. 31),
y es _L sobre el lado opuesto a éste, .". es una media proporcional

entre y — (L. 6, pr. 8), y .". entre ==--- y === (const.). Q. E.D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XIV. TEOREMA.

i 0S aralelogramos ‘ Y S con dreas iguales donde cada uno

) tiene un dngulo igual, tienen los lados contiguos a los dngulos iqua-

Inversamente, paralelogramos donde cada uno tiene un dngulo de igual medi-
da, y los lados contiguos reciprocamente proporcionales, son de dreas iguales.

Sean —— y —; y y —, tales
que y — estdn en lineas

rectas continuas con ‘ y S Es

evidente que pueden asumir esta posicion.
(L. 1, prs. 13, 14, 15). Completar‘

i 2\ \ AW WA W

— (L. 6, pr. 1).

Inversamente, la misma construcciéon nos permite escribir:

A :‘ ::‘ :‘ (L. 5, pr. 11),
A =‘ (L. 5, pr. 9). Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XV. TEOREMA.
I.

RIANGULOS de dreas iguales, donde cada uno tiene un dngulo
igual (’: ‘), tienen los lados contiguos a los dngulos iguales

s reciprocamente proporcionales | : : ).

IT.

Dos tridngulos que tienen cada uno un dngulo de igual medida, y los lados
contiguos a los dngulos iguales reciprocamente proporcionales, son de dreas
iguales.

L.

Sean los tridngulos colocados de tal manera

que angulos iguales ’ y ‘ sean vertical-

mente opuestos, es decir para que y
estén en la misma linea recta y también
y estén en la misma linea recta.
(L. 1, pr. 14).

: ¥ (L. 5, pr. 7),
n— (L. 6, pr. 1),
(L. 5, pr. 11).

II.

La misma construccién nos da ' Y o —:— (L.6,pr. 1) y
—: e : ¥ (L. 6, pr. 1).

Pero : $ : , (hip.) ' : Y o« A
(L. 5, pr. 11), ' = (L. 5, pr. 9) Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XVI. TEOREMA.

PARTE L

o 2 I cuatro segmentos son proporcionales ( e mmmmm e
el drea del rectingulo ( x ===) contenida por los extremos, es
zgual al drea del rectdngulo (—x===== ) contenida por los medios.

PARTE II

Y si el drea del rectdngulo contenido por los extremos es igual al drea del
rectdngulo contenido por los medios, los cuatro segmentos son proporciona-
les.

PARTE L

De los extremos de y — trazar —y
laellose=---y----- respectivamente.

Completar los paralelogramos - y
Como :— 1 -==-=:--=(hip.)
) ;= — :— (const.)

; = (L. 6, pr. 14), es decir el rectangu-
lo contenido por los extremos, igual al rectangulo
contenido por los medios.

PARTE II.
Si se hace la misma construccién; porque === = —, - = ,
:— o —— :— (L. 6, pr. 14).
Pero =====- , y — = === (const.)
= =====:-==(L.5, pr. 7). Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XVII. TEOREMA.

PARTE L

7 [ tres segmentos son proporcionales ( : i3
) el rectangulo bajo los extremos es igual al cuadrado del

PARTE II

Si el rectangulo debajo de los extremos es igual al cuadrado del medio, los
tres segmentos son proporcionales.

PARTE 1.
Supongamos que = —, y desde que
: i , entonces
: _7
X = X (L. 6, pr. 16).
Pero = , .. X =
X = 2; por lo tanto, si las tres

rectas son proporcionales, el rectangulo contenido
por los extremos es igual al cuadrado del medio.

PARTE II.

Supongamos que = , entonces X = X
(L. 6, pr. 16), y

Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XVIII. TEOREMA.

432 OBRE una recta dada (—) se puede construir una figura rec-

tilinea similar a una dada ( ) y colocada de forma simi-

Dividir la figura dada en tridngulos trazan-
do los segmentos —=---- y

En los extremos de — hacer m =\ y

‘:D.Trazar—y—,yde

los extremos de hacer ‘ = ‘ y
‘ = Q; e igualmente, hacer = \/

y » — ‘ , formado ‘ ‘
Entonces ‘es similar a ‘

Es evidente a partir de la construccién y (L. 1, pr. 32) que las figuras son

equiangulares y como los tridngulos y son equiangulares, por
(L 6 pr4 . e m—— y— = e —————

Como ‘ ‘ son equiangulares, Pmmm o mmmmmm :
Joex aequali, — 1 === —— (L. 6, pr. 22.)

De la misma manera, puede demostrarse que los lados restantes de las dos

figuras son proporcionales, .", por (L. 6, def. 1) es similar a ,
colocada de forma similar y sobre el segmento dado —. Q. E. D.

229



LIBRO VI. PROPOSICION XIX. TEOREMA.

\V\m

wJ

g
Sean ‘ y ‘ angulos iguales, ----——, ———

RIANGULOS similares ( Yy ) estdn uno a otro en
la proporcion de duplicada de sus lados homdlogos.

_———— . o LT (COHSt.),

por tanto las areas = \ porque

tienen los lados contiguos de los angulos iguales ‘ ‘ reciprocamente

lados homdélogos de y y sobre
el mayor de estos segmentos tomar ----
el tercer segmento proporcional, de modo que:

---- : B : ====; trazar

proporcionales (L. 6, pr. 15);

perOA : \ ip====——:-=== (L. 6, pr. 1),

es decir los tridngulos estan entre si en proporciéon duplicada de sus lados
homdlogos y-=-- (L. 5, def. 11). Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XX. TEOREMA.

ﬂ\?fﬁ OLIGONOS similares pueden dividirse en el mismo nimero de
\,%. ’ triangulos similares, cada uno de los cuales es proporcional a los

’0 poligonos; y los poligonos estan entre si en la proporcion duplicada
de sus lados homdlogos.

Trazar y === y === dividiendo
los poligonos en triangulos. Los poligonos son
4
similares, .— . yo— == — 4
y son similares, y ( (
‘
/

f

(L. 6, pr. 6); pero'— porque son dngulos

de poligonos similares; por lo tanto, los restos

’ y ‘ son iguales; por lo tanto ====: ==+

-----:--_a causa de los tridngulos similares, y
== nem por la presencia de poligonos

similares, ====: i====:ex aequali (L. 5, pr. 22), y los lados pro-

porcionales contienen angulos iguales, los triangulos ) y )

similares (L. 6, pr. 6).

De igual manera se puede demostrar que los tridngulos v y v

son similares.

Pero es a en la proporcion duplicada de ====a ----- (L. 6,

pr. 19), y ) es a ) de igual manera, en la proporcién duplicada

: ::) :), (L. 5, pr. 11).
De nuevo ) es a ) en la proporcion duplicada de

a
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' es a ' en la proporcién duplicada de ,

y como uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes, asi es la suma
de todos los antecedentes a la suma de todos los consecuentes; es decir los
tridangulos similares tienen entre si la misma proporcién que los poligonos

(L. 5, pr. 12).

Pero en la proporciéon duplicada de —— a —:

‘ ‘ en la proporcién duplicada de —— a —

Q.E.D
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LIBRO VI. PROPOSICION XXI. TEOREMA.

IGURAS rectilineas (‘ y ;} que son similares a la

misma figura ( ) son similares también entre si.

Puesto que ‘ y son simi-

lares, son equiangulares, y tienen conti-
guo a los dngulos iguales los lados pro-
porcionales (L. 6, def. 1); y como las fi-

guras y también son simi-
lares, son equiangulares, y tienen contiguo
a los angulos iguales los lados proporcio-

nales; por lo tanto y son
también equiangulares, y tienen contiguo
a los angulos iguales los lados proporcio-
nales (L. 5, pr. 11), y por lo tanto son si-
milares.

Q. E. D.

233



LIBRO VI. PROPOSICION XXII. TEOREMA.

PARTE L

37 [ cuatro segmentos proporcionales (- o ) se
dan, las figuras rectilineas similares descritas de manera similar

25 en ellas son también proporcionales.

PARTE II.

Si cuatro figuras rectilineas similares, descritas de forma similar sobre cua-
tro segmentos, son proporcionales, los segmentos también son proporcionales.

PARTE L
Tomar --- un tercer segmento proporcional
a y , Y ~=- un tercero proporcio-
nal a —y (L. 6, pr. 11); puesto que
P (hip.),
—_— - : === (const.) .

JLex aequali e e
pero ::——:===(L. 6, pr. 20),

A®Oun

PARTE II.
Si se hace la misma construccién : A i ' : <\> (hip.).
J.—— :-=-u— :--- (const.)
y, . (L. 5, pr. 11).
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LIBRO VI PROPOSICION XXIII. TEOREMA.

ARALELOGRAM OS equiangulares ( Yy ’ ) estdn entre si
\“4‘5" }é en una proporcion compuesta de las proporciones de sus lados.

S

Sean dos de los lados y sobre los
angulos iguales se colocardan de manera que
puedan formar una linea recta.

Puesto que '—l— = m, y
A-Vu A- (1N,
y ..

y forman una linea recta
(L. 1, pr.14); completar ' .
Puesto que : ' o (L. 6, pr. 1), y

una relacién
Q. E. D.

' ’ (L. 6, pr. 1), tiene con

compuesta de los cocientes de a——,yde a
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LIBRO VI. PROPOSICION XXIV. TEOREMA.

- é}s‘;’% N cualquier paralelogramo (| ) los paralelogramos (ﬂ Yy
"L,)/Qsa; ﬂ ) que estan sobre la diagonal son similares a todo el conjun-

= to y entre si.

Dado que y tienen un angulo
comun son equiangulares; pero debido a que

—H— ----- ,AyAA son

similares (L. 6, pr. 4),

el resto de lados opuestos son iguales a estos,

ﬂ y tienen los lados contiguos
de los angulos iguales proporcionales, y por
lo tanto son similares.

s I n

similares. Puesto que, cada uno de los paralelogramos H y ﬂ es similar

Igualmente se puede demostrar que los paralelogramos

a , son similares entre si.

Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XXV. PROBLEMA.

1% E puede construir una figura rectilinea, que serd similar a una fi-

gura rectilinea determinada (A ), e igual en drea a otra (.)

Sobre construir [l = A
en area, y sobre — construir \:| = . en
drea y teniendo = ' (L. 1, pr. 45), .

entonces y === estan sobre la mis-
ma linea recta (L. 1, prs. 29, 14).

Entre y === encontrar una media

proporcional (L. 6, pr. 13), y sobre ~
construir , similar a , Y 1

similarmente situado.

Entonces = . Porque desde que A y son similares,

y P : === (const.),

A : : : === (L. 6, pr. 20); pero

 REP ;=== (L. 6, pr. 1);

A : i - :D (L. 5, pr. 11); pero

A - (const.), y .". — [ en drea (L. 5, pr. 14); y

D = . en drea (const.); por consiguiente, que es similar a

A es ademés — . en area. Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XXVI. TEOREMA.

4% I paralelogramos similares y posicionados de manera similar (ﬂ

Y ﬂ) tienen un dngulo comin, estdn sobre la misma diago-
nal.

Supongamos que ———— es la diago-

nal de y trazar

(L. 1, pr. 31). Puesto que L y

estan sobre la misma diagonal ———<,y

tiene comun, son similares (L. 6, pr. 24);
—_— -
pero : -- -- ---- (hip.),
) T
y..— =—--(L. 5, pr. 9.), lo cual es absurdo.
.".—— 10 es la diagonal de de la misma manera se puede

demostrar que ninguna otra linea es excepto Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XXVII. TEOREMA.

Sea ————— el segmento dado, — y — seg-
mentos desiguales, y ———y segmentos iguales;

entonces . > .

Ya se ha demostrado (L. 2, pr. 5), que el cuadrado de
la mitad del segmento es igual al rectangulo contenido
por cualquier segmento desigual junto con el cuadrado
de la parte intermedia entre el punto medio y el punto
de seccion desigual. El cuadrado descrito en la mitad
de la linea excede, por lo tanto, el rectdngulo contenido
por cualquier segmento desigual de la linea.

Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XXVIII. PROBLEMA.

5437 E puede dividir un segmento dado (--——====) de modo que el
rectangulo contenido por sus segmentos sea igqual a una drea deter-
% minada ( 2), que no exceda el cuadrado de la mitad del seg-

Sea el 4rea dada = 2. Bisecar
-=——==-- 0 hacer ==-—— =----; y si
—2 = 2, el problema esta resuelto.
Pero si -———2 £ 2 entonces debemos
tener -- > (hip.).
Trazar 1-- , con = ; hacer
-- como radio construir un circulo que corta el segmento dado; trazar
. Entonces == x ----+ 2=-- 2 (L.2,pr.5.) = 2,
Pero 2=—-2 4 —2 (L. 1, pr. 47);
S x e —2 = ——2 4+ 2 4o ambos tomar —? y se tiene
B
Pero (const.), y.". -==——==-es asi dividido como == x ——====
= 2, Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XXIX. PROBLEMA.

/7 E puede extender un segmento determinado (- ====), de modo
que el rectangulo contenido por los segmentos situados entre los
extremos del segmento dado y el punto hasta el que se extiende,
sea igual a una determinada drea, i. e. igual al cuadrado de

Hacer = ====y tragar ==---= J_----,
----- = ; trazar ; v con el ra-
dio , construir un circulo en el centro
de ---- extendido. Entonces:

———e % +____2 ————— 2
(L. 2, pr. 6) = 2,
Pero ?=----2 4 ——--2 (L. 1, pr. 47.)

-—-- X 4 ====2 =----2 4 ——--2 e ambas tomar

-2y --- X =----- 2. pero ----- = )
S 2 — al 4rea dada. Q. E. D.

241



LIBRO VI. PROPOSICION XXX. PROBLEMA.

. E puede cortar un determinado segmento (——==) en proporcién
extrema y media.

Sobre ——=- construir el cuadrado I (L. 1,
pr. 46); y extender , para que ----
x ==== = ——==2 (L. 6, pr. 29).
Tomar = ----, y trazar H —_—-,
unir H —-= (L. 1, pr. 31).

Entonces ' —————— i ———— I y

si de ambos lados se toma la parte comin ,

| que es el cuadrado de ——, serd —I la cual es =——== x-=; es
de01r 2 -= : i ==, y —==se divide

en proporcién extrema y media. (L. 6, def. 3). Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XXXI. TEOREMA.

) »

0 [ se construyen figuras rectilineas similares en los lados de un

‘;9 tridngulo rectdngulo (> ), la figura construida sobre el lado
28 -- ) que subtiende el dngulo recto es igual a la suma de las
figuras de los otros lados.

A partir del angulo recto, trazar — perpendi-

cular a == ; entonces:

-- : : : (L. 6, pr. 8),

. o --— . — (L. 6, pr. 20),

pero Il ::--——:-- (L. 6, pr. 20).

Por lo tanto - + —— : --——— - + -

pero == -+ =-- ;y .. R+ - . Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION XXXII. TEOREMA.

7 T dos tmangulos /\ /4‘\) tienen dos lados proporcio-

nales (- -- :==-), y se colocan (juntos o no) en
un dngulo que permzta que los lados homdlogos sean paralelos, los
lados restantes ( y ) estan en una linea recta.

Ya que H --- = (L. 1, pr. 29); y
como || === = ‘ (L. 1, pr. 29);
.. — vy : Tt LTt
(hip.), los tridngulos son equiangulares (L. 6, ‘\

pr. 6); ‘ A pero = ) 'l\ \\
‘+ _|_A:‘—|— —I—‘:m (L.l,pr.32),y

y estdn en la misma linea recta (L. 1, pr. 14). Q. E. D.

244



LIBRO VI. PROPOSICION XXXIII. TEOREMA.

:’9 N circulos iguales , ), dngulos, ya sea en el centro o en

SN

) la circunferencia, estdn en la misma proporcion entre si que los ar-
0.+
=)

cos sobre en los que se encuentran (1 :4 e Do ); también

lo son los sectores.

%

Tomar en la circunferencia de cual-
quier nimero de arcos e, s, €tc. cada
— w—, ¥ también en la circunferencia de

tomar cualquier niimero de arcos

sy sy, €6C. cada uno = , trazar los
radios a los extremos de los arcos iguales.

Entonces como 108 arcos s, se—, s, &c

son todos iguales, los dngulos 4 , , \ ,
etc. son también iguales (L. 3, pr. 27);

" ‘ es el mismo multiplo de 1 del

que el arco See——” s de a—; y de la

misma manera es el mismo multi-

plo de 4 , del que el arco e €8 de

Entonces es evidente (L. 3, pr. 27), si ‘ (o si m veces 1) >, =,
< & (o n veces 4), entonces . (0 m veces ) >, =,

< (0 n veces ); 1 : 4 5 — , (L. 5, def. 5), o

los én‘guﬁ'll(‘)ls en el centro son como los arcos sobre los que se apoyan; pero
los angulos en la circunferencia son la mitad de los angulos en el centro
(L. 3, pr. 20) estdn en la misma proporcién (L. 5, pr. 15), y por lo tanto son
como los arcos sobre los que se apoyan.
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Es evidente, que sectores en circulos iguales, y sobre arcos iguales son iguales
(L. 1, pr. 4; L. 3, prs. 24, 27, y def. 9). Por lo tanto, si los sectores se sustituyen
por los dngulos en la demostracién anterior, se establecera la segunda parte
de la proposicién, es decir, en circulos iguales, los sectores tienen la misma
relacion entre si que los arcos en los que se encuentran.

Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION A. TEOREMA.

7 1 el segmento (===~ ), bisecando un dngulo externo ‘ del tridngu-

) o ~ ’ toca el lado opuesto (——) extendido, el lado extendi-
= . .

do (——==--- ), y su segmento externo (===== ) serd proporcional

a los lados (—=---y ), que contienen el dngulo adyacente

al dngulo exterior bisecado.

Porque si — se traza H ----- , entonces: ‘
b = q? (L 17 pr. 29)7 ’/,‘ AN

= ‘, (hip.), //\< \\\\
= , (L. 1, pr. 29); . ““““““ S
y ST = , (L. 1, pr. 6),
y —_— - w—====:-=-= (L. 5, pr. 7).
Pero también, ——=====:-==-= 1 —====:--== (L. 6, pr. 2);
y por lo tanto e e , (L. 5, pr. 11).
Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION B. TEOREMA.

2% I un dngulo de un tridngulo se biseca por un segmento, que también
corta la base; el rectingulo contenido por los lados del tridngulo es
igual al rectangulo contenido por los segmentos de la base, junto

con el cuadrado del segmento que biseca el dngulo.

Sigd

28,

Se traza , con 4 = A; entonces

X—— === x— + 2,
Alrededor de A se construye
(L. 4, pr. 5), extender hasta encontrar

el circulo, y trazar =---.

Puesto que 4 = A (hip.), y = '

lares (L. 1, pr. 32); /. —: i
X— = X (L. 6, pr. 16);

= X + 2 (L. 2, pr. 3); pero
X =---x—(L.3,pr. 35 ); X——==-=x— 4+ 2,
Q. E. D.
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LIBRO VI. PROPOSICION C. TEOREMA.

1% I desde cualquier dngulo de un tridngulo, se traza un segmento
perpendicular a la base; el rectangulo contenido por los lados del
¢ tridngulo es igual al rectdngulo contenido por la perpendicular y al

2N didmetro del circulo construido alrededor del tridngulo.

Desde ‘ de ______ . trazar el seg-
mento J_----—; entonces se tiene :
------ X = x el didametro del

circulo construido.

Construir (L. 4, pr. 5), trazar su

diametro , v trazar ; enton-

ces porque ‘ :Q (const. y L. 3,

pr. 31); y <0 :p (L. 3, pr. 21);

y

‘ es equiangular a % (L. 6, pr. 4); y finalmente tenemos que
(L. 6, pr. 16).
Q. E. D.

y T X=X
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LIBRO VI. PROPOSICION D. TEOREMA.

S \’) L drea del rectdngulo contenido por las diagonales de una figura cua-
Y drildtera inscrita en un circulo, es igual al drea de los dos rectangu-

)
$) los contenidos por sus lados opuestos.

Sea § / una figura cuadrildtera inscri-

ta en ; trazar las diagonales ==-——1y

; entonces debemos probar que:

-——x —

r——nu——:-=-==- (L. 6, pr. 4); y
= X ===== (L. 6, pr. 16); de nuevo porque
A ‘ const.) yp VLZ%pr 21);
————— e — (L. 6, pr. 4); y
oot X =----- x — (L. 6, pr. 16); ademads, por (L. 6, pr. 4),
obtenemos X = X =====
e — X =----- x— -+ X ===== (L. 2, pr. 1).
Q. E.D
EL FIN.
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