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Capitulo 1

La ley normal

1.1 La distribucion multinormal

1

Recordemos que un vector aleatorio X es multinormal o gaussiana', si su funcién de densidad es

de la forma f(x) = e 2T 1) con matriz de covarianzas ¥ y media g € R", y lo

1
@m)2"[Z)2
denotamos X ~ N, (u, X).

., s PV
La funcién caracteristica es ®x(f) = e”#~2"* t ¢ R".

SiX ~N,X), Ain y Y = AX, entonces Y ~ Ny(Au, AZA").

2
0'1 “ e 0
Sea X ~ N(u,X), con X = : , entonces las componentes X1, ..., X, de X son inde-

2
0 .. O—n

pendientes. Si o; # 0, las componentes X; ~ N(,ui,O',-z) ysio; =0, X; = y; cp.d.

ICarl Friedrich Gauss (1777-1855) Nace de 30 de abril 1777 en Brunswick, (hoy Alemania). Muere el 23 de febrero
1855 en Gottingen, Hanover (hoy Alemania). Hijo de un humilde albaiil, fue un nifio prodigio en matemadticas y continud
siéndolo toda su vida. Su inteligencia llamé la atencién del duque de Brunswick, quien decidié costearle todos sus estudios,
entrando en 1795 en la Universidad de Gottingen. El dia 30 de marzo de 1796 hizo un brillante descubrimiento. Desde hacia
mas de 2000 afios, se sabia como construir con regla y compds el tridngulo equildtero, el cuadrado y el pentdgono regular
(asi como algunos otros poligonos regulares cuyos nimeros de lados son multiplos de dos, de tres o de cinco), pero ningin
otro poligono regular con un nimero primo de lados. Demostré que sélo ciertos poligonos equildteros se podian construir
con ayuda de regla y compds. Hizo una labor importante en la Teoria de Numeros, sintetizada en su obra “Disquisitiones
arithmeticae”. También construy6 una geometria no euclidea, basada en axiomas distintos a los de Euclides, pero se negd
a publicarla. Lobachevski y Bolyai ostentan el honor de su descubrimiento al publicarla algo més tarde. En 1799 Gauss
demostr6 el teorema fundamental del dlgebra. El 1801 demostr6 el teorema fundamental de la aritmética: todo nimero
natural se puede representar como el producto de niimeros primos de una y solamente una forma. Fuera del dominio de las
matemadticas puras, Gauss gané gran fama por su labor sobre el planetoide Ceres, del que calculd su 6rbita, siendo nombrado

director del observatorio de Gottingen en 1807.



2 Capitulo 1. La ley normal

Lema 1.1.1 Sean M, X dos matrices simétricas, M de orden ny sea ¥ definida no negativa, rang ¥ =
r, entonces existe una matriz Apx, tal que T = AA’, A’MA = K, donde K es una matriz diagonal

cuyos elementos no nulos son los mismos que los valores propios no nulos de MX.

Prueba Sea C una matriz ortogonal tal que CXC’ sea diagonal, es decir:

A - 0
C3C = : w0 ’
0 - 2
0 0
donde los 4; son los valores propios no nulos de X.
Sea K la matriz diagonal de valores VA;,i = 1,...,k y sea Co la matriz formada por las r primeras

lineas de C. Si C; es una matriz ortogonal de orden r, la matriz A = CjKyC; es tal que Z = AA’. En
K; 0O

efecto, AA’ = C)K3Coy £ = C’ C = C{K}Cy.
0 0

Consideremos la matriz KoCoMC( Ky, es simétrica y existe una matriz ortogonal P de orden r tal que

la matriz K = P'KoCoMC{KyP es diagonal.

SiC; = Plamatriz A = C{KyP satisface las condiciones, pues AA" = CyKoPP'K(Cy = C(’)K(%Co =X

yA’MA = P'KoCoMCyKoP = K.

Queda por demostrar que KoCoMC\Ky y MX tienen los mismos valores propios no nulos. Esto es

K2 0 Ky
equivalente a demostrar que si B es simétrica, las dos matrices B 0 y (Ko, 0)B
0 0 0

tienen los mismos valores propios no nulos y aplicarlo a la matriz B = CMC’. Observemos que

det(f, — AK) = det(l,, — AZM) = det(l, — AMY).

X
Sea X ~ N(u,X) ysea X = ,con Xj = (Xy,...,X,), entonces X; ~ N,(B,Z1), donde
X5
X X ,
= yB =i, ... 1p).
21 Xp

La demostracion es inmediata aplicando la funcién caracteristica.

Es importante hacer notar que f(x;) = e 2P RP) donde Ryy1.2 = Ry —R12R3) Ry

1
(27)27|R)1.2)7



1.2. Distribuciones condicionadas 3

Ry Rp .
YR = =X
Ry Ry
Sea X ~ N(u, ) su funcién de densidad es de la forma Ke 22, donde Q(x) es la forma cuadratica

. _ . .y . 0
asociada a ™! entonces el vector ¢ de medias es solucion del sistema KQ =0.

1.2 Distribuciones condicionadas

X I i Zp
Teorema 1.2.1 Sea X ~ N, %), X = , 1= , X = , entonces la

X, 1w 21 I
densidad condicional X, /X, =Xy ~ N([ll + 2122521(762 - [12), 21 - 2122521221).
Demostraciéon En efecto:

Qr) S 2 et I L=, (20T %) (i)

Q) Mg T e 10 ER o) ()t 3ol s

fx1/x2) =
con B = u; + z:122521221(79 = ).

Corolario 1.2.1 E(X]/X2 = X2) = M + 212252122](7(2 _ﬂ2) y VaI'(Xl/Xz = Xz) = 21].2 = 2]1 -

2122521221 no depende de x;.

1.3 Independencia entre vectores gaussianos (normales)

X
Sean X ~ N,(u,Z11)y Y ~ Ny(up,Zp») yseaZ = vector de R”*4. Sea X matriz de

Y

covarianza de Z, ¥, matriz de covarianza entre X y Y, es decir:
L= E(X —p(Y - wp)) = EXY') — pypt5.

Asi tenemos que:
X X
Y =
X, In
Teorema 1.3.1 Si X, Y son independientes y gaussianos, entonces Z es gaussiano y X1» = 0. Reci-

procamente si Z es gaussiano y si 215 = 0, X y Y son independientes y gaussianos.

u
Demostracion Sea ¢ = e RP* ¢Z = u'X + V'Y, entonces

1%

it u—Lrs s TR VL B BN RS
CDZ(t) — (DX(M)CDY(V) — eltﬂ 2[ t: emp1+t\//.l] U 2y U—5V 2pVv=u |2v’



4 Capitulo 1. La ley normal
esdeciru’2;v=0 < X, =0.

Corolario 1.3.1 Sea X, ..., X, variables aleatorias no correlacionadas, es decir X;; = 0, i # j. Si

el vector X = (X1,...,X,) es gaussiano, las variables X1, . .., X, son gaussianas e independientes.

1.4 Distribuciones de formas cuadraticas
Definicion 1.4.1 Se denota I'(a, A) donde a, A son reales positivos, la ley sobre (R, Br+) de densi-
dad f(x) = %e-ﬂxa-l.

Sabemos que su funcién caracteristica es @r(¢) = (1 — %)“‘.

Sid=1ya=in conneN,tenemos una y?.

Si X ~ I'(a, 1), entonces ¥ = 21X ~ I'(a, }).

Definicion 1.4.2 Se denota B(a, b), con a, b reales positivos, a la ley beta sobre (R*, Br+) de densi-

F(a + b) xa_l

dad [(X) = T(g)[ ) (1 4 2"

Definicién 1.4.3 Leyes gama y beta descentradas Sean a, b,7y, A pardmetros reales positivos, se

define respectivamente las leyes gama y beta descentradas por:

,ym
p I'(a+m,b),

Ta,dy) =Y em? Ca+md), Baby =3 <

m=0 m=0

donde 7y es el pardmetro de descentrage.
. . it -a .
La funcién caracteristica de la ley I'(a, A, ) es (1 - lz) eity/(A=in)

Proposicion 1.4.1 Sean X y Y variables aleatorias independientes de leyes T'(a, A,y) y T'(b, A) res-

X

pectivamente, entonces las variables aleatorias U = Y

yV = X+Y tienen leyes respectivas 5(a, b, y)

yI(a+b,A4,v).
Siy =0, UyV son independientes.
Casos particulares

2
SSiX ~ n x2or(l 1L A
Si X ~ N(u, o), X r(2’202’2<72>‘



1.4. Distribuciones de formas cuadriticas 5

- Se llama y?2 de pardmetro o, alaley I (ln, %)
2720

- Si la variable aleatoria U ~ ,3(%711, %ng) diremos que %U ~ ley de Fisher>~Snedecor con n; y ny

grados de libertad (g.d.1.).

- Si la variable aleatoria U ~ ﬂ(%nl, %nz, v) diremos que %U ~ ley de Tang con n; y np g.d.l.

Proposicion 1.4.2 Sean X,,...,X,, n variables aleatorias independientes de igual ley N(0, o),

entonces la variable aleatoria Y = X? + --- + X2 ~ x2 de pardmetro o, es decir de densidad

1

1 s 2 .. o . . _1
nlnilyi”‘le‘}/z‘r y la funcion caracteristica (1 — 2ito?)" 2",
022" (5n)

Proposicion 1.4.3 Sean X, Y variables aleatorias independientes de leyes respectivas x>y x>, de

igual pardmetro o, la variable aleatoria Z = X|Y ~ ﬁ(%n, %m) de densidad:

T(G(n+m)  n-
TGmIGm) (1 + z)zmem”

’Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) Nace el 17 de febrero de 1890 en East Finchley, cerca de Londres, Inglaterra.
Muere el 29 el julio de 1962 en Adelaida, Australia . Ronald Fisher y realiza sus estudios de matemadtica en el Harrow College
y en el Caius College de Cambridge y recibe un B.A. en Astronomia 1912. Estudi6 la Teoria de errores bajo la direccién de
Stratton, usando el manual de Airy en la Teoria de Errores. Fisher estaba interesado en la Teoria de errores de las observaciones
astronémicas y eventualmente lo llevé a investigar problemas estadisticos. Tenfa una larga disputa con Pearson y al darsele
un puesto bajo su direccién, escoge ir a Rothamsted. Fisher fue profesor de matemadtica en 1919 en la Estacién Experimental
Agricola de Rothamsted, donde trabajé como bidlogo e hizo muchas contribuciones en estadistica y genética, hasta 1933. Alli
estudi6 el Disefio de experimentos, introdujo el concepto de aleatorizacion y el andlisis de varianza, procedimientos ahora
usados en todo el mundo. En 1921 introdujo el concepto de verosimilitud. La verosimilitud de un pardmetro es proporcional a
la probabilidad de los datos y da una funcién que normalmente tiene un solo maximo, que llamé méximo de verosimilitud. En
1922 dio una nueva definicién de estadistica. Su propésito era la reduccion de datos e identifica tres problemas fundamentales:
(i) especificacion de la clase de poblacién que provienen los datos (ii) estimacion y (iii) distribucion.

En 1933 fue nombrado profesor de Genética en el University College y de 1943 a 1957 ocupa la catedra de Genética Arthur
Balfour de Cambridge.

Las contribuciones que Fisher hizo incluyen el desarrollo de métodos satisfactorios para muestras pequefias, como los de
Gosset, el descubrimiento de las distribuciones muestrales de varias estadisticas y la invencion del analisis de varianza. Intro-
dujo el término de maxima verosimilitud y estudia las Pruebas de Hipétesis. Fisher se considera uno de los fundadores de la
Estadistica moderna debido a sus muchas importantes contribuciones. Fue electo Miembro de la Real Sociedad en 1929, se le
otorgd la Medalla Real de 1a Sociedad en 1938 y se le otorgé Medalla Darwin de la Sociedad en 1948: ... en reconocimiento de
sus contribuciones distinguidas a la teoria de seleccion natural, el concepto de su gen complejo y la evolucién de dominancia.
En 1955, se le otorgd la Medalla Copley de la Sociedad Real: ...en reconocimiento de sus contribuciones numerosas y dis-
tinguidas al desarrollo de la teoria y aplicacion de la estadistica para hacer cuantitativo el basto campo de la biologia. Una
vez retirado, realiza trabajos investigacion en la Division de Estadistica Matematica de la “Commonwealth Scientific and

Industrial Research Organization”, en Adelaida, Australia, donde muere en 1962.



6 Capitulo 1. La ley normal

- Se llama ley de Student*con n g.d.l. 1a ley de la variable aleatoria \/_ N donde X y S son varia-

bles aleatorias independientes de distribuciones respectivas N(0, 1) y F(in, 5).

- Sean Xi,...,X,, n variables aleatorias independientes X; ~ N(m;, o?),i=1,...,n, la variable

m), con m = Zm de densidad f(y) =

aleatoria Y = X? +---+ X? ~ y2 descentrada F(%n, % %
i=1

ﬂ)’
_n2_7 e 2(T7(m+}) —n—] (40-
,Eoﬂr( (n+ j))

-Sean Xy,...,X,; Y1,..., Y, variables aleatorias normales independientes de igual varianza o%. Con-

.z P . _1 i _ito?
y de funcién caracteristica (1 — 2itg?)~2"gitm/(1=2it0")

n
sideremos que las variables Y;, i = 1,..., p estan centradas y definimos m = Z(E(X,-))z, entonces la
i=1

X4+ X2
iable aleatoria T = S-————% ~ B(3n, 1 p, L), de densidad
variable aleatoria Y12+---+Y§ BGn, 5p 20_2) e densida

| . P\
e pant i FGe+p)+Jj) (ﬁ)
T(ip) 1+ % TGn+ i +1y

f@ =

2

- Sean Wy,..., W, variables aleatorias independientes, con W; ~ )(2, =T (lpi, %, miz ), i =
pi 270202 20

n

1,...,n, entonces W = W; ~X2,, =I'(3) pi L 1 miz).
; >opi Z 2027 20 ;

i=1

_SiY ~ 2 Vg2 ~1? =T L KBy yry -2 1 e
SiY ~ N(u,o°1), entonces Y'Y/0” ~ x;, F(Zn’Z’zo—Z)YYY /\(n F(2n22,22)

3William Sealy Gosset (1876-1937) Nace el 13 de junio de 1876 en Canterbury, Inglaterra y muere el 16 de octubre
de 1937 en Beaconsfield, Inglaterra. Era el mayor de los hijos de Agnes Sealy Vidal y el coronel Frederic Gosset que vino
de Watlington a Oxfordshire. Se educ6 en Winchester y estudia matemadtica y quimica en el New College de Oxford, bajo al
direccién de Airy. Lo obtuvo un primer grado de la clase en ambos temas, siendo concedido su grado de las matematicas en
1897 y su grado de la quimica dos afios mds tarde. En 1899 trabaja como quimico para la Compaiiia cervecera Guinness en
Dublin, e hizo un trabajo importante sobre estadistica. Esta sociedad, que favorecia la investigacion, ponia sus laboratorios
a disposicién de sus quimicos y en 1900, abre el “Guinness Research Laboratory” dirigido por el quimico mds grande de
la época, Horace Brown. Los trabajos desarrollados por este laboratorio, se realizaban sobre la calidad y costos de diversas
variedades de sorgo y cebada. Es en este ambiente que Gosset se interesa en la estadistica.
En 1905 entré en contacto con Karl Pearson y fue a Londres a estudiar en el laboratorio de Pearson y el laboratorio de
Galton en el periodo 1906-07. Aqui trabajé en el muestreo y el limite de Poisson de la distribucion binomial, de la media,
de la desviacion estdndar y del coeficiente de correlacién. Estando en Oxford, a Gosset se le solicita ayuda sobre ciertos
problemas que tenian sus colegas de Guinness. Es ahi donde trabaja los problemas del error en muestras pequeiias. Mas
adelante publicé tres importantes articulos en el afos que estuvo en laboratorio de Pearson. En 1907, Gosset fue nombrado
director Experimental de Guinness y utiliza la tabla de Student que habia definido para determinar la mejor variedad de sorgo.
Guinness autoriza la publicacion de sus trabajos bajo el seudénimo que podria ser “Pupil” o “Student”. Gosset escoge el
segundo.
Gosset no trabajo ciertamente aisladamente. Establecié correspondencia con una gran cantidad de estadisticos y visitaba a
menudo a su padre en Watlington, Inglaterra lo que le permitia visitar la Universidad de Londres y la Estacion Agricola
Experimental de Rothamsted. Discutié problemas estadisticos con el Fisher, Neyman y Pearson. Para mucha gente es familiar

el nombre Student, pero no el de Gosset.
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-Sea Y ~ N(u, D), con D matriz diagonal, entonces Y’D™'Y ~ x> =T(4n, 1, 30/D7'p).

Demostracion Existe B no ortogonal tal que B'DB = I. Sea Z = B'Y es decir Z ~ N(B'u, I), por lo

tanto @ (1) = (1 — 2if)~ 2"l BBW/(1-2i0 o seq ¥/ D-1Y tiene la distribucién buscada.

Teorema 1.4.1 Sea la variable aleatoria Y ~ N(0, I) y sea A una matriz simétrica, entonces la forma

cuadrdtica Y'AY ~ x7 = F(%k, %) & A es idempotente, rang(A) = k.

Prueba
I, O
(&) Si A es idempotente de rango k, existe P matriz ortogonal tal que P’AP = . Sea
0 0
Z
Z = P'Y,entonces Y'AY = Z'P'APZ = Z|Z,, donde Z =
Z

k
Como Z ~ N(0,1), Z{Z; = Y. Z?, es decir Y'AY ~ x7 = T(3k, 1).
i=1

(=) Si A es simétrica existe C ortogonal tal que C’AC = D es diagonal. Sea W = C'Y, en-

tonces Y’AY = W/ C'ACW = W'DW = > W2d;;, pero W ~ N(0, ) pues C es ortogonal, es decir

i=1

Dyay(®) = [J( = 2itd;) = = (1 = 2in)~ 2k,

i=1
Es claro que hay k valores d;; = 1 y otros n — k valores d;; = 0, por lo que la matriz A es idempotente.
-Sea Y ~ N(u, 1) y A una matriz simétrica, rang(A) = k, Y'AY ~ X% = F(%k, % %y’A”)  Aes
idempotente.

-Sea Y ~ N(u,0I) y sea A una matriz simétrica, rang(A) = k, entonces Y'AY/o? ~ x? =

1,1 1 ;
F(zk, 252 W Au) < A esidempotente.

Ademis Y'AY ~ y7 = F(%k, %‘_2, %‘_ZH'AIJ) <= A es idempotente.

-Sea Y ~ N(0,X) y sea B una matriz simétrica, rang(B) = k, entonces Y'BY ~ X/% = F(%k, %) =

BX es idempotente.

Demostracion Existe C matriz tal que C’'XC = I. Sea Z = C’Y, entonces Z ~ N(0, 1), asi
Y'BY =7'C'BC""'z ~x}= F(%k, %) &= C~'BC’""! es idempotente, o sea BE es idempotente.

11

-SeaY ~ N(u, X) y sea B una matriz simétrica de rango k, entonces Y'BY ~ y7 = F(%k, 2, 34 Bu) =
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BX es idempotente.

Demostracién Sea C tal que C’SC = I yseaZ = C'Y ~ N(C'u, I), entonces Y’BY = Z'(C~'BC"~")Z ~
Xi= F( k, 4 > 2;1 'Bu) — C~'BC’™! es idempotente, es decir BE es idempotente.

1.4.1 Teorema general sobre formas cuadraticas

Sea M una matriz simétrica de orden n, X ~ N(u,X), la variable aleatoria Z = X’MX tiene por

y - , L i (1 —2iME)
funcién caracteristica ®z(7) = |I, — 2itME| 2 el 1n=2itME)" My

Si los valores propios no nulos de MY son iguales a s y si g’ MEMEMu = y’ MEMu, entonces la

variable aleatoria

MEM 11
zZ- y(M )ﬂ F<2q 2S,2S2/JMZMM).

Demostracion Sea A, la matriz tal que ¥ = AA’, A”MA = K del Lema 1.1.1. Sea Y un vector
aleatorio de distribucién N(0,7,), con X = u + AY y sea g’ = (uy,...,u,) = g’ MA, entonces Z =
wMp +2p'Y + YKY = p’Mp + Zr:(sng + 2u;Y;). Sabemos que si W ~ N(0, 1), entonces la
variable aleatoria sW? +2uW tiene por funcién caracteristica (1 —2its)~2 e~2¢*7/(1-2i15) " A |a funcién

caracteristica de Z es igual a:

r it Mu— ZIZZu [(1=2its;)
D(0) = [1(1 - 2its;) Fe = .
J=1

Como MX y K tienen los mismos valores propios, tenemos [[(1 — 2its;) = |I, — 2itK| = |I, — 2itMZ|.
=1
2

Por otro lado Z T=9m = W, - 2itK)"'u = W MA(I, - 2itK)™'A’Mpu y por lo tanto tenemos

21tsj
O, =11, - 21tME|‘7 e™BME con Bigual a I, + 2itMA(I, — 2itK)™'A’.

Queda por demostrar que B(I, — 2itMX) = I,,, o equivalentemente
~MX + MA(I, - 2itK)"' A’ (I, — 2itMZ) = 0

es decir A’ = (I, — 2itK)'A’(I, — 2itMY) ie. (I, — 2itK)A’ = A’(I, — 2itMX) que se verifica de

inmediato.

Si la matriz ME posee g valores propios no nulos iguales a s, se verifica facilmente que (/,—2itK)~' =
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I+ 2itK

T 2irs Y 5¢ deduce que:

oo , 2it .,
T=7%i5 = M MEMp + —==—p' MEMEMu

< 1 —2its; 1 - 2its

J

y teniendo en cuenta las condiciones suplementarias de las hipdtesis

ru pMSMp

T—2its; — 1-2its

j=1

con lo cual se concluye el teorema.

-SiXesregular X’ 'X ~ T (%n, %, %p’Z‘lp).

- E(Z) = i’ Mp + tt(EM).

En efecto E(Z) = p’Mu + zr; sj=p Mp + wr(ZM).

- Si MX es idempotente, X regular, entonces MEMY = MX, es decir MEZM = M y la variable aleatoria
Z=X'MX ~T(}q, %, 1’ Mp), donde g es el rango de M.

1.5 Independencia de formas cuadraticas

Teorema 1.5.1 Sea Y ~ N(u, 1), A, B matrices simétricas, entonces las formas cuadrdticas Y'AY y

Y’BY son independientes <= AB = 0.

Demostracion

(&) Supongamos que AB = 0, entonces AB = BA = 0, por lo que existe P matriz ortogonal tal que

P’AP = D}, P’BP = Dj, con D} matriz diagonal i = 1,2. Pero como AB = 0, D1D; = 0, es decir

D, 0 0 0 0 O
Dy = 0o 00 [|-D5=] 0 D, O
0 0 0 0 0 0

P1
Sea Z = P'Y, entonces Z ~ N(P'u,I), es decir Y'AY = Z'D\Z = ZdljZJZ-, Y'BY = Z'D;Z =
j=1
pi1tp2
»iZ5 y como los (Z;) son independientes, son independientes.
dyiZ7 y los (Z;) son independi Y’AY y Y’'BY son independi

J=p1+1

(=) Se deja de ejercicio.

-SiY ~ N(u,I)y By,...,B; son matrices simétricas, Y'BY,..., Y B;Y son independientes <



Y
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B,Bj = O, l * ]
-SiY ~ N, 1), Ay,...,A; son matrices simétricas, Y’A;Y formas cuadriticas tales que rang(A;) =
n;, son independientes y Y'A;Y ~ )(fh, = F(%ni, %, %p’Aiu) <= dos de las tres condiciones siguientes

se verifican:

A; idempotente, i = 1,...,k

k
>~ A; es idempotente
i=1

AA;=0,i+# j.

k
-SiY ~ N,y Y'Y = > YAY, donde Ay,...,A; son matrices simétricas, entonces Y’A;Y ~

i=1

/\/%,- = F(%n,-, %, % M’ A;pt) y son independientes <= cualquiera de las dos condiciones se cumplen:

Ay, ..., A son idempotentes
A,AJ = O, i * ]

k
-SiY ~N@u,DysiY'Y =5 Y'AY, donde Ay,...,A; son matrices simétricas, entonces Y'A;Y ~
i=1

k k
X2 =T(3n;, 3, 3’ Ajp) y son independientes <= Y rang(A;) = rang(}_ A;) = rang(/).
i=1 i=1

Si u = 0, el resultado se conoce como Teorema de Cochran.

-SiY ~ N, o) y si A, B simétricas, entonces si tr(AB) = 0 implica que Y’AY, Y’ BY son indepen-
dientes, cuando A, B son semi-definidas positivas.

Prueba Como A y B son simétricas semidefinidas positivas, existen matrices G y H tales que
A=GG yB=HH' Como tr(AB) = t(GG'HH’) = tt(G’'H(G’H)") = 0, se tiene G'H = 0, es decir
AB = 0, con lo que se concluye la prueba.

k
-SeaY ~ N(u,0%) ysea Y'Y = Y. Y'A;Y, donde A; es simétrica y de rango n;, entonces:
i=1

1

"AYo2 ~ 2 =T(Lp L 14
YA,Y/O' Xn; F(znz, 2’20_2” Alﬂ)

Y'A;Y, Y’A;Y son independientes para i # j < cualquiera de las tres condiciones siguientes se

satisfacen:

A; es idempotente, i = 1,...,k
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AAj=0,i%j
ny+-+m =n.
1.6 Independencia de formas lineales y cuadraticas
- Sea una matriz Byx,, Aux, Una matriz simétrica y sea ¥ ~ N(gu, o2I), entonces si BA = 0 se tiene
que BY y Y’AY son independientes.
-Si Y ~ N(u, D), con D diagonal, Y’AY ~ x2_; =T (3(n-1), 5, 3p’Ap), siA = D~'~(D"'JD™")/1'D'1,
donde 1’ =(1,...,1)yJ =11". Ademas sig = 1y, 1 = %y’Ap =0.
-SeaY ~ N(u,X) y sean A y B matrices simétricas, entonces Y’AY y Y’ BY son independientes si y
s6lo si AZB = 0.
-Sea Y ~ N(0, o2I), entonces si A es simétrica E(Y’AY) = o tr(A).
Si A es idempotente de rango k, E(Y’AY) = ko™.
_Si U ~ F(p,q, ) entonces V = U/k ~ F(r, g), donde k = © J;?M, r= (5) *;24&))2 .
1.7 Ejercicios
. Ley beta

Bp.q)

de una variable aleatoria que sigue una distribucién beta S(p, ). A esta ley la llamaremos ley beta de

1
a) Sabemos que / A=) dx = B(p, q) ie. F(x) = m—xP~1(1 = x)9" L} 11(x) es la densidad
0

14 especie.

-1
Si una variable aleatoria X tiene por densidad f(x) = m(lfwlm’*“[@)’ diremos que X se

distribuye como una beta de 2¢ especie.

1 1
Demostrar que/ K1 =) dx = / (1= x)P'x ' dx.
0 0

p—1 gq-1
X dx = ) dx

1
p-1 _ q-1 - [ _—
b) Demostrar que /0 X1 =) dx o (L+ 0P y T+ xprat™

¢) Demostrar que si X ~ I'(p,a) y Y ~ I'(q, @) y son independientes entonces:

X _ . (p, q) es de 19 especie.
X+y PP P

% ~ B(p, q) es de 2% especie.
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1
1+7

Observe que si Z ~ B(p, q) de 2 especie entonces, T = ~ B(p, g) de 1¢ especie.

. Ley geométrica Sea (E;),cn+ una sucesion de eventos independientes definidos sobre el mismo
espacio de probabilidad de igual probabilidad no nula p.

Se designa por X la variable aleatoria igual al indice del 1*" evento que se realiza.

a) Determinar la ley de probabilidad de la variable aleatoria X, su media y su varianza.

b) Calcular la ley de probabilidad condicional de que X = 2, sabiendo que X es par. Generalice el

resultado.

¢) Demostrar que si n y k son enteros positivos se tiene que P(X = k+ n/X > k) = P(X = n).
Enunciar el reciproco.

d) Sea la variable aleatoria igual al indice i para el cual, por la primera vez, E;_; y E; se realizan.

Determinar la funcién generatriz de Y y deducir la ley de Y.

. Ley binomial negativa Sea E un evento de probabilidad p # 0, y se efectiia una sucesién numerable

de pruebas independientes. Sea r un entero positivo y se designa por Z, la variable aleatoria igual al
rango de la prueba en que se realiza E la ™ vez.

a) Determinar la ley de probabilidad de Z,, su funcién generatriz su media y su varianza.

b) Expresar sin calculos la funcién de reparticion de Z,, con ayuda de una B(n, p).

. Ley multinomial Sean A;, j = 1,...,r, eventos de probabilidad respectiva p; tales que uno y solo

uno de estos eventos se pueda realizar. Se efectian n pruebas independientes y se llama X el vector

aleatorio de R" cuyas coordenadas X son iguales al n° de veces que se produjo el evento A ;.
a) Dar su ley de probabilidad y su generatriz.
b) Dar la esperanza de X y la matriz de covarianza.

¢) (Cudles son las leyes de X, de (Xi, X»), de la suma X; + X, y de (X;, X») condicionada a la suma
Xl + Xz?
d) Calcular la probabilidad de que las m (m < r) primeras componentes de X sean nulas. En el

caso en que los p; sean todos iguales, calcular la probabilidad de que las s primeras componentes de
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X(s < n) sea estrictamente positivas.
. Ley uniforme
a) Estudiar la ley uniforme sobre [0, 1].

b) Sean Xj,...,X,, n variables aleatorias independientes de ley uniforme en [0, 1]. Encontrar las
leyes de las variables aleatorias W = supX;, Z = infX;, R = W -2, Q = Z/W, asi como el
coeficiente de correlacion del par (Z, W).

. Ley gama

a) Calcular la funcién caracteristica, la media, varianza y los momentos de la ley I'(p, a).

b) Demostrar que el cuadrado de una variable aleatoria normal y reducida sigue una ley gama.

c) Sean X, Y variables aleatorias independientes de leyes respectivas I'(p, a) y ['(g, a). Determinar las

X p_ X

leyes de las variables aleatorias U = X + Y, Z = v X+Y7"

Calcular los momentos de las variables aleatorias Z y T existen.

d) Sean X1, ..., X,, n variables aleatorias independientes de leyes respectivas ['(p;,a),i=1,...,n.
1) Demostrar que las variables aleatorias U = X; + X5, T = X }5_1 ¥, son independientes.
1 2

ii) Generalizar el resultado anterior demostrando la independencia de las variables aleatorias Y;, i =

1,...,n definidas por:

Xl Y, = X1+X2 Y | =
n—-1=

_ Xito X,
_X1+X2’ 2_X1+X2+X3’”.’

X i+ 4+ X,

Y

Y,=X1+--+ X,

. Ley de Weibull Sea una variable aleatoria U de ley de probabilidad exponencial I'(1, a), sea @ > 0
yseaX =U é

a) Determinar la ley de X. Calcular sus momentos.

b) Si n variables aleatorias independientes X;, i = 1,...,n siguen la ley de X, demostrar que la

variable aleatoria Y = inf X; sigue una ley del mismo tipo.
¢) Retomar las dos primeras preguntas del caso @ < 0.

d) Dada una ley de probabilidad densidad f(x) y de funcién de reparticion F(x) se llama taza de
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()

sobrevivencia de esta ley cociente g(x) = T=F@- (Cudles son las leyes de probabilidad cuyas
tazas son constantes?

Caracterizar por la taza de sobrevivencia las leyes obtenidas en la pregunta a).

Sea X una variable aleatoria de ley P, dependiendo de un pardmetro, que es una variable aleatoria de
la cual se da la ley. Se quiere dar la ley de X.

a) Estudiar el caso donde X y A son variables aleatorias discretas tomando un niimero finito o numer-

able de valores; los valores tomados por X no dependen de A.

b) Estudiar el caso en que A es una variable aleatoria discreta y la ley P, de X es continua y admite

una densidad f). Calcular, en particular la funcién de reparticiéon F(x) y la densidad de X.

c¢) Se supone que A es una variable aleatoria continua, con funcién de reparticiéon G(1). Extender a
este caso las formulas encontradas en a) y b). Verificar en todos los casos que son en realidad leyes

de probabilidad es decir que su suma o integral es uno.

d) Calcular la funcién caracteristica de X a partir de las funciones caracteristicas de los P,.

Sean Xj,...,X,,... una sucesién de variables aleatorias independientes de igual ley que X. Sea N
una variable aleatoria entera no negativa independiente de la variable aleatoria X.

a) Calcular la funcion caracteristica de la variable aleatoria ¥ = X; + --- + X. Calcular la funcién

generatriz de Y.
b) Aplicar el resultado de a) al caso en que las X,, son de Bernoulli y N sigue una distribucién

binomial o de Poisson.

Determinar la ley de una variable aleatoria X que es ['(4,a) y cuyo pardmetro A sigue una ley

geométrica de parametro p.

Leyes gama y beta descentradas

a) Una variable aleatoria X sigue una ley ['(p + N, a), donde N es un parametro aleatorio que sigue
una ley de Poisson P(1). Calcular en forma de serie que no se trata de calcular, la densidad de la

variable aleatoria X. La ley de X se llama gama descentrada y se denota I'(p, a, ).
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Calcular la funcién caracteristica, la media y la varianza de la ley I'(p, a, 1).

b) Calcular la funcién caracteristica del cuadrado de una variable aleatoria X que es N(u, 0%). De-

n
ducir que si n variables aleatorias independientes X; son N(m;, o2), la variable aleatoria U = > XJ2
J=1
es una ley gama que se precisara.

Demostrar que esta ley se determina también si n— 1 variables X; ~ N(0, 0?)y X, ~ N(u, o), donde

U se precisara.

¢) Determinar en forma de serie que no se intenta sumar la densidad de la variable aleatoria Z = X/ Y,
donde X, Y son independientes siguiendo respectivamente las leyes I'(p, a, 1) y ['(g, a). A esta ley se

le llama beta descentrada 8(p, g, A).

Se obtendra el mismo resultado escribiendo Z ~ B(p + N, g), N ~ P(Q).

Sean Uy,..., U, variables aleatorias independientes de ley uniforme en [0, 1] y sean las variables
aleatorias X = sup U;, Y = inf U;.

Dar la ley de (X, Y) y determinar las leyes condicionales de X a Y y de Y a X. Calcular las esperanzas

condicionadas y trace las curvas de regresion.

Sean X, Y, Z variables aleatorias tales que X ~ U(0, 1), la ley de Y condicionada a X = x tiene

densidad:

(y — x)e 0™ 0<x<1l y>x
fx(y) =

0 si no

y laley de Z condicionada a X = x, Y =y tiene densidad:
fir@ =@ -0e ™ si0<x<1l, y>x z>0.

a) Determinar la densidad de (X, Y, Z).

b) Determinar la ley de Y. Trace la curva de regresion de Y relativa a X.
c¢) Determinar la ley de Z. Calcular sus momentos.

d) Determinar la superficie de regresion de Z relativaa Xy Y.

e) Considerar las variables aleatorias definidas por U = Y — X, V = Z(Y — X). Determinar la ley de
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(X, U, V). (Qué se concluye?

Sea Xi, ..., Xy, n variables aleatorias independientes normales centradas y reducidas X; ~ N(0, 1).

Determinar la ley de probabilidad de la sucesién de variables aleatorias:

Jj+1 1 3
Y; A_Xj+1> <1+7.) , j=1,...,n—-1

J

Il
TN
~
+‘»—
—
|1
2

1 n
Y, = —F%= ZXI
(,Qué caracteristica tiene la matriz A tal que Y = AX? Determinar la ley de Y.

Sea X un vector aleatorio gaussiano cuyas n + 1 componentes Z, X1, ..., X, son variables aleatorias
N(0, 1), donde:

pZ,X)=a, i=1,...,n

pXi, X)) =a* 1<i<j<n,

donde « es una constante dada.

=

XiydeT =

Determinar la ley del vector X y deducir las leyes de § = % %
=1

Sugerencia Considerar el vector (Z, Uy,..., U,), donde las componentes U; se definen por X; =
aZ + V1 - a?U;.
Sea X un vector aleatorio de ley N(u, X) y sean A, B dos matrices que definen los vectores ¥ = AX,

Z = BX. Demostrar que Y y Z son independientes < AXB’ = 0.

Sean X ~ N(u,X)y A, B matrices cuadradas simétricas definiendo las variables aleatorias ¥ = X’AX,

Z = X’BX. Demostrar que Y y Z son independientes:

a) cuando u = 0, si AXBX =0,

b) cuando u # 0, si AZB = 0.

Se puede verificar, que si M es una matriz cuadrada del mismo orden que X, t € R, (/= 2itMZ)™'M =
MU - 2irzM)~".

Sea X ~ N(u,X) y sea M una matriz simétrica, demostrar que E(X'MX) = p’ Mu + tr(MX). Extender
el resultado al caso de M no simétrica.

Sugerencia Utilice el hecho de que si Z = X’ MX la funcidén caracteristica de Z es ®,(f) = |I —
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Sean X, Y dos vectores normales centrados.

a) Calcular E(X’MY) donde M es una matriz de orden conveniente.

b) Demostrar que existe una matriz A y sélo una a precisar tal que E((X — AY)?) es minima.

Sea X un vector gaussiano de ley N(u, o21).

a) Determinar la ley de Y = ||X|* y deducir la ley de Z = ||X]|.

b) Efectuar un cambio a coordenadas polares para calcular la constante c, tal que la distribucién
uniforme es la esfera de centro u y de radio ¢ tenga los mismos momentos de orden 2 que la ley de

X.

Sean X, Y dos vectores gaussianos independientes de igual ley N(0, Z).

a) Demostrar que X + Y y X — Y son independientes. Deducir la funcién caracteristica de la variable

aleatoria W = (X, Y).
Volver a encontrar este resultado considerando a W como forma cuadratica del vector Z = (X, Y).

b) Denotando Z = ||X||?, determinar la funcién caracteristica de (W, Z).

Sean Y1, ..., Y,,, n variables aleatorias independientes, con ¥; ~ N(0, o-l-z), i=1,...,n.
a) Demostrar que las relaciones Y| = X, Y, = X» —a1Xy,..., Y, = X, —a,-1X,-1, donde ay, . . . ,a,—
son reales fijos, definen un vector aleatorio (X, ..., X,) de ley normal multidimensional, cuya den-

sidad se determinara.

b) Demostrar que paratodo k = 1,...,n—1, los dos vectores Uy = (X1,...,Xp) Y Vi = (Yis15- -+, Vi)

son independientes.

c¢) Expresar los coeficientes ai(k = 1,...,n — 1) en funcién de oy, o+ y de los coeficientes de cor-
relacién py, entre X4 y X, para s = k, k — 1.

d) Expresar el coeficiente de correlacion p;; de las variables X;, X; unicamente en funcién de p;, con
Jj<s<i.

a) Sea X = (Xj,...,X,) un vector normal de componentes independientes centradas y de misma
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varianza o%. Determinar la ley de X condicionada a || X]|*.

b) Si las componentes de X tienen una misma media ¢ # 0, determinar la ley de X condicionada a

X, 1X117).
Si y1, 2, y3 tienen como forma cuadrética Q = 2y7+3y3+4y3+2y1y2—2y1y3—4y2y3—6y1—6y2+10y3+8,
determinar:
a) A b) u Q) fOi/y2,y3) A f(yi,y3) e) p23.

4 1 0
Sea Y una variable multinormal, con media g = 0y covarianzaX = | 1 2 1 |, determinar:

01 3
a)A b) fO1) c)Q d) Z = 4Y, — 6Y, + Y3 su ley, media y varianza.
La funcién de densidad de una variable aleatoria binormal estd dada por:

1 X=Hx \ 2 X=pa\ (YR YRy 2
e 1 (R (R (F) (),
ooy /1 —p22n
Determinar:
a)A b) X c) f(x/y) d) Probar que var(X) = o%(, var(Y) = o-zy, cov(X,Y) = oxoyp.
Sea X ~ N(y, o), X»/X, = x; ~ N(x1, 0?). Probar que:
2 2
o -N(M)(% 7))
u o’ 207
Sean X; ~ N(u;,Z1) y X2 ~ N(u,, X,) variables aleatorias independientes. Dar laley de Z = X; + X»,
es decir determinar p, y Xz.
Dar la media y la varianza de un y2 = T'(4n, L, 1),
y Yo =TG5 525, 575)

Dar la media y la varianza de una F(p,q, 1) = 8 (%p, %q, /l) %
Si B es una matriz n X p, n > p, rang(B) = p, probar que A = B(B'B)~' B’ es idempotente.
Si Y ~ N(0, I), determinar la distribucion de:
a) YB(B'B)"'B'Y. b) Y'(I - B(B'B)"'B')Y. c) EY'(I - B(B'B)"'B")Y.
SeaY ~ N(BB, ), donde 8 es un vector px1 desconocido, B es la matriz del problema 31. Determinar

la distribucion de:
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a) 0 = Y'(B(B'B)"'B")Y.

b) 0, =YY - Q1.

c¢) Probar que Q; y O, son independientes.

d)Darlalay de U = n;p%

e) E(U).

Sea Y ~ N3(0,73). Determinar E(Y’AY) y E(Y’'BY) asi como la distribucién de Y’AY, Y’BY y

2 1 _1 1 1
373 73 3 3 3
U=YAY/Y'BY,siA=| -1 2 _1 |, B= 1 1
3 373 3 3 3
1 _1 2 1 1
373 3 3 3 3
Sea Y ~ N(0, I), determinar:
a) La matriz de Q| = nY?. b) La matriz de > (Y; - ¥)* = 0s.
i=1
c) Laley de Q. d) La de Q.
e) Q1, O son independientes. f) Laley de Q;/Q>.

) Probar que 1’Y y >_(¥; — ¥)? son independientes.
i=1

h) E(Q1). E(Q»).

SiY ~ N(u, o2I), determinar E(Y’AY), con A idempotente rang(A) = k.

" 7 0
San~N(,u,2),dondey=(§>, E=<f )
ﬂn 0 P 0—%

Probar que > %(Y,» —Y)Y ~x2, =T (dn-1),1,1),donde A = Osipy = pp = -+ = p,. El
i=1 O
término Y* esiguala Y* = > (1/a?)Y; / S 1/0?.
i=1 i=1

Sean Xj,..., X, una muestra de n variables aleatorias independientes, con media u y varianza o2,

SeaX =13 xys2= ﬁz(xi—)‘()z.

P i=1
_ _ P

a) Demostrar que E(X) = p, var(X) = 9-.

3

1

b) Demostrar que E(S?) = o2, var(S?) = % (m4 - Z%o"‘), donde my4 es el momento centrado de

orden 4.
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X-u (n-0DS*
¢) Demostrar que o/ N(0, 1), - Xn-1-
d) Verificar que M ~ ty,_1,de Student conn — 1 g.d.l.

Sean X;, X, medias muestrales ysiS %, S % las varianzas muestrales de dos muestras independientes

de tamafio n; y 1, de distribucién N(u;, 0?) y N(ua, 07?) respectivamente.
Xi —Xo — (U1 — p2)

L+L (111—1)5%+(n2—1)S%
Vi om n+ny—2

Sean (X1, ..., X1,), (X215 ..., Xo,) muestras independientes de distribuciones N(u;, 0'%) y N(uz, 0'%)

Probar que ~ by 4my—=2-

respectivamente.

Sean X, X, las medias muestrales y S 2 S% las varianzas muestrales y sea:

] n _ _
=l Xy - X)X - Xo),
r= WS D5:S, i:l( 1 (X — Xo)

el coeficiente de correlacion entre las dos muestras. Probar que:

VaXi — Xo — (i1 — o)) -
VSZ+82-2r8.S,

Sean X, X, medias muestrales de poblaciones independientes de tamafio n;, n,, con igual varianza

0. Sea X la media de las dos poblaciones al considerarse conjuntamente (de tamafio n; +n,). Probar
g 2]’[2

que la varianza de X — X es IRCETDE

Si X ~ N(u,0?) y si F(x) es la funcién de reparticion de X, probar que el coeficiente de correlacién
entre Xy F(X)es V3/m.

Se consideran k muestras de tamafio ny, . . ., n; independientes de distribuciéon comiin N(g, o). Sean

java

X; yS lz la media y varianzas muestrales de la i*'* muestrai = 1,...,k. Sean:

U=t [ =183+ + (m - DSE]

V=L @& -2+ + (X - 07
a

_ 1 %
W= ?n(X—,u),

k
donde X es la media de todas las muestras en conjunto, n = > n;.
i=1

Probar que U, V, W son independientes y de distribuciones Xﬁ_k, )(%_l, x? respectivamente.
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Sean Yi,...,Y,, nvariables aleatorias independientes de distribuciones de la forma N(u+8x;,02), ..., N(u+
Bxn, o) respectivamente, donde y, 83, xi, . . ., X,, son constantes.

Sean fi y f3 los valores de u y 8 que minimizan la suma de cuadrados > (y; — u — Bx;)* ie. v =
i=1

n
# i:Zl(yi — [t — Bx;)* es minimo.
n
o2 > x?
Ia 7 i=1 _ )_cg'z n
Probar que |~ | ~ N, ,V |, donde V = na, an |, a, = Y.(xi — X%y que
i=1
B B _ xo? 0_72 l
an al‘t
v ~ x>_,. Probar ademds que (i1, 3) y v son independientes.
Sea X1, ..., X,, una muestra de una distribucion de media y y varianza o2. Sea f(x) una funcién deriv-

able en x = y tal que f'(u) # 0. Probar que f(X) tiene distribucién asintética N(f(w), (o f' (1)) /n),

cuando n — oo.

Sea Xj,..., X, una muestra de una distribucin de Poisson P(u), probar que 2 VX tiene distribucién

asintotica N(2 v/, %), cuando n — oo.

Sea Xi, ..., X,, una muestra de distribucién U(0, 8). Probar que V12 log(2X) tiene una distribucién

asintética N( \/ﬁlog 6, %), cuando n — oo.

SiX;, S 1-2, n; son la media muestral, la varianza muestral y el tamafio de la muestra i, de pardmetros

i, o-iz, i = 1,2, tales que son independientes. Probar que:

(X1 = X2) — (11 — ) E)N(O,l).
51,83

m Ty
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Capitulo 2

Inferencia estadistica

2.1 Introduccion a la estadistica inferencial

Dentro de la Estadistica podemos distinguir dos grandes campos: La estadistica descriptiva y La es-

tadistica decisional o inferencial.

La estadistica descriptiva tiene por objeto describir los datos a través de de indices como la media, la
varianza, el coeficiente de correlacion, por medio de graficos como histogramas o bien resimenes de

datos a través de los métodos en componentes principales.

La estadistica inferencial por otro lado busca estimar pardmetros, probar hipdtesis y tomar decisiones
considerando algunos factores tales como costos. Asi se parte de observaciones y se trata de aprox-
imarse a una ley de probabilidad. Por ejemplo consideramos la fabricacién en serie de un objeto y
supongamos que en una muestra de n objetos se observan ¢ objetos defectuosos. Si se admite que
los objetos defectuosos se distribuyen en el lote independientemente, con probabilidad p (a priori
desconocida), la ley de probabilidad de la variable aleatoria 7 = n° de objetos defectuosos es una
binomial B(n, p). Observemos que como p es desconocida a priori, tenemos una familia de leyes

binomiales {B(n, p)/0 < p < 1}.

Sabemos por otro lado, que T'/n tiende en probabilidad a p, de donde si n es grande se puede pensar
que 7/n esté proximo de p. Esto es un razonamiento de tipo estadistico, que consiste en inferir so-
bre una ley de probabilidad a partir de una muestra u observacioén. Es claro que esta inferencia estd

siempre mds o menos sujeta a un error. Es este error el que es necesario tratar de definir y conocer

23
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por un lado y minimizar por otro lado.

En el problema tratado anteriormente se puede estimar el valor de p, con el estimador 7'/n (problema

de estimacion).

Una vez recolectados los datos se debe resolver el problema de decision siguiente:

se deja funcionar la maquina o

se detiene para revision,

pues si se deja funcionando hay pérdidas (objetos defectuosos, etc), pero si se detiene también hay
pérdidas.

Asi a estas operaciones estdn asociados costos; ¢cudl es el costo menor? Esta es un problema tipico
de decision.

Por otro lado si dos maquinas fabrican objetos (o parte de ellos) en serie podriamos preguntar ;cudl
es la mas eficiente? Para contestar a esto efectuamos dos muestras u observaciones para saber si p;
de la maquina n°1 es menor que p, de la maquina n°2 i.e. p; < p;. Esto es tipico en pruebas de

hipétesis.
2.2 Formalismo matematico

2.2.1 Definicion de estructura estadistica

Se llama estructura estadistica al triplete (€2, 2L, I3), donde ‘B es una familia de leyes de probabilidad
sobre (2, 2). A menudo ‘P se indexa con un pardmetro 6 € O; la estructura se escribe (Q, %21, {Py/60 €

0}).

Ejemplos

Si se extraen al azar 100 piezas de un lote de objetos de fabricacién en serie, definimos el fenémeno
de esta manera:
Q=1{0,1,2,...,100}, P(Q), w = n° objetos defectuosos, Pp(w) = (190) po(1 = py=e, B = (P, /p €

[0, 1]}.
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Una mdquina empaca azicar en bolsas de 500 gramos; si se asume normalidad la estructura del
fenémeno seria, Q = R, A = Bg, P = {N(y, 0'2)//4 =500, 0 > 0}.

Si no se acepta la normalidad, sino que se supone que la ley de probabilidad es absolutamente conti-
nua, con respecto a la medida de Borel'en R, la estructura asociada serfa (R, BR sp,), donde P, es la

familia de leyes de probabilidad sobre B, dominadas por la medida de Borel.

2.3 Estructura dominada

Se dice que la estructura (€2, ‘B, 13) estd dominada si existe una medida o-finita u sobre ‘B tal que

VP €3 se tiene que P < .

Decir que la estructura (€, B, {Py : 6 € ®}) estd dominada por y, es decir que existe una densidad
(w — fy(w)) de Py, con respecto a u, para todo 6. Si se escoge una determinacion de estas densidades,

se llama funcién de verosimilitud la funcién L(6, w) definida sobre ® X Q por:

L6, w) = fo(w).

La medida dominante de una estructura no es unica. Si ¢ domina la estructura y g < p’, entonces p’

domina la estructura y se tiene:

dPg _ @dﬂ
dy’  du du’”

El teorema siguiente muestra en particular que, si la estructura estd dominada se puede siempre

escoger como medida dominante una medida de probabilidad equivalente a ‘3.

IFélix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956) Nace en Francia en 1871 e ingresa al Politécnico y a la Escuela Normal
Superior a los 18 afos. Fue profesor de la Facultad de Ciencias de Paris-Sorbona, Director Cientifico de la Escuela Normal
Superior, diputado y Ministro de la Marina (1925).

Se le debe, financiado en parte por el barén de Rothschild, la creacién (1928) del Instituto Henri Poincaré para la Investigacion
en Matemadtica Pura y Aplicada (hoy adjunto al C.N.R.S.). Miembro de la Oficina de las Medidas, fue miembro de la Academia
de Ciencias (1921) y Presidente en 1934. Recibi6 la primera medalla de oro del CNRS (1954).

Borel es considerado como un matemadtico constructivista. Origind la teoria de los juegos estratégicos y la cibernética que
desarrollaron Von Neumann y Morgenstern. Muy importantes son sus trabajos en teoria de conjuntos; topologia y en teoria
de la medida (1897), que anuncia la integral de Lebesgue (1901); las funciones de variable compleja (funciones meromorfas);
célculo de probabilidades, espacios probabilisados sobre una tribu de un espacio topoldgico; el concepto de o-dlgebra (tribu),
la medida en el sentido topoldgico, que generaliza el concepto de medida de un segmento, o de una drea, que es indisociable

de la nueva teoria de integracion de Lebesgue establecida en 1902.
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Teorema 2.3.1 Una estructura estadistica (Q, 2, B) es dominada < existe una ley de probabili-
dad P* sobre (Q,2) llamada dominante privilegeada que domina la estructura estadistica (Q, 2, B)

tal que:

P* es absolutamente continua con respecto a toda medida dominante de (Q, %2, ‘).

P* es combinacion estrictamente convexa de una subfamilia 3’ a lo sumo numerable de 3, P* =

> apPa,>0 > ap=1
Pep’ Pe’

P* es equivalente a B, es decir YA € 2, (P(A) = 0,YP € P) < P*(A) =0).
La demostracién reposa en el lema siguiente.

Lema 2.3.1 La estructura estadistica (Q,2,°B) es dominada <= existe una subfamilia a lo sumo

numerable P’ de ‘P tal que VA € AU, (P(A) =0,YP €P’) = (P(A) =0,YP €°P).

Nota Nosotros admitiremos el lema. Los interesados pueden referirse a Tortrat—~Hennequin: Theorie
des probabilités et quelques applications—Masson 1965.

Demostracion del teorema Sea P* una combinacion estrictamente convexa de las leyes de P’; es
una probabilidad sobre (€, 2() que satisface las condiciones del teorema. En efecto si u es una medida

dominando a (Q, 2L, 3) se tiene:
HA)=0 = (PA)=0,YVPeP) < (PA)=0,YPeP)
— P'A)=0.
Nota La existencia de P* es evidente si las medidas P € ‘3 son equivalentes: es suficiente tomar

como P* cualquiera de las probabilidades P € 3; sin embargo en general P* ¢ 3. Por otro lado P*

no es unica.

2.4 [Estadisticas—Estadisticas Integrables

Definicion 2.4.1 Sea (Q, 2L, B) una estructura estadistica, se llama estadistica sobre la estructura

estadistica (Q, A, B) una aplicacion medible X de (Q,2) en un espacio medible (V' ,2A"), o sea

Q2 P) =5 (@, A).
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Si Q) = R, X es una estadistica real.

Si Q' = R", X es una estadistica vectorial.

24.1 Estructura inducida

Llamamos estructura inducida por la estadistica X, a la estructura estadistica (©2',2(’,Bx), donde
PBx = {Px/P € P}

Definicion 2.4.2 Sean Xy, X, estadisticas definidas de (Q,2,B) en (U, A") y (Q",A") respec-
tivamente.

Se dice que X es equivalente a X, si Xl‘l(ﬁl’) = Xz‘l(Ql”).

Observemos que esta definicién no depende de ‘P; lo cual debe distinguirse de la definicién de equiv-
alencia de dos variables aleatorias en el sentido de igualdad c.p.d.

Si X; y X, son biyectivas bicontinuas, son equivalentes.

Definicién 2.4.3 Se dice que un evento A € U es de medida B cero si P(A) = 0, VP € B. Esta

definicion justifica la nocion *B-c.p.d. a menudo utilizada.

Definicion 2.4.4 Sean Xi, X, estadisticas sobre (Q,2,P), con valores en (Q',); se dice que X

es P-equivalente a X, y se denota X, z X», si el evento [X| # X;] es de medida 3-cero.

Ejercicio Sea (Q,%, ‘) una estructura estadistica dominada, sea P* una ley de probabilidad domi-

nante privilegiada, un evento es de medida -cero si y s6lo si es de medida P*-cero.

Definicion 2.4.5 Se dice que las estadisticas X y Y son independientes, si ¥ P € P las variables

aleatorias X y Y son independientes.

Ejemplo Sobre la estructura estadistica (R?, Bge, {N(u, 0?L)/u € R?, o > 0}) las estadisticas
X(x,y) = x+y, Y(x,y) = x — y son independientes.
Definicion 2.4.6 Se dice que la estadistica real X sobre (Q,2,B) es integrable si YP € B, la

variable aleatoria X es integrable:

Y Peg, Ep(X):/XdP existe.
Q



28 Capitulo 2. Inferencia estadistica

Definicion 2.4.7 Si X es una estadistica con valores en R" se dice que es integrable si cada compo-

nente es integrable.

Definicion 2.4.8 Se dice que la estadistica escalar integrable X es libre en media (respectivamente

centrada) si Ep(X) no depende de P € 3 (respectivamente Ep(X) =0, Y P € [3).

apy

— o—0x—y/6
du =e ,x,y 20,6 > 0}

Ejemplo Sea la estructura estadistica (R, B:, L), con P = {Py/

La estadistica T: R> — R tal que T(x,y) = xy — 1 es centrada.

Definicion 2.4.9 Se llama imagen de la estadistica integrable X sobre la estructura estadistica

Q,2,{Py : 6 € ®)), la funcion Bx: ® — R
00— Bx(0) = Ep,(X) = /XdPg.

2.5 Estructuras completas

Definicion 2.5.1 Sea (Q,%,P) una estructura estadistica y sea B sub-tribu de 2, se dice que la

estructura (Q, B, P) es completa, si toda estadistica X B-medible tal que:
Ep(X) =0, VPe’P, esP-equivalente aceroie. X =0, P-c.p.d.

Definicion 2.5.2 Sea (Q,%,P) una estructura estadistica y sea B sub-tribu de 2, se dice que la

estructura (Q, B, P) es cuasi-completa, si toda estadistica X B-medible y acotada tal que:
Ep(X) =0, VP€'B, es X =0, P-c.pd.

Definicién 2.5.3 Una estadistica T se dice completa, si la estructura (Q, T~'(A"), V) es completa.

(Idem para cuasi-completa).

Es claro que si una estructura es completa, es cuasi-completa.

El reciproco no es cierto. En efecto consideremos la familia de leyes Py definidas sobre Q = NU{-1},
A = P(Q), con Py({-1}) = 0, Pe({n}) = (1 — )*0", n > 0, la estructura estadistica (Q, A, {Py: 0 €
[0, 11}) es cuasi-completa sin ser completa. En efecto (salvo por homotecia) la tnica estadistica no

nula centrada esta definida por:

f(-H=-1, f(m)=n si n=>0.
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B-c.p.d. = la propiedad es cierta Vw € Qp : P(Qg) =1, VP €*P.

Se dice también que la tribu ‘B es completa (en vez de la estructura) pero es peligroso, pues es
evidente que una estructura (€, B, 3) es mds facilmente completa en cuanto B es pequeiia y en el
limite B = {Q, Q} es siempre completa. El término completa se refiere més bien a la familia 3, que

debe ser suficiente basta.

Sea (Q, 2L, {fy : 0 € O}) una estructura estadistica dominada por la ley privilegiada P*. La estructura

es completa si y sélo si V0 € O, /ngdP* =0 = X=0 P'-c.p.d.

Laestadistica T es completa (respectivamente cuasi-completa) si para toda funcién medible #: (', ") —

(R, B, tal que A(T') sea integrable (respectivamente acotada) se tiene:
Ep(i(T))=0, YPeP = h=0, Pr-c.p.d.

Ejercicio

Demostrar que las siguientes estructuras son completas:

Q=1{0,1,...,n},P(Q),B(n,p) : p[0,1])

(N, P(N), P(1) : 1> 0)

(R, BR N(u,1)ueR)

(R*, BRs+, fo(x) =T(p,0) : 6 € R*, p>0).

Encontrar una ley dominante privilegiada P* si existe.

2.6 Producto de estructuras

Definicion 2.6.1 Sean (Q,2,5B) y (', A", P’) dos estructuras estadisticas; se llama producto de

estructuras o estructura estadistica producto a:
QAP (Q, A, P)=(QAxQ, AU, PP,
dondeBRP ={POP | Pe’P, P P’}
Definicion 2.6.2 Sean (Q,2,{Py : 0 € ©}) y (', A", {P : 6 € ®)}) se llama producto restringido a:

(QUA{Py: 0 €O X (U, W, (P):0€O) = QxQ, AW, {Py® P} : 6 € O)).
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2.6.1 Muestra empirica o muestra aleatoria

Es el producto restringido de n estructuras idénticas (Q, 2, 3) tal que:
(Q, 2, S:B)" = (Qn’ A, ;Bn),

donde P" = {P"/P € B}, con P" = Q) P.

i=1
Si se considera la variable aleatoria X;: (Q", ") — (Q, %) definida por X;(w) = w; se verifica que
los X; son independientes.

Dentro del marco de producto de estructuras, la muestra es equivalente a una observacion de n varia-

bles aleatorias independientes de igual ley.

Desde de un punto de vista practico, la muestra es un modelo para el caso de n experiencias anilogas

independientes.

Ejemplo Si p es la probabilidad de que una pieza de un lote sea defectuosa tenemos que:
Q={B,M}, A=P(Q) talque PeP < PM) = p.

Si n piezas se fabrican independientemente unas de otras, entonces tenemos la muestra ({B, M}", P({B, M}"), L"),
conP"eP" = P'(BMMB---)=pt( - p)y"".

Sea X una variable aleatoria real = n° piezas defectuosas i.e. X(BMMB...) = k, la estructura in-

ducidaes (' =1{0,1,...,n}, P(Q),{B(n, p) : p €[0,1]}).

En el caso de estructuras dominadas, se escribe facilmente las funciones de verosimilitud L(w, «’, 8,6") =

L(w,0) L', 8).

En el caso restringido L(w,«’,0) = L(w,0) L(w’,0). Asien el caso de una muestra empirica es

coémodo de definir:

{(w,0) = log L(w, ),

de donde

(W, . .., 0", 0) = ", 0) + -+ LW, 0).

Definicién 2.6.3 Sea (Q, 2, B)" una muestra empirica, para todo (o', . ..,w") € Q" se llama ley de
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probabilidad empirica, la ley sobre (Q,2) definida por:

=

VAEA, P'w,...,0"A) = 13 1w,
i=1

4
La ley fuerte de grandes nimeros y otros teoremas de probabilidades demuestran que si Py es la ley
de los elementos aleatorios independientes w', ..., " entonces P" —> Py, cuando n — oo, en varios
sentidos. Este hecho es muy usado en estadistica para estudiar nociones definidas sobre (€, 2L, 3),
tales como momentos, leyes condicionales, etc, ... Se considera este principio para definir la media,
momentos, coeficientes de correlacién, matrices de covarianza, ley marginal, etc, ... empiricos o

muestrales.

2.7 Problemas de decision
2.7.1 Pruebas de hipétesis

Definicion 2.7.1 Sea (Q,2,B) una estructura estadistica, se llama:

- Hipétesis Una parte no vacia de ‘.

- Hipotesis simple Hipdtesis reducida a un sélo elemento.
- Hipotesis compuesta Hipdtesis no simple.

- Prueba Estadistica con valores en ([0, 1], Bio.17)-

- Prueba de hipétesis Se llama prueba de la hipdtesis B contra la hipdtesis B, con Py NP1 = O,

una prueba © tal que se rechaza By (es decir By falsa) con la probabilidad ©.

- Se dice que la prueba ® de Py contra P, es determinista, si © toma valores en {0, 1}. En este caso

la regla de decision es:
Rechazar By (aceptar P ) si ®(w) = 1.
Aceptar By (rechazar P ) si ®(w) = 0.
La hipotesis Py se le llama hipdtesis nula.
- Cuando ® es determinista, se llama region critica de prueba al conjunto A = ®~'({—1}).

- Se dice que la prueba @ es estocdstica si no es determinista.
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Definicion 2.7.2 Se llama potencia de la prueba ® de la hipdtesis Po contra la hipdtesis B, la
restriccion de la imagen de ®© a Py U Py, es decir Bo(P) = /CDdP, con P € By U PBy. Algunos

autores la definen como la restriccion a ‘3.

Definicion 2.7.3 Se llama nivel de la prueba de la hipotesis Py contra P a:

la restriccion de la imagen de ® a 3.
sup Bo(P) = ap.
PePo

A grosso modo el nivel estd relacionado con la probabilidad de rechazar Py, cuando Py es cierta.

Ejemplo Si © es determinista (es decir ® = I, con A € ) se tiene B¢ (P) = P(A), es decir Bo(P) es

la probabilidad de A, cuando P recorre 3.

Si @ es una prueba de hipétesis de 3 contra 3 tenemos:
rechazar Py siP(w) =1 = weA
aceptar Pp si P(w) =0 &= w¢A,

es decir B¢ (P) es la probabilidad de rechazar 3, cuando P es la verdadera ley.

1 — Bo(P) es la probabilidad de aceptar 13y, cuando la verdadera ley es P. Asf tenemos:

P €y, Bo(P) = P(rechazar By, cuando P es falsa).
P € By, Bo(P) = P(rechazar P, cuando P es cierta).

Bao(P) es una probabilidad de error (llamado error de primera especie) para P € Py, es decir es la

probabilidad de rechazar B3, sabiendo que 3 es verdadera.
P(rechazar ‘By/ Py es cierta).

1 — Bo(P) es una probabilidad de error (Ilamado error de segunda especie), cuando P € 31, es decir

es la probabilidad de rechazar 3, sabiendo que ‘3, es verdadera.

P(rechazar 31/ P, es verdadera).
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En la practica para que ® sea una buena prueba, es necesario que B¢ (P) sea pequefio para P € Py y
grande para P € 33;.

Ejemplo Una maquina fabrica piezas con una probabilidad p de tener una pieza no defectuosa y se

define Q = {B, M}>:

Py = p=09

P, <= p<09.

Se escoge @ tal que: ®(BBBBB) =0 se acepta Py

O(w) =1 sino

i.e. se rechaza 3y desde que hay una pieza defectuosa.
Ejercicio
Buscar el nivel de la prueba y graficar S¢(P).

Considerar {N(uo, 1)} contra {N(u, 1)/u > o}, @ = 0.05. Dar la regién critica y determinar la

potencia.

2.7.2 Estimacion

Se considera (Q, 2, {Py : 8 € ®}) y suponemos que (O, ) es un espacio probabilisable.

Definicion 2.7.4 Estimacion de @ Un estimador de 0 es una estadistica con valores en (0, %), es

decir una estadistica T : Q — O

wr— T(w).
En la préctica se busca que T esté proximo del verdadero valor 6 (desconocido).

En forma general se considera un espacio probabilisable (F, §) y una funcién f medible de ® en F.

Se denomina estimador de f() a una estadistica con valores en (F, §).

(Q.2,{Py: 6 € O)) - (0,%)
T f

(F,§)
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Si (F,§) = (R",*BR»), entonces diremos que T es un estimador sin sesgo de f(0) si:

T es Py-integrable, V0 € ©.

Eo(T) = f(6).

Sea (Q, 2, {Py: 6 € ®})" una muestra empirica de tamafo n y sea (F,§) = (R, Br), la estadistica T’
es un estimador de f(6) convergiendo en probabilidad, m.c. o c.s. si T — f(6), cuando n — oo, en
probabilidad, m.c. o c.s.

SiT i f(6) se dice que T es consistente.

Ejemplo Se considera (R, B g, es decir n pruebas o experiencias independientes de igual ley de

probabilidad P € ‘B.

Si se toma X;: Q" — Q, entonces las variables aleatorias X; son independientes de igual ley P € B.
w > Wi

Se supone que Ep(X;) y Ep(X?) existen y que E(X;) = pp, i = 1,...,n. Se desea estimar up.

Si T es la media de los valores observados, entonces:

W+t w
T(w) = U210

esdecir T = % iéXi y se tiene que Ep(T) = up, es decir T es un estimador sin sesgo de up y conver-
gente (en probabilidad, m.c. y c.s.)

Ejemplo Sea la estructura estadistica ({0, 1}, P({0, 1}), {P,, : p € [0, 11})", donde P, es la probabili-
dad sobre {0, 1} tal que P,({1}) = py P,({0}) =1 - p.

Sea X(w1,...,w,) = w+---+w, igual al nimero de veces que aparece 1 en la sucesiéon (wy, .. ., w,).
Asi tenemos que T, = %( es un estimador sin sesgo y convergente a p.

Ejemplo Sitomamos F = R, nos interesa cuantificar la distancia media de T'(w) y f(6) considerando
por ejemplo Eg((T — f(0))%).

Si T es cuadrado-integrable, esta cantidad es la varianza de 7', si T es un estimador sin sesgo de f(6).

Asi T es un mejor estimador en cuanto a Ey((T — f )3) es pequeiio; mejor en el sentido de més error
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cuadrdtico medio. Si tomamos el primer ejemplo:
Ep(Xy) = pp,  var(X,) = o /n.

Consideremos cualquier combinacién convexa de los X;, es decir:

n n 2 n
T,= g aiX @20, Yar=nET,)=py va(T,) =9 > al,
i=1 i=1 i=1
_ 2 n
pero var(X,) = % < %0'2 >~ a2, por la desigualdad de Schwarz? , por lo que para toda escogencia

i=1
de los a;, el estimador T, no puede ser estrictamente mejor que X,,, en el sentido del error cuadratico

medio, para estimar sin sesgo a u.

Cabe preguntarse por el mejor estimador sin sesgo de u. Este es un problema general de la estadistica
matematica; que es el estudio de la existencia de un estimador 6ptimo en un cierto sentido, por

ejemplo en el sentido del error cuadritico medio.

2.8 Nocion de intervalo de confianza

Consideremos la estructura estadistica (Q, 2, {Pg: 6 € R})". Se desea encontrar un intervalo de R
(intervalo aleatorio) que contenga a 6, con una cierta probabilidad dada. Asi pues, en la practica es

necesario encontrar dos estadisticas T, y T», con T} < T, c.p.d. tales que:

P(T)<0<T)=1-a=v,

donde 0 < @ < 1. Al valor v se le llama coeficiente de seguridad del intervalo de confianza para 6.

2Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) Nace en Hermsdorf, Silesia (hoy Polonia) y muere en Berlin, Alemania.
Schwarz comenz6 en Berlin sus estudios en quimica, pero fue influenciado por Kummer y Weierstrass y se interesa en la ge-
ometria. Continué6 estudiando en Berlin supervisado por Weierstrass hasta su doctorado (en 1864) sobre superficies minimas
(superficies de menor drea), un problema tipico del cdlculo de variaciones, que establecié un puente entre la teoria de superfi-
cies minimas y la teoria de funciones analiticas. En 1869 fue designado como profesor de matemdticas en el Eidgenossische
Technische Hochschule en Zurich y en 1875, acept6 un puesto de Matemadticas en la Universidad de Gottingen. Schwarz dio
un método alternativo para resolver el problema de Dirichlet que pronto llegé a ser una técnica usual. Schwarz contesto la
pregunta de si una superficie minima dada rinde realmente un area minima. Una idea de este trabajo, en que él construyé una
funcién que usa aproximaciones sucesivas, Emile Picard la usé para la prueba de la existencia para soluciones de ecuaciones
diferenciales. Contiene también la desigualdad para la integral ahora conocido como “la desigualdad de Cauchy-Schwarz o
de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz”. Cre6 métodos generales basado en su magnifica intuicién geométrica. La desigualdad
de Cauchy-Schwarz aparece en aritmética, geometria y en las formulaciones tedricas del trabajo de matemadticos tal como

Bunyakovsky, Cauchy, Grassmann, von Neumann y Weyl.
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Ejemplo Consideremos la estructura estadistica (R, B, {N(u, 1)/u € R})" y deseamos un intervalo

de confianza para y, con un coeficiente de seguridad 100(1 — a)%.

Sabemos que X = % 3" X; estima a p y converge c.s. (i.e. en ley y probabilidad). Ademas, X — y ~

i=1

1) X—p
N (O, 7 )» entonces P (‘ 1/ n

tabla de distribucién normal para un valor @ dado. Notemos que:

< ta> = 1 — @, donde 7, depende de « y debe determinarse en una

-t -t
PlX-L<u<X+%)=1-a.
( i \/ﬁ>

Sia = 0.05, entonces t, = 1.96 i.e.

o 1.96 o, 1.96
PlX-=2=<u<X+=23]=095
< v vz)

1.96 \/9ﬁ6 para u, con un coeficiente de seguridad del 95%.

i.e. el intervalo de confianza es X +

El caso 6 € ® c R” se discutird mas adelante.
a es la probabilidad de i de caer fuera del intervalo.

Cuando « decrece, la longitud del intervalo crece.

2.9 Nocion de suficiencia estadistica

Consideremos una urna con bolas rojas y negras. Se realizan n extracciones (con reposicion), habi-

endo un porcentaje p de bolas rojas desconocido p €]0, 1[.

El resultado de la prueba se presenta como una sucesion de n elementos. El problema que se presenta
es el siguiente: Sabemos que la sucesion es util en su conjunto para dar informacioén sobre p. Cabe
preguntarse si se puede extraer datos mds concisos, resumidos, dando una informacién del mismo

valor, conteniendo toda la informacion sobre p.

Si se observa la prueba w = (V,R,R, N, ..., R), la informacién estd contenida dentro de w. Con-
sideremos X(w) = n° de bolas rojas en w, entonces se tiene que P(w) = p*(1 — p)"*, donde k es el

nimero de bolas rojas en el total de las n extracciones.

n
k

que si se tiene X = k, el emplazamiento de los R en la sucesién de resultados no da informacién

Por otro lado, P(X = k) = ( )pk(l - p)" %y si consideramos P(w/X = k) = 1/(2), se observa
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adicional sobre p en la medida en que la probabilidad de los diversos drdenes es independiente de p,
es decir X contiene toda la informacidn sobre p y diremos que X es una estadistica suficiente. Vamos

a formalizar las ideas precedentes y pasar al modelo matematico general.

Definicion 2.9.1 Sea (Q,2,*B) una estructura estadistica y sea B una sub-tribu de 2, entonces
diremos que B es una tribu suficiente sii ¥V A € 2, existe una determinacién P (A) que sea la misma

para todo P € *B.

Definicion 2.9.2 Sea (Q, 2, B) una estructura estadistica y sea T una estadistica con valores en
(T, ®), entonces T es una estadistica suficiente sii la tribu T~'(&) es suficiente (i.e. YA € U existe

una determinacion de PT (A) comiin a todas las leyes P € ).

Nota Toda estadistica equivalente a una estadistica suficiente, es suficiente. Por ejemplo X = n°

bolas rojas y Y = n° bolas negras son equivalentes y suficientes.

Teorema 2.9.1 Sea (R",Brs,P) una estructura estadistica y sea T una estadistica con valores
en RX, entonces T es suficiente sii existe una version regular de la ley de probabilidad sobre Bg»

condicionada a T, que sea la misma para todo P € *B.
Prueba La prueba es inmediata por el teorema de Jifina.

2.9.1 Teorema de factorizacion

Tal como se ha definido la suficiencia estadistica es dificil de manejar. Asi vamos a dar un criterio

simple para poder reconocer las estadisticas suficientes.

Teorema 2.9.2 Sea (Q,2,{Py: 6 € O}) una estructura estadistica dominada por una ley de pro-
babilidad dominante privilegiada P*. Sea *B sub-tribu de 2, entonces B es suficiente sii V0 € ®
existe una determinacion fy de la densidad de Py, con respecto a P*, que sea ‘B-medible. Se puede
entonces escoger por determinacion comiin de las probabilidades condicionadas a B de 2, una

determinacion de P*®(A).

Teorema 2.9.3 Sea (Q, 2, {Py: 6 € O}) una estructura estadistica dominada por una medida u, o—

finita. Sea L(-,0) densidad de Py, con respecto a uy sea T estadistica con valores (T, ), entonces
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T es una estadistica suficiente sii existe

una funcion numérica h definida sobre Q, positiva, A-medible.
V6O € O existen funciones numéricas gy definidas sobre %, €-medibles tales que:
YOeO, L(-,0) = (ggo T)h u-c.p.d.

ie. YOeO, L(w,0) = go(T(w)h(w) u-c.p.d.
Nota
h: Q — R no depende de 6.
h, g¢ no son tUnicas.
El teorema es conocido como el teorema de factorizacion de Neyman—Fisher. Fisher en 1922 probd

la condicién suficiente y Neyman’en 1935 la condicién necesaria.

Demostracion del Teorema 2.9.2:

(=) Supongamos que ‘B es suficiente, por definicién existe una determinacién de la probabilidad

condicional Pg% (A) de A a B que no depende de 6. Denotémosla P®(A). Se tiene entonces que:

P®B(A) funcién numérica B-medible,

YA €U VO € ®,YBeB, [, PP(A)dPys = Po(AN B), (1)

donde Pyp es la restriccion de Py a 8.

Tenemos asi en particular, tomando B = Q:

VAEA VOE®, PyA)= / PB(A)dPyss. )

3 Jerzy Neyman (1894-1981) Nace en Rusia en 1894 y realiza sus estudios de fisica y matemdtica en la Universidad de
Kharkov, En 1921, regresa a Polonia, pais de origen de su familia, donde trabaja como estadistico en el Instituto Nacional de
Agricultura de Bydgoszcz.

En 1924 realiza una estadia en Londres, donde estudia en el University College bajo la direccion de K. Pearson y tuvo la
oportunidad de trabajar con E.S. Pearson, W.S. Gosset y R.A. Fisher.

En 1937, viaja a Estados Unidos a realizar una serie de conferencias y acepta un puesto de profesor en la Universidad de
Berkeley, donde crea el Departamento de Estadistica y termina su brillante carrera.

Es uno de los fundadores de la estadistica moderna y junto con E.S. Pearson, da las bases de la Teoria de Pruebas de Hipétesis.
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Por otro lado existe P* verificando:

P* =) ¢;iPg, I numerable, ¢; >0, > ¢; = 1.
i€l i€l
Por lo tanto Py < P* implica que Py < P3y, donde Py, designa la restriccion de P* a 8. Por

el teorema de Radon*-Nikodym?’existe una densidad f; de Pggs con respecto a Py, i.e. fy = ‘g;#,
B

4Johann Karl Radon (1887-1956) Nace en Bohemia (hoy Decin, Repiblica Checa) el 16 de diciembre de en 1887
y muere el 25 mayo de 1956 en Viena, Austria. Va a la escuela en Leitmeritz (hoy Litomerice) en Bohemia entre 1897 y
1905. Entra a la Universidad de Viena y obtiene el doctorado in 1910 sobre célculo de variaciones. En 1911 que termina en
Gottingen y trabaja como profesor en la Universidad de Briinn (hoy Brno) por un afio y se va al Technische Hochschule en
Viena.
En 1919 Radon trabaja como profesor en Hamburgo y en Greifswald en 1922. Ensef6 en Erlangen en 1925 y desde 1928 a
1945 trabajé en la Universidad de Breslau. Se estableci6 en la Universidad de Viena en 1947 donde se queda hasta su muerte.
Radon aplicé el cdlculo de variaciones a la geometria diferencial, lo que llevé a aplicaciones en teoria de nimeros. Aportd
una generalizacion de la teorfa de la medida a los espacios topoldgicos localmente compactos. La medida de Radon, extiende
la teoria de la integracion de este tltimo a las funciones continuas en un compacto (funciones y partes medibles). Sus trabajos

coronan la teorfa de integracion de Lebesgue.
50tton Marcin Nikodym (1887-1974) Nace el 13 de agosto de 1887 en Zablotow, Galicia, Austria-Hungria (hoy Ucrania)

y muere el 4 de mayo de 1974 en Utica, EE.UU. Otton Nikodym (escrito a veces Otto Martin) nacié en Zablotow cerca de
Kolomyja (en la provincia de Stanislawow). Su padre Otton Boguslaw murié en un accidente cuando tenia un afio y pronto
su madre Marianna Cyprian también murié. Los abuelos Marcin Cyprian (del origen italiano) y Amalia Bott de Pirot (del
origen francés) lo criaron. Después de que una estancia corta en Viena, la familia volvié a Lvov en 1897, donde terminé la
secundaria. Se prepard para los exdmenes en latin y griego y obtuvo un diploma cldsico de secundaria. Estudié matemadtica en
la Universidad Jan Kazimierz en Lvov bajo la direccion de W. Sierpinski, J. Puzyna y M. Smoluchowski. En 1911 se gradué en
matematica y también recibi6 una licencia para ensefiar matemadtica y fisica en secundaria. Inmediatamente después comenzo
su trabajo en la secundaria en Cracovia, donde permanece hasta 1924. En 1915, E. Tarnawski era su estudiante de cuarto
afio de secundaria y en una carta a W. Orlicz escribi6: “Otto Nikodym queda en mi memoria como personalidad algo rara...
Le veo como delgado y pelo oscuro con barba. Aunque tenia cerca de 30 afios, era diferente de otras personas de su edad;
casi impersonal como si no cambiara con la edad,... estéticamente neutro y distante..., fisicamente débil, no levantaba la voz,
desapasionado siempre y sin embargo audible... Sus conferencias eran interesantes por su contenido... Presentd la ciencia
como era, sin incorporar su propia personalidad que desaparecia de la vista.”

Otro pupilo en 1922-1924 M. Miesowicz escribi6:* El podia evocar el aprecio, la admiracién y el entusiasmo de los estudiantes,
por su precisién y elegancia de expresar las leyes fisicas en una forma matematica rigurosa.”

El 2 de abril de 1919, se fundé6 a la Sociedad Matemadtica Polaca con dieciséis matemdticos, entre ellos Otton Nikodym. En
1924, bajo fuerte presion de Sierpinski, Nikodym tomé su examen doctoral en la Universidad de Varsovia. Parece que no se
cuidé mucho para la tesis y su respuesta a Sierpinski fue: ;Voy a ser mds sabio debido a esto?

Después que se traslad6 a la Universidad de Jagiellonian en Cracovia y comenzé a publicar en 1925. Nikodym (y su esposa
Stanislawa) pas6 el afio académico 1926-27 en la Sorbonne y volvieron a Polonia, en junio de 1927, donde fue habilitado
para enseiiar en la Universidad de Varsovia. En el periodo 1930-1945, Nikodym vivié en Varsovia y hasta el inicio de la II
guerra mundial, ambos ensefiaron en la Universidad. Durante este periodo Nikodym publicé 32 articulos y cuatro libros de
texto. El nombre de Nikodym se conoce sobre todo en la Teoria de la medida (teorema de la derivada de Radon—Nikodym,
el teorema de la convergencia de Nikodym, el teorema de Nikodym—Grothendieck), en el andlisis funcional (propiedad de
Radon-Nikodym de un espacio de Banach, el espacio métrico de Frechet—Nikodym, el conjunto Nikodym), proyeccién sobre

conjuntos convexos con aplicaciones al problema de Dirichlet, las soluciones generalizadas de ecuaciones diferenciales, teoria
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positiva y 2B-medible. Por (2) se tiene:
Y0 e®, Py(A) = /Pf’B (A)fod Py 3)

Se va a demostrar que f es también densidad de P4 con respecto a P* (i.e. una determinacion).

. o . dPy, .
Sea X una v.a.r. *B—medible, positiva, Py—integrable para todo i € I y sea ¢; = dTei:’B una determi-
B

nacién de la densidad de Py, con respecto a Pg.

de conjuntos descriptiva y los fundamentos de la mecanica cuantica.

Nikodym demostr6 en 1927 cémo producir un subconjunto N, en el cuadrado unitario con drea(N) = 1, tal que para cada
punto (x,y) € N, hay una linea que interseca N en un solo punto (x,y). Este sistema paraddjico en el plano, que para ciertos
problemas juega un papel similar a al conjunto de Besicovitch, se llama conjunto de Nikodym.

En 1945 Nikodym fue profesor en la Universidad Técnica de Cracovia y en aflo académico 1945-46 ensefié matematica. En
1946 Nikodym y su esposa Stanislawa fueron para Bélgica y Francia en donde €1 comenz6 su trabajo sobre los fundamentos
matemadticos de la mecdnica de cudntica. A partir la 1948 a 1965 trabajé en los EE.UU. en el Kenyon College, en Gambier,
Ohio, donde se pensiond. Después que se retira en 1966, Nikodym va a Utica, Nueva York, donde continda su investigacion,
patrocinada en parte por la Atomic Energy Comission and National Science Foundation. Después de 1947, escribi6 cerca
de 50 articulos de investigacion. Dio conferencias en Italia, Bélgica, Francia, Inglaterra, Alemania, Rumania, Canadd y en
universidades en los EE.UU. En 1965 la Universidad de Ndpoles, Italia, lo invité por un semestre para que diera un curso de
Teoria de la medida.

Nikodym escribi6 tres volimenes de “Didactics of pure mathematics in high school,” pero publicé solamente los dos primeros
volimenes en 1930 y 1938. La pobre respuesta de los profesores a sus métodos de mejorar la ensefianza, lo desalentd y
quemé el manuscrito del tercer volumen. Present6 conferencias populares en radio por ejemplo: Ldgica e intuicién en la
Ciencia, Sobre el infinito, Sobre paradojas en légica, ;Qué bueno es el dlgebra?, Diversas clases de espacios, El misterio de
la gravitacion, Sobre la importancia de la teorfa y éstas fueron publicadas en 1946 como un libro “Let’s look deeply inside
the mind” (Spojrzmy w glebiny mysli). Algunos de sus otros libros fueron: Introduccién al cdlculo diferencial, (Varsovia,
1936) comiin con su esposa, Teoria de tensores con aplicaciones a la geometria y a la fisica matematica I, (Varsovia, 1938),
Ecuaciones diferenciales, (Poznéan, 1949). Tres de sus otros libros fueron: el segundo volumen de Teoria de tensores y dos
volimenes de Mecdnica, desaparecidos durante la IT Guerra Mundial. Cuando Nikodym oy que el trabajo de muchos afios
se perdid, dijo solamente: En ese caso no tendré que corregir las pruebas. Ante la cuestién de que si deseaba escribir estos
libros otra vez, contesté: “Hay tantos nuevos problemas que no puedo pasar mas tiempo en los que ya he acabado.” Su ultimo
libro “The Mathematical Apparatus for Quantum-Theories”, basado en la “Theory of Boolean Lattices” publicado en 1966 by
Springer-Verlag, contiene casi mil pdginas, sobre el formalismo matemdtico para la mecdnica cudntica, o mas exactamente un
estudio detallado de los sub-dlgebras booleanos de la l6gica de subespacios cerrados de un espacio complejo de Hilbert.
Nikodym gustaba de la buena literatura y cuentos de hadas, pero sobre todo la musica. Podia tocar por horas el piano. Conocia
bien (aparte del polaco) inglés, francés, aleman e italiano. Ensefio en todos estos idiomas. The National Science Foundation
en los EE.UU. le pidi6 levantar el nivel de las matemadticas en los EE.UU. y contest6: “Debemos invitar a los conferenciantes
entusiastas puesto que el entusiasmo es contagioso. El mismo fue un entusiasta hasta el final de su vida. En 1971 recibi6 una
descarga eléctrica y por dos afios y diez meses no recuperd el sentido. El muri6 el 4 de mayo de 1974 y lo enterraron en el
”Cementery for the meritorious” en Doylestown, Pennsylvania en la Capilla de nuestra sefiora de Czestochowa. Después de su
muerte Nelson Dunford escribi6 en una carta a la esposa de Nikodym: “Otton era y serd siempre, un gran hombre. Estoy feliz
de haberlo conocido. Sus descubrimientos fueron muy profundos y vivirdn para siempre tanto como el teorema de Pitdgoras,

que ha sobrevivido por siglos.”
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Se tiene que VB € B:

Pi(B) = " iPy(B) = sup 3. ciPy (B) =

i€l nel =1
n n
=sup Y. [y ci4idPy = [5(sup > cip))dPy,
nel i=1 nel =1

de donde ) ci¢; = 1, Pig—c.p.d. Asi tenemos que:

iel

ZcifXdPH,‘B = supzfciX@dP*% = su?fX (Z Ci¢i> dP*SB =
ne

i€l nel i=1 i=1

= [X(sup > cig)dPy = [ XdP,.

nel i=1
Denotemos P’(B) = P*(A N B). Utilizando (1) y que si X = IzP®(A) se deduce: VA € 2, V0 € O,

VB € ‘B:

P'(B)=P(ANB) =Y ciPa(ANB) =Y ¢ [, PP(A)dPyn = [, PP(A)dPy,
iel

i€l

PB(A) es una determinacién de la densidad de P’ con respecto a Pg,. Por (3) tenemos:
YAed, YOe®, Py = /fgdP' (@)

Consideremos una variable aleatoria real X B-medible, positiva, integrable tal que X es limite de

una sucesion creciente de funciones escalonadas sobre B:

X =sup > bndan, J, finito, B,; € B, b,, > 0.
n. jel,

Se tiene asi:

J XdP' = [ sup(3_ by 1p, )dP" = sup [ (Z bndB”) dP’
n J / n j /
=sup by, P'(By) =sup_ b, P"(ANB,)
noj ’ noj
=sup [, > by I, dP* = [, XdP*
n j /

Utilizando X = fj se tiene en (4), VA € 2, V6 € O:

Py(A) = /A JfodP*

dPy
dpP*’

i.e. Y0 € O, fp es una determinacién de B-medible por construccion de
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(&) Reciprocamente se supone que fy es una determinacién de Py con respecto a P*, que es B—
medible V6 € ©. Vamos a demostrar que P*®(A) puede escogerse para determinacién de Py (A),

Y 6 € O, lo que prueba la suficiencia de la tribu 8. En efecto, VA € A, V0 € ®, VB € B:
Po(ANB) = [, 5 fodP* = [ I1sIgfodP* = Ep-(Ix1pfy)
= Ep(ER(alpfy) = Ep Up frERU2) = [, foP" B (A)dP"
= [, P"®(A)dPy = Po(AN B),

pero P*B(A) es B-medible y se puede escoger a P*B(A) como una determinacién de P;‘;B (A),YA e

y Vo e 0.

Demostracion del teorema 2.9.3 Sea P* una ley de probabilidad dominante privilegiada; se tiene

que V6 € O, Py < P* y como P* < u, entonces:

gy _ APy _ dPgdPr _
L( ’9)_ d/.l = dpP* d/l _f€h~

T es suficiente sii 77!(€) es suficiente sii se puede escoger f;, T~'(€)-medible Y6 € ®, como una
determinacion de la densidad de Py con respecto a P* sii Y8 € O existe una funcién numérica gy,
¢—medible definida sobre (¥, €) tal que fy = ggo T.

Asi T es suficiente es equivalente a la existencia de 4 y gy teniendo las propiedades indicadas en el

teorema i.e.:

L(-,0) =(ggoT)h p—c.p.d.

2.9.2 Aplicaciones al reconocimiento de estadisticas suficientes

. Consideremos la estructura estadistica (Q = {0, 1}*, P(Q), ), donde P es la familia de probabilida-

des Py sobre {0, 1}" tales que:

i wij n—i wij
P@({w]?""wll})zei:I (1 _9) =] Yow e Q.
Py estd dominada por la medida de conteo . Asi tenemos que:

So Y
Lw,0) =67 (1-6) =



2.9. Nocioén de suficiencia estadistica 43

n
i.e. si definimos T(w) = ) w;, tenemos que T es una estadistica suficiente. En efecto, si definimos
i=1

go(®) =60 (1 —0)""y h(w) = 1, entonces L(w, 0) = go(T (w))h(w) i.e. T es suficiente.

. Sea la muestra empirica (R, Bg (n02)/uer o>0)y- La estructura estadistica estd dominada por la

medida de Borel en (R”, B.) i.e. 1a densidad se escribe:

1 1 v 2
L(x,pu,0) = CXP{— (xi =) }
a"(\2n)" 20 ;
conXx = (xq,...,%,) € R", ue R, o > 0, pero:

n n
S = = > 0(xi = 0 + n(x - p?,
i=1 i=1
n
con x = x;, de donde:
=1

1
n

1

Lix,u,o0) = ; (x; = %)%+ n(x - ,u)z) } .
=1

R
(2" exP{ 207 (

Sea la estadistica T = (X, S?) con:

__ln A 5 1 n o
X_nglx S _n_lg(x, X)

ie. T: R" — R2. Asi tenemos que;
L(x, i, 0) = 8oy (T(x)h(x),

con h(x) = ﬁ Y 8o (U, V) = # exp {—%((n — v +nu —,u)z)/(rz} i.e. T es una estadistica

suficiente.

. Consideremos una muestra empirica (R, Br (y0.0): o-0p» con U(0, 8) ley uniforme en [0, 6], la cual

estd dominada por la medida de Borel:
six € [0, 8]"

1
Lx,0)={ ¢
0 sino

Sea la estadistica con valoresen R, (i.e. 7: R" — R) tal que T'(x) = X(»)(X) = sup x;. Demostremos

que T es suficiente.

isiuSG 1six;>0,i=1,...,n
En efecto, sea gg(u) = y sea h(x) =

0Osiu>6 0 sino.

Asi, L(x, 0) = go(T(x))h(x), Yx € R", Y8 > 0y se deduce que T es suficiente.
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Ejercicio Considerar el ejemplo en la familia de leyes de probabilidad uniformes U(6, 6,), con
01 € R, 6, € R, 6, > 6, y demostrar que la estadistica T = (X(1, X(»)) €s suficiente.

Observacion Si T es una estadistica suficiente permite trabajar mds facilmente sobre la estructura
inducida por T, pues ella contiene toda la informacién de la estructura inicial. En particular, en los
ejemplos anteriores, T toma valores en R o R? cualquiera que sea el tamafio de la muestra; i.e. se

obtiene una reduccién en los datos que puede ser considerable.

Demostrar que la definicién de suficiencia estadistica es equivalente a decir que para toda estadistica

integrable X existe una determinacién Ep(X/B) comin a todas las leyes P € 3.

Demostrar en el teorema de factorizaciéon de Neyman-Fisher que la funcién gy = Cflp%, donde Pyr
T

y P} son las medidas inducidas por 7.

2.10 Proyeccion de una estadistica. Teorema de Rao—Blackwell

Consideremos una estructura estadistica (Q,%, {Py: 6 € O}) y B una sub-tribu de 2. Al tomar una

estadistica X que sea integrable, E;> (X) no es en general una estadistica pues depende de 6 € ©.

Definicion 2.10.1 Sea (Q, 2, P) una estructura estadistica, diremos que X se proyecta sobre B, si

E;B(X) = fXdP;’,B no depende de 6 € ©, P = {Py: 0 € O} y lo denotamos E™ (X).

Es claro que E (X) es una estadistica, si X se proyecta sobre B.

Si ‘B es suficiente, toda estadistica real X integrable se proyecta sobre ‘B, pues la esperanza de X

condicionada a la tribu 8, con respecto a la ley Py, es independiente de 6.

En efecto, si B es suficiente, existe una determinacion de P(;B (A) = E?(IA) independiente de 6 € O,
VA € 2, de donde por linealidad, existe una determinacién independiente de 6 de Ej (X) para una
estadistica real escalonada X.

Toda estadistica real integrable X(= X* — X7), X* (resp. X7) es limite creciente de funciones
escalonadas X (resp. X;)y se tiene EX (X*) = EX (supX;) = sup EZ(X;}), de donde se deduce

la propiedad.
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Inversamente, si toda estadistica real integrable se proyecta sobre 28, entonces B es suficiente. En

efecto el resultado se deduce considerando en particular las indicatrices.

Teorema 2.10.1 Teorema de Rao-Blackwell

Sea (Q,A,{Py: € O}) una estructura estadistica, B una subtribu de 2| y X una estadistica real
perteneciendo a L, tal que X se proyecta sobre *B (es el caso en particular si *B es suficiente). Sea
Y = EB(X) esta proyeccion, entonces 6 € 0, vary(Y) < varg(X).

Sea (Q,2,{Py: 0 € O}), B una sub-tribu de A y X una estadistica vectorial tal que sus componentes

son cuadrado integrable. Si
E®(X)) X
Y=E®X)= : ,eonX=1| |,
E®(X,) X
entonces YA = (Ay,...,4,) € R, Y6 € O varg(A'Y) < varg(A'X) i.e. YA € R", ¥ € ©, VE)A <
A4 A, con XY la matriz de varianza-covarianza de la variable Z con respecto a la ley Py.
Demostracion La primera parte es una aplicacion inmediata de las propiedades de esperanzas

condicionadas (desigualdad de Jensen).

Para la segunda parte se tiene que:
EPAX)=EX (X, +--+1,X,) =Y. LEE(X) =AY,
i=1

de donde varg(A'Y) < varg(X'X), YA € R", YO € O por la parte primera. Notemos que var(A,Z; +

s+ A2 = Z Z /li/lj COV(Z,',Z]') = /1,22/1.
=1 j=1

2.10.1 Aplicacion a la estimacion

El teorema de Rao-Blackwell tiene una aplicacién inmediata en la teoria de estimacién. Supongamos
que X es un estimador sin sesgo de f(f) € R ie. E¢y(X) = f(0). Si ‘B es una tribu suficiente (o
simplemente si X se proyecta sobre B) y si ¥ = ET(X), entonces Y es un estimador sin sesgo de

f(6) pues:

Ey(Y) = E((E® (X)) = Eg(Eg’ (X)) = Eo(X) = f(0).
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Ademads si X € L, se tiene varg(Y) < varg(X), es decir que Y es un estimador mejor que X en el

sentido de error cuadratico medio.

Si B es la tribu engendrada por la estadistica suficiente 7', Y = EB®(X)=ET(X) = goT,esdecir, Y es
funcidn de la estadistica suficiente 7. Se ha proyectado X sobre la estadisitca suficiente 7'. Asi, dado
un estimador X (cuadrado integrable) sin sesgo de f(6), se puede encontrar siempre un estimador, al

menos tan bueno como X en funcién solamente de la estadistica suficiente.

La nocién de suficiencia y estructura estadistica completa nos conduce a un resultado interesante en

la estimacion.

Sea (Q,B,{Py: 0 € ©O}) una estructura estadistica completa y B una tribu suficiente. Sea Z un
estimador sin sesgo de f(6), cuadrado integrabley ¥’ = E®(Z), Y = EB(X). Sabemos que Y —Y es
$B-medible y que V0 € ©, Eo(Y — Y’') = f(6) — f(6) = 0y por la propiedad de completitud ¥ = Y’,

P-c.p.d. i.e. varg(Y) = varg(Y’) < vary(Z).

Asi todo estimador sin sesgo de f(6) tiene la misma proyeccién sobre B, 3-c.p.d. y esta proyeccion

es el mejor estimador sin sesgo de f(6) (en el sentido de varianza minima).

2.11 Método de maxima verosimilitud: una técnica de estimacion

Se considera una estructura estadistica (2,2, {{4: 6 € ®}) dominada por y y de funcién de verosi-
militud L(w, 8). Para cada w se puede encontrar en general un valor 6 que maximize L(w, 6). De esta

manera tenemos una correspondencia Q — ®  i.e. si § es una funcién medible, es una estadistica
wH— (W)

y se puede considerar como un estimador de 6. Des este modo diremos que 6 es el estimador de

maxima verosimilitud i.e. L(w, 8(w)) es un maximo.
Nota No necesariamente el estimador 6 es sin sesgo.
Ejemplos

z": i —ﬁ: i
. Sea L(x,0) = fy(x) = 6~ x(] - 9)” P x_

g Xi n-— g Xi
olnL(x,0) =1 =1 1 & . . A _
a0 =~ " 1-g = 0e=0=y 2—1 x; (verificar que es maximo), de donde 6(x) =
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lZX,’ ie. é:

n
i=1 i=1

13- (Xi—p\?
- (R By gutypersoys IML0GH, @) = —nlno+ k=13 (F2H),

X;.

Nl

n n
Rkl RN bl A P

g

Si o es fijo (conocido), 551} = 0 sii a(x) = % Yox

. o 0InL _ i oy - 1 v
Si u conocido, el 0 sii 02(x) = 5 Z(xi — ).

=

:O:};E:% (Xi—X)z.

Siu y o son desconocidos, 6(191/111_ =0=i-= % SXi=Xy
1

1

n—17

E(/J,o')((/j.-z) — n— 10_2 y S2 —

n
o (X; — X)? es un estimador insesgado de 0.
=1

. (R, VR v(): o0y estd dominado por la medida de Borel sobre R".

gr siwel00] i=1...n
L(x,0) =
0 sino.
6=supX; = X y se considera T = L ;’1' 19 un estimador sin sesgo de 6.

Si existe una estadistica suficiente, el estimador esta en funcidn de la estadistica suficiente.

2.12 Nocion de libertad

Sea (Q, 2, P) una estructura estadistica; se dice que:

el evento A es libre si P(A) es constante Y P € ‘3.
la subtribu B de 2 es libre si cada uno de los eventos es libre.

la estadistica T con valores en (%, €) es libre sii 77!(€) es libre i.e. sii la ley de probabilidad de T es

constante para todo P € 13 (o sea ‘L7 tiene un solo elemento)

la estadistica T real integrable es libre en media sii Ep(T) no depende de P € 3.

la estadistica T real integrable es libre en media sobre By C P sii Ep(T) no depende de P € L.
Teorema 2.12.1 Sea (Q, 2, P) una estructura estadistica y sea B C A una sub-tribu, B es completa

(i.e. cuasi completa) si y solo si toda estadistica (resp. acotada) libre en media que se proyecta sobre

B es libre en media condicionada a *B.
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Demostracion

(&) Si X es libre en media, se proyecta sobre B y se define ¥ = ET(X) — E(X), B-medible,
integrable (resp. acotada), centrada y como 8 es completa (resp. cuasi completa), ¥ = 0 B-c.p.d. y
se tiene E® (X) = E(X), PB-c.p.d., o sea X es libre en media condicionada a B.

(=) Si B no es completa (resp. cuasi completa) existe una estadistica real Y no $3-c.p.d. equivalente

a 0, ‘B-medible, integrable (resp. acotada) y centrada, entonces Y es ‘B-medible y se proyecta sobre

B, E,?(Y) =Y,V P e P yno se puede tener E}B(Y) = E(Y) =0, B-c.p.d.

Proposicion 2.12.1 Sea B una subtribu suficiente y cuasi-completa por la estructura estadistica
(Q, A, B) y sea € una tribu libre para la misma estructura, entonces *8 y € son independientes para

toda ley P € 3.

Demostracion Sea C € €, entonces tenemos que P(C/B) = P(C), VP € P pues B es cuasi-

completa, por lo tanto:
VYBe®B, PBNC) = /P%(C)dP = P(C)P(B), YP € p.
B
i.e. B y € son tribus independientes para toda ley P € 5.

Corolario 2.12.1 Sea (Q,%,P) una estructura estadistica y sea T una estadistica suficiente con
valores en (%, €). Si la estructura (%, &, Br) es cuasi-completa, toda estadistica libre por la estruc-

tura (Q,%2,B) es independiente de T.

Demostracién Sea B8 = T77!(€) la tribu suficiente y cuasi-completa por la estructura (2, A, ).

Sea ® la tribu generada por la estadistica libre X, entonces 28 y © son independientes para toda ley
Pe’B.
2.13 Ejercicios

. Sea X la media de una muestra de tamafio 5 de una distribucién N(0, 125). Determinar c tal que

P(X <c)=009.

. Sea X la media de una muestra de tamafio n de una distribucién normal con media u y varianza 100.

Calcular n para el cual P(u—5 < X < u +5) = 0.954.
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. SeaXi,...,X»5yY1,...,Yr5 dos muestras independientes normales de distribuciéon N(0, 16) y N(1,9)

respectivamente. Sean X y ¥ las medias muestrales. Determinar la P(X > Y).

Determinar la media y la varianza de S 2 = X - X)?/n donde Xi,...,X, es una muestra de
i=1

distribucién N(u, o).

Sea S? la varianza de una muestra de tamafio 6 de distribucién N(u, 12). Determinar P(2.3 < S <

22.2).

Determinar la densidad de la varianza de la varianza muestral S2, cuyas observaciones provienen de

una poblacién normal N(u, o7?).

Sea X y §2 la media y la varianza muestral de una muestra de tamafio 25 de distribucién N(3, 100).

Evaluar P([0 < X < 6]) y [55.2 < §2 < 145.6]).

Sea X una variable aleatoria continua tal que E(X) = u. Sea Y = v(X) integrable donde v(x) =
v(u) + v (u)(x — ) +v"(17)(x — w)?/2, con i entre y y x.
Si v’(x) =0, ¥ x, probar que E(v(X)) > v(u) = v(E(X)) y

v’ (x) <0, ¥ x, probar que E(v(X)) < v(i) = v(E(X)).

. Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad f(x) = e™, 0 < x < oco. Calcular la probabilidad

de que el intervalo aleatorio (X, 3X) contenga el punto x = 3. ;Cudl es el valor esperado de la longitud

de ese intervalo?

Sean X, X, variables aleatorias con densidad f(x) = i, para x = 1,2, 3,4. Calcular la probabilidad

de que el intervalo aleatorio (1, X; + X, — %) contenga el punto 3.

Sea X1, X, una muestra de tamafio 2 de distribucién uniforme en [0, 1]. Calcular la probabilidad de

que el intervalo (X;/(3X2),2X,/X>) contenga el punto %

Sea X la media de una muestra de tamafio n de distribucién N(u, o). Determinar la probabilidad de
que el intervalo aleatorio [n(X — u)?/5.02, n(X — 1)?/0.001] incluya el punto 0. ;Cudl es el valor

esperado de la longitud de ese intervalo? Note que este valor es el mismo para todo n € N.

Sea Xi, ..., X, una muestra de distribucién N(u, '), donde o es conocida. Determinar la probabili-

dad de que el intervalo (X + 20/ v/n) incluya el punto . Sin = 40y 0> = 10y & = 7.164, determinar
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un intervalo con un coeficiente de seguridad del 80%.

Sea Xi,..., X, y Yi,...,Y, dos muestras de distribuciones respectivas N(ui,0?) y N(ip, 02), con

pardmetros desconocidos. Demostrar que la estadistica:

_ X0 - )

T = 3 2 ~ Inem-2
nSitmSy 1, 1y
n+m-=2"1n " m

y sirve para encontrar un intervalo de confianza que contenga a u, con un coeficiente de seguridad
1 — @. Determinar el intervalo parael cason = 10, m = 7, ¥ = 42,5 = 3.4, 52 = 49, §3 = 32,

a=0.1

a) Discutir el problema anterior para el caso en que o2 y o3 son conocidas pero no necesariamente

iguales.

b) Discutir el problema anterior para el caso en que o3 y o3 son desconocidas y no necesariamente

iguales ;Qué resultado propondria?

Sea Xj,..., X, una muestra de tamafio n de distribucién N(u, o). Si o no es conocida, determinar

un intervalo de confianza para u basado en la estadistica vn(X — u)/S, con un coeficiente de 0.95.
n

Xi
=1

1
n .

12

Sea X1, ...,X,, X,+1 una muestra de tamafio n + 1 (n > 1) de distribucién N(u, 0?). Sea X =

(X; — X)?. Determinar la constante c tal que la estadistica c(X — X,,41)/S ~ t,_1. Sin =8,

M=

2 _ 1
yS _ﬁ.l

determinar k tal que P(X — kS < Xo < X +kS) = 0.8.

n

Sea Xi, ..., X, una muestra de distribucién N(0, ), con 6 > 0. Probar que ZXIZ es una estadistica
i1

suficiente de 6.

Sabemos que si Xj, ..., X, es una muestra de distribucién uniforme U(0, 6), X,y es una estadistica
suficiente para 6. Generalizar este resultado considerando una muestra con distribucién f(x,0) =

QO)M(x),si0 < x<6,0 <6 < oco. Note que fog M(x)dx = Q(0).
Probar que si a,x" + a,_1xX"~' +--- + a;x + ap = 0 para mds de n puntos, entonces ay = --- = a, = 0.
Use este resultado para probar que la familia {B(n,0)/0 < 6 < 1} es completa.

Si la serie ag + ajz + --- + a,z" + -+ converge a cero en todo punto de un intervalo, entonces

ap = aj = --- = 0. Use este hecho para probar {P(1): 4 > 0} es completa.
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SeaY; <Y, <--- <Y, estadistica de orden de una muestra de tamafio n, de distribucién f(x, ) = %,

con0 < x < 6,0 < 6 < co. Probar que la familia de probabilidades de Y, es completa.
Sea X una variable aleatoria con densidad f(x,6) = Q(@)M(x), 0 < x < 6, 0 > 0, donde M(x) es
continua. Sea Y < --- < Y, estadisticas de orden de una muestra de tamafio n de distribucién igual a

X. Probar que la familia de densidades de Y,, es completa (note que Y, es suficiente).

Probar que para cada una de las siguientes familias { f(x,8): 0 < 6 < +co} no es completa, definiendo
al menos una funcién U(x) # 0 tal que Eg(U(X)) =0,V > 0:
N
a) f(x,0) = 26° St O<x<6
b) N(0, 6).
Probar que la primera estadistica de orden Y| de una muestra de tamafio n, de distribucién f(x,6) =

e 9 0 < x < 400, —00 < 0 < +00, es una estadistica suficiente y completa para 6. Determinar la

Unica estadistica funcién de Y; que sea el mejor estimador de 6.

Sea X, ..., X, muestra con distribucién f(x,6) = éﬁe‘xw, 0<x<+00,0< 6 <+ ie. dis-
tribucién gamma F(4, %) Determinar una estadistica completa y suficiente T de 6 y la inica funcién

®(T) que es el mejor estimador de 6. ;Es O(T') una estadistica suficiente y completa?

Sea X, ..., X, una muestra de distribucion:

a) f(x,0) =0x"1,0<x<1,0<0< 4+

b) f(x,0) = e, —co < x < +00, —00 < f < +c0
¢) f(x,0) =e "D 0 < x < 400, —00 <0 < +00.

En cada caso determinar la estadistica € de maxima verosimilitud de 6. Si una estadistica suficiente

Y existe, expresar 6 en funcién de Y.

(x—01)
Sea X1, ..., X,, una muestra con densidad f(x, 6;,6,) = 0—26_ 6 sif] < x < +00, —00 < @ < +00,

0 < 6, < +co. Determinar una estadistica de maxima verosimilitud de 6, y 6,. Encontrar estimadores

insesgados de 6; y 6, si existen.

Sea Xi,...,X, una muestra con funcién de densidad f(x,6), 8 € ®. Sea L(w,0) la funcién de
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verosimilitud i.e. L(w,0) = f(x1,60) - f(x,,60), con w = (x1,...,x,). Sea T = u(Xy,...,X,) una
estadistica suficiente para 8. Si g(t, 6y) es la funcién de densidad de T en el punto 6 = 6, entonces la

funcién de densidad g(t, 8) de la estadistica suficiente T para todo 8 € @, es dada por:

800) = 8t 00) g

conT(w) = T(xy,...,x,) = t. Elresultado prueba que si se puede definir la funcién de densidad de la
estadistica suficiente en todo punto especial, se puede definir la funcién de densidad de la estadistica

suficiente en todo punto 6 € ®. El punto 6 puede representar cualquier nimero de pardmetros.

Consideremos una muestra X, ..., X,, con densidad f(x, ), 8 € ®. Se considera 0 = ulXi,...,X,)
la estadistica de maxima verosimilitud de 8. Si #(6) es funcién de 6, probar que A(u(xy, ..., x,)) es el
valor de /() en el cual se obtiene el maximo. La estadistica resultante A(u(Xy, ..., X,)) es llamada
la estadistica de méxima verosimilitud de h(6) y se denota iz(H) = h(@); este hecho es llamado la
propiedad de invarianza de la estadistica de maxima verosimilitud. El resultado se puede extender al

caso de mds de un pardmetro.

Sea Xi,..., X, una muestra de distribucién N(0;, 6,). Determinar la estadistica de maxima verosimi-
litud para las siguientes funciones:

a) h(0)) = &}

b) h(6) = Vb,

¢) h(8y,6,), con P(X < h(8,,6,)) =0.9

d) h(6,,6,) = P(X < ¢), con ¢ una constante conocida.

Sea X una variable aleatoria con funcién de densidad f(x,0) = 621, 0 < x < 1, 6 € {1,2}. Para

probar la hipdtesis Hy: 6 = 1 contra H;: 8 = 2 se utiliza la muestra X;, X, y se define la regién

critica por C = {(xl, x2)/ %xl < X } Determinar la potencia de la prueba.

Sea X una variable aleatoria con distribucién de Poisson de pardmetro 6. Sea Hy: 6 = % yH :6< %
ie.0 = {6#/0<6<3}. Sea Xy,..., X, una muestra de distribucion igual a X. Se rechaza Hy si

X1+ -+ Xj2 < 2. Sea B(0) la potencia de la prueba, encontrar ,8(%), ﬂ(%), ﬂ(%) y ,6’(%) y graficar la
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funcién 8. ;Cudl es el nivel de la prueba?

Sean X1, ..., X, una muestra de tamafio n de ley uniforme U[O0, 6]. Se considera V,, = sup X;, U,, =
inf X;

a) Estudiar la convergencia de V,.

b) Estudiar la convergencia de U,,.

¢) Encontrar un estimador 7 de 6 en funcién de V, teniendo “buenas” propiedades i.e. que sea sin

sesgo y convergente.

d) Considere X y defina Z = 2X. Comparar Zy T.

).

Nota Enlaprictica X es la duracion de una maquina, 8 es la duracién “vida promedio” de la miquina.

Sea X ~ f(x) = %e”‘/(’, six>0ie X ~T(1,

Sl

Sea X1, ..., X, observaciones de X (i.e. una muestra de tamaiflo n).
a) Encontrar un estimador sin sesgo y convergente del pardmetro 6.
b) Se desea escoger entre las hipétesis Hy: 8 < 6y, (8y dado) y H;: 6 > 6,. Para esto se utiliza al
estimador T de 6 y se escoge como regla:
d=1 siT>¢
®=0 siT<C

Determinar al imponer el nivel @ = sup Eqo(®), que T es equivalente a un y3,. Encontrar £ para
0eH,

n=15 a=0.05,6) =4.
¢) Graficar la funcién potencia de @ (i.e. E4(D), 8 € Hy U H)).

d) Recordemos que X es la duracion “vida” de la maquina. Sea Z el nimero de maquinas que fallan

“mueren” entre 0y #,.

Se considera la prueba:

Y=1 s5Z=0

Y=0 siZ>1.

n
d.1) Determinar #, para 6y, n 'y o dados. (Verificar que Z = 3 Lix,<s1)-

i=1
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d.2) Estudiar la potencia de ¥.

Sea X una variable aleatoria continua uniforme en [6 — 3,0 + 1], 6 pardmetro real. Sean Xi, ..., X,,
n variables aleatorias independientes de misma ley que X, se asocia a esta muestra las estadisticas de

orden X(]), e ,X(”).

a) Calcular E(X), var(X), E(X(1)), var(X(1)), var(X()), cov(X(1), X(n))-
n

X;, en tanto se considere estimador de 6 (sesgo, convergencia).
=1

1
n

b) Estudiar la estadistica § =

¢) ¢Cudl es la distribucion asintética de vn(S — 6), cuando n — co0?

d) Encontrar un estimador de 6 de la forma aX(;) + bX(,) + ¢ (a, b, c constantes) que sea sin sesgo.

Entre éstos estimadores encontrar el de varianza minima y denételo 7.
e) Comparar Ty S.

Sea la variable aleatoria real X con funcién de reparticién

0 six<@
F(x) =
1—e ™0 six>0.
Sean Xj, ..., X, una muestra de n variables aleatorias independientes distribuidas como X. Sea X(;) =

inf X,‘.
a) Determinar la funcién de densidad y la funcién de reparticién de X(;). Calcular E(X(1y) y deducir

un estimador U de 6 que sea sin sesgo y convergente.

% X;. Calcular E(X) y deducir un estimador V, sin sesgo y convergente de . Comparar

L

b)Sea X =
=
UyV.

¢) Para realizar una prueba de hipétesis Hy: 6 = 6y contra H; : 6 # 6, se adopta la regla siguiente: Se

rechaza H() si X(]) < 90 (6] X(]) > {,;Q.
c.1) Determinar ¢, en funcion de a, 6, n.

c.2) Calcular la imagen de la prueba. Estudiar las variaciones de la potencia de la prueba segin los

valores de 6. ;La prueba es sin sesgo? (Es convergente?

El problema consiste en estudiar algunas propiedades de la estructura estadistica (2) definida abajo.
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En la primera parte se obtienen resultados preliminares, en la segunda parte se efectiia una prueba de

hipétesis y al final se estudia la estimacion del pardmetro.

a) Sobre un espacio de probabilidad dado, se define una variable aleatoria real X con densidad re-

specto a la medida de Borel fj tal que:

Ox—ngl sixe[0,1]
Jo(x) =

0 si no.
6 un parametro real tal que 8 € [-2,2].
a.1) Calcular en funcién de 6 la media y la varianza de X y de log X.
a.2) (Cudl es la ley de —log X y de —21og X cuando 6 = 0?

b) Se considera la estructura estadistica:

(R, BRr ip,: be[-2.212)
donde Py es la probabilidad de densidad fy definida en (1), n € IN*.
Se considera la hipétesis Hy = {Py}, H = {Py: 6 €]0,2]} y se define una prueba por:

n
dx)=1 si[[x>k

i=1

Ox)=0 si[[x<k
i=1

donde x = (x1,...,x,) € R".

(D

Demostrar que se puede determinar k a partir de las tablas de ley y? para que ® como prueba de H,

contra H’ sea de nivel a.

Como aplicacién precisar la prueba ® paraa = 0.1 y n = 10.

¢) Siempre bajo la estructura estadistica (2), nos interesamos en la estimacién de 6 y la calidad de los

estimadores insesgados por medio de sus varianzas.

c.1) Sea X;(i = 1,...,n) las aplicaciones coordenadas y se define:

T=12(1y x-1).

]
—_
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Demostrar que T es un estimador sin sesgo y convergente de 6. Dar la ley limite de n(T — 6),

cuando n — oo.

n
c.2) Encontrar una funcién lineal U de % > log X; que sea un estimador sin sesgo de §. Comparar
=1

los estimadores U y T.



Capitulo 3

Pruebas de hipotesis

3.1 Generalidades

Consideramos siempre una estructura estadistica (2, 2, 3) y una prueba ® con valores en [0, 1]. Una

prueba de la hipdtesis P contra 3| es una prueba para la cual estd asociada la regla de decision:
Rechazar 3, con la probabilidad ®(w), si w es el resultado de la experiencia.

Se demuestra que S (P) se interpreta como la probabilidad de rechazar la hipétesis 3y (aceptar ;)

si P es la verdadera ley de probabilidad.
Definicion 3.1.1 Dos pruebas ® y @' de Py contra P, son equivalentes sii:
Bo(P) = Be(P), YPePoUP,ysedenotad ~ D',

Nota No debe confundirse esta nocién de equivalencia con la nocién definida para estadisticas; esto
significa, en particular, que el valor estadistico de una prueba entre dos hipétesis estd enteramente

representada por su funcién potencia.
Recordemos que existen dos maneras de escoger una hipétesis falsa:
Escoger B3| cuando P € 3, eventualidad a la cual esta asociada la funcién S (P), con P € .

Escoger By cuando P € 3, eventualidad a la cual esta asociada 1 — B¢ (P), con P € ;.

Definicion 3.1.2 Sea ® una prueba de ‘B contra P, se llama nivel de significacion de © el niimero

57
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agp.’
agp = sup{fo(P)/P € Pol.

Se dice que O es sin sesgo, si agp < Lo(P), VP € P;.
Se dice que O es trivial si es constante sobre Q.

Se dice que ® es ineficaz si su funcion potencia es constante.

Proposicion 3.1.1 Si @ es una prueba de hipdtesis de B contra P, sobre la estructura (Q, A, P) y
U es la ley uniforme sobre [0, 1] entonces existe una prueba ¥ sobre (2 x [0,1],2A ® Bio,11, P @ U)

tal que Y es determinista y de misma imagen que ®.

Prueba Notemosquesi P e PQU,P =P U
1 siu<®dw)

Sea Y(w,u) = i.e. es determinista sobre Q x [0, 1] y:
0 siu>dWw)

1
By(P') = / / Y(w, u)dU dP = / AP = Bo(P).
QJO Q

Proposicion 3.1.2 Sea ® una prueba de By contra P, si B es una tribu suficiente sobre la es-
tructura (Q,%2U,Po U Py), la proyeccion de ® sobre B, E(D/B) define una prueba equivalente a

D.

Prueba Sabemos que E®(®) es una estadistica y como 0 < @ < 1 entonces 0 < EZ (D) < 1

i.e. ® = E®(®) es una prueba. Ademis:

B (P) = Ep(®) = Bo(P), ¥ P € Py U Py.

Nota Proyectando una prueba determinista sobre una tribu suficiente, se obtiene en general una

prueba estocastica.

Si 9B es la tribu generada por la estadistica T entonces @ = E®(®) se puede escribir @’ = ET(d) =
goT,i.e.siT essuficiente, para toda prueba @ se puede construir @ que depende solo de T tal que

D~ P
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3.2 Relacion de preorden sobre las pruebas de hipoétesis

El problema esencial de la teoria de pruebas de hipdtesis es determinar, si es posible, la mejor prueba
de una hipétesis contra otra. Es por eso conveniente abordar el estudio de relaciones de preorden de

estas pruebas.

Definicion 3.2.1 Sea (Q, 2, V) una estructura estadistica, sean By y P hipdtesis y sea T = {O/D
es una prueba de B contra *P,}. Sean dos pruebas @, ® de X; se dice que © es mejor que O’ y se
denota @’ < O sii:

Bo(P) < Bo(P), YPePy

Lo (P) < Bo(P), YPeP.
D es estrictamente mejor que @', (O > @) si® > @' y O + @',

Se dice que ® es admisible si no existe una prueba estrictamente mejor.

Se dice que © es cuasi-admisible sii VYV € ¥ tal que By(P) < Bo(P), VP € Py

Pe(P) = Bo(P), VP € Py,

= \ o bien
existe Py € P tal que Bo(P1) > Py(P)).
Observacion Es claro que una prueba admisible es cuasi-admisible pero el inverso no necesaria-
mente es cierto.
Si @ es admisible como prueba de P contra P, 1 — ® es admisible de 3 contra .
S, € Po y @ es cuasi-admisible como prueba de L, contra ;.

Si @ es cuasi-admisible como prueba de P contra B y si 1 — ® es cuasi-admisible como prueba de

B, contra P, entonces O es admisible.

Ejemplo Si‘By = {Pol} v P1 = {P1} y si ¥ es admisible se tiene:

Pw(Po) < Bo(Po) = Py(P1) < Bo(P1)

osi  Po(Pr) < By(P1) = Bo(Po) < Py(Po).
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3.3 Pruebas optimas

Definicion 3.3.1 Sea ® una prueba de Py contra P, la prueba ® se dice que es uniformemente la

mds potente U.M.P. si:

V¥ e T (Be(P) < Bo(P), VP € Po) = (By(P) < Po(P), VP € Py).
Definicion 3.3.2 Se dice que @ es estrictamente U.M.P. si es UM.P. y admisible.

Nota Una prueba U.M.P es cuasi-admisible y sin sesgo (pues es mejor que una prueba trivial de

igual nivel de significacion).

SiBo y B son hipdtesis simples, las nociones U.M.P y cuasi-admisible coinciden.

Teorema 3.3.1 Sea P, C Po y ® una prueba de Py contra P, de nivel de significacion aep. Si
como prueba de B, contra P, ® es UM.P de nivel ap, entonces ® es UM.P. como prueba de ‘B

contra *B;.

Demostracion Sea @’ una prueba de Py contra B, tal que aqy < a¢ entonces:
sup{Bar (P)/ P € By} < sup{Bor(P)/P € Po} = aor < @
implica por hipétesis Be (P) < Bo(P), VP € ;.

Teorema 3.3.2 Una prueba ® de By contra B, es UM.P. sii YV P| € P, ® es UM.P. como prueba

de Py contra {P,}.

La demostracion es inmediata.

Definicion 3.3.3 Una prueba ® de 3 contra B es libre si su potencia es constante en By i.e. Bo(P) =

ap, YP € By (0 sea © es libre en media sobre (Q, 2, Po)).

Teorema 3.3.3 Si una prueba libre © de B contra la hipotesis simple {P\} es cuasi-admisible

(resp. admisible), entonces ® es U.M.P. (resp. estrictamente U.M.P.) como prueba de By contra

(B}
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Demostracion Si @ es libre, entonces para toda prueba @’ se tiene:
@y < ap = Bo(P) < Po(P) = ap, VP € Po.

Como @ es cuasi-admisible se tiene que B¢ (P1) < Bo(Py). Si @ es admisible por definicién es

estrictamente U.M.P.

Teorema 3.3.4 Sea ®© una prueba de Py contra P tal que ¥ Py € Po, YP; € Py, © es cuasi-

admisible como prueba de {Py} contra {P1}, entonces es U.M.P. como prueba de 3y contra *3;.

Demostracion Sea Py € Py, P; € P y sea @ cuasi-admisible como prueba de {Py} contra {P;}. Sea
@’ una prueba de P, contra {P;}, entonces se tiene que ¥ Py € By, (Bo (Po) < Bo(Po)) = PBar(P1) <

Bao(P1), pero la implicacién es valida ¥V Py € 3, i.e. ® es U.M.P. como prueba de B contra 3;.

Definicion 3.3.4 La prueba ® de 3 contra P, es uniformemente la mds potente entre las pruebas

sin sesgo (U.M.P.L), si para toda prueba @’ insesgada de B, contra 3, se tiene:

(Bar(P) < Ba(P), YP € Po) = (Ba(P) < Po(P), VP € Py).
Se dice que © es estrictamente U.M.PI. si es UM.PI. y admisible.

Nota Es evidente que una prueba U.M.P. es UM.PI.
Una prueba U.M.P.I. es sin sesgo y cuasi-admisible.

Una prueba @ es U.M.P.I. como prueba de P, contra 3; sii para toda ley P; € P, Bo(Py) es el
maximo entre todas las pruebas sin sesgo de I3 contra 3;.

3.4 Determinacion de pruebas optimas

3.4.1 Caso de dos hipétesis simples

Se considera una estructura estadistica (Q, 2, B), Po = {Po} y B1 = {P,}; se tiene que {Py, P} estd
dominada siempre por una medida u (por ejemplo u = %(Po + Py)) i.e. se tienen las funciones de

verosimilitud: L(-, Py) y L(-, Py).
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Lema 3.4.1 Lema de Neyman-Pearson'

Sea ® una prueba definida sobre (Q,2,B) por:

1 siLl(w, P1) > kL(w, Py)
D(w) = i L(w, Py) = kL(w, Py)

0 sil(w,P) < klL(w, Py),
entonces se tiene:
a)Va e [0,1] existe k > 0y m € [0, 1] tales que © sea de nivel a.
b) Si ¥ es una prueba de nivel inferior a «, entonces ¥ tiene una potencia inferior a la de ©.
(i.e. YV € T, By(Py) < Bo(Py) = Py(P1) < Ba(P1)) es decir, @ es una prueba de nivel « y U.M.P.
Prueba
a) Verificar el caso @ = 0, @ = 1. Supongamos que a €]0, 1[; asi tenemos que Bo(Py) = @ &
Py({w € Q/L(w, P1) > kL(w, Py)}) + nPoy({w € Q/L(w, P1) = kL(w, Py)}) = a, i.e.

a = Po(® = 1) + nPo(® = 1) (1)

Notemos que si Py es una medida de probabilidad, C = {w € Q: L(w, Py) > 0} es tal que Po(C) = 1

ie. YA e U Py(ANC) = PyA).

P L(w, P L(w, P
ASI,C},’:P() <{w/LE$,P(1); >k}) +7TPO ({w/m =k}>
. L(w, Pl) .
Sea Y la v.a.r. definida por w +— Y(w) = L. Py)’ entonces Y > 0y Y es finita Py-c.p.d.

Sea G la funcién de reparticion de Y: G(0) = 0, G(+00) = 1. La ecuacién (1) nos dice:
a=PyY>k)+aPy(Y =k)=1-Gk+0)+n(Gk + 0) - G(k)). 2)

— Supongamos que existe k € R* tal que G(k + 0) = 1 — a, entonces si 7 = 0, la ecuacién (2)

se satisface (si Y es continua respecto a la medida de Borel), entonces G es continua y existe un k

'Egon Shape Pearson (1895-1980) Nace en Londres en 1895 y fue hijo del estadistico de Karl Pearson. Realz sus estu-
dios de matemadtica en el Trinity College de Cambridge. En 1921 entra al Departamento de Estadistica del University College
de Londres. Junto con Neyman y Gosset en 1924, trabajan en Teoria de Hipdtesis. Cuando su padre deja el Departamento de
Estadistica Aplicada, asume la direccion y en 1936 asume la direccion de la Revista Biometrika. Se consagré igualmente a

los problemas de Control de Calidad y de Investigacion de Operaciones.
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satisfaciendo la ecuacion (2)).

— Supongamos que no existe k tal que G(k +0) = 1 — .

Seak =supfh e R: G(h) <1 —-a}ie. Gk)<1—-a;asiVe>0,Gk+€) > 1 — a, de donde se tiene
Gk+0)21-a>Gk),peroGk+0)#1 -ayGlk+0)>1—-a>G(k).

Sea ahora 7 = G((;]E]:— _’%)_ _(lG?kL)y), entonces 7 €]0, 1] y la relacién (2) se satisface.

b) Supongamos que ¥ € T: By (Py) < a. Asi tenemos:
Bo(P1) = Bu(Py) = /(del —/‘I’dP1 = /(d)—‘I’)L(~,P1)dM-

Sea D; = {w € Q/L(w, Py) > kL(w, Py)}, D, = {w € Q/L(w, P1) = kL(w, Py)} y sea D3 = {w €

Q/L(w, P) < kL(w, Py)}, entonces:

Bo(P1) = Pu(P1) = [}, (@ =¥)(L(:, P1) = KL(-, Po)du + [, (@ = P)(L(-, P1) = KL(-, Po))du+

Jp, (@ =I)L(-, P1) = kL(+, Po))du + k([ ®L(-, Po)du — [ YL(-, Po)dp).
Se verifica que todas las integrales del miembro de la derecha son positivos, de donde B¢(P;) >
Bw(P).

— En la construccién de la prueba W, si existe una estadistica T suficiente, ¥ se expresa en funcién

de la estadistica 7.
— Se puede demostrar que si k > 0, ¥ es admisible.

Ejemplo 1 Se considera la estructura estadistica (R, Br v, 1)uer)y Y s€a PBo = {N(uo, D}, P =

{N(ui, 1)} y queremos probar Py contra ;. Se tiene que:
L(x. 1) = (V2m) ™" exp {—é >(x - mz}
i=1
por Neyman-Pearson, existe ® prueba tal que:

1 siLl(x,Py) > kL(x, Py)
O(x) =19 7 sil(x,Py) = kL(x, Py)

0 sil(x,P)) <kL(x, Py),
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con k y m escogidos para que @ sea de nivel a. Asi:

_ Lix,u1) _ 1 (< -
Ox) =1 Tox. o) — exp{—j (;(x[ —1)? - ;(Xi _#0)2)} >k
= ;(xi —)? - ;(xi —po)? <Kk
= (o — 1) S — (1 + o)) < K
=1
& (uo — p1)(2X = (1 + po)) < k.

ler caso Si g > yg se obtiene @(x) = 1 & 2x — (u; + 1y) > h &< X > c, i.e. si ® es de nivel «

(Bo(Po) = ).
@ = Ep (D) = Po(® = 1) + 1Po(® = 1) + 0 - Po(® = 0).

Sea X la variable aleatoria tal que X(x) = %, por lo tanto:
Py @®=m)=0=PyX=c)ie.a=Py(®d=1)=PyX >c),
pero X ~ N(,u, %) de donde:
Po(X > ¢) = Po(Vn(X — o) > Vn(c — po)).
Sea F la funcién de reparticion de la normal N(0, 1), i.e. F(u) = f_”w e/ 2dx/ V2, de donde:
a=1-F(Vn(c—pp)) & c=pp+F'(1-a)vn.

Asi definimos:

1 siix>po+F'(1-a)/n
D(x) =

0 sii®<po+FI(1-a) Vi

@, (x) es una prueba U.M.P. de B, contra 3 para u; > up.
2do caso Siu; < ug, @, es una prueba tal que:

O)x)=1e= i<dyD,(x) =0 x >d.

Siel nivel es @ = Py(D, = 1) = Py(X < d) = F(\n(d — up)) i.e.

1 = x<u+F (o) n,
Dy(x) =

0 & x>puy+F (a)n.
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@, es una prueba U.M.P. de P contra P para u; < uo.

— Observemos que ®; y @, dependen de la estadistica suficiente X.

Ejemplo 2 Se consideran las hipétesis Lo = {Pg,}, B1 = {Py,} dentro de la estructura estadistica
({0, 1}, PO, 1}), {Py: 8 € [0,1]1})", con Py({1}) = 6. La estructura estd dominada por la medida de
conteo i.e.

> xi n=3-x
Lix,0) = 6 (1—6) =

conx = (xq,...,%,) €{0, 1}, > x; =1t = T(x).
i=1

, _ 911_60 ! ’
As1,c1>(x)_1(=>(0—01_61) S K.

ler caso 0; > 6,
PxX)=1= Tx)=t>¢
dx)=n= TXx)=¢
Ox) =0 T(x) <.
Sit e {0,1,...,n}no se puede dejar el caso D(x) = .
Niveles @ = Py(® = 1) + 7Py(® = 1) = Po(T > €) + nPy(T = £), donde T ~ B(n, ).
2do caso 6, < 0y
1l =STx) <l
dX)=Q 57 = Tx) =
0 =STkx) >,
donde ¢’ y 7 se deben determinar.
Ejemplo numérico n = 8, 6 = %, 6, < 6y, @ = 0.05. Los valores para T = 0, 1,2 estdn dados por
Po(T =0) = 55, Po(T = 1) = 5o, Po(T = 2) = 2.
Asi debemos tener Py(T < {') + nPy(T = ') = a.
Sit/ =2, Py(T <€)= 52 <005 <Py(T <l +1)= 3L ie. o + 15 =0.05 = 7=0.136....

Nota Como T es suficiente, la prueba depende de T'.
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3.4.2 P, simple, P compuesta

Si tenemos una prueba ® U.M.P. se tiene:

VY € %, By(Po) < Bo(Po) &= (By(P1) < Bo(P1), VP € Py).

Discusion de la existencia de una prueba U.M.P.

Si consideramos una prueba P; fija: P; € ‘B3, se puede probar la hipétesis {Py} contra {P;} y por

Neyman-Pearson encontrar la mejor prueba @;. Igualmente para la hipétesis {Po} contra {P;} se

encuentra @ ;. Cuando ®; funciona para P; tiene una potencia mds pequefia que @; pues esta prueba

es UM.P.

ler caso Existe una prueba ® equivalente a todo @;, (i € I).

®; es una prueba U.M.P. de P, contra {P;}, P, = UI{P,-} y por tanto ® es una prueba U.M.P. de 3,
ic

contra ;.

2do caso: En general no existe una prueba U.M.P. de By contra 3;.

Ejemplo 1 Si consideramos By = {N(uo, 1)} y P1 = {N(, 1): u > uo} la prueba @, no depende de

Ui, Yy > poie. @ es UM.P. de 3y contra 3.

— Verificar que B, (1) = 1 — F(\n(uo — 1) + F~'(1 — )) para u > po. Trazar la gréfica de la funcién

potencia.

Ejemplo 2 Si By = {N(uo, D} y B = {N(, 1)/u < wo}, entonces @, es UM.P. y Bo, (1) =

F(n(uo — p) + F~'(@)).

Ejemplo 3 Si By = {N(uo, 1)} y B2 = {N(u, 1)/u # po} no existe una prueba U.M.P. ®; no es “sin

sesgo” como prueba de P, contra B, pues para serlo debe ser superior al nivel.

Ejemplo 4 Existe una prueba @3 de P, contra ‘P33 que es estrictamente U.M.P.I. de nivel a.

Teorema 3.4.1 Sean Py, Pi,..., Py leyes de probabilidad sobre (Q,2) y sean fy, fi,..., fn, sus

densidades con respecto a una medida u positiva; para todas las constantes no negativas Ay, . . ., An-1
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(resp. positivas), toda prueba @ tal que:

N-1
Sn(w) > Z{)Ajfj(w) = d(w) =1
]:

N-1
v(w) < Z:,) Ajfilw) = O(w) =0,
=

es cuasi-admisible (resp. admisible) como prueba de 3y = {Py, ..., Py-1} contra 31 = {Py}.

Demostracion Observemos que ® es U.M.P. como prueba de Py contra ;. En efecto sea ¥ € ¥
tal que By(P) < Bo(P), ¥ P € Py, entonces se tiene:
Pu(Pj) < Bo(Pj)para j=0,1,...,N—1, ie.
N-1 )
Bo(Pn) = Bw(Pn) = > Aj(Bo(P)) = Bu(P)) = 0i.eBy(Py) < Bo(Py),
j=0

por lo tanto ¥’ es cuasi-admisible. Supongamos ahora que las constantes A; son estrictamente positi-

vas, entonces para toda prueba ¥ se tiene:
N-1
Bo(Py) — By(Py) = Z:,) Aj(Bo(P)) — Bu(P))),
=
por tanto si una de las desigualdades:
Bo(P) = Bu(P), j=0,....N—1,

es estricta entonces So(Py) > Sy(Py), lo que demuestra que @ es admisible.

Generalizacion del teorema de Neyman-Pearson

Sea (Q,%2) un espacio probabilisable, u una medida y sean A, gi,g»,...,&, funciones reales u-

integrables sobre (Q, ).

Sea @: (Q,2A) — ([0, 1], Byo,17) la aplicacién tal que:

O(w)=1 si hw)> Em:k,-g,-(u))
i=1

D@ =0 s hw)< 3 kigi(w),

i=1
donde los k; constantes no negativas, entonces para toda funcién ¥ medible ¥: Q — [0, 1] tal que

[Wgdu < [ Dg;du, j=1,...,m,entonces [VPhdu < [ ®hdu.
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Demostracién Sabemos que (® — P)(h — > kig;) > 0, por lo que:
i=1
/(I)hdu - /‘Phdy - [ (@ -9)> kigidu >0,
i=1

luego [ ®hdu — [ Whdu > f:k,- ([ ©gidu— [Wgidu) > 0.
i=1

3.5 Meétodos en ausencia de pruebas 6ptimas
3.5.1 Restriccion de la clase de pruebas consideradas

Sobre la estructura (2, 2, ) se puede limitar a pruebas ‘B-medibles, con B sub-tribu de 2. Esto se
traduce en cambiar la estructura y considerar la estructura (€2, ‘B, 3). Un ejemplo de éste método es

el estudio de pruebas homogéneas en el problema de Behrens-Fisher.

3.5.2 Prueba del cociente de verosimilitud

Sea L(w,0) la funcién de verosimilitud de la estructura y sea @ una prueba de la hipétesis Py =
{Pg: 0 € Oy} contra P, = {Py: 0 € Oy}, se dice que © es la prueba del cociente de verosimilitud si
existe una constante A tal que:

sup{L(w, 0)/6 € By}
sup{L(w, 0)/6 € B}
sup{L(w, 6)/6 € Oy}
sup{L(w, 0)/6 € B}

>1=>0=0

<A=d=1,

donde ® = ®y U O;. Si bien el principio del cociente de verosimilitud no tiene ninguna propiedad

optimal bien definida, nos conduce a procedimientos satisfactorios en numerosos casos particulares.

En el caso de una muestra empirica (€, 2, )" un estudio asintético es a menudo util. Sean Py y
B, dos hipdtesis, se dice que la sucesion de pruebas @, de 3 contra 3| es consistente, si cuando

n— o0, B¢, (P)— 0,YP Py ypPo,(P) — 1,VPePy.

Ejemplo 1 Sea X una variable aleatoria normal tal que X ~ N(6;, 6,) y sea la estructura estadistica
(R, %R{N(Ql’gz);(91,92)69})11, con ® = {(6;,6,)] — 0 < 0] < +00,0 < 6, < +00}. Consideramos la

hipétesis: Hy: 6, =0,6, >0y Hy: 6, #0, 6, > 0.
Nos interesamos en hacer una prueba de Hy contra H;.

Sean X, ..., X, observaciones, con n > 1 de misma ley que X. La funcién de verosimilitud es:



3.5. Métodos en ausencia de pruebas 6ptimas 69

n 1 n
5 o -6
)2 e T Z1(x,0), € ®, x € R".

L(x,6,,6,) = (Fl%

Sea (0y,6,) = (0,6,) € Hy, asi:

n

1
o
L(x,0,6,) = (ﬁez) Pe T = L(x,6), 6y € Hy, x € R".

Tenemos que determinar el mdximo de L(x,8), con 8 € ® y con § € ®y = Hy. Denotamos estos

maximos por L(x, 0) y L(x, o) respectivamente. El criterio del cociente nos determina un valor

]i(();”ég))). Asi i1og L(x, 8y = —2%2 + 2%2; x? = 0, tiene por solucién

Alxy,...,x) = A = : 36,

n
6, = % > xl-2 y este nimero maximiza L(x, 6y). De este modo:
i=1
>

i=1
. 1 2 _Zix,z/n _1 %
L(X’ 90) = < n ) € - = < nel’l ) :
27> %2 /n 2n Y%7
i=1 i=1

Sabemos que el maximo de L(x, ) se obtiene reemplazando 6; y 6, por Xy > (x; — X)?/n, es decir:

i=1

jzlu.-—xf
R | 5 2y i-oim ., 5
L(x,0) = [,, } e = {n”e } ,
21> (xi — X)%/n 27 > (x; — %)?
i=1 =1
o0 sea i
So(x — %)
i=1

n n
Como Y xiz = (xi - %) + nx?, tenemos asi que se rechaza Hj si 0 < A < Ay y la prueba se define
—

i i=1

por:

1 siA<A

0 siA > 2.

n|x — . . . L.
De este modo, Vil > 4\/(n— l)(/loz/ " —1) = ci.e. si Hy es cierta, la estadistica de

S - B/ 1)

i=1
la prueba sigue un #,_; de Student con n — 1 g.d.l.
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Ejemplo 2 Sean X y Y variables aleatorias independientes de distribuciones respectivas N(6;,02) y
N(8,, 02), de varianza comin o desconocida. Asf:

O = {(61,6,,0%)] — 0 < 0] <0, —00 < b < 0,0 <7 < 0.

Sean Xi,..., X,y Y1,..

., Y, dos muestras aleatorias independientes de estas distribuciones. Se con-

sidera Hy: 6 = 6, 0 > 0y Hy: 6; # 6,, 0 > 0. Asi tenemos n + m > 2 variables aleatorias
independientes i.e. su funcién de verosimilitud es:

;( " L
5 (Se-a+ L 0i-62)
I—(x19-~-,xnay19-~~3ym9019023o-):We 2 i=1 i=1
Si %@191@ =0y W = 0, bajo H, tenemos:

> (xi

-0+ (i—6)=0
i=1 i=1

(it m)+ ﬁ(i(xi S0+ 30— 1)) = 0.
i=1 i=1

Las soluciones para 6; y o> son respectivamente:

n m
L 2 =) + 2o~ uw)’
U= nx + my i=1 i=1

= Th m o @<

n+m

y (1, w) maximiza la funcién de verosimilitud bajo Hy. El maximo es:

_1 (n+m)/2
) €
L( *y 9() = (Zﬂ'a)) .

De igual manera si consideramos las derivadas de In L( -, 8), con respecto a 6, 65, o2 y las igualamos
n

m
2 2
Do —up)” + D (vi — u2)
. . _ _ i=1 i=1
a cero, entonces las soluciones son respectivamente u; = X, up =y, ' = ! -

n+m

oseau, up y w maximiza L( -, 6). Asi el mdximo sobre O es:

. (n+m/2)
o) e
LG, 0) = (Zmu’) ’

)
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)(n+111)/2

’
ie. A(X1, .oy X Vis oY) = A = (% . La variable aleatoria A%/®*™ eg:

X - X2 + 30V - 7P
i=1 i=1

i (X~— nX+m}_’)2+zn: (Y~— n}_(+m1_’)2 -
' =1

n+m n+m

1

nnm_ v _ 2
ntm XY

K- X2+ Y - TP
i=1 i=1

Si la hipétesis Hy: 6) = 6, o > 0 es cierta, la variable aleatoria:

nm_ v v
X-Y)
n+m
T - n _ n _ ’
X -X)+ Y- 1)
i=1 i=1
n+m-—2

es un ¢ de Student con n + m — 2 g.d.l. Asfi la variable aleatoria:

AY@m) — _ ntm=—2
n+m-2)+T%

es decir, la prueba de Hj contra H; estd en funcién de la estadistica #,,.,,—>. Se rechaza Hp si0 < A <
Ao < lysunivel @ es @ = Py, (A < Ap). Pero A < 4y es equivalente a que |T'| > cie. a = Py (IT| >
c).

Sin=10,m =6,y a = 0.05, entonces ¢ = 2.145

La potencia B¢(6), con 8 € H; (i.e. 8; # 6,), estd en funcién de un ¢ de Student descentrada con

n+m— 2 g.d.l. con parametro de descentrage 6 = vnm/(n + m)(6, — 6,)/0, pues:

Z= [ X = D)o ~ N ()40 - 6)/0 1)

V= (an(xi -X)?+ i(Yi - Y)2> [0 ~ X2 o

i=1 i=1

Ejemplo 3 Prueba de independencia de dos poblaciones normales

2
Sea (X, Y) una variable aleatoria normal N ( (51) s ( g P2 )) .

2 pPO1072 0'%

Las variables son independientes si p = 0, i.e. si hacemos la hip6tesis Hy: p = 0 contra H;: p # 0,

el criterio del cociente de verosimilitud puede utilizarse.
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Sea ® = {(/11,;12,0'%,0'%,,0)/ —00 < U < 400, 0 < 0 < 400, i = 1,2, -1 < p < 1}, es decir
HO = {(ﬂ]9/1270—%70-%7p)/p = 07 —00 < HMi < 00, O < g < +00, i= 1’2}

Sea (X1, Y1),...,(X,,Y,) una muestra de tamafio n > 2; la funcién de verosimilitud es:

1 *%Z%‘
L= ——————F— | e &,
<27T0’10’2 V1 —p2>

Xi — 2 Xi — i~ i~ 2
donde ¢; = l_lpz {( 0'1#1) —2,0( mﬂl) (y o_z,uz) + (y O-Z'Ltz) ]

La funcién de verosimilitud bajo Hj se determina haciendo p = 0 en la funcién anterior.

Si definimos:

=

S|—=
AMS

Xiy y =
1

S|—

X =

n n n
Yio vi = (=05 v =Y i— P v= 2 (- D0 — ),
= ; = =1

1 1

la funcién de verosimilitud bajo Hy se maximiza sustituyendo y, us, 0'%, 0'% por X, ¥, vi/n, va/n

respectivamente. Este maximo es:

L0 = ne”! "
L(-» ) <27r\/v1vz> ’

Similarmente si sustituimos i, Uz, o‘%, o-% y p por X, y, vi/n, v2/n'y v/ A/viv, respectivamente, el

maximo es:
n

ne”!
V2
2 \VViVv2 1- VivVa

2 n/2
Asf se tiene que A = (1 V ) . La estadistica definida por:

L(-,0) =

T Vi,

é(xi XY, -T)

s

R = =
\/V] Vv, n . n .

> Xi—X) X (Yi-Y)

i=1 i=1

es llamada el coeficiente de correlacion de la muestra (X;, ¥;). Como 0 < A < 1, se tiene que

0<R2<1,0osea—1 <R<1.Serechaza Hysi A < Ay y el nivel de la prueba es:

a = Py, (1 = R < A) = Py, (IRl > ©),
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donde ¢ = /1 — A5/". Para determinar el valor de c es necesario determinar la distribucién de R bajo

Hy. Sea X; = x1,...,X, = x,,conn > 2, donde xi,...,x, y X son nimeros fijos.

Dado que Yi,...,7Y, son independientes y como p = 0, también son independientes de Xi,...,X,

i.e. la densidad es:

E(}l /1'7)2
f(yl"°"yn)_( V2 0_2)—ne 20—2’]
n
La distribucién condicionada de % NYi-Y)?aX = x,....X, = x, es un x>_,. Ademis la
2 i1

distribucién condicional de W con:

Z(xx -0 - Y) Z(xt - 0Y;

~ N(0,02).
’ / E(-xl - x)z Z(xl - x)2
La distribucién de W2 /a'2 condicionada a X; = xq,..., X, = x, esun X% y ademds:
n -
. w2 Y (=X - Y) 2 o
5 k=l _
72ZY Y)z O_+O_ZZ<YI'—Y— 7 (xi—x)) 2?4'?,
g3 i= 2 2 i=1 Z(xk _)—6)2 2 2
k=1
pero #U 2 es independiente de Wy sigue un y2_,. Asf se tiene:
2
W/O'2 :an_ZNt )
U ’\/U n 9
o%(n -2)
i.e. es un ¢ de Student con n — 2 g.d.l. condicionado a X; = xi,..., X, = x,. Sea:
Z(xl - -3

\/Z(x - % Z(Y vy

entonces tenemos:
WNn-2 _ R, Vn-2
VU VI-R

Notemos que la densidad g(?) de esta distribucién ¢ no depende de xy, ..., x,. SeaZ = RVn — 2/ V1 — R?,

donde:

oK - X)(Y, - )
R — i=1

\/ SO - X2 (Y - 7
i=1 i=1
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Ast, f(z, x1,. .., %) = f@/x1, ..., x)f (X1, ..., %) = 8@ f(X1,. .., Xn), O sea:
@) =/ f@ X1, x)dxy - - dxy = g(0),
]Rn

donde f(z) es la densidad de R Vn — 2/ V1 — R
Cuando p = 0 tenemos que R es independiente de Xi,...,X,. Repitiendo el proceso de condi-
cionamiento a Y1, ...,Y,, obtenemos que R es independiente de Y1,..., Y.

Como Z = RVn—-2/V1—R? ~ t,_, haciendo un cambio de variable tenemos que la funcién de

densidad de R esta dada por:

_ I(3(n=1) NI I

El criterio del cociente de verosimilitud de la hipétesis Hy: p = 0 contra la hipétesis Hy: p # 0 se
puede basar sobre la estadistica R o sobre la estadistica Z = R Vn — 2/ V1 — R2. En cualquier caso el
nivel:

@ = Py (IRl 2 ¢1) = Py, (IZ] 2 c2).

Para obtener la potencia 8¢(P) s necesario la distribucién de R parap # 0. Sea 6 = (u1, 1o, 03,03, p)
y sea la estadistica suficiente T = (X, Y, V|, V,, R), entonces la funcién de densidad de T es (uti-

lizando el teorema de factorizaciéon L(w, 0) = go(t)h(w)).

gﬁ(t) =86()_C,)_’,V1,V2,V)~ (1)

Para obtener la funcién de densidad de R es necesario integrar (1) con respecto a X, y, vy, v; i.e.

1
_ A=p)" 2 =2 = Qorf L (n- 14k
0= VAl (3= D) (3(n=2)) iz k! F< 2 )

Nota Si definimos Z = %log } J_rg yy = %log i tg para valores pequefios de n, la ley de Z estd

préxima a la ley N (y + ﬁ, n]j)

Un resultado parecido fue obtenido por Fisher (1925) quien demuestra que R se distribuye asint6ticamente

1+R
1-R

como una distribucién N (p, %(1 - p2)2> y ademads % log ( ) para n grande, se distribuye como

N (v %)
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3.6 Indicaciones sobre la biisqueda de una prueba U.M.P.L.

Se supone que P estd indexada por § € @ C R (se supone que O es un intervalo). Sea Lo = {Py,},
con 6y € G()) v P = {Py: 0 € ®\ {6}}. En este caso se dice que la prueba es bilateral. Se desea
encontrar ® U.M.P.L de nivel @ = [ ®dPy,.

Si P esta dominada por una medida u o-finita, entonces denotamos L( -, 6) la densidad de Py, con

respecto a u y tendremos:

[®L(-,00)du =
(H
ﬁq)(Pe) >, VP@E‘B].

Suponemos que S¢(Py) = Lo (6) es derivable y como @ es sin sesgoy 6 € @o implica que B4(6p) = 0.

La condicién sin sesgo se escribe 8¢,(6p) = 0y si se puede derivar bajo el signo de integral:

log L
@ ﬁép(90)=/®(%)9 du=/d><d§§ ) L(-,60)du =0
o 6

Dado que se toma 6 € ® \ {6y}, para tener una prueba la mas potente es necesario que:

3) /(DL( -, 0)du sea maximo, V6 € O \ {6y}, D fijo,

entonces el problema viene a ser, encontrar @ tal que la integral (3) sea méxima con las restricciones
My @.

Asi después de la generalizacién de Neyman-Pearson para m = 2:

1. _ (dL _(dlogL _ 1.
gl _L( 790)7 82— (d9)€0_< d9 QUL( ’90)’ h_L( 19)7

se puede tomar:

D) =1 5iLw,0) > kLW, 0) + kL, 6) (dl;gg L)
o

D(w) =0 siLl(w,0) < kiL(w, b + kL(w, 6) (a’log L) ’
0o

o0 sea:
_ . L(w,0) dlogl
Ow)=1 si L(w.60) > ki + ko ( a0 .
0

L0 dlogl
D(w) = 0 51L(((Z)90))<k1+k2( oL ) .
5 6o
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Nota Si se encuentra @ que responde a éste desarrollo, no se estd seguro de tener la prueba
U.M.P. entre las pruebas sin sesgo; pero si es, debe verificar las condiciones.

Ejemplo Sea la estructura estadistica (R, Br vy, 1)/ucr)y- S€ desea probar:

Po = (N(uo, D}y B3 = {N(u, D/ # po}-

La estructura estd dominada por la medida de Borel y se tiene la funcién de verosimilitud L(x, u) =

1 n
-5 > (x—p)? n _
(VZryre 2 x = (x1.....x) €RY, % = n(—p), con ¥ = 13 x, [_L((,Z’/% = kelHonT,

i=1

k > 0, de donde:

D(x) = 1 si ke T > oy + kon(E — po) &= ¥ > |+ KR,

ler caso: Sik; < 0, entonces @(x) = 1, si X > ¢/, pero la prueba no es sin sesgo.
2do caso: Sikj > 0, entonces O(x) = 1,siXx<coxX>d,c<d.
Si it < o, las condiciones son las mismas y en definitiva tenemos:

Ox)=1 six<cox>d, c<d,

Ox)=0 sic<x<d.

La prueba @ es determinista. Es necesario determinar c y d que satisfagan (1) y (2). Asi tenemos que

Bo() =P (X >doX <c).
Nivel @ = P, (Va(X — o) < V(e — o)) 0 V(X — o) > Vi(d — o)), entonces:
Bo(w) = F(vn(c — ) + 1 - F(\n(d - p))
Bo(o) = 0 & f(Vn(c — o)) = f(Vn(d — o)) & ¢ = po = —(d — po),
es decir @ = 2F(\i(d — o)) &= Vi(d — o) = F~! (%)

Ejemplo Si o = 0.05, n = 100, 4o = 0, se tiene F~! (%) = 1.96, por lo que:

c=-0.196yd = 0.196

Observemos que @ es sin sesgo. Estudie la funcién potencia.
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3.6.1 Indicaciones en el caso 3, compuesta

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo1 (R, Bggpy, con P = {N(u, 1)/u € R}, Po = (N, 1)z p < po}, Pty > pho.

Ejemplo2 B = {N(u,0?): ueR,0 >0}, Bo = (N, o?): o> 0}, B1 = (N, 0?): u # o, o >
0}.

En ambos ejemplos By es compuesta.

Si @ es una prueba, Bo(P) en general no es constante para P € Py y si se define el nivel @ =
sup Bo(P) es dificil de manejar.

PeP

Nos podriamos preguntar si es posible restringirnos a pruebas @ tales que B¢(P) = k (constante)
VY P € 3. Para el ejemplo 1 esto no es posible; sin embargo en el ejemplo 2 si es posible hacerlo. En

este ejemplo al pardmetro o se le llama pardmetro fantasma.

Recordemos que si se tiene una prueba @ tal que B¢ (P) =cte sobre By, @ es una prueba libre sobre

Po.

3.6.2 Pruebas libres deducidas de pruebas condicionadas (Estructuras de Neyman)

Si se considera una estructura del tipo (Q2, A, {Py: 6 € ®}) y se considera® = ®; X0, i.e.0 € O —
6 = (61,6,).

Si tenemos Po = {Py: 0; = 67,60, € Oa2}, Py = {Py: 6 # 6,6, € @y} y que ademds existe una
estadistica T con valores en (%, €) que sea suficiente para la estructura (Q, %2, Bo), la ley P € Py
condicionada a T no depende de 6,. Por tanto, se considera la estructura (Q, 2, 7).

La hipétesis Py es entonces P~ = (PI=": 6, = 6%, 6, € ©,}, la cual es una hipdtesis simple que no
depende de 8,. Sobre esta estructura se puede fabricar una prueba (condicionada) ®; y que se lleva
al problema anterior para encontrar la prueba 6ptima.

Decir que la prueba es de nivel « es decir que Egl::tﬂ‘l’ (D)) = a.

Asi la prueba @ de By contra P tal que P(w) = Dr,y(w) = O;(w), es una prueba libre de nivel a.



78 Capitulo 3. Pruebas de hipdtesis

En efecto:

Eg ,(®) = Egp,(Egy (D) = Egp g, (Egpy (D) = @,

ie. EHT?ﬁz(q)) no depende de 6,.

3.7 Indicaciones sobre los problemas de estimacion puntual

3.7.1 Desigualdad de Cramer-Rao

Vamos a demostrar que bajo ciertas condiciones un estimador de un parametro real, no puede tener
varianza menor que un cierto valor. Sea (Q,%A, {34: 6 € ® c R™}) una estructura estadistica 'y sea T

una estadistica con valores en (R™, ®Brn). Se supone que la estructura esta dominada por una medida

u o-finita, de densidad con respecto a u, denotada f, la cual verifica:

/fedﬂ =1 :
Q
/ag;lfef@dﬂzo, i=1,....,m ?

Si el conjunto [fy > 0] = {w € Q/fy(w) > 0} no depende de O € O, entonces (2) expresa que (1) se

('ang _ L%
6;  fo 06;

deriva bajo el signo de integral, pues
Reciprocamente, cuando [fy > 0] depende de 6, (2) no se cumple. Asi se tiene que (2)
Eq (agglf@) - 0.

dln fy

Definicion 3.7.1 Si 90 € L, se llama informacion (en el sentido de Fisher) la matriz

alnfg alnfg
oo ()|

Iy =

Cuando 0 € R, 1y se reduce a vary (dl;afg >

Podemos derivar (2) bajo el signo de integral:

% 1n f; dlnfy, dlnfy _ ,
a6.00, 7+ | ~5g, ~ge, 10 =0 @)

de donde:

dlnfy dlnfy) _ Olnfy dlnfy\ _ 0 1n fy
E”( %, o0, )‘Covg( a0, * 06, )‘E(’(aeiaej ' )
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10 R [55T) -5 (E1) v (285)

— La densidad fy depende de p, por lo tanto “a priori” las formulas (1), (2), (3) dependen de u. Sin

. e dominante 40 = P _di dPy o dPy
embargo, si v es otra medida dominante & " dgdv por lo que log I = log du + log D
dln fy

Tomando la derivada del logaritmo, se encuentra que a0, "o depende de p.
1

Teorema 3.7.1 Desigualdad de Cramer-Rao

Sea T una funcion medible, T: R™ — R diferenciable y sea T una estadistica real en L, tal que:
Ey(T)=10) = /Tﬂ;d/,l.

Se supone que la condicion (1) se satisface, asi como la siguiente condicion:

or _ dln fy
a6; ~ / T 00; Jody, @
entonces se tiene:
Ed
— P <var(T), i=1,...,m.
s ) T
o\ | ~96;

Demostracién Si U, V € L, sabemos que |cov(U, V)|> < var(U) var(V), de donde

’ CoVy (T, 6(1’;;’f9) ‘2 < vary(T) vary (6(1,;;ifg>.

Por la condicién (4) tenemos que covg (T, (9(1915]‘ 9) =FEy (Tagéf 9) = %, es decir

[%r < vary(T) vary (ag;lfe)

— La desigualdad de Cramer-Rao = m desigualdades.

—En el caso particular en que 7(6) = 6}, caso en que T es un estimador insesgado de 6;, la desigualdad

se escribe:
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Practica de la desigualdad

Si se desea estimar 6 € R y si T estima sin sesgo 6, entonces la desigualdad da un minorante de la

varianza de T y si se encuentra que vary(T) = W, entonces 7T es el mejor estimador (en
(%))

el sentido del error cuadratico medio).

Ejemplo 1 Se considera ({0, 1},°B{O0, 1}),{Pq: 0 €]0, 1[})"*, con Py({1}) = 6, Po({0}) = 1 — 6. Asi

e n=3- %
tenemos fp(x) = 6”:1x (1-6) = ,conx € {0,1}*. Sitomamos la variable aleatoria X;(x) = x;,

entonces Y X; ~ B(n,6) y ademds:

i=1

In fy(x) = ( : xi) In6 + (n - éx,») In(1 - 6),
por lo que:
LTS R )
Por otro lado, se verifica (1), pues Ee(dljgfa) = ’;—g — n((ll_—eﬁ)) = 0y ademais dzdl;zf(’ (x) =

1y 1 S
— Sxi— - (n =3 x;) cumple:
i=1 - i=1

_Ee(dﬂnfa) _ng n1=0 _ _n _ E@([dlnﬁr)

a? ) @ (1-0?F 61-0) deo

Si T estima sin sesgo 6, E¢(T) = 6 'y por Cramer-Rao:

01-6) _ 1
' E‘g([dglefg]z) |

varg(T) >

por lo tanto, si 7 = % 'nl Xi, Eg(T) = 0, es un estimador sin sesgo y varg(T) = 9(1n— 9), es decir T es
el mejor estimador. )
Ejemplo 2 Se considera (R, Bg n(u02): peR.o>0)y-
a) Demostrar que X es el mejor estimador de p.
b) Estudiar la estadistica S% = ﬁ é(X,- - X)%
Solucién
Lyn(HH n
a) Sea f,(x) = (\/z_#)neiz =1 ( 7 ) s (95;]‘ = ; xio__z'll, E,,(alanTﬁ‘) =0,
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Finfe o, 9 1n f, 21 1
Gl = e Eﬂ( -5 ) = = e
olnfy p &K xi—p)? <5lnfa) n _ no’
b) =2 >t E,|—/")=4-"%-=0,
9o o B S0 (o
9*In f, n (i — 4’ &*In f, n , 3no? _ 2n
T=-L +3) = E( ”):——+—=—.
do? o2 = ot 7 T\ o o2 ot o?
Asi, E(S?) = %0'2 = 02, es un estimador sin sesgo.

2y _ 20* _ 40t _ 20
VaI(S)—n_lzzn T
Caso en que el minorante de Cramer-Rao es esperado

Sea 6 € R, estudiaremos el caso en que existe T tal que:

Eo(T) = 7(0)
7/ (6)?

a([5G"])

La idea es ir a la demostracién de Cramer-Rao pues | cov(U, V)|* < var(U) var(V) y la igualdad se da

M vary(T) =

siysblosi U =aV +b.
Las condiciones (1) se satisfacen si:

) dglgf" = a(®)T + b(0).

Integrando obtenemos:

In fy(w) = A(OT (w) + B®) + C(w)
folw) = eA(9)T(w)+B(9)+C(w),

es decir tenemos una estructura de tipo exponencial.

Si (2) sucede, tenemos que A’(6)Eq(T) = —B’(6), lo que implica:

EoT) = =278} = 7(0),

con lo cual se ha demostrado el teorema siguiente.

Teorema 3.7.2 La desigualdad de Cramer-Rao satisface (2) si 'y solo si existe una estadistica T, en
B'(0)

una estructura de tipo exponencial que sea un estimador sin sesgo de ~A0)
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Definicion 3.7.2 Eficacidad de un estimador

’ 2
Sabemos que vary(T) > k(0) = 7;1(1—?1)]‘2’ entonces llamaremos eficacidad del estimador T al
a([%a'])
valor:
_ _k®
~ vary(T) <1.

Sia = 1 sedice que T es un estimador eficaz (i.e. cumple la desigualdad de Cramer-Rao). También

se dice que T es eficiente.

3.8 Estudio de muestras empiricas de leyes gaussianas

En el estudio analizaremos muestras del tipo (IR, Bg (y(u,02): ueR o>0}y-

3.8.1 Estudio de la estadistica (X, S2)

n n
Sean X; las aplicaciones coordenadas X;: R" — R, X = % X, 8% = P l T S(X; - X)2.
i=1

i=1

Sabemos que (X, S?) es una estadistica suficiente y completa y estima (u, o).

Distribucion de (X, S?)

u

Se sabe que los X; son independientes de ley N(u, 0%). Sea U; = L , son independientes y de ley

N(@,1).SiU = (Uy,...,U,), entonces U ~ N(0, I,,).
1 1

Voo n
M

Se efectua el cambio de variable V = AU, A = , donde A es una matriz de orden n

ortogonal con la primera fila igual a i\/_(l, ..., 1). Laley de probabilidad de V es multinormal a n

dimensiones y V ~ N(0,AIA”) = N(0, I), por lo tanto Z U?=UU=V'AAV=VV= Z V2.
i=1 i=1

Sabemos que Z(X —u)? = Z(X - X)? +n(X - u)?, osea Z U? = 2(X w? + Z (X X) =

i=1 i=1

I(X - p?+ 1= 1g2,
02( H) o

Como V = AU, se tiene que V =LZ’1:UA=M v? = (X — 1), entonces:
5 q 1 \/ﬁ'—l i \/ﬁ > V1 0_2 M),
n=lg2 iy 4 v2
o?

—Dado que)_( ~ N(y,o-z/n) se tiene uS2 ~/\{271, es decir §2 ~ F(” = 1, h= 1).
o? " 2 202

n
— Los V; son independientes i.e. V; es independiente de > VZ, o sea X y S2 son independientes. El
i=2
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resultado s6lo es vélido para leyes normales.

— La distribucién de (X, S ?) es el producto de una normal y una gama.

3.8.2 Aplicacion al intervalo de confianza

Consideramos siempre la estructura (R, Bg (y(u,02): uer >0 Y S€ desea encontrar un intervalo de

confianza para y de nivel a.

Si conocemos o el intervalo serd X + Y—r,,, donde 7, es tal que P(IN(O, D] < t,) =1 -a.

Vi

Pero en general o es desconocido por lo que es necesario encontrar otro método para poder obtener

un intervalo de confianza para u de nivel a.

Para esto consideramos la estadistica:

n vy _ _
. JEX D %y
¢n—1zﬂ V/S2/n

0'2 n-—1

~th-1.

Se puede calcular P(|IT| <7,

,%) =1-ayelintervalo serd X + \/ 2t
3.8.3 Pruebas usuales para muestras normales

A - Una muestra: hipdtesis sobre las medias

Estructura estadistica (R, B (v(.02): ueRr o0}y

Hipétesis Hy = {N(ug,0?): o > 0}, H] = {N(u,0%): pu > po, 0 > 0},
HY = {N(u,0?): u < g, >0}, H = {N(u,?): u # o, o > 0}.

Las pruebas usuales, llamadas pruebas de Student, son las siguientes, definiendo v = n — 1:

a) Prueba de H contra H| (prueba unilateral): u = uo contra u > uo.

V(X — po)
S

realizacién de la variable aleatoria 7 de Student.

Ox) =1 T = > t,4, O sea se rechaza Hy si T(x) > t,,, donde T(x) es una
b) Prueba de Hy contra H{ (prueba unilateral): 4 = uo contra p < uo.

Ox) =1 T = M < —tyq, 1.€. se rechaza Hy si T(x) < —t,,, donde T(x) es una

realizacion de la variable aleatoria T' de Student.
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¢) Prueba de H, contra H; (prueba bilateral): u = po contra u # .

@(X)zlﬁM<—lgOM>tg,
S ~ ) S 1)
i.e. se rechaza Hy — M >t

S s

Propiedades

1) En los tres casos, por la definicién de #,,, el nivel de ® es @. Ademds la imagen de estas pruebas
es constante (igual a @) sobre Hy es decir Vo, o > 0. Estas pruebas son libres sobre Hy. Observe

que @ estd en funcién de la estadistica suficiente (X, S 2y,

Las tablas permiten encontrar los valores ¢, para pequefios valores de v. Para valores grandes de v
se utiliza el hecho de que la ley de Student se aproxima a la ley normal.

V(X — po)
S

2) La potencia depende a la vez de u y o; asi sigue una distribucién de Student no

Vn(u = po)
a

centrada con v = n — 1 g.d.1. y de pardmetro de descentrage 6 = . Se obtiene una ley de

Student no centrada de pardmetros v y ¢ como el cociente de una variable aleatoria N(d, 1) y la raiz
cuadrada de un y? dividido por v. Estas variables son independientes. Las tablas dan la potencia de
las pruebas, asi por ejemplo para la primera prueba unilateral, dan la probabilidad de que una variable

aleatoria de Student no centrada de pardmetros v y ¢ sobrepase el valor #,,.

3) Se prueba facilmente que una prueba es convergente para todo a €]0, 1[, es decir que la potencia

Bo(P) — 1, cuando n — oo, Y P € H,.

4) En los casos a) y b) las pruebas son U.M.P. y en el caso ¢) es UM.P.I.
B — Dos muestras

B.1 Hipétesis sobre las varianzas

Estructura estadistica

(R, BR (N u1.01): 11ER01>0) 8RB sy ) o car 0172
Hipétesis Hy = (N(u1,02)®N (2, 02): pi, o ER, 0> 0y =0y = 09, H: 0 > 02, HY: 07 < 02,
H\: o0 # 0.

- nl
Denotemos X1, X12,. .., X1n,; X21,X22,..., X2, las aplicaciones coordenadas y X; = % > X,
i=1
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ny _ _ n o) _

§%= nll_ T X=X X, = ;le > X, 83 = 71271_1 > (Xoi — Xp).
P i=1 =1

Stlo

S3/o3

ny — 1,y v, =ny — 1. Se denota f,, ,, » €l valor que sobrepasa, con una probabilidad @, una variable

Dado que § f yS % son independientes, entonces el cociente F = ~ F(vi,v2), donde v; =

aleatoria de Fisher de pardmetros v, y v;.
Las pruebas usuales, llamadas pruebas de Fisher, son las siguientes (con vy =n; — 1y vy =np — 1):

a) Prueba de Hy contra H{ i.e. 0"y = 0, contra oy > 073.
O(x) =1 & S1/S5> fuma

Se rechaza Hy si (S7/S3)(X) > £y, v,.a» donde (S3/53)(x) es una realizacién de la variable aleatoria F

bajo Hy.

b) Prueba de Hy contra H{ i.e. oy = 0 contra oy < 073.
O(x) =1 & S3/S7> frona

Se rechaza Hy si F(X) > f,,, « bajo la hipotesis Hy.

¢) Prueba de H, contra H; i.e. oy = 0, contra o # 0.

S S
dx)=1 = S—% > fvm,% 0 S—% > va,v,,%'

Se rechaza Hy si F(x) o 1/F(x)esmayorque f a O fvm’

g 2

En la practica se considera sup(S3, S 1)/ inf(S3,S7) y se compara con f,, , o, donde v} son los grados
1°Y2> 3

de libertad del numerador y v; son los grados de libertad del denominador.

Propiedades

1) Las pruebas son de nivel a y libres sobre Hy.

2) La potencia es facil de calcular; no depende de y; ni u, y depende solamente del cociente p =
o1/0o,. Para la prueba de H, contra H| por ejemplo, para un nivel @, la potencia es igual a la

2
probabilidad de que una Fisher F(v;, v,) sobrepase el valor (%) Srivma-

B.2 Hipétesis sobre las medias
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Estructura estadistica

(R, BR (Nu.0): 1 €R0>0)1 @R B (s, 0 prcirsops

Notemos que las varianzas de las muestras son iguales a priori.
Hipétesis Hy: M1 = U, H; DUy > U, H;/Z M1 < M2, H: M1 F L.
Adoptamos las mismas notaciones que en B.1. Por otro lado:

_(n = DST+(ny — 1S3

S2
n +n2—2

Observemos que S es una estimacién “comin” de la varianza para las dos muestras.
Las pruebas usuales son las siguientes (pruebas de Student) con v = nj + np — 2 g.d.l.

a) Prueba de Hy contra Hy (1) = up contra u; > o).
Se rechaza H si XX ~tya-
1 1
S? (le + n7>
b) Prueba de Hy contra H{’ (u; = u, contra yu; < ).
Se rechaza H si D (U ~tya-
1 1
\/S? ( m rTz)
c¢) Prueba de Hy contra H; (u; = p, contra y; # ().
Se rechaza Hy si D b ¢ NS fa.
1 1 "2
\/S? (nT + rTz)
Propiedades Tenemos siempre pruebas libres sobre Hy, de nivel a. La potencia se obtiene a través

de una ley de Student descentrada con v = n; + ny — 2 g.d.l. y de pardmetro de descentrage 6 =

M1 — M2

1,1
o m+W2

Las pruebas son convergentes cuando a la vez n; y n, tienden a infinito.
Caso en que las varianzas son diferentes

Estructura estadistica
(R, Bg, {N(u1,07): u1 € R0 > 0)" @ (R, BR (N @r.o2): meRay>0)y.

Hipétesis Hy: py = o, Hi T > o, Hy:opy # .
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Aqui indicamos la prueba utilizable para grandes valores de n; y n,. Con las notaciones precedentes:

M ~ N(0, 1), sipp = py.
07 0'%
ot

Por otro lado S? y S5 convergen en probabilidad respectivamente a o} y 03, si ny y ny tienden a

infinito.
- X 1
Siu = o, Xi =X iN(O, 1), cuando ny,n, — oo.
S, 83
mtm

Sea t, el valor tal que P(N(0, 1) > t,) = «.
Las siguientes pruebas son asintéticamente de nivel «. Para valores grandes de n; y n, tenemos:

a) Prueba de Hy contra H| (u; = u, contra yu; > ).

. X -X
Se rechaza Hy si —1=—22_ > ¢,.
2 2
St 53
nj ny

b) Prueba de Hy contra Hy (u; = u, contra py # uy).

. X -X
Se rechaza H si X=Xl > ta.
2 2 2
ST .52
np np

3.9 La prueba y? (chi-cuadrado)

Nos interesamos aqui en pruebas que permiten verificar la hipotesis Hy: homogeneidad de muestras,
independencia de caracteres, ajuste de una ley a una funcion de probabilidad determinada, dada a

priori, etc., contra la hipotesis alternativa H: no Hy.

Para esto estudiaremos la ley limite de una distribucion multinomial.

Teorema 3.9.1 Se considera X = (Xy,...,Xy) una variable aleatoria multinomial M(n, p1, ..., pr).

Sea Y; = , entonces

\/npj =1

cuando n — o).

Xj —np; k o) . e 2 H
Yj ~ asintoticamente como una Xi—1 (é‘S decir converge en l@y

. k k
S ij y como ) X; = n, entonces ) Y;+/p; = 0. Ademds sabemos
J j i=j

NG st

que E(X;) = np;, var(X;) = np;(1 — p;), por lo que:

Demostracion Sea Y; =

X;

j= Vi SN0 - ),
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por el teorema central del Iimite.

M
Sea K, Z Y; 2 y sea S una matriz ortogonal tal que S =

J=1 VP PR

k
Se define Z = SY, entonces Z;, =y | Yi\/pj = 0, por lo tanto:
j=1

K, =7'S8'Z = ZZZ Zzz

i=j j=1

I
™
~

La funcion caracteristica de X es:

Dx(t1, ..., 1) = (pret + - + prety’

k
- -i30 Vapjt;
Oy(rr,. ) = By =e =

Pero, ®;(u) = Oy(S'u) = Oy(t), donde t = S'u.

Seau = St, entonces uy = Z \Pjtj, de donde dz(u) = e+ Vi [ije W} y ademds:

J=1

k i —1"
D,y mmr) = O (ug, ... u—1,0) = {ije m} ,

cont' = (M], .. .,Mk_l,O)S =us.

i 2 2
i t
ip; _ _ 1 .
Por otro Iado,e =1+ \/_ \/_ a0t 0(1) cono(l) — 0, cuando n — oo. Asi:
’/
" e U SUN R 3. P1t)
NEZEE t == ) 15+ wo(l),
; \/_J 7 nig s

k
donde ) t; \Dj = s;t=s.5"u,conS’ =(sy,...,8,). Perocomo S es ortogonal s;.S" = (0,...,0,1)
J=1

y$S"u = 0. Ademds:

k n
log®,, .. (ui,...,up_1) = nlog [ ZL 6+ %o(n)} = —% o6 +o(1).
Jj=1 Jj=1

k k-1
Dado que ) #5 = t't = (S'u"Y'S’u* = u*’'u* = )" u3, se concluye que:
J=1 J=1
1L,
T2 21
DO, o, um) — e "7, cuandon — oo.
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Las variables aleatorias Z,, . . .,Z—1 son asintoticamente normales, reducidas e independientes y la

suma de los cuadrados se distribuyen asintticamente como un y?_,.

k

— Para n grande, K, = ) _ Y]? tiene una ley proxima a la y* y se utiliza esta ley aproximada para
=

construir una prueba de Hy: “la ley considerada es la ley multinomial de pardmetros (n, py, ..., pr)”s

contra H,: no Hy de la forma siguiente:
—Si K, > {4_1 serechaza Hy.
—Si K, < {4_1,4 se acepta Hy,
con P(/\(,%f1 > li-1a) = @.

— La prueba tiene nivel asintético a y se demuestra que es convergente.

3.9.1 La prueba y? como una prueba de ajuste

a) Caso de parametros conocidos

Prueba de una proporcion Si X ~ B(n,p), 0 < p < 1ysi Hy : p = py, entonces se rechaza la
hipétesis Hy si:

(X — npo)* .
Ky=——"2 _>¢ 1, k=2iek-1=1.
" npo(l—po) T M

Ejemplo Se efectiian 1000 lanzamientos de una moneda y se obtiene 464 veces cara y 536 cruz.
Probar con un nivel @ = 0.05 si la moneda es perfecta.
Consideramos que la probabilidad de obtener cara o cruz es la misma Hy : p = % Al aplicar la

prueba y? tenemos:

x - (464—500 (536 - 500)°
" TT500 500

=5.184, {1005 =3.841,

es decir se rechaza Hy y se admite que la moneda estd mal equilibrada.

(X —np)? + (X2 —ng)* _ (X, — np)*
- np nq - npq :

— Observemos que K,

- {% J_r% €1aX (1 - %)} es un intervalo de confianza asintotico para p, de coeficiente de seguridad

1-a.
Ajuste a una ley discreta

Estudiando 53680 familias con 8 hijos, se han observado los resultados siguientes: (k es el n° de
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varones, n; es el n® de familias con k varones)

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8

ng | 215 | 1485 | 5331 | 10649 | 14959 | 11929 | 6678 | 2092 | 342

1

Hy : El nimero de varones en una familia es distribuido como una ley binomial de pardmetro un ;.

Asi Py, = (’g)(%)8 = (g)/ZS y tenemos la tabla siguiente:

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8
1 8 28 56 70 56 28 8 1
Pk 756 756 756 256 256 256 256 756 756
np 210 | 1680 | 5580 | 11760 | 14700 | 11760 | 5880 | 1680 | 210
e 215 | 1485 | 5331 | 10649 | 14959 | 11929 | 6678 | 2192 | 342
— 7
% 0.12 | 220 | 49.8 | 101.7 | 538 | 298 | 117.6 | 104.7 | 82.97

Tenemos que K,, = 478.34 y hay 9 categorias, es decir 8 g.d.l. La cota al nivel 1% es {301 = 20.09,
por lo que la probabilidad dentro de cada familia de tener un varén en cada nacimiento no es %, o bien
la ley no es binomial (lo que supone que los nacimientos no constituyen en cuanto al sexo, eventos
independientes en cada familia).

Ajuste a una ley continua

Sea X la variable aleatoria de funcion de reparticion F completamente determinada. Se agrupan las
observaciones en clases C; y se calcula p;, es decir la igualdad de la probabilidad observada a la
probabilidad tedrica de pertenecer a una clase determinada:

X; = n° observaciones de la clase C;,

k = n° de clases,

n = n° de observaciones.
La estadistica K,, = é} % ﬂp\/i_l y se denotard K,, = > M.
— En la practica el efectivo de cada clase debe ser mayor o igual a 8.

— Diremos que la muestra no se ajusta a la ley de probabilidad F, si K, > €x_; q-

— Si los efectivos por clase son pequefos, se agrupan en varias clases. Sin embargo se tiene interés

en tener el maximo de clases para perder el minimo de informacion.

— La distribucion de K, es independiente de F.



3.9. La prueba y? (chi-cuadrado) 91

b) Caso de parametros desconocidos

Sea F(x,0) la funcién de reparticion de una variable aleatoria, donde 6 es un pardmetro en R®

que se debe estimar. Utilizando la muestra, 6 es estimado por 9,,. Se tendra entonces K,,(@,,) =
k (X; - npi(én))z
izl npi(6)

Teorema 3.9.2 Teorema de Cramer

Cuando F pertenece a la familias de leyes exponenciales K,(8,) es asintéticamente distribuido como

un x2, conv =k —s—1g.d.lL, donde s es el niimero de pardmetros desconocidos.

— Las estimaciones se obtienen a partir del método de maxima verosimilitud o un método equivalente.
Nosotros aceptaremos el teorema sin demostracion.

Ejemplo En los 400 cuadros de un hematimetro, se han contado 1872 organismos con la reparticion

siguiente:
n° de organismos | 0—1 | 2 | 3 4 15 6 7 8 9 | 10>

n° de cuadrados 20 43 | 53 | 86 | 70 | 54 | 37 | 18 | 10 9

. Se puede suponer que el niimero de organismos por cuadro sigue una ley de Poisson?

P . . : 3 _ 1872 _
El pardmetro de esta ley de Poisson es desconocido y se estima por A = 55 = 4.68.

5 3k
Los efectivos tedricos son 400py., con py = e‘ﬂﬁ.

0-1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 total
npk 21.0 | 406 | 634 | 74.1 694 | 542 | 362 | 212 11.0 | 8.66 | 400
Xk 20 43 53 86 70 54 37 18 10 9 400

Xk — NPk 1.08 2.35 10.4 11.8 056 | 0.16 | 0.79 3.18 1.02 | 0.34

(xx — npr)? 1.16 | 552 | 108.0 | 139.0 | 0.31 | 0.026 | 0.62 10.1 1.04 | 0.11

_ 2
% 0.055 | 0.136 | 1.71 1.88 | 0.005 | 0.000 | 0.017 | 0.477 | 0.094 | 0.013 | 4.38

Hay 10 clases y un pardmetro estimado, v = 8 g.d.l. La cota al 5% es 15.507, por lo tanto la hipétesis

Hy “la ley es de Poisson de pardmetro A = 4.68” se acepta.

Ajuste a una ley continua
Las notas obtenidas en un examen por 200 estudiantes se reparte de la manera siguiente:

Nota n; 10|11 (12|13 |14 | 15|16 |17 |18 |19 |20 |21 |22 |23

n° estudiantes de nota n; 1 5 10 | 15|20 |27 [ 33 (3020 | 15|12 | 7 4 1

Hy : Las calificaciones se distribuyen normalmente.

La estimacion de los pardmetros desconocidos es X = 16.29, s = 2.611.
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Considerando las clases | — 0,9.5[, 19.5,10.5[, ..., ]22.5,23.5[, ]23.5, oo[, calculamos las probabili-
dades p; de cada una de estas clases, bajo la hipétesis Hy, o sea N(16.29, (2.61 1)3).

X; 9.5 | 105 | 11.5] 125|135 | 145|155 (16.5|17.5|18.5[19.5|20.5|21.5|22.5|23.5
(x; = %) |[-6.79|-5.79|-4.79|-3.79|-2.79|-1.79|-0.79| 0.21 | 1.21 | 2.21 | 3.21 | 4.21 | 5.21 | 6.21 | 7.21
(x; — X)/5|-2.60|-2.22|{-1.84|-1.45|-1.07|-0.69|-0.30| 0.08 | 0.46 | 0.85 | 1.23 | 1.61 | 2.00 | 2.38 | 2.76
F(#;) (0.005(0.013/0.033{0.073|0.142|0.245{0.382]0.532|0.677]0.802(0.891{0.946|0.977|0.991{0.997
Di 0.005{0.008(0.020{0.040{0.0690.103{0.137|0.150{0.145|0.125|0.089(0.055{0.031{0.014|0.006(0.003
200p; 1 1.6 | 4 8 |13.8/206(27.4| 30 | 29 | 25 [178| 11 | 62 |28 | 1.2 | 0.6

Es recomendable agrupar las dos primeras clases, asi como las tres tltimas. En la tablat; = (x;—X)/s.

En la tabla siguiente se da el efectivo tedrico asi como todos los elementos para el calculo de K,,.

Tenemos aqui once clases y dos pardmetros estimados a partir de la muestra, i.e. v = 8 g.d.L

xi | npi | xi—npil | (i —np)?* %
0,11.5 6.0 | 6.6 0.6 0.36 0.055
11.5,12.5 10 | 8.0 2 4.0 0.500
125135 || 15 | 138 | 12 1.44 0.104
13.5,14.5 || 20 | 20.6 0.6 0.36 0.017
145,155 || 27 | 274 04 0.16 0.006
15.5,16.5 || 33 | 30.0 3.0 9.0 0.300
16.5,17.5 || 30 | 29.0 1.0 1.0 0.034
17.5,18.5 || 20 | 25.0 5.0 25.0 1.000
185,195 || 15 [ 178 | 28 7.84 0.440
19.5,20.5 12 | 11.0 1.0 1.0 0.090
20.5,30 12 | 10.8 1.2 1.44 0.133

K, =2.679

La cota para la prueba es 15.507, con @ = 0.05. Se acepta la hipotesis Hy.

3.9.2 Prueba de homogeneidad

Comparacion de dos proporciones observadas: tabla 2 x 2

Se tienen dos muestras independientes de tamafio N1 y N,. Se separan los individuos: los que tienen

el caracter C y los que poseen el caracter complementario C’. Asi tenemos la tabla:

caracter C | caracter C’ | Total
1 muestra n nj N
29 muestra ny ny N>

N
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Hipétesis Las dos muestras son extraidas de una misma poblacion donde cada individuo tiene la

probabilidad p de tener el caracter C, i.e. p se estima por p = mim,

Para la 1? muestra el ajuste se hace con respecto a la binomial B(N, p) y la segunda muestra se ajusta

a B(N,, p), entonces:

2 _ (m = Nip)* (712 - N2 p)?
N\ pg N>pg

con g = 1 - p. Cada miembro de la suma es un y7 y son independientes. Hay un pardmetro estimado,

porlotantov=2-1=1.

La hipétesis se rechaza si la cantidad y* > Cla-

3.9.3 Comparacion de k proporciones observadas

Se consideran k muestras y dos caracteres incompatibles C 'y C’.

caracter C | caracter C’ | Total
1 muestra n nj Ni
i muestra n; n; N;
k% muestra Ny n, Ni
Total M M N

Hipoétesis Las muestras son extraidas de una misma poblacion de probabilidad p de tener el caracter

C.
n
5" (n; = Nip)”
El valor de p es estimado por p = '=11V = % Asi tenemos que ) Z ! N.pG W = ib) , se distribuye

asintéticamente como un )(,%_1 y se rechaza Hy si X2 > li-1a-
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3.9.4 Caso general

Se consideran k muestras y Cy, ..., C, caracteres incompatibles.

Cy |-+ | Cj|--| Cr | Total
1 muestra | nj; ny | | my | N
i muestra | nj nj iy N;

k muestra | ngy | - | m e | N

Total M, Mi |- | My | N

Hipotesis Todas las muestras son extraidas de la misma poblacion, de pardmetros py, ..., p;.

Los pardmetros son estimados por p;

Wj. El ajuste de cada muestra es una ley multinomial de
pardmetros (N; p1,...,pr),i=1,...,k.

Para cada muestra se establece un y?. Por ejemplo para la i*® muestra es:

St Nip;
k k r (n::—N:D: 2
Asi tenemos x> = Yy} = 3% M
i=1

,conkr—1)-(r—-1)=k-1)({r-1)gdl yse
i=1 j=1 Nip; g4y
rechaza H si:

X > Loy
3.9.5 Prueba de independencia de caracteres

Caso 2 X2 Se consideran dos caracteres R 'y C y una muestra de tamafio N. Se clasifican los
individuos segun si poseen o no los caracteres R o C.

C | noC | Total

R ni n’l Ny
noR | m ny N>

Total | M, M, N

Hipotesis Los caracteres R y C son independientes.

La probabilidad de tener el caracter C, se estima por p, = % y la probabilidad de tener el caracter
Ny

N

R, se estima por p, =

La distribucion de la muestra se ajusta a una ley multinomial a 4 categorias. Las probabilidades de
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pertenecer a cada categoria son:

C noC

R MiN; | MaN;
N? N?

0 R M{Np M) N,
N? N?

Se obtiene asi un y*, con4 —2 —1 = 1 g.d.1, pues se estiman dos pardmetros. Calculando K, =

2
o—1 .
> ( i ) se rechaza Hy, si K,, > €1 4.

Caso k X r En este caso tenemos:
— un caracter con r modalidades 2 a 2 incompatibles Cy,...,C,
— un caracter con k modalidades 2 a2 incompatibles Ry, . .., Ry.

Hipotesis Los caracteres R y C son independientes.

C Ci |- C, | Total
Ry |nu |- |na |- | n1| N
Rj | my |- | mij |- |nj| Nj
Re | myg | = | mig | o | nwk | N
Total | My | - | Mj | - | M, | N

Se estima la probabilidad de pertenecer a la modalidad C;: %
N;
N

Se estima la probabilidad de pertenecer a la modalidad R :

conv=kr—-1-(r-1)-k-1)=r-Dk-1)gdl

Ejemplo La tabla siguiente da la clasificacion de 6800 personas sobre las cuales se ha observado a
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la vez el color de ojos y del cabello:

cabello

rubio | café | negro | rojo | Total

azul 1768 807 189 47 | 2811

gris verde | 946 1387 746 53 | 3132

@
RS
S

café 115 438 228 16 857

Total 2829 | 2632 | 1223 | 116 | 6800

(. Se puede afirmar con un 5% de error que el color de ojos y el color del cabello son independientes?
La tabla de efectivos tedricos, bajo la hipdtesis de independencia es:

cabello

rubio café | negro | rojo

azul #1169 | 1088 506 48
e}
°
S gris verde 1303 1212 503 54
café 357 332 154 14
. 2811 x 2829
Por ejemplo 1169 = =2=——22=2,
Jemp 6300

_2
Se forma asi un y* = > M, conv = 6 g.d.I. El valor x? es obtenido por:

_ 2 _ 2 A2
»_ (1768 -1169)° (10888077 (16— 14)

1169 307 7 = 1075,

por lo tanto (para a = 0.05, s, = 12.52) se rechaza la hipétesis y se concluye que hay dependencia.

Observaciones

— Hemos visto que en los dos casos (independencia-homogeneidad) la utilizacién de la prueba y* es

parecida y que las férmulas son practicamente las mismas.

— No debe confundirse un modelo con dos clases y varias muestras con un modelo de dos muestras y

varias clases. Las hipotesis no son las mismas y la prueba no tiene el mismo sentido.

3.9.6 Maétodo donde se minimiza aproximadamente el x> de una muestra

k 2
Xi—np;: ‘
Para una muestra de tamafio n, el x* se define por y* = % donde el evento j-ésimo se
j=1 !

k k
produce X veces, con ZXj = nyij =1.
J=1 J=1

Si los py,..., pr dependen de ¢ pardmetros independientes 6, ..., 60, se toma como estimacion de
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estos pardmetros, los valores que minimizan aproximadamente a x>, por lo que parar = 1,...,¢:
O _ S [Xi=np;  Xi=np)*1dp,
-2 [ |55 =0.
006, ]:ZI 2np§ 00,

La aproximacion consiste en despreciar el segundo término en los paréntesis cuadrados.

np;o
Asi tenemos, Z li ] 6Zj = N3g, (Z p ,) = 0 y tomamos los valores de los pardmetros 0, tales
que:
k (X;—np;)dp; X; ap,
;7],1 ij 30, r=1,...,¢ (1)
k
Ejemplo 1 Se puede estimar p;, ..., pi, a partir de una muestra de orden n = ) X;. Tomamos los
=
pardmetros py, ..., pr-1 Y las ecuaciones (1) se escriben:
Xl _ Xk _ _
E = ﬁ, 1= 1, . ,k 1,
dedondesetiene% =...= % =%yﬁ % i=1,...,k

Ejemplo 2 Se da una particion de Q enk eventos E|, . . ., Ey, la probabilidad p; de E; es desconocida.

Se quiere estimar p;, con la ayuda de s muestras de orden Ny, ..., N;,. El evento E; se produce X;;

k
veces en la muestra i, o sea ), X;; = N;.
j1

Asi tenemos:
s K (Xij = Nif)

con 0 = pj, ligadas por la relacién > 0; = 1. Las ecuaciones (1), conr = 1,...,k — 1, se escriben:
i=1

Como 6 = 1 —6; —--- — 6y, definiendo M; = ZXw N = ZM ZN,, la ecuacioén anterior se
i=1
escribe:
s
Xir Xy _ M, M M, M _ s _ M,
Z(@_W> 0 6 T 0= 0 _"'_Tk_Nyp’_W'

Ejemplo 3 Se dan dos particiones de Q) = U U, = U V; y consideramos que U; es independiente
i=1 Jj=1

de V;. Denotamos «;, B; las probabilidades desconocidas de estos eventos; la probabilidad de U; y
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V; es a; - B; y queremos estimar las probabilidades «; y 3, con una muestra de tamafio N, donde U;

y V; se producen X;; veces.
Los s + k — 2 pardmetros son @y, ...,®s—1 Y B1s- - Br-1-

Las ecuaciones se escriben:

s kX — NayBi daiB) & X, — naB;
i iPjOAYP)) G~ Arj T RUP) _ _
LT aB T, @ -0 r=L2osel

i=1 j=1 J=1

S & Xij = NaiB; 0@iB) _ & Xi — naifB
I A e SR =0, =12, k- L,
oo b B ; B

N M, » N
porlo que &, = 7 B; = Wt

Ejemplo 4 Buscamos estimar (u, 6) de una ley normal N(u, ) i.e. o> = 6. Se considera una particion
de R en k intervalos I} =]—oo, xi[, I = [x1,x2[, ..., Iy = [X)1, +oo[ ¥y una muestra de orden n, donde
la variable forma X; veces sus valores en el intervalo I;. La probabilidad del evento “la variable toma

sus valores en I;” es:

P = / _Jlf(x)dx,

1
donde f(x) = ﬁe‘w‘”’z,

Calculando (';p i %
u

y sustituyendo en (1), se tiene que:

koY xf(xdx R [ (=@ f(x)dx
ﬁ:%z_jxjfi o=L1sx2u .

A fwdx = S fdx

S—

Para simplificar el calculo numérico, se hace un desarrollo limitado de estas expresiones:
— suponiendo que X; = X; = 0,
— suponiendo que I, ..., I;_; tienen el mismo largo A y por centro {; = %(xj + X;_1) se encuentra:
=
f=5> Xilj+o0(d), siA—0
=2

0

) lk—l Az lk—]
C=a X ma) -yt a= g X
J= J=

3.9.7 Utilizacién de la estadistica >

Sea E, ..., E; una particion de Q, con probabilidades respectivas py, ..., p.
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Caso 1 Si se conocen los valores de los p;, i = 1,...,k y una muestra de orden n, entonces se tiene

que el ¥’ de una muestra:

£ (X = np))?
2 _ J J
X =2~ ap;

=i

’

sigue una ley que tiende “vagamente”, cuando n — oo, hacia X%—p entonces dado un nivel a se

encuentra un intervalo, donde y* se encuentra con una probabilidad 1 — a.

Caso 2 Consideremos una muestra de orden n y se estima las probabilidades p; por el método

aproximado y queremos encontrar un intervalo, donde el y* se encuentra con una probabilidad 1 - «,

. K Xi—npy)?
entonces es falso que la variable aleatoria y* = —np,
=1 J

, se distribuya asintéticamente como
una y;_,. En el ejemplo 1, se tiene que x* = 0.
Se utiliza pues el teorema de Cramer y se tiene “Se consideran s muestras de orden N; y se supone

que E; se produce X;; veces en la muestra j”.

La probabilidad p; de E; depende de { pardmetros y se estima p;, por las ecuaciones (1). Se supone
N = Z N; grande, entonces:
=1

= > 25: (X;j = N;pi)°

k
A~ ’
i=1 j=1 N;pi

se distribuye asint6ticamente como un x7___,.

sk
— En el ejemplo 2 tenemos que x> = >3 se distribuye aproximadamente como

2 _ 2
Xks—(k=1)-s = Xk=1)(s=1)

sk Xi'_NA'A‘Z
— En el ejemplo 3 tenemos que x> = > Xy = N& By

~ se distribuye asintéticamente como
iz1j=1  Nap;

) —_ .2
Xks—(k+s-2)-1 = X(k=1)(s-1)"
3.10 Ejercicios

1. SeaXj, ..., X, una muestra de densidad f(x) positiva sobre N. Se desea probar la hipétesis Hy: f(x) =
e’!/x!, x = 0,1,..., contra la hipétesis H,: f(x) = (%)Hl, x = 0,1,... Utilizando el lema de

Neyman—Pearson encontrar una prueba ® para el caso k = 1, n = 1. Grafique la potencia.

2. Sea Xj,...,X, una muestra de distribucion N(0, 1). Se quiere probar la hipétesis Hy: 8 = 0 contra



10.

100 Capitulo 3. Pruebas de hipdtesis

H,: 6 = —1. Probar que la prueba U.M.P. de H, contra H; utiliza la estadistica X y que sin =25y

a = 0.05, la potencia de la prueba es 0.999 cuando H, es cierta.

Sea X\, ..., X0 una muestra de tamafio 10 de distribucién N(0, 0%). Determinar una prueba U.M.P.
de nivel @ = 0.05, para probar Hy: o = 1 contra H,: oy > 1. ;Es ésta la mejor prueba de H, contra
Hi:o>1?

Sea Xi,...,X, una muestra de tamafio n, de densidad f(x,0) = 0x%', 0 < x < 1. Probar que la

prueba UM.P. de Hy: 6 = 1 contra H; : 8 = 2 depende de [] X;. Explicite la prueba ®.

i=1

Sea X,,...,X o una muestra de densidad f(x,0) = 6*(1 —6)'™*, x = 0, 1 y sea la hipdtesis Hy: 6 = %
10

contraH;: 6 < JT' Se rechaza H si Z] x; < 1. Determinar la potencia de la prueba para 0 < 6 < %.
i=

Sea X una variable aleatoria con densidad f(x,0) = 0<x<#6 SeaYy <Y, <Ys <Y,

1
97
las estadisticas de orden de una muestra de tamafio 4, de distribucion igual a X. Sea y4 el valor

observado de Y4. Se rechaza Hy: 6 = 1 contraH;: 6 # 1, siy, < % 0y4 > 1. Determinar la potencia

de la prueba.

Considere una distribucion normal N(6,4), la hipdtesis Hy: 6 = 0 se rechaza y se acepta la hipotesis
alternativa H, : 8 > 0, si el valor observado de la muestra X, de tamafio n = 25 es mayor o igual que

%. Determinar la potencia de la prueba.

Se consideran dos distribuciones normales independientes N(u;,400) y N(up,225). Sea 6 = uy — p
y sean X y Y las medias muestrales. Se considera que las muestras son independientes de tamafio n.
Se rechaza Hy: 8 =0y seaceptaH,: §>0siiX-Y > c.

SiB(6) es la potencia de la prueba, determinar n y c tal que S(0) = 0.05 y 5(10) = 0.90 aproximada-

mente.

Sea X1, ..., X, una muestra de distribucién N(0, 16). Determinar el tamafio de la muestra n y una
prueba U.M.P. de Hy: 6 = 25 contra Hy: 6 < 25, con potencia 3(0) tal que 5(25) = 0.10 y 8(23) =

0.90.

Se consideran las variables aleatorias X1, X12, ..., X1, independientes uniformes sobre [0, 8], con

6, > 0y X21,X2,...,Xo, independientes uniformes sobre [0, 6,], con 8, > 0. Las n + m variables
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son independientes. Se consideran las variables aleatorias ordenadas:
M = X1, M> = Xoim)-

a) Determinar la ley conjunta de My y M.

b) Determinar la funcion de reparticion y de densidad de Y = %

c) Se propone probar la hipdtesis Hy: z—f = 1 contra H; : g—? > 1. Se conviene en aceptar Hy si

Y < y,, con un error de primera especie a. Determinar y, paraa = 0.05 y n = m = 20. Estudiar la

. : L 2
funcion potencia en funcion de u = 0—?

Se considera la estructura (N, P(N), {P, 1: p € [0, 1], A > 0})", donde P, ; se define por:

l-p+pe?t sii=0
Ppati}) = ,
Yy

i sii# 0.

pe

Sean X; las aplicaciones coordenadas y se define Ny = > L(x,=0)-
i=1
a.1) Determinar la ley de Ny y E(Ny).

a.2) Dar la funcion de verosimilitud de la muestra (X, ..., X,).

a.3) Demostrar que en los dos casos siguientes, existe una estadistica suficiente que se determinara:
a) A fijo, p arbitrario, B) p fijo, A arbitrario.

a.4) En el caso «) demostrar que la estadistica es suficiente y completa.

b) Supongamos A fijo.

b.1) Determinar un estimador sin sesgo y convergente de p, funcién de Ny.

b.2) Dar otro estimador sin sesgo de p, funcion de la media muestral.

b.3) Comparar los estimadores.

¢) Supongamos siempre A fijo, y se consideran las hipotesis Hy: p =1, H;: p < 1.
c.1) Construir una prueba U.M.P. de H, contra H, de nivel «.

c.2) Aplicacion numérica: n = 10, A = log 2, @ = 0.02.
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Sea la estructura estadistica (R, Bgz,{Py: 8 > 0}), donde Py es una ley de probabilidad sobre

(R?,BR:) de densidad con respecto a la medida de Borel:

2—?@—)()3 si0<x<y<6
Jo(x,y) =

0 si no.

Se denota X y Y las aplicaciones coordenadas de R* en R.
a.l) Verificar que fy es una densidad.

a.2) Sedefine X’ =0 —-Y,Y" =0 — X. Determinar la ley de (X’,Y"). Comparar las leyes de probabi-

lidadde X y6-Y.

a.3) Determinar la densidad, funcion de reparticion, esperanza y varianza de cada una de las variables

aleatorias X y Y. ;Son independientes? Determinar el coeficiente de correlacion.
a.4) Demostrar que Y es una estadistica suficiente y completa. Determinar E¥ (X).

a.5) Determinar el estimador 6 de 6 por el método de maxima verosimilitud. Deducir de & un estima-

dor corregido 6" que sea sin sesgo y de varianza minima.

b) Se considera la estructura estadistica (R?, B2, {Py: 6 € R%})" y se tienen n pares (X;, Y;) inde-

pendientes, cada uno de ley Py. Se define U,, = 1inf Xi, V, = sup V..
<i<n

1<i<n

b.1) Determinar la ley de V,,.

b.2) Estudiar la convergencia de V,,, cuando n — oo. Se examinard todos los modos de convergencia.
b.3) Demostrar que n(V,, — 6) converge en ley, cuando n — oo y precise su limite.

b.4) Determinar la ley conjunta de (U,, V,). Se podrd comenzar por el cilculo de la probabilidad del
evento[ X <U,<V,<Y].

b.5) Demostrar que V,, es suficiente.

Se considera la estructura estadistica (R, Bga, {P,: p > 0})", donde P, es la ley de probabilidad

definida por:

P ) 7%02 si x> +y* < p?
X,y,p) =

0 six’+y*>ph
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Sea Z; = (X;,Y:), 1a i aplicacién coordenada de (R?)" en R2.

SeaHy={P\}:p=1, Hi ={P,:p>1}, H ={P, <1}, H' ={P,: p# 1}.

a) Demostrar que la estadistica T = sup(X? + Y?) es suficiente.

b) Construir una prueba U.M.P. de nivel @ de Hy contra H;. Dar la potencia de la prueba.

¢) Determinar una prueba estocdstica de nivel a, la mds potente de Hy contra {P,,}, donde al’?n <
p1 < 1. Precise la potencia y deducir una prueba determinista U.M.P. de nivel « de Hy contra Hj.

d) Utilizando los resultados anteriores construir una prueba de nivel a, de Hy contra HY'.

e) ;Las pruebas obtenidas son admisibles?

a) El par Z = (X, Y) es distribuido segtin una ley bi-normal de media nula, varianza unidad, y coefi-

ciente de correlacion p.

al)SeaU=X-pY, V= MY, dar ley de U y de V. Demostrar que U y V son independientes.
a.2) Calcular E(U?V?), E(UV?), E(Y*) yE(V4). Deducir que EX?Y?) =1+2p%

b.1) Dar la funcion de verosimilitud de una muestra Z, . . . , Z,, de variables aleatorias independientes
de igual distribucion igual que Z.

b.2) ;Existe una estadistica suficiente con valores en R?? ;Con valores en R? ;Existe un estimador
eficazde p?

c)SeaR = X;Y;.

1 n
n
-1

c.1) Demostrar que R es un estimador sin sesgo y convergente de p. Calcular var(R).

_ )2
¢.2) Determinar la ley asintética de \/n(R — p) y deducir la ley de distribucion de %

c3)SeaT ~ /\{2 a un g.d.l., se define y,, donde « es tal que 0 < a < 1, por P(T > y,) = a.

Determinar un intervalo de confianza para p, de coeficiente de seguridad asintético 1 — .
c.4) Sea p el estimador de p obtenido por el maximo de verosimilitud.

c.4.i) Demostrar que p es una raiz de la ecuacion de tercer grado de la forma A*+pA+q = 0, definiendo

n
ﬁ >~ X;Y;. Demostrar que para n grande, ésta ecuacion admite una dnica solucién real. Re-
i=1

cuerde que la ecuacién A3 + pA + g = 0 admite una sola raiz real si 4p> + 274> > 0, que se verifica en

A=p-
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particular si p > 0.

(1-p°?

c.4.ii) Demostrar que cuando n — co, varp = 3
n(1 + p°)

. ¢Cudl es la eficacidad asintéticade p y la

de R? Comparar los dos estimadores.

a) Se consideran n variables aleatorias continuas Y1, ..., Y, de densidad conjunta g definida por:

Hnn!exp(—ezyi) Si0<y1 < e <yn
8,0 =801,...,yn0) = p

0 si no,
cond>0.SeazZ, =Y, Z;=Y,—Yi1,i=2,...,n.
a.l) Dar la densidad conjunta de Z,, . .., Z,. Demostrar que son independientes.
a2)SealU;,=m—-i+1)Z;,i=1,...,n. Demostrar que las variables aleatorias U; son independientes
de ley I'(1,6).
k=1

Deducir la ley de probabilidad de la variable aleatoria T, = > Y; + (n—k + )Y, paral < k < n.
i=1

Exprese Ty en funcion de los U;.

a.3) Calcular Ia funcion caracteristica o generatriz de momentos de Y1, ...,Y,. Deducir la funcion

caracteristica de Ty y encontrar el resultado anterior.

b) Se considera una muestra de n variables aleatorias independientes de igual distribucion, X, . . ., Xy,

cuya densidad comtin es fy definida por:

fe %  six>0
f(x,0) =
0 six<O,
conf>0ie X; ~I(1,0).

Se consideran las hipdtesis Hy: 0 = 6y, H,: 6 = 6;, con 0; > 6y, H]: 6 > 6.

b.1) Construir la mejor prueba de nivel « de la hipétesis Hy contra H;. Demostrar que la prueba es

U.M.P. de Hy contra H]. Se denotard @, la prueba basada en la n-muestra.

b.2) Se consideran las estadisticas de orden relativas a la muestra anterior, es decir X(iny, - - - » X(n/n)
y denotamos Y; = X(n. Se pretende buscar una prueba de nivel  de Hy contra H;, conociendo

unicamente los valores Yi,...,Y;, con 1 < k < n. ;Cudl es la ley conjunta de Y1, ..., Y;? Deducir
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la mejor prueba de nivel a de Hy contra H;, conociendo sélo las primeros k estadisticas de orden.
Demostrar que la prueba es UM.P. de Hy contra H|. Se denotard @y, la prueba basada en las k

primeras estadisticas de orden de la n-muestra.
b.3) Comparar las pruebas @y y @y, y demostrar que a nivel igual, tienen potencia igual.

b.4) Se puede por ejemplo, aplicar éstos resultados al estudio de la vida media de un material dado.
Si se supone que la duracion media de vida es l, ;a qué corresponden las diferentes hipdtesis Hy, Hy,
H;? Discutir en qué es equivalente concretamente a someter k objetos a una experiencia y observar
todas las duraciones de vida o al contrario observar n objetos en experiencia y retener las k mds cortas
duraciones de vida. ;En qué puede ser el segundo tipo de experiencia preferible? Demostrar en qué

y cémo esto se precisa por los cdlculos de E(X(/n)) ¥ E(X(/k))-

Sea (R, BR p,: ger:)y» con n > 1, una estructura estadistica donde Py es la ley de probabilidad de

densidad respecto a la medida de Lebesgue de R, fj definida por:

Sean X, ..., X, las aplicaciones coordenadas de esta estructura.
a) ;/Cuales son la esperanza matemadtica y la varianza de Py?

X2, encontrar una funcién U de S? que sea un estimador sin sesgo y convergente
1

1
n 2

L

b) Sea §? =

de 6.
c)Determinar una estadistica suficiente, asi como su ley. Deducir una funcién V de la estadistica, que
sea un estimador insesgado y convergente de 6.

d) Determinar si los estimadores U, V son eficaces de 6 y 6 respectivamente.

e) Construir una puerta U.M.P. de nivel «, (0 < @ < 1) de la hipotesis Hy = {6y} contra H =)0y, + o],

6y > 0.
Aplicacion numérica Determinar completamente la prueba para 6y = 4 n = 12, @ = 0.05.

Sea la estructura estadistica (N, P(N), {Pg: 6 €]0,1[})", n > 1, donde Py es la ley geométrica de

pardmetro 6. Se denotan X1, ..., X, las aplicaciones coordenadas de esta estructura.
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a) Demostrar que existe una estadistica suficiente real T y dar su ley.
b) Demostrar que T es completa.

c)SealU = Ln, demostrar que U es un estadistica convergente de 6.

T+
d)SeaZ = (\n(T/n+1)0—1))/ V1 — 0, demostrar que la ley de Z converge a la ley normal reducida,

cuando n — oo. Deducir la ley limite de \n(U — 6).

e) Sean las hipétesis: Hy = {3}, Hy =13, 1[, H, =]0, 1[U]], 1[.

Construir una prueba ® U.M.P. de nivel @, (0 < @ < 1), de Hy contra H,. ;Existe una prueba
U.M.P. de nivel a de Hy contra H,?

f) Utilizando la ley limite de Z, construir a partir de ® una prueba ¥ de H, contra H, de nivel

asintéticamente igual a «. Explicitar la prueba paran = 100, = 0.01.

a) Se denota E(6, o) la ley de probabilidad sobre (R, Bry absolutamente continua con respecto a la

x—0
medida de Lebesgue de densidad x — %67 1jg+001(x), donde 6 € R y o > 0 son pardmetros.

Sobre un espacio de probabilidad (Q, %, P), se definen n > 1 variables aleatorias independientes

reales (X;)i=1,.., de misma ley E(6, o). Se denota Xy, .. ., X, las variables ordenadas correspondi-

.....

entes.

a.1) Demostrar que Y = Xy sigue una ley E, donde los pardmetros se deben determinar.

a.2) Sedefine Y = Xq), X3 — Xy =Y, i=2,...,nysedenotaZ = zn; Y;. Justicar el hecho de que
Z= é[X(i) - Xl

Dar Ia densidad conjunta de X1y, ..., X@n yladeY, Y,,...,Y,.

Deducir que las variables aleatorias Y y (Y», ..., Y,) son independientes y que las variables aleatorias
Z y Y son independientes, de leyes respectivas F(n -1, é) y E(O,0/n).

a.3) Si las variables aleatorias reales X ~ E(0,0), jcudl es la ley de U = X — 6? Utilizando los

resultados clasicos dar E(X;), var(X;), E(Y), var(Y), E(Z), var(Z).

b) Se considera la estructura estadistica (R, Br (£@,): ger, >0y 1 > 1, sean Xy,..., X, las aplica-

ciones coordenadas.
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b.1) Demostrar que (Y, Z) con valores en (R?, Bg2) es suficiente y completa. Demostrar que para o
conocida, Y es suficiente y completa y Z es libre.

b.2) Estimacion de 0 y o

b.2.a) Demostrar que existen reales a, b, c, d tales que las estadisticas S = aY+bZ y T = cY +dZ es-
timan sin sesgo oy 6 respectivamente. ;Son los estimadores encontrados, dentro de los estimadores

insesgados aquellos los de mds pequefia varianza?

Estudiar, cuando n — oo la convergenciade S y T.

b.2,8) Determinar estimadores de (6, o) por el maximo de verosimilitud, 0, 0).

Comparar los errores cuadraticos Eg,(,((é -6)%) YEo (T - 6)?), asi como Ey (06— o)?) YEg-((S -
o)?).

Discutir los resultados encontrados.

b.3) Prueba sobre o

Sean las hipétesis Hy: {E*(0,0): 0 €e R,0 =0y}, H ={E"(0,0): € R,0 =01}, 01 > 09,
H={E"0,0): 8 € R,0 > 0p}. Se fijaa €]0, 1[.

b.3.a) Se supone 6 conocido.

Demostrar que existe una prueba Hy contra H, U.M.P. de nivel a.

Determinar la prueba, utilizando una tabla estadistica.

Explique por qué la prueba se puede utilizar si 8 es desconocido.

b.3.8) 6 es no conocido.

Se nota T, la familia de pruebas ® de H, contra H, que son tales que Ey, (P) = @, V0 € R. De-

Y

mostrar que ® € T, < E,

(®) = a, donde E};O designa la esperanza condicionada a Y para el valor

o de o. ;Por qué se omitio el pardmetro 67

Se considera la prueba ® = 1[z.¢), donde {(a) estd determinado por la condicion que @ es de nivel

a.

Indicar como se puede calcular {(«) a partir de las tablas.
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Demostrar que ® es U.M.P. de nivel a, para probar Hy contra H, cuando Y es conocida (es decir,

condicionalmente a Y). Deducir que para probar Hy contra H, ® es U.M.P. en la familia T,.

Sea (R",Brn, {Py: 6 € 6}), se dice que es una estructura de tipo exponencial sii existe una medida o -
finita u, tal que ¥ 6, Py < u y su densidad es fy(x) = eAOTW+HO+ @ c RF, A(9) € R, T(x) € R,

A(0) - T(x) es el producto escalar.
Demostrar que si se tiene una estructura exponencial, existe una estadistica suficiente.

Aplicacion Demostrar que las siguientes estructuras son de tipo exponencial y determinar sus

estadisticas suficientes:

a) (R, BR Nm.o?): meR.o>0)

b) (IN,*B(N), P,: 1 > 0)"

¢)(IN,B(N), B(n,p):neN,0<p<1)

d) (R, BR(p.a): a0, p>0y -

a) Sea la estructura estadistica (N, P(N), P(1),A = Ay > 0)", donde P, es la ley de Poisson de
pardmetro A.

Sean Xy, ..., X, las aplicaciones coordenadas.

a.1) Encontrar un estimador T sin sesgo de A que sea suficiente y completo.

a.2) Construir una prueba de Hy: A = Ay contra H,: 1 > Ay, de nivel a. ;Es esta prueba la mejor?

b) Sean X,,..., X, variables aleatorias de distribucién exponencial de pardmetro % Encontrar una
prueba U.M.P.
Sea la estructura estadistica (R, *Br p,: oy, con Py ley uniforme en [0,6]. Sean Xj,...,X, las

n
> Xi
i=1

aplicaciones coordenadas. Demostrar que U = sup X; yV = U

1<i<n

son independientes.

Sean X, Y variables aleatorias independientes tales que X ~ I'(n1,60,) yY ~I'(n,6,). SeaU = X+7Y,

- X
V_X+Y'

a) Determinar la densidad de (U, V). Estudiar el caso 6, = 6,.
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b) Determinar la densidad marginal de U (no calcular la integral).

¢) Determinar la densidad de V condicionada a U = u. Estudiar el caso 6, = 0,.

d) Seaf, =0 y0, =0+ 0, demostrar que U es suficiente para 6.

e.l)SeaHy: 5§ =0yH,: 6> 0, encontrar una prueba U.M.P. de nivel o de Hy contra H,.

Sugerencia Note que Hy no es una hipétesis simple pues todos los pares (6,0) € Hy. Debe buscarse

una estructura independiente de 6, es decir debe tomarse una estructura suficiente para 6.
Empezar por una prueba Hy: 6 = 0 contra H,: 6 = 6, > 0 y probar que es independiente de ¢ .

e.2) Efectuar la prueba sin; = 10, n, = 1, @ = 0,05.

e.3) Si consideramos W = % 1_7‘/ probar que W es de ley F(2ny,2n;) bajo Hy, F de Fisher.
Sea la estructura estadistica (R, Brp,: 9>0p, con Py = I'(1,6). Sean X,,...,X, las aplicaciones

coordenadas.

M=

n
a) Determinar la ley de Y X; y demostrar que X = % X; es un estimador sin sesgo y convergente

i=1 i=1

de 6.

b) Construir una prueba ® determinista de Hy: 6 = 1, contra H: 6 > 1.
Aplicacion numérica n = 10, @ = 0.05

¢) Determinar la potencia para 6 = 1.5.

n
d) Sea L(Xy, ..., X,,0) la funcién de verosimilitud, verifique que T = ] X; es suficiente.

i=1

Se considera un espacio de probabilidad. Sean E| y E, dos eventos y sea p = P(Ey), g = P(Ey) y
r=PE NE), (0<p,g<1,0<r<inf(p,q)). Sedenota E| y E> los eventos contrarios de E| y
E,. Se realizan n pruebas independientes y se designan por A, B, C y D las variables aleatorias cuyos
valores observados son respectivamente el niimero de realizaciones de E, N E», ENEy), E,NE, y

E\ N E,. Ademds se defineT = B+ C.

a.1) Determinar la ley de probabilidad de (A, B, C, D).
a.2) Determinar la ley de probabilidad de (A, T, D).
a.3) Determinar la ley de probabilidad de T .

a.4) Determinar la ley de probabilidad de (A, B), condicionadaa T = t.
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a.5) Determinar la ley de probabilidad B condicionadaa T = t.

Demostrar que cuando p y g son iguales esta ley a.5) no depende de los parametros p, q, r.

b) Se supone que p y q son iguales.

b.1) Demostrar que la estadistica (A, T') es suficiente para (p, r).

b.2) ;Cudles son los estimadores de mdxima verosimilitud de p y r? Calcular la media y la varianza.

¢) Nos proponemos construir una prueba de la hipdtesis de Hy: p = g contraH,: p < q.

Ptq ._pP—4g
5 ,0 = 5

c.1) Si nos basamos sobre la distribucion condicionada a T = t de la muestra (A, B, C, D), demostrar

Se efectiian los cambios de pardmetros siguientes 6 =

que existe una prueba de nivel @ (denotada @, ) de la hipétesis 6 = O contra la hipdtesis 6 = J,
(01 < 0), que sea la mas potente para cualquiera que sean los valores de los parametros especificados
6 y r por un lado y para cualquier ; (61 < 0) por otro lado.

Precisar la ley de probabilidad de la estadistica de la prueba. ;Sabiendo que T = t, existe una es-
tadistica suficiente para 6?

c¢.2) Deducir de ®,, una prueba de Hy contra H; de nivel constante a. Discutir sus propiedades.
c.3) Se define V = % = ZB\/TT.

c.3.i) Estudiar bajo Hy, la distribucion condicional (sabiendo que T = t) asintética de V, cuando

t — oo. Indicar cémo este resultado puede ser utilizado para determinar aproximadamente la prueba
D

c.3.i1) Estudiar bajo Hy la distribucién asintotica de V, cuando n — oo. Se podrd estudiar el compor-

tamiento de las variables aleatorias B \_/ZC y B 71' o Explicar como se puede deducir para n grande,

una prueba de Hy contra H; de nivel aproximado «, cuya region critica es del tipo: V < {. Comparar

este resultado a los precedentes.

d) Aplicacién Dos pruebas de aptitud Q y Q, son cada una puestas a n individuos recogidos al azar
e independientes en una poblacion dada. Se anota a cada individuo si da las respuestas exactas a Q,
vy @». Indicar como se puede utilizar los resultados anteriores para probar la hipotesis segtin la cual

las dos pruebas son de igual dificultad contra la hipétesis Q| es mas diticil que Q.

Precisar las conclusiones para cada una de las dos situaciones siguientes, con un nivel @ = 0.05

(con n = 20 en el primer caso y n = 200 en el segundo caso). Las tablas indican las frecuencias de
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aprobacion y fracaso.

0 Q) aprobacion | fracaso [ 0] aprobacion | fracaso
aprobacion 7 1 aprobacion 62 35
fracaso 8 4 fracaso 65 38

Sea X una variable aleatoria de funcién de reparticién F, dada por F(x) = 1—e™%, six > 0; F(x) = 0,
sino, donde 6 > 0. Sean X\, ..., X, una muestra de n variables aleatorias independientes distribuidas

como X. El verdadero valor del pardmetro 6 es desconocido y lo denotamos 6.

a) Escribir la verosimilitud L de esta muestra. Determinar el estimador de maxima verosimilitud de
6, que lo denotamos S. Demostrar que S es una estadistica suficiente de 6. Calcular la media y la
varianza de S. Determinar un estimador sin sesgo S’ en funcion de S. Determinar la distribucion
Iimite de \n(S — 6y) y de Vn(S’ — 6), cuando n — oo.

b) El intervalo [0, +oo[ lo dividimos en k + 1 intervalos [0, h[, [h,2h[, [2h,3A],...,[(k — 1)h, kh],
[kh, +oo[. Suponemos ahora que el valor tomado por cada variable aleatoria X;, i = 1,2,...,n, no
puede ser conocido exactamente. Se sabe solamente a cudl de los (k + 1) intervalos definidos la
variable pertenece. En otros términos, a cada muestra Xy, ..., X, corresponden k + 1 variables alea-
torias N;, j = 1,2,...,k + 1, tales que el valor observado de N; es el niimeros de realizaciones de
los X; pertenecientes al j®™ intervalo. Las tinicas variables utilizables para estimar 6, son ahora
Ni, Ny, ... Niyr.

a)Sedenotap; = P((j—Dh <X < jh),paraj=1,...,ky P(X > kh) = p,1.

Expresar los Pj, (j=1,2,...,k+ 1), en funcion de 6 y de h.

b) Dar la ley de probabilidad conjunta de las (k + 1) variables aleatorias N1, N, ..., Nji.

¢) Determinar el estimador T de mdxima verosimilitud de 6 en estas nuevas condiciones y la dis-

tribucion limite de \n(T — 6y), cuando n — oo,
d) ;Existe un par de estadisticas reales suficientes para 6?

e) Demostrar que la varianza asintética de \n(T — 6y) es superior a la de \/n(S — 6y), pero tiende a

esta dltima sih — 0 y hk — +oo.
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f) Demostrar que si hk — +oo, P(Ny+1 = 0) — 1 y que:

k+1

k
P(Y jN; —hn <
=

X; <h jN,) 1.

i
—_

s

i=1

~.
1l
—_

k+1 N v
Deducir que si kh — +oo y h — O,thNjLZX,- ydeaquiqueTLS,
=1 i=1



Capitulo 4

Estimacion paramétrica

4.1 Estimacion paramétrica en R”

En muchos problemas de estimacion, nos encontramos con la situacion de tener una muestra de
funcion de densidad f(x, 8), donde 6 € R es un parametro (desconocido), cuyo verdadero valor 6, es

estimado por los elementos de la muestra.

Es nuestro interés considerar dos tipos de estimadores paramétricos: estimadores puntuales y esti-

madores por intervalos.

En estimacion puntual, el estimador del verdadero pardmetro 6, es una variable aleatoria T, la cual

esta en funcion de los elementos de la muestra.

En estimacion por intervalo se considera dos variables aleatorias Ty y T, tales que Ty < T, c.p.d., las

cuales determinan una probabilidad especifica para que 0 pertenezca al intervalo aleatorio [T}, T,].
Estas ideas referentes a la estimacion paramétrica, serdn extendidas al caso en que 6 es un vector.

Consideramos una estructura estadistica (Q,%2, {Py : 6 € ®}) que estd dominada por una medida p,
o-finita i.e. la funcién densidad es fy(x) = f(x,0) = L(x,6) y ademas suponemos que [f, > 0] no
depende de 0. El espacio Q = R™ y la tribu 2l = Bgrn tribu de Borel, m > 1 y la variable aleatoria

X:(Q, A, P)— (Q2AP), X() = w.

113
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411 CasofeR

Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad f(x,6), 6 € ® C R. Nos interesamos en un

intervalo abierto ®y C O tal que 6 € ®, donde 6 es el verdadero valor de 6. Supongamos que:

/fgd/l =1

es derivable dos veces con respecto a 6, bajo el signo de integral. Asi tenemos que:
& | fudu= | (25108 1) fodu = B S5 1og f3) =0 (M
do 06 00

2
L | = [ (25 108) s+ [ (G108 1) ot =0, @)

En el analisis de estas condiciones vamos a definir:
S (x.6) = T 1og fi()

S'(x,0) = S(x 0) = 602 log f5(x)

H(6,6") = [(log fy)fsdu

AB,0) = [ S(-.60)fydu

BX6,0) = [(S(-,6))* fydu

D(6,6") = [ S"(-,6" fadu,
donde 6 € ® y (A 9’) € Oy X Oy.
Si fy es regular respecto a las primeras derivadas, se puede probar que H(6,6’) tiene derivadas par-
ciales con respecto a0 y 8’ en ®y X @. Por otro lado H(6,6") como funcion de 6’, para 6 fijo, tiene
un maximo en 6’ = 6.
La funcion H(6,0’) es de importancia basica en relacién a la teoria de informacion y entropia en
mecanica estadistica.
Consideremos la funcion H(6, 8") y supongamos que x € Q = R. Se divide R en intervalos I, (o € Z)

disjuntos con I, =]x, Xq+1], €s decir:

Po(1y) = Fo(xq11) — Fo(xy).
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Sea A = max |I,|, se define:
a

Hy@,0) = 3 (log Po)I)Pytl) = log | T (Py(1))®)]. )

Dado que [ fy > 0] es independiente de 0, entonces no existe I, tal que:
Py(l,) =0 y Py(1,) > 0,

es decir se tiene Py < Py, Y0 € O,V € 0.

Usando el hecho que si py,...,p, Y qi1,--.,q, son dos conjuntos de niimeros positivos:

q , g
pi Pl < (prtce+ p) Tt

tenemos que el término entre paréntesis cuadrados de (3) no puede aumentar por la division de
intervalos {1,}, entonces si existe una division {I,} tal que la cantidad negativa H(0,6’) exista y sea

finita, HA(0,6") no disminuye, cuando A — 0. Asi, iin(l) H\(0,0) = H@6,0).
En el casox € Q = R’ se utilizan intervalos del tipo I, = [[1Xia-1, Xia] ¥ Ha se define de manera
i=1
similar.
Para la convergencia de las integrales (1) y (2) es suficiente determinar funciones Py-integrales que
dominen a las funciones 2 1o f &2 log f; (6— log f; )2
06 08 S0 g2 O8I0 Y\ (5g 08 S0 ) -

Las condiciones (1) y (2) las llamaremos condiciones de regularidad. Asi diremos que f es regular

con respecto a la primera derivada en Q si:
Es .0 = &5 [ fudu=0
y regular con respecto a la segunda derivada en ®, si B?(0,6) < o y
Eg(S"(+,0) + Eg((S(-,0))°) = c%; /fad,u =0.

4.1.2 Casof e R"

Sea X una variable aleatoria con funcion de densidad f(x,8), @ € R" de componentes (04, ...,6,) €

® c R’ funcionalmente independientes. Consideremos un intervalo abierto ®y C ®. Si suponemos
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/fed,u =1,

es dos veces diferenciable obtenemos que:

[ = [ (108 fo) fou = Eo( - 02 1) =0

% / fodu = / (ﬁlogﬁ;)ﬁ)dwf / (a5, toe o) (g7 You fo) fodse = 0.

_0 - _ (i 0 )
o0 sea Eo(ﬁﬁp(?@q log fg) = —CoVy a6, log fo, a6, log fy ).

que la igualdad:

Diremos que f(x, 6) es regular con respecto a la primera derivada parcial en 0 si:

9 _ 9 I
o 4 toe 1) —69p/fadﬂ—0, p=Toor

y regular respecto a la segunda derivada parcial en ®y, si la matriz
Iy = H covg ( 0 log fy logfg) H
06, * 06,
es finita y si:
Eo(Z-togfor Dtogfo) = ~Eo( s togfy), pa=1,...r
a9, 06, 00,00, T T

Como en el caso 0 € R, definiremos:

$(x,6) = 20~ log fo(x)
4

__ &
S pg(x,6) = 99,06, log fo(x)
H(6,6) = [(log fy) fodu = Ee(log fy)
Ay0,60) = [S,(-.0)fodu = Eg(S (-, 8))
qu(07 0’) = f Sp( P 0’)Sq( y al)fﬁd:u

qu(gs 9’) = fSpq("a,)fﬂd/Ja
donde p,q=1,...,r,0 € ®y y(0,0) € Oy X B.

Dado que las componentes de 8 = (61, . ..,6,) son funcionalmente independientes, las componentes
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de la variable aleatoria (S 1(x, ), ..., S (x, §)) son linealmente independientes y la matriz (qu(a, 0’))
es definida positiva para (6,0’) € @y X Q.

Un razonamiento andlogo al caso 6 € R se efectia para H(6,6’).

4.2 Estimacion puntual unidimensional

Sea X = (Xi,...,X,) una variable aleatoria de funcion de densidad f(xi,...,x,,0),conf € ® C R

que satisface las condiciones de regularidad respecto a la primera derivada en ®y C ©.
SiT(xy,...,x,) es un estimador insesgado de 6, entonces:

1 _ 1
Eo(S2)  B*6,0)

varg(T) >

conS ,(x1,...,Xx,,0) = % log fo(x1,...,Xy).

La igualdad se obtiene si K(T (xy,...,x,)—60) = % log fo(x1, ..., x,), salvo en un conjunto de medida
cero (en general K depende de 0).

4.2.1 Caso de una muestra aleatoria

Tomando en cuenta lo anterior, si la funcién de verosimilitud L(xy, ..., x,, 8) es derivable con respecto

a 0, para una muestra de tamafio n, se tiene:
Surser s 6) = L logLx, ..., 5, 6) = 3 Llog fulx) = 38 (x, 6),
06 o 00 i=1

por lo que Eg(S2) = nE¢(S?) = nB*(6,6).

Si T es un estimador de 6 insesgado (i.e. T(xy,..., Xx,) estd en funcién de la muestra):

1
varg(T) > ———.
oD) nB(0,6)

n n
La igualdad se establece siy sélo si K(T — Q) = > S(X;,0) = > % log fo(X;).
i i=1

i=1
Asi hemos establecido el siguiente teorema.
Teorema 4.2.1 Si(Xi,...,X,) es una muestra de tamario n de funcion de densidad f(x, 6), la cual es
regular con respecto a la primera derivada sobre ®, C O (intervalo abierto) y si T es un estimador

. 1
insesgado de 6, entonces vary(T) > W
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. i _ = - . ] = 71
La igualdad se da sii K(T — @) = ; S (Xi, 6p) i.e. varg,(T) B2 (00.00)

Fisher denomina al término nB*(6y, ;) la cantidad de informacién contenida en la muestra con-
cerniente a 6y; B*(6y, 6y) es la cantidad de informacién sobre 6, por observacion. Desde este punto
de vista la eficiencia de un estimador insesgado de 6y, es el porcentaje de informacién contenida en

T relativa a un estimador eficiente de 6.

Ejemplo Si(Xi,...,X,) es una muestra de una distribucién de Poisson de pardmetro A, la estadistica

X es un estimador sin sesgo y eficiente de 2.

4.2.2 Valor minimo de la varianza de un estimador sesgado

Una generalizacion del teorema anterior es posible, considerando el sesgo de T para 8 como sigue.
Si Ey(T) = 6 + b,(0), donde b, (6) es el sesgo de T y si b,(0) es derivable, entonces:

(1+b,9))°

T) > .
var(D) 2 = 0 )

n

La igualdad se establece = K(T — 0 — b,(0)) = > S(X;,6) salvo en un conjunto de medida cero.
i=1

Sea T una estadistica suficiente y U un estimador sin sesgo de 6. Sea ET(U) = g o T, entonces g(T)

es un estimador sin sesgo de 6 y Varg(EHT(U)) < varg(U).

4.2.3 Estimacion puntual para grandes muestras

Un estimador eficiente de un pardmetro existe para muestras de tamafio n, sélo en ciertos casos
n

especiales. En tales casos S ,(xi,...,x,,0) toma la forma K6, — 0) = >_S(X;,0) y el estimador
i=1

eficiente 9n(X1 ,...,X,) es por tanto dado por la solucién de la ecuacion S ,(xi, ..., x6) = 0, para 6.

Si S,(x1,...,x,,0) no tiene esta forma especial, sin embargo de la ecuacion se obtiene una solucion
para 6, que denotaremos sin ambigiiedad 6,, nos preguntamos por las propiedades del estimador de
6. La respuesta a esta pregunta es que bajo ciertas condiciones que veremos, 6, es un estimador

eficiente para 6, en un sentido asintotico para grandes muestras.
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Distribucion asintética de S,,(xq, ..., x,,0)

Teorema 4.2.2 Sea (Xy,...,X,) una muestra con funcion de densidad f(x, 6y), donde f(x,6) es reg-
ular respecto a la primera derivada de 6 en @, entonces si B*(0, 0) existe y es finita, S ,(X1, . . ., X, 60)

es asintdticamente distribuido como N(0, nB>(6y, 0)).

Demostracion Sea S ,(X,..., Xy, 6y) la variable aleatoria definida por S, o (Xi,...,X,), es claro
que Eg, (S ,) = 0 y ademds varg, (S ,) = nB2(6y, 0y), entonces por el teorema central del limite, cuando

n — oo!

Sn

\/nB2(6y, 6o)

Convergencia de los estimadores de maxima verosimilitud

—5 N0, 1).

3 Pr . . <
Hemos visto que %Sn — 0, lo que sugiere que la ecuacion:

Sﬂ(-x13~~ -,Xn,eo) = 09

~

aporta una sucesion de soluciones {6, : n > 1}, la cual converge a 6 con probabilidad 1. Esta

aseveracion se formaliza en el teorema siguiente.

Teorema 4.2.3 Sea (Xi,...,X,) una muestra con funcion de densidad f(x,6y), donde f(x,0) es
regular respecto a la segunda derivada en ©y. Asi S’(x,60y) es continua en todo punto 6 € ®, para
todo x € Q, salvo en un conjunto de medida cero, entonces existe una sucesion de soluciones de la
ecuacion S ,(x1, ..., x,,0) =0, la cual converge seguramente a 6y. En particular si se tiene una tinica
solucion (x1,. .., xn, 0), para todo n > ny, entonces la sucesion 0(X1,...,X,) : n > no) converge

casi seguro a 6.

Demostracion Dado que S(x,6) es continua en ®y, entonces A(6y, 6) es continua y estrictamente
decreciente en 0 para algun intervalo ®; C ©g que contenga a 6. Sin pérdida de generalidad se
puede escoger Oy =16y — 6,6y + 6[, con 6 > 0 tal que @y C Oy y como A(6y,6y) | sobre O y
A(6y, 6y) = 0, entonces:

A6y, 0y — 6) >0, A6, +6) <O0.
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Por otro lado %S #(X1,..., Xy, 0) es la media de una muestra proveniente de una poblacion de espe-

ranza A(6y, 6), si 6y es el verdadero valor de 8 y por la ley fuerte de grandes niimeros:
1 C.S.
ﬁSH(Xl’ cee XI‘L’ 9) — A(QO’ 9)7
esdecirVe > 0,Vn > 0, existen n.; € N tal que sin > ney:
Py (sup |28 ,(X1, ..., X,.0) = A0, 0)| <) > 1 - €. 3)
k>n

SeaE, = {(x1,...,x,) € Q" : |%S,,(x1, o X, 0) = A(B0, O)| < ). Y > ney,.

Observemos que en realidad tenemos que %S X1, X,,0) i>A(90, 6) y no como se escribio en

(3), pero como X: Q' — Q =R"™ escribimos E, en vez de:

wr— XW)=x
E ={(w),....0)eQ": ]%Sn(Xl,...,Xn,e)(w’l,...,w;l) — A(60,0)| < n},
pues P(X € G) = Px(G). Asi, Vn > ng; sobre E, se tiene:
A(B0,0) -1 < 1S, (x1,...., %, 0) < A(60,0) + 7

Consideremos n < inf{A(6y, 6y — ), —A(Bo, Gy + 0)}:

a)Sin < A6y, 6 —6) = %S,l(xl,...,xnﬂo—é) >0, Vn 2 neye), Y(xi,...,%,) € By,

b) Sin < —-A(6y, 0 + 0) = %Sn(xl, e Xy, 00 +0) <0, Vi > n;’q(é), Y (x1,...,x,) € By,

entonces el conjunto B, (resp. B,) donde se cumple a) (resp. b)), contiene a E,, Vn > neye)
(resp. ng )

Sea nes = sup{ne ), n;‘,]((;)}, entonces E, C B, N B;,,Vn > ncs y ademads:
Poy (LS u(xt, - X000 = 6) > 0, 48,(x1, . 5000+ 6) <0 Vnzng) >1—e

Como %S,l(xl, ..., Xn,0) es continua en 8, ¥ (xy,...,x,) salvo en un conjunto de medida cero, se

Hene que GXISte una SOIUCI@H 0}1 de 1& ecuacién:
nen IseeesAns k]

con®, € By =6), ¥ (xi,...,x,), salvo un conjunto de medida cero.
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SeaC, = {(x,...,x,,0) € Q": %S,,(xl,...,xn,e) =0, 0€(By£0)},Vn>nsysea(xy,...,x,) €

n
E,,, entonces %Sn(x’{, ces X, 0) 0,810 =6y £0,Yn = nes y como %S,,(xl, ..., Xy, 0) es continua

en 8 € (6y = 0), salvo un conjunto de medida cero, tenemos que:
Lo e, x.0)=0
7S (X5 =0,

para algtin 9;; € (6p +0), salvo un conjunto de medida cero, Vn > n.s. Por la definicién de C,, se tiene
que:
(x1y..., X)) €Cyy Y =ngg,

es decir E, ¢ C, y Pgo(%S,,(xl,...,x,,,H) = 0, para algin 6 €]6) = 6[,¥n > nes) > 1 —€o

equivalentemente Ve > 0, V9 > 0, existe n.s tal que sin > nes:
Po, (10, — 60l <6, Yn>nes)>1—e.

En particular, si se tiene una tinica solucién para n > ny, se tiene que:

A C.s.

9n — 9().

Distribucion asintética de los estimadores de maxima verosimilitud
Teorema 4.2.4 Sea (X,,...,X,) una muestra con funcion de densidad f(x, 6y), donde f(x,6) es reg-
ular con respecto a las dos primeras derivadas en ©,.

Si el estimador de mdxima verosimilitud 6(x,...,x,) de 0y es el unico para n > ng y medible
con respecto a |, entonces tenemos que 9(Xy,...,X,) es asintoticamente normal de distribucion

N (6o,

), cuando n — oo.

1
nB*(6y, 6o)

.z ~ s . . . ~ C.S.
Demostracion Dado que 6 es tnico a partir de un ny, por el Teorema 4.2.3 se tiene que 6,, — 6.

Como 8 es una variable aleatoria, entonces Y e > 0, ¥§ > 0, existe n(e, 6, ng) tal que:
Py, (E,,¥n > n(e, 6,n0)) > 1 — ¢,

donde E, = {(x1,...,x,) € Q" : 6(x1, ..., %,) = 6ol <3},
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Por otro lado, sabemos que S (x, 6) es derivable i.e. S ,(x, ..., X,,0) es derivable. Asi tenemos que:
1 1 o 1cr * A
=81, X, 0) = —=S (X1, X0, 0) + S (L X, 07) (60 - 6), 4
\/ﬁ(l ) \/ﬁ(1 )+ 575, (01 )6 — 0) 4
donde 0*(Xj, ..., X,) es una variable aleatoria tal que |0, — 6*| < |6y — 6.

La ecuacion (4) es vélida en el conjunto E,, por lo que:

P(,O(%Sn(Xl, X 00) = 281Xy X, 00 [VR(8 = B)], V= (e, 6,m0)) > 1 — .

Sabemos que %S;,(Xl, oy Xy 60) i —B?(6p, 6) y como 9& 6y, se tiene que 6" i 6y, por lo que

Ls1x1,. . X, 0) = — B0, 60).

Asi las sucesiones:
%Si’l(xl’ LI ) an 00)9

Lor X, X, 09 v - 91,
Ls1xi,. . X 00 V(o - D)1,

V(@ - 60)B(60, 60),

convergen en la ley si una de ellas converge. Pero por el teorema 4.2.2 se tiene:
o 1
V(@ = 60)B* (6, 60) — N(O, nB* (6, 60)),

oseaquef ~ N (60, asintoticamente, cuando n — oo.

T

nB*(8y, 6o)
P

Definicion 4.2.1 Sea T un estimador de 0y, si T = 6y, cuando n — oo, se dice que T es un estima-

dor consistente de 6.

Teorema 4.2.5 Sea (Xi,...,X,) es una muestra con funcion de densidad f(x, 6y), donde f(x,0) es
regular con respecto a la primera derivada en ®y y B2(0,0) es finita para todo 8 € ©y. Si T es un

estimador consistente de 6y y si la derivada del sesgo de T tiende a cero, cuando n — oo, entonces:

1

liminf var, nT) > ———.
n (Vi) B2(60, 60)

Demostracién Sea T estimador de 6, tal que Eq(T) = 6y + b,(6y), entonces:

(1 + b;,(60))*

var T)>
w(VT) = ot a)
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y tomando el liminf a ambos lados se obtiene el resultado.

Corolario 4.2.1 Bajo las hipétesis del teorema 4.2.4, el estimador de mdxima verosimilitud 0 para

6y es consistente y asintoticamente eficiente.

Definicion 4.2.2 Se llama eficiencia asintdtica de un estimador T de 0y al cociente:

_ B(60,60) _
B(60,60) ~

s

donde es la varianza de la distribucion limite de \Jn(T — 6p).

1
B"*(6, 60)
Sia =1 sedice que T es asintdticamente eficiente.

Funciones del estimador de maxima verosimilitud de varianza asintética %
En el teorema 4.2.4 hemos visto que bajo ciertas condiciones de regularidad, el estimador 6 de

maxima verosimilitud tiene por varianza asintotica donde 6y es el verdadero valor de

_ 1
nB* (6o, 6p)’
6. Un problema de interés tedrico se presenta cuando se tiene un nuevo pardmetro ¢ funcion de 6, tal

que la varianza asintotica de &(0) sea %
Sea £(0) una funcién de 0, teniendo una derivada &'(6) y una inversa 6(¢) en algiin intervalo ®y con-

teniendo a 0, tal que 6(¢) tiene una derivada 6’ (£) con respecto a &.

Sea & el verdadero valor de &, es decir 6(&y) = 6. Asi:
S (x0€)) = G 1og f(x.0) €',

2
B(60).6(€) = € ©)° [ | 9z log f(-.0©)| f(-.6@)du.

1

El estimador & para & tiene una varianza asintética 3; sii la integral de la ecuacion anterior es igual a

1, es decir que:

4
5(9)=/ B(6,6)d6 + &,

6o

con B(6,6) = + /B, 0).

Teorema 4.2.6 Sea (Xi,...,X,) una muestra con funcion de densidad f(x,6y), donde f(x,0) es

regular con respecto a su segunda derivada. Si 0 es el estimador de mdxima verosimilitud para
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6y, entonces 5(9), donde £(0) = f «‘Z B(6,0)do + & tiene una derivada &' (6) y una inversa en ® es

distribuido asintéticamente como N(&y, %).

Ejercicio Sea (Xi,...,X,) una muestra de una distribucion de Poisson P(ug). Determine la es-
tadistica funcion del estimador de maxima verosimilitud de varianza asintotica %

Estimacion por intervalo

Definicion 4.2.3 Sea (X,,...,X,) una variable aleatoria con funcion de densidad f,(-,60) y sean
Ti(x1,...,xn), Ta(x1,...,x,) dos funciones medibles reales tales que se tiene Ty < Ty c.p.d. SiTy y

T> pueden ser determinadas para que dado y:

Po(T1 <0 <Tr) =,
entonces el intervalo aleatorio 1T, T»[ es llamado intervalo de confianza para 0 de coeficiente de
seguridad vy.

Los procedimientos para determinar los intervalos de confianza son variados. Aqui veremos una

forma de construir intervalos de confianza, con una muestra de funcién de densidad f(x, 6).
Teorema 4.2.7 Sea (Xi,...,X,) una muestra con funcion de densidad f(x,0y). Supongamos que la
funcion g(xi, ..., x,, 0) satisface:

a) g estd definida en todo punto 6 de un intervalo 16y, 6,[ conteniendo a 6y, en todo punto de 0",

excepto en un conjunto de medida cero.
b) g es monotona y continua en 6.
c¢) la funcion de reparticion de g(xy, ..., X,, 0) no depende de 6.

Sea g1, g:[ un intervalo para el cual Pyo(g) < g < g2) = 7, entonces si 0y es el verdadero valor de
60, las soluciones Ty, T de la ecuacion g(xi, ..., x,,0) = g1, g existen y 1Ty, T»[ es un intervalo de

confianza para 6.

Demostracion Dado que la funcién de reparticion de g(xi, .. ., x,,0) no depende de 0, paray, 0 <

y < 1 y para 8 = 6,, se pueden escoger g; y g» tales que:

Po(g1 < g(x1,...,X4,60) < g2) = .
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Sea w = (x1,...,x,) € Q", la ecuacion g; = g(w, ) admite una solucion 6;, pues g(w, 6) es continua
en 0; la solucidn es 0)(w). Igualmente la ecuacion g, = g(w,8) admite una solucién 6, y se denota
0r(w).

Asi tenemos que:

8w, 01(w)) < gw,0) < g(w,h(w), YweE,

donde E, = {w e Q": g < g(w, ) < g2}. Como g(w, H) es mondtona en 0, la desigualdad anterior es

equivalente a:
01(0)) < 90 < 92(0.)), Ywe E,,, por Io que Pgo(gl < 90 < 92) =Y.

Nos podemos preguntar si es posible obtener una funcién g(x, . . ., x,,8) cuya funcién de reparticion
sea independiente de 6, asumiendo que F(x, 6) es continua en todo x. Una funcién tal se puede encon-

n
trar. En efecto la funcion F,(xy, ..., x,,0) = [ [ F(x;,0) nos sirve si F(x, 0) es continua y monétona en
i=1

0, para todos los elementos de Q, salvo en un conjunto de medida cero, pues las funciones F(X;, 0),
i = 1,...,n, consideradas como variables aleatorias son independientes y cada una sigue una ley

uniforme U(0, 1). Asi:

—log F(X;,0) ~T(1,1), —=>logF(X;,0) ~T(n,1)
i=1

y ademas:

Py(=loghy < =3 log F(X;,0) < —logh;) = ﬁ fli)oggbblz y* e dy,
i=1

no depende de 6. Si b, y b, se escogen de modo que la integral sea igual ay:

Py(by <[] F(X;,0) < by) =y

i=1
y como F(x,0) es continua y monétona en 6, ¥Yx € Q salvo en un conjunto de medida cero, también
n
es vdlido para [ | F(x;,0) i.e.

i=1

Pg,(61 <6y < b)) =7y

nos determina un intervalo de confianza para 0, si 8 es el verdadero valor de 6. Observemos que
si eliminamos la hipotesis de monotonia de g en 6, no obtenemos un intervalo, sino un conjunto

(aleatorio) E dependiente de (X, ..., X,) y tal que Py, (6y € E) = .
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4.2.4 Intervalos de confianza para muestras de distribucion discreta

En el caso en que f(x,6) es una funcién de densidad de una variable aleatoria discreta, el resultado
anterior no se aplica, pues no podemos determinar intervalos de confianza, con un coeficiente de
seguridad exactamente igual a y. Sin embargo bajo ciertas condiciones podemos tener un intervalo

con probabilidad mayor o igual ay.

Teorema 4.2.8 Sea (Xi,...,X,) una muestra con funcién de densidad f(x,0y), donde X es una
variable aleatoria discreta'’y 0 €160, 0. Sea T un estimador de 6y definido en todo punto masa de
Q" y contenido en (61, 6,) y sea G(t, 0) su funcion de reparticion la cual es continua y decreciente en

6 en todo punto masa de T, tal que:
lim G(t,0) =1, 1lim G(t,6) =0, Vte€]0;,6,[.
6—6, 0—6,

Sean ty y t; los valores de t para los cuales G(t,0) =y y G*(t,0) = 1 — G(t,0) = ] respectivamente,
con yy, v* positivos tales que 0 <y =1 —y; —y] < 1, entonces el intervalo [T, T;] es un intervalo

de confianza para 6,, con coeficientes de seguridad mayor o igual ay.

Demostracion Sea 6, = sup{t/G(t,6p) < y1} y 6, = inf{t/G*(t, 6p) < yi}.

SeaV ={w/6, < T(w) < 6,}, entonces:
Po(01 <T <) 21—y -1 =7,

YweV,0 <T(w) <6, = G(t,6) >y yG'(t,6y) > y],cont =T (w).

Sea T, la variable aleatoria solucion de G(t,0) = vy, i.e. To(w) es solucion de G(T (w),0) = 1, es

decir G(t, T>(w)) = i1, cont = T(w). Igualmente G*(t, T1(w)) = ¥}, cont = T(w).

Asi,Yw e V,t = T(w), G(t, Tr(w)) < G(t,6), G*(t, T1(w)) < G*(t,0y), es decir:
T(w) <0y <Th(w), Ywel,
pues G es decreciente en 8, YVt € (61,0,) y en particular parat = T(w), con w € V, o sea:

PHO(TI <6y<TH) > Y.
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4.2.5 Estimacion por intervalo para grandes muestras

Sea (X1, ...,X,) una muestra con funcién de densidad f(x,6y) y sea la funcion de estimacion de
verosimilitud h,(xy, ..., x,,0) definida por
— Sl’t(x]7' ",xn’e)
hn(.XI,...,xn,e) - nB(H(),G) .

Sabemos que Vrha (X1, ..., X, 60) converge en ley a N(0, 1), si 6y es el verdadero valor de 6 y bajo

las hipétesis del teorema 4.2.4 tenemos que sin > ny:
Vi, (X1, ... Xu, 00) = By(X1, ..., X, 09 V(B — D)),

Y(X1,...,%,) € Ey, 6 y 6" son tales que |6y — 6*| < |6y — 6|. Las dos sucesiones de variables aleatorias

(X1, ..., X, 00), Bo(X1, . .., X, 0°)[ V(6o — 0)], convergen en distribucién a N(0, 1). Ademds si

%BZ(GO, 0) existe y es acotada, entonces h,(Xi,...,X,,0") y h,(X1,..., Xn, @) convergen en proba-

bilidad, cuando n — oo, a B(6y, 6y). Asi podemos escribir:
lim P, (=4, < (X1, X, O V(6 = B0)] < 4,) =7,

donde A, y y son tales que P(IN(0, 1)| < A,) =y, es decir:

X A 5 A
lim P (0— v _ <y <O+ . A)Z '
we O Nl (X X ) Vil (X, X8 T

Asi tenemos un intervalo de confianza 0 +

’y . .
~, para 6 de coeficiente de seguridad
ik (X, ..., X,,0)

asintotico y.
4.2.6 Estimacion por intervalos para funciones de estimacion generales

Teorema 4.2.9 Sea (Xi,...,X,) una muestra de funcion de densidad f(x,0), la cual es regular

respecto a las dos primeros 0 derivadas y sea g,(X1, ..., Xy, 0) una funcion medible tal que:

D) [ (Vgn(xt, s % 0) fx1, - X0, O = 0,1; j = 1,2, para 6 € @y,
1
b) Vng,(X1,...,X,,6) A N(0, 1), si 8y es el verdadero valor de 6.

¢) gn(-,0) tiene una 0 derivada g, (-, 6) continua para 6 € ®y, para todo punto de Q" salvo un conjunto

de medida cero.
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d) Si 6y es el verdadero valor de 0, g, (X, 0) i) B*(6y, 0) uniformemente con respecto a 8 € ®y, donde

B*(6y,60y) es acotadaen @y y B*(6p,00) # 0y X = (X1,...,Xy).

e) SiA0,0) = fg,,(-,@’)L(-,H)du", B;(6,6) = fg;l(~,9’)l_(-,0)dp”, entonces:

O 80,0 = B;(0,0), V(0,0) € Oy x Oy,
AX60,60)=0, YOeO,

lim B(6,0) = B*(6,6), V0 ¢€0,.

Definicion 4.2.4 Toda funcion g,(x,...,x,,0) con las propiedades enunciadas anteriormente es

llamada funcion de estimacion regular para 6.

Se verifica usando un argumento similar al teorema 4.2.3 que si ¥ n > ny, para algiin ny, la ecuacion

gn(x1,...,x,,0) =0 tiene una raiz, entonces las ecuaciones:
gl’l(xh"‘?xn’e)zoa nZnO?
proveen una sucesion de ceros 8(xy, . .., x,), n > ng, que converge en probabilidad a 6.

Ademas las dos sucesiones de variables aleatorias:

Vigu(Xt, .- X, 00), g1 %, B[ V(O = D)), n >,

donde 6" satistace |0y — 6*| < |6y — 6|, convergen juntas en ley a una distribucién N(0, 1).

Pero g, (x1, ..., Xn, ) V&n(X1y. .y Xn, ) convergen en probabilidad, cuandon — oo, a B* (6, 6p). Asi

tenemos que:

_ A 5 1

hmP (0_ Y _ <90<0+ Y ~)='y (5)
e Vg, (X1, .. . Xy, ) Vg, (x1, ... Xn, 0)

/17

ie. 6+ - — es un intervalo de confianza para 6, de coeficiente de seguridad asintotico
Vﬁgn(xlv cees Xpy 9)

Y.

4.2.7 Intervalo de confianza asintético mas pequeiio

Vamos a probar que el coeficiente del cuadrado de la longitud del intervalo de verosimilitud, con

un intervalo similar obtenido a través de una funcion general g,(xi, ..., X,,0) satisfaciendo ciertas
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condiciones, converge en probabilidad a un niimero que no puede exceder a 1.

El cociente r,, del cuadrado de la longitud de los intervalos se escribe:

In = Ad?

n-n’

g/(Xl,n-sXmQO) g,(Xl,u-sXmé)
donde ¢, = 8122w b0) g 8Ky 2n0)
WXt X ) " uXi - X 60)

Sabemos que el numerador y el denominador de a’,zl convergen a B*Z(QO, &) ie. dﬁ L 1. Similar-

)
B (60, 00) _

o babilidad a = 2700 < 1.
mente c; y r convergen en probabilidad a “pyep =5 - <

En efecto, por la condicién i) del teorema 4.2.9 tenemos que derivando para j = 1, con respecto a 8

en6 = 0y:

Eoy(€,(X1, ., X, 00)) = Egy (VAga(Xi, ... X0, 60) %Sn(xl, e X 00)).

Si elevamos al cuadrado y aplicamos la desigualdad de Schwarz tenemos:

B'2(00,00) < Ea, [ﬁsn(xl, X)) 2) = B*(60, 00,

usando la condicién i) del teorema 4.2.9 para j = 2 y tomando el Iimite obtenemos:

B*(6o, 60) <1
B(60,60) ~

Teorema 4.2.10 Sea (Xi,...,X,) una muestra de funcion de densidad f(x,6,), donde f(x,6) es
regular con respecto a la segunda derivada para 6 € ©®, entonces si la funcion g,(xi,..., Xy, 0)
es una funcion regular de estimacion para 6y, un intervalo de confianza para 6y, cuando n — oo,
estd dado por (5). Ademds el intervalo de confianza para 6y, dado por la funcion de estimacion de
verosimilitud, es el mds pequerio asintoticamente.

Es interesante notar la equivalencia existente entre el intervalo asintoticamente mds pequefio y la

eficiencia asintética de un estimador.

4.3 Estimacion puntual multidimensional

Se considera @ € ®, c R” y el verdadero valor 8y € ©®,y C ©,. Asi un elemento 0 = (6,,...,6,) y un

estimador T de @y es T = (T, ...,T,) una estadistica vectorial.
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Diremos que T es insesgado si T; es insesgado para 6;, i = 1,...,r y T es inconsistente si sus
componentes 1o son.

Nuestro interés se centra en obtener una version multidimensional de la eficiencia de un estimador.

Sea:
S n(X1s o 20, 0) = O log L(x1,....%,.0) = 3 S (i, 6),
90, i=1
Syt st ) = DS (11 0) = 3 =P log f(x,, 6).
pqn > s Ans agq pn > s Ans P aepagq is
Sea T un estimador insesgado de 0 y sean ay, . . ., a, nimeros reales, entonces:
> (T, —6p)apl(-,0)du" =0
p=1
ie. Y a,T, es un estimador insesgado de ) a,0,. Suponemos que las componentes T, son lineal-
p=1 p=1

mente independientes.

Si f(x,0) es regular con respecto a la primera derivada parcial, tenemos derivando con respecto a 6,:
Z(Tp_ep)allsqn('aa)]—('70)dﬂn = dg, q= 17'”,’.-
p=1
Multiplicando por b,, sumando respecto a q y elevando al cuadrado, tenemos:
r 2 r 2 r 2
(S agby) < [ [T =0pap| 1.0 [ [ SquC-. 00, ] LC-. Oy
g=1 p=1 g=1

Si evaluamos 0 en 0, se tiene:

(o) |
q_,l < varg, ( > apr>, (6)
nvarg, ( ) S,,,,(-,e)b,,) p=1

p=1

r r
lo que nos da una cota inferior de la varianza, para el estimador 21 a,T), del pardmetro 21 ay00.
p= p=

La igualdad ocurre cuando existe una relacion lineal entre las variables i.e.

K(6) gr:l(T,, ~0,)a, = fjls,m(-ﬂ)b,,, {'-c.p.d. (7)
r= r=

donde K(6) no depende de (x1, ..., x,) y ninguno de los conjuntos ay, . ..,a, y by, ..., b, son idénticamente

nulos. Si un estimador T de 6y satisface la ecuacion anterior diremos que el estimador es eficiente.



4.3. Estimacién puntual multidimensional 131

Sin embargo esta definicion es dificil de trabajar. Vamos a obtener otro resultado mas simple.

Sea B = (B,,) la matriz de covarianza de T en @ = 6, entonces la matriz de covarianza de
\nT = \n(Ty,...,T,) en @ = @, es nB.
La matriz de covarianza en 6 = 6 del vector %(S 1ns- - S m) es la matriz de informacion de Fisher

Iy

0

= (COVgU(S,,, Sq)) = (I,,q). En efecto:

1 1 ror
7Sn seees nvgisn seees nag = S i:a S i» 00),
\/ﬁ p (x1 X )\/71 q (x1 Xy, 0) ;; p(x o) q(xj o)

por lo que:

Ey, (%Spnsqn) = %; Eg,(Sp-Sq) = covg,(Sp, S o).

Ademads como las componentes T, ..., T, son linealmente independientes, se tiene que su matriz de
covarianza es definida positiva, es decir |B| > 0. Igualmente Iy, es definida positiva y |Ig,| > 0. De Ia
ecuacion (6) se deduce:
( 2’: Zr: ‘5pqaqbp>2 = ( i Zr: quap“p) ( Zr: 2’: Iquqbp)' (6)
p=1g=1 p=1g=1 p=1¢=1
Ademds la desigualdad (6") se tiene cuando la matriz de covarianza de \nTy, ..., \nT,, %S Lis e e ns %S m

es semidefinida positiva, lo que implica que:
1 = det(6,q) < det(B,y) det(I,,) = |B - |Ig,| (8)

y tenemos que la igualdad ocurre solamente si tenemos (7). Lo anterior sugiere definir la eficiencia

de un estimador r-dimensional T de 6, por:

1
er = .
"7 0Bl [Tg|

Un estimador T s eficiente si ey = 1. En resumen tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1 Sea (xi,...,x,) una muestra de funcion de densidad f(x,6), con 8y € O, y se

considera que f(x,0) es regular respecto a las segundas derivadas en ® .

Si T es un estimador insesgado de 6y, cuyas componentes son linealmente independientes y su ma-

triz de covarianza B existe y es definida positiva, entonces para cualquier par de conjuntos reales
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ai,...,a, y by,...,b, no idénticamente nulos, se tienen las desigualdades (6) y (8). Si T es un

estimador eficiente de las igualdades de (6) y (8) se tienen, es decir si (7) ocurre.

Queda atin por demostrar (8). Sea V' la matriz de covarianza del vector:

€L €L
(VnTh,..., \nT,, \/ﬁsln,...,\/ﬁsm),

entonces:
( )
D() I()

1 .
donde Dy = ( covg(\/nT,, WSW,)). Pero:

cove(Ty, S pu) = /(T,, 0 (2 Tog L, O)L(:, )" = 5 / T,L(-.0)du" = 5,,.
P P
Por otro lado, dado que V es semidefinida positiva, 1y es invertible y se tiene:
VI=1Tg| - 1B = DyTy' Dyl = ITg| - 1B = T'| = 0.

Ademds B — 1! es semidefinida positiva (ver Anexo B.11.1, pdgina 194), por lo que |B| > |1, o
sea |B| - |lg| = 1 y la igualdad ocurre si y sélo si |V| = 0, es decir si existe una relacion lineal entre

Ty,....T, ySin,-..,Sm, 0sealaecuacion (6) ocurre.

4.3.1 Estimaciéon multidimensional para grandes muestras

Teorema 4.3.2 Sea (Xi,...,X,) una muestra de funcion de densidad f(x, 6y), con 6y € ®,9, donde
f(x,0) es regular con respecto a su primera derivada en ®,y, entonces si lg es definida positiva

en Q,q, tenemos que (S 1,(+,60),...,S (-, 60)) se distribuye asintéticamente como una multinormal

N0, nlg,).

Demostracion Utilizando el teorema del limite central al caso multivariado obtenemos el resultado,

es decir si Yy,...,Y, son vectores r-dimensionales, Y] = (Y;,...,Y;), con media u y matriz de
n

covarianza V definida positiva, entonces si Y; = % > Yi (resp. Zy = nYy), k = 1,...,r, la variable
i=1

aleatoria de medias muestrales definida por (Yy,...,Y,) (resp. (Zi,...,Z,)) converge en ley a una

distribucion multinormal N (i, %V) (resp. N(nu,nV)), cuando n — oo.
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Sabemos que S pp(x1, ..., X, 00) = > S p(xi, 6o) por lo que:
i=1
S1ns---»Sm) ~N@O,nlg), cuandox — oo.

Teorema 4.3.3 Sea (X, ...,X,) una muestra con funcion de densidad f(x,60y), donde f(x,0) es
regular respecto a sus segundas derivadas parciales en ® .
AsiS pg(x,0), p,g =1,...,r es una funcion continua en 6, ¥ x € Q salvo un conjunto de medida cero,

entonces existe una sucesion de soluciones de la ecuacion:
Spg(xXt,o 0 %,0) =0, p=1,...,7,

la cual converge c.s. a 8y, cuando n — oo. Si la solucion es vinica para n > ny, la sucesion converge

c.s. a .

Demostracion Sabemos por el teorema 4.2.3 que existe una sucesion de soluciones de la ecuacion
Spn(x1,...,%,,0) =0, parap = 1,...,r, la cual converge c.s. a8y, parap = 1,...,r. Al considerar

el sistema de ecuaciones simultdneamente se obtiene el resultado. Si la solucion es tinica paran > ny:

0(Xy ..., x) f10

ér()(l IERN} xn) ‘grO

nxngp
Teorema 4.3.4 Si (X;...,X,) es una muestra de funcion de densidad f(x,6y), Oy € O,9 y f(x,0)
es regular con respecto a sus dos primeras derivadas parciales en ®,g y si el estimador de mdxima
verosimilitud @ = (91, e 9,) que satisface S ,4(-,0) = 0, para p = 1,...,r, es tinico a partir de

algiin ny y es medible, entonces 0 se distribuye asintéticamente como una multinormal N(, %I;OI .

Demostracién Como 6 converge c.s. a0y, Y e > 0,V > 0, existe n(e, 6, ng) y existe un conjunto E,

definido por E, = {(x1,...,x,) € Q"/|18(x1, ..., x,) — 6oll < 6}, tal que:
Py, (En/n > n(e, 6,n9)) > 1 — €.
Asi tenemos que en E,:

%(Smc,eo),...,Srn(-,ao» = %(Sm«,é),...,srn(-,é)) + L Be N6 - ),
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62
06,06,

donde By es la matriz de término general logL(-,0) oot v 6" es una variable aleatoria tal

que ||6 — 6| < |16y — |. Por Io tanto:

Peo(%(Sm(',ao),.--,Srn(',eo)) = %Be* V(@ — 8) : n>n(ed,np)) > 1—e.

Las sucesiones de variables aleatorias:

a) %(Slno,ao),...,Sm<-,eo>>,

b) 3 Bol V(B — 01,
convergen en ley si una de ellas lo hace; pero % By iR —Iq,, entonces las tres sucesiones a), b) y

Iy, \/ﬁ(é — 6y) convergen en ley si una de ellas lo hace.
Por el teorema 4.3.2 tenemos:
Vi — 80~ N(O. T,
4.3.2 Eficiencia asintética de los estimadores de maxima verosimilitud

— Sea 6y € ©,, se dice que un estimador T de 6y es consistente, si cada componente de T =

(Ty,...,T,) es un estimador consistente de cada componente de 6.
—SiT es un estimador consistente de 6y, cuyas componentes T = (T}, ..., T,) son tales que \n((T| —
01,)s - - ., (T — 6y9)) tiene por limite una distribucion normal N(0, IZO‘I), cuando n — oo, se define la

eficiencia asintética por:

IL;,|
ef(T/60) = [ty < 1.

|
0
Corolario 4.3.1 Buajo las hipétesis del teorema 4.2.4, los estimadores de mdxima verosimilitud 0

tienen eficiencia asintotica 1.

4.3.3 Regiones de confianza multidimensionales

Teorema 4.3.5 Sea (Xi,...,X,) una muestra con funcion de densidad f(x,0y), 6y € R" y sea
g(x1,...,x,,0) una funcion medible y definida en todo punto 6 € ©,, para todo elemento de Q",
salvo un conjunto de medida cero, de modo que cuando la funcion de reparticion es F(x,0), la

funcion de reparticion de g no depende de 6.
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Sea E, ={y €0,: g1 <gXi,...,X,,Y) < g}, donde g, y g> son tales que:
Po(g1 < 8(Xy,.... Xy, 0) < g2) =,
entonces E, es un conjunto aleatorio tal que si 0 es el verdadero valor de 0:
Pg,(6p € E,) =.

Demostracion La prueba es inmediata.

El conjunto E, es una region de confianza para 6y. Mas generalmente si g,(x1,...,x,,6) es un vec-
tor con componentes (g1,(-,0), ..., gwm(:,0)), cuya funcion de reparticion no depende de 6, cuando

F(x,0) es la funcioén de reparticion de la poblacion.

Sea E; C R? el conjunto tal que:

P((glnan-,gsn) € Ez) =Y

yseaE, ={y € O,: (g1.(X1,-.., X0, Y)s - .., 8n(X1,..., Xy, U)) € E7}, entonces E, es una region de

confianza para 6y, es decir P(6y € E,) = y.

Generalmente las funciones g,(xi, ..., x,, 8) mds interesantes son aquellas que proveen regiones de

confianza convexas o al menos simplemente conectadas.

El caso s = r = 1 se analiz6 cuando g,(x1,. .., x,,8) es continua y monétona en . Para valores de r
y s mayores la situacion es mds compleja. Sin embargo en adicion a las propiedades de convexidad
se requiere que E, sea el mas pequefio en algiin sentido; pero es dificil para valores pequefios de n.

Para valores de n grandes, existen una solucion satisfactoria, que veremos.

Ejemplo Para ilustrar estos conceptos supongamos que (X1, ..., X,) es una muestra de distribucion

N(uo, 03). Sabemos que la funcion:

n—1)s* + n(x — po)?
g(x],...,xn,,uo,O'o)z( ) 2( o)
9o

es distribuida como x2. Asf paray dado se determina )(3 tal que:

P(g<x})=7.
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2 =\2 2
-X -1
Sea Ey = {(y1,y2) € R%/22 — O 5 )y Z)S , y2 > 0l
y nxy

Si (1o, 00) es el verdadero pardmetro, P((uo, o) € Ez) = .

. 2
n(x — pto) n-12
2 2 82= T oS
0 0
son independientes distribuidas como x7 y x»_, respectivamente. Si escogemos xi, y x3, tales que:

Consideremos ahora g,(x1, ..., X,, lo, 00), p = 1,2, donde g; = las cuales

P(g1 < X182 >Xx3,) =7

n(y — x)°? s Vn—1s

el conjunto E} = {(y1,y2) € ]RZ/T <Xip 5 > x3,» y2 > 0} y tenemos que:
P((uo, 00) € E5) = .

Los conjuntos E, y E; son regiones de confianza determinada por funciones de estimacion de una y
dos dimensiones respectivamente. Intuitivamente la region E5 es mds satisfactoria que E,, dado que

E’ es acotada y convexa y E, no tiene ninguna de estas propiedades.

Si se escoge a g como la funcién de densidad de (X, S?), se tiene una regién E3* la cual es mejor que
E3, con el criterio de ser mds pequefia.

4.3.4 Regiones de confianza mas pequeiias, para grandes muestras

1) Por el teorema 4.3.2 se sabe que si 0 es el verdadero pardmetro 6, la sucesion de variables aleato-
rias:

UyXi,....X2,00) =nB'h,, n>1,

converge a una distribucion x?, donde h/, = %(Sln, e S)X, ., X, 00) y B = (B)y) = B(6y,00) =
Lg, -
2) En las hipotesis del teorema 4.3.4 se tiene que:
U,=U, sifc0,
U,=0 sif ¢ 0o,

para todos los puntos de Q", salvo un conjunto de medida cero, donde:

% o 300Y7: n Oh,\' p- ahl
U: = n(@ - 6y) B™ (6 — 6y), B;q) = (39n) B 1(691)‘9 o’
P g7 1=
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A ~ P
con |l — 6|l < |0 — 6y|. Ahora B(p’;) - B,,, pues:

n n n n
() _ ij 6’1,’,,) (((ﬂljn) ‘ Pr iR R. —
By, ; 12::1 B ( 06, )\ 06, / |o=p" ; jz:‘; BBipBip = Byg:

cuando n — oo, con (B'/) = B,
Asi U, y U son sucesiones de variables aleatorias que juntas convergen en ley a y>.
Sea el valor x; tal que:
lim P(U, < x3) = lim P(U, <x3) =y
y sean E,, E} los conjuntos de puntos Yy € O, tales que:

Un(Xl’--',me)<X$n U;(Xl"-~’X11’y)<X$u

respectivamente.

Si 8y es el verdadero valor de 0, se tiene:

lim P(8, € E,) = lim P(6y € E}) = y.

n—oo
Dado que E: es un elipsoide en O, centrado en 6y, su volumen aproximado para n grande es:

K(r))(y

/n|B®|

donde K(r) es una constante que depende solo de r.

3)Seag,(Xi,...,X,,0) un vector aleatorio de componentes linealmente independientes g,,(x1, . . ., X),

p=1,...,r, con 8 derivadas parciales:

8pg(X1, ..., Xy, 0) = aa—qupn(xl,...,xn,é?), p,gq=1,...,r.
Se considera que gpq(-,6) y gpqn(-,0) satisfacen las condiciones:

a) gpn(-, ) es continua para 6 € ©,9, en todo punto de  salvo en un conjunto de medida cero.

b) Si 6y es el verdadero de 0, g;(-,O)lB*(HO,O) uniformemente con respecto a § € ©,y, donde

B;q(OO, 0) es acotada en ©,y y B*(6y,60y) = B* # 0.
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c) SeaA;(6,0) = [ g,(-,0)L(-,0)du" de componentes:

A;n(090,):/gpn('70/)L("0)d/lna P= 1"-'9r
y sea B;(0,8) = [ g,(-,0)L(-,0)du" matriz de entrada p, g:
Bu(0.0) = / Gpan( OO, pg=1.....1,

entonces:

a%,A;;(e, @)=B.0.0), V(0.0)c0,x0,

lim B;(0,0) = B*(6,0), VY0¢c 0,.

d) Consideremos que f \/ﬁgpn(-,())l_(',é’)dy” =0 (e A;0,0) =0)y que:

/[ \/ﬁgpn(H ][ \/ﬁgqn('s NIL(-, B)d,un = Cpqn(0)~

e) Si 0 es el verdadero valor de 6, entonces:

le;
Viga(-,80) = VA(@1a(-,60), . gru(- 80) — N(0, C),
donde C,, = lim C,,,(6y) y C es definida positiva.

Definicion 4.3.1 Un vector satisfaciendo las condiciones anteriores se llama funcion vector de es-

timacion regular para 6.

Observemos que el vector h, () = %(S (-, 0),...,8,,.(-,80)) es una funcion vector de estimacion

regular.

4) Se puede probar que para una funcion vector de estimacion regular, si existe una tinica sucesion

@,...,0,), paran > ny, para algtin ny, de las ecuaciones:
gon(Xt, ..., %, =0, p=1,...,r, n2ng
y si @y es el verdadero valor de 0, la sucesion de variables aleatorias:

. . 1
61 — 010, ...,0, — 6,0) ﬂN(O, D™,
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cuando n — oo, donde Dy, = > > CB; B}, ie. D = B'C™'B".
i=1 j=i

Por un argumento similar al utilizado en la seccion 4.3.4.1) tenemos:
V, =nh'C ' — 42,
donde h’ = %(gl,,(~,00), ..., 8m(+,00)) y la variable aleatoria:
* 0 ’ 0 ley 2
V, =n(0—-0)D@O - 60)— x;,

donde Dfjy =323~ Clgipn(-,8)8jn(--8) y 18" = 01l < I = 6ol
i=1 j=

Sean E! y E*’ los conjuntos de puntos Yy € @O, tales que:
VaXis s X Y) < x50 ViXa, o X y) < x5
entonces si Oy es el verdadero valor de 0:
lim P(8y € E}) = lim P(6g € E;') =y
Como E}' es un elipsoide en ©,y, centrado en 6y, su volumen es:

K(r))(y

\/n|D®|

El coeficiente de los volimenes de E y E;" converge en probabilidad, cuando n — oo, al nimero r

dado por r = % Pero D = B*’C~'B*, por lo que:
_ Bl
VIClIB|

Por la condicion 4) se tiene que:
/gpqn('s H)L(’ a)d,un + /gpn(', O)Sqn('s 0)1—(, a)d/ln =0

yenf =40qy:
Sqn('aao))

asi que la variable aleatoria:

Ea,(@pan(-80)) = = cova, ( Vgyul-,80),

Pero Eg,(8pgn(+, 00)) = B,,,,(60,600) = B},

(VAgin(->60), - ., Ngm(-, ), %Slnc,oo),...,%Sm(ueo)),
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(5s)
B* B

tiene por matriz de covarianza:

ie. |C||B| = |B*]?, osear = ﬁ <1
IC11BI
Como E, y E* son asintéticamente equivalentes a E* y E* respectivamente, no existe una funcién

vector de estimacion regular para @pg(xy, ..., x,,) cuyaregion de confianza para 6, sea asintéticamente

mads pequefia que la regién de confianza para 6y, de h,(x1, ..., x,, 0).

Teorema 4.3.6 Sea (Xi,...,X,) una muestra con funcion de densidad f(x,6y), donde 6y € O,y y

f(x,60) es regular con respecto a las segundas derivadas parciales en © .

Si gpn(X1,...,X%4,6), p = 1,...,1, es una funcion vector de estimacion regular para 0y, E, es
una region de confianza para 0y de coeficientes asintdtico y. La region de confianza para 0y,

asintoticamente mds pequeria de coeficientes asintotico vy, estd dado por E,.

4.4 Ejercicios

0<x<0y fHhx0) = 1 0 < x £ 6, no son

. Probar que las dos distribuciones fi(x,6) = =g

1
9 b
absolutamente continuas una respecto a la otra, a menos que 0 = ¢'.

. Sea X variable aleatoria de funcién de reparticion F(x,0) = (1 — e %) 1jg_4oor(x), 0 < 6 < c0. Probar
que Ey(S (x,60)) = 0 y determine vary(S (X, 6)), asi como H(6,60") y probar que para 6 fijo, tiene un

maximo con respecto a®’ en ' = 0.

. Sea X una variable aleatoria discreta tal que Po(X = x) = (1 — O, x=1,2,...,con0 < 6 < 1.
Probar que Ey(S (X, 8)) = 0 y calcule vary(S (X, 6)).

Xt

n
. Si(Xy,...,X,) es una muestra de una distribucién con momento de orden k finito, probar que %
i=1

es un estimador consistente de E(X¥).
. Si X es la medida muestral de una distribucién B(1, p), probar que X es suficiente para p. Ademds

probar que X es suficiente como estimador para p.

. a)Sea (X1, ...,X,) una muestra con densidad f(x, 6) = e~ % x> 0,0 > 0. Probar que X es suficiente

para 8 y que (n — 1)/nX es el tnico estimador insesgado para 6 dependiendo de X.
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1

b) Probar que X es el estimador de maxima verosimilitud para p Y queesun estimador suficiente.

Si 8, y 6, son estimadores eficientes para 6, probar que el coeficiente de correlacion entre ellos es 1.

a) Si § es un estimador eficiente de 6 y 8 es otro estimador insesgado de 6, de varianzas respectivas

o? yka?, conk > 1, probar que su correlacion es %

b) Si 0 es eficiente para 6 y 01, 6, son estimadores ineficientes pero insesgados, ambos con varianza

ko(k > 1), probar que la correlacion entre o, y 0, es 2 ; k .
Sean (X1, ..., X)) las estadisticas de orden de una muestra de densidad f(x, 6) = %, si0 < x<6.
n—

Probar que X,y es una estadistica suficiente para 6 y que = 1 X es un estimador insesgado para 6.

X . -
Probar que (X(,,), === es un intervalo de confianza para 6 de coeficiente 7.
q (@] T—y p
Si Xy, ..., X son las estadisticas de orden para una muestra de densidad f(x,6) = ﬁ si

01 < x <6y, con0 < 6 < 6,. Probar que (X(1y, X(»)) s una estadistica suficiente para (6, 6,). Probar
o X Xw X Xay
n-1 n-1"n-1 n-1
X +Xw n+l
2 Yn—1

son estimadores de varianza minima de 0, y 6, respectivamente.
(61 +6,)
2

Ademds probar que (X — X(1y) son estimadores de minima varianza de

_)/92—91.

Verificar que la varianza de todo estimador de 0% en una muestra de un tamaiio n, de distribucién

4

N(u, %) es al menos 2%.
n

Si X1,...,X, es una muestra de distribucién N(u, o), con u conocida. Probar que % % X; [x; — pl
i=

es un estimador insesgado de o, con eficiencia asintotica p l 5

Sea X1, ..., X, una muestra de distribucion C(1, u). Probar que la eficiencia asintética de la mediana

muestral para estimar u es %

T
a) Si Xi,...,X, es una muestra de densidad I'(k + 1, 1), donde A > 0 y k es una conocida, probar

. N . I k+1 . .
que el estimador A de mdxima verosimilitud es (Xf) Verificar que este estimador es sesgado pero

2
consistente y que la distribucion asintética es N(A, n(k/li-l-l))’ cuando n — oo,

1

b) Probar que Vk + 1log A es una funcién de A de distribucién asintética normal con varianza 7

cuando n — oo.
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Sea X1, ..., X, una muestra de distribucion B(1, p). Probar que el estimador de mdxima verosimilitud

p de p es X y que su distribucién es normal N(p, M), asintSticamente. Verificar que sen™' (2p—

1) tiene una distribucion asintética normal con varianza l, cuando n — oo.

Si X es la medida de una muestra de distribucién B(1, p), probar que el intervalo de confianza mds
s . ) . X -p)\n
equeio de coeficiente vy, esta dado por los valores de ue satisfacen ————= = zy,, donde

P(N(, )| <y,) =7, cuandon — .

Sea X la medida de muestra de tamafio n de distribucién P(A). Verificar que el intervalo de confianza

para A, mas pequeiio de coeficiente y, cuando n — oo, esta dado por los valores de y tales que

X-D+n
= y,.
Vi
Si Xi4y...,Xki), i = 1,...,n, es una muestra de tamafo n de distribucién M(1, py, ..., px) verificar
que el estimador de mdxima verosimilitud para (py, ..., p) €s X, ..., X0 y que la matriz de covar-

ianza de los estimadores es (%(& iPi = DiP)))-

Sea (Xy;, ..., Xw), i = 1,...,n, una muestra de tamafio n de distribucion normal N(u,X). Probar que
el estimador de mdxima verosimilitud para u, es el vector X1, ..., X0 y que el estimador de maxima
verosimilitud para ¥ es ("5 1Sij), conS;; = ﬁ kZz:l(X,-k - X)X — X))

Supongamos que Y1, ..., Y, son variables aleatorias independientes de distribuciones N(B1xj; +- -+
ﬁkxkl,(rz), o, NBixpy, + -+ +,8kxk,,,0'2) respectivamente, donde Xy, ..., Xkls -y Xins -« Xgn SON
constantes.

n n
Seadp; = > XpkXges g = 1,.. .k, apo =Y Xppyio p=1,... k.
k=1 k=1

Probar que el estimador de maxima verosimilitud para (B, .. .,[) es:

k k
1 k
(Za,,oa” sens L apoal ),
p=1 =1

donde (a’) = (apg) . con (apy) no singular.

2

Probar que el estimador de maxima verosimilitud para o~ es:

, g =0,....k p,g=1,...,k,
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n
donde apy = . y?.
i=1

1

Sea (X1, ..., X,) una variable aleatoria con funcién de densidad f,(xi,..., x,,600) y sea 6 un estimador

insesgado para 6. Probar que V6 > 0:

vary, O 1

Eg (g%’

Ja(X1, .., X0, 60 + 0) — fulx1, ..., X, 60)

donde g = A CTRE ) ie. Vargo(é) > 1

ir(}f Eq (%)

a) Sea (Xi,...,X,) una variable aleatoria de densidad f,(xi,...,x,,0), tal que T es una estadistica
suficiente para . Se supone que f,(-,0) y g(t, 6) tiene derivadas parciales de segundo orden en todo

punto de Q" X @, excepto en un conjunto de medida cero. Probar que f,(xi, ..., x,,0) es de la forma:
eKIOS O+KaO)+hx1,..0)
donde K(6) y K»(0) no dependen de (x1, ..., x,), h, no depende de 8 y S (¢) depende de t y no de 6.

b) Sea u(S(T')) una funcién de T de medida q(6) y sea v(S (T)) otra funcién de medida (), entonces

siw(S(T)) = u(S(T)) — v(S(T)) se tiene:
/w(s)eK‘(g)”KZ(g)Jrh”d,u =0, V0e0O.

Probar que si esta expresion se puede derivar bajo el signo de integral con respecto a 6 y w(s) se

puede representar por una serie de Taylor', entonces:

E@(W(S)z) =0, V0eO, ie w(s)=0, p-cpd,V0e0O.

'Brook Taylor (1685-1731) Nace el 18 de agosto de 1685 en Edmonton, Inglaterra. Muere el 29 de diciembre de 1731
en Londres, Inglaterra. En 1708 Taylor produjo una solucién al problema del centro de oscilacion, la cual desde que fue

difundida hasta 1724, resulté ser la disputa principal con Johann Bernoulli.

En “Los métodos de incrementos directo e inverso” Taylor (1715) agrega a las matemadticas una nueva rama llamada ahora “El
célculo de las diferencias finitas”, inventa la integracién por partes y descubri6 la célebre férmula conocida como la Serie de
Taylor. La importancia de esta férmula no fue reconocida hasta 1772, cuando Lagrange proclamé los principios basicos del
calculo diferencial.

Taylor también desarrollé los principios fundamentales de la perspectiva en “Perspectivas lineales” (1715), junto con “Los
nuevos principios de la perspectiva lineal”.

Taylor da cuenta de un experimento para descubrir las leyes de la atraccion magnética (1715) y un método no probado para

aproximar las raices de una ecuacion, dando un método nuevo para logaritmos computacionales (1717).

Taylor fue elegido socio de la Real Sociedad en 1712 y fue nombrado en ese afio para integrar un comité para la adjudicacién

de las demandas de Newton y de Leibniz de haber inventado el célculo.
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Capitulo 5

Complementos de la teoria de pruebas de hipétesis

Pruebas de hipétesis compuestas con propiedades optimales, para muestras finitas, son obtenidas por

un principio importante debido a Neyman y Pearson: el principio del cociente de verosimilitud.

La prueba del cociente de verosimilitud, para grandes muestras, tiene propiedades asintoticas optimas
en ciertas condiciones, las cuales vamos a considerar en detalle. La prueba del cociente de verosi-
militud para grandes muestras, tiene su fundamento en la teoria estadistica, asi como la teoria de

estimacién que hemos considerado.

5.1 Distribucion asintética del cociente de verosimilitud para grandes mues-
tras

Consideremos un conjunto ® C R, que contiene un intervalo abierto ® tal que 6y € @y C ©, asi
como la hipotesis simple Hy = {6}.
Asumimos que para n grande, existe un estimador de maxima verosimilitud 6, para 6, tal que Ia

., A Pr ., . e L
sucesion 8, — 6. La sucesion de cocientes de verosimilitud estd dada por:

Az XL X B) i f(XG 60)
FXy, .o X0, 00) =1 f(Xi,6,)

y la prueba asociada a A se define por:

1 si A<

0 si A=

145
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Vamos a probar que bajo ciertas circunstancias tenemos que:
ley )
—2logA — X1,
si Hy es cierta. Suponemos que f(x,0) es regular respecto a la segunda derivada 6 en 6y, i.e.

H(6o,0) = /logf(~,9)L(-,Ho)dﬂ
se puede derivar dos veces con respecto a 6 y tenemos:
H'(6.60) = 0

H" (80, 60) = —B*(6, ).

Asi H(6y, 6) tiene un maximo H(0y,6) en 6 = 6.
Si fi(x), fo(x) y g(x) son funciones de densidad absolutamente continuas unas respecto a las otras,
Kullback llama informacién media, o informacion integral para discriminar f(x) contra f(x), por

observacion de g(x), al término:

1(1,2) = | log %gdy.

AsI:

HG000) = Ho.00) = [ 1og B0 1y

es, en el sentido de Kullback, Ia informacion integral para discriminar f(x,6) contra f(x,6;) por

observacion de f(x, 6p).

Observemos que B*(fy,6,) definida por Fisher como la informacién sobre 6, por observacion de
f(x,6), es la segunda derivada de la informacion integral de Kullback [H(6y,600) — H(8y,0)] en

0 = 6y. La cantidad B*(8y, 8y) mide la curvatura de H(6,, 6) en su valor mdximo. En resumen:

Teorema 5.1.1 Si f(x,6) es regular con respecto a su segunda 6 derivada en ©, entonces H(6y,0)
tiene un mdximo relativo en 6 = 6y. La segunda derivada de [H(6y,60y) — H(6p,6p)] en 0 = 6 es

B2(6o, 00).

Teorema 5.1.2 Sea (Xi,...,X,) una muestra de funcion de densidad f(x,6y), donde f(x,0) es reg-

ular con respecto a su primera derivada en ®, entonces las sucesiones:

n n
LS log fxi,00), L3108 £(X:, ),
i=1 i=1
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convergen en probabilidad a H(6y, 0y), cuando n — oo,

Demostracion Dado que la muestra tiene funcion de densidad f(x,8,), entonces tenemos que
n

% > log f(X;, 8) es la media muestral de una distribucién de media H(6y, 6p) i.e. converge en proba-
i=1

bilidad a H(6y, 8), cantidad que existe por la regularidad de f(x,0). Ademads bajo estas condiciones

A

Pr
6, — 6y, cuando n — oo, 0 sea:

n A Pr
%glog F(XiaB) = H(Bo. 60),

cuando n — oo.

Teorema 5.1.3 Si 9n es asintoticamente normal como en las condiciones del teorema 4.2.4, en-

tonces:
lim Py,(~2log A <) = —= / et
e V2r Jo ’
I
es decir si Hy es cierta —21og A i)/\/%
Demostracién Como > 6, cuandon — oo, Y e > 0,¥8 > 0, existe n.s tal que:
Pﬂo(En: Vn > nE&) > 1 — €.

Sobre E, tenemos que:

3 log (X, t) = Y log fX.0) + 5 3= (95 102 1(%10)) 60 =B

i=1

Vn > ns, donde 6* es una variable aleatoria tal que |6y — 6%| < |6y — 8|, es decir:

3" tog L) __1 ¢ o

para todo n > n. s, con probabilidad mayor que 1 — €. Pero:

A5 (2

Pr
| x,,e) B2(69. 6
P 002 ng( ) g — B=(60, 0o)

y ademds [ \/nB(6, 69)(6y — 6)1* converge en ley a un x?3, es decir:
I
“2log A —5 ¥,

cuando H es verdadera.
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5.1.1 Consistencia de la prueba del cociente de verosimilitud

Teorema 5.1.4 Si f(x,0) es regular con respecto a su segunda 0 derivada, la prueba del cociente

de verosimilitud es una prueba consistente para H,.

Demostracién Por el teorema 5.1.3 tenemos que lim Py (-2log A > x2) = @, donde P(x? > x2) =
n—oo

a.

Sea 0, # 6y un elemento de ®¢ y consideramos A = A’v, donde:

A/:f(xl"”»Xn’el) V:f(Xl,'-meeO)
fX,....X,, 0" fX1,. .., X0, 601)

Consideremos:

u, = -2logA’, nv, =-2logv.

. ley
Si 0; es el verdadero valor de 0, por el teorema 4.2.3, u,, — /\{%, cuando n — oo.

Ademas:

vy =2(1 - log f(X;.61) - LS log £(Xi, 60))

n
i=1

y si 6, es el verdadero valor de 6, v, l 2[H(6,,6,) — H(6,,60)] > 0, por lo que:

lim Py, (u, +nv, > x2) = 1.
n—oo

Asi definimos:

1 si u,1+nvn>)((2l

o =
0 si u,+nv, S)([Z,,
entonces la potencia:
0==6
Bo(6) — £(6) =
1 0+#6p,

cuando n — oo, es decir que ®@ es una prueba consistente.

5.1.2 Potencia asintética de la prueba del cociente de verosimilitud

Si consideramos las hipotesis del teorema 4.2.4, para grandes muestras, la prueba del cociente de ve-

rosimilitud ® con un error de tipo I igual a a, determinado por un y?, es una prueba consistente cuya
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potencia converge a {(6). Vamos a demostrar que bajo ciertas condiciones condiciones la potencia de

cualquier prueba consistente de nivel @ convergiendo a {(6), no lo hace mds que rdpidamente de ©.

Para esto volvamos a la funcion regular de estimacion g,(xy, .. ., X,, 6), pues la sucesion:
ley
2 2
/\’k = ngn(Xl, e ,Xn, 9()) —>X1.

Sea @ la prueba definida por:
1 si A*>)2
o =
0 si A*<y2,

por las propiedades de regularidad de la funcién de estimacion g, si 0) # 6y es el verdadero valor de

6 con 6, € Oy, las sucesiones:
* ’ patd A 2
ng(Xt,.... X, 00), Wy = (gn(X1,.... X0, 6 V(61 — 6) + Vn(6o - 01)])",

donde |6 — 6y| < 16 — |, convergen en ley si una de ellas converge.

Como w;, = u; + nv;, donde u}, = (g'(Xy,..., X, 0%) Vn(6; — 9))2, Vi o= %(w;‘, —u) y si el ver-

n’

. ley Pr y
dadero valor de 6 es 6, la sucesion u;, —>X%, v, — Vg, donde vy = B'2(91,91)(60 -6, pues

P P
%WZ — B 2(61,60)(00 - 01)* y %”Z —0.

Por otro lado vy > 0, por lo tanto:
lim Py, (u}, + nv, > x2) = 1.
n—oo

Asi definimos la prueba ®* por:

. % * 2

. 1 si u,+nv, >y,
@ =

. * * 2

0 si u,+nv, <x,

y entonces 3¢+ (0) — (), cuando n — oo, i.e. " es consistente.

Nuestro problema es ahora comparar las potencias de la prueba ®@ y la prueba ®*. Para resolver este

problema definiremos algunos conceptos.

Definicion 5.1.1 Si ® es una prueba para Hy basada en la muestra (X, ..., X,) de potencia limite
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n(6), cuando n — oo definida por:
n6o) = a

a<n@ <1, 0%6,

se dice que O es asintoticamente insesgado como prueba de Hy, de nivel a.

Definicion 5.1.2 Sean ®; y ®, dos pruebas asintdticamente insesgadas para la hipdtesis Hy, de

nivel a, de potencias asintéticas 11(0), 12(0) para 6 € ©.
Si n1(0) = n12(6), con ni(6y) = Mm(6y) = a, se dice que @, es asintoticamente mds potente que O,
para H.

Si 1n1(6)

12(0), para 6 # 6y, se dice que ©| y O, son pruebas insesgadas asintoticamente equiva-

lentes.
Sea @, y @} pruebas determinadas por desigualdades:
2 * * 2
Uy + CVp > Yoy Uy +CV > XYoo

donde ¢ > 0. Como u, y u; son no negativos vamos a probar que ¥ ¢ > 0, @, es asintoticamente mas
potente que P en cuyo caso diremos, adoptando la terminologia de Wald, que ® es mds conveniente

que @ para probar H.

Si @, y @ son asintéticamente equivalentes para todo ¢ > 0, diremos que ® y ®* son asintética

igualmente convenientes para probar Hy.

De acuerdo a estas definiciones podemos establecer el siguiente teorema.

Teorema 5.1.5 Sea @ la prueba el cociente de verosimilitud y ®* la prueba definida por la region
critica nh%(Xl, s X, 00) > X(ZF con hy(+,0) = %, entonces si la funcion de densidad f(x, 0)

es regular respecto a la segunda 0 derivada en @y, ® y ®* son pruebas asintoticamente igualmente

convenientes para probar H,.

Demostracion Sabemos que (u,,v,) converge en ley a una distribucion degenerada bidimensional,

la cual es un)(% alo largo dev = vy, u > 0, donde vy = 2[H(6,,6,) — H(61, 6p)].
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Igualmente (u, Vi) converge en ley a una distribucion degenerada bidimensional, la cual es un y? a

Io largo de v = v, u > 0, donde vi = B**(6}, 6,)(6p — 61)>.

Pero H(6,,80) = H(61,6) + H'(61,01)(60,6,) + H" (61,6;)(@ — 6,)*, donde |0y — 6;] < |6 — 61| y

como H'(6,6,) = 0, tenemos:
2[H(61,6,) — H(61,00)] = —H" (61, 6,)(60 — 61)*.
Como f(x, 0) es regular respecto a la segunda 6 derivada, tenemos que:
B™(61.61) < B(61,61)

y como H" (6, 6) es continua en @, entonces Ye > 0, existe 6 > 0 tal que si |6, — 6] < §, implica que

|- H"(6,,60,)+ H'(6,,0)| < €, 0 sea que:
B%(0,,60)) < —H"(6,,0) +€, sil0; —6| <6.
Si |6y — 61| < 6, entonces |6y — G| < ¢ i.e. B*2(0,,0,) < —H" (6, 07) + €, Ve > 0, asi tenemos que:
0 < vy < .

Ahora:
Ba.(61) = Py, (uy + cva > X2, Bay(61) = P, (uy, + vy, > x2),
tiene por limites n.(61) y 172(61) respectivamente, cuando n — oo.

Debido a la convergencia de (u,, v,) y (1), V) tenemos:

2
n.(61) = n:.(61) = 1, para 6, tal que vy > )%,
%
1 > n.(61) > n:(61) > a, parad tal que 0 < vy < “&F

ne(6o) = 7:(6p) = @, para 6, = 6y i.e vy =0.

Asi @, es asintoticamente mds potente que @ para probar Hy, ¥ ¢ > 0 i.e. ® es asintoticamente mds
conveniente que ®*, para probar Hy.

Xo

c

Si vy = vy, entonces 1 > n.(01) = 17:(61) > a, ¥0; tal que 0 < vy < , 0 sea ®, y O son pruebas

insesgadas asintética igualmente convenientes. En resumen tenemos el siguiente teorema.



152 Capitulo 5. Complementos de la teoria de pruebas de hipdtesis

Teorema 5.1.6 Sea (Xi,...,X,) una muestra con funcion de densidad f(x,0), donde f(x,6) es reg-
ular con respecto a su segunda 0 derivada en @y. Sea ® la prueba del cociente de verosimilitud
de nivel @ y sea g(xi,...,X,,0) una funcion regular de estimacion para 6, induciendo la prueba ®*
de nivel a, entonces @ es asintdtica igualmente conveniente como © para probar Hy. Ademds si

8n = hy, @) es asintéticamente igualmente conveniente como O para probar H,.

5.2 Prueba del cociente de verosimilitud de una hipétesis simple
Consideremos ©®, C R" y sea ©®,¢ un intervalo abierto tal que 6, € ®,9 C O,.
El cociente de verosimilitud A, para Hy = {6y} es:

A= Lxi,.. ., X, 60) — 1 /(xi, 6o)
Lxi,..os %0, 0 5 S, 0)

y la prueba se define por:

1 si A<
D) =
0 si A=A

1
Vamos a probar que —2log A i/\{f si Hy es cierta.

Teorema 5.2.1 Si f(x,0) es regular con respecto a sus primeras derivadas parciales en ®,y, en-

tonces H(0y, 0) tiene un mdximo en 0 = 6.

La matriz de segundas derivadas parciales de [H(6y, 6y) — H(8y,0)] en 0 = 6, es (qu).

Teorema 5.2.2 Sea (Xi,...,X,) una muestra con funcion de densidad f(x,0), donde f(x,0) es
regular con respecto a las primeras 0 derivadas en ©,o, entonces si 0, es el estimador de mdxima

verosimilitud, las sucesiones:

log f(-xi’ 9)’
1

log f(xi, 00), &
1 .

l n
n —

n

convergen en probabilidad a H(8y, 0y), cuando n — oo.

Teorema 5.2.3 Si 0 es asintdticamente normal como en las condiciones del teorema 4.2.4, entonces:

1
lim Pg,(—21log A < x?) =/ € X
n—oo 0 23
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. . ley 5
es decir si Hy es cierta, =2log A — .
.z A CS. .
Demostracion Como 6 — 6y, Ve > 0, V6 > 0, existen n s tal que:
Py, (Ep:Vn2nes)>1-€.
Sobre E, tenemos que:

Zlogf(Xl,Oo) = Zlogf(X,,H) + 30— 60) By (8- 6y), V> nes,

i=1 i=1

con 0" variable aleatoria tal que ||y — 6*|| < 6o — 0| y By = (B,,q(Oo, 0*)), o0 sea:

_22 og LK 60) _

F(X:.0) —(VA® - 00))' (£Bo ) (VO - 60), V= e,

con probabilidad mayor de 1 — €. Pero:
1 Pr
—ﬁBg* —>B(00,00) =B= IgU,

por lo que ( V(@ - 00))'3( (0 — 60)) E)X%, dado que \n(8 — 6) N N, B™H).

Teorema 5.2.4 Consistencia Si f(x, 0) es regular con respecto a sus segundas 6 derivadas par-

ciales, la prueba del cociente de verosimilitud es consistente para probar la hipétesis H.

Demostracién Por el teorema 5.2.3 se tiene lim Pg,(—21og A > x2) = a, donde el nivel de la prueba
n—oo

estd dado por P(x? > x?) = a (nivel asintético).

Sea @, # 6y, con 0, € O,y y consideremos A = A’v, donde:

A/ZL(XI"'-’X}'UGAI) V:L(Xl"~"Xl‘1900)'
LXi,.... X, 0) L(X1,..., Xy, 01)

le
Seau, = —2logA’, nv, = —2logv. Si 0, es el verdadero valor de 0, por el teorema 5.2.3, u, —y>)(%,

cuando n — oo, Ademas:
n n P
v =21 3" log £(Xi.01) = Y- log £(X;. 60)] — 21H(81.61) — H(B1.60)] > 0.
i=1 i=1
si @) es el verdadero valor de 0. Asi tenemos que:

lim Pg, (i, + nv, > x2) = 1,
n—oo
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por lo que definimos:

1 si un+nv,,>/\(§
o =

0 si wu,+nv, <)((21

y la potencia B¢ (0) — £(0), cuandon — oo.

Una extension de los teoremas 5.1.5 'y 5.1.6 es posible y se deja de ejercicio.

5.3 Prueba del cociente de verosimilitud de una hipétesis compuesta

En las pruebas de hipdtesis de r pardmetros, nos interesamos en un subespacio de ®, ¢ R de
elementos de la forma (0,...,6,6.10,...,00), donde By,10,...,6,0 son fijos. Denotaremos la

hipétesis compuesta por ®; C 0O,. EI cociente de verosimilitud es:

sup L(X1,...,X,,0)
A _ [ECH
=T sup L(X1, ..., X0y )
[ECR

Para grandes muestras, nos interesamos en un abierto ®,9 C ®, conteniendo a 6y el verdadero valor

de 6.

Teorema 5.3.1 Sea X,,...,X, una muestra con funcion de densidad f(x, ), con 8 € ®, C R, la
cual es regular respecto s las segundas derivadas parciales para 0 € @, entonces:

2

X Ly 1
hm P(_ZlogAr—s <X2/0€®S):/ € 27 x2
n—oo 0

(r—-s)—1
et gy
22091 (- 5))

)

. . . ley
es decir si 0 € Oy es cierta, —21og A,_ —’X%—y

Demostracion Sea (91, .. ,@r) el estimador de madxima verosimilitud como definido en el teo-
rema 4.3.3 y sea 0,. ..,9; la solucién de S ,(x1,...,%,,8) = 0, p” = 1,...,s, con respecto a
01, ...,05, cuando las otras componentes 0,1, ..., 0, son fijas e iguales a 0,4, ..., 0, respectiva-
mente. Bajo las hipdtesis del teorema 4.3.4 tenemos que (@’1, ..., @) se distribuye asintdticamente

como una normal N(0 f,(an/q/)"), conp’',qg =1,...,s.
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Si 6y € Oy, denotemos £, i, 7', A(F), A1(8) con componentes:

%S,,n(x1 e X 00) = Epn
VB0 = 6,) = 1
VaOpo - 8,) =1,
LS (X1, X0, 0) = Apg(6)
%Sprqr,,(Xl, e X 01,0, 04,0010, .., 000) = Apg(6)
donde p,g=1,...,r;p',¢ =1,...,s.
Dada la regularidad de f(x, ), Ve > 0, existe n. tal que la probabilidad es mayor que 1 — € de que las
siguientes ecuaciones se tengan, para todo n > ne:
(=A@
&1 =M
élog F(X;. 80) = ;lelog FXbr. .0+ LAy
élogf(xiﬁo) = ig";logﬂxi,é;,...,é;,9s+1,o, 00+ S A
con |16 = 8oll < 10— 6oll. 167" — 8ol < 18 = Boll. 116" — 6ol < 118 — Boll. 116" - Boll < 118" — 8ol
0,0, €0,, 07,0 c0,n0, = L)
Los vectores pueden expresarse como:
n=[AO0)]"¢

n' =[A07)]7'¢,.

Ademds —2log A,_; = =2[> log f(Xi, 8}, ..., 8,010, ...,0,0)-> log f(X;,0,...,0,)], porlo que:
i=1 i=1

Po(=2log Ars = 0V A0 — W A@DR/n > n) > 1 — €.

1
Si 6y € Oy es el verdadero valor de 0, { =, N(O, (B,y)) i.e. las matrices (Apy(67)) y (A,4(07)) con-
vergen en probabilidad a (—B,,), cuando n — oo, dado que sin — oo, 05 6y, lo que implica que
le ’ ,
T, 0 i 60y. Similarmente la variable {, =, N(O, (Byy)) y las matrices (A1 q(0°)) y (A1pq(67))

convergen en probabilidad a (—B ;).
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Asi tenemos que:
A — 1 A@)n =
1AV A8 AN - CAB) AG)AG) S 2
conZ = Y'B'Y-Y{B}Y,, donde B} = (By)™!, el vector ¥ ~ N(O,(Bp)) y ¥’ = (Y], Yys1s - - 30)-

Ademds Z ~ x?_..

En efecto:
B ol B[_sﬂ 0 _ Bil, - B -B!,B1nB5;
0 0 ~By, By Bil, By + By BuBil BBy,
B;y Bn .
donde B = ., Big =B, B, Bii2=Bi1—-BnBybB).
By Bx
0 31711312
Ademds, BB = es idempotente y de rango r — s.
0 I—s

Teorema 5.3.2 Bajo las hipotesis del teorema 5.3.1 la prueba del cociente de verosimilitud es con-

sistente.

Demostracion Sea @, # 6y, 0, ¢ Oy, 6, = (011,...,015, 015015 +-5...,01,),

A _ L('séls~~'9é;905+109'-',9r0) _
r—s — A ~ = =
L('vela"-79S70S+17"'79r0)

L6, 60, 01500,-,61) LGB, 6, 6000, - ,600)

s Ygs
AR

L('3él,~~ -’gm 0s+13- ~~’ér) I—(,é/l/, . -79f/’91.&‘+1’~ .- ,glr)

s

donde 6 es el estimador de maxima verosimilitud para @ € ®; y 8 es el estimador de maxima

verosimilitud para 6 ¢ O; i.e. 0 € @, con O, = {(t1,...,15, 01541, ...015) € O,}. Asi tenemos que:

—2log A,y = —2log Ai_, +2[log L(-8,...,8.,0141,...,61,)

\

—logL(-0},....8,,0510,....6,0)]

s Vs
=u, + nu,.
Si 0, es el verdadero valor de 0:

%

ley 2
r—s > Xr—s>

u, = —2log A

Vo~ 2[H(61,01) — H(6,,6))] > 0,
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~rn Pr A Pro Y . .
pues@ — 6,y — 0, para algiin 0] € O, i.c. si 0 ¢ O;:
lim Py, (1, + nv, >,\((2l) =1.
n—oo

Utilizando funciones regulares de estimacion se puede construir una clase de pruebas que son con-
sistentes. Ninguna de éstas pruebas es mds conveniente que la prueba del cociente de verosimilitud,

cuando la nocién de conveniencia asintética se extiende a hipotesis compuestas.

5.4 Ejercicios

. Una muestra (Xi,...,X,) con funcién de densidad 6e=%*

, x> 0,08 > 0, se toma para probar la
hipétesis Hy: 6 = 6y contra Hy: 6 = 0, 8, > 6. Determinar una prueba de nivel « y estudiar la

potencia de la prueba.

. Sean;, X, S% el tamafo, la media y la varianza muestral de una poblacion N(,u],O'Z) y na, X,
S? cantidades similares para una muestra de distribucién N(ua, %) independiente de la primera.

Consideremos la hipotesis Hy : y; = .

Probar que el cociente de verosimilitud para Hy es equivalente a un t de Student:

X - X»)

1, 1
S n71+n72

(m — DS+ (mp - 1S3

donde s> = n AT =2 2 Verificar que la prueba es insesgada.

. Si el problema precedente se generaliza al caso k muestras, donde n;, X;, S 1-2, i=1,...,k son el
tamarfio, media y varianza muestrales de k muestras independientes de distribucion N(pi,(rz), i =

1,..., k respectivamente y Hy es la hipotesis p1j = pp = -+ = .

Probar que el cociente de verosimilitud es equivalente a un F(k,n — k) de Fisher—Snedecor, donde

k
n =Y n;. Determinar la estadistica y probar que la prueba es insesgada.

i=1
. SiS?yS3 son varianzas muestrales en muestras de tamafio n; de una poblacién N(u;, 03),i= 1,2y

si Hy es la hipdtesis a2 = o3, probar que el cociente de verosimilitud es equivalente al cociente de

Fisher—Snedecor:

~
Il
(A‘(/)
=
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el cual tiene distribucion F(n; — 1,n, — 1), si Hy es verdadera.

. Supongamos que X, X, son variables aleatorias independientes de distribucién binomial B(n;, p;),
i = 1,2 respectivamente. Verificar que el cociente de verosimilitud para probar Hy: p; = p», estd

dado por:

_ X X X n—x -xl —X1 -x2 —X2 -xl —n1+Xx X2 —np+Xxy
r=G)O-a) G @) em) T (ew)

donde X = X| + X, yn = ny + np. Probar que la distribucién Iimite de —21log A, cuando n; — oo,

i=1,2,es una/\{% si Hy es cierta.

. Generalizar el resultado anterior cuando X; ~ B(n;, p;),i = 1,...,k y son independientes.
. a) Supongamos que n;j, i = 1,...,r, j = 1,...,s, son realizaciones de una variable aleatoria de
r N r N
distribucién multinomial de pardmetros p;; > 0, donde n = Y n;j, n.j = Znij, ni. = Zn,-j y

i=1 j=1
r ) r s
> > pij = 1. Sea Hy el espacio en el cual p;; = p;q;, donde > p; = > q; = 1. Verificar que el
i=1j=1 i=1 j=1

cociente de verosimilitud para probar Hy estd dado por:

y que la distribucion Iimite de —21log A es X(zr—l)(s—l)'
nl nj.

b) Sea g = Z E n, nj , probar que si Hy es cierta, —21og A y g convergen conjuntamente en
j=li=1

ley a una distribucion )((Y D(r—1)*

. Seanyy,i =1,...,r, j = 1,...,s5, k = 1,...,t, una variable aleatoria (rst — 1) dimensional de

r N t S
distribucién multinomial de pardmetros p;j > 0, donde n = > > > mij, g = »_ 2 Miji, Njj. =
i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
t r N t
DMy > > pijk=1.
k=1 i=1 j=1k=1
t

r N
Sea H la hipdtesis p;jx = pijqr. con ),y pij = »_ qx = 1, verificar que el cociente de verosimilitud
i=1 j=1 k=1

para probar Hy, estd dado por:




10.

11.

12.
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y que el Iimite de —2log A, cuando n — oo, es un)((zrs_l)(l_l), si Hy es cierta.

. Supongamos que (Xi1,...,X1n,) Yy (X21,...,Xon,) son muestras independientes de distribucion de

Poisson P(u1) y P(uy) respectivamente. Sea Hy: u; = po, probar que el cociente de verosimilitud

estd dada por:
Xn)_(
N XI“XIXSZXZ ’

I’l]Xl +H2X2

donde X, y X, son las medias de las muestras y X = TR

,n=n;+n.

Probar que —2log A, cuando ny, ny — oo es un X%, si Hy es cierta. Generalizar éste resultado para k

muestras.

a) La variable aleatoria (k — 1)—dimensional con realizacion (ny, . ..,ny), tiene distribucion multino-
k k

mial de pardmetros py, ..., pg, donde Y p; = 1 y > n; = n, demostrar que el cociente de verosimili-

i=1 i=1
tud A, para probar la hipotesis Hy: p1 = pio,-- -, Px = Pro estd dada por:

n

14 Pk
[ )T
P1 Pk

donde p; = % y probar que —2log A, cuando n — oo, es la distribucién de un xi_,, si Hy es
verdadera.
X, (ni = npio)* , o,
b) Probar que cuandon — oo, =2logA y > ~p,, ~ convergen juntos a una distribucion yj_,,
i=1

cuando n — oo, si Hy es verdadera.

SiS?,...,8 ,% son las varianzas de muestras independientes de tamafos ny, . .., ng, de distribuciones
N(uq, 0'%), oo NQuyg, 0',%) y si Hy: 0'% =... = o-%, verificar que el cociente de verosimilitud A, para
probar Hy, estd dado por:
2 %nl 2 %nk
Ao |m=DST2 o= DS
nlS 2 I’lkS 2 ’

() — DS+ + (. — 1)S32

2 _
donde §- = A F

Si S? es la varianza de una muestra de tamaiio n de distribucién N (u, 0%, demostrar que usando el

cociente de verosimilitud para probar Hy: o> = o3, contra la hipdtesis Hy: o < o3, es equivalente

(n—1S?

—
0

a usar ~ x%_,, si Hy es cierta.
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13. Supongamos que Y1, ..., Y1, son variables aleatorias independientes de distribucion N(B10+811 X1y, o?),
v=1,...,n yqueYy,...,Yo,, son variables aleatorias independientes de distribucion N(B¢ +
BorXip, 02, v=1,...,n. Sea Hy: B11 = B (hipdtesis de lineas de regresion paralelas), probar que

el cociente de verosimilitud es equivalente a:

Svw—So
S ’
(n +ny—4)

F=

donde F ~ F(1,n; + ny —4), si Hy es cierta y donde:

n

~

2
Sy = Z [(va - Yp) _Bp(xpu - )_Cp)]z
p=1lv=1
n n
v _ 1 - - _ 1<% 5 o_
ooy e =y e By

n,, }‘ll,

ap, = Z_:I(va - Yp)(xpv - )_Cp), bp = ;(xpv - )_Cp)z, pP= 1,2,

2 5 5 - \12 A _art+ap
So= 21 z:l[(va - p) _ﬂp(xpu _xp)] , B= b+ by
p=10=
14. Si X;j, i = 1,...,r, j = 1,...,s, son variables aleatorias independientes de distribucion N(u +

r N
He + fg02), donde Y- piy = 0, >y, = 0. Sea ® el espacio de todos los vectores de la forma
=1 n=1

r S
(Ms f1es - s My fL1s - - - > [og, O°2) SUjeta a las restricciones Yot = Y py =0y 0 el subconjunto de
=1 n=1
®, con ;. = --- = u,. = 0. Demostrar que el cociente de verosimilitud es equivalente a:
S
F=—tcd— CFo-1,0-1)6-1),
r—-D@s-1)

dondeS o= s Y (Xe=X2, S. =Y Xey=Xe=Xp+ X2 X=ALS X, X =13 x,,
(=1 {=1n=1 {=1n=1 n=1
%, =L x,. 50 dad.
n=7F s S1 ®g €S verdadera.
=1



Apéndice A

Resumen de Teoria de la media e integracion

A.1 Propiedades y definiciones

Definicién A.1.1 Sea A c B(Q), se llama anillo booleano'(clan) de partes de Q, si:
A BeEA—=AUBeA, A\BeXl

Proposicion A.1.1 Sea 2l un anillo booleano, entonces A, BE A — ANBel

Si A es unitario, Aec A = Aei.
Definicion A.1.2 Se llama o—anillo booleano (o—clan) un anillo booleano 2 tal que:

V(An)nEIN’ An € QL’ nelN = U An e .
neN

Se llama tribu (o—dlgebra, cuerpo de Borel, o—clan unitario) a todo o—anillo booleano 2\ que satisface

Qe

Proposicion A.1.2 Todo o—anillo booleano cumple que si (¥n € N)(A, € ), (] A, € 2L
neN

1George Boole (1815-1864) Nace el 2 de Noviembre de 1815 en Lincoln, Lincolnshire, Inglaterra. Muere el 8 de
Diciembre de 1864 en Ballintemple, County Cork, Irlanda. Autodidacta, es el precursor del concepto de conjunto y del
célculo sobre conjuntos (clases de objetos), que vinculan la 16gica matemaética con el cdlculo algebraico (The Mathematical
Analysis of Logic, 1847). Boole solucioné asi, uno de los problemas fundamentales de formalizacién del lenguaje y del
razonamiento, que se planteaban los matemadticos desde Leibniz. La pertinencia de sus trabajos le permitieron la obtencién
(1849) de un Catedra de Matematicas en el Queen’s College de Cork (Irlanda del Sur). Se le puede considerar como el creador
de la 16gica moderna. Boole recluy6 la 16gica a una dlgebra simple. También trabajé en ecuaciones diferenciales, el clculo
de diferencias finitas y métodos generales en probabilidad.
El dlgebra booleana que desarrolla en 1854, en su tratado “An investigation of the laws of thought” se utiliza hoy dia en el

afinamiento de maquinas automadticas (dlgebra de circuitos).

161
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Definicion A.1.3 Se llama semi—anillo booleano al conjunto A C P(Q) si:

A Bed = ANBeX

A, BeA, ACB = 3JAy,..., Ay, A €Utalesque AiNA; = O,sii+ jyB\A= CJIA,-.
Definicion A.1.4 Se llama espacio medible al par (,8), donde B es un o—anillo booleano de
partes del conjunto Q.

Cuando B es una tribu, el par (Q,*B), se llama espacio probabilisable.

Si Brn es la tribu de Borel de R", (R",*BR») es un espacio probabilisable.

Definicion A.1.5 Sean (Q1,8) y (Qs,B,) espacios medibles, una funcion f de Q en Q, se dice

medible 0 B -medible <= VB € B, = f~(B) € B,.

Definicion A.1.6 Sea (Q,B) espacio probabilisable y f una funcién f: Q@ — R (0 en R), f es

medible <= la aplicacion f de (Q,B) en (R, BRr) (0 (R, Br)) es medible.

Proposicion A.1.3 Sean Q' un conjunto, (Q,B) un espacio medible y f una funcion f: Q' — Q:
a) f~'(B) es un o—anillo booleano.
b) Si & engendra B, f~'(€) engendra f~'(B), o sea <f’1(8)> = f1(EY).

Teorema A.1.1 Sean (Q1,8)) y (£, *B,) dos espacios medibles y sea f: Q) — Q, si € engendra

a B, entonces f es medible = f~(€) c B,.

Corolario A.1.1 Sea (,*B) espacio probabilisable y sea f: QO — R, entonces [ es medible

= f1(]=o0,t]) € B, (0 bien (] - o0, 1]) € B).

Corolario A.1.2 Sean Q,, Q, espacios topoldgicos y ‘B, B, las respectivas tribus de Borel. Si

f: Q1 — Q, es continua, entonces f es medible.

Definicion A.1.7 Una funcion f: E — F se dice escalonada si toma un niimero finito de valores
{yi,...,ya} C F.

SeaA c PE)ysiVi=1,...,n f'{y}) €A, f se llama escalonada sobre .
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n

— Una funcion real escalonada sobre A es de la forma f = > yils, con A; = f~
i=1

i# J.

— La funcion f escalonada es A-medible < f es escalonada sobre 2.

n

i=1
elementos de 2, es escalonada sobre 2.

A.2 Propiedades de funciones medibles numéricas

Consideramos que f es una funcién de Q) en R, denotamos por convencion:

1B ={xeQ/f(x) e B} = [f € B
[f > al = (x e Q/f(x) > a}.
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"y, AinA; =0,

Teorema A.2.1 Sea (,*B) un espacio probabilisable y sean f y g funciones medibles sobre R (o

R), entonces la funcion x +L> (f(x), g(x)) de Q en R xR (0 R X R) es medible, con la tribu de Borel

sobre R xR (0 R xR).

Teorema A.2.2 Sea (Q,*B) espacio probabilisable y f, g dos funciones medibles sobre R (resp. R),

entonces:

(Por convencion co -0 =0 - 0o = 0, +00 — o0 no tiene sentido en R).

2) f sobre R es medible < f* = sup(f,0) y f~ = sup(~f, 0) son medibles.

Teorema A.2.3

1) Sea (f,), una sucesion de funciones medibles, con valores en R, las funciones sup

n

liminf f,, son medibles.

1) f + g (resp. si f + g estd definida), sup(f, g), inf(f,g), f - g son medibles; af es medible Vo € R.

Ju Inf f,, lim sup f;,

2) Si (f,), es una sucesion de funciones medibles en R tales que lim f, = f, entonces f es medible.
n

Teorema A.2.4 Sea (Q,B) un espacio probabilisable, entonces toda funcion medible f en R* es

el limite simple de una sucesion creciente de funciones escalonadas, con valores en R* sobre B.
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Corolario A.2.1 Toda funcién numérica medible f, con valores en R, es limite simple de una

sucesion de funciones escalonadas finitas.

A.3 Medidas positivas

Extenderemos las operaciones suma y producto en R definiendo:

+00-x= oo, x>0
t0-0 =0
x€R, x+00 = 400, x—00 = —00 y — 00+ o0 no tiene sentido.
Definicion A.3.1 Se llama espacio de medida al triplete (Q, B, u) donde (Q,B) es un espacio me-

dible y u es una medida sobre B.

Se llama espacio de probabilidad al triplete (Q,*B, P) donde (Q,B) es un espacio probabilisable y

P es una medida sobre ‘B tal que P(Q) = 1.
Teorema A.3.1 Sea S un semi-anillo de Qy u: S — R* con las propiedades:

i) Toda sucesion finita (S;)i=1...n» Si € S dos a dos disjuntos es tal que:

u(gs,-) =;u(si) si igjlsies.

ii) Toda sucesion (S ,)neN, Sn € S dos a dos disjuntos tales que |J S, € S cumple:
nelN

u( U Sn) = > u(Sy).

nelN nelN

iii) Existe (S, )pen, Sn € Stal que Q C |J S,.
neN

Sea X € P(Q), BX) ={(S;); finitas o infinitas/S; €S, X C US,-} # @ por iii).

Sea u*(X) = inf{Z,u(S,-)/(S,-),- € B(X)}, entonces:

1) u': PEQ)— R  estal que
X— " (X)
a) }(@)=0

b) Ac B = u*(A) < u*(B)
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&) V(Apnen, Av € B@, 1 (U Ar) < 3474,

n=1 n=1
2) El conjunto B ={A Cc Q/u* (X NA) +u" (X \A) =" (X), VX € P(Q)} es una tribuy S C *B.
3) La restriccion de u* a B es una medida y coincide con u sobre S (u* extiende a p).

4) SiXePQ)estal que iy (X) =0 = X € B.

— La funcién y* : P(Q) — R™* se llama medida exterior.
— La tribu ®B estd formada por los conjuntos ¢* medibles.
— Las conclusiones 2) y 3) se conocen como el Teorema de extension de Carathéodory.

— Si se elimina la condicion iii) se define:

inf(>° u(S)/(S)i € BX)) siBX)#0D
p(X) = i
+00 si BX)=0

y el resultado sigue siendo valido.

Teorema A.3.2 Sea S semi-anillo, u: S — R* con las propiedades 1), 2) y 3) del teorema A.3.1.

La funcion u se prolonga de forma tinica sobre la tribu engendrada por S. Esta medida es o—finita.

A4 Integracion

Sea (Q, B) espacio probabilisable y sea M(B,R) = {f medible/f: (Q,B) — R} (resp. R*).

Teorema A.4.1 Sea (Q,*B) espacio probabilisable, u medida positiva sobre B, entonces existe una

linica funcion ®: M(B,R*) — R* tal que:
1) Paratodo a € RY, f € M(B,R"), g € M(B,R*):

O(af) = a®(f)
O(f +8) = O(f) + D(g)

fsg = Of) < D).
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Para toda sucesion (f),en? fi € M(B,RY) se tiene sup @(f,) = O(sup f,) (propiedad de Beppo
n n

Levi?).

Para todo B € B, ®(Ig) = u(B).

Definicion A.4.1 Sea @ el funcional asociado de forma inica a u (Teorema A.4.1) y sea f €

M(B, RY):

(f) = / FOOdu) = / FOou(d) = / f.

® es llamado integral superior asociado a p. Si B € B, f; fdu =: f* Igfdu.

2Beppo Levi (1875-1961) Nace el 14 de mayo de 1875 en Turfn, Italia y muere el 28 de agosto de 1961 en Rosario,
Argentina. Se gradué en matematica en la Universidad de Turin en 1896. Después de este periodo de 1896 a 1899 fue
asistente de Luigi Berzolari y se dedicé a la ensefianza media hasta que en 1906, gané el puesto de Geometria descriptiva
y proyectiva de la Universidad de Cagliari. También ensefi6 Geometria Analitica y en 1910 fue llamado a Parma a cubrir
el puesto de Analisis algebraico. En 1928 se va a Bolonia, donde ocupa el puesto de Teoria de las funciones y de Analisis
algebraico, donde entonces lleva a cabo una actividad favoreciendo la Unién Matematico Italiana, de la que fue administrador
de 1931 a 1938, tomando a su cargo la escritura del Boletin. En 1938 para escapar del fascismo de la dictadura de Mussolini, se
exilia en Argentina, donde fue designado Director del recién formado Instituto Matemadtico de Rosario y donde fundé algunas
revistas matemadticas (Publicaciones y el Mathematicae Notae). Su actividad cientifico se divide en cuatro periodos de su vida
profesional. Antes del traslado a Parma, el espacio desde la Geometria algebraica (issolution of the singolarita of superficial
algebriche) a la Logica (el axioma de eleccion), la teoria de integracion y las ecuaciones en derivadas parciales (el teorema
famoso de Beppo Levi en integracion de la monotonia de las sucesiones de funciones) y los trabajos Sobre el principio de
Dirichlet, en el que viene introduce un nuevo espacio que da origen al llamado espacio de Beppo Levi. Sus trabajos se refieren
a la teorfa de integracion de Lebesgue y a la geometria algebraica (estudio de los puntos singulares de una superficie).
Durante los 18 afios que pasé en Parma, de las previas tradiciones de investigacion junté la Teoria de los nimeros, la Ingenieria
Eléctrica, la Teoria de la medida fisica y Fisica tedrica. En Bolonia a pesar de la dificultad de las tareas didacticas, continud
con intensidad sus articulos de Légica, Ecuaciones diferenciales, Andlisis complejo, publica en la frontera entre el Andlisis y la
Fisica y ensancha la actividad divulgativa. En los afios de exilio, en su vida cientifica en Argentina finalmente public6 algunos
de sus trabajos: unos explicitamente para introducir a los colegas argentinos en la investigacion (expuesto con observaciones y

desarrollos recientes), otras son fruto del didlogo que estimuld y conservé con los lectores de las Revistas que habia fundado.
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Teorema A.4.2 Teorema de Fatou® Sea (f,), € M(B,R*) entonces:
lim inf / fudu > / (liminf f,)du.

Teorema A.4.3 Sea f € M(B,R"), entonces [ fdu=0 < f=0 p—cp.d.

Corolario A.4.1 Para toda f € M(B,R"), si u(A) =0 = [ fdu =0.

3Pierre Joseph Louis Fatou (1878-1929) Nace el 28 de febrero de 1878 en Lorient, Francia y muere el 10 de agosto
de 1929 en Pornichet, Francia. Pierre Fatou entr6 a I’Ecole Normale Supérieure en Paris en 1898 para estudiar matematica.
Se gradud en 1901 y decide obtener un puesto matematico en el observatorio de Paris. Una vez designado en el puesto de
astronomia, Fatou continda trabajando en su tesis, que sometié en 1906, sobre teoria de integracion y teorfa de funciones
complejas. Fatou prob6 que si una funcién es Lebesgue integrable, entonces los limites radiales para las respectivas integrales
de Poisson existen casi por doquier. Este resultado condujo a las generalizaciones de Privalov, de Plessner y de Marcel Riesz.
Aunque no dio una solucién completa, Fatou también hizo una contribucién importante a encontrar una solucién a la cuestién
relacionada con la transformacion conforme de regiones de Jordan, sobre el disco abierto que se pueden extender continua-
mente en la frontera. En 1907 Fatou recibié su doctorado para este importante trabajo. Trabajé en el campo de la dindmica
analitica compleja.
En 1915, I’ Académie des Sciences en Paris da este topico para el Gran Prix de 1918. El premio seria concedido a un estudio
de la iteracion desde un punto de vista global. Parece que los matemadticos como Appell, Emile Picard y Koenigs habian
propuesto la idea a Académie des Sciences, porque esperaban progresos en el concepto de familias normales de Montel. Fatou
escribi una extensa memoria que utilizaba las ideas de familias normales de Montel, para desarrollar la teoria fundamental
de la iteracién en 1917. Aunque no sabemos si se proponia entrar en el Grand Prix, si parece casi seguro que emprendi6 el
trabajo con esto en mente.
Dado que el asunto habia sido propuesto para el premio, no es sorprendente que otros matemadtico también trabajaran en el
asunto y Julia también produjo de hecho, una extensa memoria donde desarroll6 la teoria de una manera similar a Fatou. Los
dos, sin embargo, eligieron diversas maneras de ir adelante. Durante la segunda mitad de 1917 Julia deposité sus resultados
en I’Académie des Sciences en sobres sellados. Fatou, por otra parte, publicé un aviso de sus resultados en una nota en el
diciembre 1917 por partes en Comptes Rendus. Llegé a ser mds adelante evidente que habian descubierto resultados muy
similares.
Julia escribi6 una carta a Comptes Rendus referente a la prioridad del trabajo y fue publicado el 31 de diciembre de 1917.
Julia habia pedido a I’ Académie des Sciences para que examinara sus sobres sellados y Georges Humbert habian sido des-
ignado de realizar la tarea. El mismo el 31 de diciembre 1917 de parte de Comptes Rendus, Georges Humbert recibe una
carta reportando los trabajos de Julia. Como resultado de estas cartas Fatou no entré en el Gran Prix y fue concedido a Julia.
Fatou sin embargo no perdié del todo, pues aunque no habia optado para el premio, I’ Académie des Sciences le dio premio su
destacado articulo sobre el tema. Su trabajo se conoce ahora como el teorema generalizado de Fatou-Julia.
Fatou recibi6 el titulo del “astrénomo” en 1928 y como astrénomo, también hizo contribuciones a ese campo. Usando los
teoremas de existencia para las soluciones a las ecuaciones diferenciales, Fatou pudo probar resultados rigurosos relaciona-
dos con en érbitas planetarias que Gauss habia sugerido, realizando solamente una discusién intuitiva. También estudié el
movimiento de un planeta en un medio resistente, con la intencién de explicar como las estrellas gemelas se formarian con la
captura de una, que se mueve en la atmdsfera de la otra. Debemos también mencionar su trabajo sobre las series de Taylor,
donde examind la convergencia y la extension analitica de la serie. Quizds el resultado mds famoso de Fatou es que una

funcién arménica u > 0 en una bola, tiene un limite no tangencial casi por doquier en la frontera.
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A.5 Medidas definidas por densidades

Proposicion A.5.1 Sea (Q,B) un espacio probabilisable, u medida positiva sobre 9. Para cada
funcion f > 0, B-medible, la aplicacion v(B) = f; fdu es una medida positiva sobre B tal que,
uB)=0 = wv(B)=0.

Teorema A.5.1 Radon-Nikodym Sea y una medida positiva o-finita sobre un espacio probabili-
sable (Q,B). Sea v una medida positiva absolutamente continua con respecto a u (v < (), entonces:
— Existe una clase iinica f de funciones numéricas B-medibles u-equivalentes tales que ¥ f € f se
tiene que v = f - L.

—{f € f} son p-finitas c.p.d. = u es o-finita.

—{f: f € f} son u-integrables = u es acotada.

Teorema A.5.2 Lebesgue*-Nikodym Sea u medida positiva o-finita sobre (Q,B) espacio proba-
bilisable y sea v una medida positiva sobre (Q,B), existe una tinica clase f de funciones numéricas

B-medibles positivas u-equivalentes y una medida v' positiva tinica u-singular tal que v = fu + v/,
Vfef.
A.6 Medida imagen

Proposicion A.6.1 Sean (Q,2A) y (E,B) espacios probabilisables y T : (Q, %) — (E,B) medible.

Si p es una medida sobre 2, la aplicacion v: B — R* es una medida.
B (T~ (B))

“Henri Léon Lebesgue (1875-1941) Nace en Francia en 1875. Fue alumno en la Normal Superior y tuvo a Emile Borel
como profesor (a quien se deben los primeros trabajos en teoria de la medida). Después de algunos afios en el colegio de
Nancy, Lebesgue ensefia en Rennes. En este periodo que se dard a conocer por su elegante teoria de la medida. Fue profesor
en la Sorbonne, luego en el Collége de France se le elige a la Academia de Ciencias en 1922.

Por su teorfa de las funciones medibles (1901) que se apoya en las tribus borelianas (nombre dado en honor Emile Borel),
Lebesgue redireccioné profundamente y generalizo el cdlculo integral. Su teorfa de la integracion (1902-1904) respondi6 a las
necesidades de los fisicos, permitiendo la investigacion y la existencia de primitivas de funciones “irregulares” y amalgama las
distintas teorias hasta aqui desarrolladas, apareciendo como casos particulares: Riemann (funcién escalera, funcién continua),
Darboux (funciones acotadas) y Stieltjes (funciones de variacion acotada).

Sobre un intervalo de integracién I, Riemann subdivide 7, en tanto que Lebesgue subdivide f(I). Se puede decir que la
integral de Lebesgue es la integral de Riemann, el conjunto de nimeros reales R es al conjunto de racionales Q: el conjunto de
funciones integrables en el sentido de Lebesgue se puede obtener, en alguna medida, como la completacién de las funciones
integrables en el sentido de Riemann. EI problema del paso al limite bajo la integral, extremadamente dificil con la integral

de Riemann, se vuelve casi simple con esta nueva vision pero la teorfa subyacente es mas compleja.
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Definiciéon A.6.1 La medida v definida sobre 8 por v(B) = w(T~'(B)) se llama medida imagen de

upor Ty se denota T (1).

Teorema A.6.1 Fubini® Sean u,, u» medibles o-finitas sobre (Q1,81) y (Qa,B,) respectivamente.

Sea f una funcion p, ® py-integrable, entonces:

—pi-c.p.d. xi1, fx, es up-integrable.

— Mp-c.p.d. x, fx, es py-integrable.

—la funcion x| — f Sfxdua estd definida u;-c.p.d. y es ui-integrable.

—la funcion x, v— [ fudu, estd definida ur-c.p.d. y es pp-integrable y se tiene:

/ Fdu @ pa) = / dyar (x1) [ / £ (xz)d/lz(xz)] _ / dhia(xs) [ / fxz(x1)du1(X1)} .

5Guido Fubini (1879-1943) Nace el 19 de enero 1879 en Venecia, Italia. Muere el 6 de junio de 1943 en New York,
U.S.A. En 1896 Fubini entr6 a la Escuela Normal Superior de Pisa. Fue influido por Dini y Bianchi a estudiar geometria.

Present6 su tesis doctoral en paralelismo en espacios elipticos de Clifford, en 1900.

Ensefi6 en la Universidad de Catania, Sicilia, en el Politécnico y en la Universidad de Turin. Por diferencias con el gobierno
de Mussollini, Fubini fue forzado a jubilarse de su puesto en Turin. Recibi6 una invitacion del Instituto de Estudios Avanzados
en Princeton en 1939 y emigra a los Estados Unidos Por sus problemas de la salud, muere cinco afios después del corazén. Los
intereses de Fubini en matematicas eran muy diversos. Ademads del 4rea del andlisis, trabajo en el cdlculo de variaciones donde
él estudio la integral de Weierstrass reduciéndola a la integral de Lebesgue y expresa la integral de superficie en términos de dos
integraciones simples. Otro tema de andlisis que estudi6 fue las ecuaciones integrales no lineales. Fubini trabajé también en
la teorfa de grupos, en grupos lineales y grupos de funciones de automorfismos. Sus intereses incluyeron los grupos continuos
donde trat6 el problema de proveer de una métrica al grupo. En espacios no euclidiano, extendié resultados de Appell y
Mittag-Leffler. Sus trabajos mds importantes fueron en geometria diferencial proyectiva, donde usé el célculo diferencial. El
teorema de la igualdad de las integrales iteradas lleva el nombre de Fubini, quien lo probé con gran generalidad en 1907,

aunque Cauchy y sus contemporaneos ya sabian que se cumplia la igualdad para funciones continuas.
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A.7 Modos de convergencia. Definiciones

En este capitulo trataremos cuatro tipos de convergencia de variables aleatorias (funciones medi-
bles): convergencia en ley, convergencia en probabilidad, convergencia en L, (media cuadrdtica) y

convergencia casi segura o casi por doquier y sus relaciones entre si.

Definicion A.7.1 Sea (X,),eN una sucesion de variables aleatorias tales que para todo n, X, es una
variable aleatoria vectorial con valores en R* y admite una funcion de reparticion F,. Sea X una
variable con valores en R, con funcion de reparticion F, entonces se dice que (X,,), converge en ley

1
a X siy sélo si F,(x) — F(x), en todo punto x donde F es continua, y lo denotaremos por X,, =, X.

Observacion

ley . . L Lo p (o
- X, — X no quiere decir que las realizaciones de X,, en una experiencia, estdn préximas a X.

1
- Si X es normal reducida N(0, 1), escribimos X, =, N(O, 1).

Definicion A.7.2 Sea (X,),en una sucesion de variables aleatorias reales, se dice que (X,), con-
verge en probabilidad a 0 si 'y solo si Ve > 0, ¥n > 0, existe n, € N tal que para todo n > n, :
P(X,| <€) >1—n(i.e paratodo € > 0, P(|X,| < €) — 1 cuando n — +c0) y escribiremos X, l 0

sin — +oo.
. Pr Pr
CorolarioA.7.1 X,—X < X,-X—0.

Definicion A.7.3 Sea (Q,2, P) un espacio de probabilidad, (X,), una sucesion de variables alea-

torias reales y X una variable aleatoria real, las definiciones siguientes son equivalentes.

X, converge casi seguramente a X si y solo si existe Q) € 2 tal que P(Qy) = 1y para todo w € Q,

X, (w) — X(w).

. . . . Pr
X,, converge casi seguramente a X si'y solo si sup |Xy — X| — 0, cuando n — +co.
k>n

Observacion Se dice que (X,), converge simplemente a X < X,(w) — X(w), Yw € Q.

Igualmente se puede definir la convergencia uniforme.
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A.8 Relaciones entre los tipos de convergencia

Teorema A.8.1 Si (X,), converge a X en media cuadrdtica, entonces (X,), converge en probabili-

dad.
P
Teorema A.8.2 Si (X,), converge casi seguro a X, entonces (X,), X
Teorema A.8.3 Si (X,), converge en probabilidad a X, entonces (X,,), converge en ley a X.

Teorema A.8.4 Sea (X,), una sucesion de variables aleatorias que converge en ley a X = a c.s.,

Pr
entonces X, — a.

El siguiente diagrama resume las relaciones de los teoremas vistos hasta ahora.
m.c. c.s.

Pr Ley

Nota La convergencia simple (i.e. Yw: X, (w) — X(w)) implica la convergencia c.s.

A.9 Ley débil de grandes niimeros
Teorema A.9.1 Teorema de Bernoulli® Sea (Q, 2, P) un espacio de probabilidad y X,, una variable
aleatoria real tal que X,, ~ B(n, p), fijo 0 < p < 1 (i.e. X,, es el niimero de realizaciones de un evento

P
E en n pruebas independientes con P(E) = p). Si consideramos Y,, = %Xn, entonces Y, - p.

6Jacob (Jacques) Bernoulli (1654-1705) Nace en Basilea, Suiza el 27 de diciembre de 1654. Se gradué en Teologia
de Basilea en el afio 1676. Recibi6 ensefianza en mateméticas y astronomia contra los deseos de sus padres. Entre el afio
1676 y 1682 Jacob viaj6 a lo largo de Francia, Inglaterra y los paises nordicos. Se reunié con Boyle y Hooke en Inglaterra.
Jacob retorné a Suiza y ensefié mecdnica en la Universidad de Basilea desde el aflo 1683. Fue nombrado como profesor de
matemadticas en Basilea en el afio 1687 y es bien conocido por sus contribuciones a la teorfa de la elasticidad y a la probabilidad
matemadtica. El método para resolver la ecuacion de Bernoulli fue descubierto por Leibniz en 1696. Los discipulos de Jacob
Bernoulli incluyen a su sobrino Nicolds Bernoulli (1687-1759), quien contribuy6 a la teoria de la probabilidad y a las series
infinitas y a su hermano més joven Johann Bernoulli (1667-1745), quien tuvo una profunda influencia en el desarrollo del
cdlculo. Tuvo entre sus discipulos a Gabriel Cramer y a Leonard Euler. Su hijo Daniel Bernoulli (1700-1782) es conocido
por su trabajo bésico en el movimiento de fluidos y en la teoria cinética de los gases. Jacob fue el primero en usar el término
integral en el afio 1690. Utilizé tempranamente las coordenadas polares y descubri6 el iscrono, la curva que se forma al caer
verticalmente un cuerpo con velocidad uniforme. En una disputa matemadtica con su hermano Johann, inventé el cdlculo de las
variaciones. También trabajé en la Teoria de la Probabilidad. La distribucién de Bernoulli, la ecuacion diferencial de Bernoulli
y los nimeros de Bernoulli fueron 1lamados asi por Jacob Bernoulli. Con su muerte su puesto en Basilea fue ocupado por su

hermano Johann Bernoulli. Fallecié el 16 de Agosto de 1705 en Basilea, Suiza.
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Teorema A.9.2 Teorema de Bernoulli generalizado Sea (Q, %, P) un espacio de probabilidad
vy (X)) sucesion de variables aleatorias reales independientes, X, € L, para todo n, tales que

E(X,) =p, Yne Nyvar(X,) = 0%, VneN.

_ _ P
Si definimos X, = %(Xl +---+ X,), entonces X, —r>u.

A.10 Convergencia en ley. Criterios

Teorema A.10.1 Paul Levy’ Sea (X,), sucesion de variables aleatorias con valores en R* y X
una variable aleatoria con valores en R. Sean ®,(t) y ®(¢) las funciones caracteristicas de X, y X

. ley
respectivamente, entonces X, — X & O,(t) — O@), Vt € R*.

Teorema A.10.2 Si (X)), es una sucesion de variables aleatorias reales de densidad f, con respecto
a u (o-finita) y X una variable aleatoria real de densidad f respecto a u y si existe g medible tal que

1
|ful < g paratodon, yc.p.d.ysif, — f p-c.p.d., entonces X, 2 x.

Ejemplos de convergencia en ley

1) a) Ley binomial

1
Si X,, es binomial B(n, p), con p fijo, entonces se tiene que %X,, =, p.

7Paul Pierre Lévy (1886-1972) Nace el 15 de setiembre de 1886 en Paris, Francia y muere el 15 de diciembre de 1971
en Paris, Francia. Paul proviene de una familia de matemadticos. Su abuelo era profesor de matemadtico y su padre, Lucien
Lévy era un profesor de 1’Ecole Polytechnique y escribi6 articulos en geometria. Paul asistié al Lycée San Louis de Paris,
donde obtuvo premios no sélo en matematico, sino que también en griego, quimica y fisica. Obtuvo el primer promedio en la
Ecole Normale Supérieur y el segundo en 1’Ecole Polytechnique. Entré a I’Ecole Polytechnique y siendo estudiante publica
sus primeros articulos sobre series semiconvergentes en 1905. Después de graduarse como el mejor, Lévy hizo un afio de
servicio militar y entra a I’Ecole des Mines en 1907. En tanto asisti6 a los cursos en la Sorbonne de Darboux y Emile Picard
y atendid las lecciones en el College de France de Georges Humbert and Hadamard.

Hadamard ejercié una gran influencia en los temas que Lévy investiga. Terminados los estudios en I’Ecole des Mines en 1910,
inicia su investigacion en andlisis funcional. Su tesis en el tema fue examinada por Emile Picard, Poincaré y Hadamard en
1911 y recibi6 su Docteur es Ciencias en 1912.

Lévy trabaja como profesor en I’Ecole des Mines en Paris en 1913, después profesor de Analisis en I’Ecole Polytechnique
en Paris en 1920, donde se queda hasta que se retiré en 1959. Durante la I Guerra Mundial sirvié en la artillerfa y usé
sus habilidades matematicas en resolver problemas de defensa contra ataques aéreos. Un joven matemadtico R. Gateaux, fue
muerto al inicio de la guerra y Hadamard solicita a Lévy prepararle los trabajos de Gateaux para publicarlos. Realizé la
encomienda, pero no se detuvo ahi, sino que tom¢ las ideas de Gateaux y las amplié y desarroll6 en una publicacién en 1919.
Se debe a Lévy el término Andlisis funcional. Realizé importantes trabajos en andlisis de Fourier, mecdnica de las particulas:
movimiento browniano y cdlculo de probabilidades, andlisis funcional, ecuaciones en derivadas parciales y series. En 1926 se
extendi6 la transforma de Laplace. En 1963 fue elegido miembro honorario de la Sociedad Matematica de Londres. Al afio

siguiente se eligié a I’ Académie des Sciencies.
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1
_ Ix -
Si consideramos la variable aleatoria Z, = X = np = n P \n, es reducida pues E(Z,) =0y

\npq prq

var(Z,) = 1, entonces la funcién generatriz de momentos es:

n

—t P — 12
mz, (1) = E?)=¢ V1 (q+peW) — e

)

1
cuando n — oo, es decir Z, =, N(@,1).

b) Sea X,, una variable aleatoria binomial B(n, p,), donde p, = % con A fijo. Asimy, (t) = (1 - % + %e’) —

e 11-¢) vt e Ry e~1-¢) es Ia funcién caracteristica de una ley de Poisson®de pardmetro A, es decir

ley
Xn — P (A)
2) Teorema central del limite (o teorema de limite centrado)

Teorema A.10.3 Sea (X,), una sucesion de variables aleatorias reales independientes que tienen
la misma ley de probabilidad, tales que X, € Ly, Yny E(X,) = uy var(X,) = o2, entonces si

_ _ le — le

X, = %(Xl + -+ -+ X)) se tiene que (X,, — ) \/ﬁ—y> N(O, 0), es decir que (X, — 1) Vn/o =, N(O, 1).
A.11 Estudio de la convergencia casi segura (c.s.)

Proposicion A.11.1 Si X, ~5X y Y, —> Y, entonces X, + Y, —> X + Y.

Criterios de convergencia casi segura

Teorema A.11.1 Si la serie de término general P(|X,| > €) es convergente, para todo € > 0, en-

C.S.
tonces X,, — 0.

Teorema A.11.2 Si existe p > 0 tal que la serie de término general E(|X,|’) sea convergente,

c.s. .
entonces X,, — 0, sin — +oo.

8Siméon Denis Poisson (1781-1840) Nace en Francia en 1781 y estudia matemitica, astronomia y fisica. Ocupé nu-
merosos e importantes puestos de ensefianza: profesor en la Escuela Politécnica, profesor de Mecdanica en la Facultad de
Ciencias de Paris, Director de Ensefianza Matemadtica de los 6rganos colegiados de Francia. Fue Decano de la Facultad de
Ciencias algunos meses antes de su muerte. Se lo conoce por la ley de probabilidad que lleva su nombre (Teorfa del Calculo de
Probabilidades, 1838), pero sus trabajos principales lo realiza en electricidad, magnetismo, mecdnica y movimientos vibrato-
rios (teorfa del calor, teoria de las ondas) donde, introduciendo numerosos conceptos matematicos vinculados a las ecuaciones
de Laplace (teoria del potencial electroestatico, ecuaciones a las derivadas parciales), aparece después de Daniel Bernoulli
y Fourier como el constructor de la fisica matemdtica moderna, es decir el estudio, por medio del andlisis matemadtico, del
comportamiento de los fendmenos, como consecuencia de las leyes dadas por la experimentacion.
Siendo miembro de la Academia de las Ciencias, rechazo los trabajos del joven Evariste Galois en 1831.

La ley de Poisson es un caso limite de la ley binomial, en la cual interviene el tiempo.
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Teoremas sobre las leyes fuertes de grandes nimeros

Teorema A.11.3 Sea (X,), una sucesion de variables aleatorias reales independientes tales que
(o] 2 _ n s.

E(X,) = w, y var(X,) = o2. Si lim p, = p (finito) y > a——; converge, entonces X, = % S X; iu.

n—-oo

n=1 i=1

Teorema A.11.4 Kolmogorov9 Sea (X,,),, una sucesion de variables aleatorias reales independien-

° Andrei Nicolaiévitch Kolmogorov (1903-1987) Nace el 25 de abril de 1903 en Tambow, Rusia y muere en Mosci el
20 de octubre de 1987. Su vida es un ejemplo de consagracion al trabajo cientifico. La extension y variedad de los intereses
de Kolmogorov es realmente sorprendente. Aunque siempre se considerd a si mismo como un matemadtico puro, una parte
esencial de su obra fue investigaciones en las ramas de las aplicaciones, tanto en las ciencias fisicas como en la biologia, la
oceanologia, la geologia, la mineralogia, la balistica y la lingiiistica. Desde muy joven se intereso por la historia en general
y por la historia de la matemadtica en particular. Promovi6 la edicién de diversas publicaciones de cardcter divulgativo y una
cuantiosa parte de su obra estd dedicada a este empefio. El padre de Kolmogorov, Nikolai Matveevich Kataev, un calificado
agrénomo Yy estadistico fue exiliado en Yaroslav. Después de la revolucion socialista de octubre llegé a ser Director del De-
partamento de Educacién en Narkomzem. Muri6 en 1919 en el frente sur durante la ofensiva de Denikin. Kolmogorov no
1levé el apellido Katdev, pues su madre Mariya Yakovlievna Kolmogorov, nunca se casé y murié en el parto, cuando se dirigia
a Crimea. Fue criado con su abuelo materno, Yédkovliev Kolmogorov. Sus tias maternas, Vera y Nadieshda cuidaron de él y
desarrollaron su curiosidad por la naturaleza y su interés en los libros. Trabajé como obrero ferroviario, conductor de trenes y
bibliotecario en el vagén acondicionado para ello. En el verano de 1920, regresé a Moscu donde realiza estudios superiores. El
estudio era totalmente gratuito y los estudiantes con dificultades econémicas recibian un médico estipendio o una cuota mayor
de alimentos. Kolmogorov matriculé matemadtica en la Universidad Estatal de Mosci Lomonosov e Ingenieria metaltirgica en
el Instituto de Tecnologia y Quimica Mendeleiev. Pasé varios meses entre Lomonosov y Mendeleiev, hasta que comprendid
que sus aptitudes eran para la matemadtica. A partir de entonces toda su vida estuvo ligado a las matematicas y a la Universidad
Estatal de Moscu.
Fue alumno de Nikolai Luzin (1883-1950) quien formo la Luzitania y asistié al curso de topologia que ofrecian Pavel Uryson
(1898-1924) y Pavel Aleksandrov (1896-1982). También asistié al seminario sobre series trigonométricas del profesor Viach-
eslav Stepanov (1889-1950), donde los 19 afios adquirié fama internacional al dar un ejemplo de una funcién integrable cuya
serie de Fourier-Lebesgue era divergente casi por doquier, todo lo contrario de lo que pensaban la mayoria de los matematicos
de entonces. Tres afios mds tarde Kolmogorov volvié a asombrar a la comunidad cientifica internacional construyendo una
funcién integrable (segtin Lebesgue) cuya representacion en serie trigonométrica divergia en todo punto. Otros dos miembros
de la Luzitania también influyeron significativamente en la formacién de Kolmogorov. Sobre series trigonométricas, Dmitri
Menshov (1892-1988) y sobre teorfa de probabilidades, Aleksandr Khinchine (1894-1959). Ambos, con una fructifera expe-
riencia de trabajo investigativo en la Luzitania, se convirtieron en una suerte de guias cientificos, sobre todo en los periodos
que Luzin viajaba al extranjero.
Kolmogorov termind la carrera en 1925 y realizé estudios de postgrado durante el tiempo estipulado de cuatro afios, inmedi-
atamente entr$ a formar parte del Instituto de Investigaciones en Mecdnica y Matemdtica de la Universidad Estatal de Moscu.
En esa época en la URSS estaban abolidos los grados cientificos y cuando se instauran nuevamente en 1935, le otorgaron a
Andrei Nikolayevich Kolmogorov, el grado de Doctor en Ciencias Fisicas y Matematicas sin presentar ninguna tesis especial.
Entonces ya tenia 59 publicaciones. A los 30 afios, fue nombrado Director del Instituto de Investigaciones en Mecdnica y
Matematica de la U.E.M. y desde 1938 hasta su muerte mantuvo la Catedra en el Departamento de Légica Matematica. En el
afio 1939 fue Secretario cientifico de la seccién de Fisica y Matematica de la Academia.
Un hecho trascendental en la vida de Kolmogorov ocurrié cuando en 1935, conjuntamente con su amigo Pavel Aleksandrov,
adquiri6 la mitad de un palacete en Komarovka, a unos 40 kilémetros de Mosct, que convirtieron en casa de estudio.
Los primeros trabajos probabilisticos de Kolmogorov estuvieron enmarcados en la aplicacién de los métodos de la teoria de

funciones a los teoremas limites, en 1931 sobre la constitucién de los procesos estocdsticos como una rama de la teoria de
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probabilidades y el articulo “Métodos analiticos en la teoria de probabilidades”, dedicado a estudiar los procesos de Markov.
Publica en 1933 la célebre monografia “Fundamentos de la Teoria de Probabilidades”. En este libro presenta la construccion
axiomdtica de la teorfa de probabilidades que actualmente es ampliamente aceptada y hace uso del concepto de tribu (definidas
por Borel) y las recientes teorias de la medida y el calculo integral en el sentido de Lebesgue. Originalmente publicado en 1933
en aleman como ”Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitrechnung”. La edicién mas reciente “3a Edition” Rusa fue publicada
en 1998 por Phasis, Moscow. En ese afio demuestra rigurosamente la aproximacién de la funcién de distribucién empirica
a la distribucién de probabilidades de la variable aleatoria, siempre que la muestra que se tome sea suficientemente grande,
dando una forma efectiva de estimar el error maximo que se comete en la aproximacion. Este resultado de Kolmogorov in-
mediatamente entré a formar parte de todos los textos de estadistica matemadtica. Sus trabajos se refieren también al andlisis
de Fourier y los sistemas dindmicos.

Kolmogorov establecié una estrecha colaboracién con otros cientificos no matematicos, en particular con fisicos y bidlogos.
Trabaj6 en el analisis de los problemas de las turbulencias desde un punto de vista estocdstico y el estudio de los procesos
ramificados. La importancia del primero fue tal que, en 1946, fue designado director del Laboratorio de Turbulencia en el
Instituto de Geofisica Tedrica de la Academia de Ciencias. En cuanto al segundo, abrié toda una rama dentro de la teoria de
los procesos estocdsticos y sus aplicaciones.

En los afios 50 trabaja en la teorfa de la informacion. Realizé junto a sus colaboradores, el analisis estadistico de los textos,
tanto en prosa como en verso. Se interesé por uno de los problemas que Hilbert habia propuesto en 1900 y que aidn estaba
sin solucién: “Una funcién continua de n variables puede escribirse como una superposicion de funciones de dos variables”.
Introdujo la nocién de entropia de un conjunto de funciones y demostré que cualquier funcion continua de n variables es rep-
resentable en forma de superposicion de funciones continuas de solo tres variables. Mas tarde su estudiante Vladimir Arnold
(1937-) complet6 la respuesta.

Los ultimos 20 afios de su fructifera vida, Kolmogorov los dedicé casi por completo a la obra pedagdgica, pero el interés por la
educacion integral de la joven generacion lo acompaiié durante toda su vida profesional. Siendo ya profesor de la Universidad
de Mosci, Kolmogorov participé con gran entusiasmo en la organizacién de la Primera Olimpiada Matemadtica. A partir del
afio 63 comienzan a organizarse las escuelas de verano y las escuelas internados. Las primeras se organizaban en uno de los
meses de vacaciones, con los ganadores de las olimpiadas que se reunian con el fin de trabajar en matematica y descansar
activamente. Kolmogorov personalmente particip6 en al menos 11 de estas escuelas de verano entre los afios 63 y 77. Publicé
mds de 400 trabajos de divulgacién cientifica, entre los que se destacan los 88 articulos que escribié para la segunda edicién
de la Gran Enciclopedia Soviética, los 72 entregados a la popular revista La Matematica en la Escuela (Matematika v Schkole)
y los 44 de carécter periodistico aparecidos en los diarios y revistas de amplia difusion en la URSS.

Desde 1970 Andrei Kolmogorov junto al fisico académico Isaac Kikoin, se encargé de la edicion de la primera revista cientifica
en el mundo que fuera escrita expresamente para estudiantes de secundaria, la revista Kvant (Cuanto). En 1988 totalizaban
mas de 400 los exalumnos de la escuela con el grado cientifico de doctor. Se contabilizan al menos 63 discipulos directos de
Kolmogorov, ademds de los muchos que, sin serlo oficialmente, recibieron su influencia directa. De ellos 15 han sido o son
miembros de la Academia de Ciencias.

Fue miembro de la Academia de Ciencias y Ciencias Pedagdgicas de la Unién Soviética. Mds atin, fue miembro de la
Academia de Ciencias de EE.UU., del Instituto Francés, de la Royal Society en Londres. Fue miembro honorifico ademas
de en las anteriores, de la Academia Internacional de Historia y Ciencias, y recibié premios nacionales e internacionales.
Escribié muchos libros y mas de 200 articulos sobre Teoria de Funciones, Légica Matematica, Teoria de las Probabilidades y
aplicaciones, Problemas de Estacionalidad, Educacién e Historia de las matemadticas. Le fueron dadas las 7 érdenes Lenin, el
Premio Stalin y el Premio Lenin que le concedi6 el Estado soviético. También fue electo miembro honorario de numerosas
Academias de Ciencias y Sociedades Cientificas de mayor prestigio del mundo. Por sus contribuciones a la Humanidad le fue
otorgado el Premio Internacional de la Fundacién Balzan en 1962, junto al Papa Juan XXIII y al compositor Paul Hindemith
y el Premio Internacional de la Fundacién Wolf en 1980 por profundos y originales descubrimientos en andlisis de Fourier,
teoria de probabilidades, teoria ergddica y sistemas dindmicos, compartido con H. Cartan. El premio Balzan recompensa todos

los afios a cuatro personajes importantes de las artes, de las ciencias o letras. Se instituy6 en 1956 por Angela Lina Balzan en
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- n S,
tes de igual ley y media u, entonces X,, = % X i,u.
i=1

Estos resultados se veran con mas detalle cuando veamos el estudio del teorema del Iimite cental.

A.12 Propiedades de la convergencia en ley y en probabilidad

Consideremos (2,2, P) un espacio de probabilidad y X una variable aleatoria real.

. . . . . Pr
Proposicion A.12.1 Sea (X,), una sucesion de variables aleatorias reales tales que X, — a, a € R,

P
si & es una funcion medible de (R, ‘Bry en (R, By, continua en a, entonces ¢(X,) - P(a).

Proposicion A.12.2 Si X, — X (X variable aleatoria real finita) y si & es una funcion medible de

(R, BRy en (R, B, continua en todo punto de R, entonces Gp(X,,) il dX).

Nota SiX, E>X, (X finita), Y, N Y, (Y finita) y si ¢ es una funcién medible de (R?,Bg:) en

P
(R, *Br), ¢ continua en todo punto, entonces ¢(X,,, ¥,,) - PX,Y).

P
Aplicacion X, + 7, 55X +7Y.

. er . ley Pr Pr
Proposicion A.12.3 Si X, — Xy Y, — a, entonces X, + Y, — X + a.
Nota

. ley ley ley
SiX,—XyY,—Y= X,+Y,—X+7Y.

.. ley . . . .
La expresion X, — X quiere decir que la ley de X,, se aproxima a la ley de X, pero como existen

otras variables aleatorias con la misma ley que X, este limite no esta muy bien determinado.
. . ley . . . Pr Pr
Propiedad A.12.1 Si X, — X, con X variable aleatoria finitay Y, — 0, entonces X,,Y,, — O.

. .. . ley . . . Pr ley
Proposicion A.12.4 Si X, — X, con X variable aleatoria finita y Y,, — a, entonces X,,Y, — aX.

memoria de su padre Eugene, director del Diario de Mildn “Corriere della Serra”. En 1985, 1986 y 1987 Nauka publica tres
volimenes de los trabajos de Kolmogorov (en ruso) con comentarios de €l y de sus alumnos. En estos libros se tratan temas
tan diversos como teoria de las series trigonométricas, teoria de la medida y conjuntos, teoria de la integracion, teoria de la
aproximacion, construcciones légicas, topologia, teorfa de la superposicion de funciones, temas de mecdnica cldsica, teorfa
ergddica, teorfa de la turbulencia, difusién y modelos en la dindmica de la poblacidn, articulos sobre los fundamentos de la
teorfa de la probabilidad, teoremas limites, teorfa de procesos estocdsticos, estadistica matematica, teoria de los algoritmos,

teoria de la informacion,....
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Proposicion A.12.5 Sea (X)), una sucesion de variables aleatorias reales tales que E(X,) = u, —

u(p € R)yvar(X,) = 02 — 0. Sea & una aplicacion medible, continuamente derivable en el punto

d)(Xn)Ojn (b(/‘ln) E) d),(/l)z

. Xn — Up ley . . .
M. Si —g=—— —> Z (variable aleatoria real finita), entonces

£ . d)(Xn) — (b(#n) ley
Nota Si ¢’ (u) # O se tiene W —Z
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Apéndice B

Anexos

B.1 Notas sobre las funciones eulerianas'
B.1.1 La funcién T’
Se Ilama integral euleriana de segunda especie la integral:

[(x) = / e dr.
0

ILeonard Euler (1707-1783) Nace el 15 de abril de 1707 en Basilea, Suiza. Muere el 18 de setiembre 1783 en San Pe-

tersburgo, Rusia. Euler, fue hijo de un clérigo, que vivia en los alrededores de Basilea. Su talento natural para las mateméticas

se evidencid pronto por el afdn y la facilidad con que dominaba los elementos, bajo la tutela de su padre. A una edad temprana
fue enviado a la Universidad de Basilea, donde atrajo la atencién de Jean Bernoulli. Inspirado por un maestro asi, madurd
rapidamente, a los 17 afios de edad, cuando se gradué de Doctor, provocé grandes aplausos con un discurso probatorio, cuyo
tema era una comparacion entre los sistemas cartesiano y newtoniano. Fue el matemadtico mds prolifico en la historia. Sus
866 libros y articulos representan aproximadamente una tercera parte de la investigacion en las matemadticas, fisica tedrica y
la ingenierfa mecénica entre 1726 y 1800.

En la matemadtica pura, integré el cdlculo diferencial de Leibniz y el método de Newton de fluxiones dentro del analisis
matemadtico; refiné la nocién de funcién; hizo comin muchas notaciones matemadticas, incluso e, i, el simbolo de 7 y el
simbolo de sumatoria X. Introdujo los fundamentos de la teoria de funciones especiales, incluyendo las funciones transcen-
dentales beta y gamma. En la fisica articul6 la dindmica de Newton y los fundamentos de la mecanica analitica, en su libro
Teoria de los Movimientos de Cuerpos Rigidos (1765).

Se instalé en San Petersburgo de Pedro I el Grande (en sustitucion de Daniel Bernoulli) y luego en Berlin (1741), bajo el
reino de Federico II, donde presidié la Academia de Ciencias hasta en 1766. Lagrange lo sucedid. Hacia el final de su vida,
entonces ciego, volvié a San Petersburgo invitado por Catalina II. Euler produjo en los tres dmbitos fundamentales de la cien-
cia de su tiempo: la astronomia (érbitas planetarias, trayectorias de los cometas), las ciencias fisicas (campos magnéticos,
hidrodindmica, la dptica, naturaleza ondulante de la luz...) y matemadticas, en todas sus ramas, del aritmética a la geometria
diferencial pasando por el andlisis numérico y funcional, el calculo de las variaciones, las curvas y las superficies algebraicas,
el célculo de probabilidades y los primeros aspectos de la teorfa de los gréficos y de la topologia. Sus hijos Jean Albert (1734-
1800), Charles (1740-1790) y Christophe (1743-1812) fueron también matemadticos en San Petersburgo. Fundador de lo que se
Ilama hoy el andlisis funcional, publica numerosos tratados, precisa el concepto de funcién y adopta la notacién f(x), también
utilizada por Clairaut, para designar la imagen por una funcién f de un nimero x, més adaptada que el de Jean Bernoulli
que utilizaba la notacién f,. Extiende los trabajos de Bernoulli, precisa el concepto de funcion derivada, crea el concepto de
ecuacion en derivadas parciales (1734) y el calculo de las variaciones (1744): bisqueda de médximos sobre las superficies, una
de las ramas mads fértiles del andlisis. En 1770, Euler publica en aleman (el latin es cada vez mas pasado en las publicaciones
cientificas) una Introduccién completa al algebra (Vollstindige Einleitung zur Algebra), donde se puede considerar que se
dice todo en cuanto a los nimeros negativos y a su estatuto definitivo de verdadero nimero. De la misma forma, los nimeros
complejos (atin llamados imaginarios, el calificativo complejo es de Gauss en la forma a + b1), se definen y se estudian sus

propiedades. Euler ya concibe el concepto de niimero trascendente (o incluso de funcién trascendente), que solo se lo pueden
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Esta integral es funcion del parametro x, converge en infinito y cero si x > 0.

Propiedades

I'(x) es continua

['(x) es derivable y I"(x) = /0 ) %t"’le”dt

r)=1,TQ2)=1,T(x+ 1) =xl(x)

I'(n+1)=n!,sineN*

El cambio de variable t = u® transforma la funcién a T'(x) = 2 /0 ) e du y en particular
rd) = 2/000 e du= \r

Sin € N la formula de recurrencia permite calcular:

r(x+i):2£mu2ne_uzdu:13(2’1_1)\/;_(2”)‘_\/7__[

2" - 22y
I(pI'l-p)= ﬁ
SN2 b
G0 = yeenmx

I(2x) V=227 "T()(x + 1)

TOOT(x + T + ) -+ T + e Ly = ppa=me 2y 5= )

obtener por medio series convergentes (como 7, e, In2 y mds generalmente e*, senx, Inx). Sin embargo, R no ha sido
construido, los conceptos de limite, diferencial y convergencia siguen siendo ain aproximados. El concepto de continuidad
atin no se ha precisado, ni a fortiori, el concepto de continuidad uniforme que asegura, en el caso de una serie convergente de
funciones, la suma. Estas preocupaciones aparecerdn especialmente en el inicio del siglo XIX con Bolzano, Cauchy, Abel,
luego Riemann y Weierstrass. El desarrollo del cdlculo diferencial e integral responde a la voluntad de solucionar eficazmente
los grandes problemas cientificos, al alba del siglo de las luces de la tecnologia (mecanica, hidraulica, produccion de energia:
vapor, electricidad). Se trata de incluir las leyes de la naturaleza, del movimiento (velocidad, aceleracion, extremos). En su
Tratado Introductio en Analysin infinitorum (1748), desarrolla una extensa sintesis de informaciones en cuanto a funciones
trigonométricas, logaritmos y exponenciales (de base cualquiera). Establece entonces sus famosas férmulas que muestran el
vinculo entre la trigonometria, la exponencial y el analisis complejo e** = cos x+ € senxy €'* + 1 = 0, dénde en la segunda
ecuacion se encuentran los cinco grandes misterios del andlisis real y complejo. Se tiene asi:
eix + e—ix eix _ e—ix

cosx=&5T€ senx =
2 ’ 21

Se debe a Euler el primer método eficaz de resolucion aproximada de una ecuacion diferencial. El método consiste en
discretisar la curva integral, buscando un nimero finito de puntos sobre un intervalo dado, linealizando (se reemplaza por sus

tangentes). Runge y Kutta mejoraron este método a inicios del siglo XX.
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e Otras definiciones de la funcionI':

T 1-2-3---k X
T = im e ) G+ N
1 _ o X gmx/m
o~ xe ngl(l + 7)€ , v es la constante de Euler

e Derivada de la funcion I'(x):
I'a = / e *Inxdx =—y
0

'(x) _

11
NI

! x_,_(l_ Lyyopdo 1Ly

2 x+1 n” x+n-1

1 1 139
—_ + — + e
12x * 288x*  51840x° )

Six>0, I'x+1)= V2axx'e™ ie. n>0, n!l = V2rnn'e™.

e Formula de Stirling I'(x + 1) = V2rxx*e (1 +

B.1.2 La funcion 3

La funcion euleriana 3 esta definida por la integral:

1
B(p.q) = / 7 (1 - .
0
La integral existe sip >0y g > 0.

Propiedades

e 3(p,q) = B(q, p). En efecto, basta efectuar el cambio de variableu = 1 —t

1

zﬂ'
o Sit=sen’6, B(p.q) = 2/ sen’”! g cos?! 6do
0

ir— _ % Oop—l ptq
°S”_z+1’/0 P71+ 2)PMdz

e [a funcion 3 se reduce a la funcionT':

_I(pIig

En efecto, consideremos el producto I'(p)I'(q) como una integral doble, es decir:
I = t" e ul e "dtdu,
donde el dominio Q es el primer cuadrante del plano u, t. Consideremos el cambio de variable

B
T+p "= T4p

t+u=aqa, ﬁ =, es decirt = que vade Q aQ’, con Q' el dominioa > 0, 5 > 0.



B.1. Notas sobre las funciones eulerianas

El Jacobiano de Ia transformacién viene dado por J =

aP gl et

& = por lo que:

a+p

Y AT 1+ pyT

e " —2 _dadB = deﬁ wa’”"_le_“da
(1 +p)? o (1L+p)Pra fo ’

es decir:
(g _ B!
Llp+q) ( +,3)"’+q
Efectuando el cambio de variable 1 + 8 = $, oseaf = —L_ e tiene:
1-1¢ 1-t¢
0 (1 +ﬁ)p+q 18 B(p Q)
. . pr!
oSlO<p<lsem3ne/0 1+,6"B enp;r

183
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B.2 Sobre las funciones de densidad
+00
Toda funcion real f tal que f(x) > 0, para todo x, con / f(®dt = 1 es una funcion de densidad

+00
i.e. si f(x) > 0, para todo x, con / f(®dt = C, entonces ' = f/C es una funcién de densidad.

+00

Distribucién normal / %e‘w dx=1.
—00 T

“+00
»
Distribucién gama 4"yl @%gy =1,
8 /0 I(p)

+00
Distribucién x? con v g.d.L / L wrlergx =1
0o 22T(3v)

1
+o0 SN\ 0D
Distribucién de Student con v g.d.l. / % <1 + f,) dx=1.
0 WB(§7 iv)
1
o fe .z 1 -1 -1
Distribucion beta —— X1 -7 dx = 1.
/0 B(p.q) (1=

+00
Distribucion exponencial / Oe % dx = 1.
0

+00

Distribucién de Cauchy’ / 1 T _dx=1.
o 1 +x

2m o 3m
ni n;

+00
Distribucién de Fisher con n; y n, g.d.l. / 3 12" (ny + ny )2y = 1,
0

i
(31, 3m2)

2Augustin Louis Cauchy (1789-1857) Nace el 21 de Agosto 1789 en Paris, Francia. Muere el 23 de Mayo 1857 en
Sceaux (cerca de Paris), Francia. Agustin Louis Cauchy fue pionero en el andlisis. Investigd la convergencia y la divergencia

de las series infinitas, las ecuaciones diferenciales, los determinantes, la probabilidad y fisica matematica.

Ocup6 diversos puestos en la Facultad de Ciencia de Parfs, el Colegio de Francia y la Escuela Politécnica. En 1814 public6

su trabajo de la integral definida que llegé a ser la base de la teorfa de las funciones complejas.
Gracias a Cauchy, el andlisis infinitesimal adquiere bases sélidas.

Cauchy, produjo 789 escritos, pero fue desaprobado por la mayoria de sus colegas. Mostré una obstinada rectitud a si mismo
y un agresivo fanatismo religioso. Como un apasionado del realismo pasé algiin tiempo en Italia después de rechazar tomar
un juramento de lealtad. Dej6 Paris después de la Revolucién de 1830. Aceptd una oferta del Rey de Piedmont para dar una

catedra en Turin donde estuvo hasta 1832. En 1833 se marché a Praga en atencion a Charles X y para ser el tutor de su hijo.

Cauchy volvié a Paris en 1838 y retoma su cargo en la academia pero no su posicion de profesor por haber rechazado tomar
el juramento de lealtad. Cuando Louis Philippe fue destronado en 1848 Cauchy vuelve a su catedra en la Sorbonne. Ayudé en

los posgrados hasta su muerte.
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B.3 Matrices

Recordemos que una matriz A, x,, es un arreglo bidimensional de niimeros reales, en el cual la entrada
ij de la matriz, se denota a;;, donde i corresponde a la filai € {1,...,n} del arreglo y j corresponde a

la columna j € {1, ..., m} de ese mismo arreglo.

Se define la suma y el producto de matrices de tamafio conveniente:
A+B=C Cij :a,-j+b,»j.
n
A-B=C = Cij = Zaikbkj.
k=1

B.3.1 Teoremas

Ay =A rang(AB) < inf{rang A, rang B}

Ahtl=4a rang(A + B) < rang A + rang B

AN =@y Apxn Si detA = 0,rangA < n

(AB) = B’A’ SiA’A =0, entoncesA =0

(AB)™! =B~ 'A™! Apxns Busn, rang(AB) > rang A +rang B —n
A no singulary = Ax, entoncesx = A™'y rang(A’A) = rang(AA’) = rang A = rang A’

B.4 Formas cuadraticas

n n
Sea A,x, matriz simétrica, y vector n X 1, la forma cuadritica y’Ay se define por )y a;;y:y;.
i=1 j=1

- El rango de la forma cuadratica y’Ay es el rango de A.
- La forma cuadrética se dice semidefinida positiva si Yy’Ay > 0 y y’Ay = 0, para alginy # 0. En

adelante consideramos solo este tipo de formas cuadrdticas.
- La matriz P se dice ortogonal si P’P =1i.e. P’ = P\
- Si P es no singular, A definida positiva, P’ AP es definida positiva.

- A simétrica es definida positiva < existe P no singular tal que A = PP’.

aip o Al
. .. apr an . . .
- A es definida positiva < aj; > 0, >0,...,| . >0

a an
anl e Ann
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Si C es ortogonal y = Cz, entonces y'y = z’'z.
Sea A matriz, si existex € R", 1 € R tal que Ax = Ax, x es un vector propio, A es un valor propio.

|A — Al| = 0 es un polinomio de grado n en A y se llama polinomio caracteristico. Los ceros del

polinomio son los valores propios.

El niimero de valores propios # 0 es el rango de A.

Si A es simétrica todos los valores propios son reales.

Los valores propios de una matriz A definida positiva son positivos.

Sea A una matriz simétrica, existe una matriz ortogonal P tal que P’AP = D matriz diagonal de los

valores propios de A.

Sean Ay, ..., A matrices simétricas, existe una matriz ortogonal C tal que C'A;C es diagonal j =
I,....,k &= AjA; essimétricai,j=1,...,k. Como las matrices A; son simétricas entonces A;A ;

es simétrica < A; y A; conmutan.

B.5 Determinantes

Sean A, B matrices cuadradas del mismo orden, entonces |AB| = |BA| = |B||A|.
Si A es singular, |A| = 0.

Si C es ortogonal, |C’'AC| = |A| y |C| = £1.

Si C es triangular, |C| = ﬁlc,-,-.

Si A es no singular, |A~'| = |A[7].

A Ap

SeaA = , donde A y Ay, son matrices cuadradas. Si la matriz Ay, 0 Ay = 0, entonces
Ay Ax

|Al = |A11|Aal.

Si las matrices A, A, son simétricas, A, es definida positiva, A} — A, es semi-definida positiva,

entonces |A1| > |Ay|.
tr(AB) = tr(BA), tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA).

tr(I) = n, donde I es la matriz identidad n X n.
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- Si C es ortogonal tr(C’AC) = tr(A).
Al A By Bp

- Sea A una matriz simétrica definida positiva tal que A = y sea B la matriz
A21 A22 BZ] 322

inversa de A. Si A;;, B;; son de dimensién m; X m;, entonces A7} = By — B12B5) Bay.
A A

- Sea A una matriz cuadrada tal que A = y si la sub-matriz Ay, es no singular, |A| =
Ay Ap

-1
|[AxnllA11 — A12A%, Ayl
- Sea la ecuacién Ax = Yy, una condicion necesaria y suficiente para que la ecuacion sea consistente es

que el rang(A) sea igual al de la matriz aumentada B = (A, Y).

- Sirang A = rang B = m < n, existe un tinico vector x tal que Ax = y.

B.6 Derivadas de matrices y vectores

q_
- Sea a un vector p X 1, sea b un vector p X 1 y sea X matriz p x q. SeaZ = a’Xb = ) Y a;x;jb;,
i=1 j=1

entonces 9z _ ab’.

0X
0z

- Seax un vector p X 1, A una matriz p X p simétricay sea Z = x’Ax, entonces 7= = 2Ax.

ox

B.7 Matrices idempotentes

- Una matriz se dice indempotente si AA = A*> = A

- Los ceros de una matriz simétrica indempotente son 0 o 1

I, 0
- Sea A matriz simétrica idempotente de rango k, existe una matriz ortogonal tal que P’AP =

0 0

- Toda matriz simétrica idempotente A de rango no completo, es semidefinida positiva
- Sea A matriz simétrica idempotente de rango k, tr(A) = k.

- Si A, B son simétricas idempotentes, entonces AB es idempotente si AB = BA.

- Si A es idempotente simétrica, P ortogonal entonces PAP’ es idempotente.

- Si A es idempotente y A + B = I, entonces B es idempotente y AB = BA = 0.
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SiAj,...,A, son matrices p X p simétricas idempotentes, entonces existe una matriz P ortogonal tal

que P’A;P es diagonal = A;Aj=AjA;,i=1,...,n;j=1,...,n.

SiAj,...,A, son matrices p X p simétricas, cualesquiera dos condiciones implica la tercera:

(1) Ay,...,A, idempotentes

2) A| +---+ A, = B es idempotente

3)

(D
2

AiAjZO, l:ﬁ]

m m
Si dos de las tres condiciones se dan, rang(}>_ A;) = > rang(A)).

i=1 i=1

B.8 Maidiximos, minimos, Jacobianos®

.. . . . . 0 .
Seay = f(x1,...,x,) una funcién de n variables, si las derivadas parciales % son continuas,
1

entonces f puede tener un maximo o un minimo en los puntos en donde:

of _of L. _of

ox;  O0x,  Ox,

Si f(xy,...,x,) es tal que las primeras y segundas derivadas parciales son continuas, entonces en 10s

puntos donde g—){ =0,i=1,...,n, lafuncion tiene:
1
.. . ; >f ) iy
un minimo si la matriz K = es definida positiva.
axiaxj

un mdximo si la matriz K es definida negativa.

Consideremos f(x), gj(x), j = 1,..., p, funciones reales de n variables (n > p), con derivadas

parciales continuas en a € U abierto, U C R", tales que g;j(a) = 0, j = 1,..., p y tales que la matriz

3Karl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) Nace el 10 de diciembre de 1804 en Potsdam, Prusia (hoy Alemania). Muere el
18 de febrero 1851 en Berlin, Alemania. Jacobi estableci6 con Abel la Teoria de las funciones elipticas. Demostr6 la solucién
de integrales elipticas mediante la aplicacion de las funciones, series exponenciales introducidas por €l mismo. Desarroll6 los

determinantes funcionales, llamados después jacobianos y las ecuaciones diferenciales.

El padre de Jacobi era banquero y su familia era muy prospera, fue asi como él recibié una buena educacién en la Universidad
de Berlin. Obtuvo su Doctorado en 1825 y ensefié matemadticas en Koningsberg desde 1826 hasta su muerte. Fue nominado
para una cétedra en 1832. En 1834 probé6 que si una funcién uni-valuada de una variable es doblemente periddica, entonces
la raz6n de los periodos es imaginaria. Este resultado impuls6 enormemente el trabajo en esta drea, en particular a Liouville y
Cauchy.

Jacobi tenia la reputacién de ser un excelente maestro, atraia a muchos estudiantes. Introdujo un método de seminario para

ensefiar a los estudiantes los dltimos avances matematicos.
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Jacobianade los g; sea de rango p en a, entonces si f tiene un extremo en a con las restricciones

gix)=0,j=1,...,p, existen 4y,..., A, tales que:

af zz i{'(a):o, i=1,...n

Los nimeros A; se llaman multiplicadores de Lagrange® y la funcion L(x) = f(x) + >. A igj(x) es
=1
llamada funcion de Lagrange o lagrangiano. Con esta notacion escribimos %(a) =0,i=1,...,n

o VL(a) = 0. Los puntos a que satisfacen esta condicion, son puntos criticos bajo restricciones.

Sean f, g;, j = 1,..., p aplicaciones de U C R" abierto sobre R, a € U, p < n, de clase C* en una

bola abierta B, C U talque gj(a) = 0, j = 1,..., p y tales que las condiciones siguientes se verifican:

g, ...,
rang 732’2’ gp;( ) =

existen i, ..., 4, ta]esque—f(a)+z/l i{'(a)zo,izl,...,n.

SeaL(x) = f(x) + Z 1;gj(x), entonces se tiene:
=

Si f tiene un madximo bajo las restricciones gj(x) = 0, j = 1,..., p, se satisface:

2235 (@hih, <0, VheR",
k=1r=

a(gl,...,g,,)
A(x1, ..., Xp)

Si la condicion siguiente se satisface:

con la condicion (@h=0.

ZEaaaL (@heh, <0, YheR", h#0
k=1r=1

4 Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) Nace el 25 de Enero de 1736 en Turin, Sardinia-Piedmont (hoy Italia). Muere
el 10 de Abril de 1813 en Paris, Francia. Lagrange, procedia de una ilustre familia parisiense, que tenia profundo arraigo en
Cerdeiia y algin rastro de noble linaje italiano. Pasé sus primeros afios en Turin, su activa madurez en Berlin y sus dltimos
afios en Paris, donde logré su mayor fama. En la escuela, sus intereses infantiles eran Homero y Virgilio y cuando una memoria
de Halley le cay6 en las manos, se alumbrd la chispa matematica. A los dieciséis afios de edad, fue nombrado profesor de
matematicas en la Escuela Real de Artillerfa de Turin. A los diecinueve afios de edad, obtuvo fama resolviendo el asi llamado
problema isoperimétrico, que habia desconcertado al mundo matemético durante medio siglo. En realidad Lagrange no s6lo
habia resuelto un problema, también habia inventado un nuevo método, el cdlculo de variaciones, que seria el tema central
de la obra de su vida. Este cdlculo pertenece a la historia del minimo esfuerzo, que comenzé en los espejos reflectores de
Heron y continu6 cuando Descartes reflexioné sobre la curiosa forma de sus lentes ovales. Lagrange podia demostrar que los
postulados newtonianos de materia y movimiento, un tanto modificados, se adaptaban al amplio principio de economia de la
naturaleza. El principio ha conducido a los resultados atiin mds fructiferos de Hamilton, Maxwell, en la obra de Einstein y en

las ultimas fases de la mecdnica ondulatoria.
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... 0(gl,...,8p) 3 y . g
con la condicion m(u) h = 0, entonces a es un maximo local estricto de la funcion f con
1s:c-5An
las restricciones gj(x) =0, j=1,...,p.

Estos resultados son validos, con las desigualdades invertidas en el caso de un minimo.
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B.9 Combinacion lineales de variables aleatorias

Hipotesis LeydeY
3 3
X; ~ B(ni, p), i = 1,...,k, independientes Y= X B(Yni,p)
i=1 i=1
K K
X; ~ P(),i=1,...,k, independientes Y= X P(X )
i=1 i=1
K k 3
X; ~ N(ui,02),i = 1,...,k, independientes Y= aX; | N(X am,y aio?)
i=1 i=1 i=1
3 k
X; ~T(pi,a), i =1,...,k, independientes Y =YX r(> pi.a)
i=1 i=1
Caso particular X; ~ x2. X2
X
L& 3
X; ~ C(v;,A), i =1,...,k, independientes Y = 3 S X; C( >, /l)
i=1 i=1
Cambio de variable LeydeZ
X~ U[-5,73] Z=tgX C(@0,1)
X, Y independientes ~ N(0, 1) Z=Y/X c@O,1)
X ~ N, 1) Z=Xx X
X ~ N(v,0?) Z =logX Ley log—normal
X ~ N(0,1), Y ~ x? independientes Z= }}(// Student av g.d.1.
v
X ~T(p,a), Y ~ (g, a) independientes Z = ﬁ B(p,q)
) 2 . . _Xi/n
X1 ~ xy,» X2 ~ x;, independientes =X/, Fvi,v2)
T ley de Student v g.d.1. Z=T? F(1,v)

191
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B.11 Teorema de Rao-Cramer

Teorema B.11.1 Rao-Cramer

Si se supone la existencia y la regularidad de la matriz de informacion de Fisher Iy = || COV(% logL, % log L)||,
i J

i,j=1,...,r la existencia y regularidad de la matriz Vg de covarianza de un estimador insesgado
, . . dlogL. . .
T de 0, asi como la existencia de E(Tiw), i,j=1,...,r, entonces:
J

VzeR', zI'z<z'Viz.

Demostracion La prueba del teorema supone, que se puede derivar bajo el signo de integral. Sea P

una matriz ortogonal tal que PI;' P = H es diagonal. Asi:

P(V§ —I;"P' = PV{P' - PI;'P' = B* — H,.

dlogL dlogL

Sea A la matriz de covarianza de (T, ..., T,, 30, 00 ), entonces:
A Ve E ’
E 1

con E = I. Tomemos las k(< r) primeras componentes de la matriz PT y de la matriz PL, con

B, Eu
L = (61909%1_, . 61309%1_) , su matriz de covarianza es A| = kk ylAil 2 0. Como la

En  Hi

matriz H es diagonal Hy! = (H™ ). Definimos la matriz auxiliar N por:

Ey —Hpy . 1
N = , lLe. |N|=|Hg|>0.
0 Hy
Por otro lado:
B, —-Hy' 0
NA, = Kk Kk ’

Hy! Ejk

entonces [INA;| = |Bj, — Hg!| > 0, 0 sea V¥ — I;! es semidefinida positiva.
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B.12 Convergencia de un proceso aleatorio

Una clase importante de problemas en estadistica matemadtica es la determinacion del Iimite de fun-
ciones de distribucion de ciertas funciones de n variables aleatorias, cuando n — oo, es decir si
(X1,...,X,) es una variable aleatoria n-dimensional y g,(X1,...,X,) es funcion de (Xi,...,X,), la
cual es ella misma una variable aleatoria (si g es medible), el problema es determinar el limite de
la funcioén de reparticion de g,(X,...,X,), cuando n — oo, o al menos algunas propiedades de la
funcion de reparticion, si existe. Asi, se hace necesario tratar con variables aleatorias con un niimero
infinito de componentes. Tales variables aleatorias son llamadas procesos estocdsticos. Un proceso

estocdstico con componentes numerable, se puede referir a una sucesion de variables aleatorias.

Mas precisamente, un proceso estocdstico o proceso aleatorio es una familia de variables aleatorias

{X;: t € A}, donde A es en general un conjunto de R.

El espacio (R, B, P), es un espacio de probabilidad, donde los elementos de R* son sucesiones

de niimeros reales, B~ es la tribu generada por los cilindros [[ B;, B; € Br y B; = R salvo en un
ieN
conjunto finito de indices y P es tal que P(][ B;) = [] Pa(Ba), con I finito.

ieN a€l

Consideremos un proceso estocdstico (X, X1, X, .. .) tal que:
lim P(X,, — X| <€) =1,
n—-oo

se dice que (X, X1, X3, ...) convergen en probabilidad a X y se escribe X,, N X.

Propiedades

P
. Sea el proceso estocdstico (X, X1, Xa,...), tal que X, X y sea g: R — R continua, entonces
Pr

8(Xy) — g(X).

. Pr Pr
Si X, — a, entonces g(X,,) — g(a).
Una manera mas general de la propiedad, es considerar que g es continua en un intervalo I cerrado,
con P(I) = 1.

P
. Si el proceso estocdstico bidimensional (X, Y), (X1, Y2), (X2, Y»), .. .) es tal que se tiene (X,,, Y,,) —r>(X, Y)

P
y si f(x,y) es continua, entonces g(X,, Y,) - gX,Y).
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Este resultado se generaliza facilmente a p dimensiones.

. Sea (X“), .. ,Xik), Yfl), e Y{k),Xél)), e Yél), e Yék), ... un proceso estocdstico multivariado tal
que:

YO -1 < X0 -9, i=1,....k, n=1,2,...
Pi P
y (XD, X0) e, L e®), entonces (YD, ..., YD) (D, ..., c®).

Definicion B.12.1 Sea (g(X, 0), g(X1,0), g(X2,0),...) un proceso estocdstico, para 6 € @ intervalo

abierto, siVe > 0, Y0, € O se tiene:
P(lg(X,,0) — g(X,0)| > ) — 1,

cuando n — oo, se dice que g(X,, 6) converge en probabilidad a g(X, 0), uniformemente con respecto

af e .

. Sig(X, 0) = h(9) se dice que g(X,, 6) i h(6) uniformemente con respecto a 6.

Teorema B.12.1 Sea (X1, Xa,...) un proceso estocdstico dependiente de un pardmetro 0 € ©,
sean f,(X1,....Xn,0), n=1,2,...y 0:(X1,...,Xn), n = 1,2,... sucesiones de variables aleatorias
convergiendo en probabilidad a g(0) y 0 respectivamente, uniformemente con respecto a 6 € @,

donde g(0) es continua en ®y, entonces
Ly Pr
Xy, oo, X, 0,) — g(0).

.z L. L Pr
Demostracion Sea (X;, Xa, . ..) un proceso estocdsticoy sea 6y € ®g, por hipotesis tenemos 6,(Xy, ..., X,) — 6,

esdecirVe >0yVn >0, existe ne, tal que Vn > ney:

4 _ €
P(E) > 1 >

donde E;, = {w € R¥: |6, — 6| < n}. Ademds Ve >0yVn' >0, existe n.,y tal que:

Vu>ng,  PE)>1- 5

donde E. = {w € R®: |£,(-,0) — g(0)] < %}, Vo € 0.
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7

Dado i’ > 0, existe 6 > 0 tal que si |0 — 6o < 6, = |g(0) — g(6o)| < %; asi tenemos que el conjunto

E, ={weR™: |f,(-,0) — g@)| < '} es tal que:
P(E,) > 1~ %, si 10— 6o < 6y,

para todo n > ne,, pues E, C E;.

Asi, Ve > 0,Vn' >0, sin > max{ngy, nﬂgn,} tenemos que:

P(E,NE) =P({weR”: |f,(-.6,) — gl <n'}) >1-€
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B.13 Tablas estadisticas

Tabla de la ley normal reducida N(0, 1)
Para cada valor de a, la tabla da el drea de la region sombreada del grifico P(O < x < a) = \/% foa e'%xz dx, es decir la
Fie

probabilidad de tener la desviacion entre 0 y a.

1
Vam

Valordea | 000 | 001 | 002 | 003 | 004 | 005 | 0.06 | 0.07 | 0.08 | 0.09
0.0 0.000 | 0.004 | 0.008 | 0.012 | 0.016 | 0.020 | 0.024 | 0.028 | 0.032 | 0.036
0.1 0.040 | 0.044 | 0.048 | 0.052 | 0.056 | 0.060 | 0.064 | 0.068 | 0.071 | 0.075
02 0.079 | 0.083 | 0.087 | 0.091 | 0.095 | 0.099 | 0.103 | 0.106 | 0.110 | 0.114
03 0.118 | 0.122 | 0.126 | 0.129 | 0.133 | 0.137 | 0.141 | 0.144 | 0.148 | 0.152
0.4 0.155 | 0.159 | 0.163 0.170 | 0.174 | 0.177 | 0.181 | 0.184 | 0.188
05 0.192 | 0.195 | 0.199 | 0202 | 0.205 | 0.209 | 0.212 | 0.216 | 0.219 | 0.222
0.6 0226 | 0229 | 0232 | 0236 | 0239 | 0.242 | 0.245 | 0.249 | 0.252 | 0.255
0.7 0258 | 0.261 | 0.264 | 0.267 | 0270 | 0.273 | 0.276 | 0.279 | 0.282 | 0.285
0.8 0.288 | 0.291 | 0.294 | 0.297 | 0300 | 0.302 | 0.305 | 0.308 | 0311 | 0313
0.9 0316 | 0319 | 0321 | 0324 | 0326 | 0329 | 0.332 | 0.334 | 0.337 | 0.339
1.0 0341 | 0344 | 0346 | 0349 | 0351 | 0.353 | 0.355 | 0.358 | 0.360 | 0.362
11 0364 | 0367 | 0369 | 0371 | 0373 | 0375 | 0.377 | 0.379 | 0381 | 0383
12 0385 | 0.387 | 0389 | 0.391 | 0393 | 0.394 | 0.396 | 0.398 | 0.400 | 0.402
13 0.403 | 0.405 | 0.407 | 0.408 | 0.410 | 0.412 | 0.413 | 0.415 | 0.416 | 0.418
1.4 0419 | 0421 | 0422 | 0424 | 0425 | 0427 | 0428 | 0.429 | 0.431 | 0.432
15 0433 | 0435 | 0436 | 0437 | 0438 | 0.439 | 0.441 | 0.442 | 0.443 | 0.444
16 0.445 | 0.446 | 0.447 | 0.448 | 0.450 | 0.451 | 0.452 | 0.453 | 0.454 | 0.455
17 0.455 | 0.456 | 0.457 | 0.458 | 0.459 | 0.460 | 0.461 | 0.462 | 0.463 | 0.463
18 0464 | 0.465 | 0.466 | 0.466 | 0.467 | 0.468 | 0.469 | 0.469 | 0.470 | 0.471
19 0471 | 0472 | 0473 | 0473 | 0474 | 0.474 | 0.475 | 0.476 | 0.476 | 0.477
2.0 0477 | 0478 | 0478 | 0479 | 0.479 | 0.480 | 0.480 | 0.481 | 0.481 | 0.482
2.1 0.482 | 0.483 | 0.483 | 0.483 | 0.484 | 0.484 | 0.485 | 0.485 | 0.485 | 0.486
22 0.486 | 0.486 | 0.487 | 0.487 | 0.488 | 0.488 | 0.488 | 0.488 | 0.488 | 0.489
23 0.489 | 0.490 | 0.490 | 0.490 | 0.490 | 0.491 | 0.491 | 0.491 | 0.491 | 0.492
24 0492 | 0492 | 0.492 | 0493 | 0493 | 0.493 | 0.493 | 0.493 | 0.493 | 0.494
25 0.494 | 0.494 | 0.494 | 0.494 | 0.495 | 0.495 | 0.495 | 0.495 | 0.495 | 0.495
26 0.495 | 0.496 | 0.496 | 0.496 | 0.496 | 0.496 | 0.496 | 0.496 | 0.496 | 0.496
27 0497 | 0497 | 0.497 | 0497 | 0497 | 0497 | 0.497 | 0.497 | 0.497 | 0.497
2.8 0.497 | 0.498 | 0.498 | 0.498 | 0.498 | 0.498 | 0.498 | 0.498 | 0.498 | 0.498
29 0.498 | 0.498 | 0.498 | 0.498 | 0.498 | 0.498 | 0.499 | 0.499 | 0.499 | 0.499
3.0 0499 | 0.499 | 0.499 | 0499 | 0.499 | 0.499 | 0.499 | 0.499 | 0.499 | 0.499
3.1 0.499 | 0.499 | 0.499 | 0.499 | 0.499 | 0.499 | 0.499 | 0.499 | 0.499 | 0.499

Ejemplo: paraa = 0.403, P(0 < x < a) = 0.166.

Para leer la probabilidad para 0.43, se busca 0.4 en la primera columna y 0.03 en la quinta columna.
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Ordenadas de la curva normal reducida
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0.0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 0.39894 | 0.39892 | 0.39886 | 0.39876 | 0.39862 | 0.39844 | 0.39822 | 0.39797 | 0.39767 | 0.39733
0.1 | 0.39695 | 0.39654 | 0.39608 | 0.39559 | 0.39505 | 0.39448 | 0.39387 | 0.39322 | 0.39253 | 0.39181
0.2 | 0.39104 | 0.39024 | 0.38940 | 0.38853 | 0.38762 | 0.38667 | 0.38568 | 0.38466 | 0.38361 | 0.38251
0.3 | 0.38139 | 0.38023 | 0.37903 | 0.37780 | 0.37654 | 0.37524 | 0.37391 | 0.37255 | 0.37115 | 0.36973
0.4 | 0.36827 | 0.35678 | 0.36526 0.36213 | 0.36053 | 0.35889 | 0.35723 | 0.35553 | 0.35381
0.5 | 0.35207 | 0.35029 | 0.34849 | 0.34667 | 0.34482 | 0.34294 | 0.34105 | 0.33912 | 0.33718 | 0.33521
0.6 | 0.33322 | 0.33121 | 0.32918 | 0.32713 | 0.32506 | 0.32297 | 0.32086 | 0.3187 | 0.31659 | 0.31443
0.7 | 0.31225 | 0.31006 | 0.30785 | 0.30563 | 0.30339 | 0.30114 | 0.29887 | 0.29658 | 0.29430 | 0.29200
0.8 | 0.28969 | 0.28737 | 0.28504 | 0.28269 | 0.28034 | 0.27798 | 0.27562 | 0.27324 | 0.27086 | 0.26848
0.9 | 0.26609 | 0.26369 | 0.26129 | 0.25888 | 0.25647 | 0.25406 | 0.25164 | 0.24923 | 0.24681 | 0.24439
1.0 | 0.24197 | 0.23955 | 0.23713 | 0.23471 0.23230 | 0.22988 | 0.22747 | 0.22506 | 0.22265 | 0.22025
1.1 | 0.21785 | 0.21546 | 0.21307 | 0.21069 | 0.20831 | 0.20594 | 0.20357 | 0.20121 | 0.19886 | 0.19652
1.2 ] 0.19419 | 0.19186 | 0.18954 | 0.18724 | 0.18494 | 0.18265 | 0.18037 | 0.17810 | 0.17585 | 0.17360
1.3 | 0.17137 | 0.16915 | 0.16694 | 0.16474 | 0.16256 | 0.16038 | 0.15822 | 0.15608 | 0.15395 | 0.15183
1.4 | 0.14973 | 0.14764 | 0.14556 | 0.11435 | 0.14146 | 0.13943 | 0.13742 | 0.13542 | 0.13344 | 0.13147
1.5 | 0.12952 | 0.12758 | 0.12566 | 0.12376 | 0.12188 | 0.12001 | 0.11816 | 0.11632 | 0.11450 | 0.11270
1.6 | 0.11092 | 0.10915 | 0.10741 0.10567 | 0.10396 | 0.10226 | 0.10059 | 0.09893 | 0.09728 | 0.09566
1.7 | 0.09405 | 0.09246 | 0.09089 | 0.08933 | 0.08780 | 0.08628 | 0.08478 | 0.08329 | 0.08183 | 0.08038
1.8 | 0.07895 | 0.07754 | 0.07614 | 0.07477 | 0.07341 | 0.07206 | 0.07074 | 0.06943 | 0.06814 | 0.06687
1.9 | 0.06562 | 0.06438 | 0.06316 | 0.06195 | 0.06077 | 0.05959 | 0.05844 | 0.05730 | 0.05618 | 0.05508
2.0 | 0.05399 | 0.05292 | 0.05186 | 0.05082 | 0.04980 | 0.04879 | 0.04780 | 0.04682 | 0.04586 | 0.04491
2.1 | 0.04398 | 0.04307 | 0.04217 | 0.04128 | 0.04041 | 0.03955 | 0.03871 | 0.03788 | 0.03706 | 0.03626
2.2 | 0.03547 | 0.03470 | 0.03394 | 0.03319 | 0.03246 | 0.03174 | 0.03103 | 0.03034 | 0.02965 | 0.02898
2.3 | 0.02833 | 0.02768 | 0.02705 | 0.02643 | 0.02582 | 0.02522 | 0.02463 | 0.02406 | 0.02349 | 0.02294
2.4 | 0.02239 | 0.02186 | 0.02134 | 0.02083 | 0.02033 | 0.01984 | 0.01936 | 0.01888 | 0.01842 | 0.01797
2.5 | 0.01753 | 0.01709 | 0.01667 | 0.01625 | 0.01585 | 0.01545 | 0.01506 | 0.01468 | 0.01431 | 0.01394
2.6 | 0.01358 | 0.01323 | 0.01289 | 0.01256 | 0.01223 | 0.01191 | 0.01160 | 0.01130 | 0.01100 | 0.01071
2.7 | 0.01042 | 0.01014 | 0.00987 | 0.00961 0.00935 | 0.00909 | 0.00885 | 0.00861 | 0.00837 | 0.00814
2.8 | 0.00792 | 0.00770 | 0.00748 | 0.00727 | 0.00707 | 0.00687 | 0.00668 | 0.00649 | 0.00631 | 0.00613
2.9 | 0.00595 | 0.00578 | 0.00562 | 0.00545 | 0.00530 | 0.00514 | 0.00499 | 0.00485 | 0.00470 | 0.00457
3.0 | 0.00443

3.5 | 0.00087

4.0 | 0.00013

4.5 | 0.00002

5.0 | 0.00000

Para cada valor de u, la tabla da la ordenada y = ’%“2 de la curva.

Ejemplo: parau = 0.43,y = 0.36371.

1
——e
V2r
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Distribucién normal - Transformacion de Probits

% | probits | % | probits | % | probits | % | probits
05 | 242 |255| 434 |505]| 501 |755| 5.69
10 | 267 |260| 435 |510| 503 |750] 571
15 | 28 |255| 437 |515| 504 |765]| 572
20 | 295 |270| 439 |520]| 505 |770]| 574
25 | 304 |275 525 | 505 |775| 576
30 | 312 |280]| 442 |530]| 507 |780| 577
35 | 319 |285| 443 |535| 509 |785| 579
40 | 325 |290| 445 |540]| 510 | 790 581
45 | 330 |295| 446 |s545| 511 |795]| 582
50 | 335 |300| 448 |550]| 513 |800| 584
55 | 340 |305| 449 |555| 514 |805| 586
60 | 345 |310| 450 |s560]| 515 |81.0| 588
65 | 349 |315| 452 |565]| 516 |815| 590
70 | 352 |320]| 453 |s570]| 518 |80 59
75 | 356 |325| 455 |575| 519 |825| 593
80 | 359 [330]| 456 |580| 520 |830]| 595
85 | 353 [335| 457 |585| 521 |835| 597
90 | 356 |340| 459 |590]| 523 |840| 599
95 | 369 |345| 460 |595| 524 |845]| 602
100 | 372 |350| 461 |600| 525 |850]| 6.04
105 | 375 |355| 463 |605| 527 |855| 6.06
10| 377 |360| 454 |61.0] 528 |850| 6.08
15| 38 |365| 455 |615| 529 |85 6.10
120 | 38 |370| 467 |520| 531 |80 613
125| 38 |375| 468 |525| 532 |875]| 5.5
130 | 387 [380]| 469 |530| 533 [880]| 618
135] 39 |385| 471 |635| 535 |885| 620
140 | 392 |390| 472 |640| 536 |89.0]| 623
145 | 394 |395| 473 |545| 537 |895]| 625
150 | 396 |400| 475 |650| 539 |900| 628
155 | 398 |405| 476 |655| 540 |905]| 631
160 | 401 |41.0| 477 | 660 | 541 |91.0]| 634
165 | 403 |415| 479 [565| 543 |915| 637
170 | 405 | 420| 480 |67.0| 544 |920]| 641
175 | 407 |425| 481 |67.5| 545 |925| 644
180 | 408 |430| 48 |580| 547 |930| 648
185 | 41 |435| 484 |685| 548 |935]| 651
190 | 412 |440| 485 |690| 550 |940]| 655
195 | 414 |445| 486 |695| 551 |945]| 6.60
200| 415 | 450 | 487 |700| 552 |950| 5.64
205 | 418 |455| 489 |705| 554 |955| 670
210 | 419 |460| 490 |710]| 555 |950| 675
215 | 421 |465| 491 |715| 557 |955| 581
20| 423 | 470 492 |720]| 558 |970| 688
25| 424 | 475| 494 | 725| 560 |975| 595
230 | 425 |480| 495 |730| 551 |980| 7.05
235 | 428 |485| 496 |735| 563 |985| 716
240 | 429 |490| 497 |740| 564 |99.0| 7.33
245 | 431 | 495| 499 |745]| 565 |995| 7.58
250 | 432 |500]| 500 |750]| 5.67

Dada X una variable aleatoria normal reducida, si P(x < a) = p, se tiene Probit(p) = a + 5.

Observe que Probit(p)+Probit(1 — p) = 10.

Ejemplo: Probit(72.5%) = 5.60, Probit(27.5) = 4.40.

Apéndice B. Anexos
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Probits (para los valores de p de 0 a 50%)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0 e 1.9098 | 2.1218 | 2.2522 | 2.3479 | 2.4242 | 2.4879 | 2.5427 | 2.5911 | 2.6344
1 | 2.6737 | 2.7096 | 2.7429 | 2.7738 | 2.8027 | 2.8299 | 2.8256 | 2.8799 | 2.5911 | 2.9251
2 | 2.9463 | 2.9665 | 2.9859 | 3.0046 | 3.0226 | 3.0400 | 3.0569 | 3.0732 | 3.0890 | 3.1043
3 | 3.1192 | 3.1337 | 3.1478 | 3.1616 | 3.175 | 3.1881 | 3.2009 | 3.2134 | 3.2256 | 3.2376
4 | 3.2493 | 3.2608 | 3.2721 | 3.2831 | 3.294 | 3.3046 | 3.3151 | 3.3253 | 3.3354 | 3.3454
5 | 3.3551 | 3.3648 | 3.3742 | 3.3836 | 3.3928 | 3.4018 | 3.4107 | 3.4195 | 3.4282 | 3.4368
6 | 3.4452 | 3.4536 | 3.4618 | 3.4699 | 3.4780 | 3.4859 | 3.4937 | 3.5015 | 3.5091 | 3.5167
7 | 3.5242 | 3.5316 | 3.5389 | 3.5462 | 3.5534 | 3.5605 | 3.5675 | 3.5745 | 3.5813 | 3.5882
8 | 3.5949 | 3.6016 | 3.6083 | 3.6148 | 3.6213 | 3.6278 | 3.6342 | 3.6405 | 3.6468 | 3.6531
9 | 3.6592 | 3.6654 | 3.6715 | 3.6775 | 3.6835 | 3.6894 | 3.6953 | 3.7012 | 3.7070 | 3.7127
10 | 3.7184 | 3.7241 | 3.7298 | 3.7354 | 3.7409 | 3.7464 | 3.7519 | 3.7574 | 3.7628 | 3.7681
11 | 3.7735 | 3.7788 | 3.7840 | 3.7893 | 3.7945 | 3.7996 | 3.8048 | 3.8099 | 3.8150 | 3.8200
12 | 3.8250 | 3.8300 | 3.8350 | 3.8399 | 3.8448 | 3.8497 | 3.8545 | 3.8593 | 3.8641 | 3.8689
13 | 3.8736 | 3.8783 | 3.8830 | 3.8877 | 3.8923 | 3.8969 | 3.9015 | 3.9061 | 3.9107 | 3.9152
14 | 39197 | 3.9242 | 3.9286 | 3.9331 | 3.9375 | 3.9419 | 3.9463 | 3.9506 | 3.9550 | 3.9593
15 | 3.9636 | 3.9678 | 3.9721 | 3.9763 | 3.9806 | 3.9848 | 3.989 | 3.9931 | 3.9973 | 4.0014
16 | 4.0055 | 4.0096 | 4.0137 | 4.0178 | 4.0218 | 4.0259 | 4.0299 | 4.0339 | 4.0379 | 4.04I9
17 | 4.0458 | 4.0498 | 4.0537 | 4.0576 | 4.0615 | 4.0654 | 4.0693 | 4.0731 | 4.077 | 4.0808
18 | 4.0846 | 4.0884 | 4.0922 | 4.096 | 4.0998 | 4.1035 | 4.1073 | 4.111 | 4.1147 | 4.1184
19 | 4.1221 | 4.1258 | 4.1295 | 4.1331 | 4.1367 | 4.1404 | 4.144 | 4.1476 | 4.1512 | 4.1548
20 | 4.1584 | 4.1619 | 4.1655 | 4.1690 | 4.1726 | 4.1761 | 4.1796 | 4.1831 | 4.1866 | 4.1901
21 | 4.1936 | 4.197 | 42005 | 4.2039 | 4.2074 | 4.2108 | 4.2142 | 4.2176 | 4.2210 | 4.2244
22 | 42278 | 42312 | 4.2345 | 4.2379 | 4.2412 | 4.2446 | 4.2479 | 42512 | 4.2546 | 4.2579
23 | 42612 | 4.2644 | 42677 | 42710 | 4.2743 | 4.2775 | 4.2808 | 4.2840 | 4.2872 | 4.2905
24 | 42937 | 4.2969 | 4.3001 | 4.3033 | 4.3065 | 4.3097 | 4.3129 | 43160 | 4.3192 | 4.3224
25 | 43255 | 4.3287 | 4.3318 | 4.3349 | 4.3380 | 4.3412 | 4.3443 | 43474 | 43505 | 4.3536
26 | 43567 | 4.3597 | 4.3628 | 4.3659 | 4.3689 | 4.3720 | 4.3750 | 4.3781 | 4.3811 | 4.3842
27 | 4.3872 | 43902 | 43932 | 4.3962 | 4.3992 | 4.4022 | 44052 | 4.4082 | 44112 | 4.4142
28 | 44172 | 4.4201 | 4.4231 | 4.4260 | 4.4290 | 4.4319 | 4.4349 | 44378 | 4.4408 | 4.4437
29 | 44466 | 4.4495 | 4.4524 | 4.4554 | 44583 | 4.4612 | 44641 | 44670 | 4.4698 | 4.4727
30 | 4.4756 | 4.4785 | 4.4813 | 4.4842 | 4.4871 | 4.4899 | 4.4928 | 4.4956 | 4.4985 | 4.5013
31 | 4.5041 | 4.5070 | 4.5098 | 4.5126 | 4.5155 | 4.5183 | 4.5211 | 4.5239 | 4.5267 | 4.5295
32 | 45323 | 4.5351 | 4.5379 | 4.5407 | 4.5435 | 4.5462 | 4.5490 | 4.5518 | 4.5546 | 4.5573
33 | 4.5601 | 4.5628 | 4.5656 | 4.5684 | 4.5711 | 4.5739 | 4.5766 | 4.5793 | 4.5821 | 4.5848
34 | 4.5875 | 4.5903 | 4.5930 | 4.5957 | 4.5984 | 4.6011 | 4.6039 | 4.6066 | 4.6093 | 4.6120
35 | 4.6147 | 4.6174 | 4.6201 | 4.6228 | 4.6255 | 4.6281 | 4.6308 | 4.6335 | 4.6362 | 4.6389
36 | 4.6415 | 4.6442 | 4.6469 | 4.6495 | 4.6522 | 4.6549 | 4.6574 | 4.6602 | 4.6628 | 4.6655
37 | 4.6681 | 4.6708 | 4.6734 | 4.6761 | 4.6787 | 4.6814 | 4.6840 | 4.6866 | 4.6893 | 4.6919
38 | 4.6945 | 4.6971 | 4.6998 | 4.7024 | 4.7050 | 4.7076 | 4.7102 | 4.7129 | 4.7155 | 4.7181
39 | 47207 | 4.7233 | 4.7259 | 4.7285 | 4.7311 | 4.7337 | 4.7363 | 4.7389 | 4.7415 | 4.7441
40 | 4.7467 | 4.7492 | 47518 | 4.7544 | 47570 | 4.7596 | 4.7822 | 4.7647 | 4.7673 | 4.7699
41 | 4.7725 | 4.7750 | 47776 | 4.7802 | 4.7827 | 4.7853 | 4.7879 | 4.7904 | 4.7930 | 4.7955
42 | 4.7981 | 4.8007 | 4.8032 | 4.8058 | 4.8083 | 4.8109 | 4.8134 | 4.8160 | 4.8185 | 4.8211
43 | 4.8236 | 4.8262 | 4.8287 | 4.8313 | 4.8338 | 4.8363 | 4.8380 | 4.8414 | 4.8440 | 4.8465
44 | 4.8490 | 4.8516 | 4.8541 | 4.8566 | 4.8592 | 4.8617 | 4.8642 | 4.8668 | 4.8693 | 4.8718
45 | 4.8743 | 4.8769 | 4.8794 | 4.8819 | 4.8844 | 4.8879 | 4.8895 | 4.8920 | 4.8945 | 4.8970
46 | 4.8996 | 4.9021 | 49046 | 49071 | 49096 | 4.9122 | 49147 | 49172 | 4.9197 | 4.9222
47 | 4.9247 | 4.9272 | 49298 | 4.9323 | 4.9348 | 4.9373 | 4.9398 | 4.9423 | 4.9448 | 4.9473
48 | 4.9498 | 4.9524 | 4.9549 | 49574 | 4.9599 | 4.9624 | 4.9649 | 4.9674 | 4.9699 | 4.9724
49 | 4.9749 | 49774 | 49799 | 49825 | 49850 | 4.9875 | 4.9900 | 4.9925 | 4.9950 | 4.9975
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Distribucion de Poisson

k
Pyk) = e“M—, para diferentes valores de A.

k!
k4] o1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
0| 0.9048 | 0.8187 | 0.7408 | 0.6703 | 0.6065 | 0.5488 | 0.4966 | 0.4493 | 0.4066
1]0.0905 | 0.1634 | 02222 | 0.2681 | 0.3033 | 0.3293 | 0.3476 | 0.3595 | 0.3659
2| 0.0045 | 0.0164 | 0.0333 | 0.0536 | 0.0758 | 0.0988 | 0.1217 | 0.1438 | 0.1647
31 0.0002 | 0.0011 | 0.0033 | 0.0071 | 0.0126 | 0.0198 | 0.0284 | 0.0383 | 0.0494
4 0.0001 | 0.0003 | 0.0007 | 0.0016 | 0.0030 | 0.0050 | 0.0077 | 0.0111
5 0.0000 | 0.0001 | 0.0002 | 0.0004 | 0.0007 | 0.0012 | 0.0020
6 0.0001 | 0.0002 | 0.0003
kA4 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
003679 | 01353 | 0.0498 | 0.0183 | 0.0067 | 0.0025 | 0.0009 | 0.0003 | 0.0001 | 0.00005
1]03679 | 02707 | 0.1494 | 0.0733 | 0.0337 | 0.0149 | 0.0064 | 0.0027 | 0.0005 | 0.0002
2| 0.1839 | 02707 | 02240 | 0.1465 | 0.0842 | 0.0446 | 0.0223 | 0.0050 | 0.0023 | 0.0010
3| 0.0613 | 0.1804 | 0.2240 | 0.1954 | 0.1404 | 0.0892 | 0.0521 | 0.0286 | 0.0150 | 0.0037
4| 0.0153 | 0.0902 | 0.1680 | 0.1954 | 0.1755 | 0.1339 | 0.0912 | 0.0572 | 0.0337 | 0.0189
5| 0.0031 | 0.0361 0.1563 | 0.1755 | 0.1606 | 0.1277 | 0.0916 | 0.0607 | 0.0378
6 | 0.0005 | 0.0120 | 0.0504 | 0.1042 | 0.1462 | 0.1606 | 0.1490 | 0.1221 | 0.0911 | 0.0631
7| 0.0001 | 0.0034 | 0.0216 | 0.0595 | 0.1044 | 0.1377 | 0.1490 | 0.1396 | 0.1171 | 0.0901
8 0.0009 | 0.0081 | 0.0298 | 0.0653 | 0.1033 | 0.1304 | 0.1396 | 0.1318 | 0.1126
9 0.0002 | 0.0027 | 0.0132 | 0.0363 | 0.0688 | 0.1014 | 0.1241 | 0.1318 | 0.1251
10 0.0008 | 0.0053 | 0.0181 | 0.0413 | 0.0710 | 0.0993 | 0.1186 | 0.1251
11 0.0002 | 0.0019 | 0.0082 | 0.0225 | 0.0452 | 0.0722 | 0.0970 | 0.1137
12 0.0001 | 0.0006 | 0.0034 | 0.0113 | 0.0263 | 0.0481 | 0.0728 | 0.0948
13 0.0002 | 0.0013 | 0.0052 | 0.0142 | 0.0296 | 0.0504 | 0.0729
14 0.0001 | 0.0005 | 0.0022 | 0.0071 | 0.0169 | 0.0324 | 0.0521
15 0.0002 | 0.0009 | 0.0033 | 0.0090 | 0.0194 | 0.0347
16 0.0001 | 0.0003 | 0.0014 | 0.0045 | 0.0109 | 0.0217
17 0.0001 | 0.0006 | 0.0021 | 0.0058 | 0.0128
18 0.0002 | 0.0009 | 0.0029 | 0.0071
19 0.0001 | 0.0004 | 0.0014 | 0.0037
20 0.0002 | 0.0006 | 0.0019
21 0.0001 | 0.0003 | 0.0009
2 0.0001 | 0.0006
23 0.0002

Ejemplo: Para una variable aleatoria X de ley de Poisson de pardmetro A = 3 se tiene P(X; = 5) = 0.1008.
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Valor a de una x> teniendo la probabilidad a de ser sobrepasado. P(x2 > a) = a.

Tabla de los valores y2

gdl @ 0.90 0.50 0.30 0.20 0.10 0.05 0.02 0.01 0.005 | 0.001
1| 0.0158 | 0.455 1.074 1.642 2706 | 3.841 5412 | 6.635 | 7.879 | 10.827
2| 0211 1.386 | 2.408 | 3.219 4.605 | 5.991 7.824 | 9.210 | 10.597 | 13.815
3| 0584 | 2366 | 3.665 | 4.642 6.251 | 7.815 | 9.837 | 11.345 | 12.838 | 16.266
4 1.064 | 3357 | 4878 | 5.989 7779 | 9.488 | 11.668 | 13.277 | 14.860 | 18.467
5 1.610 | 4.351 6.064 | 7.289 9.236 | 11.070 | 13.388 | 15.086 | 16.750 | 20.515
6| 2204 | 5348 | 7.231 8.558 10.645 | 12.592 | 15.033 | 15.812 | 18.548 | 22.457
7| 2833 | 6346 | 8.383 | 9.803 12.017 | 14.067 | 16.622 | 18.475 | 20.278 | 24.322
8| 3.490 | 7344 | 9.524 | 11.030 13.362 | 15.507 | 18.162 | 20.090 | 21.955 | 26.125
91 4.168 | 8.343 | 10.656 | 12.242 14.684 | 16.919 | 19.679 | 21.666 | 23.589 | 27.877

10 | 4.865 | 9.342 | 11.781 | 13.442 15.987 | 18.307 | 21.161 | 23.209 | 25.188 | 29.588
11 5.578 | 10.341 | 12.899 | 14.631 19.675 | 22.618 | 24.725 | 26.757 | 31.264
12 | 6.304 | 11.340 | 14.011 | 15.812 18.549 | 21.026 | 24.054 | 26.217 | 28.300 | 32.909
13 | 7.042 | 12.340 | 15.119 | 16.985 19.812 | 22.362 | 25.472 | 27.688 | 29.819 | 34.528
14 | 7.790 | 13.339 | 16.222 | 18.151 21.064 | 23.685 | 26.873 | 29.141 | 31.319 | 36.123
15 | 8.547 | 14.339 | 17.322 | 19.311 22.307 | 24.996 | 28.259 | 30.578 | 32.801 | 37.697
16 | 9.312 | 15.338 | 18.418 | 20.465 23.542 | 26.296 | 29.633 | 32.000 | 34.267 | 39.252
17 | 10.085 | 16.338 | 19.511 | 21.615 24.769 | 27.587 | 20.995 | 33.409 | 35.718 | 40.790
18 | 10.265 | 17.338 | 20.601 | 22.760 25.989 | 28.869 | 32.346 | 34.805 | 37.156 | 42.312
19 | 11.651 | 18.338 | 21.689 | 23.900 27.204 | 30.144 | 33.687 | 36.191 | 38.582 | 43.820
20 | 12.443 | 19.337 | 22.775 | 25.038 28.412 | 31.410 | 35.020 | 37.566 | 39.997 | 45.315
21 | 13.240 | 20.337 | 23.858 | 26.171 29.615 | 32.671 | 36.343 | 38.932 | 41.401 | 46.797
22 | 14.041 | 21.337 | 24.939 | 27.301 30.813 | 33.924 | 37.659 | 40.289 | 42.796 | 48.268
23 | 14.848 | 22.337 | 26.018 | 28.429 32.007 | 35.172 | 38.968 | 41.638 | 44.181 | 49.728
24 | 15.659 | 23.337 | 27.096 | 29.553 33.196 | 36.415 | 40.270 | 42.980 | 45.558 | 51.179
25 | 16473 | 24.337 | 28.172 | 30.675 34.382 | 37.652 | 41.566 | 44.314 | 46.928 | 52.620
26 | 17.292 | 25336 | 29.246 | 31.795 35.563 | 38.885 | 42.855 | 45.642 | 48.290 | 54.052
27 | 18.114 | 26.336 | 30.319 | 32.912 36.741 | 40.113 | 44.140 | 46.963 | 49.645 | 55.476
28 | 18.939 | 27.336 | 31.391 | 34.027 37916 | 41.337 | 45.419 | 48.278 | 50.993 | 56.893
29 | 19.768 | 28.336 | 32.461 | 35.139 39.087 | 42.557 | 46.693 | 49.588 | 52.336 | 58.302
30 | 20.599 | 29.336 | 33.530 | 36.250 40.256 | 43.773 | 47.962 | 50.892 | 53.672 | 59.703

Ejemplo: para 11 g.d.1. se tiene P(y? > 17.275) = 0.10.
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Los niveles dados se refieren a pruebas bilaterales. En el caso de una prueba unilat-

eral, se divide el nivel por 2.

3l

= qa.

n es el niimero de grados de libertad, P(|t,| > 1)

Ejemplo: paran = 11, P(Jt;1| > 0.540) = 0.60.
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B.13. Tablas estadisticas

Valores limites del coeficiente de correlacion r

Nivel a

v 0.1 0.05 0.02 0.01
1| 09877 | 09969 | 0.9995 0.9999
2 | 09000 | 09500 | 0.9800 0.9900
3 | 08054 | 08783 | 09343 0.9587
4 | 07293 | 08114 | 0.8822 09172
5 | 06694 | 07545 | 08329 0.8745
6 | 06215 | 07067 | 07887 0.8343
7 | 05822 | 06664 | 07498 0.7977
8 | 05494 | 06319 | 07155 0.7646
9 | 05214 | 06021 | 06851 0.7348
10 | 04973 | 05760 | 0.6581 0.7079
11 | 04762 | 05529 | 0.6339 0.6835
12 | 04575 0.6120 0.6614
13 | 04409 | 05139 | 05923 0.6411
14 | 04259 | 04973 | 05742 0.6226
15 | 04124 | 04821 | 05577 0.6055
16 | 04000 | 04683 | 0.5425 0.5897
17 | 03887 | 04555 | 0.5285 05751
18 | 03783 | 04438 | 05155 0.5614
19 | 03687 | 04329 | 0.5034 0.5487
20 | 03598 | 04227 | 04921 0.5368
25 | 03233 | 03809 | 04451 0.4869
30 | 02960 | 03494 | 0.4093 0.4487
35 | 02746 | 03246 | 03810 0.4182
40 | 02573 | 03044 | 03578 0.3932
45 | 02428 | 02875 | 03384 0.3721
50 | 02306 | 02732 | 03218 03541
60 | 02108 | 02500 | 02948 0.3248
70 | 01954 | 02319 | 02737 0.3017
80 | 01829 | 02172 | 02565 0.283
9 | 0.1726 0.205 0.2422 0.2673
100 | 0.1638 | 01946 | 02301 0.2540

Ejemplo: parav = 12, P(Jr| > 0.5324) = 0.05

Para un coeficiente de correlacion total v es igual al ntimero de pares de observaciones menos dos.

Para un coeficiente de correlacion parcial v es igual a n — 2 menos el nimero de variables eliminadas.
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log —i t :

1

Transformacion de r en z = 2

0.00 | 0.0000 | 0.45 | 0.4847 | 0.900 | 1.4722
0.01 | 0.0100 | 0.46 | 0.4973 | 0.910 | 1.5275
0.02 | 0.0200 | 0.47 | 0.5101 | 0.920 | 1.5890
0.03 | 0.0300 | 0.48 | 0.5230 | 0.930 | 1.6584
0.04 | 0.0400 | 0.49 | 0.5361 | 0.940 | 1.7380
0.05 | 0.0500 | 0.50 | 0.5493 | 0.950 | 1.8318
0.06 | 0.0601 | 0.51 | 0.5627 | 0.960 | 1.9459
0.07 | 0.0701 | 0.52 | 0.5763 | 0.961 | 1.9588
0.08 | 0.0802 | 0.53 | 0.5901 | 0.962 | 1.9721
0.09 | 0.0902 | 0.54 | 0.6042 | 0.963 | 1.9857
0.10 | 0.1003 | 0.55 | 0.6184 | 0.964 | 1.9996
0.11 | 0.1104 | 0.56 | 0.6328 | 0.965 | 2.0139
0.12 | 0.1206 | 0.57 | 0.6475 | 0.966 | 2.0287
0.13 | 0.1307 | 0.58 | 0.6625 | 0.967 | 2.0439
0.14 | 0.1409 | 0.59 | 0.6777 | 0.968 | 2.0595
0.15 | 0.1511 | 0.60 | 0.6931 | 0.969 | 2.0756
0.16 | 0.1614 | 0.61 | 0.7089 | 0.970 | 2.0923
0.17 | 0.1717 | 0.62 | 0.7250 | 0.971 | 2.1095
0.18 | 0.1820 | 0.63 | 0.7414 | 0.972 | 2.1273
0.19 | 0.1923 | 0.64 | 0.7582 | 0.973 | 2.1457
0.20 | 0.2027 | 0.65 | 0.7753 | 0.974 | 2.1649
0.21 | 0.2132 | 0.66 | 0.7928 | 0.975 | 2.1847
0.22 | 0.2237 | 0.67 | 0.8107 | 0.976 | 2.2054
0.23 | 0.2342 | 0.68 | 0.8291 | 0.977 | 2.2269
0.24 | 0.2448 | 0.69 | 0.8480 | 0.978 | 2.2494
0.25 | 0.2554 | 0.70 | 0.8673 | 0.979 | 2.2729
0.26 | 0.2661 | 0.71 | 0.8872 | 0.980 | 2.2976
0.27 | 0.2769 | 0.72 | 0.9076 | 0.981 | 2.3235
0.28 | 0.2877 | 0.73 | 0.9287 | 0.982 | 2.3507
0.29 | 0.2986 | 0.74 | 0.9505 | 0.983 | 2.3796
0.30 | 0.3095 | 0.75 | 0.9730 | 0.984 | 2.4101
0.31 | 0.3205 | 0.76 | 0.9962 | 0.985 | 2.4427
0.32 | 0.3316 | 0.77 | 1.0203 | 0.986 | 2.4774
0.33 | 0.3428 | 0.78 | 1.0454 | 0.987 | 2.5147
0.34 | 0.3541 | 0.79 | 1.0714 | 0.988 | 2.5550
0.35 | 0.3654 | 0.80 | 1.0986 | 0.989 | 2.5987
0.36 | 0.3769 | 0.81 | 1.1270 | 0.990 | 2.6467
0.37 | 0.3884 | 0.82 | 1.1568 | 0.991 | 2.6996
0.38 | 0.4001 | 0.83 | 1.1881 | 0.992 | 2.7587
0.39 | 0.4118 | 0.84 | 1.2212 | 0.993 | 2.8257
0.40 | 0.4236 | 0.85 | 1.2562 | 0.994 | 2.9031
0.41 | 0.4356 | 0.86 | 1.2933 | 0.995 | 2.9945
0.42 | 0.4477 | 0.87 | 1.3331 | 0.996 | 3.1063
0.43 | 0.4599 | 0.88 | 1.3758 | 0.997 | 3.2504
0.44 | 0.4722 | 0.89 | 1.4219 | 0.998 | 3.4534




B.13. Tablas estadisticas

La tabla da en funcion de N (niimero de pares) y del nivel «, el valor p;.

Valores criticos del coeficiente de correlacion p; de Spearman

N @ | 0.05 0.01
4 1.00

5 0.90 1.00
6 083 | 094
7 0.71 0.89
8 064 | 083
9 060 | 078
10 056 | 0.75
12 0.51 0.71
14 046 | 0.64
16 | 043 | [060]
18 040 | 0.56
20 038 | 053
22 036 | 0.51
24 034 | 048
26 033 | 046
28 032 | 045
30 031 0.43

Ejemplo: para N = 16 (pares), P(pos > 0.60) = 0.01.

Valor critico de T de Wilcoxon (muestras pareadas - caso de pequeiias muestras)

@ | 005 |002]| 001
N @ 0025|001 | 0.005
6 0 - -
7 2 -
8 4 2 0
9 6 3 2
10 8 5 3
11 11 7 5
12 10 7
13 7 | 13 ] 10
14 20 | 16 | 13
15 25 | 20 | 16
16 30 | 24 | 20
17 35 | 28 | 23
18 40 | 33 | 28
19 46 | 38 | 3
20 52 | 43 | 38
21 59 | 49 | 43
2 66 | 56 | 49
23 75 | 62 | 55
24 81 | 69 | 6l
25 89 | 77 | 68

N es el nimero de diferencias no nulas.

nivel de significancia para
pruebas bilaterales

nivel de significancia
para pruebas unilaterales

Ejemplo: En el caso de 2 muestras pareadas, donde N = 12, se tiene:

P(T < 14) £ 0.05 = que se rechaza al nivel del 5%, si el T observado es < 14, con:

H,: las dos muestras tienen idéntica distribucion

H, : las dos muestras tienen distribuciones diferentes (Prueba bilateral).
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Tabla para la prueba de Mann-Whitney (nivel 5%)

M 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
4 - - 10 -26
5 - 6-21 | 11-29
6 = 7-23 | 12-32 26-52
7 - 7-26 | 13-35 27-57 | 36-69
8 3-19| 8-28 | 14-38 29-61 | 38-74 | 49-87
913-21| 8-31 | 14-42 31-65 | 40-79 | 51-93 | 62-109
1013-23| 9-33 | 15-45 32-70 | 42-84 | 53-99 [ 65-115| 78-132

1113-25] 9-36 | 16-48
12 14-26|10-38 | 17-51

34-74 | 44-89 | 55-105 | 68 —121 | 81 —-139 | 96 - 157
35-79 | 46-94 | 58-110 | 71127 | 84-146 | 99 -165
1314-28110-41 | 18-54 37-83 | 48-99 | 60—-116 | 73134 | 88—152 | 103 -172
1414-30 | 11-43 | 19-57 38-88 | 50-104 | 62—-122 [ 76 -140 | 91 -159 | 106 — 180
154-32 | 11-46 | 20-60 6 40-92 | 52-109 | 65-127 | 79-146 | 94-166 | 110 - 187
16 | 4-34 | 12-48 | 21 -63 “ 42-96 | 54-114 | 67-133 | 82-152 | 97-173 | 113 -195
17 | 5-35]12-51|21-67 =3 43 -101 [ 56 =119 | 70-138 | 84 —159 | 100 - 180 | 117 —202
181 5-37|13-53 (22-70| 33-87 |45-105| 58124 | 72—144 | 87-165 | 103 - 187 | 121 - 209
1915-39|13-56 | 23-73 | 34-91 46110 | 60-129 | 74 =150 | 90-171 | 107 =193 | 124 -217
20| 5-41|14-58(24-76| 35-95 [48—-114 | 62-134 | 77-155 | 93-177 | 110-200 | 128 — 224

ny M 12 13 14 15 16 17 18 19 20

12 | 115 -185
13 | 119-193 | 136 - 215
14 | 123 -201 | 141 —223 | 160 - 246
15 | 127 -209 | 145 -232 | 164 —256 | 184 — 281
16 | 131 =217 | 150 —240 | 169 —265 | 190 -290 | 211 -317
17 | 135 -225 | 154 -249 | 174 =274 | 195-300 | 217 — 327 | 240 - 355
18 | 139 -233 | 158 —258 | 179 —283 | 200 — 310 | 222 — 338 | 246 — 366 | 270 — 396
19 | 114 -241 | 163 —266 | 183 —293 | 205 — 320 | 228 — 348 | 252 — 377 | 277 — 407 | 303 — 433
20 | 147 -249 | 167 -275 | 188 =302 | 210 —330 | 234 — 358 | 258 — 388 | 283 — 419 | 309 — 451 | 337 —483

ny: tamafo de la muestra mas pequefia, ny: tamafo de la muestra mds grande.

Con un nivel @, la region critica estd dada por los valores de S exteriores al intervalo I, indicadas por P(S ¢ I,) < a.
Ejemplo: paran; =5 y ny = 16, se tiene P(S ¢]30, 80[) < 0.05.

Si se tiene S <300S > 80, se rechaza la hipétesis al nivel 5%.

Tabla para la prueba de Mann-Whitney (nivel 1%)

ny M 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
5 — — -
6| - - 10— 34 23-55
70 - - 10-38 24-55 | 32-73
8| - - 11-41 25-65 | 34-78 | 43-93
9 6-33|11-45 26-70 | 35-84 | 45-99 | 56-115
10| - |6-36]12-48 27-75 | 37-89 | 47-105 | 58—122 | 71 —139
11 - | 7-38|13-51 28-80 | 38-95 | 49111 | 61-128 | 73147 | 87 —166
12 - |7-41]|13-55 30-84 | 40-100 | 51117 | 63135 | 76 — 154 | 90— 174
13 - |7-44]|14-58 31-89 |41-106 | 53-123 | 65— 142 | 79— 161 | 93— 182
14 7-47 | 14-62 32-94 | 43111 | 54—130 | 67— 149 | 81— 169 | 96— 190
15 - |8-49]15-65 33-99 | 44117 | 56-136 | 69156 | 84176 | 99— 198
16 8-52 | 15-69 34-104 | 46122 | 58 — 142 | 72 - 162 | 86 — 184 | 102 — 206
17 - |8-55|16-72 36-108 | 47128 | 60— 148 | 74— 169 | 89— 191 | 105 - 214
18 (3-39|9-57|17-75 37-113 | 49-133 | 62154 | 76 — 176 | 92— 198 | 108 — 222
193-41[9-60|17-79 38-118 | 50139 | 64— 160 | 78 — 183 | 94 —206 | 111 —230
20 (3-43|9-63|18-82 39-123 | 52144 | 66— 166 | 81 —189 | 97 —213 | 114 — 238

ny ™M 12 13 14 15 16 17 18 19 20

12 | 105 - 195
13 | 109 -203 | 125 -226
14 | 112-212 | 129 -235 | 147 - 259
15 | 115-221 | 133 -244 | 151 -269 | 171 — 294
16 | 119 -229 | 136 —254 | 155279 | 175 =305 | 196 — 332
17 | 122 -238 | 140 —263 | 160 —288 | 180 —315 | 201 — 343 | 223 -372
18 | 125247 | 144 —272 | 164 —298 | 184 — 326 | 206 — 354 | 228 — 384 | 252 — 414
19 | 129 -255 | 148 — 281 | 168 —308 | 189 —336 | 211 —365 | 234 — 395 | 258 — 426 | 283 — 458
20 | 132 -264 | 152-290 | 172318 | 193 —347 | 216 — 376 | 239 —407 | 263 — 439 | 289 - 471 | 315 - 505

Ejemplo: paran; =5 y ny = 16, se tiene P(S ¢]24,86[) < 0.01.

Si se tiene S <24 0S > 86, se rechaza la hipétesis al nivel 1%.
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