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Capı́tulo 1

Integrales múltiples

El problema de definir la integral en el caso de dos o más dimensiones, presenta particularidades intere-

santes que es necesario considerar. En el caso unidimensional, la integral de , se define de una manera

relativamente simple para un intervalo cerrado [ a, b ], pues no hay mayor dificultad en definir la longitud

(medida unidimensional) de los intervalos. Pero en el caso de una integral doble (o más generalmente,

de una integral n-dimensional) el dominio de integración Ω puede ser dividido en partes con limites

curvilı́neos, que son necesarios para definir la noción de área (resp. la medida de una parte deRn). Una

dificultad similar surge cuando en el caso n = 1, se define la integral de Riemann para conjuntos más

complejos que un intervalo cerrado.

En este sentido, es necesario definir la noción de medida de un conjunto e investigar las propiedades de

la medida. Iniciaremos este capı́tulo con la teorı́a de Jordan, medida ı́ntimamente ligada a la teorı́a de

la integral de Riemann, lo que nos va permitir presentar la teorı́a de Riemann de la integral múltiple, ası́

como la evaluación de una n-integral múltiple por medio de n-integrales iteradas con respecto a cada

una de las variables.

Hankel(1882) introduce la noción de contenido de un conjunto, en un intento de medir la porción de un

intervalo que ocupan las discontinuidades de una función. Cantor y Stolz (1884) extienden estas ideas a

subconjuntos deRn, poniendo los cimientos de una rama de la matemática conocida como la Teorı́a de

la Medida. La teorı́a desarrollada por estos matemáticos tenı́a ciertos defectos que aparecen cuando los

conjuntos en cuestión no eran cerrados. En un esfuerzo para eliminar tales deficiencias, Peano(1887) y

Jordan(1902) introducen la noción de contenido interior y contenido exterior de un conjunto. La teorı́a

del contenido fue extendida por Borel(1898) y Lebesgue(1902) quien resuelve el problema y desarrolla

lo que se llama la teorı́a de la medida de Lebesgue. Gracias a esta teorı́a se dispone de una técnica se-

gura para operar lı́mites bajo el signo de integral, que siempre fue fuente de problemas y demostraciones

1



2 elizabet.tex

complicadas con el método de Riemann y el método de Cauchy.

No vamos a presentar un estudio minucioso de la teorı́a de la medida, sino que vamos a tratar lo indis-

pensable de la teorı́a del contenido y de la medida para poner de manifiesto la utilidad de estas ideas

cuando se presentan en la teorı́a de la integración de Riemann.

En los primeros cursos de Matemática, se estudia la integral de Riemann de una función f acotada

sobre un intervalo [ a, b ] ⊂ R. En este capı́tulo se estudiará la integral de una función real de varias

variables. Primeramente trataremos el caso de la integral de funciones dos variables o integrales dobles.

La integral doble se interpreta geométricamente como un volumen y la definiremos como el lı́mite de

sumas de Riemann1bi-dimensionales. En este caso el intervalo [ a, b ] se reemplaza por un conjunto R

bidimensional que llamamos región de integración. El integrando f es definido y acotado en R y la in-

tegral resultante se representa por

∫∫

R

f , o bien

∫∫

R

f(x, y)dxdy. Consideramos regiones rectangulares

y luego se considerarán regiones más generales con bordes curvilı́neos, haciendo énfasis en lo intuitivo

de algunos aspectos geométricos de la integral doble y sobre todo en el método iterado del cálculo de

estas integrales. Luego se considerará un análisis riguroso de la integral doble en términos de sumas de

Riemann.

También se tratará la relación de la integral doble y las integrales de lı́nea, ası́ como aplicaciones al

problema de cálculo de área, volúmenes, centro de gravedad, inercia, masa, y algunos problemas fı́sicos

que se resuelven con estos conceptos.

Se discute el modo de extender estos conceptos al caso n-dimensional.

Consideremos una función continua f :R ⊂ R2 −→ R, donde R es un rectángulo con los lados parale-

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) Nace el 17 de septiembre 1826 en Breselenz, Hannover, Alemania.

Muere el 20 de julio 1866 en Selasca, Italia. Empezó a estudiar religión, intentando demostrar la veracidad del Génesis mediante

razonamientos matemáticos. Fracasó en el intento, pero se descubrió su talento matemático y su ambición religiosa se desvió. Las

ideas de Riemann concernientes a la geometrı́a del espacio tuvo profundos efectos en el desarrollo de la teorı́a fı́sica moderna.

En 1851 su tesis doctoral recibió la aprobación ni más ni de menos que del propio Gauss. Durante su corta vida, pues murió de

tuberculosis, contribuyó a diversas ramas de las matemáticas. Su contribución más famosa fue la creación de una geometrı́a no

euclidiana, diferente a la de Lovachevski y Bolyai, que mejoró en 1854. La geometrı́a de Riemann utiliza, en vez del axioma de

Euclides sobre paralelas, el axioma de que por un punto dado no situado en una lı́nea no se puede trazar ninguna paralela. En

su geometrı́a también se podı́an trazar cualquier número de lı́neas rectas por dos puntos, no existiendo lı́neas rectas de infinita

longitud. Otra consecuencia importante es que en la geometrı́a de Riemann la suma de los ángulos de un triángulo era superior a

180o . Esta geometrı́a, que resulta cuanto menos chocante, se comprende si se considera la superficie de una esfera y restringimos

nuestras figuras a esa esfera. Riemann generalizó la geometrı́a hasta el punto que, cuando variaban las medidas en el espacio,

podı́a transformar unas medidas en otras, según reglas fijas. Medio siglo más tarde Einstein pudo demostrar que la geometrı́a de

Riemann presentaba un idea más exacto del universo, que la de Euclides. Clarificó la noción de integral, definiendo lo que ahora

llamamos Integral de Riemann. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann (conocidas un tiempo antes) y el concepto de la superficie

de Riemann aparecen en su tesis doctoral.
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los a los ejes coordenados x, y. El rectángulo R se puede escribir como el producto de dos intervalos

cerrados R = [ a, b ]× [ c, d ] = {(x, y) ∈R2/a 6 x 6 b, c 6 y 6 d}.

Vamos a suponer que f(x, y) > 0 sobre R, de manera que la

superficie z = f(x, y), el plano xy y los cuatro planos x = a,

x = b, y = c, y = d, forman la frontera de una región V en el

espacio. dib1a.tex

b

a

c d

R

x

y

z

z = f(x, y)

Con el objeto de desarrollar el concepto intuitivo de sumas de Riemann, supongamos que hemos definido

el volumen de una región. El volumen de la región limitada por R y superficie z = f(x, y) se llama

integral doble de f sobre R y la escribimos:

∫∫

R

f =

∫∫

R

f(x, y)dxdy.

Hay un método para el cálculo de volúmenes conocido como

Principio de Cavalieri, que establece lo siguiente: Supongamos

que un cuerpo sólido tiene por área transversal A(x), medida a

una distancia x del plano de referencia, entonces el volumen del

cuerpo está dado por

∫ β

α

A(x)dx, dondeα y β son las distancias

mı́nima
./imagen/dib2.tex

α

A(x)

Plano de referencia

β

x

y máxima a partir del plano de referencia2. La justificación es simple, si partimos [α, β ] en α =

2Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647) Nace en 1598 en Milán, Haboburg Empire (hoy Italia). Muere el 30 de

Noviembre de 1647 en Bologna, Estado Papal (hoy Italia)

Cavalieri fue miembro de una orden religiosa Jesuita en Milán en 1615 cuando aún era muy joven. En 1616 fue transferido a un

Monasterio Jesuita en Pisa. Su interés por las matemáticas fue estimulado por los trabajos de Euclides y luego de encontrar a

Galileo, se consideró como un discı́pulo de este astrónomo. Cavalieri fue nominado para una cátedra de matemáticas en Bologna

en 1619 pero no fue muy exitoso debido a que fue considerado muy joven para ese puesto que requerı́a de antigüedad. En 1629

Cavalieri fue nombrado profesor de matemáticas en Bologna pero en ese tiempo habı́a ya desarrollado un método de lo indivisible,

lo cual llegó a ser un factor importante en el desarrollo del Cálculo Integral. La teorı́a de lo indivisible de Cavalieri, presentada

en su “Geometrı́a indivisibilis continuorum nova” de 1635 era un desarrollo del método exhaustivo de Arquı́medes incorporado

en la teorı́a infinitesimal y pequeñas cantidades geométricas de Kepler. En su replica Cavalieri mejoró esta publicación en su

“Exercitaciones geometricae sex” la cual fue la fuente principal de las matemáticas. Cavalieri fue responsable de la mayor parte

de la introducción de los logaritmos como una herramienta computacional en Italia, a través de su libro “Directorium Generale

Uranometricum”. Las tablas de logaritmos que él publicó, incluyeron logaritmos de funciones trigonométricas para el uso de los

astrónomos. Cavalieri también escribió de las secciones cónicas, trigonometrı́a, óptica, astronomı́a y astrologı́a. El desarrollo una

regla general para el largo focal de los lentes y describe la reflexión del telescopio. Cavalieri mantuvo correspondencia con otros

matemáticos incluyendo a Galileo, Merssene, Renieri, Rocca, Torricelli y Viviani. Su correspondencia con Galileo incluyeron
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xo < x1 < · · ·< xn = β, entonces la suma de Riemann que aproxima el volumen es:

n−1
∑

i=0

A(ci)(xi+1 − xi) −→
∫ β

α

A(x)dx, cuando n→ ∞,

donde ci es un valor entre xi y xi+1.

Consideremos ahora la región sólida bajo la gráfica z = f(x, y) definida en la región [ a, b ]× [ c, d ],

donde f es continua y positiva.

En el caso que nos ocupa hay dos formas naturales de determinar el área

de una sección transversal: una usando planos perpendiculares al eje x

y otra usando planos perpendiculares al eje y. La sección transversal

al plano y = yo, es la región bajo la gráfica z = f(x, yo) de x = a a

x = b. ./imagen/dib3.tex
x

y

z

d

b
x0

a

c

R

y0

Cuando se fija yo, la función x 7−→ f(x, yo) es continua en [ a, b ], el área transversal A(yo) =
∫ b

a

f(x, yo)dx, lo que define la aplicación A: [ c, d ] −→ R tal que y 7−→
∫ b

a

f(x, y)dx. De esta

manera el principio de Cavalieri nos indica que el volumen de la región bajo la superficie z = f(x, y)

es:

V =

∫ d

c

[

∫ b

a

f(x, y)dx

]

dy,

donde la integral precedente se denomina integral iterada, pues se obtiene integrando primero con res-

pecto a x y luego integrando con respecto a y. Ası́ se tiene que:

V =

∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

[

∫ b

a

f(x, y)dx

]

dy.

Cambiando los papeles fijados por x y y en el estudio se tiene:

V =

∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

[

∫ d

c

f(x, y)dy

]

dx.

En conclusión, si la noción intuitiva que tenemos del volumen es correcta, las fórmulas anteriores son

válidas. Este resultado, que demostraremos más adelante, se conoce por teorema de Fubini y nos da una

forma clara de calcular la integral doble de una función de dos variables.

a lo menos 112 cartas. Galileo tuvo un buen concepto de Cavalieri al mantener correspondencia. Tal vez para Cavalieri su más

famoso estudiante fue Stefano Degli Angeli. Él estudió con Cavalieri en Bologna en el tiempo cuando ya estaba viejo y sufriendo

de artritis. Angeli escribió muchas cartas a Cavalieri las cuales envió a algunos matemáticos durante su tiempo de estudios.
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Finalmente es importante observar que podemos eliminar los paréntesis cuadrados en las integrales

iteradas, como en las ecuaciones anteriores y escribir:

∫ b

a

∫ d

c

f(x, y)dydx =

∫ b

a

[

∫ d

c

f(x, y)dy

]

dx

∫ d

c

∫ b

a

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

[

∫ b

a

f(x, y)dx

]

dy.

1.1 Particiones de rectángulos. Funciones escalonadas

Consideremos el rectángulo R ⊂ R2, producto cartesiano de dos intervalos cerrados [ a, b ]× [ c, d ] i.e.

R = [ a, b ]× [ c, d ] = {(x, y) ∈R2/a 6 x 6 b, c 6 y 6 d}.

Definición 1.1.1 Sea P ⊂ P(R), P es una partición de un

rectángulo R, si P es una familia de sub-rectángulos Rk, k =

1, . . . ,m, de interior no vacı́o tales que R =
m
⋃

k=1

Rk y la inter-

sección entre dos de ellos es vacı́a o se intersecan únicamente

en la frontera. ./imagen/dib4.tex

x

y

d

c

a b

Cada Rk ∈ P , es de la forma Rk = [ ak, bk ]× [ ck, dk ].

Definición 1.1.2 Se dice que dos partes A y B ⊂ R2 no se cruzan o no se traslapan, si su intersección

es vacı́a o se intersecan únicamente en la frontera.

Definición 1.1.3 Una partición P′ de R se dice más fina que la partición P, si todo sub-rectángulo de

P′ está contenido en un sub-rectángulo de P y se escribe P 6 P′.

Consideremos dos particiones P1 y P2 de [ a, b ] y [ c, d ] respectivamente:

P1 = {xo, x1, . . . , xn−1, xn}, P2 = {yo, y1, . . . , ym−1, ym},

donde a = xo < x1 < · · ·< xn = b, c = yo < y1 < · · ·< ym = d, entonces el producto cartesiano:

P = P1 × P2 = {Rij = [xi−1, xi ]× [ yj−1, yj ] /i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m}

es una partición de R.

En efecto, la partición P descompone a R en n·m sub-

rectángulos de interior no vacı́o que no se cruzan, cuya

unión es R i.e. R =
n
⋃

i=1

m
⋃

j=1

Rij .
./imagen/dib5.tex x

y

a b

c

d

R

x

y

a b

c

d
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Definición 1.1.4 Sea P una partición de R i.e. R =
m
⋃

k=1

Rk, se denomina norma de una partición de P

al valor max{d(Rk)/k = 1, . . . ,m}, donde d(Rk) = sup
(x,y)∈Rk

(x′,y′)∈Rk

‖(x, y)− (x′, y′)‖ y se denota ‖P‖.

Definición 1.1.5 Dado el sub-rectánguloRk = [ak, bk ]× [ ck, dk ]∈P, llamamos sub-rectángulo abierto

de P o de R, a
◦
Rk = ] ak, bk [× ] ck, dk [ producto cartesiano de los intervalos abiertos, o sea es un sub-

rectángulo sin los lados.

Definición 1.1.6 Definición de función escalonada Una función f definida en un rectángulo R se dice

escalonada, si existe una partición P de R tal que f es constante en cada uno de los sub-rectángulos

abiertos de la partición P y escribimos f ∈E(R).

En la figura adjunta se muestra un ejemplo de función escalo-

nada. La función tiene valores dados en cada uno de los puntos

de los bordes de los sub-rectángulos, pero los valores en estos

bordes no tienen influencia en el cálculo de la integral. ./imagen/dib6.tex

z

x

yc d

a

b

Cuando consideramos dos particiones P′ y P′′ de R, en general la unión P′ ∪ P′′ no es una partición de

R. Sin embargo, a partir de ellas se puede inducir una partición P más fina que las particiones P′ y P′′,

que denominamos partición inducida por la superposición de P′ y P′′.

En efecto, si P′ y P′′ son particiones de R, entonces R =
n
⋃

k=1

R′
k =

m
⋃

j=1

R′′
j , R′

k ∈ P′, R′′
j ∈ P′′. Sea

I = {(k, j)/
◦

︷ ︷

R′
k ∩ R′′

j 6= O/ , k = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m}, entonces R =
⋃

(k,j)∈I
R′
k ∩ R′′

j , donde se

han quitado los elementos que en la intersección nos da puntos o segmentos de recta (lados o pedazos

de lados de los subrectángulos), ya que estos puntos o segmentos de recta siempre van a pertenecer o

están incluidos en otra intersección con interior no vacı́o.

En la figura adjunta, el conjunto R′′
j siempre va a intersecarse con

un conjunto R′
k′′′ tal que para cada elemento de la frontera de R′′

j

está en R′′
j ∩ R′

k′′′ , donde

◦
︷ ︷

R′′
j ∩ R′

k′′′ 6= O/ , pues en caso contrario
◦
R′′
j 6⊂

n
⋃

k=1

R′
k = R. ./imagen/dib7.tex

bb

bb

R′

k′′ R′
k

R′′
j

R′

k′

Observemos que cada elemento de R′
k ∩ R′′

j , con (k, j) ∈ I , tiene la propiedad de estar incluido en R′
k y

en cada R′′
j , por lo que la partición inducida por las particiones P′ y P′′ es más fina que las particiones

originales P′ y P′′.
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Definición 1.1.7 La nueva partición P inducida por las particiones P′ y P′′ la llamamos superposición

de las particiones P′ y P′′.

Esta partición es más fina que las particiones P′ y P′′.

Proposición 1.1.1 Sean f , g funciones escalonadas definidas sobre el rectángulo R, la combinación

lineal αf + βg también es escalonada sobre R, o sea E(R) es un espacio vectorial sobreR.

Demostración Sean P′ y P′′ particiones de R tales que f es constante en los sub-rectángulos de P′ y g

es constante en los sub-rectángulos de P′′. Claramente f es constante en los rectángulos de la partición

inducida por la superposición P′ y P′′, lo mismo que g, por lo que αf + βg es constante sobre los

sub-rectángulos abiertos de la partición inducida por P′ y P′′. Ası́ pues, el conjunto E(R) de funciones

escalonadas sobre R es un espacio vectorial.

Sea P una partición de R, sea f una función escalonada sobre R, sea Rk el rectángulo determinado por

[x′k, xk ]× [ y′k, yk ] y sea αk el valor que toma f en el interior de Rk. Si f es positiva, el volumen de

cada caja rectangular con base Rk y altura αk es el producto αk(xk − x′k)(yk − y′k) = αk∆xk∆yk y

la suma de todas estas cantidades se define como la integral doble de f sobre R. Se dará la siguiente

definición.

Definición 1.1.8 Definición de la integral doble de una función f ∈ E(R)

Sea f una función escalonada sobre R que toma el valor αk sobre el sub-rectángulo abierto
◦
Rk =

]x′k, xk [× ] y′k, yk [ de R, la integral doble de f sobre R se define por:

∫∫

R

f =

m
∑

k=1

αk(xk − x′k)(yk − y′k) =
m
∑

k=1

αk∆xk∆yk =

∫∫

R

f(x, y)dxdy.

Observemos que la integral doble de f sobre R no varı́a, si se toma una partición P′ más fina que la

partición de P inducida por la función escalonada de f .

Resaltamos el hecho que

∫∫

R

αf = α

∫∫

R

f , ∀f ∈E(R), ∀α ∈R.

Si f es constante en el intervalo de R se tiene que

∫∫

R

f = α(b − a)(d − c), donde f(x, y) = α,

∀(x, y) ∈
◦
R = ] a, b [× ] c, d [, por lo que:

∫∫

R

f =

∫ d

c

[

∫ b

a

f(x, y)dx

]

dy =

∫ b

a

[

∫ d

c

f(x, y)dy

]

dx. (1)
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De manera general, si f es una función escalonada sobre el rectángulo R, entonces para cada sub-

rectángulo Rk de R se tiene:

∫∫

Rk

f =

∫ yk

y′
k

(

∫ xk

x′
k

f(x, y)dx

)

dy =

∫ xk

x′
k

(

∫ yk

y′
k

f(x, y)dy

)

dx,

por lo que sumando sobre k obtenemos:

∫∫

R

f =

∫ d

c

(

∫ b

a

f(x, y)dx

)

dy =

∫ b

a

(

∫ d

c

f(x, y)dy

)

dx,

es decir que la fórmula (1) también es válida para funciones escalonadas.

Sin embargo ésta última conclusión no es tan clara, pues estamos sumando sobre el ı́ndice k = 1, . . . ,m

y no es evidente la igualdad de las integrales. Para solventar este problema recordemos que la integral

doble no varı́a si se usan particiones más finas que la partición original dada para la función f .

Definición 1.1.9 Sea P′ una partición de modo que Rk = [ ak, bk ]× [ ck, dk ]∈P′, k = 1, . . . ,m′ y

consideremos:

P1 : {a = xo < x1 < · · ·< xn = b} = {ak, bk/k = 1, . . . ,m′},

P2 : {c = yo < y1 < · · ·< ym = d} = {ck, dk/k = 1, . . . ,m′},

entonces P = P1 × P2 es una partición llamada partición cartesiana inducida por P′ y es más fina que

P′.

Sea P′ la partición dada por f y sea P la partición cartesiana inducida por P′, entonces:

∫∫

R

f =
n
∑

i=1

m
∑

j=1

∫∫

Rij

f =

m
∑

j=1

n
∑

i=1

∫∫

Rij

f

=
n
∑

i=1

m
∑

j=1

∫ yj

yj−1

(

∫ xi

xi−1

f(x, y)dx

)

dy =
m
∑

j=1

n
∑

i=1

∫ xi

xi−1

(

∫ yj

yj−1

f(x, y)dy

)

dx

=
n
∑

i=1

∫ d

c

(

∫ xi

xi−1

f(x, y)dx

)

dy =
m
∑

j=1

∫ b

a

(

∫ yj

yj−1

f(x, y)dy

)

dx

=

∫ d

c

(

∫ b

a

f(x, y)dx

)

dy =

∫ b

a

(

∫ d

c

f(x, y)dy

)

dx.

Observación Es importante ver que la partición cartesiana P que se generó, nos ayudó a ver claramente

el porqué se puede intercambiar el orden de integración iterado.
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Destaquemos el hecho que al usar en la integral (xk − x′k)(yk − y′k), en realidad estamos midiendo el

área del rectángulo Rk y podemos escribir:

∫∫

R

f =

m
∑

k=1

αk(xk − x′k)(yk − y′k) =
m
∑

k=1

αk∆xk∆yk =

m
∑

k=1

αkA(Rk).

donde A(Rk) designa el área del rectángulo Rk.

Teorema 1.1.1 Sean f , g ∈E(R), con R = [ a, b ]× [ c, d ] y sean α, β ∈R, entonces:

i)

∫∫

R

(αf + βg) = α

∫∫

R

f + β

∫∫

R

g.

ii) Si R está dividido en dos rectángulos R1 y R2,

∫∫

R

f =

∫∫

R1

f +

∫∫

R2

f .

iii) Si f(x, y) 6 g(x, y), ∀(x, y) ∈ R,

∫∫

R

f 6

∫∫

R

g.

En particular si g(x, y) > 0, ∀(x, y) ∈ R,

∫∫

R

g > 0.

Demostración

i) Sean Pf y Pg las particiones dadas por las funciones escalonadas f y g respectivamente, la partición

P inducida por la superposición de Pf y Pg, es una partición en la cual las funciones f y g i.e. αf + βg,

son constantes sobre cada uno de los sub-rectángulos abiertos de la partición P = {Rk/k = 1, . . . ,m}.

De esta forma tenemos:

∫∫

R

(αf + βg)=
m
∑

k=1

∫∫

Rk

(αf + βg) =

m
∑

k=1

(

α

∫∫

Rk

f + β

∫∫

Rk

g
)

=α
m
∑

k=1

∫∫

Rk

f + β
m
∑

k=1

∫∫

Rk

g = α

∫∫

R

f + β

∫∫

R

g.

ii) Si R está dividido en dos rectángulos, entonces R = R1 ∪ R2. Hay varias maneras de escribir este

rectángulo. Supongamos por ejemplo que:

R = [ a, b ]× [ c, d ] = [ a, a′ ]× [ c, d ]∪ [ a′, b ]× [ c, d ] .

Sea P′′
f la partición dada por la función escalonada f y sea P′

f la partición cartesiana inducida por P′′
f

i.e. P′
f = P1 × P2.

Si la partición P′
f es tal que a′ ∈ P1, se toma Pf = P′

f .

Si a′ /∈ P1 se considera la partición más fina Pf = P1∪{a′}×P2, la función f sigue siendo escalonada
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en Pf y de igual integral que en P′
f y en P′′

f . Ası́ tenemos que Pf = Paf ∪Pa
′

f , donde P a1 : a = xo<x1<

· · ·< xn′ = a′, P a
′

1 : a′ = xn′ < xn′+1 < · · ·< xn = b, Paf = P a1 × P2 y Pa
′

f = P a
′

1 × P2, por lo que:

∫∫

R

f =

n
∑

i=1

m
∑

j=1

∫∫

Rij

f =

n′

∑

i=1

m
∑

j=1

∫∫

Rij

f +

n
∑

i=n′+1

m
∑

j=1

∫∫

Rij

f =

∫∫

R1

f +

∫∫

R2

f.

Observemos queP a1 ×P2 es una partición de [ a, a′ ]× [ c, d ] yP a
′

1 ×P2 es una partición de [ a′, b ]× [ c, d ].

De manera análoga se puede proceder si el rectángulo R se parte en el eje y. Esto evidencia la manera

de proceder si se tiene una división de R en más de dos rectángulos.

iii) Si f(x, y) 6 g(x, y), ∀(x, y)∈R, se tiene que f(x, y) 6 g(x, y), ∀(x, y)∈Rk , k = 1, . . . ,m, donde

Rk es un sub-rectángulo de la partición inducida por Pf y Pg. Sobre cada uno de estos sub-rectángulos

f y g son constantes i.e. f = αk 6 g = βk, entonces:

∫∫

Rk

f = αkA(Rk) 6 βkA(Rk) =

∫∫

Rk

g =⇒
∫∫

R

f =

m
∑

k=1

∫∫

Rk

f 6

m
∑

k=1

∫∫

Rk

g =

∫∫

R

g.

Si f = 0, entonces

∫∫

R

f = 0 y se tiene el resultado para el caso en que g(x, y) > 0, es decir

∫∫

R

g >

∫∫

R

f = 0.

1.1.1 Definición de la integral doble de una función definida y acotada en un rectángulo

Sea f una función definida y acotada en un rectángulo R, de modo que |f(x, y)| 6M , ∀(x, y)∈R, i.e. f

está acotada en R y sean s y t dos funciones escalonadas sobre R tales que s(x, y) 6 f(x, y) 6 t(x, y),

∀(x, y) ∈ R, entonces si existe un número real I único tal que:

∫∫

R

s 6 I 6

∫∫

R

t, (2)

∀s, t funciones escalonadas sobre R que satisfacen s 6 f 6 t, ∀(x, y) ∈ R, se denomina a I como la

integral doble de f sobre R y se denota con el sı́mbolo:

I =

∫∫

R

f =

∫∫

R

f(x, y)dxdy.

Cuando I existe, se dice también que la función f es integrable sobre R.
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1.1.2 Integral doble superior e inferior

Sea f una función acotada sobre el rectángulo R y sean s, t dos funciones escalonadas tales que s 6

f 6 t en R. Sean

G =
{

∫∫

R

s/s es escalonada en R, s 6 f en R
}

y

H =
{

∫∫

R

t/t es escalonada en R, f 6 t en R
}

,

entonces G y H son conjuntos no vacı́os ya que f es acotada i.e. |f | 6 M =⇒ −M ∈ G y M ∈ H .

Además,

∫∫

R

s 6

∫∫

R

t, si s 6 f 6 t, por lo que ∀a ∈ G, ∀b ∈H , se tiene a 6 b. Por consiguiente, G

es acotada superiormente y H es acotada inferiormente y tenemos:

∫∫

R

s 6 supG 6 infH 6

∫∫

R

t, ∀s, ∀t escalonadas tales que s 6 f 6 t en R.

Ası́ hemos probado que los números supG e infH satisfacen la ecuación (2) y se concluye que f es

integrable o Riemann integrable ⇐⇒ supG = infH .

El número supG se llama integral inferior de f y se denota por I(f). El número infH se llama integral

superior de f y se denota I(f). De esta forma hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2 Sea f una función acotada en un rectángulo R de modo que:

∫∫

R

s 6 I(f) 6 I(f) 6

∫∫

R

t, ∀s, ∀t, escalonadas tales que s 6 f 6 t,

entonces la función f es integrable en R si y sólo si la integral superior y la integral inferior de f son

iguales y tenemos:
∫∫

R

f = I(f) = I(f).

Corolario 1.1.1 Sea f una función acotada en un rectángulo R, entonces la función f es integrable en

R si y sólo si ∀ǫ> 0, existen funciones escalonadas s y t tales que s 6 f 6 t sobre R y

∫∫

R

(t− s)< ǫ.

En particular si f es integrable, −f también es integrable pues −t 6 −f 6 −s sobre R y

∫∫

R

(−s −

(−t))< ǫ.

Teorema 1.1.3 Sean f y g dos funciones acotadas e integrables sobre el rectángulo R = [ a, b ]× [ c, d ]

y sean α, β ∈R, entonces:
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i)

∫∫

R

(αf + βg) = α

∫∫

R

f + β

∫∫

R

g.

ii) Si R se subdivide en dos rectángulos R1 y R2,

∫∫

R

f =

∫∫

R1

f +

∫∫

R2

f .

iii) Si f(x, y) 6 g(x, y) en R,

∫∫

R

f 6

∫∫

R

g.

En particular si g(x, y) > 0 en R,

∫∫

R

g > 0.

Demostración Sin pérdida de generalidad asumimos que α > 0 y β > 0, ya que si β < 0, −β > 0 y

tomamos la función escalonada −g de modo que (−β)(−g) = βg.

i) Si f y g son integrables tenemos que I(f) = I(f) y I(g) = I(g). Por otro lado, sean s, s′, t, t′

funciones escalonadas en R tales que s 6 f 6 t, s′ 6 g 6 t′, entonces αs+βs′ 6 αf +βg 6 αt+βt′,

donde αs+ βs′ y αt+ βt′ son escalonadas sobre R.

Debemos probar que αf + βg es integrable i.e. sup
s6αf+βg

∫∫

R

s = inf
αf+βg6t

∫∫

R

t.

En efecto, la función escalonada αs+ βs′, con s, s′ escalonadas, s 6 f , s′ 6 g y la función escalonada

αt+ βt′, con t, t′ escalonadas, f 6 t, g 6 t′ satisfacen:

αs+ βs′ 6 αf + βg 6 αt+ βt′ =⇒

sup
s6f
s′6g

∫∫

R

αs+β s′ 6 sup
s6αf+βg

∫∫

R

s= I(αf + βg) 6 I(αf + βg)= inf
αf+βg6t

∫∫

R

t 6 inf
f6t
g6t′

∫∫

R

αt+ βt′,

pero sup
s6f
s′6g

∫∫

R

αs+ βs′ = sup
s6f
s′6g



α

∫∫

R

s+ β

∫∫

R

s′



 = αI(f) + βI(g) y

inf
f6t
g6t′

∫∫

R

αt + βt′ = inf
f6t
g6t′



α

∫∫

R

t+ β

∫∫

R

t′



 = α I(f) + β I(g) son iguales, por lo que se tiene que

I(αf + βg) = I(αf + βg), o sea αf + βg es integrable y
∫∫

R

αf + βg = α

∫∫

R

f + β

∫∫

R

g.

ii) Sea f una función acotada e integrable en R i.e. I(f) = I(f) y sean s y t funciones escalonadas en

R tales que s 6 f 6 t. Como el resultado es válido para funciones escalonadas y como s 6 f 6 t en

R1 y R2 tenemos:
∫∫

R

s =

∫∫

R1

s+

∫∫

R2

s 6

∫∫

R1

f +

∫∫

R2

f 6

∫∫

R1

t+

∫∫

R2

t =

∫∫

R

t,
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o bien

∫∫

R

s 6

∫∫

R1

f +

∫∫

R2

f 6

∫∫

R

t =⇒ sup
s6f

∫∫

R

s = I(f) 6

∫∫

R1

f +

∫∫

R2

f 6 I(f) = inf
f6t

∫∫

R

t,

es decir
∫∫

R

f =

∫∫

R1

f +

∫∫

R2

f.

iii) Probemos que si f > 0 en R, entonces

∫∫

R

f > 0.

En efecto, f es integrable por lo que si t es escalonada tal que t > f > 0, entonces

∫∫

R

t > 0, ∀t

escalonada, t > f =⇒ inf
t>f

∫∫

R

t =

∫∫

R

f > 0.

Aplicando el resultado anterior a g − f > 0 =⇒
∫∫

R

(g − f) =

∫∫

R

g −
∫∫

R

f > 0, o sea si g > f en R,

∫∫

R

g >

∫∫

R

f .

El teorema de Fubini permite establecer una manera de calcular integrales dobles por medio de integrales

iteradas, sin importar el orden de esta integración. Este resultado ya se habı́a probado para el caso de

funciones escalonadas.

Teorema 1.1.4 Teorema de Fubini3

Sea f una función definida acotada e integrable en un rectángulo R = [ a, b ]× [ c, d ].

Si para cada y fija, y ∈ [ c, d ], la integral

∫ b

a

f(x, y)dx existe, (valor que denotamos α(y)) y si la

3Guido Fubini (1879-1943) Nace el 19 de enero 1879 en Venecia, Italia. Muere el 6 de junio de 1943 en New York, U.S.A.

En 1896 Fubini entró a la Escuela Normal Superior de Pisa. Fue influido por Dini y Bianchi a estudiar geometrı́a. Presentó su

tesis doctoral en paralelismo en espacios elı́pticos de Clifford, en 1900.

Enseñó en la Universidad de Catania, Sicilia, en el Politécnico y en la Universidad de Turı́n. Por diferencias con el gobierno de

Mussollini, Fubini fue forzado a jubilarse de su puesto en Turı́n. Recibió una invitación del Instituto de Estudios Avanzados en

Princeton en 1939 y emigra a los Estados Unidos Por sus problemas de la salud, muere cinco años después del corazón. Los

intereses de Fubini en matemáticas eran muy diversos. Además del área del análisis, trabajó en el cálculo de variaciones donde

él estudió la integral de Weierstrass reduciéndola a la integral de Lebesgue y expresa la integral de superficie en términos de dos

integraciones simples. Otro tema de análisis que estudió fue las ecuaciones integrales no lineales. Fubini trabajó también en

la teorı́a de grupos, en grupos lineales y grupos de funciones de automorfismos. Sus intereses incluyeron los grupos continuos

donde trató el problema de proveer de una métrica al grupo. En espacios no euclidiano, extendió resultados de Appell y Mittag-

Leffler. Sus trabajos más importantes fueron en geometrı́a diferencial proyectiva, donde usó el cálculo diferencial. El teorema de

la igualdad de las integrales iteradas lleva el nombre de Fubini, quien lo probó con gran generalidad en 1907, aunque Cauchy y

sus contemporáneos ya sabı́an que se cumplı́a la igualdad para funciones continuas.
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integral

∫ d

c

α(y)dy existe, entonces es igual a la integral doble

∫∫

R

f .

Además si para cada x ∈ [ a, b ] fijo, la integral

∫ d

c

f(x, y)dy existe (valor que denotaremos β(x)) y si

∫ b

a

β(x)dx existe, entonces es igual a la integral doble

∫∫

R

f .

Finalmente escribimos:

∫∫

R

f =

∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

(

∫ d

c

f(x, y)dy

)

dx =

∫ d

c

(

∫ b

a

f(x, y)dx

)

dy.

Demostración Demostremos la primera parte del teorema. Sean s y t funciones escalonadas en R tales

que s 6 f 6 t, entonces integrando con respecto a x se tiene:

∫ b

a

s(x, y)dx 6

∫ b

a

f(x, y)dx = α(y) 6

∫ b

a

t(x, y)dx

Como por hipótesis α(y) es integrable en [ c, d ]:

∫ d

c

∫ b

a

s(x, y)dxdy =

∫∫

R

s 6

∫ d

c

α(y)dy 6

∫ d

c

∫ b

a

t(x, y)dxdy =

∫∫

R

t,

entonces sup
s6f

∫∫

R

s =

∫∫

R

f 6

∫ d

c

α(y)dy 6 inf
f6t

∫∫

R

t =

∫∫

R

f , lo que verifica la primera parte del

resultado. Un razonamiento similar prueba la segunda parte del teorema.

El teorema de Fubini nos permite obtener una interpretación geométrica. Si f es no negativa, el conjunto

S = {(x, y, z) ∈ R3/0 6 z 6 f(x, y), (x, y) ∈ R} es una región del espacio que se representa en la

gráfica adjunta, cuyo volumen es la integral doble de f sobre R.

Para cada yo en el intervalo [ c, d ], la integral α(yo) =

∫ b

a

f(x, yo)dx es el área de la sección producida

por el corte del plano y = yo con la región S.

Como el área de la sección α(y) es integrable en [ c, d ], la inte-

gral

∫ d

c

α(y)dy es igual al volumen de S. De esta forma, el teo-

rema asegura que para funciones no negativas

∫∫

R

f el volumen

de S, o sea el volumen de la región bajo la superficie z = f(x, y)

en R. dib8a.tex

b

a

c d

R

yo

x

y

z

α(yo) =

∫ b

a

f(x, yo)dx

Ejemplo 1.1.1 Sea f(x, y) = x2 + y2 y sea R = [−1, 1 ]× [ 0, 1 ], calcular

∫∫

R

f , si f es integrable.
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Si la integral existe debemos tener que la integral doble

∫∫

R

f =

∫ 1

0

(∫ 1

−1

(x2 + y2)dx

)

dy.
./imagen/dib9.tex−1 1

1

R

Denotando α(y) =

∫ 1

−1

(x2 + y2)dx =
(

1
3x

3 + y2x
)

∣

∣

∣

1

−1
= 2

3 + 2y2 e integrando α(y) tenemos

∫ 1

0

(

2
3 + 2y2

)

dy = (23y +
2
3y

3)
∣

∣

∣

1

0
= 4

3 .

Invirtiendo el orden de integración,

∫∫

R

f =

∫ 1

−1

(∫ 1

0

(x2 + y2)dy

)

dx.

Considerando a x como constante,

∫ 1

0

(x2+y2)dy =
(

x2y + 1
3y

3
)

∣

∣

∣

1

0
= x2+ 1

3 e integrando el resultado

con respecto a x,

∫ 1

−1

(

x2 + 1
3

)

dx =
(

1
3x

3 + 1
3x
)

∣

∣

∣

1

−1
= 4

3 .

1.1.3 Conjuntos de contenido nulo

Definición 1.1.10 Un conjunto S ⊂ R2 se dice de contenido nulo, si ∀ǫ>0, ∃R1, . . . ,Rm rectángulos

tales que S ⊂
m
⋃

k=1

Rk y
m
∑

k=1

A(Rk) 6 ǫ.

La definición nos ilustra la forma en que un conjunto tiene contenido nulo, pues debe cubrirse por una

familia de rectángulos cuya área total sea todo lo pequeño que deseamos.

Propiedades

a) Todo conjunto finito de puntos tiene contenido nulo.

b) La unión de un número finito de conjuntos acotados de contenido nulo es de contenido nulo.

c) Todo subconjunto de un conjunto de contenido nulo es de contenido nulo.

d) Todo segmento de recta tiene contenido nulo.

Demostración

a) Sea A = {(x1, y1), . . . , (xm, ym)} ⊂ R2 y sea ǫ> 0, entonces:

(xi, yi) ∈
[

xi − 1
2

√

ǫ

2m
,xi +

1
2

√

ǫ

2m

]

×
[

yi − 1
2

√

ǫ

2m
, yi +

1
2

√

ǫ

2m

]

= Ri,

o sea A ⊂
m
⋃

i=1

Ri y
m
∑

i=1

A(Ri) =
m
∑

i=1

1
2
ǫ
m = 1

2ǫ< ǫ.

b) Sea (Ai)i=1,...,n una familia de conjuntos de contenido nulo y sea ǫ > 0, entonces para cada i =

1, . . . , n, se tiene que existen (Rij)j=1,...,mi
tales que Ai ⊂

mi
⋃

i=1

Rij , con
mi
∑

j=1

A(Rij)<
ǫ
n .
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Ası́ se tiene que
n
⋃

i=1

Ai ⊂
n
⋃

i=1

mi
⋃

j=1

Rij y
n
∑

i=1

mi
∑

j=1

A(Rij)<
n
∑

i=1

ǫ
n = ǫ.

c) Sea B ⊂ A, con A de contenido nulo, B ⊂ A ⊂
m
⋃

i=1

Ri,
m
∑

i=1

A(Ri)< ǫ, B es de contenido nulo.

d) Sea ǫ> 0 y sea Γ un segmento de recta que inicia en (x, y) y termina en (x′, y′).

Supongamos que x<x′, y<y′, se parte el intervalo [x, x′ ] y [ y, y′ ] en

n-intervalos iguales, donde n es tal que
(x′ − x)(y′ − y)

n <ǫ, entonces

x = xo<x1<· · ·<xn = x′, y = yo<y1<· · ·<yn = y′, por lo que Γ ⊂
n
⋃

i=1

[xi−1, xi ]× [ yi−1, yi ], donde
n
∑

i=1

A(Ri) =
n
∑

i=1

x′ − x
n

y′ − y
n =

x′ − x
n (y′ − y)< ǫ. ./imagen/dib11.tex x′x

y′

y

Γ

1.2 Sumas de Riemann y la integral de Riemann

Definición 1.2.1 Sea f una función acotada en un rectángulo R = [ a, b ]× [ c, d ] y sea P una partición

de R, la suma SP(f) = S(P, f) =
m
∑

k=1

f(ζk)A(Rk), con ζk ∈ Rk, se llama suma de Riemann de la

función f asociada a la partición P.

Es claro que la suma SP depende de la función f y de la escogencia de ζk ∈ Rk.

En lo que sigue se demostrará la equivalencia de estas dos nociones para definir la integral: funciones

escalonadas y sumas de Riemann.

1.2.1 Sumas superiores y sumas inferiores

Sea f una función acotada en un rectángulo R = [ a, b ]× [ c, d ] y sea P una partición arbitraria de

R. Consideremos Mk = sup
(x,y)∈Rk

f(x, y) y mk = inf
(x,y)∈Rk

f(x, y), (x, y) ∈ Rk y las sumas SP =

∑

P

mkA(Rk) y SP =
∑

P

MkA(Rk).

Las sumas SP y SP se llaman sumas de Riemann inferiores y sumas de Riemann superiores de la

función f (correspondientes a la partición P) respectivamente. Para ζk∈Rk se tienemk 6 f(ζk) 6Mk,

por lo que
∑

P

mkA(Rk) 6
∑

P

f(ζk)A(Rk) 6
∑

P

MkA(Rk), es decir que SP 6 SP 6 SP . Además si

P 6 P′, entonces SP 6 SP′ 6 SP′ 6 SP.

Consideremos P′ y P′′ dos particiones y sea P la superposición de P′ y P′′, entonces P es más fina que

P′ y P′′ por lo que se tiene:

SP′ 6 SP 6 SP 6 SP′′ =⇒ SP′ 6 SP′′ .
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Si fijamos P′′ y consideramos P′ variable, definimos la integral inferior de Riemann de f sobre R, por

la cantidad I(f) = sup
P

SP y la integral inferior de superior de Riemann de f sobre R, por la cantidad

I(f) = inf
P
SP. Se ve claramente que I(f) 6 I(f).

De acuerdo a nuestras consideraciones, la integral inferior y superior de Riemann sobre R existen, si f

es acotada en R. Ası́ podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1 Sea R = [ a, b ]× [ c, d ] y sea f :R −→ R una función acotada en R, las siguientes

propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable.

ii) I = I.

iii) ∀ǫ> 0, existe una partición P de R tal que SP − SP < ǫ.

iv) ∀ǫ> 0, existe δ > 0 tal que ∀P partición con ‖P‖< δ, se tiene SP − SP < ǫ.

Demostración Estableceremos la relación iii) =⇒ iv), que es la parte más complicada de la prueba.

Las otras direcciones se dejan de ejercicio.

Sabemos que existe M > 0, tal que |f(x)| 6M , ∀ x ∈ R. Sea ǫ> 0

y sea P∗ = {Q1, . . . ,Qs} la partición de R tal que SP∗ − SP∗< ǫ
2

.

Sea Γ∗ = R\
s
⋃

j=1

◦
Qj, la unión de las fronteras de los Qj , es de

medida cero, i.e. A(Γ∗) = 0, por lo que existe δ > 0 tal que si

P = {R1, . . . ,Rk, . . . ,Rl} la partición de R de modo que ‖P‖ < δ,

la suma de las áreas de los Ri, i = 1, . . . , k, que intersecan Γ∗, es

menor que ǫ
4M

y los restantes rectángulos están contenidos en los

Qj . frontera.tex

Q1

Q2

Q3

Ri

Sea mi = inf
x∈Ri

f(x), Mi = sup
x∈Ri

f(x), entonces:

SP − SP =

k
∑

i=1

(Mi −mi)A(Ri) +

l
∑

i=k+1

(Mi −mi)A(Ri),

pero
k
∑

i=1

(Mi −mi)A(Ri) 6 2M
k
∑

i=1

A(Ri) 6 2M ǫ
4M

= ǫ
2

.

Para cada i = k + 1, . . . , l, Ri ⊂ Qj , para algún j = 1, . . . , s, por lo que podemos escribir:

l
∑

i=k+1

(Mi −mi)A(Ri) =
s
∑

j=1

∑

i:Ri⊂Qj

(Mi −mi)A(Ri) 6
s
∑

j=1

(M∗
j −m∗

j )
∑

i:Ri⊂Qj

A(Ri)

6
s
∑

j=1

(M∗
j −m∗

j )A(Qj) = SP∗ − SP∗ < ǫ
2
,
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donde m∗
j = inf

x∈Qj

f(x), M∗
j = sup

x∈Qj

f(x). Ası́ obtenemos para toda partición P, con ‖P‖< δ, se tiene

que SP − SP < ǫ.

Corolario 1.2.1 Sea R ⊂ R2 un rectángulo, sea f :R −→ R una función acotada y sea (Pk)k∈N, una

sucesión de particiones de un conjunto de R, tal que ‖Pk‖ −→ 0, cuando k → ∞, y si alguna de las

siguientes condiciones se verifica:

i) lim
k→∞

[ SPk
(f)− SPk

(f) ] = 0

ii) lim
k→∞

∑

j

f(ξkj )A(R
k
j ) = I (ξkj ∈ Rkj )

iii) lim
k→∞

SPk
(f) = lim

k→∞
SPk

(f) = I ,

entonces la integral de f sobre R existe y es igual a I .

Inversamente, la existencia de la integral implica el cumplimiento de las condiciones i), ii) y iii). La

existencia de sólo uno de los lı́mites de iii) no implica la existencia de la integral sobre R.

Corolario 1.2.2 Sea (Pk)k∈N una sucesión de particiones del rectángulo R ⊂ R

2, de modo que

‖Pk‖ −→ 0, cuando k → ∞, entonces la suma de las áreas de los rectángulos Rkj que tienen inter-

sección no vacı́a con la frontera de R, tiende a cero, cuando k → ∞.

Corolario 1.2.3 La integral de una función f acotada sobre un rectángulo R ⊂ R2, se puede definir

como el lı́mite lim
‖Pk‖→0

∑

j

∗f(ξkj )A(R
k
j ) =

∫∫

R

f , para una sucesión particular de particiones (Pk)k∈N

de R, de modo que ‖Pk‖ −→ 0, cuando k → ∞, donde la suma
∑∗ sólo se extiende sobre los Rkj de Pk

que están contenidos en
◦
R i.e. no intersecan la frontera de R.

Sea δ = ‖P‖ la norma de la partición P, la integral de Riemann de f sobre R se define como

lim
δ→0

∑

k

f(ζk)A(Rk) = I , si el lı́mite existe. Ası́ la integral de Riemann de f sobre R es el lı́mite al

cual tiende la suma de Riemann S(P, f), correspondiendo a una partición P de R, cuando la norma de

la partición tiende a 0, si el lı́mite existe. Esto significa que el lı́mite no depende de la escogencia de

ζk ∈ Rk ni de la partición P. Esta propiedad se puede expresar de dos maneras equivalentes.

• La integral de Riemann de la función f definida y acotada sobre R, es el número I que satisface: ∀ǫ>0,

existe δ>0 que depende de ǫ tal que, ∀P partición de R, con ‖P‖<δ y ∀ζk∈Rk se tiene |I−S(P, f)|<ǫ.

• La integral de Riemann de la función f definida y acotada sobre R, es el lı́mite al cual tiende la sucesión

de sumas S(Pk, f) de la función f , correspondientes a la sucesión de particiones (Pk)k∈N de R, de

modo que ‖Pk‖ −→ 0, cuando k → ∞. De esta manera escribimos:
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I =

∫∫

R

f =

∫∫

R

f(x, y)dxdy = lim
‖Pk‖→0

S(Pk, f),

y diremos que f es Riemann integrable o simplemente que f es integrable.

1.3 Integrabilidad de funciones continuas

Teorema 1.3.1 Sea f una función continua en un rectángulo R = [ a, b ]× [ c, d ], entonces f es inte-

grable y el valor de la integral se puede calcular de manera iterada ası́:

∫∫

R

f =

∫ b

a

[

∫ d

c

f(x, y)dy

]

dx =

∫ d

c

[

∫ b

a

f(x, y)dx

]

dy.

Demostración Sabemos que una función continua sobre un conjunto R es acotada en R. Vamos a

probar que f es integrable i.e. I(f) = I(f).

Sea ǫ>0, como f es continua es uniformemente continua, es decir ∃ δ>0 tal que si ‖(x, y)−(x′, y′)‖<δ,

(x, y), (x′, y′) ∈ R =⇒ |f(x′, y′)− f(x′, y′)|< ǫ
A(R)

, dondeA(R) es el área de R.

Sea P = {R1, . . . ,Rn} una partición de modo que ‖P‖< δ y sea mi(f) y Mi(f) los valores mı́nimo y

máximo de f en Ri respectivamente, para i = 1, . . . , n, entonces Mi(f)−mi(f) 6
ǫ

A(R)
.

Sean s y t las funciones escalonadas definidas en el interior de cada Rij por:

s(x, y) = mi(f), t(x, y) =Mi(f), (x, y) ∈
◦
R,

y en los puntos de la frontera de cada Ri definimos s(x, y) = m y t(x, y) = M , siendo m y M los

valores mı́nimo absoluto y máximo absoluto de f en R, entonces s 6 f 6 t en R, por lo que tenemos:

∫∫

R

s =

n
∑

i=1

mi(f)A(Ri) y

∫∫

R

t =

n
∑

i=1

Mi(f)A(Ri),

donde A(Ri) es el área del rectángulo Ri. Ası́ la diferencia es:

0 6

∫∫

R

t−
∫∫

R

s =

n
∑

i=1

(Mi(f)−mi(f))A(Ri) 6
ǫ

A(R)

n
∑

i=1

A(Ri) = ǫ,

y como

∫∫

R

s 6 I(f) 6 I(f) 6

∫∫

R

t, se obtiene que 0 6 I(f)− I(f) 6 ǫ, ∀ǫ>0, o sea I(f) = I(f)

y f es integrable.

Probemos ahora que la integral doble

∫∫

R

f se puede expresar como una integral iterada.
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Para y ∈ [ c, d ] fija, la integral

∫ b

a

f(x, y)dx existe, ya que la función x 7−→ f(x, y) es continua en

[ a, b ], para cada y ∈ [ c, d ]. Designemos por α(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx y probemos que α es continua en

[ c, d ].

En efecto, sean y y y′ dos puntos en [ c, d ], entonces |α(y)− α(y′)| =
∣

∣

∣

∫ b

a

(f(x, y)− f(x, y′))dx
∣

∣

∣

6 (b−a) sup
a6x6b

|f(x, y)− f(x, y′)| = (b−a)|f(x′, y)− f(x′, y′)|, donde x′∈ [ a, b ] es el punto donde

|f(x, y) − f(x, y′)| alcanza el extremo superior en [ a, b ]. Como f es uniformemente continua, dado

ǫ>0, ∃ δ>0 tal que si ‖(x, y)−(x1, y1)‖ 6 δ, (x, y), (x1, y1)∈R =⇒ |f(x, y)−f(x1, y1)|< ǫ
(b − a)

.

De esta manera tenemos que dado ǫ>0 y tomando δ dado anteriormente, de modo que si |y−y′|<δ =⇒
‖(x′, y) − (x′, y′)‖ < δ =⇒ |α(y) − α(y′)| 6 (b − a)|f(x′, y) − f(x′, y′)| < ǫ. Dado que α(y) es

continua en [ c, d ], la integral

∫ d

c

α(y)dy existe y por el teorema de Fubini:

∫∫

R

f =

∫ d

c

[

∫ b

a

f(x, y)dx

]

dy.

Un razonamiento similar prueba que se puede cambiar el orden de integración, es decir:

∫∫

R

f =

∫ b

a

[

∫ d

c

f(x, y)dy

]

dx.

Teorema 1.3.2 Una función f definida y acotada en R = [ a, b ]× [ c, d ], si el conjunto de discontinui-

dades de f en R tiene contenido nulo, entonces f es integrable sobre R.

Demostración Sea M > 0 tal que |f | 6 M en R y sea D el conjunto de discontinuidades de f en R.

Sea ǫ > 0, entonces existe una partición P′ de R tal que la suma de las áreas de los sub-rectángulos de

P′, cuyo interior contiene puntos de D, sea menor que ǫ
4M

.

Denotando S ⊂ P′ este conjunto tenemos, D ⊂ ⋃

R′

k′∈S

◦
R′
k′,

∑

R′

k′∈S
A(R′

k′ ) <
ǫ

4M
. Sobre el interior

de estos sub-rectángulos se definen las funciones escalonadas s y t, de modo que s(x, y) = −M ,

t(x, y) =M , (x, y) ∈
⋃

R′

k′∈S

◦
R′
k′.

Sobre los restantes rectángulos que forman R\
⋃

R′

k′∈S

◦
R′
k′, la función f es uniformemente continua pues

el conjunto R\ ⋃

R′

k′∈S

◦
R′
k′ es un compacto i.e. dado ǫ> 0, existe una partición P de R más fina que P′ tal

que R =
m
⋃

k=1

Rk, donde cada Rk ⊂ R′
k′ , para algún R′

k′ ∈ P′, de modo que Mk(f) y mk(f) que son el

máximo y el mı́nimo absolutos de f en Rk, satisfacen Mk(f)−mk(f)<
ǫ

2A(R)
, donde k se considera
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si Rk 6⊂ R′
k′ ∈ S. Se define s(x, y) = mk(f) y t(x, y) =Mk(f), si (x, y) ∈ Rk 6⊂ R′

k′ ∈ S.

Finalmente tenemos que s 6 f 6 t en R, de modo que:

0 6

∫∫

R

f −
∫∫

R

s=
∑

k:Rk 6⊂R′

k′∈S
(Mk(f)−mk(f))A(Rk) +

∑

k:Rk⊂R′

k′∈S
(2M)A(Rk)

< ǫ
2A(R)

∑

k:Rk 6⊂R′

k′∈S
A(Rk) + 2M

∑

R′

k′∈S
A(R′

k′ ) 6
ǫ
2
+ ǫ

2
= ǫ,

es decir 0 6 I(f)− I(f) 6 ǫ, por lo que f es integrable en R.

1.3.1 Integrales dobles sobre regiones más generales

Hasta el momento la integral doble se ha tratado sobre regiones de integración rectangulares. No hemos

indicado que esto lleva implı́cito el hecho que, estamos midiendo el área de rectángulo por el producto

de las longitudes de sus lados. Sin embargo, en general no es tan sencillo medir áreas para regiones

más generales. Se hace necesario ampliar el concepto de medibilidad de áreas de conjuntos enR2 en el

sentido de Jordan.4

Definición 1.3.1 Se dice que un conjunto S ⊂ R

2 es Jordan medible o simplemente medible5, si es

acotado y su frontera (que denotamos ∂S) es de contenido nulo.

Propiedades

4Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) Nace el 5 de enero de 1838 en La Croix-Rousse, Lyon, Francia. Muere el

22 de enero de 1922 en Paris, Francia. Estudiante de la promoción de 1855 de L’Ecole Polytechnique, entra como Bertrand, en el

Cuerpo de Minas. El nuevo académico habı́a debutado con una Tesis sobre las Sustituciones. En 1865 y 1866, presentó trabajos

llenos de consideraciones delicadas y profundas de los Poliedros, donde la noción de simetrı́a y de clase se analizan con una

longitud especial. Un año después, siguiendo el mismo orden de ideas, pero pasando de la Geometrı́a a la Geometrı́a cinemática,

publicó un trabajo sobre los Grupos de movimientos. Se habı́a propuesto determinar las diversas maneras en que un sistema de

moléculas puede superponerse a sı́ misma y determinar ası́ todas las combinaciones admisibles agrupadas alrededor de 174 tipos,

los cuales hacen naturalmente parte del sistemas definido por Bravais en sus estudios cristalográficos. La obra principal de Jordan

es su Traité des substitutions, lleno de resultados nuevos y donde continúa el camino abierto por Galois y Abel, los principios

fundamentales de la Teorı́a de ecuaciones algebraicas resolubles por radicales, con aplicaciones de la Teorı́a de integración de

las ecuaciones diferenciales lineales. Jordan ayudó a sentar las bases de la teorı́a de una clase interesante de ecuaciones que

aparecen a propósito de la división de los argumentos en las funciones abelianas. Es conveniente agregar los trabajos sobre la

Teorı́a de formas, considerado desde el doble punto de vista del Álgebra y la Aritmética y finalmente la publicación del Cours

d’Analyse, que el autor enseña desde 1876 en L’Ecole Polytechnique; trabajo capital a nivel de los descubrimientos más elevados

y más recientes de la ciencia. Jordan definió el carácter general de sus trabajo, diciendo que se habı́a propuesto constantemente

profundizar sobre la Teorı́a del orden, ası́ como en el dominio de la Geometrı́a pura y en el Análisis. Relaciona ası́, por su

tendencia, sus estudios en la simetrı́a en los poliedros, los sistemas de lı́neas y el ensamblaje de moléculas, a sus investigaciones

en la Teorı́a de sustituciones, que el prevé de alguna manera como la teorı́a analı́tica del orden.
5Es importante destacar que los métodos más importantes para extender de una manera general la integral de Riemann son el

de Daniel y el de Lebesgue. Sin embargo para mantenerse en el enfoque de la integral de Riemann, extendemos el concepto de

integral sobre conjuntos más generales, para lo que necesitamos el concepto de contenido de Jordan y el de volumen para estos

conjuntos.
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a) ∂(S ∪ S′) ⊂ ∂S ∪ ∂S′, ∂(S ∩ S′) ⊂ ∂S ∪ ∂S′, ∂(S\S′) ⊂ ∂S ∪ ∂S′.

b) La unión finita de conjuntos medibles es medible.

c) Si S y S′ son medibles, S\S′ es medible.

d) El rectángulo R = [ a, b ]× [ c, d ] es medible.

e) S es medible si y sólo si

∫∫

R

IS = Área(S) existe, ∀R rectángulo tal que S ⊂ R.6

Proposición 1.3.1 Un conjunto S ⊂ R

2 es medible con área A(S), si y sólo si ∀ ǫ > 0, existe una

familia de rectángulos T = {R1, . . . ,Rp} que no se cruzan, con Ri ∩ S̄ 6= O/ , i = 1, . . . , p, tales que

S ⊂
p
⋃

i=1

Ri, A(S) − ǫ 6
∑

i:Ri⊂
◦

S

A(Ri) y
p
∑

i=1

A(Ri) 6 A(S) + ǫ.

Prueba Basta tomar una partición de un rectángulo que contiene a S y eliminar los rectángulos que

tengan intersección vacı́a con S.

Corolario 1.3.1 La intersección, unión o diferencia de conjuntos medibles es medible.

Prueba Si S y S′ son conjuntos medibles, las fronteras ∂(S∪ S′), ∂(S∩ S′), ∂(S\S′) son subconjuntos

de ∂S ∪ ∂S′ y como este conjunto es de contenido nulo, se sigue que S ∪ S′, S ∩ S′, S\S′ son conjuntos

medibles.

Queda por verificar que ∂S∪∂S′ es de contenido nulo. En efecto, como ∂S es de contenido nulo, existen

una familia de rectángulos T = {Ri/ i = 1, . . . , n} tal que ∂S ⊂
n
⋃

i=1

Ri y una familia de rectángulos

T = {Ri/ i = n+1, . . . , n+m} tal que ∂S′ ⊂
n+m
⋃

i=n+1

Ri, con
n
∑

i=1

A(Ri)<
ǫ
2

,
n+m
∑

i=n+1

A(Ri)<
ǫ
2

, por lo

que ∂S ∪ ∂S′ ⊂
n+m
⋃

i=1

Ri y
n+m
∑

i=1

A(Ri)< ǫ.

Proposición 1.3.2 Sean S y S′ dos conjuntos medibles deR2, entonces:

a) A(S) > 0, A(S′) > 0

b) Si S y S′ no se cruzan i.e.

◦
︷ ︷

S ∩ S′ = O/ , entonces A(S ∪ S′) = A(S) +A(S′)

c) Si S y S′ son conjuntos congruentes i.e. se puede pasar de S a S′ por un movimiento rı́gido (que es

una traslación y una rotación), entonces A(S) = A(S′).

d) En general A(S ∪ S′) 6 A(S) +A(S′), A(S\S′) = A(S) −A(S ∩ S′).

Es claro que si S ⊂ R

2 es acotado, existe un rectángulo R ⊃ S tal que para toda partición P de R,

definimos J−(S,P) como la suma de las medidas de los rectángulos de P que contienen sólo puntos

6IS es la función caracterı́stica de S, que vale 1 sobre S y 0 en el complemento.
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interiores de S y J+(S,P) como la suma de las medidas de los rectángulos de P que contienen puntos

de S o de su frontera ∂S. Los números

A(S) = sup{J−(S,P)/P es una partición de R},

A(S) = inf{J+(S,P)/P es una partición de R},

se llaman respectivamente el contenido interior y exterior de S.

En general se tiene que A(∂S) = 0, A(S) 6 A(S) y S es medible si y sólo si A(S) = A(S).

Observemos que A(∂S) = A(S)− A(S) y que S es medible ⇐⇒ A(∂S) = 0.

Proposición 1.3.3 Sea S ⊂ R2 un conjunto acotado, para que S sea medible es necesario y suficiente

que ∀ ǫ> 0, existan dos conjuntos medibles S′ y S′′ tales que S′ ⊂ S ⊂ S′′ y A(S′′)−A(S′)< ǫ y S es

medible.

Prueba

(=⇒) Como S un conjunto medible, entonces dado ǫ > 0 existen una familia de rectángulos T =

{R1, . . . ,Rp} que no se cruzan, con Ri ∩ S̄ 6= O/ , i = 1, . . . , p, tales que S ⊂
p
⋃

i=1

Ri, A(S) − ǫ 6

∑

i:Ri⊂
◦

S

A(Ri) y
p
∑

i=1

(Ri) 6 A(S) + ǫ.

Sea S′ =
⋃

i:Ri⊂
◦

S

Ri, S
′′ =

p
⋃

i=1

Ri, entonces A(S) + ǫ >
p
∑

i=1

A(Ri) = A(S′′) > A(S) > A(S′) =

∑

i:Ri⊂
◦

S

A(Ri) > A(S)− ǫ, es decir A(S′′)−A(S′) 6 ǫ.

(⇐=) Como existen S′ y S′′ conjuntos medibles tales que S′ ⊂ S ⊂ S′′ y A(S′) 6 A(S) 6 A(S) 6

A(S′′), o sea A(S)− A(S) 6 A(S′′)−A(S′)< ǫ.

Con base en lo anterior, el concepto de integral doble se puede

extender sin dificultad a regiones más generales. Consideremos

una región S medible, de modo que S que esté contenida en un

rectángulo R y sea f una función definida y acotada sobre S../imagen/dib11a.tex

z = f(x, y)

S
R

y

z

x

Definimos una nueva función f̃ sobre R, de la siguiente manera:

f̃(x, y) =







f(x, y) si (x, y) ∈ S

0 si (x, y) ∈ R\S.
(3)

Es válido preguntarse si la función f̃ es integrable en R. Si f̃ es integrable en R, decimos que f es

integrable en S y que

∫∫

S

f =

∫∫

R

f̃ .
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Observemos que integrar sobre S una función f es equivalente a integrar f IS sobre una rectángulo R

que contiene a S.

Ejemplo 1.3.1 Ejemplo de un conjunto no medible i.e. sin área

Sea S = {(x, y) ∈ R2/x, y ∈ [ 0, 1 ]∩Q}, entonces A(S) = 0, pero A(S) = 1, por lo que S no

es medible. ßIntegración sobre conjuntos medibles Sea S ⊂ R

2 un conjunto medible (i.e. acotado),

entonces f es integrable si y sólo si ∀R rectángulo tal que S ⊂ R,

∫∫

S

f =

∫∫

R

f̃ .

Proposición 1.3.4 Sea S ⊂ R2 un conjunto medible, f , g: S −→ R funciones integrables sobre S tales

que f 6 g, sobre S, entonces se tiene que

∫∫

S

f 6

∫∫

S

g.

Prueba Sea R ⊂ R2 un rectángulo tal que S ⊂ R, entonces (g̃ − f̃) > 0, ∀ (x, y) ∈ R, por lo que:

0 6

∫∫

S

(g − f) =

∫∫

R

(g̃ − f̃) =

∫∫

R

g̃ −
∫∫

R

f̃ =

∫∫

S

g −
∫∫

S

f,

es decir

∫∫

S

g >

∫∫

S

f .

Proposición 1.3.5 Sea S ⊂ R2 un conjunto medible y sea f : S −→ R integrable sobre S, i.e. |f(x, y)| 6

M , ∀ (x, y) ∈ S, entonces

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫∫

S

f(x, y)dx dy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6MA(S).

En particular, si S es de contenido nulo,

∫∫

S

f = 0.

Prueba Se tiene que ∀R rectángulo de R2 tal que S ⊂ R, −MIS 6 f̃ 6 MIS, ∀ (x, y) ∈ R, entonces

−MA(S) 6

∫∫

R

f̃ =

∫∫

S

f 6MA(S).

Proposición 1.3.6 Si S y S′ son conjuntos medibles de R2 de modo que S ∩ S′ es de contenido nulo y

si f es integrable sobre S ∪ S′, entonces:

∫∫

S∪S′

f =

∫∫

S

f +

∫∫

S′

f.

Prueba Si S ∩ S′ = O/ , IS∪S′ = IS + IS′ , por lo que si R es un rectángulo deR2 tal que S ∪ S′ ⊂ R se

tiene:
∫∫

S∪S′

f =

∫∫

R

IS∪S′ f̃ =

∫∫

R

(IS + IS′)f̃ =

∫∫

S

f +

∫∫

S′

f.
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Si S ∩ S′ 6= O/ de contenido nulo, IS∪S′ = IS + IS′ − IS∩S′ , i.e.:
∫∫

S∪S′

f =

∫∫

S

f +

∫∫

S′

f −
∫∫

S∩S′

f =

∫∫

S

f +

∫∫

S′

f,

ya que S ∩ S′ es de contenido nulo y

∫∫

S∩S′

f = 0, si f es integrable.

Proposición 1.3.7 Sea S ⊂ R2 un conjunto medible, f , g: S −→ R funciones que son iguales salvo

en un conjuntoD ⊂ S de contenido nulo, entonces

∫∫

S

f =

∫∫

S

g.

Prueba Sea h = f − g, entonces h = 0 salvo sobre D ⊂ S, de contenido nulo, entonces:
∫∫

S

h =

∫∫

S

h·ID =

∫∫

D∩S

h =

∫∫

D

h = 0,

ya que D es de contenido nulo.

Proposición 1.3.8 Sea S ⊂ R2 un conjunto medible, f : S −→ R una función acotada, entonces f es

integrable sobre S si y sólo si ∀ ǫ> 0 existen funciones s y t escalonadas sobre S tales que s 6 f 6 t y
∫∫

S

(t− s)< ǫ.

Prueba La verificación sale del teorema ??, página ??, ya que si h es escalonada, hIS también.

Integración de funciones sobre conjuntos medibles

En el desarrollo de la teorı́a cuando tratamos un conjunto medible7 S ⊂ R2 y una función f integrable

sobre S, consideramos un rectángulo R ⊃ S y una partición P de R tal que SP − SP <ǫ, donde la suma

de las áreas de los rectángulos que intersecan ∂S sea menor que ǫ
2M

.

Sea R1, . . . ,Rp, los rectángulos de P que no intersecan S, Rp+1, . . . ,Rp+q, los rectángulos de P que

intersecan ∂S y los restantes rectángulos Rp+q+1, . . . ,Rp+q+l ⊂
◦
S.

Sea mi = inf
(x,y)∈Ri

f̃(x, y), Mi = sup
(x,y)∈Ri

f̃(x, y), entonces Mi = mi = 0, si i = 1, . . . , p y tenemos

que:

SP − SP =
p
∑

i=1

(Mi −mi)A(Ri) +

p+q
∑

i=p+1

(Mi −mi)A(Ri) +

p+q+l
∑

i=p+q+1

(Mi −mi)A(Ri)< ǫ.

Notemos que para el cálculo de la integral de f̃ sobre R, es necesario utilizar sólo rectángulos de tengan

intersección no vacı́a con S. De este modo podemos establecer la definición de una función integrable

sobre un conjunto medible S, equivalente a la definición de una función f̃ integrable sobre cualquier

rectángulo R ⊃ S.

7Jordan medible
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Definición 1.3.2 Se dice que una función acotada f sobre el conjunto medible S ⊂ R2 es integrable

si y sólo si ∀ ǫ > 0, existe una partición T de S (i.e. una familia de rectángulos T = {R1, . . . ,Rn} de

interior no vacı́o, que intersequen S̄, que no se crucen y que recubren S) tal que ST − ST < ǫ, donde

ST =
n
∑

i=1

MiA(Ri), ST =
n
∑

i=1

miA(Ri), Mi = sup
(x,y)∈Ri∩S

f(x, y), mi = inf
(x,y)∈Ri∩S

f(x, y).

La integral de f sobre S se denota

∫∫

S

f .

Notemos que mi = inf
(x,y)∈Ri∩S

f(x, y) = inf
(x,y)∈Ri

f̃(x, y), Mi = sup
(x,y)∈Ri∩S

f(x, y) = sup
(x,y)∈Ri

f̃(x, y).

Se pueden definir las sumas de Riemann de f para la partición T de S, por ST (f) = S(T , f) =
n
∑

i=1

f(ζi)A(Ri), donde ζi ∈ Ri ∩ S y la llamamos suma de Riemann de la función f asociada a T .

De manera totalmente análoga definimos I(f) = inf
T
ST la integral superior de f sobre S y I(f) =

sup
T

ST la integral inferior de f sobre S i.e. I(f) 6 I(f).

También se puede definir la norma de la partición T por ‖T‖ = max
16i6n

d(Ri) y podemos establecer de

manera natural los siguientes resultados.

Teorema 1.3.3 Sea S ⊂ R

2 medible y f : S −→ R una función acotada sobre S, las siguientes

propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable sobre S

ii) I(f) = I(f)

iii) ∀ǫ> 0, existe una partición T de S tal que ST − ST < ǫ

iv) ∀ǫ> 0, existe δ > 0 tal que ∀T partición con ‖T‖< δ, se tiene ST − ST < ǫ.

Corolario 1.3.2 Sea S ⊂ R

2 medible, sea f : S −→ R una función acotada y sea (Tk)k∈N, una

sucesión de particiones de un conjunto de S, tal que ‖Tk‖ −→ 0, cuando k → ∞, y si alguna de las

siguientes condiciones se verifica:

i) lim
k→∞

[ STk
(f)− STk

(f) ] = 0

ii) lim
k→∞

∑

j

f(ξkj )A(R
k
j ) = I (ξkj ∈ Rkj ∩ S)

iii) lim
k→∞

STk
(f) = lim

k→∞
STk

(f) = I ,

entonces la integral de f sobre S existe y es igual a I .

Inversamente, la existencia de la integral implica el cumplimiento de las condiciones i), ii) y iii). La

existencia de sólo uno de los lı́mites de iii) no implica la existencia de la integral sobre S.
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Corolario 1.3.3 Sea (Tk)k∈N una sucesión de particiones del conjunto medible S ⊂ R

2, de modo

que ‖Tk‖ −→ 0, cuando k → ∞, entonces la suma de las áreas de los rectángulos Rkj que tienen

intersección no vacı́a con la frontera de S, tiende a cero, cuando k → ∞.

Corolario 1.3.4 La integral de una función f acotada sobre un conjunto medible S ⊂ R2, se puede

definir como el lı́mite lim
‖Tk‖→0

∑

j

∗f(ξkj )A(R
k
j ) =

∫∫

S

f , para una sucesión particular de particiones

(Tk)k∈N de S, de modo que ‖Tk‖ −→ 0, cuando k → ∞, donde la suma
∑∗ sólo se extiende sobre los

Rkj de Tk que están contenidos en
◦
S i.e. no intersecan la frontera de S.

ßIntegración sobre regiones especiales Consideremos primeramente conjuntos S deR2 tales que:

S = {(x, y) ∈R2/a 6 x 6 b, ϕ1(x) 6 y 6 ϕ2(x)},

donde ϕ1 y ϕ2 son funciones continuas en el intervalo [ a, b ] que satisfacen ϕ1 6 ϕ2.

Este tipo de regiones las llamaremos regiones de tipo I.

Otro tipo de regiones S (tipo II) se definirá ası́:

S = {(x, y) ∈R2/c 6 y 6 d, ψ1(y) 6 x 6 ψ2(y)},

donde ψ1 y ψ2 son funciones continuas en [ c, d ] de modo que ψ1 6 ψ2.

En general, las regiones que consideramos, serán del tipo I o

del tipo II o regiones que podrán particionarse en un número

finito de sub-regiones, cada una de las cuales será del tipo I

o del tipo II.

Sea f una función definida y acotada en una región S del

tipo I, incluyamos S en un rectángulo R y definamos f̃ como

anteriormente. Las discontinuidades de f̃ en R son las dis-

continuidades de f en S y aquellos puntos de la frontera en

que f es distinta de cero. La frontera de f está constituida

por los gráficos de ϕ1 y ϕ2 y por los segmentos de recta ver-

ticales que unen los extremos de los gráficos. Cada uno de

estos segmentos tiene contenido nulo, ası́ como las gráficas.
./imagen/dib12.tex
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Teorema 1.3.4 Sea ϕ una función real continua en un intervalo [ a, b ], entonces el gráfico de ϕ tiene

contenido nulo.
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Demostración Sea Gϕ el gráfico de ϕ i.e.

Gϕ = {(x, y) ∈R2/y = ϕ(x), a 6 x 6 b}.

Sea ǫ > 0, como ϕ es continua en un compacto [a, b ], es uni-

formemente continua y ∃ δ > 0 tal que si |x − x′| < δ, x,

x′ ∈ [ a, b ] =⇒ |f(x)− f(x′)|< ǫ
(b− a)

.
./imagen/dib13.tex

x

y

a b

Sea P una partición de [ a, b ] tal que ‖P‖<δ, entonces para cada intervalo Ik = [xk−1, xk ] el rectángulo

Rk = Ik × [mk,Mk ], donde mk = inf
x∈Ik

ϕ(x), Mk = sup
x∈Ik

ϕ(x), contiene el gráfico de ϕ en Ik , por lo

que:

Gϕ ⊂
⋃

k

Rk,
∑

k

A(Rk) =
∑

k

(Mk −mk)(xk − xk−1)<
ǫ

b− a

∑

k

(xk − xk−1) = ǫ.

Corolario 1.3.5 Las regiones que pueden particionarse en un número finito de sub-regiones, cada una

de las cuales es del tipo I o del tipo II son medibles.

Prueba Es claro que las regiones del tipo I o tipo II son acotadas con frontera de contenido nulo.

Teorema 1.3.5 Sea S una región de tipo I, comprendida entre las gráficas ϕ1 y ϕ2. Sea f una función

definida y acotada sobre S y continua en el interior de S, entonces f es integrable en S y la integral

doble de f sobre S es tal que:

∫∫

S

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

[

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y)dy

]

dx.

Demostración Sea R = [a, b ]× [ c, d ] un rectángulo que contiene a S y sea f̃ la función definida en

(3). Los puntos donde pueden haber discontinuidades para f̃ , son los puntos de la frontera de S, pero

la frontera de S tiene contenido nulo, f̃ es integrable en R. Además para cada x ∈ ] a, b [ arbitrario pero

fijo, la integral

∫ d

c

f̃(x, y)dy existe, ya que f̃(x, y) tiene a lo sumo dos discontinuidades en [ c, d ].

Aplicando el teorema de Fubini tenemos:

∫∫

R

f̃ =

∫ b

a

[

∫ d

c

f̃(x, y)dy

]

dx.

Si ϕ1(x) 6 y 6 ϕ2(x), f̃(x, y) = f(x, y) y para los demás valores de y en [ c, d ], f̃(x, y) = 0,

entonces:
∫ d

c

f̃(x, y)dy =

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y)dy,
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y concluimos:
∫∫

R

f̃ =

∫∫

S

f =

∫ b

a

[

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y)dy

]

dx.

Claramente existe un teorema análogo para regiones del tipo II.

Corolario 1.3.6 Si f está definida y acotada en S región del tipo II y es continua en el interior de S,

entonces f es integrable en S y se tiene:

∫∫

S

f(x, y)dxdy =

∫ d

c

[

∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y)dx

]

dy.

Algunas regiones son a la vez del tipo I y del tipo II, como las regiones limitadas por circunferencias y

elipses. En estos casos podemos escribir:

∫ b

a

[

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y)dy

]

dx =

∫ d

c

[

∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y)dx

]

dy.

Ejemplo 1.3.2 Pareciera natural que si una región S medible, se descom-

pone como la unión de dos sub-regiones S1 y S2 medibles, de modo que

f es integrable en S1 y en S2, la integral de f sobre S es la suma de las

integrales de f , sobre S1 y sobre S2. ./imagen/dib13a.tex

b b

−1

σ

γ

2

Sin embargo, esto no es cierto. Consideremos f una función definida por:

f(x, y) =







0 si (x, y) ∈ σ cı́rculo de centro (−1, 0) y radio 1

1
x si (x, y) ∈ ] 0, 2 [×{0} = γ,

entonces

∫∫

σ

f =

∫∫

γ

f = 0, pero

∫∫

σ∪γ

f no existe, pues al tomar una partición P de modo que (0, 0) esté

en el interior de un sub-rectángulo ω = [α, δ ]× [ c, d ], c < 0, d > 0, α < 0, δ > 0,

∫∫

ω

f = lim
ρ>0+

∫ d

c

[

∫ δ

ρ

1

x
dx

]

dy = +∞.

Esto sucede pues la función no es acotada en σ ∪ γ.

1.3.2 Aplicaciones al cálculo de áreas y volúmenes

Sea S una región del tipo I, dada por:
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S = {(x, y) ∈R2/a 6 x 6 b, ϕ1(x) 6 y 6 ϕ2(x)}.

Si f(x, y) = 1 en S,

∫∫

S

1dxdy =

∫ b

a

[ϕ2(x) − ϕ1(x) ] dx, o

sea

∫∫

S

dxdy es el área de la región S.

./imagen/dib14.texa b

y = ϕ2(x)

y = ϕ1(x)

S

Si f no es negativa, el conjunto U = {(x, y, z)/(x, y) ∈ S, 0 6 z 6 f(x, y)} es la región del espacio

contenida por la superficie z = f(x, y), el cilindro generado por S con directriz el eje z y el plano xy.

Si f es no negativa y continua en S región acotada, la inte-

gral

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y)dy representa el área de una sección

del conjunto U , producida al cortarlo con un plano par-

alelo al plano yz. dib15a.tex
x

y

z

S

y = ϕ1(x) y = ϕ2(x)

f

Área de sección=∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y)dy

El teorema ?? demuestra que la integral doble de f en S, es igual a la integral del área de secciones y la

integral doble

∫∫

S

f es el volumen de la región U .

De manera general, si f y g son funciones con-

tinuas en S, con f 6 g en S, la integral doble
∫∫

S

(g − f) es igual al volumen del sólido com-

prendido entre las gráficas de las funciones f y g.

./imagen/dib16.tex

z = g(x, y)

z = f(x, y)

S
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y

z

Ejemplo 1.3.3 Calcular el área de la elipse dada por x
2

a2
+
y2

b2
6 1, con a > 0, b > 0.

Se tiene que el área de S es A(S) =

∫∫

S

dxdy =

∫ a

−a







∫ b

√

1−x
2

a2

−b
√

1−x
2

a2

dy





 dx =

∫ a

−a
2b

√

1− x2

a2
dx =

a·b
(

arcsen
x

a
+
x

a

√

a2 − x2
) ∣

∣

∣

x=a

x=−a
= πab.

./imagen/dib17.tex

b

−a a

S

y = b

√

1 − x2

a2

y = −b
√

1 − x2

a2

Es claro que la elipse S es medible, pues es una región del tipo I y del tipo II.

Ejemplo 1.3.4 Calcular el volumen del sólido limitado por el elipsoide x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 1, a > 0,

b > 0, c > 0.



eli19.tex 31

El sólido considerado está comprendido entre las gráficas

de las funciones g(x, y) = c

√

1− x2

a2
− y2

b2
y f(x, y) =

−c
√

1− x2

a2
− y2

b2
, sobre la región S dada por x

2

a2
+
y2

b2
6

1, que es medible. Usando el teorema ?? tenemos que: dib18a.tex

a
b

c

x

y

z

S

V =

∫∫

S

(g − f) = 2c

∫∫

S

√

1− x2

a2
− y2

b2
dxdy = 2c

∫ a

−a

∫ b

√

1−x
2

a2

−b
√

1−x
2

a2

√

1− x2

a2
− y2

b2
dydx =

bc

∫ a

−a

[

(

1− x2

a2
)

arcsen
y

b

√

1− x2

a2

+
y

b
(

1− x2

a2
)

√

1− x2

a2
− y2

b2

]

∣

∣

∣

∣

∣

b

√

1−x
2

a2

−b
√

1−x
2

a2

dx =

bc

∫ a

−a
π

(

1− x2

a2

)

dx = 4
3πabc.

Observemos que si a = b = c, V = 4
3πa

3 que es el volumen de una esfera de radio a.

Ejemplo 1.3.5 Calcular

∫∫

S

(x3y + cosx)dxdy, donde S = {(x, y) ∈R2/0 6 x 6 π
2 , 0 6 y 6 x}.

S es medible pues es del tipo I y del tipo II. Por el teorema ?? tenemos que:

∫∫

S

(x3y + cosx)dxdy =

∫ π
2

0

[∫ x

0

(x3y + cosx)dy

]

dx =

∫ π
2

0

[ 1
2x

3y2 + y cosx ]
∣

∣

∣

y=x

y=0
dx =

∫ π
2

0

(

1
2x

5 + x cos x
)

dx = x6

12

∣

∣

∣

π
2

0
+ (x sen x+ cosx)

∣

∣

∣

π
2

0
= π6

768
+ π

2
− 1.

Ejemplo 1.3.6 Evaluar

∫ a

0

∫

√
a2−x2

0

√

a2 − y2dydx, cambiando el orden de integración.

Lo primero que observamos es que la región de inte-

gración S es medible, pues es la parte de un cı́rculo

de radio a en el primer cuadrante i.e. 0 6 x 6 a,

0 6 y 6
√
a2 − x2. ./imagen/dib19.tex

x

y

y

x

a a

a a

S S

x =
√

a2 − y2y =
√
a2 − x2

Ası́ la integral iterada equivale a

∫∫

S

√

a2 − y2dxdy. Dada la simetrı́a de la región S, se puede describir

también por 0 6 y 6 a, 0 6 x 6
√

a2 − y2 y la integral es:

∫∫

S

√

a2 − y2dxdy =

∫ a

0

(
∫

√
a2−y2

0

√

a2 − y2dx
)

dy =

∫ a

0

(a2−y2)dy =
(

a2y− y3

3

)∣

∣

∣

a

0
= 2

3a
3.
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Ejemplo 1.3.7 Verificar que el volumen del sólido de revolución mostrado en la figura adjunta es

π

∫ b

a

[ f(x) ]
2
dx.

Por razones de simetrı́a el volumen de revolución es dos veces el volumen

para y > 0. Para x fijo, el área transversal de la región para y > 0, es

1
2π(f(x))

2, por ser la mitad de un cı́rculo de radio f(x). Ası́ tenemos

que el volumen buscado es:

V = 2

∫ b

a

1
2π(f(x))

2 dx = π

∫ b

a

(f(x))2 dx,

dib10a.texz

x

y

b
a

y = f(x)

y2 + z2 = (f(x))2

x
S

esto usando un argumento geométrico de la interpretación del teorema y suponiendo que f es integrable.

Una solución directa es posible: la función que tomamos es y = g(z, x) =
√

f(x)2 − z2, con −f(x) 6
z 6 f(x):

V = 2

∫∫

S

gdzdx=2

∫ b

a

∫ f(x)

−f(x)

√

f(x)2 − z2dzdx

=2

∫ b

a

(∫ 1

−1

√
1− u2du

)

(f(x))2dx = π

∫ b

a

[ f(x) ]
2
dx,

ya que

∫ 1

−1

√
1− u2du =

(

1
2u

√
1− u2 + 1

2 arcsen u
)

∣

∣

∣

1

−1
= 1

2

(

π
2 + π

2

)

= π
2 .

Teorema 1.3.6 Teorema del valor medio para integrales dobles

Sea f una función real continua, definida sobre S una región del tipo I o II, entonces existe (xo, yo)∈ S

tal que:
∫∫

S

f = f(xo, yo)A(S),

donde A(S) denota el área de S.

Demostración Como f es continua sobre S región del tipo I o II i.e. S es compacto, entonces m =

inf
(x,y)∈S

f(x, y) = f(x1, y1) 6 f(x, y) 6 sup
(x,y)∈S

f(x, y) = f(x2, y2) = M , con (x1, y1), (x2, y2) ∈ S.

Ası́ se tiene, mA(S) 6

∫∫

S

f 6MA(S) =⇒ m 6
1

A(S)

∫∫

S

f 6M . Como f es continua en S, f toma

todos los valores entre m y M , ∃ (xo, yo) ∈ S tal que:

f(xo, yo) =
1

A(S)

∫∫

S

f.
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1.3.3 Aplicaciones de la integral doble

En esta sección estudiaremos aplicaciones de las integrales dobles a conceptos como masa, momentos

estáticos, centro de gravedad y momentos de inercia.

Recordemos que si x1, . . . , xn son n números, el promedio se define por x̄ = 1
n

n
∑

i=1

xi.

Este concepto nos lleva a definir el valor promedio de una función f en el intervalo [ a, b ] por 1
b− a

∫ b

a

f(x)dx.

Si tenemos nmasasm1, . . . ,mn localizadas en los puntos (x1, y1), . . . , (xn, yn) del planoR2, el centro

de gravedad del sistema se define como el punto (x̄, ȳ):

(x̄, ȳ) =

n
∑

k=1

mk(xk, yk)

n
∑

k=1

mk

=
(

n
∑

k=1

mkxk

n
∑

k=1

mk

,

n
∑

k=1

mkyk

n
∑

k=1

mk

)

.

De manera similar, si f es una función de dos variables sobre S, el valor promedio de una función de f

sobre S será:

f̄ =

∫∫

S

f(x, y)dxdy

∫∫

S

dxdy
.

Si la región S medible es una lámina y la función f es la masa por unidad de área en el punto (x, y), la

masa total es m(S) =

∫∫

S

f(x, y)dxdy y f̄ es la densidad media de la lámina.

Definimos los momentos estáticos mx y my respecto a los ejes x y y por:

mx =

∫∫

S

yf(x, y)dxdy, my =

∫∫

S

xf(x, y)dxdy,

Por analogı́a con el caso finito, definimos el centro de gravedad por (x̄, ȳ), donde:

x̄ =
1

m(S)

∫∫

S

xf(x, y)dxdy, ȳ =
1

m(S)

∫∫

S

yf(x, y)dxdy.
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Si la densidad f(x, y) = c en S, el punto (x̄, ȳ) se llama cen-

troide de la región S y tenemos x̄ = 1
A(S)

∫∫

S

xdxdy, ȳ =

1
A(S)

∫∫

S

ydxdy.

Si ℓ es una recta en el plano de la región S y designamos δ(x, y)

la distancia desde (x, y) ∈ S a la recta ℓ, el valor Iℓ definido por

Iℓ =

∫∫

S

δ2(x, y)f(x, y)dxdy, se llama momento de inercia de

la región S respecto a la recta ℓ.
./imagen/dib20.tex

δ(x, y)
ℓ

x̄

S

S b

bȳ

Si f(x, y) = 1, Iℓ se llama segundo momento de la región S respecto a ℓ. Los momentos de inercia de

la región S respecto a los ejes x, y, se designan Ix, Iy respectivamente y están dados por:

Ix =

∫∫

S

y2 f(x, y)dxdy, Iy =

∫∫

S

x2 f(x, y)dxdy.

La suma de estas dos expresiones se llama momento polar de inercia Io, respecto al origen:

Io = Ix + Iy =

∫∫

S

(x2 + y2)f(x, y)dxdy.

Ejemplo 1.3.8 Determinar el valor promedio de f(x, y) = x sen 2(xy) en R = [ 0, π ]× [ 0, π ].

El valor promedio es:

f̄ = 1
π2

∫∫

R

f(x, y)dxdy =
1

π2

∫ π

0

∫ π

0

x sen 2(xy)dydx

= 1
π2

∫ π

0

[∫ π

0

1− cos(2xy)
2

xdy

]

dx = 1
π2

∫ π

0

[

y
2
− sen (2xy)

4x

]

x

∣

∣

∣

∣

∣

y=π

y=0

dx

= 1
π2

∫ π

0

[

π
2
x− sen 2πx

4

]

dx = 1
π2

[

π
4
x2 +

cos(2πx)
8π

]π

0

= π
4
+ cos 2π2 − 1

8π3
.

Ejemplo 1.3.9 Hallar el centro de gravedad del rectángulo [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ], si la densidad f(x, y) =

ex+y .

Calculemos primero

∫∫

S

ex+y dxdy =

∫ 1

0

exdx

∫ 1

0

ey dy = (e− 1)2.

Además

∫∫

S

xex+y dxdy =

∫ 1

0

xex dx

∫ 1

0

ey dy = (xex − ex)
∣

∣

∣

1

0
(e − 1) = e− 1 =⇒ x̄ =

1

e− 1
.

También, ȳ = 1
e− 1 por razones de simetrı́a.



eli19.tex 35

1.3.4 Teorema de Guldin–Pappus

Consideremos una región R situada entre los gráficos de las funciones f y g, definidas en el intervalo

[ a, b ], siendo 0 6 g 6 f . Sea S el sólido de revolución generado al hacer girar la región R alrededor

del eje x.

Designemos A(R) el área de R, V (S) el volumen de S y con ȳ

la coordenada del centroide de R. Al girar R para generar S, el

centroide se desplaza a lo largo de una circunferencia de radio ȳ.

./imagen/dib21.tex

f

b
g

x
ba

ȳ

z

y

El teorema de Guldin8–Pappus9establece que el volumen de S, es igual al producto de la longitud de la

circunferencia de radio ȳ por el área de R:

V (S) = 2πȳA(R).

Para verificar la fórmula observemos que el volumen viene dado por:

V (S) = π

∫ b

a

[ f2(x)− g2(x) ] dx

y que ȳ está dada por:

ȳ =
1

A(R)

∫∫

R

ydydx =
1

A(R)

∫ b

a

[

∫ f(x)

g(x)

ydy

]

dx =
1

2A(R)

∫ b

a

[ f2(x)− g2(x) ] dx.

8Paul Guldin (1577-1643) Nace el 12 de junio de 1577 en Saint Gall (hoy Saint Gallen), Suiza. Muere el 3 de noviembre de

1643 en Graz, Austria. Paul Guldin se llamaba Habakkuk Guldin. El llegó a ser un orfebre y trabajó en este oficio en su juventud.

De origen judı́o, sus padres eran protestantes, pero Guldin se convirtió al catolicismo a la edad de 20 y se une a los jesuitas. En

este momento cambia su nombre a Paul. En 1609 fue mandado al Colegio Jesuita en Roma, donde estudió bajo la dirección de

Clavius. Enseñó en el Colegio Jesuita en Roma y cuando volvió a Graz, fue profesor de matemáticas en Viena de 1623 hasta

1637. Guldin mantuvo correspondencia con Kepler, pero en temas religiosos, no matemática ni astronomı́a. Los trabajos más

importantes de Guldin están en 4 volúmenes. En el Volumen I se consideran los centros de la gravedad y en particular discute el

centro de la gravedad de la Tierra. El volumen II tiene los teoremas de Guldin.
9Pappus de Alejandrı́a (260- ) Matemático griego que nace y muere en Alejandrı́a, desconociéndose la fecha de su muerte.

Junto a Zósimo y Diofanto, formó la retaguardia de la matemática griega. Fue ante todo un recopilador, que resumió toda la

matemática griega en ocho libros. Personalmente no añadió nada original, pero su valı́a radica en que sus libros contienen casi

todo lo que hoy sabemos de la matemática griega. Además comentó detalladamente el sistema astronómico.
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Ejemplo 1.3.10 Calcular el volumen de un toro

Sea S el toro generado al girar un cı́rculo R de radio r, alrededor

de un eje a una distancia b > r del centro de R.

En este caso ȳ = b, A(R) = πr2 y por el teorema de Guldin–

Pappus, el volumen de S es: ./imagen/dib22.tex

b

b

R

z

y

x

r

b

V (S) = 2πȳA(R) = 2π2r2b.

1.4 El signo del Jacobiano

Ejemplo 1.4.1 Consideremos la transformación lineal

(

u

v

)

=

(

a b

c d

)(

x

y

)

, entonces el Jaco-

biano10 detJ = ab− cd.

Si detJ 6= 0, sabemos que se puede despejar (x, y) en función de (u, v) i.e. existe una biyección entre

toda parte S ⊆ R2 y una parte S′ ⊆ R2.

Si S está en el interior de un cı́rculo de centro (0, 0) y radio R, S′ está en el interior de la elipse

(du − bv)2 + (cu− av)2 = detJ2R2. Si se recorre el borde del cı́rculo, el recorrido de la elipse va en

el mismo sentido si det J > 0 y en sentido inverso si detJ < 0.

Ejemplo 1.4.2 Consideremos la transformación u = x
x2 + y2

, v = x
x2 + y2

, entonces tenemos

detJ = − 1
(x2 + y2)2

= −(u2 + v2)2, ya que u2 + v2 = 1
x2 + y2

. El signo del Jacobiano es

negativo en todo el plano de u, v, salvo en el origen, donde detJ = 0. Es claro que salvo en el origen

las ecuaciones se pueden resolver de modo que:

x =
u

u2 + v2
, y =

v

u2 + v2
.

10Karl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) Nace el 10 de diciembre de 1804 en Potsdam, Prusia (hoy Alemania). Muere el

18 de febrero 1851 en Berlı́n, Alemania. Jacobi estableció con Abel la Teorı́a de las funciones elı́pticas. Demostró la solución

de integrales elı́pticas mediante la aplicación de las funciones, series exponenciales introducidas por él mismo. Desarrolló los

determinantes funcionales, llamados después jacobianos y las ecuaciones diferenciales.

El padre de Jacobi era banquero y su familia era muy próspera, fue ası́ como él recibió una buena educación en la Universidad de

Berlı́n. Obtuvo su Doctorado en 1825 y enseñó matemáticas en Köningsberg desde 1826 hasta su muerte. Fue nominado para una

cátedra en 1832. En 1834 probó que si una función uni-valuada de una variable es doblemente periódica, entonces la razón de los

periodos es imaginaria. Este resultado impulsó enormemente el trabajo en esta área, en particular a Liouville y Cauchy.

Jacobi tenı́a la reputación de ser un excelente maestro, atraı́a a muchos estudiantes. Introdujo un método de seminario para enseñar

a los estudiantes los últimos avances matemáticos.
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Se observa que si tomamos el cı́rculo Γ con centro en el origen, la transformación le hace corresponder

el exterior del cı́rculo imagen Γ′, esto porque u, v no son continuas en (0, 0) y porque detJ se anula en

un punto interior de Γ.

En efecto, observemos que si tomamos el borde de un cı́rculo de radio r, i.e. x = r cos θ, y = r sen θ,

entonces u = cos θ
r , v = sen θ

r .

Si Γ es un cı́rculo que no contiene el origen, la imagen del interior de Γ es el interior del cı́rculo imagen

Γ′.

Ejemplo 1.4.3 Sea u = x, v = y2, entonces se tiene que si v > 0, hay dos soluciones x = u, y =
√
v

y x = u, y = −√
v.

Si v < 0, no hay solución en R.

Las fórmulas u = x, v = y2 definen una correspondencia biunı́voca en toda parte del plano xy, (cuando

y > 0 o y < 0) con una parte del plano u, v (siendo v > 0).

El Jacobiano detJ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0

0 2y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 2y. La región considerada no debe tener puntos en el eje x.

Supongamos que en el plano xy, se describe la curva Γ, (x2 +

y2 = 1) en el sentido positivo, que corta el eje x y estudiaremos

la curva cerrada Γ′ (imagen de Γ) que tiene por ecuación u2 +

v = 1, es decir el arco de la parábola v = 1− u2, v > 0. ./imagen/loid1.tex

x

y

u

v

v

u

Γ

Γ′

Γ′

BA

A B

Si y > 0, Γ′ se describe en el sentido positivo de B a A.

Si y < 0, Γ′ se describe en el sentido negativo de A a B.

Se podrı́a decir que el plano uv está en cierto modo desplegado alrededor de la lı́nea detJ = 0, para

contar dos veces de un lado y ser excluido del otro.

Ejemplo 1.4.4 Consideremos la transformación u = x2− y2, v = 2xy, es claro que (x, y) y (−x,−y)
tienen la misma imagen, por lo que para tener una transformación biyectiva es necesario que la región

considerada no tenga puntos simétricos con relación al origen. El Jacobiano es detJ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2x −2y

2y 2x

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

4(x2 + y2) es positivo en todo punto salvo en el origen.
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La transformación u+ iv = (x+ iy)2 describe la relación original, por lo que si utilizamos coordenadas

polares en los dos planos (x, y), (u, v), r, θ y r′, θ′ tenemos que:

r′ = r2, θ′ = 2θ, 0 6 θ < 2π.

Consideremos la región S dada por r1<r<r2, 0<θ<θo,

entonces la región correspondiente S′ está dada por r21 <

r′ < r22 , 0< θ′ < 2θo. ./imagen/loid2.tex
x

y

u

v

S
θ0

r22r21

S′

2θ0

Si θo<π, para cada punto de S, el simétrico con respecto al origen no está en S y la correspondencia es

biunı́voca entre S y S′.

Si θo>π, la porción 2π < θ′ < 2θo recubre la porción 0<θ′ < 2θo− 2π y existen puntos de S′ que son

la imagen de dos puntos distintos de S, que son simétricos respecto al origen. La correspondencia no es

biyectiva.

Análisis cuando detJ = 0

Supongamos que u = f(x, y), v = g(x, y) de modo que detJ = 0, pero al menos una de las derivadas

parciales
∂f
∂x

,
∂f
∂y

,
∂g
∂x

,
∂g
∂y

no sean nulas. Supongamos que
∂f
∂x

6= 0, entonces por el teorema de la

función implı́cita aplicada a H(u, x, y) = u − f(x, y), ∂H
∂x

= −∂f
∂x

6= 0, entonces x = h(y, u), por lo

tanto v = g(h(y, u), y) = G(y, u) satisface ∂G
∂y

6= 0, ya que ∂v
∂v

= 1 = ∂G
∂y

∂y
∂v

.

De este modo v −G(y, u) = 0, con ∂G
∂y

6= 0 implica que y es función de (u, v) i.e. y = G1(u, v), por

lo que v = g(x, y) = g(h(y, u), y) = g(h(G(u, v)), u,G1(u, v)) = G2(u, v).

De esta manera tenemos que existe una relación entre u y v independientemente de x, y, es decir existe

una relación v = G3(u).

Si las cuatro derivadas parciales son nulas, las funciones f , g son constantes, por lo que u = cte, v =

cte y existe una relación constante entre u y v.

Teorema 1.4.1 Sean f , g funciones parcialmente derivables y continuas en una región S ⊂ R2, donde

el Jacobiano de la transformación u = f(x, y), v = g(x, y) se anula, entonces existe una relación

funcional entre u y v e inversamente.
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1.5 Cambio de variable en la integral doble

1.5.1 Cambio de variable – Caso simple

Sean R y R′ dos regiones del plano R2 acotadas, limitadas por las curvas Γ y Γ′ respectivamente.

Vamos a estudiar como cambia la integral

∫∫

R′

f(u, v)dudv a

∫∫

R

F (x, y)dxdy con la transformación

u = ax+ by, v = cx+ dy, si D =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b

c d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Supongamos que R′ tiene curva frontera Γ′ regular a trozos. La transformación inversa especifica una

transformación de R′ a R en el plano xy, con curva frontera Γ regular a trozos y determina la función

F (x, y) = f(ax + by, cx + dy), (x, y) ∈ R. Se construye una red rectangular en el plano xy, con

cuadrados ∆, de modo que max |∆| = h. La transformación de esta red en el plano uv, es una red

que es en general oblicua y particiona en el plano uv la imagen de ∆ en paralelogramos con área

|∆′| = |D||∆|.

Ası́ obtenemos particiones P y P′ de R y R′ respectivamente y se tiene:

SP′(f) =
∑

f(u, v)|∆′| =
∑

F (x, y)|D||∆| = SP(|D|F ), (x, y) ∈∆.

Pasando al lı́mite cuando h→ 0, tenemos la fórmula:

∫∫

R′

f(u, v)dudv = |D|
∫∫

R

F (x, y)dxdy.

En este razonamiento se puede considerar que f es continua sobre R̄′, entonces la función F es con-

tinua en R̄ y ambas integrales existen. También se puede suponer que f es integrable por lo que au-

tomáticamente implica la integrabilidad de F .

1.5.2 Cambio de variable – Caso general

Sean R y R′ dos regiones del plano R2 acotadas limitadas por las curvas Γ y Γ′ respectivamente y sea

r:R′ −→ R una aplicación biyectiva de clase C1 en R′, tal que r(u, v) = (x(u, v), y(u, v)). Ası́ a

cada punto (x, y) ∈ R le corresponde un punto (u, v) ∈ R′ tal que r(u, v) = (x, y). Si los puntos (x, y)

describen la curva Γ, los correspondientes puntos (u, v) describen la curva Γ′.

R′

Γ′

R

Γ

u

v

x

y

v + k

v

u u+ h

v + k
v

u+ h
u

b

b

b

b

b

b

b

b

./imagen/elid1.tex
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Consideremos en R′ la recta u = c, en general le corresponde una curva en el plano xy. Similarmente a

la recta v = c′, le corresponde en general una curva en el plano xy.

Usando las rectas u = c, v = c′, dividamos el dominio R′ en sub-rectángulos, donde no consideramos

los sub-rectángulos que contienen elementos de la frontera Γ′. Las curvas correspondientes dividen la

región R en cuadriláteros curvilı́neos.

Consideremos en la región R′, el área ∆S′ del sub-rectángulo limitado por las curvas u = constante,

v = constante, u + ∆u = constante, v +∆v = constante y el cuadrilátero curvilı́neo correspondiente

en R de área ∆S.

En nuestro caso ∆S′ = ∆u∆v, pero no sabemos el valor de ∆S. Con-

sideremos los vértices del cuadrilátero curvilı́neo P1P2P3P4. ./imagen/elid2.tex
x

y

b

P1

b
P4

bP3

b

P2

P1(x1, y1) : x1 = x(u, v) y1 = y(u, v)

P2(x2, y2) : x2 = x(u+∆u, v) y2 = y(u+∆u, v)

P3(x3, y3) : x3 = x(u+∆u, v +∆v) y3 = y(u+∆u, v +∆v)

P4(x4, y4) : x4 = x(u, v +∆v) y4 = y(u, v +∆v),

o bien usando aproximaciones de orden 1:

x1 ≈ x(u, v) y1 ≈ y(u, v)

x2 ≈ x(u, v) + ∂x
∂u

(u, v)∆u y2 ≈ y(u, v) +
∂y
∂u

(u, v)∆u

x3 ≈ x(u, v) + ∂x
∂u

(u, v)∆u+ ∂x
∂v

(u, v)∆v y3 ≈ y(u, v) +
∂y
∂u

(u, v)∆u +
∂y
∂v

(u, v)∆v

x4 ≈ x(u, v) + ∂x
∂v

(u, v)∆v y4 ≈ y(u, v) +
∂y
∂v

(u, v)∆v.

El área ∆S es aproximadamente igual al doble del área del triángulo P1P2P3 y se calcula usando la

fórmula de geométrica analı́tica (despreciando los términos de orden dos11):

11Recordemos que si un triángulo en el plano tiene vértices (x1, y1), (x2, y2), (x3, y3) el área está dada por:

Área = ± 1
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 1

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= ± 1
2
(x1y2 + y1x3 + y3x2 − y2x3 − y1x2 − x1y3) =

± 1
2
|(x3 − x1)(y3 − y2)− (x3 − x2)(y3 − y1)|
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∆S ≈ |(x3 − x1)(y3 − y2)− (x3 − x2)(y3 − y1)| =
∣

∣

∣

∣

(

∂x
∂u

∆u + ∂x
∂v

∆v
)

∂y
∂v

∆v − ∂x
∂v

∆v

(

∂y
∂u

∆u+
∂y
∂v

∆v

)∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∂x
∂u

∂y
∂v

∆u∆v − ∂x
∂v

∂y
∂u

∆u∆v

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

det







∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∆u∆v,

por lo que lim
∆S′→0

∆S
∆S′

= | detJr| valor absoluto del Jacobiano de la aplicación r(u, v) = (x(u, v), y(u, v)).

1.5.3 Otra interpretación geométrica

Sea v1 = ∂r
∂u

=

(

∂x
∂u
,
∂y
∂u

)

, v2 = ∂r
∂v

=

(

∂x
∂v
,
∂y
∂v

)

vectores tangentes a las curvas r(u, v0) y r(u0, v)

respectivamente.

v

v

v + k
R′

u

Γ′

u u+ h

y

u

u
+
h

x

v
v + k

Γ

R

./imagen/elid3a.tex

Si ∆u es un incremento en u, el desplazamiento es aproximadamente ‖v1‖∆u y de manera similar, si

∆v es un incremento en v, el desplazamiento es aproximadamente ‖v2‖∆v. Ası́ la región rectangular

de dimensiones ∆u y ∆v en el plano uv, se transforma en el cuadrilátero curvilı́neo cuyos lados son

aproximadamente los vectores v1∆u y v2∆v. El área de este cuadrilátero es aproximadamente ‖v1∆u×
v2∆v‖ = ‖v1 × v2‖∆u∆v, donde:

v1 × v2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k

∂x
∂u

∂y
∂u

0

∂x
∂v

∂y
∂v

0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (0, 0, detJr),

es decir el área es aproximadamente | detJr|∆u∆v.

Este resultado que se ha obtenido no es una demostración rigurosa y los detalles son complicados de

justificar y se hará en el caso general de n dimensiones.

Si detJr = 0 es un punto (u, v) los dos vectores v1 y v2 son paralelos y el cuadrilátero se degenera.

Puntos de este tipo se denominan puntos singulares. La fórmula sigue siendo válida si existe un número

finito de puntos singulares que formen un conjunto de contenido nulo.

Sea f(x, y) una función acotada sobre R y sea la función F (u, v) = f(x(u, v), y(u, v)) sobre R′, por lo
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que sobre los sub-rectángulos de R′ satisfacen:

∑∑

f(x, y)∆S ≈
∑∑

F (u, v)∆S′,

es decir:
∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫∫

R′

F (u, v)| detJr|dudv.

Teorema 1.5.1 Sea f una función acotada sobre R y sea r:R′ −→ R una aplicación biyectiva de clase

C1, tal que r(u, v) = (x(u, v), y(u, v)), con Jacobiano detJr(u, v) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, entonces:

∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫∫

R′

f(x(u, v), y(u, v))| det Jr(u, v)|dudv.

1.5.4 Caso de coordenadas polares

En este caso escribimos r y θ en vez de u y v y definimos la aplicación x = r cos θ, y = r sen θ. Para

obtener una aplicación biyectiva supongamos que r > 0 y que θ ∈ [ θo, θo + 2π [. Ası́, la aplicación es

biyectiva en ] 0,+∞ [× [ θo, θo + 2π [ del plano rθ y el conjuntoR2\{(0, 0)}. El Jacobiano es:

det J(r, θ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cos θ −r sen θ

sen θ r cos θ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= r(sen 2 θ + cos2 θ) = r

y la transformación de la integral serı́a:

∫∫

S

f(x, y)dxdy =

∫∫

S′

f(r cos θ, r sen θ)rdrdθ.

Las curvas r son rectas que pasan por el origen y las curvas θ son cı́rculos concéntricos en el origen. La

imagen del rectángulo [ r1, r2 ]× [ θ1, θ2 ] es un cuadrilátero curvilı́neo en el plano xy limitado por las

curvas r = r1, r = r2 y las rectas θ = θ1, θ = θ2.

r

θ

x

y

r1 r2

θ1

θ2

cu
rv

a
r

(θ
=

ct
e) curva

θ

(r
=

cte)

./imagen/elid4.tex

El Jacobiano se anula cuando r = 0, pero esto no afecta la validez de la fórmula de transformación, ya

que el conjunto de puntos con r = 0, es de contenido nulo.
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Observación Uno de los propósitos del teorema de cambio de variable es proporcionar un método me-

diante el cual se pueden simplificar algunas integrales dobles. Es posible tener una integral

∫∫

S

f dxdy,

en la cual la función f o la región S es complicada y de difı́cil evaluación. Ası́, se escoge R′ de modo que

la integral sea de fácil cálculo con la nueva función f(x(u, v), y(u, v)) en R′. Sin embargo, el problema

se puede complicar si no se escoge R′ apropiadamente.

Definición 1.5.1 Un conjunto acotado S ⊂ R

n se dice de contenido o medida nula si ∀ ǫ > 0,

∃R1, . . . ,Rm n-intervalos tales que S ⊂
m
⋃

k=1

Rk y
m
∑

k=1

V (Rk)< ǫ.

Definición 1.5.2 Un conjunto acotado S ⊂ R

n se dice medible12, si su frontera ∂S es de contenido

nulo.

Propiedades

a) ∂(S ∪ S′) ⊂ ∂S ∪ ∂S′, ∂(S ∩ S′) ⊂ ∂S ∪ ∂S′, ∂(S\S′) ⊂ ∂S ∪ ∂S′.

b) La unión finita de conjuntos medibles es medible.

c) Si S y S′ son medibles, S\S′ es medible.

d) El rectángulo R =
n
∏

i=1

[ai, bi ] es medible.

e) S es medible si y sólo si

∫

· · ·
∫

R

IS = V (S) existe, ∀R n-intervalo tal que S ⊂ R.

Proposición 1.5.1 Un conjunto S ⊂ Rn es medible con volumen V (S), si y sólo si ∀ ǫ> 0, existe una

familia de n-intervalos T = {R1, . . . ,Rp} que no se cruzan, con Ri ∩ S̄ 6= O/ , i = 1, . . . , p, tales que

S ⊂
p
⋃

i=1

Ri, V (S)− ǫ 6
∑

i:Ri⊂
◦

S

V (Ri) y
p
∑

i=1

V (Ri) 6 V (S) + ǫ.

Corolario 1.5.1 La intersección, unión o diferencia de conjuntos medibles enRn es medible.

Proposición 1.5.2 Sean S y S′ dos conjuntos medibles deRn, entonces:

a) V (S) > 0, V (S′) > 0

b) Si S y S′ no se cruzan i.e.

◦
︷ ︷

S ∩ S′ = O/ , entonces V (S ∪ S′) = V (S) + V (S′)

c) Si S y S′ son conjuntos congruentes i.e. se puede pasar de S a S′ por un movimiento rı́gido (que es

una traslación y una rotación), entonces V (S) = V (S′).

d) En general V (S ∪ S′) 6 V (S) + V (S′), V (S\S′) = V (S)− V (S ∩ S′).

12Jordan medible
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Como en el caso n = 2, si S ⊂ Rn es acotado, existe un n-intervalo R ⊃ S tal que para toda partición

P de R, definimos J−(S,P) como la suma de las medidas de los n-intervalos de P que contienen sólo

puntos interiores de S y J+(S,P) como la suma de las medidas de los rectángulos de P que contienen

puntos de S o de su frontera ∂S. Los números

V (S) = sup{J−(S,P)/P es una partición de R},

V (S) = inf{J+(S,P)/P es una partición de R},

se llaman respectivamente el contenido interior y exterior de S.

En general se tiene que V (∂S) = 0, V (S) 6 V (S) y S es medible si y sólo si V (S) = V (S).

Observemos que V (∂S) = V (S)− V (S) y que S es medible ⇐⇒ V (∂S) = 0.

Proposición 1.5.3 Sea S ⊂ Rn un conjunto acotado, para que S sea medible es necesario y suficiente

que ∀ ǫ> 0, existan dos conjuntos medibles S′ y S′′ tales que S′ ⊂ S ⊂ S′′ y V (S′′)− V (S′)< ǫ.

Definición 1.5.3 Sea S un subconjunto deRn medible tal que S ⊂ R n-intervalo y sea f : S −→ R una

función acotada sobre S, extendemos la función f sobre R por:

f̃(x) =







f(x) si x ∈ S

0 si x ∈ R\S.

Ası́ tenemos que:
∫

· · ·
∫

R

f̃ =

∫

· · ·
∫

S

f.

ßIntegración sobre conjuntos medibles

Proposición 1.5.4 Sea S ⊂ R

n un conjunto medible13, f , g: S −→ R funciones integrables sobre S

tales que f 6 g, sobre S, entonces se tiene que

∫

· · ·
∫

S

f 6

∫

· · ·
∫

S

g.

Proposición 1.5.5 Sea S ⊂ Rn un conjunto medible y sea f : S −→ R integrable sobre S, i.e. |f(x)| 6

M , ∀ x ∈ S, entonces

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

· · ·
∫

S

f(x)dx

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6MV (S).

En particular, si S es de contenido nulo,

∫

· · ·
∫

S

f = 0.

13Jordan medible
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Proposición 1.5.6 Si S y S′ son conjuntos medibles de Rn de modo que S ∩ S′ es de contenido nulo y

si f es integrable sobre S ∪ S′, entonces:

∫

· · ·
∫

S∪S′

f =

∫

· · ·
∫

S

f +

∫

· · ·
∫

S′

f.

Proposición 1.5.7 Sea S ⊂ Rn un conjunto medible, f, g: S −→ R funciones que son iguales salvo

en un conjuntoD ⊂ S de contenido nulo, entonces

∫

· · ·
∫

S

f =

∫

· · ·
∫

S

g.

Proposición 1.5.8 Sea S ⊂ Rn un conjunto medible, f : S −→ R una función acotada, entonces f es

integrable sobre S si y sólo si ∀ ǫ> 0 existen funciones s y t escalonadas sobre S tales que s 6 f 6 t y
∫

· · ·
∫

S

(t− s)< ǫ.

Es posible establecer una definición funciones acotadas sobre conjuntos medibles, equivalente a la dada

anteriormente, de la siguiente manera.

Definición 1.5.4 Se dice que una función acotada f sobre el conjunto medible S ⊂ Rn es integrable

si y sólo si ∀ ǫ > 0, existe una partición T de S (i.e. una familia de n-intervalos T = {R1, . . . ,Rn} de

interior no vacı́o, que intersecan S, que no se crucen y que recubren S̄) tal que ST − ST < ǫ, donde

ST =
n
∑

i=1

MiV (Ri), ST =
n
∑

i=1

miV (Ri), Mi = sup
(x,y)∈Ri∩S

f(x, y), mi = inf
(x,y)∈Ri∩S

f(x, y).

La integral de f sobre S se denota

∫

· · ·
∫

S

f .

Notemos que mi = inf
(x,y)∈Ri∩S

f(x, y) = inf
(x,y)∈Ri

f̃(x, y), Mi = sup
(x,y)∈Ri∩S

f(x, y) = sup
(x,y)∈Ri

f̃(x, y).

Al igual que el caso n = 2, se pueden definir las sumas de Riemann de f para la partición T de S, por

ST (f) = S(T , f) =
n
∑

i=1

f(ζi)V (Ri), donde ζi ∈ Ri ∩ S y la llamamos suma de Riemann de la función

f asociada a T .

De manera totalmente análoga definimos I(f) = inf
T
ST la integral superior de f sobre S y I(f) =

sup
T

ST la integral inferior de f sobre S i.e. I(f) 6 I(f).

También se puede definir la norma de la partición T por ‖T‖ = max
16i6n

d(Ri) y podemos establecer de

manera natural los siguientes resultados.

Teorema 1.5.2 Sea S ⊂ R

n medible y f : S −→ R una función acotada sobre S, las siguientes

propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable sobre S
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ii) I(f) = I(f).

iii) ∀ǫ> 0, existe una partición T de S tal que ST − ST < ǫ.

iv) ∀ǫ> 0, existe δ > 0 tal que ∀T partición con ‖T‖< δ, se tiene ST − ST < ǫ.

Corolario 1.5.2 Sea S ⊂ R

n medible, sea f : S −→ R una función acotada y sea (Tk)k∈N, una

sucesión de particiones de un conjunto de S, tal que ‖Tk‖ −→ 0, cuando k → ∞, y si alguna de las

siguientes condiciones se verifica:

i) lim
k→∞

[ STk
(f)− STk

(f) ] = 0

ii) lim
k→∞

∑

j

f(ξkj )V (Rkj ) = I (ξkj ∈ Rkj ∩ S)

iii) lim
k→∞

STk
(f) = lim

k→∞
STk

(f) = I ,

entonces la integral de f sobre S existe y es igual a I .

Inversamente, la existencia de la integral implica el cumplimiento de las condiciones i), ii) y iii). La

existencia de sólo uno de los lı́mites de iii) no implica la existencia de la integral sobre S.

Corolario 1.5.3 Sea (Tk)k∈N una sucesión de particiones del conjunto medible S ⊂ R

n, de modo

que ‖Tk‖ −→ 0, cuando k → ∞, entonces la suma de los volúmenes de los n-intervalos Rkj que tienen

intersección no vacı́a con la frontera de S, tiende a cero, cuando k → ∞.

Corolario 1.5.4 La integral de una función f acotada sobre un conjunto medible S ⊂ Rn, se puede

definir como el lı́mite lim
‖Tk‖→0

∑

j

∗f(ξkj )V (Rkj ) =

∫

· · ·
∫

S

f , para una sucesión particular de particiones

(Tk)k∈N de S, de modo que ‖Tk‖ −→ 0, cuando k → ∞, donde la suma
∑∗ sólo se extiende sobre los

Rkj de Tk que están contenidos en
◦
S i.e. no intersecan la frontera de S.

Teorema 1.5.3 Si f es una función real y continua sobre S ⊂ R

n cerrado y medible, entonces f es

integrable sobre S.

Teorema 1.5.4 Si f es una función real acotada sobre S ⊂ Rn cerrado y medible, tal que f es continua

salvo en un conjunto Γ ⊂ S de contenido nulo, entonces f es integrable sobre S.

Proposición 1.5.9 Sea S ⊂ Rn un conjunto medible y sea f : S −→ R una función continua, entonces

el gráfico Gf de f es de contenido nulo enRn+1.

Prueba Sea Gf = {(x1, . . . , xn+1)∈Rn+1/xn+1 = f(x1, . . . , xn)} ⊂ R× [−M,M ] acotado, donde

R es un n-intervalo tal que S ⊂ R y M es tal que |f(x)| 6 M , ∀x ∈ S. Se extiende f a f̃ sobre R y los
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puntos de discontinuidad de f̃ están contenidos en ∂S que es de contenido nulo.

Sea ǫ>0 y sea Q1, . . . ,Qk una familia de n-intervalos deRn tales que ∂S ⊂
k
⋃

i=1

◦
Qi y

k
∑

i=1

V (Qi)<
ǫ

4M
.

Ası́ f es continua sobre Q = R\
k
⋃

i=1

◦
Qi que es un compacto, f es uniformemente continua sobre Q

i.e. ∃ δ > 0 tal que si ‖x− y‖ < δ, x,y ∈Q =⇒ |f(x)− f(y)|< ǫ
4V (R)

.

Sea P una partición de R tal que cada Qi es la unión de n-intervalos de P con ‖P‖< δ.

Sean R1, . . . ,Rq los n-intervalos de P tales que Ri ⊂ Q y sea mi = inf
x∈Ri

f(x), Mi = sup
x∈Ri

f(x),

entonces Mi −mi <
ǫ

2V (R)
, i = 1, . . . , q.

Sea Ii = Ri × [mi,Mi ], i = 1, . . . , q, Jj = Qj × [−M,M ], j = 1, . . . , k, entonces el gráfico de f ,

Gf ⊂
q
⋃

i=1

Ii ∪
k
⋃

j=1

Jj , por lo que:

q
∑

i=1

V (Ii) +
k
∑

j=1

V (Jj) =
q
∑

i=1

(Mi −mi)V (Ri) +
k
∑

j=1

2MV (Qj)

< ǫ
2V (R)

q
∑

i=1

V (Ri) + 2M ǫ
2V (R)

6 ǫ
2
+ ǫ

2
= ǫ.

Observación Si se define Bn = {x ∈ Rn/‖x‖ 6 1} como la bola unitaria de Rn, su frontera

∂Bn = Sn−1 = {x ∈ Rn/‖x‖ = 1} es la superficie de la esfera, la cual puede verse como la unión

de los gráficos de las funciones f(x1, . . . , xn−1) = ±
√

1− x21 − · · · − x2n−1 i.e. ∂Bn es de contenido

nulo.

El teorema se puede escribir de otra manera: Sea f : S ⊂ Rn −→ R continua sobre S medible, entonces

la superficie dada por f(S) es de contenido nulo enRn+1.

Ejemplo 1.5.1 Si se considera R un n-intervalo de Rn y S una de sus caras, es proyectable uno a uno

sobre un subespacio (n − 1)-dimensional, digamos representado por xn =
n−1
∑

j=1

djxj definida sobre un

conjunto cerrado y acotado, entonces V (S) = 0. Además, dado que el n-intervalo tiene un número

finito de caras, se concluye que la superficie de R es de contenido nulo.

Teorema 1.5.5 Sea f = (f1, . . . , fn): S ⊂ Rp −→ R

n de clase C1 sobre S medible y convexo enRp,

1 6 p 6 n− 1, entonces la superficie f(S) es de contenido nulo enRn.

Prueba Sea ǫ> 0 y sea K > 0 tal que

∣

∣

∣

∣

∂fi
∂xj

(x)

∣

∣

∣

∣

<K , ∀ x ∈ S, i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , p. Para cada

par de puntos x′, x′′ ∈ S se tiene:

‖f(x′)−f(x′′)‖2 =

n
∑

i=1

|fi(x′)−f(x′′)|2 =

n
∑

i=1





p
∑

j=1

∂fi
∂xj

(x′ + θx′′)(x′i − x′′i )





2

6 C2K2‖x′−x′′‖2,
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donde 0< θ < 1 y C sólo depende de n.

Como S es acotado, S ⊂ R ⊂ Rp, p-intervalo, tomemos una partición P de R uniforme de modo que

S ⊂
q
⋃

k=1

Rk = R, Rk son cubos p-dimensionales con volumen V (Rk) = hp, 0<h<1, i.e. sup
x′,x′′∈Rk

‖x′−

x′′‖ =
√
ph. Observemos que

q
∑

k=1

V (Rk) = M = V (R), entonces
q
∑

k=1

1 = Mh−p, es decir que el

número de cubos p-dimensionales es del orden de h−p.

Sea Wk un rectángulo n-dimensional tal que {y ∈ Rn/y = f(x), x ∈ Rk ∩ S} ⊂ Wk, de modo que

d(Wk) = sup
y,y′′∈Wk

‖y′ − y′′‖ 6 CK
√
ph, entonces f(S) ⊂

q
⋃

k=1

Wk y por lo tanto:

V (f(S)) 6
q
∑

k=1

V (Wk) 6
q
∑

k=1

(

sup
y,y′′∈Wk

‖y′ − y′′‖
)n

6
q
∑

k=1

CnKn(
√
p)nhn

6CnKn(
√
p)nMhn−p = Bhn−p 6 Bh,

y si se escoge la partición P de modo que ‖P‖< ǫ
B

, entonces V (f(S)) 6 Bh < ǫ.

Corolario 1.5.5 Sea f = (f1, . . . , fn): S ⊂ R

p −→ R

n de clase C1 sobre S acotado y convexo en

R

p, entonces existe c > 0 tal que ‖f(x′)− f(x′′)‖< c‖x′ − x′′‖, ∀ x′, x′′ ∈ S.

Definición 1.5.5 Sea f : S ⊂ Rn −→ R una función, definimos de la parte positiva de f y la denotamos

f+ = max{f, 0}.

De manera similar se define la parte negativa de f y la denotamos f− = max{−f, 0}.

Observemos que f = f+− f− y que cuando f es integrable sobre un conjunto S medible, f+ y f− son

integrables sobre S y se tiene:
∫

S

f =

∫

S

f+ −
∫

S

f−.

En efecto, el resultado es cierto si f ∈ E, pues si f =
∑

i

αiIBi
, B′ =

⋃

i:αi60

Bi, B
′′ =

⋃

i:αi>0

Bi,

{Bi/i ∈ I} es una partición de S:

f+ =
∑

i:αi>0

αiIBi
+ 0IB′ , f− = −

∑

i:αi<0

αiIBi
+ 0IB′′ ,

i.e. f+, f− ∈E y

∫

S

f =

∫

S

f+ −
∫

S

f−.

Si f es integrable, para todo ǫ > 0, existen funciones s y t escalonadas sobre S, tales que s 6 f 6 t

y

∫

S

(t − s) < ǫ, con s =
∑

i∈I
αiIBi

, t =
∑

i∈I
βiIBi

, {Bi/i ∈ I} es una partición de S. Pero 0 6

s+ 6 f+ 6 t+,

∫

S

(t+ − s+) =
∑

i∈I′
(βi − αi)V (Bi) 6

∑

i∈I
(βi − αi)V (Bi) =

∫

S

(t − s) < ǫ, donde

I ′ = {i ∈ I/αi > 0} ⊂ I y porque βi − αi > 0, para todo i ∈ I , lo que indica que f+ es integrable.
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De igual manera se verifica que f− es integrable.

Ası́ tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.5.6 Sea f : S ⊂ Rn −→ R una función, donde S es medible, entonces f es integrable si y

sólo si f+ y f− es integrable y se tiene:

∫

S

f =

∫

S

f+ −
∫

S

f−.

Teorema 1.5.7 Si f es una función real acotada e integrable sobre un conjunto S = S′ ∪ S′′ ⊂ Rn,

donde S′ y S′′ son medibles, los cuales no se cruzan, entonces f es integrable sobre cada uno de los

conjuntos S′ y S′′ y se tiene:
∫

· · ·
∫

S

f =

∫

· · ·
∫

S′

f +

∫

· · ·
∫

S′′

f.

Teorema 1.5.8 Sean f y g funciones reales acotadas e integrables sobre S ⊂ R

n medible, α ∈ R,

entonces:

i) f(x)± g(x) ii) αf(x) iii) |f(x)|

iv) f(x)g(x) v) 1
f(x)

, con |f(x)|> δ > 0,

son integrables sobre S. Además:

∫

S

(f ± g) =

∫

S

f ±
∫

S

g,

∫

S

αf = α

∫

S

f .

Teorema 1.5.9 Si f , g, ϕ son funciones reales acotadas e integrables sobre S ⊂ R

n medible, que

satisfacen f(x) 6 g(x), ϕ(x) > 0, ∀ x ∈ S, entonces:

∫

S

f(x)ϕ(x)dx 6

∫

S

g(x)ϕ(x)dx.

Si a 6 f(x) 6 b, ∀ x ∈ S, entonces existe c ∈ [ a, b ] tal que:

∫

S

f(x)ϕ(x)dx = c

∫

S

ϕ(x)dx

(Teorema de valor medio para integrales múltiples).

Teorema 1.5.10 Sean S′ ⊂ Rp, S′′ ⊂ Rn−p medibles, entonces S′ × S′′, es medible en Rn y V (S′ ×
S′′) = V (S′)·V (S′′)

Prueba Sabemos que el resultado es válido si S′ y S′′ son intervalos p y n− p dimensionales.

Dado que S′ y S′′ son medibles, existen intervalos R′ y R′′ p y n − p dimensionales respectivamente,

tales que S′ ⊂ R′ ⊂ Rp, S′′ ⊂ R′′ ⊂ Rn−p, i.e. S′ × S′′ ⊂ R = R′ × R′′, rectángulo n-dimensional.



50 teor1.tex

Dado que IS′ y IS′′ son integrables, existen funciones escalonadas s′, s′′, t′, t′′ tales que 0 6 s′ 6 IS′ 6

t′, 0 6 s′′ 6 IS′′ 6 t′′, entonces 0 6 s′s′′ 6 IS′×S′′ 6 t′t′′, sobre R′ × R′′ y es claro que s′s′′ y t′t′′

son funciones escalonadas que encierran IS′×S′′ , por lo tanto:

sup
s′6I

S′

s′′6I
S′′

∫

R′×R′′

s′s′′ 6 sup
s6I

S′×S′′

∫

R′×R′′

s 6 inf
I
S′×S′′6t

∫

R′×R′′

t 6 inf
I
S′6t′

I
S′′6t′′

∫

R′×R′′

t′t′′,

donde s y t son funciones escalonadas tales que s 6 IS′×S′′ 6 t. Pero si h′ y h′′ son escalonadas,

s′s′′ =
∑

i

αiIR′
i

∑

j

βjIR′′
j

, con R′
i ⊂ R′, R′′

j ⊂ R′′ i.e.:

∫

R′×R′′

h′h′′ =
∑

i,j

αiβj

∫

R′×R′′

IR′
i
×R′′

j
=
∑

i,j

αiβjV (R′
i × R′′

j )

=
∑

i,j

αiβjV (R′
i)V (R′′

j ) =
∑

i

αiV (R′
i)
∑

j

βjV (R′′
j ) =

∫

R′

h′
∫

R′′

h′′,

con lo cual se tiene:

sup
s′6I

S′

s′′6I
S′′

∫

R′×R′′

s′s′′ = sup
s′6I

S′

∫

R′

s′ sup
s′′6I

S′′

∫

R′′

s′′ =

∫

R′

IS′

∫

R′′

IS′′ = V (S′)·V (S′′),

inf
I
S′6t′

I
S′′6t′′

∫

R′×R′′

t′t′′ = inf
I
S′6t′

∫

R′

t′ inf
I
S′′6t′′

∫

R′′

t′′ = V (S′)·V (S′′),

es decir se ha probado que I(IS′×S′′) = I(IS′×S′′) = V (S′ × S′′), por lo que S′ × S′′ es medible y

V (S′ × S′′) = V (S′)V (S′′).

Corolario 1.5.6 Sean g y h funciones integrables sobre S′ ⊂ R

p, S′′ ⊂ R

n−p conjuntos medibles

respectivamente. Sea f(x,y) = g(x)h(y) definida sobre S′ × S′′ ⊂ Rn, entonces f es integrable y se

tiene que:
∫

S′×S′′

f =

∫

S′

g

∫

S′′

h.

Prueba Primeramente demostraremos que el resultado es válido para g > 0 y h > 0. Dado que g y h

son integrables, existen funciones escalonadas s′, s′′, t′, t′′ tales que 0 6 s′ 6 g 6 t′, 0 6 s′′ 6 h 6 t′′,

entonces 0 6 s′s′′ 6 f 6 t′t′′, sobre S′ × S′′. Pero si h′ y h′′ son escalonadas,

∫

S′×S′′

h′h′′ =

∫

S′

h′
∫

S′′

h′′,

por lo tanto:

sup
s′6g
s′′6h

∫

S′×S′′

s′s′′ 6 sup
s6f

∫

S′×S′′

s = I(f) 6 I(f) = inf
f6t

∫

S′×S′′

t 6 inf
g6t′

h6t′′

∫

S′×S′′

t′t′′,



teor1.tex 51

pero

sup
s′6g
s′′6h

∫

S′×S′′

s′s′′ = sup
s′6g

∫

S′

s′ sup
s′′6h

∫

S′′

s′′ =

∫

S′

g

∫

S′′

h =

inf
g6t′

∫

S′

t′ inf
h6t′′

∫

S′′

t′′ = inf
g6t′

h6t′′

∫

S′×S′′

t′t′′,

con lo cual se concluye que f es integrable y

∫

S′×S′′

f =

∫

S′

g

∫

S′′

h.

Para el caso general, observemos que h = h+ − h−, g = g+ − g− y que f = gh es tal que f+ =

h+g+ + h−g−, f− = h+g− + h−g+.

Teorema 1.5.11 Teorema de Fubini

Sean S′ ⊂ Rp, S′′ ⊂ Rn−p conjuntos medibles y sea f : S′×S′′ ⊂ Rn −→ R una función integrable so-

bre S = S′×S′′, tal que fx(y) = f(x,y) es integrable sobre S′′. Sea F (x) =

∫

S′′

fx =

∫

S′′

f(x,y)dy,

entonces F es integrable y

∫

S′×S′′

f =

∫

S′

F =

∫

S′

(∫

S′′

f(x,y)dy

)

dx.

La expresión

∫

S′′

f(x,y)dy se entiende como la integral de Riemann de f con respecto a y para x fijo,

cuando existe y como un número entre la integral superior e inferior de f(x,y) con respecto a y ∈ S′′,

cuando la integral no existe.

La integral de F con respecto a x ∈ S′ existe en el sentido de Riemann.

Si además ∀ y ∈ S′′, fy(x) = f(x,y) es integrable sobre S′, entonces la función G(y) =

∫

S′

fy =
∫

S′

f(x,y)dx es integrable y

∫

S′×S′′

f =

∫

S′′

G =

∫

S′′

(∫

S′

f(x,y)dx

)

dy.

Demostración Sea ǫ > 0 y sean s, t funciones escalonadas sobre S′ × S′′, tales que s 6 f 6 t y
∫

S′×S′′

(t − s) < ǫ. Para cada x ∈ S, sx 6 fx 6 tx i.e. si S(x) =

∫

S′′

sx, T (x) =

∫

S′′

tx, S y

T son escalonadas sobre S′ tales que S 6 F 6 T y

∫

S′

(T − S) =

∫

S′×S′′

(t − s) < ǫ, entonces F

es integrable con

∫

S′

S 6

∫

S′

F 6

∫

S′

T , pero

∫

S′

S =

∫

S′×S′′

s 6

∫

S′

F 6

∫

S′×S′′

t =

∫

S′

T ,

∫

S′×S′′

s 6

∫

S′×S′′

f 6

∫

S′×S′′

t, i.e.

∣

∣

∣

∣

∫

S′×S′′

f −
∫

S′

F

∣

∣

∣

∣

< ǫ.

La otra desigualdad se prueba de manera similar.
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Aplicaciones del teorema de Fubini

Las siguientes aplicaciones del teorema de Fubini, son generalizaciones de los métodos de cálculo

avanzado para el cálculo de volúmenes.

Teorema 1.5.12 Principio de Cavalieri

Sea S ⊂ Rn+1 un conjunto medible, de modo que S ⊂ R × [ a, b ], donde R es un n-intervalo de Rn.

Sea St = {x ∈ Rn/(x, t) ∈ S} y supongamos que St es medible para cada t ∈ [ a, b ] y escribamos

S(t) = V (St), entonces:

V (S) =

∫ b

a

S(t) dt.

Prueba V (S) =

∫

S

1 =

∫

R×[ a,b ]

IS =

∫

[ a,b ]

(∫

R

ISt

)

=

∫ b

a

(∫

St

1

)

=

∫ b

a

S(t)dt.

Teorema 1.5.13 Sea S ⊂ Rn un conjunto medible y sean φ1, φ2 funciones continuas sobre S tales que

φ1 6 φ2, entonces C = {(x, y) ∈Rn+1/x ∈ S, φ1(x) 6 y 6 φ2(x)} es medible y si f :C −→ R es

continua, se tiene:
∫

C

f =

∫

S

(

∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y)dy

)

dx.

Prueba Como φ1 y φ2 son continuas en S, φ1(S) ∪ φ2(S) es acotado i.e. existen a, b ∈ R tales que

φ1(S) ∪ φ2(S) ⊂ [ a, b ]. Ası́, C ⊂ S× [a, b ]. Probemos que ∂C ⊂ ∂S × [ a, b ]∪Gφ1
∪ Gφ2

, donde

Gφi
= {(x, y) ∈Rn+1/y = φi(x)}, i = 1, 2. En efecto, sea (x, y) ∈ ∂C, entonces:

– si x ∈ ∂S =⇒ (x, y) ∈ ∂S× [ a, b ]

– si x /∈ ∂S, x ∈
◦
S =⇒ (x, y) ∈ Gφ1

∪ Gφ2
, pues si no y 6= φ1(x), y 6= φ2(x), i.e. x ∈ S,

φ1(x)< y < φ2(x) =⇒ (x, y) ∈
◦
C que es contradictorio.

Ası́ concluimos que ∂C es de contenido nulo, al estar contenido en la unión de tres conjuntos de con-

tenido nulo: Gφ1
, Gφ2

, ∂S× [ a, b ], pues V (∂S× [ a, b ]) = V (∂S)·(b − a) = 0.

Como C es medible y f es integrable sobre C, h = fIC es integrable y

∫

C

f =

∫

S×[ a,b ]

h =

∫

S

(

∫

[ a,b ]

hxdy

)

dx =

∫

S

(

∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y)dy

)

dx,

ya que h(x, y) = f(x, y)IC(x, y), con a 6 φ1(x) 6 φ2(x) 6 b, entonces:

hx(y) = fx(y)I[ φ1(x)6y6φ2(x) ](y),

ya que (IC)x(y) = IA(y), con A = {y ∈ [a, b ] /φ1(x) 6 y 6 φ2(x)}, que lo denotamos (IC)x(y) =

I[ φ1(x)6y6φ2(x) ](y). Ası́ tenemos:

∫

[ a,b ]

hx(y)dy =

∫ b

a

fx(y)I[ φ1(x)6y6φ2(x) ](y)dy =

∫ φ2(x)

φ1(x)

fx(y)dy,
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es decir,
∫

C

f =

∫

S

(

∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y)dy

)

dx.

Ejemplo 1.5.2 Si f es continua sobre la bola unitaria B3 ⊂ R3, entonces:

∫

B3

f =

∫

B2

(

∫

√
1−x2−y2

−
√

1−x2−y2
f(x, z)dz

)

dx.

Corolario 1.5.7 Sea f una función real continua sobre R =
n
∏

i=1

[ ai, bi ], entonces:

∫

R

f =

∫ bn

an

(

∫ bn−1

an−1

· · ·
(

∫ b1

a1

f(x1, . . . , xn)dx1

)

· · · dxn−1

)

dxn.

Teorema 1.5.14 Sean S′ ⊂ Rp, S′′ ⊂ Rn−p conjuntos medibles y sea f : S′ × S′′ ⊂ Rn −→ R una

función continua sobre S = S′ × S′′, entonces f es integrable sobre S y tenemos:

∫

S′×S′′

f(x,y)dxdy =

∫

S′

(∫

S′′

f(x,y)dy

)

dx =

∫

S′′

(∫

S′

f(x,y)dx

)

dy.

Teorema 1.5.15 Sea f(x) una función real acotada e integrable sobre el n-intervalo R, satisfaciendo

que para todo k = 1, . . . , n−1 y para todo conjunto de valores (x1, . . . , xk), la función f es integrable

sobre la proyección ∆k de R en el subespacio de puntos uk = (xk+1, . . . , xn), entonces para el n-

intervalo R se tiene:

∫

· · ·
∫

R

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn =

∫ b1

a1

(

∫ b2

a2

· · ·
(

∫ bn

an

f(x1, . . . , xn)dxn

)

· · · dx2
)

dx1,

donde las integrales del segundo término se entienden en el sentido de Riemann.

Demostración Aplicando los teoremas anteriores se obtiene:

∫

R

f(x)dx=

∫ b1

a1

(∫

∆1

f(x1,u
1)du1)

)

dx1 =

∫ b1

a1

(

∫ b2

a2

(∫

∆2

f(x1, x2,u
2)du2

)

dx2

)

dx1 =

· · ·=
∫ b1

a1

(

∫ b2

a2

· · ·
(

∫ bn

an

f(x1, x2, . . . , xn)dxn

)

· · · dx2
)

dx1.

La integral del tipo

∫ b1

a1

· · ·
∫ bn

an

f(x1, x2, . . . , xn)dxn · · · dx1 se llama integral iterada de f . En el caso

general, la reducción de una integral múltiple a una integral iterada, se tiene con el siguiente teorema.

Sea S un conjunto medible, sea w1 la proyección de S sobre el eje x1 y sea Sxo
1

la sección de S en el

plano x1 = xo1 i.e. el conjunto de puntos de la forma (xo1, x2, . . . , xn) ∈ S. En este caso w1 y Sx1
son

acotados y si S es cerrado, w1 y Sx1
son cerrados. Sin embargo debemos asegurar la integrabilidad de

f sobre w1 y Sx1
.
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Teorema 1.5.16 Si f una función real, acotada e integrable sobre S medible, de modo que f es inte-

grable sobre Sx1
, ∀ x1 ∈ w1, entonces:

∫

S

f(x)dx=

∫

· · ·
∫

S

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn

=

∫

w1

(

∫

Sx1

f(x1, . . . , xn)du
1

)

dx1.

Demostración Como S es acotado, S ⊂ ∆ = [ a1, b1 ]×∆1, ∆1 =
n
∏

i=2

[ ai, bi ]. Sea f̃ la extensión de

f sobre R, entonces:

∫

S

f(x)dx=

∫

∆

f̃(x)dx =

∫ b1

a1

(∫

∆1

f̃(x1, . . . , xn)du
1

)

dx1

=

∫

w1

(

∫

Sx1

f(x1, . . . , xn)du
1

)

dx1.

Ejemplo 1.5.3 Consideremos S un conjunto cerrado y acotado con

frontera Γ, formada por dos curvas cerradas y un punto. El conjunto

S es tal que la proyección sobre el eje x es el intervalo cerrado [ a, b ].

Toda sección Sx de S por una recta ./imagen/pag21b.texa b

S

paralela al eje y que pasa por x, es un segmento de recta o un sistema de dos segmentos de recta, o de

un segmento de recta y un punto o de un punto. Si f es continua sobre S, es integrable en S y sobre toda

sección Sx con respecto a y. Consecuentemente se obtiene:

∫∫

S

f(x, y) dx dy =

∫ b

a

(∫

Sx

f(x, y)dy

)

dx.

Observación Se puede aplicar el teorema sucesivamente de la siguiente manera:

Si definimos por w2(x1) la proyección de Sx1
, sobre el eje x2 y si Sx1xo

2
es la sección de Sx1

por el

plano x2 = xo2, entonces se tiene:

∫

S

f(x)dx =

∫

w1

(

∫

w2(x1)

(

∫

Sx1x2

f(x1, . . . , xn)du
2

)

dx2

)

dx1,

si f es integrable sobre Sx1x2
y sobre Sx1

. Procediendo de esta manera obtenemos la fórmula:

∫

S

f(x)dx =

∫

w1

(

∫

w2(x1)

(

∫

w3(x1,x2)

· · ·
(

∫

wn(x1,...,xn−1)

f(x1, . . . , xn)dxn

)

· · · dx3
)

dx2

)

dx1,

asumiendo que la integral de f ası́ como todas las integrales internas del término derecho existen.
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1.6 Cambios de variables especiales en integrales triples

En el caso tri-dimensional escribimos (x, y, z) en lugar de (x1, x2, x3), (u, v, w) en lugar de (v1, v2, v3).

La fórmula de transformación para las integrales triples toma la forma:

∫∫∫

S

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

S′

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))| det J(u, v, w)|dudvdw,

donde el Jacobiano detJ(u, v, w) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

En el espacio 3-dimensional el determinante también puede verse como un factor de ampliación de

volúmenes. En efecto, si introducimos la función r definida por la ecuación r(u, v, w) = (x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))

y los vectores:

v1 =
∂r

∂u
= (

∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u
), v2 =

∂r

∂v
= (

∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v
), v3 =

∂r

∂w
= (

∂x

∂w
,
∂y

∂w
,
∂z

∂w
).

Un 3-intervalo de dimensiones ∆u, ∆v, ∆w, de volumen ∆V en el espacio uvw, se transforma en un

sólido que es un paralelepı́pedo curvilı́neo, en el espacio xyz aproximado por los vectores v1∆u, v2∆v,

v3∆w.

v

u

w

x

y

z

v1

v2

v3

∆w

∆u
∆v

r

./imagen/truvxy.tex

Las caras que limitan este sólido son las superficies obtenidas tomando a u, v, w como constantes. El

volumen del paralelepı́pedo curvilı́neo en aproximadamente igual al valor absoluto del producto mixto

de los tres vectores que lo determinan, es decir:

|(v1∆u)·(v2∆v×v3∆w)| = |v1·v2×v3|∆u∆v∆w = | detJ(u, v, w)|∆u∆v∆w = | detJ(u, v, w)|∆V ′.

Ası́ tenemos que el volumen ∆V de S se transforma en el volumen ∆V ′ de S′ de modo que:

lim
∆V ′→0

∆V

∆V ′ = | detJ(u, v, w)|.
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1.6.1 Caso de coordenadas cilı́ndricas

Consideremos las variables r, θ, z en vez de u, v, w y definimos la aplicación mediante las ecuaciones

x = r cos θ, y = r sen θ, z = z.

Observemos que reemplazamos x, y por sus coordenadas polares y no cambiamos z. Para obtener una

aplicación biyectiva debemos tener r > 0 y limitar θ a un intervalo de la forma θo 6 θ < θo + 2π. El

gráfico adjunto muestra un paralelepı́pedo del espacio rθz. El jacobiano de la transformación es:

θ

r

z

y

x

z

θ ∆θ

x = r cos θ

y = r sen θ

z = z

z = cte

r = cte

θ = cte

./imagen/trrzxy.tex

detJ(r, θ, z) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cos θ −r sen θ 0

sen θ r cos θ 0

0 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= r

./imagen/dtcp1.tex

O y

x

z

M(r, θ, z)

z

rθ

b

y la fórmula se escribe:

∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

V ′

f(r cos θ, r sen θ, z)rdrdθdz.

El Jacobiano se anula en r = 0, pero esto no afecta la validez de la fórmula de la transformación, porque

el conjunto de los puntos con r = 0, es de contenido nulo.

Ejemplo 1.6.1 Calcular la masa m de una semiesfera de radio a centrada en el origen, si la densidad ρ

del material es proporcional a la distancia entre el punto y la base, o sea ρ(x, y, z) = kz.

La ecuación de la semiesfera superior es z =
√

a2 − x2 − y2 y en coordenadas cilı́ndricas es z =
√
a2 − r2, 0 6 r 6 a, 0 6 θ 6 2π, por lo que:
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m=

∫∫∫

V

kz rdrdθdz =

∫ 2π

0

[
∫ a

0

(
∫

√
a2−r2

0

kzdz
)

rdr
]

dθ

=

∫ 2π

0

(
∫ a

0

1
2
kz2
∣

∣

∣

√
a2−r2

0
rdr
)

dθ

=

∫ 2π

0

(
∫ a

0

1
2
k(a2 − r2)rdr

)

dθ

= k
2

∫ 2π

0

[

a4

2
− a4

4

]

dθ = 1
4
kπa4.

./imagen/sesfe.tex

a y

x

z

a

a

1.6.2 Caso de coordenadas esféricas

En el caso de coordenadas esféricas, la posición de un punto (x, y, z) en el espacio está determinada por

los números r, θ, ϕ, donde r es la distancia del punto al origen, θ mide el ángulo que forma la proyección

del punto sobre el plano xy que forma con el eje x (longitud), en ángulo ϕ que forma el punto sobre el

plano xy (latitud).

Para obtener una aplicación biyectiva, tomamos r > 0, 0 6 θ < 2π, −π
2 6 ϕ < π

2 . Las superficies

r = constante son esferas concéntricas de centro en el origen, las superficies θ = constante son planos

paralelos que pasan por el eje x y las superficies ϕ = constante son conos circulares cuyo eje es el eje

z. De esta forma el 3-intervalo en r, θ, ϕ se transforma en el sólido que se ve en la figura adjunta.

z

r

θ

x = r cosϕ cos θ

y = r cosϕ sen θ

z = r sen ϕ

x

z

r

r cosϕ

θ = cte

y

r
se
n
ϕ

ϕ = cte

r = cte

θ

ϕ

r

x

M(r, θ, ϕ)

y

z

θ

ϕ

b

El Jacobiano de la transformación es:

detJ(r, θ, ϕ) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

cosϕ cos θ −r cosϕ sen θ −r sen ϕ cos θ

cosϕ sen θ r cosϕ cos θ −r sen ϕ sen θ

sen ϕ 0 r cosϕ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= r2 cosϕ.

En estas condiciones tenemos la igualdad:
∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz =

∫∫∫

V ′

F (r, θ, ϕ)r2| cosϕ|drdθdϕ,

donde F (r, θ, ϕ) = f(r cos θ cosϕ, r sen θ cosϕ, r sen ϕ) y la función f es acotada e integrable sobre

V .
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Algunos autores consideran el ángulo ϕ medido desde el eje z,

en vez de medirlo desde el plano z = 0 (latitud). En este caso

se tiene que x = r sen ϕ cos θ, y = r sen ϕ sen θ, x = r cosϕ,

r > 0, 0 6 θ < 2π, 0 6 ϕ 6 π:

detJ = −r2 sen ϕ. ./imagen/dtcp3.tex

r
x

M(r, ϕ, θ)

y

z

θ

ϕ

b

Observemos que esta segunda fórmula del Jacobiano está acorde con el hecho que, al medir de esta

manera ϕ tenemos en realidad π
2 − ϕ en la primera fórmula del Jacobiano, es decir cos(π2 − ϕ) =

− sen ϕ.

1.6.3 Momento de inercia. Coordenadas del centro de gravedad

Definición 1.6.1 El momento de inercia de un cuerpo V , de densidad ρ(x, y, z) en el punto (x, y, z)∈
V , respecto a los ejes x, y, z están dados respectivamente por:

Ixx =

∫∫∫

V

(y2 + z2)ρ(x, y, z)dxdydz,

Iyy =

∫∫∫

V

(x2 + z2)ρ(x, y, z)dxdydz,

Izz =

∫∫∫

V

(x2 + y2)ρ(x, y, z)dxdydz.

Definición 1.6.2 Las coordenadas del centro del gravedad de un cuerpo V , de densidad ρ(x, y, z) en

(x, y, z) ∈ V , se expresa por las fórmulas:

x̄ = 1
m

∫∫∫

V

xρ(x, y, z)dxdydz,

ȳ = 1
m

∫∫∫

V

yρ(x, y, z)dxdydz,

z̄ = 1
m

∫∫∫

V

zρ(x, y, z)dxdydz,

donde m =

∫∫∫

V

ρ(x, y, z)dxdydz es la masa del volumen V .
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Ejemplo 1.6.2 Calcular el momento de un cilindro recto circular

de radio a y altura 2h respecto al diámetro de su sección media, si

la densidad es constante e igual a ρo.

Tomemos el eje z como eje del cilindro y el origen en el centro

de simetrı́a. Ası́ tenemos el problema de calcular el momento del

cilindro, respecto al eje x: ./imagen/cilin.tex

y

z

a

x
a

h

b

b

b

Ixx =

∫∫∫

V

(y2 + z2)ρodxdydz = ρo

∫ 2π

0

(

∫ a

0

(

∫ h

−h
(z2 + r2 sen 2 θ)dz

)

rdr

)

dθ

= ρo

∫ 2π

0

(∫ a

0

[

2
3
h3 + 2hr2 sen 2 θ

]

rdr

)

dθ = ρo

∫ 2π

0

(

1
3
h3a3 + 1

2
ha4 sen 2 θ

)

dθ

= ρo

[

2
3
h3a2π + 1

2
ha4π

]

= πρoha
2
[

2
3
h2 + 1

2
a2
]

.

Ejemplo 1.6.3 Calcular las coordenadas de centro de gravedad de la mitad superior de una esfera de

radio a, con centro en el origen de coordenadas y densidad constante ρo.

La mitad superior de la esfera está dada por z =
√

a2 − x2 − y2. Por razones de simetrı́a y dado que ρ = ρo,

se tiene x̄ = ȳ = 0.

Además, m =

∫∫∫

V

ρodxdydz =
2

3
ρoπa

3 y ./imagen/sesfe.tex

a y

x

z

a

a

∫∫∫

V

zρodxdydz =

∫ 2π

0

∫ π
2

0

∫ a

0

ρor
3 cosψ sen ψdrdψdθ = 2πρo

a4

4
· 1
2
=

1

4
ρoπa

4,

i.e. z̄ = 3
8
a.

1.7 Cambio de variable en integración múltiple – Caso general

El problema básico es el siguiente: Dada T :Rn −→ R

n una aplicación de clase C1 y C1 invertible en

algún vecindarioU del conjunto medible S ⊂ Rn, en el cual T es biyectiva sobreU y T−1:T (U) −→ U

es también de clase C1.

Si f :T (S) −→ R es una función integrable, deseamos transformar la integral

∫

T (S)

f(x)dx en una

integral sobre S.

La idea fundamental de este criterio es la aproximación local de la transformación T por su diferencial
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dT .

Primeramente vamos a estudiar el comportamiento de los volúmenes bajo transformaciones lineales.

Sea T :Rn −→ R

n y sea S ⊂ R

n medible, queremos determinar la relación entre V (S) y V (T (S))

(T (S) es claramente medible).

Es claro que se tiene que T (x) = Bx, donde B es la matriz n × n asociada a la base canónica y

escribimos detT = detB = |B|.

Teorema 1.7.1 Sea T :Rn −→ R

n una aplicación lineal, S ⊂ R

n medible i.e. T (S) es medible,

entonces V (T (S)) = | det T |V (S).

Demostración Si det T = 0, las columnas de la matriz asociada a T son linealmente dependientes,

entonces T (S) es un subconjunto en un subespacio propio deRn i.e. V (T (S)) = 0, por ser un conjunto

de medida cero y claramente se da la fórmula.

Si detT 6= 0, la matrizB asociada a T se puede escribir como el producto de k matricesB = B1 · · ·Bk,

donde cada Bi es de la forma:









1 0. . .
a . . .

0 1









(1) o de la forma











1 0. . .
1 · · · 1 · · · 0. . .

1 . . .
0 1











(2)

donde en las matrices de tipo (1) todo elemento diagonal salvo uno es igual a 1 y en las matrices de tipo

(2) hay un único elemento no diagonal. Ası́ T = T1 ◦ · · · ◦ Tk, donde Ti es la transformación lineal

asociada a Bi.

Si Bi es de la forma (2), entonces T1(x1, . . . , xn) = (x1, xp−1, axp, xp+1, . . . , xn) y tenemos que si R

es un n-intervalo, Ti(R) es un n-intervalo y se tiene V (Ti(R)) = |a|V (R).

De este modo, si S es medible, Ti(S) es medible y se tiene que V (Ti(S)) = |a|V (S) = | detTi|V (S).

Si Bi es de la forma (2), consideremos el caso en que el elemento no diagonal es de la forma Ai =










1 1 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 1











i.e. Ti(x1, . . . , xn) = (x1 + x2, x2, . . . , xn).
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x2

x1

Ti

(a1, a2) (b1, a2)

(b1, b2)(a1, b2)

(a1 + a2, a2) (b1 + a2, b2)

(b1 + b2, b2)(a1 + b2, b2)

a1 b1

a2

b2

Verifiquemos que Ti preserva el volúmen de un n-intervalo I = [a,b ] =
n
∏

i=1

[ ai, bi ].

Si escribimos R = R′ × R′′, con R′ ⊂ R2, R′′ ⊂ R

n−2, entonces Ti(R) = R∗ × R′′, donde R∗ es un

paralelogramo enR2 (ver gráfico adjunto)*.

Claramente V (R∗) = V (R′), por lo que:

V (Ti(R)) =

∫

Ti(R)

dx =

∫

R∗×R′′

dudv =

∫

R∗

du

∫

R′′

dv = V (R∗)V (R′′)

= V (R′)V (R′′) =

∫

R′

du

∫

R′′

dv =

∫

R′×R′′

dudv =

∫

R

dx = V (R),

donde u es un vector enR2 y v es un vector enRn−2. Ası́, si S es medible, Ti(S) es medible y se tiene

que:

V (Ti(S)) = V (S).

En efecto, dado ǫ> 0, existen R1, . . . ,Rp y J1, . . . , Jq , n-intervalos deRn que no se cruzan tales que:

p
⋃

j=1

Rj ⊂ S ⊂
q
⋃

j=1

Jj

y donde
p
∑

j=1

V (Rj)> V (S) − ǫ,
q
∑

j=1

V (Jj)< V (S) + ǫ.

Como los Ti preservan el volumen de los n-intervalos tenemos:

p
⋃

j=1

Ti(Rj) ⊂ Ti(S) ⊂
q
⋃

j=1

Ti(Jj)

y
p
∑

j=1

V (Ti(Rj))> V (S)− ǫ,

q
∑

j=1

V (Ti(Jj))< V (S) + ǫ,

lo que prueba que Ti(S) es medible y V (Ti(S)) = V (S).

Corolario 1.7.1 Si S ⊂ R

n es medible y T :Rn −→ R

n es un movimiento rı́gido (traslación y una

rotación), T (S) es medible y V (T (S)) = V (S).
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Prueba Tenemos que T = τa ◦P , donde τa es la traslación por a: τa(x) = a+ x y P es una transfor-

mación ortogonal, i.e. detP = 1.

Ası́ tenemos que T (S) es medible y V (T (S)) = V (S).

Hasta ahora hemos visto los efectos que tienen las transformaciones lineales en los volúmenes de re-

giones medibles.

Un ingrediente clave para la derivación de la fórmula de cambio de variable, es el hecho que si T es una

transformación deRn enRn de clase C1, tal que el diferencial en dT0 = I , entonces en un vencindario

de 0, T difiere muy poco de la transformación identidad y en particular los volúmenes de los conjuntos

en el vecindario de 0 no varı́an significativamente, es decir que si Cr es el cubo centrado en el origen,

con un vértice en (r, r, . . . , r) (cubo de centro 0 y radio r) y si el diferencial dTx difiere en norma muy

poco de la identidad, ∀x ∈ Cr , entonces la imagen T (Cr) contiene un cubo ligeramente menor que Cr

y está contenido en un cubo ligeramente mayor que Cr.

Lema 1.7.1 Sea U ⊂ R

n un abierto conteniendo a Cr y sea T :U −→ R

n de clase C1 tal que

T (0) = 0 y dT0 = I . Supongamos que existe ǫ ∈ ] 0, 1 [ tal que ‖dTx − I‖ 6 ǫ, ∀x ∈ Cr entonces:

C(1−ǫ)r ⊂ T (Cr) ⊂ C(1+ε)r.

Prueba Observamos que ‖T (x + h) − T (x)‖∞ 6 ‖h‖∞max
x∈L

‖dTx‖∞, donde L es el segmento

x ; x+ h.

En efecto sea γ: [ 0, 1 ] −→ R

n, γ(t) = T (x+ th), γi(t) = T i(x+ th) es la aplicación coordenada de

T , entonces γ′i(t) = dT ix+h(h), por lo que para algún k:

‖T (x+ h)− T (x)‖∞ = |T k(x+ h)− T k(x)| = |γk(1)− γk(0)| =
∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

γ′k(t)dt

∣

∣

∣

∣

6

∫ 1

0

|γ′k(t)|dt =
∫ 1

0

|dT kx+th(h)|dt 6 max
06t61

|dT kx+th(h)|

6 ‖h‖∞ max
06t61

‖dTx+th(h)‖∞ = ‖h‖∞max
x∈L

‖dTx‖∞.

Ası́ tenemos que si g es una aplicación lineal:

‖T (x)− T (y)− g(x− y)‖∞ 6 ‖x− y‖∞ max
x∈L

‖dTx − g‖∞

y si g = I se cumple que:

‖T (x)− T (y)− (x− y)‖∞ 6 ǫ‖x− y‖∞,

o sea

(1− ǫ)‖x− y‖∞ 6 ‖T (x)− T (y)‖∞ 6 (1 + ǫ)‖x− y‖∞.
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Observemos que la desigualdad de la siguiente prueba que T es inyectiva en Cr y si hacemos y = 0 se

cumple que:

‖T (x)‖∞ 6 (1 + ǫ)‖x‖∞, ∀ x ∈ Cr,

es decir:

T (Cr) ⊂ C(1+ǫ)r

Queda por probar que C(1−ǫ)r ⊂ T (Cr).

Sea y∈C(1−ǫ)r , ϕ:Rn −→ R

n definida por ϕ(x) = x−T (x)+y, vamos a probar que ϕ es contractiva

sobre Cr y el único punto fijo será un elemento x ∈Cr tal que T (x) = y.

Veamos que ϕ(Cr) ⊂ Cr. En efecto si x ∈Cr:

‖ϕ(x)‖∞ 6 ‖T (x)− x‖∞ + ‖y‖∞ = ‖T (x)− T (0)− dT0(x− 0)‖∞ + ‖y‖∞

6 ‖y‖∞ + ‖x‖∞ max
x∈Cr

‖dTx − dT0‖ 6 (1 − ǫ)r + rǫ = r,

es decir si x ∈ Cr =⇒ ϕ(x) ∈ Cr.

Si y ∈
◦
C(1−ǫ)r, entonces ‖ϕ(x)‖∞ < r i.e. ϕ(x) ∈

◦
Cr.

Para ver que ϕ:Cr −→ Cr es una contracción, notemos que:

‖ϕ(x)− ϕ(0)‖∞ = ‖T (x)− T (y)− (x− y)‖∞ 6 ǫ‖x− y‖∞,

o sea ϕ es una contracción ǫ < 1, por lo que el único punto fijo x es tal que ϕ(x) = x, i.e. T (x) = y.

Ası́ hemos probado que si y ∈ C(1−ǫ)r, y = T (x), con x ∈Cr , es decir C(1−ǫ)r ⊂ T (Cr).

Teorema 1.7.2 Sea R un n-intervalo centrado en a ∈ Rn y sea T :U −→ R

n de clase C1 invertible

en el abierto U conteniendo a R, si existe 0< ǫ< 1, tal que ‖dT−1
a ◦ dTx − I‖< ǫ, ∀ x ∈ R, entonces

T (R) es medible de modo que:

(1 − ǫ)n| detJT (a)|V (R) 6 V (T (R)) 6 (1 + ǫ)n| detJT (a)|V (R).

Demostración Es obvio que T (R) es medible. Nos queda por verificar la desigualdad.

Es claro que si R es un n-cubo de centro a y de radio r, τa(Cr) = R, donde Cr es el n-cubo centrado

en 0 de radio r y τa(x) = a+ x.

Sea b = T (a), entonces si F = dT−1
a ◦ τ−1

b ◦ T ◦ τa se tiene:

dFx = dT−1
a ◦ dτ−1

b ◦ dT ◦ dτa(x) = dT−1
a ◦ dTτa(x), ∀x ∈ Cr,
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pues el diferencial de una traslación es la identidad y el diferencial de una transformación lineal es ella

misma. Ası́ tenemos que ‖dFx − I‖< ǫ, ∀x ∈ Cr, por lo que C(1−ǫ)r ⊂ T (Cr) ⊂ C(1+ǫ)r, es decir:

(1− ǫ)nV (Cr) 6 V (T (Cr)) 6 (1 + ǫ)nV (Cr). (1)

Como dTa(T (Cr)) = τ−1
b (T (R)), por el teorema ?? se tiene:

V (T (R)) = | det(dTa)|V (T (Cr)) = | detJT (a)|V (T (Cr)).

Además, como V (R) = V (Cr), multiplicando (1) por | detJT (a)| obtenemos el resultado cuando R es

un n-cubo.

Si R es un n-intervalo, consideremos ρ:Rn −→ R

n la aplicación lineal tal que τa◦ρ(C1) = R, entonces

V (R) = | det ρ|V (C1).

Sea S = T ◦ τa ◦ ρ, entonces:

dS−1
0

◦ dSx = (dTa ◦ ρ)−1 ◦ (dTy ◦ ρ) = ρ−1 ◦ dT−1
a ◦ dTy ◦ ρ,

con y = Ta(x) ∈ R. Ası́ tenemos:

‖dS−1
0

◦ dSx − I‖ 6 ‖ρ‖−1‖dT−1
a ◦ dTy − I‖ ‖ρ‖ 6 ǫ,

pues y ∈ R. De esta manera S:C1 −→ R satisface la hipótesis del teorema cuando C1 es un n-cubo y

tenemos:

(1 − ǫ)n| detJS(0)|V (C1) 6 V (S(C1)) 6 (1 + ǫ)n| detJS(0)|V (C1),

pero como S(C1) = T (R) y | detJS(0)|V (C1) = | det JT (a)| | det ρ|V (C1) = | detJT (a)|V (R)

tenemos el resultado.

Proposición 1.7.1 i) Sea S ⊂ Rn de medida cero y sea T :Rn −→ R

n de clase C1, entonces T (S) es

de medida cero.

ii) Si S ⊂ Rn es medible y sea T :Rn −→ R

n una aplicación de clase C1 que es C1-invertible en el

interior de S, entonces T (S) es medible.

Prueba Como T es de clase C1 tenemos que ∃c > 0 tal que ‖T (x)− T (y)‖ 6 c‖x− y‖, ∀x, y ∈ S.

i) Sea (Rk)k=1,...,s un recubrimiento uniforme de S (i.e. cada Rk es un cubo de lado h, V (Rk) = hn),

de modo que S ⊂
s
⋃

k=1

Rk,
s
∑

k=1

V (Rk) 6
ǫ

cnn
1
2
n

i.e.
s
∑

k=1

1 6 ǫh−n

cnn
1
2
n

.
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Sea Wk un n-intervalo tal que T (Rk) ⊂Wk, d(Wk) = sup
y,y′∈Wk

‖y′ − y′′‖ 6 c
√
nh, entonces T (S) ⊂

s
⋃

k=1

Wk y por lo tanto:

V (T (S)) 6

s
∑

k=1

V (Wk) 6

s
∑

k=1

cnn
1
2
nhn 6 cnn

1
2
nhn

ǫh−n

cnn
1
2
n
= ǫ

i.e. T (S) es de medida cero.

ii) Probemos primeramente que ∂T−1(B) ⊂ T−1(∂B), si T es continua.

En efecto, sea x ∈ ∂T−1(B) = T−1(B)∩ Rn\T−1(B).

Como T es continua en x, dado un ǫ> 0, existe δ > 0 tal que si ‖x− y‖< δ =⇒ ‖T (x)− T (y)‖< ǫ.

Dado que x∈ T−1(B), ∀ ρ > 0, B(x, ρ) ∩ T−1(B) 6= O/ y si y∈B(x, ρ) ∩ T−1(B) =⇒ ‖x− y‖< ρ,

y ∈ T−1(B) =⇒ ‖T (x) − T (y)‖ < ǫ, T (y) ∈ B =⇒ B ∩ B(T (x), ǫ) 6= O/ =⇒ T (x) ∈ B̄ o sea

x ∈ T−1(B̄).

Similarmente,B(x, ρ)∩(Rn\T−1(B)) 6= O/ , ∀ ρ>0, i.e. si y∈B(x, ρ)∩Rn\T−1(B) =⇒ ‖x−y‖<ρ,

y /∈ T−1(B) =⇒ ‖T (x) − T (y)‖ < ǫ, T (y) /∈ B i.e. T (y) ∈Rn\B =⇒ B(T (x), ǫ) ∩ (Rn\B) 6=
O/ =⇒ T (x) ∈ Rn\B, o sea x ∈ T−1(Rn\B).

Ası́ x ∈ T−1(B̄) ∩ T−1(Rn\B) = T−1(B̄ ∩ Rn\B) = T−1(∂B).

Sea S medible y T ∈ C1-invertible sobre
◦
S, entonces T−1 existe y es continua. Usando T−1 en vez de

T en el resultado anterior tenemos que:

∂T (S) ⊂ T (∂S),

ya que si T es continua sobre
◦
S que es acotado, también en uniformemente continua sobre sobre

◦
S̄ y se

extiende a S con continuidad i.e. es continua sobre S.

Ası́ tenemos que si S es medible, ∂S es de contenido nulo, T (∂S) es de contenido nulo, por lo que

∂T (S) es de contenido nulo, es decir T (S) es medible.

Teorema 1.7.3 Teorema de cambio de variable

Sea R un n-intervalo de Rn y sea la aplicación T :Rn −→ R

n de clase C1-invertible en un abierto

conteniendo a R i.e. T :R −→ T (R) es biyectiva de clase C1. Si f :T (R) −→ R es una aplicación

integrable sobre T (R) y f ◦ T es integrable sobre R tenemos:

∫

T (R)

f =

∫

R

f ◦ T | detJT |.
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Es útil usar la notación siguiente: si y = T (x) la igualdad anterior se puede escribir:

∫

T (R)

f(y)dy =

∫

R

f ◦ T (x)| detJT (x)|dx.

Demostración Sea ǫ>0 y sea P = {R1, . . . ,Rk} una partición de R, sea S = {a1, . . . ,ak} el conjunto

de puntos que son los centros de los n-intervalos de P, entonces por el teorema ??, página ??, existe

δ1 > 0 tal que:
∣

∣

∣

∣

Sk −
∫

R

f ◦ T | detJT |
∣

∣

∣

∣

<
ǫ

2
,

si ‖P‖< δ1 y donde Sk denota la suma de Riemann
k
∑

i=1

f(T (ai))| detJT (ai)|V (Ri).

Sean A> 0, M > 0 tales que | detJT (x)|<A, |f(T (x))|<M , ∀x ∈ R, ya que detJT (x) es continua

y f ◦ T es integrable i.e. acotada sobre R.

Sea mi = inf
x∈Ri

f(T (x)), Mi = sup
x∈Ri

f(T (x)), entonces:

a′ =
k
∑

i=1

miαiV (Ri) 6 Sk 6

k
∑

i=1

MiαiV (Ri) = b′,

donde αi = | detJT (ai)|. Además ∃δ2 > 0 tal que si ‖P‖< δ2,

k
∑

i=1

(Mi −mi)V (Ri) 6
ǫ

8A
,

puesto que f ◦T es integrable y podemos hacer que cualquiera dos sumas de Riemann tengan diferentes

menos o igual a ǫ
8A

. Basta con que cada suma difiere de

∫

R

f ◦ T a lo sumo en ǫ
16A

.

Ası́ tenemos que:

b′ − a′ =
k
∑

i=1

(Mi −mi)αiV (Ri) 6
ǫ

8
,

pues αi <A. Por otro lado:
∫

T (R)

f =

k
∑

i=1

∫

T (Ri)

f,

por lo que:

a′′ =
k
∑

i=1

miV (T (Ri)) 6

∫

T (R)

f 6

k
∑

i=1

MiV (T (Ri)) = b′′.

Nuestro interés es el de valorar a′′ − a′ y b′′ − b′, con el objeto de aplicar el teorema ?? y ası́ verificar

el resultado.

Sea 0< ρ < 1 tal que (1 + ρ)n − (1− ρ)n < ǫ
8AMV (R)

.
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Como T es de clase C1-invertible en R, podemos obtener una cota superior a B para la norma ‖dT−1
x ‖,

si x ∈ R. Además, por la continuidad uniforme de dT sobre R, ∃δ3 > 0 tal que ∀x ∈ R, ∀a ∈ R, si

‖x − a‖ < δ3 se tiene ‖dTx − dTa‖ < ǫ
B

. En particular, se tiene que ‖P‖ < δ3, ‖dTx − dTai
‖ < ǫ

B
,

∀x ∈ Ri, ∀i = 1, . . . , k, por lo que:

‖dT−1
ai

◦ dTx − I‖ 6 ‖dT−1
ai

‖ ‖dTx − dTai
‖<B· ǫ

B
= ǫ,

para todo x ∈ Ri, ∀i = 1, . . . , k. Aplicando el teorema ?? se tiene que:

(1− ρ)nαiV (Ri) 6 V (T (Ri)) 6 (1 + ρ)nαiV (Ri)

y como

(1− ρ)nαiV (Ri) 6 αiV (T (Ri)) 6 (1 + ρ)nαiV (Ri)

se cumple que:

|V (T (Ri))− αiV (Ri)| 6 [(1 + ρ)n − (1 − ρ)n ]αiV (Ri),

si ‖P‖< δ3.

Tomando δ = min{δ1, δ2, δ3}, entonces si ‖P‖< δ:

|b′′ − b′|6
k
∑

i=1

|Mi| |V (T (Ri))− αiV (Ri)|

6M [(1 + ρ)n − (1− ρ)n ]
n
∑

i=1

αiV (Ri)

6M ǫ
8AMV (R)

A
n
∑

i=1

V (Ri) =
ǫ
8
.

De manera similar se prueba que |a′′ − a′| 6 ǫ
8

, por lo que si ‖P‖< δ:

∣

∣

∣

∣

∣

Sk −
∫

T (R)

f

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

Sk − a′ + a′ − b′ + b′ − b′′ + b′′ −
∫

T (R)

f

∣

∣

∣

∣

∣

6 |Sk − a′|+ |a′ − b′|+ |b′ − b′′|+
∣

∣

∣

∣

∣

b′′ −
∫

T (R)

f

∣

∣

∣

∣

∣

6 ǫ
8
+ ǫ

8
+ ǫ

8
+ ǫ

8
= ǫ

2
,

con lo cual obtenemos:
∣

∣

∣

∣

∣

∫

T (R)

f −
∫

R

f ◦ T | detJT |
∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣

∣

∣

∫

T (R)

f − Sk

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

Sk −
∫

R

f ◦ T | detJT |
∣

∣

∣

∣

6
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ

y se concluye que:
∫

T (R)

f =

∫

R

f ◦ T | detJT |.
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Teorema 1.7.4 Sea R un n-intervalo deRn y sea T :Rn −→ R

n una aplicación de claseC1-invertible

en el interior de R, entonces si f es integrable sobre T (R) y f ◦ T es integrable sobre R:

∫

T (R)

f =

∫

R

f ◦ T | detJT |.

Demostración Sea R∗ un n-intervalo en el interior de R y sea K = R\R∗, entonces:

∫

T (R∗)

f =

∫

R∗

f ◦ T | detJT |,

pero
∫

T (R)

f =

∫

T (R∗)

f +

∫

T (K)

f

y
∫

R

f ◦ T | detJT | =
∫

R∗

f ◦ T | detJT |+
∫

K

f ◦ T | detJT |.

Como las integrales de K y T (K) se pueden hacer todo lo pequeño que deseamos, desde que el volumen

de K i.e. el volumen de f(K) se puede hacer suficientemente pequeño.

El resultado anterior se puede extender al caso en que S es medible.

Teorema 1.7.5 Sea S un conjunto medible de Rn y sea T :Rn −→ R

n una aplicación de clase C1-

invertible en el interior de S, entonces si f es integrable sobre T (S) y f ◦ T es integrable sobre S se

tiene:
∫

T (S)

f =

∫

S

f ◦ T | detJT |.

1.8 Consecuencias de la extensión del concepto de volumen

El concepto de volumen se extiende de manera natural a la clase de conjuntos, que llamados conjuntos

medibles14 del espacioRn, de modo que si S es medible, su volumen es igual a la integraln-dimensional

de la función f(x) = 1, si x ∈ S, es decir:

V (S) =

∫

· · ·
∫

S

dx1 · · · dxn =

∫

S

dx.

En esta sección no analizaremos los conjuntos de Rn, para los cuales existe el volumen, sino que nos

limitaremos a calcular algunos volúmenes e integrales sobre conjuntos n-dimensionales que presentan

algún interés para nosotros.

Como es natural:

V (R) =

∫ b1

a1

· · ·
∫ bn

an

dxn · · · dx1 =

∫ b1

a1

dx1 · · ·
∫ bn

an

dxn =

n
∏

i=1

(bi − ai).

14Jordan medibles
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Por ejemplo, nos podrı́amos interesar en calcular el volumen de una esfera n-dimensional de radio a.

En este caso Sn(a) = {(x1, . . . xn) ∈Rn/x21 + · · ·+ x2n 6 a2} y el volumen:

V (Sn(a)) =

∫

· · ·
∫

Sn(a)

dx1 · · · dxn =
πn/2

Γ(12n+ 1)
an.

En efecto, sea x = au, entonces:

V (Sn(a)) =

∫

· · ·
∫

Sn(a)

dx1 · · · dxn = an
∫

· · ·
∫

Sn(1)

du1 · · · dun = anV (Sn(1)).

Observamos que u21 + · · ·+ u2n 6 1 ⇐⇒ u23 + · · ·+ u2n 6 1− u21 − u22, por lo que V (Sn(1)) se integra

en relación a u3, . . . , un para el dominio referido por u23 + · · · + u2n 6 1 − u21 − u22 y el resultado se

integra en el cı́rculo u21 + u22 6 1.

Notemos que el resultado de la integral primera es el volumen de unan−2 esfera de radio
√

1− u21 − u22,

o sea:

∫∫

u1
1
+u2

2
61







∫

· · ·
∫

u2
3
+···+u2

n61−u2
1
−u2

2

du3 · · · dun





 du1du2 =

∫∫

u2
1
+u2

2
61

V
(

Sn−2

(

√

1− u21 − u22
))

du1du2 =

∫∫

u2
1
+u2

2
61

V (Sn−2(1))(1 − u21 − u22)
n−2

2 du1du2 = V (Sn−2(1))

∫∫

u2
1
+u2

2
61

(1− u21 − u22)
n−2
2 du1du2.

Usando coordenadas polares tenemos:

V (Sn(1)) = V (Sn−2(1))

∫ 2π

0

∫ 1

0

(1 − r2)
n−2
2 rdrdθ = V (Sn−2(1))

2π

n
.

Recordemos que V (S1(1)) = 2, es la longitud del intervalo [−1, 1 ], V (S2(1)) = π es el área de un

cı́rculo de radio 1 y se encuentra fácilmente que V (S2p(1))=
πp

p! , V (S2p+1(1))=
22p+1p!
(2p+ 1)!

πp, por lo

que si se define wn = πn/2

Γ(12n+ 1)
, entonces:

w2p = V (S2p(1)) y w2p+1 = V (S2p+1(1)),

donde Γ es la función Gama de Euler, Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt, con la propiedad Γ(x + 1) = xΓ(x),

Γ(12 ) =
√
π.

Se concluye que V (Sn(1)) = wn.

1.9 Integrales impropias dependiendo de un parámetro

Recordemos las condiciones en que se puede derivar bajo el signo de integral.
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Teorema 1.9.1 Sea f :R× [a, b ] −→ R una función tal que:

• ∀ t ∈ [ a, b ], x 7−→ f(x, t) es integrable sobreR, F (t) =

∫ ∞

−∞
f(x, t)dx.

• ∀x ∈R, t 7−→ ∂f
∂t

(x, t) es continua en [ a, b ].

• ∀ t ∈ [ a, b ], x 7−→ ∂f
∂t

(x, t) es integrable sobre R y existe g(x) > 0 integrable sobre R tal que
∣

∣

∣

∣

∂f
∂t

(x, t)

∣

∣

∣

∣

6 g(x), entonces la función F ′(t) = d
dt

∫ +∞

−∞
f(x, t)dx =

∫ +∞

−∞

∂f
∂t

(x, t)dx.

Ejemplo 1.9.1 Usando la derivación con respecto a un parámetro, calcular la integral

∫ ∞

0

e−αx
2 − e−βx

2

x dx,

α > 0, β > 0.

Sea F (α, β) =

∫ ∞

0

e−αx
2 − e−βx

2

x dx, verifiquemos que se cumplen las hipótesis del teorema, tomando

a α primeramente como parámetro.

Sea f(α, x) = e−αx
2 − e−βx

2

x , β fijo, ∀α ∈ [ a, b ] ⊂ R

∗
+ es integrable en R+, pues en x = 0, la

continuidad de f se puede establecer tomando f(α, 0) = 0.

Además ∀x ∈ R+, α 7−→ ∂f
∂α

= −x
2e−αx

2

x = −xe−αx2

es continua en [ a, b ] y la función x 7−→
∂f
∂α

= −xe−αx2

es integrable enR+. Ası́, si tomamos g(x) = xe−ax
2

es tal que

∣

∣

∣

∣

∂f
∂α

(x, α)

∣

∣

∣

∣

6 g(x) y

g(x) es integrable enR, por lo que:

∂F

∂α
(α, β) =

∫ ∞

0

−xe−αx2

dx = − 1

2α
e−αx

2

∣

∣

∣

∣

∞

0

=
1

2α
,

de modo que F (α, β) = 1
2 lnα + c(β). Si tomamos α = β, entonces F (β, β) = 0 =⇒ c(β) = 1

2 lnβ

i.e. F (α, β) = 1
2 lnα− 1

2 lnβ = 1
2 ln

α
β

.

1.10 Integrales dobles impropias

a) Caso en que la región de integración es no acotada:

Si la función f(x, y) es continua en una región no acotada S del plano R2 y Sn es una región me-

dible contenida en S, Sn ⊂ Sn+1, ∀n ∈ N, de modo que si n → ∞, Sn −→ S, entonces si

lim
n→∞

∫∫

Sn

f(x, y)dxdy no depende de la elección que se haga de Sn, la integral impropia correspon-

diente se dice convergente y escribimos:

∫∫

S

f(x, y)dxdy = lim
n→∞

∫∫

Sn

f(x, y)dxdy.

En caso contrario la integral impropia se dice divergente.
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b) Caso de una función discontinua

Si la función f(x, y) es continua en toda la región cerrada y medible S, excepto en un punto (a, b),

definimos Sε = S\B((a, b), ε), entonces si lim
ε→0

∫∫

Sε

f(x, y)dxdy existe y no depende de la forma de las

bolas B((a, b), ε), la integral se dice convergente y escribimos:

∫∫

S

f(x, y)dxdy = lim
ε→0

∫∫

Sε

f(x, y)dxdy.

En caso contrario la integral se dice divergente.

c) Integral doble impropia con singularidades en la frontera

Proposición 1.10.1 Sea (Sk)k∈N una sucesión creciente de abiertos medibles enR2, tales que
⋃

k∈N
Sk =

S es medible, entonces lim
k→∞

V (Sk) = V (S).

Demostración Es claro que V (Sk) 6 V (Sk′ ) 6 V (S), si k 6 k′. Dado ǫ > 0, existe un cerrado

medible F ⊂ S, tal que V (F ) > V (S) − ǫ y existe k0 ∈N tal que F ⊂ Sk0 i.e. V (S) − ǫ 6 V (F ) 6

V (Sk0) 6 V (S), si k > k0.

Definición 1.10.1 Sea f(x, y) una función definida y continua (pero no acotada) sobre un abierto S

(no necesariamente medible). Si el lı́mite

lim
k→∞

∫∫

Sk

f(x, y)dxdy =

∫∫

S

f(x, y)dxdy

existe, donde (Sk)k∈N es una sucesión de abiertos medibles de R2, con la propiedad S̄k ⊂ S, S1 ⊂
S2 ⊂ · · ·, S =

⋃

k∈N
Sk y donde Sk tiene frontera regular o regular a trozos,15 decimos que la integral

impropia de f sobre S es convergente.

La existencia del lı́mite se entiende en el sentido que es independiente de la escogencia de la sucesión

(Sk)k∈N.

Teorema 1.10.1 Sean x = φ(u, v), y = ψ(u, v), con (u, v) ∈ S, definiendo una transformación con-

tinuamente diferenciable sobre la cerradura S̄ de S conjunto medible, tal que el Jacobiano es diferente

de cero sobre S:

detJ(u, v) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂φ
∂u

∂φ
∂v

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0, (u, v) ∈ S,

de modo que sea uno a uno de S en S′.

15Ver definiciones ?? y ?? de la página ??
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Si la función f(x, y) es continua (pero no acotada) sobre la región S′ de modo que la función f(φ(u, v), ψ(u, v))| det J(u, v)|
es uniformemente continua sobre S (y por tanto se puede extender continuamente a S̄), entonces:

∫∫

S′

f(x, y)dxdy =

∫∫

S

f(φ(u, v), ψ(u, v)| detJ |du dv,

donde la integral de la izquierda se entiende en el sentido de la integral impropia.

Demostración Sea (Sk)k∈N una sucesión creciente de abiertos tales que S̄k ⊂ S y S =
⋃

k∈N
Sk y

donde sus fronteras son regulares o regulares a trozos.

A esta sucesión corresponde una sucesión (S′k)k∈N por la bicontinuidad de la transformación, la cual

tiene la propiedad indicada.

Por el teorema de cambio de variable, (aplicable a f sobre S̄′k) se tiene:

∫∫

S′
k

f(x, y)dx dy =

∫∫

Sk

f(φ(u, v), ψ(u, v))| det J |du dv, k = 1, 2, . . .

y además

∣

∣

∣

∫∫

S

f(φ(u, v), ψ(u, v))|J |du dv −
∫∫

Sk

f(φ(u, v), ψ(u, v))| det J |du dv
∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

∫∫

S\Sk

f(φ(u, v), ψ(u, v))| det J |du dv
∣

∣

∣ 6M V (S\Sk) −→ 0 si k → ∞,

donde |f(φ(u, v), ψ(u, v)| | det J | 6M , para (u, v)∈ S̄. Ası́ tenemos que la integral converge al mismo

número independientemente de la sucesión (S′k)k∈N.

Es importante notar que la frontera regular de S′k bajo la transformación, es la frontera regular de Sk,

siempre que Sk sea medible.

Ejemplo 1.10.1 Investigar la convergencia de la integral

∫∫

S

dxdy

(1 + x2 + y2)α
, S es el planoR2.

Sea σa el cı́rculo de radio a con centro en el origen; usando coordenadas polares si α 6= 1 tenemos:

Ia =

∫∫

σa

dxdy

(1 + x2 + y2)α
=

∫ 2π

0

(

1

2

∫ a

0

2rdr

(1 + r2)α

)

dθ = π
(1 + r2)1−α

1− α

∣

∣

∣

∣

a

0

=
π

1− α

(

(1 + p2)1−α − 1
)

.
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• Si α < 1 se tiene lim
a→∞

Ia = +∞ y la integral diverge.

• Si α > 1 se tiene lim
a→∞

Ia = π
1− α y la integral converge.

• Si α = 1 se tiene Ia = π ln(1 + a2) i.e. lim
a→∞

Ia = +∞ y la integral

diverge. ./imagen/ap279.tex

x

y

a

a

Nota El concepto de integral múltiple impropia, se puede extender de manera natural del concepto de

integral doble impropia.

Ejemplo 1.10.2 Un ejemplo interesante de gran utilidad, es el cálculo de las funciones de densi-

dades marginales en Teorı́a de probabilidades, esto es, si tenemos una cierta función de densidad

f(x1, . . . , xn) > 0, necesitamos determinar a través de una biyección x ⇄ y una cierta función que

depende solamente de un yj , resultado de la integración en Rn−1 sobre las variables yi, i 6= j. Esto se

escribe ası́:

Si la biyección entre x y y se da, entonces tenemos que:

1 =

∫

· · ·
∫

V

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn =

∫

· · ·
∫

V ′

f(x(y))| det J |dy1 · · · dyn.

Nos interesa calcular la densidad marginal de yj , es decir:

fj(yj) =

∫

· · ·
∫

R

n−1∩V ′

f(x(y))

n
∏

i=1
i6=j

dxi.

Supongamos que la densidad f(x1, . . . , xn) = g(x′Ax) > 0, g continua, x′Ax =
n
∑

i=1

n
∑

j=1

aijxixj , con

A matriz simétrica, definida positiva.

Si definimos y = x′Ax, probar que la densidad marginal de y es de la forma:

fy(y) =











π
1
2
n√

detA Γ(12n)
y

1
2
n−1g(y) si y > 0

0 si y < 0.

Consideremos λ1, . . . , λn > 0, los valores propios de A, P la matriz de pasaje ortogonal tal que P ′ =

P−1, detP = 1, Dλ = P−1AP (matriz de los valores propios de A).

Sea z = P ′x, entonces x′Ax = z′P ′APz =
n
∑

i=1

λiz
2
i , (x ∈Rn, z ∈Rn).

1 =

∫

· · ·
∫

R

n

g(x′Ax)dx =

∫

· · ·
∫

R

n

g(z′Dλz)|P |dz =

∫

· · ·
∫

R

n

g(z′Dλz)dz.
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Definiendo yi = zi
√
λi, tenemos z′Dλz = x′Ax = y′y =

n
∑

i=1

y2i = y, detJ = detD 1√
λ

= 1√
detA

i.e.

1 =

∫

· · ·
∫

R

n

g(z′Dλz)dz =

∫

· · ·
∫

R

n

g(y′y)
1√
detA

dy.

El próximo cambio de variable nos muestra una faceta interesante en el cambio de variable. Si definimos

α1 = y21 , α2 = y21+y
2
2,. . ., αn = y21+· · ·+y2n, la inversa conduce a considerar 2n funciones (y regiones)

diferentes para abarcar la gama de posibilidades de las biyecciones:

y1 = ±√
α1

y2 = ±√
α2 − α1

...

yn = ±√
αn − αn−1

0 6 α1 6 α2 6 · · · 6 αn <+∞.

El Jacobiano de la transformación | detJ | = 1
2n

√
α1

√
α2 − α1 · · ·

√
αn − αn−1

.

Es importante ver que en esta transformaciónαn = y, es decir que para determinar la densidad marginal

que deseamos, es equivalente a integrar sobre α1, . . . , αn−1 en la región 0 6 α1 6 α2 6 · · · 6 αn, 2n

integrales cada una de las cuales son iguales, es decir:

fy(αn) =

∫

· · ·
∫

06α16···6αn−16αn

2ng(αn)| detJ |dα1 · · · dαn−1

= 2n
∫ αn

0

· · ·
∫ α2

0

g(αn)| det J |dα1 · · · dαn−1

=
g(αn)√
detA

∫ αn

0

· · ·
∫ α2

0

dα1 · · · dαn−1√
α1 · · ·

√
αn − αn−1

.

Observemos que:

∫ α2

0

dα1√
α1

√
α2 − α1

=

∫ 1

0

x−
1
2 (1− x)−

1
2 dx = β

(

1
2 ,

1
2

)

∫ α3

0

(α3 − α2)
− 1

2 dα2 =
√
α3

∫ 1

0

(1− x)−
1
2 dx =

√
α3β

(

1, 12
)

∫ α4

0

√
α3(α4 − α3)

− 1
2 dα3 = α4

∫ 1

0

x
1
2 (1− x)−

1
2 dx = α4β

(

3
2 ,

1
2

)

...
∫ αn

0

α
1
2
n− 3

2

n−1 (αn − αn−1)
− 1

2 dαn−1 = α
1
2
n−1

n

∫ 1

0

x
1
2
n− 3

2 (1− x)−
1
2 dx = α

1
2
n−1

n β
(

1
2n− 1

2 ,
1
2

)

.
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Finalmente:

fy(αn) =
g(αn)√
detA

·β(12 , 12 )·β(1, 12 )·β(32 , 12 ) · · ·β(12n− 1
2 ,

1
2 )α

1
2
n−1

n

=
g(αn)√
detA

·Γ(
1
2 )Γ(

1
2 )

Γ(1)
·Γ(1)Γ(

1
2 )

Γ(32 )
·Γ(

3
2 )Γ(

1
2 )

Γ(2)
· · · Γ(

1
2n− 1

2 )

Γ(12n)
·α

1
2
n−1

n

=
g(αn)√
detA

·Γ(
1
2 )
n

Γ(12n)
α

1
2
n−1

n =
π

1
2
nα

1
2
n−1

n√
detAΓ(12n)

g(αn), si αn > 0.

Nota Se concluye que

∫ ∞

0

g(y)y
1
2
n−1dy =

√
detAΓ(12n)

π
1
2
n

.

Ejercicio Sea f una función de densidad de modo f(x1, . . . , xn) = g(a1x1+ · · ·+anxn) en la región

x1>0, . . . , xn>0, con a1>0, . . . , an>0. Verificar que la densidad marginal de y = a1x1+ · · ·+anxn
es 1
a1 · · · anΓ(n)y

n−1g(y) si y > 0.

1.11 Ejercicios

1.11.1 Cálculo de integrales dobles

1. Evaluar las siguientes integrales dobles:

a)

∫∫

R

x2

1 + y2
dxdy, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] b)

∫∫

R

dxdy

(x+ y + 1)2
, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ]

c)

∫∫

R

ydxdy

(1 + x2 + y2)
3
2

, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] d)

∫∫

R

x sen (x+ y)dxdy, R = [0, π]×
[

0, π2
]

e)

∫∫

R

x2yexy dxdy, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 2 ]. f)

∫∫

R

x2y cos(xy2)dxdy, R =
[

0, π2
]

× [ 0, 2 ].

2. Calcular las siguientes integrales dobles.

a)

∫ 2

0

∫ 1

0

(x2 + 2y)dxdy b)

∫ 4

3

∫ 2

1

dydx
(x+ y)2

c)

∫ 2

1

∫ 2

1

x2dydx
y2

d)

∫ 1

0

∫ 1

0

x2dydx
1 + y2

e)

∫ 3

−3

∫ 5

y2−4

(x+ 2y)dxdy f)

∫ 2π

0

∫ a

a sen θ

rdrdθ

g)

∫
π
2

−π2

∫ 3 cos θ

0

r2 sen 2 θdrdθ h)

∫ 1

0

∫

√
1−x2

0

√

1− x2 − y2dydx.

3. Dar las ecuaciones de las curvas que limitan las regiones de las integrales dobles y dibujarlas.

a)

∫ 2

−6

∫ 2−y

y2

4 −1

f(x, y)dxdy b)

∫ 3

1

∫ x+9

x2

f(x, y)dydx

c)

∫ 4

0

∫ 10−y

y

f(x, y)dxdy d)

∫ 3

1

∫ 2x

x
3

f(x, y)dydx
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e)

∫ 3

0

∫

√
25−x2

0

f(x, y)dxdy f)

∫ 2

−1

∫ x+2

x2

f(x, y)dydx.

4. Calcular las integrales dobles por integración iterada:

a)

∫∫

R

xy(x+ y)dxdy, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ]

b)

∫∫

R

(x3 + 3x2y + y3)dxdy, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ]

c)

∫∫

R

(
√
y + x− 3xy2)dxdy, R = [ 0, 1 ]× [ 1, 3 ]

d)

∫∫

R

sen 2 x sen 2 ydxdy, R = [ 0, π ]× [ 0, π ]

e)

∫∫

R

sen (x + y)dxdy, R = [ 0, π2 ]× [ 0, π2 ]

f)

∫∫

R

| cos(x + y)|dxdy, R = [ 0, π ]× [ 0, π ]

g)

∫∫

R

f(x+ y)dxdy, R = [ 0, 2 ]× [ 0, 2 ], f(t) = vtw

h)

∫∫

R

y−3e
tx
y , R = [ 0, t ]× [ 1, t ], t > 0.

5. Sea R ⊂ R

2 un rectángulo, R = [ a, b ]× [ c, d ] y sean f : [a, b ] −→ R, g: [ c, d ] −→ R, funciones

integrables en los intervalos respectivos. Supongamos que h(x, y) = f(x)g(x) es integrable sobre R,

probar que

∫∫

R

f(x)g(x)dxdy =

(

∫ b

a

f(x)dx

)(

∫ d

c

g(y)dy

)

.

6. Calcular las siguientes integrales y dibujar las regiones de integración:

a)

∫ π

0

∫ 1+cos x

0

y2 sen xdydx b)

∫
π
2

0

∫ 1

cosx

y4dydx c)

∫
π
2

−π2

∫ 3 cos y

0

x2 sen 2 ydxdy.

7. Calcular las siguientes integrales dobles.

a)

∫∫

R

xy2dxdy, R está limitada por la parábola y2 = 2px y la recta x = p.

b)

∫∫

R

dxdy√
2a− x

, R es un cı́rculo de radio a, tangente a los ejes de coordenadas y se encuentra en el

primer cuadrante.

8. Dibujar las regiones cuyas áreas se expresan por las siguientes integrales. Calcular el área y cambiar el

orden de integración en a) y b).
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a)

∫ 2

−1

∫ x+2

x2

dydx b)

∫ a

0

∫

√
a2−y2

a−y
dxdy

c)

∫ arctan 2

π
4

∫ 3 sec θ

0

rdrdθ d)

∫
π
2

−π2

∫ a(1+cos θ)

a

rdrdθ.

9. Calcular la integral

∫∫

R

xydxdy, donde R es la región limitada por el eje x y la semi-cı́rculo superior

(x− 2)2 + y2 = 1.

10. Calcular la integral

∫∫

R

ydxdy, donde R es la región limitada por el eje x y el cicloide x = a(t− sen t),

y = a(1− cos t), 0 6 t 6 2π.

11. Calcular la integral

∫∫

R

xydxdy, donde R es la región limitada por los ejes coordenados y el arco de

astroide x = a sen 3 t, y = a cos3 t, 0 6 t 6 π
2 .

12. Calcular las integrales

∫∫

R

f(x, y)dxdy, donde:

a) R = {(x, y) ∈R2/0 6 x 6 1, 0 6 y 6 x}, f(x, y) = 1
(1 + x2)(1 + y2)

.

b) R = {(x, y) ∈R2/x2 6 2p(y + 1), x2 6 −2p(y − 1)}, f(x, y) = x2 − 2py, p > 0.

c) R = {(x, y) ∈R2/0 6 x 6 π, |y| 6 sen x}, f(x, y) = y2 sen x.

d) R = {(x, y) ∈R2/x > 0, y2 + 2x 6 1}, f(x, y) = x2 + y2.

e) R = {(x, y) ∈R2/x2 + y 6 0, y − x > 0}, f(x, y) =
√
y − x.

f) R = {(x, y) ∈R2/x > 0, y > 0, x+ y 6 1}, f(x, y) = axby , a > 1, b > 1.

g) R = {(x, y) ∈R2/0 6 x 6 1, x2 6 y 6 x}, f(x, y) = 1
x+ y + 1 .

h) R = {(x, y) ∈R2/0 6 x 6 2, y2 6 2x}, f(x, y) = x
√

1 + x2 + y2
.

i) R = {(x, y) ∈R2/y > 0, (x+ y)2 6 2x}, f(x, y) =
√
xy.

j) R = {(x, y) ∈R2/x > 0, y > 0, x2 + y2 6 1}, f(x, y) = x+ y.

k) R = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 6 1}, f(x, y) = 1
1 + x2 + y2

.

l) R = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 6 c2}, f(x, y) = x2

a2
+
y2

b2
, a, b, c > 0.

m) R = {(x, y) ∈R2/x2 + xy + y2 6 1}, f(x, y) = e−(x2+xy+y2).

n) R = {(x, y) ∈R2/x > 0, y > 0, x2 + y2 6 a2}, f(x, y) =
y

x2 + a2
, a > 0.

o) R = {(x, y) ∈R2/4 6 x2 + y2 6 16}, f(x, y) = 1
x2 + xy + y2

.

p) R = {(x, y) ∈R2/0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1, x2 + y2 > 1}, f(x, y) =
xy

(1 + x2 + y2)2
.
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1.11.2 Colocación de lı́mites

13. Colocar los lı́mites de integración en la integral doble

∫∫

R

f(x, y)dxdy y dibujar la región R en cada

caso:

a) R es el paralelogramo cuyos lados están sobre la recta x = 3, x = 5, 3x−2y+4 = 0, 3x−2y+1 = 0.

b) El triángulo cuyos lados están sobre las rectas x = 0, y = 0, x+ y = 2.

c) x2 + y2 6 1, x > 0, y > 0.

d) x+ y 6 1, x− y 6 1, x > 0.

e) y > x2, y 6 4− x2.

f) x
2

4
+
y2

9
6 1.

g) (x− 2)2 + (y − 3)2 6 4.

h) R está limitado por las parábolas y = x2, x =
√
y.

i) R es el triángulo con los lados sobre y = x, y = 2x, x+ y = 6.

j) R es el paralelogramo con los lados sobre y = x, y = x+ 3, y = −2x+ 1, y = −2x+ 5.

k) y − 2x 6 0, 2y − x > 0, xy 6 2.

l) y2 6 8x, y 6 2x, y + 4x− 24 6 0.

m) R está limitado por la hipérbola y2 − x2 = 1 y por la circunferencia x2 + y2 = 9.

14. Expresar la integral doble

∫∫

R

f(x, y)dxdy, donde R representan regiones en las siguientes gráficas. En

c) y d) las curvas son arcos de circunferencias.

a) b) c) d)

x

y

2

4

41 5

R

x

41 2 3

1

3

y

R

x

−1 31

1

3

R 2

y

x

y

1 42

1

2

R

15. Calcular las siguientes integrales dobles:

a)

∫ a

0

(

∫
√
x

0

dy

)

dx. b)

∫ 4

2

(∫ 2x

x

y
x dy

)

dx.

c)

∫ 2

1

(

∫ ln y

0

exdx

)

dy. d)

∫∫

R

x3y2dxdy, R : x2 + y2 6 a2.
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e)

∫∫

R

(x2 + y)dxdy, R : acotado por y = x2, x = y2.

f)

∫∫

R

x2

y2
dxdy, R : acotado por x = 2, y = x, xy = 1.

g)

∫∫

R

cos(x + y)dxdy, R : acotado por x = 0, y = x, y = π.

h)

∫∫

R

x2y2
√

1− x3 − y3dxdy, R : acotado por x3 + y3 = 1, x = 0, y = 0.

16. Colocar los lı́mites de integración en uno y otro orden en las siguientes integrales dobles.

a) R es el rectángulo de vértice (0, 0), (2, 0), (2, 1), (0, 1).

b) R es el triángulo cuyos vértices son (0, 0), (1, 0), (1, 1).

c) R es el trapecio cuyos vértices son (0, 0), (2, 0) (1, 1), (0, 1).

d) R es el paralelogramo cuyos vértices son (1, 2), (2, 4), (2, 7), (1, 5).

e) R es el sector circular OAB con centro (0, 0), cuyo arco tiene sus extremos en A(1, 1) y B(−1, 1).

f) R es un segmento parabólico recto AOB, limitado por la parábola BOA y por el segmento de recta

AB, que une entre sı́ los puntos B(−1, 2) y A(1, 2).

g) R es el anillo circular limitado por las circunferencias cuyos radios son r = 1, r = 2 y cuyo centro

en común es (0, 0).

h) R está limitado por la hipérbola y2 − x2 = 1 y por la circunferencia x2 + y2 = 9 (se considera la

región que comprende el origen de coordenadas).

17. Determinar los lı́mites de integración en uno y otro orden de la integral doble

∫∫

R

f(x, y)dxdy, si la

región R está dada por:

a) x > 0, y > 0, x+ y 6 1 b) x2 + y2 6 a2

c) x2 + y2 6 x d) y > x, x > −1, y 6 1

e) y 6 x 6 y + 2a, 0 6 y 6 a.

18. Calcular las siguientes integrales dobles:

a)

∫∫

R

xdxdy, R es el triángulo de vértices (0, 0), (1, 0), (0, 1).

b)

∫∫

R

xdxdy, R está limitado por la recta que pasa por (2, 0), (0, 2) y por la circunferencia de radio 1

que tiene su centro en (0, 1).
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c)

∫∫

R

dxdy
√

a2 − x2 − y2
, R es el cı́rculo de radio a y centro (0, 0), situado en el primer cuadrante.

d)

∫∫

R

√

x2 − y2dxdy, R es el triángulo con los vértices en (0, 0), (1,−1) y (1, 1).

e)

∫∫

R

√

xy − y2dxdy, R es el triángulo con los vértices en (0, 0), (10, 1) y (1, 1).

f)

∫∫

R

e
x
y dxdy, R es la región limitada por la parábola y2 = x, x = 0, y = 1.

g)

∫∫

R

xdxdy

x2 + y2
, R es la región limitada por la parábola y = x2

2
, y = x.

1.11.3 Inversión de lı́mites

19. Graficar la región e invertir el orden de integración en las siguientes integrales dobles:

a)

∫ 4

0

∫ 12x

3x2

f(x, y)dydx b)

∫ 1

0

∫ 3x

2x

f(x, y)dydx

c)

∫ a

0

∫

√
a2−x2

a2−x2

2a

f(x, y)dydx d)

∫ a

a
2

∫

√
2ax−x2

0

f(x, y)dydx

e)

∫ 2a

0

∫

√
4ax

√
2ax−x2

f(x, y)dydx f)

∫ 1

0

∫ 1−y

−
√

1−y2
f(x, y)dxdy

g)

∫ 1

0

∫

√
3−y2

y2

2

f(x, y)dxdy h)

∫ π

0

∫ sen x

0

f(x, y)dydx

i)

∫
R√
2

0

∫ x

0

f(x, y)dydx +

∫ R

R√
2

∫

√
R2−x2

0

f(x, y)dydx.

20. Se supone que f es integrable en una cierta región R dada, representada por los lı́mites de integración.

En cada caso representar R e invertir el orden de integración:

a)

∫ 1

0

(∫ y

0

f(x, y)dx

)

dy. b)

∫ 2

0

(∫ 2y

y2
f(x, y)dx

)

dy.

c)

∫ 4

1

(∫ 2

√
x

f(x, y)dy

)

dx. d)

∫ 2

1

(

∫

√
2x−x2

2−x
f(x, y)dy

)

dx.

e)

∫ 2

−6

(

∫ 2−x

1
4 (x

2−4)

f(x, y)dy

)

dx. f)

∫ e

1

(

∫ ln x

0

f(x, y)dy

)

dx.

g)

∫ 1

−1

(

∫

√
1−x2

−
√
1−x2

f(x, y)dy

)

dx. h)

∫ 1

0

(

∫ x2

x3

f(x, y)dy

)

dx.

i)

∫ π

0

(

∫ sen x

− sen
x
2

f(x, y)dy

)

dx. j)

∫ 4

0







∫

(y−4)

2

−√
4−y

f(x, y)dx





 dy.
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21. a) Al calcular el volumen V situado debajo del paraboloide z = x2 + y2 y limitado por la región R del

plano xy, se ha llegado a que:

V =

∫ 1

0

(∫ y

0

(x2 + y2)dx

)

dy +

∫ 2

1

(∫ 2−y

0

(x2 + y2)dx

)

dy.

Dibujar R y expresar el volumen en el orden invertido y calcularlo.

En los casos b) y c), dibujar R y expresar la integral en el orden invertido.

b) V =

∫ a sen c

0

(
∫

√
b2−y2

√
a2−y2

f(x, y)dx
)

dy+

∫ b sen c

a sen c

(
∫

√
b2−y2

y cot c

f(x, y)dx
)

dy, 0<a<b, 0<c< π
2 .

c) V =

∫ 2

1

(

∫ x3

x

f(x, y)dy

)

dx+

∫ 8

2

(∫ 8

x

f(x, y)dy

)

dx.

22. Un cono se obtiene uniendo todos los puntos de una región plana A, con un punto no situado en el plano

de A. Designando con A el área de A y con h la altura del cono, demuestre que:

a) El área de la sección al cortarla con un plano paralelo a la base y a distancia t del vértice es ( t
h
)2A,

si 0 6 t 6 h.

b) El volumen del cono es 1
3
Ah.

23. Invertir el orden de integración para verificar que (a > 0, m ∈R):

∫ a

0

(∫ y

0

em(a−x)f(x)dx

)

dy =

∫ a

0

(a− x)em(a−x)f(x)dx =

∫ a

0

xemxf(a− x)dx.

24. Cambiar el orden de integración de las siguientes integrales dobles:

a)

∫ 1

0

(

∫
√
y

y

f(x, y)dx

)

dy. b)

∫ 1

−1

(

∫

√
1−x2

0

f(x, y)dy

)

dx.

c)

∫ r

0

(

∫

√
2rx−x2

x

f(x, y)dy

)

dx. d)

∫ 2

−2





∫
1√
2

√
4−x2

− 1√
2

√
4−x2

f(x, y)dy



 dx.

e)

∫ 2

1

(∫ 2x

x

f(x, y)dy

)

dx. f)

∫ 2

0

(∫ 6−x

2x

f(x, y)dy

)

dx.

25. Cambiar el orden de integración en las siguientes integrales dobles:

a)

∫ 1

0

(∫ x

0

f(x, y)dy

)

dx+

∫ 2

1

(∫ 2−x

0

f(x, y)dy

)

dx.

b)

∫ 1

0

(∫ 2

0

f(x, y)dy

)

dx+

∫ 3

1





∫
1
2 (3−x)

0

f(x, y)dy



 dx.

c)

∫ 1

0

(

∫ x2

0

f(x, y)dy

)

dx+

∫ 3

1





∫
3−x
2

0

f(x, y)dy



 dx.
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d)

∫ 1

0





∫ x
2
3

0

f(x, y)dy



 dx+

∫ 2

1

(

∫ 1−
√
4x−x2−3

0

f(x, y)dy

)

dx.

1.11.4 Cambio de variable

26. Cambiar al sistema de coordenadas polares las siguientes integrales dobles

∫∫

R

f(x, y)dxdy:

a) R es el cı́rculo x2 + y2 6 a2.

b) R es el cı́rculo x2 + y2 6 ax.

c) R es el cı́rculo x2 + y2 6 by.

d) R está limitado por las circunferencias x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 8x y las rectas y = x, y = 2x.

e) R es la parte común de los cı́rculos x2 + y2 6 ax, x2 + y2 6 by.

f) R está limitado por las rectas y = x, y = 0, x = 1.

g) R es el menor de los segmentos circulares, en que es cortado el cı́rculo x2 + y2 6 4 por la recta

x+ y = 2.

h) R está determinado por x > 0, y > 0, (x2 + y2)3 = 4a2x2y2.

27. Transformar las integrales dobles siguientes a coordenadas polares:

a)

∫ a

0

(

∫

√
a2−x2

0

f(x, y)dy

)

dx.

b)

∫ 2a

a
2

(

∫

√
2ay−y2

0

f(x, y)dx

)

dy.

c)

∫ a

0

(

∫

√
a2−x2

0

f(x2 + y2)dy

)

dx.

d)

∫
a√

1+a2

0

(∫ ax

0

f
(

x
y

)

dy

)

dx+

∫ a

a√
1+a2

(

∫

√
a2−x2

0

f
(

x
y

)

dy

)

dx.

28. Calcular las siguientes integrales dobles, pasando a coordenadas polares:

a)

∫ a

0

(

∫

√
a2−x2

0

ln(1 + x2 + y2)dy

)

dx.

b)

∫∫

R

√

1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dxdy, R : x2 + y2 6 1, x > 0, y > 0.

c)

∫∫

R

(h− 2x− 2y)dxdy, R : x2 + y2 6 a2.

d)

∫∫

R

√

a2 − x2 − y2dxdy, R : x2 + y2 6 ax.
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e)

∫∫

R

arctan
y

x
dxdy, R : x2 + y2 > 1, x2 + y2 6 9, y > x√

3
, y 6 x

√
3.

29. Transformar las siguientes integrales dobles pasando a coordenadas polares:

a)

∫∫

R

f(x, y)dxdy, R está limitado por la elipse x
2

4
+
y2

9
= 1.

b)

∫∫

R

f(x, y)dxdy, R está limitado por la curva

(

x2 +
y2

3

)2

= x2y.

c)

∫∫

R

f

(√

4− x2

a2
− y2

b2

)

dxdy, R está limitado por las elipses x
2

a2
+
y2

b2
= 1, x

2

4a2
+

y2

4b2
= 1.

d)

∫∫

R

xydxdy, R está limitado por la elipse x
2

a2
+
y2

b2
= 1, x = 0, y = 0.

e)

∫∫

R

√
xydxdy, R está limitado por la curva

(

x2

2
+
y2

3

)4

=
xy√
6

, x = 0, y = 0.

30. Evaluar las siguientes integrales dobles.

a)

∫∫

R

(x+ y + 10)dxdy, R es el cı́rculo x2 + y2 6 4.

b)

∫∫

R

(x2 + 4y2 + 9)dxdy, R es el cı́rculo x2 + y2 6 4.

c)

∫∫

R

(x+ y + 1)dxdy, R es el rectángulo 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 2.

31. Pasar a coordenadas polares y colocar los lı́mites de integración.

a)

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dydx.

b)

∫ 2

0

∫ x

0

f(
√

x2 + y2)dydx.

c)

∫

R

f(x, y)dxdy, R es el triángulo limitado por las rectas y = x, y = −x, y = 1.

d)

∫ 1

−1

∫ 1

x2

f
(y
x
)

dydx.

32. Calcular las siguientes integrales dobles.

a)

∫∫

R

ydxdy, R es un semicı́rculo de diámetro a, con centro (12a, 0).

b)

∫ a

0

∫

√
a2−x2

0

√

x2 + y2dydx.

33. Calcular la integral doble de la función f(r, θ) = r, sobre la región limitada por la cardioide r =

a(1 + cos θ) y la circunferencia r = a. Se considera el recinto que no contiene el polo.
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34. Calcular la integral doble

∫∫

R

dxdy, donde R es la región limitada por la curva:

(

x2

a2
+
y2

b2

)2

=
x2

h2
− y2

k2
.

35. Calcular la integral

∫∫

R

√

1− x2 − y2dxdy, donde R es la región x2 + y2 6 1.

36. Efectuar el cambio de variable a coordenadas polares de

∫∫

R

f(x, y)dxdy, donde R es la región limitada

por la lemniscata (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2).

37. Calcular la integral

∫∫

R

(x2 + y2)dxdy, donde R está limitada por la circunferencia x2 + y2 = 2ax.

38. Determinar

∫∫

R

√

a2 − x2 − y2dxdy, donde:

a) R es el semicı́rculo de radio a con centro en el origen, situado sobre el eje x.

b) R es la hoja de lemniscata (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2), x > 0.

39. Calcular

∫∫

R

√

1− x2

a2
− y2

b2
dxdy, en la región limitada por la elipse x

2

a2
+
y2

b2
= 1.

40. En cada uno de los ejercicios siguientes, dibujar la región S y expresar la integral doble

∫∫

S

f(x, y)dxdy

como una integral iterada y luego hacerlo en coordenadas polares.

a) S = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 6 a2}, a > 0

b) S = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 6 2x}

c) S = {(x, y) ∈R2/a2 6 x2 + y2 6 b2}, 0< a < b

d) S = {(x, y) ∈R2/0 6 y 6 1− x, 0 6 x 6 1}

e) S = {(x, y) ∈R2/x2 6 y 6 1, −1 6 x 6 1}.

41. Transformar la integral

∫ c

0

∫ βx

αx

f(x, y)dydx, (0 < α < β, c > 0) introduciendo las nuevas variables

u = x+ y, uv = y.

42. Efectuar el cambio de variable u = x+ y, v = x− y, en la integral

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dydx.

43. Calcular el área limitada por:

a) (y − x)2 + x2 = 1.

b) r = a(1 + cosψ), r = a cosψ, a > 0.
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c)
(

x2

a2
+
y2

b2

)2

= x2

a2
− y2

b2
.

44. Hallar el área limitada por la elipse (x− 2y + 3)2 + (3x+ 4y − 1)2 = 100.

45. Hallar el área del cuadrilátero curvo limitado por:

a) las curvas y2 = ax, y2 = bx, xy = α, xy = β, con 0< a < b y 0< α < β,

b) las parábolas x2 = ay, x2 = by, y2 = αx, y2 = βx, con 0< a < b y 0< α < β.

46. Calcular el área de las siguientes regiones:

a) área limitada por x = y, x = 2y, x+ y = a, x+ 3y = a, a > 0.

b) área limitada por el eje x, la parábola y2 = 4ax y la recta x+ y = 3a.

c) área limitada por las parábolas y2 = 10x+ 25, y2 = −6x+ 9.

47. Determinar el área de las siguientes regiones:

a) limitada por x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 4x, y = x, y = 0.

b) limitada por la recta r cos θ = 1 y la circunferencia r = 2. (se considera la superficie que no contiene

el polo).

48. Determinar el área de las regiones que se indican usando integrales dobles:

a) Región limitada por (x2 + y2)2 = 2ax3.

b) Región limitada por (x2 + y2)2 = x4 + y4.

c) Región limitada por la curva (x+ y)3 = xy, situada en el primer cuadrante (lazo).

d) Región limitada por la curva (x+ y)5 = x2y2, situada en el primer cuadrante (lazo).

e) Región limitada por la curva

(

x2

a2
+
y2

b2

)2

=
xy

c2
.

f) Región limitada por la curva

(

x2

4
+
y2

9

)2

=
x2 + y2

25
.

1.11.5 Cálculo de volúmenes

49. Calcular los volúmenes de los cuerpos limitados por las superficies que se indican en cada caso:

a) Por los planos coordenados, los planos x = 4, y = 4 y el paraboloide z = x2 + y2 + 1.

b) Por los planos coordenados, los planos x = a, y = b y el paraboloide z = x2
2p +

y2

2q .

c) Por el plano xa +
y
b
+ z
c = 1 y los planos coordenados.

d) Por los planos y = 0, z = 0, 3x+ y = 6, 3x+ 2y = 12, x+ y + z = 6.

e) Por el paraboloide z = x2 + y2, los planos coordenados y el plano x+ y = 1.
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f) Por el paraboloide z = x2 + y2, los planos z = 0, y = 1, y = 2x, y = 6− x.

g) Por los planos coordenados, el plano 2x+ 3y = 12 y el cilindro z =
y2

2
.

h) Por el cilindro z = 9− y2, los planos coordenados y el plano 3x+ 4y = 12, y > 0.

i) Por el cilindro z = 4− x2, los planos coordenados y el plano 2x+ y = 4, x > 0.

j) Por el cilindro 2y2 = x, los planos x
4
+
y
2
+ z

4
= 1 y z = 0.

k) Por el cilindro circular de radio r de eje y, los planos coordenados y por el plano xr +
y
a = 1.

l) Por el cilindro elı́ptico x
2

4
+ y2 = 1, los planos z = 12− 3x− 4y y z = 1.

m) Por los cilindros x2 + y2 = a2 y x2 + z2 = a2.

n) Por los cilindros z = 4− y2, y = 1
2
x2 y el plano z = 0.

o) Por los cilindros x2 + y2 = b2, z = x3

a2
y el plano z = 0, x > 0.

p) Por el paraboloide hiperbólico z = x2 − y2 y los planos z = 0, x = 3, x = 0.

q) Por el paraboloide hiperbólico z = xy, el cilindro y =
√
x y los planos x+ y = 2, y = 0 y z = 0.

r) Por el paraboloide z = x2 + y2, el cilindro y = x2 y los planos y = 1 y z = 0.

s) Por el paraboloide z = 1
a (a

2 − x2 − 4y2) y el plano z = 0.

t) Por los cilindros y = ex, y = e−x, z = e2 − y2 y el plano z = 0.

u) Por los cilindros y = lnx, y = ln2 x y los planos z = 0, y + z = 1.

v) Por los cilindros z = lnx, z = ln y y los planos z = 0, x+ y = 2e, x > 1.

w) Por los cilindros y = x + sen x, y = x − sen x, z = 1
4
(x + y)2 y el plano z = 0 (0 6 x 6 π,

y > 0).

x) Por la superficie cónica z2 = xy, el cilindro
√
x+

√
y = 1 y el plano z = 0.

y) Por la superficie cónica 4y2 = x(2 − z) y los planos z = 0, x+ z = 2.

z) Por la superficie z = cosx cos y y los planos x = 0, y = 0, z = 0 y x+ y = π
2 .

a’) Por el cilindro x2 + y2 = 4, los planos z = 0 y z = x+ y + 10.

b’) Por el cilindro x2 + y2 = 2x, los planos 2x− z = 0 y 4x− z = 0.

c’) Por el cilindro x2 + y2 = a2, el paraboloide az = 2a2 + x2 + y2 y el plano z = 0.

d’) Por el cilindro x2 + y2 = 2ax, el paraboloide z = 1
a (x

2 + y2) y el plano z = 0.

e’) Por el paraboloide hiperbólico z = 1
axy, el cilindro x2 + y2 = ax y el plano z = 0, (x > 0, y > 0).

f’) Por los cilindros x2 + y2 = x, x2 + y2 = 2x, el paraboloide z = x2 + y2 y los planos x + y = 0,
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x− y = 0 y z = 0.

g’) Por los cilindros x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 2y y por los planos z = x+ 2y y z = 0.

h’) Por la superficie cónica z2 = xy y el cilindro (x2 + y2)2 = 2xy, x > 0, y > 0, z > 0.

i’) Por el helicoide (escalera de caracol) z = h arctan
y
x , el cilindro x2 + y2 = a2 y los planos x = 0,

z = 0 (x > 0, y > 0).

50. Dar el volumen de una pirámide cuyos vértices son (0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 0, 1).

51. Calcular los volúmenes que expresan las siguientes integrales dobles sin integrar. Hacer los gráficos

respectivos.

a)

∫ 1

0

∫ 1−x

0

(1 − x− y)dydx b)

∫ 2

0

∫ 2−x

0

(4− x− y)dydx

c)

∫ 2

0

∫

√
1−x2

0

(1 − x)dydx d)

∫ 2

0

∫ 2

2−x
(4− x− y)dydx

e)

∫ a

0

∫

√
a2−x2

0

√

a2 − x2 − y2dydx.

52. Determinar el volumen limitado por las superficies siguientes:

a) z = x2 − y2, x = 1, y = 0, z = 0.

b) x2 + z2 = a2, y = 0, z = 0, y = x.

c) y =
√
x, y = 2

√
x, x+ z = 6, z = 0.

d) x+ y + z = a, 3x+ y = a, 3
2
x+ y = 0, y = 0, z = 0.

53. Determinar el volumen de los cuerpos limitados por las superficies siguientes:

a) x
2

a2
+ z2

c2
= 1, y = b

ax, y = 0, z = 0

b) x2 + y2 = a2, x2 + y2 + a2 = z2

c) 2(x2 + y2)− z2 = 0, x2 + y2 + a2 = z2

d) 2az = x2 + y2, x2 + y2 + z2 = 3a2, (volumen dentro del paraboloide)

e) x2 + y2 = 2ax, x2 + y2 = z2, z = 0.

f) z = ae−(x2+y2), x2 + y2 = b2, z = 0.

g) z = x2

a2
+
y2

b2
, x

2

a2
+
y2

b2
= 2xa , z = 0.

54. Determinar la razón en que el hiperboloide x2+ y2− z2 = a2, divide el volumen de la esfera x2+ y2+

z2 6 3a2.

55. Calcular el volumen V =

∫∫

R

f en los siguientes casos:
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a) f(x, y) =







1− x− y si x+ y 6 1,

0 en los otros puntos de R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] .

b) f(x, y) =







x+ y si x2 6 y 6 2x2,

0 en los demás puntos de R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] .

c) f(x, y) =







x2 + y2 si x2 + y2 6 1,

0 en los demás puntos de R = [−1, 1 ]× [−1, 1 ] .

d) f(x, y) =







(x + y)−2 si x 6 y 6 2x,

0 en los demás puntos de R = [ 1, 2 ]× [ 1, 4 ] .

56. Sea f una función definida en el rectángulo R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] del siguiente modo:

f(x, y) =







1 si x = y

0 si x 6= y.

Demostrar la existencia de la integral doble

∫∫

R

f y que es igual a cero.

57. Calcular la integral doble y dibuje la región de integración R.

a)

∫∫

R

x cos(x+ y)dxdy, R es el triángulo de vértices (0, 0), (π, 0), (π, π).

b)

∫∫

R

(1 + x) sen ydxdy, R es el trapezoide (0, 0), (1, 0), (1, 2), (0, 1).

c)

∫∫

R

ex+ydxdy, R = {(x, y) ∈R2/|x|+ |y| 6 1}.

d)

∫∫

R

x2y2dxdy, R es la parte acotada del primer cuadrante situada entre las hipérbolas xy = 1, xy = 2

y las rectas y = x, y = 4x.

e)

∫∫

R

(x2 − y2)dxdy, R es la región limitada por y = sen x en el intervalo [ 0, π ].

58. Una pirámide está determinada por los tres planos coordenados y el plano x+2y+3z = 6. Representar

el sólido y calcular el volumen por integral doble.

59. Un sólido está limitado por la superficie z = x2 − y2, el plano xy y los planos x = 1, x = 3.

Representar el sólido y calcular su volumen por integración doble.

60. Calcular el volumen determinado por la función f(x, y) en la región R:

a) f(x, y) = x2 + y2, R = {(x, y) ∈R2/|x| 6 1, |y| 6 1}.
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b) f(x, y) = 3x+ y, R = {(x, y) ∈R2/4x2 + 9y2 6 36, x > 0, y > 0}.

c) f(x, y) = 2x+ y + 20, R = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 6 16}.

1.11.6 Masa, centro de gravedad, momentos de inercia, aplicaciones

61. Usando integración doble, calcular los momentos estáticos de las figuras planas homogéneas siguientes:

a) del rectángulo de lados a y b, con respecto al lado a.

b) del semicı́rculo con respecto al diámetro.

c) del cı́rculo respecto a una tangente.

d) del triángulo de base a y b, respecto a la base.

62. Usando integración doble, determinar los centros de gravedad de las figuras planas homogéneas siguien-

tes:

a) la figura limitada por mitad superior de la elipse la cual se apoya en el eje mayor.

b) la figura limitada por la sinusoide y = sen x, el eje x y la recta x = π
4 .

c) del segmento circular correspondiente al ángulo central 2α, radio a.

d) de la figura limitada por la curva cerrada y2 = x2 − x4, x > 0.

63. Determinar los momentos de inercia de las figuras planas homogéneas siguientes:

a) cı́rculo de radio a respecto a una tangente.

b) elipse respecto a su centro.

c) del rectángulo de lados a y b, con respecto al punto de intersección de las diagonales.

d) del triángulo isósceles, de base a y la altura h, con respecto a su vértice.

e) del cı́rculo de radio a, respecto al punto situado sobre su circunferencia.

64. Demostrar que la suma de los momentos de inercia de una figura plana R, con respecto a la cualquier

par de ejes perpendiculares entre sı́, que están en el mismo plano que R y que pasan por un punto fijo O,

es constante.

65. Determinar la masa de una lámina cuadrada de lado 2a, si la densidad del material de la misma es pro-

porcional al cuadrado de distancia a partir del punto de intersección de las diagonales y en las esquinas

del cuadrado igual a 1.

66. Un anillo plano limitado por las circunferencias concéntricas de radio a y b, b > a, tiene densidad

inversamente proporcional a la distancia al centro de las circunferencias. Determinar la masa del anillo,

si la densidad sobre la circunferencia interior es igual a 1.
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67. Una figura limitada por una elipse de semiejes a y b, tiene una masa de modo que su densidad es

proporcional a la distancia desde el eje mayor, siendo igual a γ a la distancia unidad del mismo eje.

Determinar la masa.

68. Determinar el centroide de la región R, dada por:

a) y = x2, x+ y = 2

b) y2 = x+ 3, y2 = 5− x

c) x− 2y + 8 = 0, x+ 3y + 5 = 0, x = −2, x = 4

d) y = sen 2 x, y = 0, 0 6 x 6 π

e) y = sen x, y = cosx, 0 6 x 6 π
4

f) y = lnx, y = 0, 1 6 x 6 a

g) x
2
3 + y

2
3 = 1, x = 0, y = 0 en el primer cuadrante

h)
√
x+

√
y = 1, x = 0, y = 0.

69. Una lámina delgada está limitada por el arco de parábola y = 2x− x2, 0 6 x 6 2. Determinar la masa,

si la densidad en cada punto (x, y) es f(x, y) =
1− y
1 + x .

70. Determinar el centro de gravedad de una lámina delgada rectángularABCD si la densidad en todos sus

puntos es el producto de sus distancias a los lados AB y AD.

71. Determinar los momentos de inercia Ix, Iy de una lámina delgada R del plano y determinada por las

curvas siguientes (f(x, y) es la densidad).

a) y = sen 2 x, y = − sen 2 x, −π 6 x 6 π, f(x, y) = 1.

b) xa +
y
b
= 1, xc +

y
b
= 1, y = 0, 0< c < a, b > 0, f(x, y) = 1.

c) (x − r)2 + (y − r)2 = r2, x = 0, y = 0, 0 6 x 6 r, 0 6 y 6 r, f(x, y) = 1.

d) xy = 1, xy = 2, x = 2y, y = 2x, x > 0, y > 0, f(x, y) = 1.

e) y = ex, y = 0, 0 6 x 6 a, f(x, y) = xy.

f) y =
√
2x, y = 0, 0 6 x 6 2, f(x, y) = |x− y|.

72. Teorema de Steiner Sea R una lámina delgada de masa m y sean ℓ0 y ℓ rectas paralelas en el plano

R, pasando ℓ0 por el centro de gravedad de R. Demostrar que Iℓ = Iℓ0 +mh2, donde h es la distancia

entre las dos rectas ℓ0 y ℓ.

73. El contorno de una lámina delgada es una elipse de semi-ejes a y b, ℓ representa una recta en el plano

de la lámina, que pasa por el centro de la elipse y forma un ángulo α con el eje de la longitud 2a. Si la
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densidad es constante y la masa m, demostrar que el momento de inercia Iℓ es igual a 1
4
m(a2 sen 2 α+

b2 cos2 α).

74. Encontrar la distancia media desde el vértice de un cuadrado de lado h a los puntos interiores de los

mismos.

75. Sea δ la distancia desde un punto arbitrario P interior a un cı́rculo de radio r a un punto fijo P0 cuya

distancia al centro del cı́rculo es h. Calcular el valor medio de la función δ2 en la región limitada por el

cı́rculo.

76. Hallar la masa de una lámina circular de radio a, si su densidad es proporcional a la distancia desde el

punto al centro e igual a δ en el borde de la lámina.

77. Una lámina tiene la forma de un triángulo rectángulo con catetos OB = a, OA = b; su densidad en

cualquier punto es igual a la distancia desde esta al cateto OA. Determinar los momentos estáticos de

la lámina con respecto a los catetos OA y OB.

78. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la curva y = sen x, la recta

OA que pasa por el origen y por el vértice A =
(

π
2 , 1
)

de la sinusoide.

79. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la cardioide r = a(1 +

cos θ).

80. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de un sector circular de radio a, cuyo ángulo central

es igual a 2α.

81. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las parábolas y2 = 4x + 4,

y2 = −2x+ 4.

82. Calcular el momento de inercia de un anillo circular de diámetro d y D (d < D):

a) con respecto a su propio centro

b) con respecto al diámetro.

83. Calcular el momento de inercia del triángulo limitado por las rectas x + y = 2, x = 2, y = 2, con

respecto al eje x.

84. Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado a con respecto al eje que, pasando por uno de

sus vértices, es perpendicular al plano del cuadrado.

85. Calcular el momento de inercia de la región interceptada por la parábola y2 = ax, por la recta x = a,

respecto a la recta y = −a.
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86. Calcular el momento de inercia de la superficie limitada por la hipérbola xy = 4 y la recta x + y = 5,

con respecto a la recta x = y.

87. En una lámina cuadrada de lado a, la densidad es proporcional a la distancia hasta uno de sus vértices.

Calcular el momento de inercia de dicha lámina respecto a los lados que pasan por el vértice.

88. Determinar el momento de inercia de la cardioide r = a(1 + cos θ) con respecto al polo.

89. Calcular el momento de inercia de la superficie de la lemniscata r2 = 2a2 cos 2θ con respecto al eje,

perpendicular al plano de la misma que pasa por el polo.

90. Calcular el momento de inercia de una lámina homogénea limitada por un arco de la cicloide x =

a(θ − sen θ), y=a(1− cos θ) y el eje x, con respecto al eje x y al eje y.

91. En cada caso determinar el valor medio de la función f(x, y) en la región indicada:

a) f(x, y) = 2x+ y, R : limitada por x = 0, y = 0, x+ y = 3.

b) f(x, y) = x+ 6y, R : limitado por y = x, y = 5x, x = 1.

c) f(x, y) =
√

a2 − x2 − y2, R : x2 + y2 6 a2.

d) f(x, y) = 12− 2x− 3y, R : limitada por x = 0, y = 0, 12− 2x− 3y = 0.

92. Hallar el valor medio de la función f(x, y) = xy2 en la región R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ].

93. Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto (x, y) del cı́rculo (x − a)2 + y2 6 b2, al

origen de coordenadas.

1.11.7 Ejercicios especiales

94. a) Para (m, ǫ) ∈R× ] 0, 1 [, calcular Im,ǫ =

∫∫

[ǫ,1 ]2

dxdy

(x + y)m
.

b) Estudiar, para m fijo, el lı́mite de Im,ǫ, cuando ǫ → 0+.

95. a) Calcular el área de R = {(x, y) ∈R2/
√
x+

√
y > 1,

√
1− x+

√
1− y > 1}.

b) Calcular el área de ∆ = {(x, y) ∈R∗2
+ /α 6

y
x 6 β, a 6 xy 6 b}, para α, β, a, b ∈ R, tales que

0< α < β, 0< a < b.

96. Establecer, para n ∈N∗,
n
∑

k=1

1
k2

=
n
∑

i=1

(−1)i+1 1
i

(

n

i

)( i
∑

j=1

1

j

)

.

97. Para a > 0, sea Da = {(x, y) ∈ R2/x2 + y2 6 a2}, ∆a = {(x, y) ∈ R2/|x| 6 a, |y| 6 a},

f(x, y) = e−x
2−y2 , Ia =

∫∫

Da

f(x, y)dxdy, Ja =

∫∫

∆a

f(x, y)dxdy.

a) Calcular Ia.
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b) Probar que Ia 6 Ja 6 Ia
√
2.

c) Deducir

∫ ∞

0

e−x
2

dx = 1
2

√
π.

98. a) Probar que ∀x ∈ [ 0, 1 ], ln(1 + x) =

∫ 1

0

xdy
1 + xy .

b) Deducir el valor de

∫ 1

0

ln(1 + x)

1 + x2
dx.

99. Sean a, b ∈ R, a < b y consideremos el conjunto E = {f : [a, b ] −→ R

∗
+/f es continua}. Calcular

inf
f∈E

(∫ b

a

f(x)dx

)(∫ b

a

dx
f(x)

)

y encontrar las funciones f que dan el mı́nimo.

100. Sea K = [−1, 1 ]
2
, Γ el borde de K y sea E el espacio vectorial real de aplicaciones de K en R de

clase C∞ que se anulan, ası́ como sus derivadas parciales sucesivas sobre Γ.

a) Se denota Φ:E2 −→ R la aplicación definida por Φ(f, g) =

∫∫

K

f(x, y)g(x, y)dxdy. Verificar que Φ

es un producto escalar sobre E.

b) Demostrar que las aplicaciones dx y dy deE en E, definidas por dxf =
∂f
∂x

y dyf =
∂f
∂y

son endomor-

fismos anti-simétricos de (E,Φ).

c) Deducir que el Laplaciano ∆:E −→ E, con ∆f =
∂2f

∂x2
+
∂2f
∂y2

es un endomorfismo simétrico de

(E,Φ).

101. Sea a, b ∈R, a 6 b y sean f , g: [a, b ] −→ R aplicaciones continuas a trozos. Estudiando la integral
∫∫

[ a,b ]2

(f(x)g(y) − f(y)g(x))2dxdy, encontrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Estudiar el caso de

igualdad para f y g continuas.

102. Sean f , g1, g2: [ 0, 1 ] −→ R tales que f > 0, continua y g1, g2 son crecientes. Estudiando

∫∫

[ 0,1 ]2

f(x)f(y)
(

g1(x)−

g1(y)
)(

g2(x) − g2(y)
)

dxdy, demostrar que:
(∫ 1

0

f(x)dx

)(∫ 1

0

f(x)g1(x)g2(x)dx

)

>

(∫ 1

0

f(x)g1(x)dx

)(∫ 1

0

f(x)g2(x)dx

)

.

103. Calcular
∞
∑

n=1

1
n2

estudiando

∫∫

[ 0,1 ]2

dxdy

1− xy
.

104. Calcular

∫ ∞

0

(∫ +∞

x

sen t
t

dt

)

dx.

105. Sea λ > 1
2 , demostrar que no existe aplicación continua f : [ 0, 1 ] −→ R, tal que ∀x ∈ [ 0, 1 ], f(x) =

1 + λ

∫ 1

x

f(y)f(y − x)dy.

106. Sean a, b ∈R, a < b y sea f :R −→ R una aplicación continua tal que ∀ t ∈R\ [a, b ], f(t) = 0. Para
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h>0 se denota fh:R −→ R tal que fh(x) =
1
2h

∫ x+h

x−h
f(t)dt. Demostrar que ∀h>0,

∫ b

a

|fh(t)|dt 6
∫ b

a

|f(t)|dt.

1.11.8 Integrales triples

107. Calcular las siguientes integrales triples:

a)

∫ 1

0

(
∫ 2

0

(
∫ 3

0

dz
)

dy
)

dx. b)

∫ a

0

(
∫ b

0

(
∫ c

0

(x+ y + z)dz
)

dy
)

dx.

c)

∫ a

0

(
∫ x

0

(
∫ y

0

xyzdz
)

dy
)

dx. d)

∫ a

0

(
∫ x

0

(
∫ xy

0

x3y2zdz
)

dy
)

dx.

108. Calcular las siguientes integrales triples en el volumen indicado:

a)

∫∫∫

V

dxdydz

(x + y + z + 1)3
, V es el volumen limitado por x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1.

b)

∫∫∫

V

xydxdydz, V es el volumen limitado por z = xy, x+ y = 1, z = 0, (z > 0).

c)

∫∫∫

V

y cos(z + x)dxdydz, V es el volumen limitado por y =
√
x, y = 0, z = 0, x+ z = π

2 .

109. Calcular las siguientes integrales y dibujar la región de integración:

a)

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

dz√
x+ y + z + 1

b)

∫ 2

0

∫ 2
√
x

0

∫

√

4x−y2
2

0

xdzdydx.

c)

∫ a

0

∫

√
a2−x2

0

∫

√
a2−x2−y2

0

dz
√

a2 − x2 − y2 − z2
d)

∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

xyzdzdydx.

1.11.9 Cambio de variable enR3

110. Calcular las siguientes integrales en la región indicada.

a)

∫∫∫

V

(x+ y+ z)2dxdydz, V en la parte común del paraboloide 2az > x2+ y2 y la esfera x2+ y2+

z2 6 3a2.

b)

∫∫∫

V

z2dxdydz, V es la intersección de las esferas x2 + y2 + z2 6 a2, x2 + y2 + z2 6 2az.

c)

∫∫∫

V

z dxdydz, V está limitado por el plano z = 0 y la mitad superior del elipsoide x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
=

1.

d)

∫∫∫

V

(

x2

a2
+
y2

b2
+
z2

c2

)

dxdydz, V es el interior del elipsoide x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 1.
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e)

∫∫∫

V

z dxdydz, V es la región limitada por el cono z2 = h2

a2
(x2 + y2) y el plano z = h.

111. Calcular

∫∫∫

V

x2dxdydz en la región V limitada por el elipsoide x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 1.

112. Calcular

∫∫∫

V

√

x2 + y2 + z2dxdydz, si V es la región limitada por x2 + y2 + z2 = a2.

113. Colocar los lı́mites de integración, en la integral

∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz para las regiones dadas por:

a) V es el tetraedro limitado por los planos x+ y + z = 1, x = 0, y = 0, z = 0.

b) V está limitada por las superficies x2 + y2 = a2, z = 0, z = h.

c) V está limitada por las superficies x
2

a2
+
y2

b2
= z2

c2
, z = c.

d) V es el volumen limitado por las superficies z = 1− x2 − y2, z = 0.

114. Calcular la integral

∫∫∫

V

dxdydz en la región limitada por las superficies x2+y2+z2 = 2az, x2+y2 =

z2 que contiene el punto (0, 0, a).

115. Calcular la integral

∫ 2

0

∫

√
2x−x2

0

∫ a

0

z
√

x2 + y2dzdydx.

116. Calcular la integral

∫∫∫

V

√

x2+y2+z2dxdydz en la región limitada por x2+y2+z2=x.

117. Calcular las integrales:

a) I =

∫ a

−a

∫

√
a2−x2

−
√
a2−x2

∫

√
a2−x2−y2

0

(x2 + y2)dzdydx.

b) I =

∫ 2a

0

dx

∫

√
2ax−x2

−
√
2ax−x2

dy

∫

√
4a2−x2−y2

0

dz.

118. Calcular las integrales triples cuando:

a) V = {(x, y, z) ∈R3/0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1, 0 6 z 6 xy}, f(x, y, z) = x2y3z.

b) V = {(x, y, z) ∈R3/x2 + y2 6 2pz, 0 6 z 6 a}, f(x, y, z) = |xyz|, p > 0, a > 0.

c) V = {(x, y, z) ∈R3/x2 + y2 6 b2z2, 0 6 z 6 a}, f(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

d) V = {(x, y, z) ∈R3/1 6 x2 + y2 + z2 6 4}, f(x, y, z) = 1
√

x2 + y2 + z2
.

e) V = {(x, y, z) ∈R3/x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
6 1}, f(x, y, z) = x2y2z2, a, b, c > 0.

f) V = {(x, y, z) ∈R3/x2 + y2 + z2 6 a2}, f(x, y, z) = cos(αx+ βy + γz), a > 0, α, β, γ ∈R.

g) V = {(x, y, z) ∈R3/x > 0, y > 0, z > 0, x+ y + z 6 1}, f(x, y, z) = xpyqzr(1− x− y − z)s,

p, q, r, s ∈R∗.
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119. En cada una de las siguientes integrales representar la región V de integración y calcularla.

a)

∫∫∫

V

xy2z3dxdydz, V es la región limitada por la superficie z = xy y los planos x = y, x = 1,

z = 0.

b)

∫∫∫

V

xyzdxdydz, V es el primer octante de la esfera x2 + y2 + z2 = 1.

c)

∫∫∫

V

√

x2 + y2dxdydz, V es la hoja superior del cono z2 = x2 + y2 y el plano z = 1.

120. En las siguientes integrales iteradas de una función f(x, y, z) positiva, dibujar la región de integración

S y expresar la integral efectuando la primera integración respecto a y.

a)

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(∫ x+y

0

f(x, y, z)dz

)

dy

)

dx.

b)

∫ 1

−1

(

∫ x

−x

(

∫ 1

√
x2−y2

f(x, y, z)dz

)

dy

)

dx.

c)

∫ 1

0

(

∫ 1

0

(

∫ x2+y2

0

f(x, y, z)dz

)

dy

)

dx.

121. Verificar que

∫ x

0

(∫ v

0

(∫ u

0

f(t)dt

)

du

)

dv = 1
2

∫ x

0

(x − t)2f(t)dt, donde f es una función inte-

grable sobre todo intervalo [ 0, x ].

122. Calcular las integrales siguientes pasando a coordenadas cilı́ndricas:

a)

∫∫∫

V

(x2 + y2)dxdydz, V es el sólido limitado por la superficie x2 + y2 = 2z y el plano z = 2.

b)

∫∫∫

V

dxdydz, V es el sólido limitado por los tres planos coordenados, z = x2 + y2, x+ y 6 1.

c)

∫∫∫

V

(y2 + z2)dxdydz, V es el cono recto de revolución de altura h, de base en el plano xy de radio

a, cuyo eje es el eje z.

123. Calcular las siguientes integrales pasando a coordenadas esféricas.

a)

∫∫∫

V

dxdydz, V es el sólido limitado entre dos esferas de radio a y b (0< a < b).

b)

∫∫∫

V

1
√

(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2
dxdydz, V es una esfera de radio ρ centrada en el origen y

el punto (a, b, c) es un punto exterior a la esfera.

124. Se puede definir la transformación x = aρ cosm ϕ sen n ψ, y = bρ sen m ϕ sen n ψ, z = cρ cosn ψ,
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donde a, b, c, m, n son constantes positivas. Demostrar que el Jacobiano es igual a

−abcmnρ2 cosm−1 ϕ sen m−1 ϕ cosn−1 ψ sen 2n−1 ψ.

125. Colocar los lı́mites de integración pasando a coordenadas cilı́ndricas o coordenadas esféricas en la inte-

gral triple

∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz.

a) V es el volumen situado en el primer octante y limitado por el cilindro x2 + y2 = a2 y los planos

z = 0, z = 1, y = x, y =
√
3x.

b) V es el volumen limitado por el cilindro x2 + y2 = 2x, el plano z = 0 y el paraboloide z = x2 + y2.

c) V es la parte de la esfera x2 + y2 + z2 6 a2 situada en el primer octante.

d) V es una parte de la esfera x2 + y2 + z2 6 a2 situada dentro del cilindro (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2),

x > 0.

e) V es la parte común de las esferas x2 + y2 + z2 6 a2 y x2 + y2 + (z − a)2 6 a2.

126. Calcular las siguientes integrales triples pasando a coordenadas esféricas o cilı́ndricas:

a)

∫ 1

0

(
∫

√
1−x2

0

(
∫

√
1−x2−y2

0

√

x2 + y2 + z2dz
)

dy
)

dx.

b)

∫∫∫

V

(x2 + y2)dxdydz, V es el volumen dado por a2 6 x2 + y2 + z2 6 b2, z > 0.

c)

∫∫∫

V

dxdydz
√

x2 + y2 + (z − 2)2
, V es la esfera x2 + y2 + z2 6 1.

d)

∫∫∫

V

dxdydz
√

x2 + y2 + (z − 2)2
, V es el cilindro x2 + y2 6 1, −1 6 z 6 1.

1.11.10 Cálculo de volúmenes

127. Calcular el volumen de un sólido limitado por dentro de la esfera x2 + y2 + z2 = 5 y dentro del

paraboloide x2 + y2 = 4z.

128. Calcular el volumen de un sólido limitado por el plano xy, el cilindro x2 + y2 = 2x y el cono z =
√

x2 + y2.

129. Calcular el volumen de la región limitada por:

a) el elipsoide 4x2 + y2 + 16z2 = 16.

b) la esfera x2 + y2 + z2 = 16 y el cilindro x2 + y2 = 7.

c) paraboloide elı́ptico z = 2x2 + y2 + 1, el plano x+ y = 1 y los planos coordenados.

d) az = y2, x2 + y2 = b2, z = 0.



98 et5.tex

e) z = x2 + y2, y = x2, y = 1, z = 0.

f) x2 + y2 = 2ax, z = αx, z = βx, α > β.

g) 2az = x2 + y2, x2 + y2 − z2 = a2, z = 0.

h) x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 1.

i) z = x+ y, xy = 1, xy = 2, y = x, y = 2x, z = 0, x > 0, y > 0.

j) z = 2− x− 2y, x = 0, y = 0, z = 0.

k) por el paraboloide x2 + 4y2 + z = 4 y el plano xy.

l) z = 1− x2 − y2, el plano z = 1− y, z = 0, x = 0, y = 0.

m) y2 = 4a2 − 3ax, y2 = ax, z = ±h.

n) la parte del cilindro x2 + y2 = 2ax comprendida entre el paraboloide x2 + y2 = 2az y el plano xy.

o) la esfera x2 + y2 + z2 = a2 y el cono z2 = x2 + y2 (parte exterior respecto al cono).

p) la superficie
(x2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
)2

= x2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
.

q) las superficies x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 2, x

2

a2
+
y2

b2
− z2

c2
= 0, z > 0.

130. Calcular el volumen de los cuerpos limitados por las superficies dadas, efectuando integración triple:

a) Por los cilindros z = 4− y2, z = y2 + 2 y por los planos x = −1, x = 2.

b) Por los paraboloides z = x2 + y2, z = x2 + 2y2 y los planos y = x, y = 2x, x = 1.

c) Por los paraboloides z = x2 + y2, z = 2x2 + 2y2, el cilindro y = x2 y el plano y = x.

d) Por los cilindros z = ln(x+ 2), z = ln(6− x) y los planos x = 0, x+ y = 2, x− y = 2.

e) Por el paraboloide (x− 1)2 + y2 = z y el plano 2x+ z = 2.

f) Por el paraboloide z = x2 + y2 y el plano z = x+ y.

g) Por la esfera x2 + y2 + z2 = 4 y el paraboloide x2 + y2 = 3z.

h) Por la esfera x2 + y2 + z2 = a2 y el paraboloide x2 + y2 = a(a− 2z), z > 0.

i) Por el paraboloide z = x2 + y2 y el cono z2 = xy.

j) Por la esfera x2 + y2 + z2 = 4az − 3a2 y el cono z2 = 4(x2 + y2) (tomando en cuenta la parte de la

esfera dentro del cono).

k) (x2 + y2 + z2)2 = a3x, o bien (x2 + y2 + z2)2 = a3z.

l) (x2 + y2 + z2)2 = axyz.

m) (x2 + y2 + z2)3 = a2z4.
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n) (x2 + y2 + z2)3 = a6z2

x2 + y2
.

o) (x2 + y2 + z2)3 = a2(x2 + y2)2.

p) (x2 + y2)2 + z4 = a3z.

q) x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 + z2 = 16, z2 = x2 + y2, x = 0, y = 0, z = 0, x > 0, y > 0, z > 0.

1.11.11 Centro de gravedad, masa, momentos de inercia

131. Calcular el momento de inercia de un cilindro de radio a y masa m, si su densidad en cada punto es

proporcional a la distancia de ese punto del eje del cilindro.

132. El tallo de una seta es un cilindro recto de revolución de diámetro 1 y longitud 2 y su cabeza es un

hemisferio de radio a. Si la seta es un sólido homogéneo con simetrı́a axial y su centro de gravedad está

situado en el plano en el que el tallo se une a la cabeza, calcular a.

133. Hallar la masa m del paralelepı́pedo rectangular 0 6 x 6 a, 0 6 y 6 b, 0 6 z 6 c, si la densidad en el

punto (x, y, z) en ρ(x, y, z) = x+ y + z.

134. Del octante de la esfera x2 + y2 + z2 6 c2, x > 0, y > 0, z > 0, se ha cortado la región limitada por

los planos coordenados y por el plano xa +
y
b
= 1, a 6 c, b 6 c. Determinar la masa de este cuerpo, si

su densidad en cada punto (x, y, z) vale z.

135. En el cuerpo de forma semiesférica x2 + y2 + z2 6 a2, z > 0, la densidad varı́a proporcionalmente a

la distancia del centro. Determinar el centro de gravedad de este cuerpo.

136. Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el paraboloide y2+2z2 = 4x y por el plano x = 2.

137. Hallar el momento de inercia del cilindro circular que tiene por altura h y por radio de la base a, con

respecto al eje que sirve de diámetro de la base del propio cilindro.

138. Hallar el momento de inercia del cono circular, que tiene por altura h, por radio de la base a y densidad

ρ, con respecto al diámetro de su base.

139. Demostrar que los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados son:

Ix = Ixy + Ixz; Iy = Iyx + Iyz; Iz = Izx + Izy.

140. Calcular la masa del sólido limitado por dos esferas concéntricas de radio a y b, 0<a<b, si la densidad

en cada punto es igual al cuadrado de su distancia al centro.

141. Un cono circular recto homogéneo tiene altura h. Demostrar que la distancia de su centro de gravedad

a la base es h
4

.
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142. Determinar el centro de gravedad de un cono de altura h, si su densidad en cada punto es proporcional

a la distancia de ese punto a la base.

143. Determinar el centro de gravedad de un cono de altura h, si su densidad en cada punto es proporcional

a la distancia del punto al eje del cono.

144. Un sólido está limitado por dos hemisferios superiores concéntricos de radio a y b, siendo 0<a< b. Si

la densidad es constante, encontrar el centro de gravedad.

145. Determinar el centro de gravedad de un cubo de lado h si su densidad en cada punto es proporcional al

cuadrado de la distancia de un punto a un vértice de la base.

146. Un cono recto de revolución tiene altura h, radio de la base a, densidad constante y masam. Determinar

su momento de inercia respecto a un eje paralelo a la base y que pasa por el vértice.

147. Calcular el momento de inercia de una esfera de radio a y masam respecto a un diámetro, si la densidad

es constante.

148. Calcular los volúmenes de las siguientes regiones:

a) el cuerpo limitado por las esfera x2 + y2 + z2 = 4 y el paraboloide x2 + y2 = 3z (la parte interior

con respecto al paraboloide)

b) el cuerpo limitado por el plano z = 0, el cilindro x2+y2 = ax y la esfera x2+y2+z2 = a2 (interno

con respecto al cilindro).

c) el cuerpo limitado por el paraboloide
y2

b2
+ z2

c2
= 2xa y el plano x = a.

1.11.12 Momento de inercia, centro de gravedad enR3

149. Determinar los momentos estáticos de los sólidos homogéneos siguientes:

a) paralelepı́pedo recto de aristas a, b, c con respecto a sus caras.

b) cono circular recto (radio de la base a, altura h), con respecto al plano que pasa por el vértice que es

paralelo a la base.

c) sólido limitado por el elipsoide x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 1 y el plano xy con respecto a este mismo.

150. Determinar los centros de gravedad de los cuerpos homogéneos limitados por las superficies dadas:

a) por los planos x = 0, y = 0, z = 0, x = 2, y = 4, x+ y + z = 8 (paralelepı́pedo truncado).

b) por el elipsoide x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 1 y los planos coordenados.

c) por el cilindro z =
y2

2
y los planos x = 0, y = 0, z = 0 y 2x+ 3y − 12 = 0.

d) por los cilindros y =
√
x, y = 2

√
x y los planos z = 0, x+ z = 6.
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e) por el paraboloide z =
x2 + y2

2a
y la esfera x2 + y2 + z2 = 3a2, z > 0.

f) por la esfera x2 + y2 + z2 = a2 y el cono z tanα =
√

x2 + y2 (sector esférico).

151. Determinar los momentos de inercia de los cuerpos homogéneos siguientes, cuya masa es m.

a) El paralelepı́pedo recto, de aristas a, b, c con respecto a cada una de las mismas y con respecto al

centro de gravedad.

b) De la esfera respecto a la recta tangente.

c) Del elipsoide x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 1 con respecto a sus ejes.

d) De la parte entre las esferas concéntricas cuyo radio exterior es igual a a y el interior es r, respecto al

diámetro.

e) Del paraboloide de revolución (radio a, altura h), con respecto al eje que pasa por su centro de

gravedad y es perpendicular al eje de revolución (momento ecuatorial).

152. El cuerpo limitado por dos superficies esféricas concéntricas cuyos radios son a y b, b > a, tiene una

densidad inversamente proporcional a la distancia al centro de las esferas, con densidad γ a la distancia

unidad. Calcular la masa del cuerpo.

153. Calcular la masa del cuerpo limitado por un cilindro circular recto de radio a y altura h, si su densidad

en cualquier punto es igual al cuadrado de la distancia del punto al centro de la base.

154. Calcular la masa del cuerpo limitado por un cono circular cuya altura es igual a h y el ángulo formado

por el eje y la generatriz es igual a α. La densidad es proporcional a la potencia n > 0, de la distancia

desde el plano trazado por el vértice del cono paralelamente a la base, valiendo γ a la distancia unidad.

155. Calcular las masa de una esfera de radio a, si su densidad es proporcional al cubo de la distancia al

origen y vale γ a la distancia unidad.

156. Determinar la masa del cuerpo limitado por el paraboloidex2+y2 = 2az y la esfera x2+y2+z2 = 3a2,

z > 0, si la densidad en cada punto es igual a la suma de los cuadrados de coordenadas.

157. La densidad de la esfera x2 + y2 + z2 6 2az es igual al cuadrado de la distancia al origen. Determinar

el centro de gravedad de la esfera.

158. Determinar el momento estático de la parte común de las esferas x2+y2+z2 6 a2 y x2+y2+z2 6 2az

respecto al plano xy, si la densidad es igual a la distancia entre el punto y el plano xy.

159. Demostrar que le momento de inercia de un cuerpo respecto a cualquier eje ℓ es igual md2 + Ic, donde

m es la masa del cuerpo, d es la distancia del eje al centro de gravedad, Ic es el momento de inercia con
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respecto al eje que es paralelo al eje dado y que pasa por el centro de gravedad del cuerpo. (Teorema de

Steiner).

1.11.13 Aplicaciones a la gravedad

160. Hallar la atracción que ejerce el cono homogéneo, de altura h y ángulo en el vértice α (en la sección

axial), sobre un objeto material que tenga masa m y que está situado es su vértice.

161. Demostrar que la atracción que ejerce una esfera homogénea sobre un punto material exterior a ella no

varı́a, si toda la masa de la esfera se concentra en su centro.

162. Demostrar que la fuerza de interacción entre dos esferas homogéneas no varı́a si las masas de las esferas

estuvieran concentradas en sus centros.

163. Consideramos una esfera sólida heterogénea x2 + y2 + z2 6 R2, donde la densidad varı́a de acuerdo

con δ(x, y, z) = λz2. Calcular la fuerza con la cual atrae un punto material de masa m, si se sitúa sobre

el eje z a una distancia igual a 2R del centro de la esfera.

164. Se considera un sólido homogéneo limitado por un cilindro circular recto, radio de la base R y altura h

y densidad γ. Determinar la fuerza sobre el punto de masam situado en el centro de la base del cilindro.

165. Se considera una esfera sólida heterogénea de radio R, cuya densidad γ está dada por γ = a −
b
√

x2 + y2 + z2, con a > 0, b > 0.

a) Determinar las constantes a y b, si la densidad media de la esfera es γm y la densidad sobre la super-

ficie de la esfera es γ0.

b) Calcular la fuerza de atracción ejercida por la esfera en un punto m situado sobre la superficie de la

esfera.

166. Se considera un cuerpo homogéneo limitado por dos esferas concéntricas (capa esférica). Demostrar

que la atracción que ejerce esta capa sobre una masam situada dentro de la cavidad del cuerpo, es nula.

1.11.14 Ejercicios especiales

167. Sea V = {(x, y, z) ∈R3/0 6 x 6 1, x 6 y 6 1, x 6 z 6 y}, f : [ 0, 1 ] −→ R continua, demostrar
∫∫∫

V

f(x)f(y)f(z)dxdydz = 1
6

(
∫ 1

0

f(t)dt
)3

.

168. Sean a, b ∈R, a < b y sean f , g, h: [a, b ] −→ R aplicaciones continuas. Estudiar la integral:

∫∫∫

[ a,b ]3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(x) f(y) f(z)

g(x) g(y) g(z)

h(x) h(y) h(z)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

dxdydz,
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para probar que:

(
∫ b

a

f2
)(
∫ b

a

gh
)2

+
(
∫ b

a

g2
)(
∫ b

a

fh
)2

+

∫ b

a

h2
(
∫ b

a

fg
)2

6

(
∫ b

a

f2
)(
∫ b

a

g2
)(
∫ b

a

h2
)

+

2
(
∫ b

a

fg
)(
∫ b

a

fh
)(
∫ b

a

gh
)

.

169. a) Demostrar que ∀ a, b, c ∈R+, a3 + b3 + c3 > 3abc.

b) Sean f, g: [ 0, 1 ] −→ R

+ funciones continuas, demostrar que:
∫∫∫

[ 0,1 ]3

[

(f(x)g(y)g(z))3 + (f(y)g(z)g(x))3 + (f(z)g(x)g(y))3

− 3f(x)f(y)f(z)g2(x)g2(y)g2(z)
]

dxdydz > 0.

c) Deducir que si φ, ψ son aplicaciones continuas en [ 0, 1 ], con valor enR+,

∫ 1

0

φ(x)ψ(x)dx 6

(
∫ 1

0

(φ(x))3dx
)

1
3
(
∫ 1

0

(ψ(x))
3
2 dx

)
2
3

.

170. a) Calcular

∫∫∫

V

dxdydz

(1+x2z2)(1 + y2z2)
, si V = {(x, y, z) ∈R3/0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1, z > 0}.

b) Deducir el valor de

∫ ∞

0

(

arctan t
t

)2

dt.

1.11.15 Integrales múltiples

171. Designemos con Sn(a) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn/|x1| + · · · + |xn| 6 a}, con a > 0. Cuando n = 2,

el conjunto es un cuadrado con vértices en (0,±a) y (±a, 0). Cuando n = 3 es un octaedro con

vértices en (0, 0,±a), (0,±a, 0), (±a, 0, 0). Denotemos Vn(a) el volumen de Vn(a) dado por Vn(a) =
∫

· · ·
∫

Sn(a)

dx1 · · · dxn.

a) Demostrar que Vn(a) = anVn(1).

b) Para n > 2, expresar la integral que da Vn(1) como una iteración de una integral unidimensional y

una integral (n− 1)-múltiple y demostrar que:

Vn(1) = Vn−1(1)

∫ 1

−1

(1− |x|)n−1dx =
2

n
Vn−1(1).

c) Usando a) y b) deducir que Vn(a) =
2nan

n!
.

172. Sea Sn = {(x1, . . . , xn) ∈Rn/|xi|+ |xn| 6 a, i = 1, . . . , n− 1}, siendo a > 0 y n > 2.

a) Dibujar Sn(1), cuando n = 2 y cuando n = 3.

b) Denotamos Vn(a) =

∫

· · ·
∫

Sn(a)

dx1 · · · dxn, demostrar que Vn(a) = anVn(1).
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c) Expresar la integral que da Vn(1) como una iteración de una integral unidimensional y una integral

(n− 1)-dimensional y deducir que Vn(a) =
2nan
n .

173. Sea Sn(a) = {
(

x1, . . . , xn
)

∈Rn/x21 + · · ·+ x2n 6 a2} y sea Vn(a) =

∫

· · ·
∫

Sn(a)

dx1 · · · dxn.

a) Demostrar que Vn(a) = anVn(1).

b) Expresar la integral Vn(1) para n > 3, como una integral doble y una integral (n − 2)-múltiple.

Verificar que Vn−2(R) = Rn−2Vn−2(1), con R =
√

1− x2n−1 − x2n.

c) Usando a) y b) verificar que Vn(1) = Vn−2(1)
2π
n y deducir que Vn(a) =

πn/2an

Γ
(

1
2n+ 1

) , donde Γ es la

función gama.

d) Expresar Vn(1) con la identidad de una integral unidimensional y una integral (n − 1)-múltiple y

verificar que Vn(1) = 2Vn−1(1)

∫ 1

0

(

1− x2
)(n−1)/2

dx.

e) Usando c) y d) deducir que

∫
π
2

0

cosn tdt =

√
π
2

Γ
(

n+ 1
2

)

Γ
(

n
2
+ 1
) .

1.11.16 Integrales impropias dependiendo de un parámetro

174. Determinar f ′(x), si f(x) =

∫ α(x)

a

g(x, y)dy, donde g es de clase C1 y α(x) es derivable.

175. Determinar f ′(x), si f(x) =

∫ +∞

x

e−xy
2

dy, x > 0.

176. Demostrar que la función g(x, y) =

∫ +∞

−∞

xf(z)

x2 + (y − z)2
dz, satisface la ecuación de Laplace

∂2g

∂x2
+

∂2g
∂y2

= 0.

177. La transformada de LaplaceF (p) de la función f(t), se determina por la expresiónF (p) =

∫ ∞

0

e−ptf(t)dt.

Determinar la transformada de las siguientes funciones:

a) f(t) = 1 c) f(t) = sen βt

b) f(t) = eαt d) f(t) = cosβt.

178. Sabiendo que

∫ 1

0

xn−1dx = 1
n para n > 0, calcular

∫ 1

0

xn−1 lnxdx.

179. Sabiendo que

∫ ∞

0

e−pt dt = 1
p , p > 0, calcular

∫ ∞

0

t2e−pt dt.

180. Usando derivación respecto al parámetro, calcular las siguientes integrales:

a)

∫ ∞

0

e−αx − e−βx
x dx, α > 0, β > 0 d)

∫ 1

0

ln(1− α2x2)

x2
√
1− x2

dx, |α|< 1
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b)

∫ ∞

0

e−αx − e−βx
x sen mxdx, α > 0, β > 0 e)

∫ ∞

0

e−αx
sen βx
x dx, α > 0.

c)

∫ ∞

0

arctanαx
x(1 + x2)

dx

181. Determinar el dominio de la función f(x) =

∫ 1

0

dz√
x2 + z2

.

182. Calcular la curvatura de la curva y =

∫ 2π

π

sen αx
α dα en el punto en que x = 1.

183. Usando la igualdad

∫ b

0

dx
1 + ax = 1

a ln(1 + ab), obtener la fórmula siguiente derivando respecto al

parámetro:
∫ b

0

xdx

(1 + ax)2
=

1

a2
ln(1 + ab)− b

a(1 + ab)
.

184. a) Usando la igualdad

∫ b

0

dx
a2 + x2

= 1
a arctan ba , obtener

∫ b

0

dx
(x2 + a2)3

.

b) Usando la igualdad

∫ ∞

0

dx
a2 + x2

= π
2a

, calcular la integral

∫ ∞

0

dx
(a2 + x2)n

, n ∈N∗.

185. Calcular el valor de la integral

∫ ∞

0

e−axxn−1dx, a > 0, n ∈N∗.

186. Usando la igualdad

∫
π
2

0

dx
a2 cos2 x+ b2 sen 2 x

= π
2|ab| , determinar

∫
π
2

0

dx
(a2 cos2 x+ b2 sen 2 x)2

.

187. Calcular las siguientes integrales derivando respecto al parámetro.

a)

∫ ∞

0

1− e−ax

xex
dx, a >−1. b)

∫ ∞

0

1− e−ax
2

xex
2

dx, a > −1.

c)

∫ 1

0

arctan ax
x
√
1− x2

dx. d)

∫ 1

0

ln(1− a2x2)

x2
√
1− x2

dx, a2 < 1.

e)

∫ ∞

0

arctan ax
x(1 + x2)

dx. f)

∫ 1

0

ln(1 − a2x2)√
1− x2

, a2 < 1.

g)

∫ π

0

ln(1 + a cosx)
cosx dx, a2 < 1. h)

∫
π
2

0

ln
(

1 + a sen x
1− a sen x

)

dx
sen x , a2 < 1.

i)

∫ ∞

0

1− e−ax
2

x2
dx, a > 0. j)

∫ ∞

0

e−ax
2 − e−bx

2

x2
dx, a > 0, b > 0.

k)

∫ ∞

0

e−ax sen bx− sen cx
x dx, a > 0. l)

∫ ∞

0

e−ax cos bx− cos cx
x dx, a > 0.

m)

∫
π
2

0

ln(a2 cos2 x+ b2 sen 2 x)dx, a > 0, b > 0.

188. Calcular la integral

∫
π
2

0

arctan(a tanx)
tanx

dx, para luego determinar

∫
π
2

0

x
tanx

dx.

189. Usar la igualdad

∫ 1

0

xn dx = 1
n+ 1 , para calcular la integral

∫ 1

0

xβ − xa

lnx
dx, α >−1, β >−1.
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190. Usando que 2a

∫ ∞

0

e−a
2x2

dx =
√
π, calcular la integral

∫ ∞

0

(

e
− a2

x2 − e
− b2

x2

)

dx.

191. Dada la relación

∫ ∞

0

e−z
2

dz =

√
π
2

, usarla para deducir 1√
x

= 2√
π

∫ ∞

0

e−z
2xdx. Usar los resulta-

dos para calcular las integrales de Fresnel.

a)

∫ ∞

0

cosxdx√
x

b)

∫ ∞

0

sen x√
x
dx.

192. Sea f una función continua para x > 0, tal que lim
x→∞

f(x) = ℓ, entonces si a > 0, b > 0:

∫ ∞

0

f(ax)− f(bx)

x
dx = (ℓ − f(0)) ln

a

b
.

Usar este resultado en los siguientes casos:

a)

∫ ∞

0

arctanax− arctan bx
x dx b)

∫ ∞

0

e−ax
n − e−bx

n

x dx, (n > 0).

193. Sea f una función continua para x > 0, tal que

∫ ∞

A

f(x)
x dx converge, para todo A> 0. Probar que si

a > 0, b > 0, se tiene que

∫ ∞

0

f(ax)− f(bx)
x dx = f(0) ln ba .

Usar este resultado en los siguientes casos:

a)

∫ ∞

0

e−ax − e−bx
x dx b)

∫ ∞

0

cos ax− cos bx
x dx

c)

∫ ∞

0

sen ax sen bx
x dx d)

∫ ∞

0

b sen ax− a sen bx
x2

dx

e)

∫ ∞

0

sen 3 x
x2

dx.

194. Verificar que la función de Laplace Φ(x) = 2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt, satisface las siguientes relaciones:

a)

∫ x

0

Φ(az)dz = e−a
2x2 − 1
a
√
π

+ xΦ(ax).

b)

∫ ∞

0

(1 − Φ(x))dx = 1√
x

.

195. Las funciones si(x) y ci(x) se definen por si(x) = −
∫ ∞

x

sen t
t

dt (seno integral) y por ci(x) =

−
∫ ∞

x

cos t
t

dt (coseno integral). Demostrar que

∫ ∞

0

sen xsi(x)dx=−
∫ ∞

0

cosxci(x)dx= π
4

.

196. La función de Bessel de orden cero es J0(x) =
2
π

∫
π
2

0

cos(x sen θ)dθ. Demostrar que:

a)

∫ ∞

0

e−axJ0(x)dx = 1√
1 + a2

, a > 0.

b)

∫ ∞

0

sen ax
x J0(x)dx =



















π
2 si a > 1

arcsen a si |a| 6 1

−π
2 si a 6 −1.
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197. Verificar que las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones diferenciales dadas:

a) f(x) =

∫ ∞

0

e−xz

1 + z2
dz, y′′ + y = 1

x .

b) f(x) =

∫ 1

−1

(

z2 − 1
)n−1

exz dz, xy′′ + 2ny′ − xy = 0.

c) f(x) =

∫ ∞

0

e−xz
(

1 + z2
)n+1 dz, xy′′ − 2ny + xy = 1.

d) J0(x) =
2
π

∫
π
2

0

cos(x sen θ)dθ, y′′ + 1
xy

′ + y = 0.

1.11.17 Integrales impropias

198. Calcular las siguientes integrales impropias.

a)

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

e−(x+y)dy

)

dx b)

∫ 1

0

(

∫ y2

0

e
x
y dx

)

dy

c)

∫∫

S

dxdy

x4 + y2
, S = {(x, y) ∈R2/x > 1, y > x2} d)

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

dy
(x2 + y2 + a2)2

)

dx, a > 0

e)

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

(∫ ∞

0

dz
(x2 + y2 + z2 + 1)2

)

dy

)

dx.

199. Determinar la convergencia de las siguientes integrales dobles impropias.

a)

∫∫

S

ln
√

x2 + y2dxdy, S es el cı́rculo x2 + y2 6 1.

b)

∫∫

S

dxdy

(x2 + y2)α
, S es la parte exterior del cı́rculo de radio 1 con centro (0, 0).

c)

∫∫

S

dxdy
3
√

(x − y)2
, S es el cuadrado |x| 6 1, |y| 6 1.

d)

∫∫∫

V

dxdydz

(x2 + y2 + z2)α
, V es la parte exterior de la esfera de centro (0, 0, 0) y radio 1.

200. Calcular las siguientes integrales dobles impropias.

a)

∫∫

S

1

x− y
dxdy, S = {(x, y) ∈R2/0 6 y 6 x, 0 6 x 6 1}.

b)

∫∫

S

1√
xy

dxdy, S = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ].

c)

∫∫

S

1
√

|x− y|
dxdy, S = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ].

d)

∫∫

S

x

y
dxdy, S = {(x, y) ∈R2/y 6 x 6 2y, 0 6 y 6 1}.
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e)

∫∫

S

log xdxdy, S = {(x, y) ∈R2/0 6 x 6 ey, 0 6 y 6 1}.

201. a) Indicar la manera de colocar los lı́mites de integración, de la integral doble

∫∫

S

f(x, y)dxdy, si S es

la región no acotada S = {(x, y) ∈R2/φ1 (x) 6 y 6 φ2(x), x > a}, donde φ1 6 φ2, si x > a.

b) Evaluar

∫∫

S

xye−(x2+y2)dxdy, S = [ 0,+∞ [× [ 0, 1 ].

c) Evaluar

∫∫

S

e−xy dxdy, S = [ 0,+∞ [× [ 1, 2 ]. Suponga que el teorema de Fubini se cumple y

probar que

∫ ∞

0

ex − e−2x

x dx = ln 2.

202. Calcular las integrales impropias siguientes:

a)

∫ 1

0

(∫ a

0

x
√

a2 − y2
dy

)

dx b)

∫ 1

0

(∫ 1

0

x+ y
x2 + 2xy + y2

dx

)

dy.

203. Analizar la convergencia de las integrales dobles siguientes:

a)

∫∫

x2+y261

sen 2(x− y)
√

1− x2 − y2
dxdy b)

∫ 1

0

(∫ x

0

ex
2+y2

x− y dy

)

dx.

204. a) Calcular la integral impropia

∫∫∫

V

(x2 + y2 + z2)
1
4

√

z + (x2 + y2 + z2)2
dxdydz, donde V es el primer octante

de la esfera x2 + y2 + z2 = a2, x > 0, y > 0, z > 0.

b) Determinar la existencia de la integral impropia

∫∫

S

x−
3
2 ey−xdxdy, sobre el conjunto S = {(x, y)∈

R

2/0 6 y 6 x, x > 0}.

c) Calcular

∫∫∫

R

3

f(x, y, z)dxdydz, con f(x, y, z) = 1

(1 + (x2 + y2 + z2)
3
2 )

3
2

.

d) Calcular

∫∫

R

2

dxdy

(1 + x2 + y2)
3
2

.

e) Calcular

∫∫∫

V

dxdydz

(x2 + y2 + z2)2
, donde V es la región exterior a la esfera de centro (0, 0, 0) y radio

1.

205. En cada uno de los siguientes casos, calcular la integral impropia o probar la divergencia.

a)

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

dxdy
1 + x2 + y2

. b)

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

dxdy

(1 + x2 + y2)
3
2

.

c)

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

dxdy
(x2 + y2 + a2)2

. d)

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−|x|−|y|dxdy.

e)

∫ ∞

0

∫ ∞

0

(x+ y)e−(x+y)dxdy. f)

∫ ∞

0

∫ ∞

0

xye−x
2−y2 dxdy.
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g)

∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x2+2xy cosα+y2) dxdy. h)

∫ ∞

0

(
∫ ∞

x

e−y
2

dy
)

dx.

i)

∫ ∞

0

(
∫ ∞

x

xe−y
sen y
y2

dy
)

dx.

206. Determinar la convergencia de las siguientes integrales impropias, usando coordenadas polares sobre el

cı́rculo de centro (0, 0) y radio a, que denotamosD.

a)

∫∫

D

ln
√

x2 + y2dxdy b)

∫∫

D

e−x
2−y2

x2 + y2
dxdy.

c)

∫∫

D

sen (x2 + y2)

(x2 + y2)
3
2

dxdy. d)

∫∫

D

cos(x2 + y2)

x2 + y2
dxdy.

207. Determinar la existencia de un número m tal que

∫∫

R

2

dxdy

(x2 + y2)m
sea convergente.

208. Calcular las siguientes integrales impropias.

a)

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

dxdydz
√

(1 + z + y + x)7
. b)

∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

xy dxdydz
(1 + x2 + y2 + z2)3

.

c)

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−x

2−y2−z2 dxdydz.

209. Determinar la convergencia de las integrales impropias tomadas sobre la esfera V de radio a y centro

(0, 0, 0).

a)

∫∫∫

V

dxdydz

(x2 + y2 + z2)
3
2 ln 3

√

x2 + y2 + z2
. b)

∫∫∫

V

ln
√

x2 + y2 + z2

x2 + y2 + z2
dxdydz.

c)

∫∫∫

V

xyz

(x2 + y2 + z2)3
dxdydz. d)

∫∫∫

V

ln(x2 + y2 + z2)dxdydz.

210. Calcular el volumen de los siguientes sólidos:

a) el sólido limitado por la superficie z = (x2 + y2)e−(x2+y2) y el plano z = 0.

b) el sólido limitado por la superficie z = x2y2e−(x2+y2) y el plano z = 0.

c) el sólido limitado por la superficie z = xe−(x2+y2) y el plano z = 0, con z > 0.
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Capı́tulo 2

Integrales de lı́nea

2.1 Curvas en Rn

Sea r(t) una función continua de [ a, b ] en Rn, cuando t recorre [ a, b ] los puntos especificados por la

función r(t) describen un conjunto de puntos en Rn, que llamamos trayectoria de la función vectorial

r(t).

Definición 2.1.1 Sea r = (r1, . . . , rn) una función vectorial continua definida en el intervalo [ a, b ].

La imagen originada por r se dice que es la curva determinada por r y que une los puntos r(a) y r(b).

Si r(a) = r(b), la curva se dice cerrada.

Si r es uno a uno en [a, b ], la curva se dice simple. Si r es uno a uno en el intervalo [ a, b [ y r(a) = r(b)

se llama curva simple cerrada o curva de Jordan.

Si r es constante en [ a, b ], la curva se dice curva punto.

Observación Funciones distintas pueden representar la misma curva. Ası́, se dice que Γ es una curva

simple, cuando existe al menos una función r, continua uno a uno en algún intervalo [ a, b ] tal que Γ es

la imagen de [ a, b ] por r.

curva curva simple curva cerrada curva de Jordanpaga1.tex

Dada una función vectorial r(t) se puede construir una nueva función vectorial definida sobre [ c, d ] por

u(τ)=r(λ(τ))=(r1(λ(τ), . . . , rn(λ(τ))), donde λ: [ c, d ] −→ [ a, b ] es una función real estrictamente

monótona biyectiva. Es claro que u especifica la misma trayectoria Γ que r y que el orden de sus puntos

inducidos por los parámetros t y τ son el mismo si λ es estrictamente creciente y en sentido opuesto

si λ es estrictamente decreciente. Ası́, para diferentes funciones continuas estrictamente monótonas,

111
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corresponden diferentes representaciones paramétricas de la misma curva continua Γ.

Las funciones r(τ) pueden dividirse en dos clases: la clase de funciones estrictamente creciente y la

clase de funciones estrictamente decreciente. La primera clase especifica el orden de los puntos de

Γ y la segunda clase el orden de los puntos de Γ en sentido opuesto. Ası́ podemos denotar por Γ+

la curva orientada con ayuda del parámetro t. Γ+ también determina todas las posibles funciones λ

estrictamente crecientes. Es clara que en este caso debe tenerse λ(c) = a y λ(d) = b. La misma curva

Γ con orientación opuesta se denota Γ−. La curva orientada Γ− se especifica por la clase de todas las

funciones λ estrictamente decrecientes.

Nota Cuando r y u describen curvas cerradas, se requiere que r(a) = r(b) = u(c) = u(d).

Dos funciones de la misma clase (o equivalentes) describen la misma curva. El recı́proco es cierto para

aquellas funciones que describen curvas simples.

Proposición 2.1.1 Las funciones vectoriales r y u que describen curvas simples son equivalentes, si

describen la misma curva y recı́procamente.

Demostración Claramente las funciones equivalentes describen necesariamente la misma curva. La

dificultad radica en la demostración del recı́proco.

Sea r definida en [ a, b ] y u definida en [ c, d ] y supongamos que ambas funciones describen la misma

curva simple Γ. Puesto que u es uno a uno y continua en el compacto [ c, d ], existe u−1 y es continua

en u([ c, d ]) = r([ a, b ]) = Γ. Sea λ(t) = u−1(r(t)) para t ∈ [ a, b ], entonces λ es continua y r(t) =

u(λ(t)). Queda por demostrar que λ es estrictamente monótona en [ a, b ]. Ya que r y u−1 son uno a

uno, lo mismo ocurre con λ. Para precisar supongamos que λ(a)< λ(b) y debemos demostrar que λ es

estrictamente creciente en [ a, b ] y que λ(a) = c, λ(b) = d.

Si a < t1 < t2 < b =⇒ λ(t1) 6= λ(t2). Supongamos que λ(t1) > λ(t2); si λ(a)< λ(t2) en el intervalo

[ a, t1 ] todos los valores entre λ(a) y λ(t1) serán tomados por algún valor t y en particular λ(t2) i.e.

existe to ∈ [ a, t1 ] tal que λ(to) = λ(t1), lo que contradice la biyectividad. Si λ(a) > λ(t2), entonces

λ(a) es tomado por un valor en [ t2, b ], lo que no puede ser. Ası́ λ(t1)< λ(t2), o sea λ es estrictamente

creciente en ] a, b [ por la continuidad de λ en [ a, b ]. De la definición de λ, λ(a) = c y λ(b) = d; por lo

tanto r y u son equivalentes.

Definición 2.1.2 Una curva Γ se dice regular sobre [ a, b ] (resp. ] a, b [) si admite una representa-

ción paramétrica (parametrización), con ayuda de una función vectorial r(t) con derivada continua1

1Se define la derivada de una función vectorial r(t) por lim
h→0

r(t + h)− r(t)

h
= r′(t) = (r′1(t), . . . , r

′

n(t)).
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en [ a, b ] (resp. ] a, b [), de modo que r′(t) 6= 0, en [ a, b ] (resp. ] a, b [), o lo que es equivalente, las

componentes r′i(t) sobre [ a, b ] (resp. ] a, b [) no se anulan simultáneamente.

Esta última propiedad es equivalente al hecho ‖r′(t)‖2 =
n
∑

i=1

(r′i(t))
2 > 0, ∀t ∈ [ a, b ] (resp. ] a, b [). En

esta última formulación, la continuidad de r(t) en los puntos finales a y b es unilateral, lo mismo que

para la derivada r′(t).

Definición 2.1.3 Se dice que τ es un parámetro admisible para la curva regular Γ representada por

r(t), si está conectado con t por medio de una función λ, la cual no sólo es estrictamente monótona y

continua sino que tiene derivada continua diferente de cero en [ c, d ] (resp. ] c, d [). En este caso

n
∑

i=1

β′
i(τ)

2 = λ′(τ)2
n
∑

i=1

r′i(τ)
2 > 0.

Observación En particular, en el caso 2-dimensional una curva regular está determinada por dos

ecuaciones:

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ ] a, b [, (1)

donde ϕ y ψ tienen derivadas continuas que no valen cero simultáneamente. Si ϕ′(to) 6= 0 existe un

intervalo ] to − δ, to + δ [ sobre el cual ϕ tiene una inversa t = ϕ−1(x) y y = f(x) = ψ(ϕ−1(x)). En

este caso decimos que la función y = f(x) se especifica paramétricamente por las ecuaciones (1).

Definición 2.1.4 Se dice que Γ es una curva regular a trozos sobre [ a, b ] (resp. ] a, b [) si puede ser

representada por una función vectorial r(t) sobre [ a, b ] (resp. ] a, b [), tal que el intervalo cerrado

[ a, b ] (resp. abierto ] a, b [) se puede particionar por medio de una división a = to < t1 < · · · <
tn = b, de modo que r(t) es una curva regular sobre cada uno de los intervalos [ a, t1 ] (resp. ] a, t1 ]),

[ t1, t2 ],. . . ,[ tn−1, b ] (resp. [ tn−1, b [).

Nota Es importante señalar que en general en un punto de la división tk, (k = 1, . . . , n − 1), la

derivada izquierda r′(t−k ) puede ser diferente de la derivada derecha r′(t+k ), pero ambas derivadas son

diferentes de cero.

La curva x = cos θ, y = sen θ, 0 6 θ 6 2π, es un ejemplo de una curva cerrada que no se interseca ası́

misma.

Es posible definir dos funciones x = ϕ(t), y = ψ(t), 0 6 t 6 1, continuas en un intervalo [0,1], tales

que cuando el parámetro varı́a de t = 0 a t = 1, el punto variable (ϕ(t), ψ(t)) que sale de (0, 0) en

t = 0, recorre todos los puntos del cuadrado [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] y llega a la esquina derecha superior (1, 1)

para t = 1. Esta curva conocida como curva de Peano literalmente pasa por cada punto del cuadrado
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0 6 x, y 6 1.

En la siguiente figura tenemos la curva Γ que se representa por fun-

ciones continuamente diferenciables x = ϕ(t), y = ψ(t), ϕ′2+ψ′2>0,

0<t< 1. Cuando t crece continuamente en el intervalo ] 0, 1 [, el punto

(x, y) se mueve a lo largo de Γ desdeA pasando por B y C hasta llegar

a B, cuando t→ 1. fig1.tex

✲

✻

A B

C

Γy

x

❄✲
❖

Se observa que en el puntoB la curva Γ tiene una singularidad en el sentido que la parte de Γ dentro de

un rectángulo de centroB, no puede proyectarse uno a uno sobre cualquiera de los ejes de coordenados.

Si una curva Γ es no deficiente en este sentido, es decir que cada punto puede ser cubierto con un

rectángulo ∆ con lados paralelos a los ejes tales que Γ ∩∆, se proyecta uno a uno sobre alguno de los

ejes coordenados, Γ se llama una variedad diferenciable 1-dimensional.

Ejemplo 2.1.1 El astroide Γ determinado por la ecuación |ax|2/3 + |by|2/3 = (a2 − b2)2/3, 0< b< a,

es una curva cerrada regular continua, pues la ecuación es equivalente a las ecuaciones paramétricas

x = a2 − b2
a cos3 θ, y = a2 − b2

b
sen 3 θ, 0 6 θ 6 2π y porque existe sólo un par de valores de θ

(θ = 0, θ = 2π), para los cuales son uno y el mismo punto de Γ.

Se observa que la ecuación es simétrica respecto a los ejes coordenados

e indica que es continua. Las derivadas x′(θ), y′(θ) son continuas y se

anulan sólo en los puntos 0, π2 , π, 3π
2 , 2π, por lo que las partes de Γ

correspondientes a los intervalos ] 0, π2 [, ] π2 , π [, ]π,
3π
2 [, ] 3π

2 , 2π [ son

regulares. fig2.tex

✲

✻

x

y

2.1.1 Interpretación geométrica de la derivada de una función vectorial

Sea r(t) = (r1(t), r2(t), r3(t)) una función vectorial regular con t ∈
[ a, b ]. Consideremos dos puntos a = r(a) y b = r(b) que representan

los vectores r(t) y r(t + ∆t). El vector ∆r = r(t + ∆t) − r(t) es tal

que cuando ∆t → 0, b tiende a a y ∆r
∆t

tiende a r′(t), es decir:

lim
∆t→0

∆r

∆t
= r′(t),

fig3.tex
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r′(t)

que es diferente de 0 y tiende a la tangente que pasa por a. Si t es el tiempo y r(t) describe el movimiento

de una partı́cula a lo largo de la curva, r′(t) representa la velocidad. La norma ‖r′(t)‖ es el valor absoluto

de la velocidad (rapidez). Además r′′(t) es la aceleración en t.
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Una función vectorial r(t), donde ‖r(t)‖> 0 para todo t, puede escribirse de la forma r = αω, donde:

ω(t) =
r(t)
‖r(t)‖ =

(

r1(t)
‖r(t)‖ ,

r2(t)
‖r(t)‖ ,

r3(t)
‖r(t)‖

)

α(t) = ‖r(t)‖ =
√

r1(t)2 + r2(t)2 + r3(t)2.

Además r′(t) = α′(t)ω(t)+α(t)ω′(t). La primera componenteα′(t)ω(t) es el cociente de cambio de

la longitud de r y el segundo término α(t)dω
dt

es ortogonal a ω. Este resultado es usado en mecánica

para descomponer la velocidad en dos componentes: una en la dirección del movimiento y la otra

perpendicular a esta.

Definición 2.1.5 Un aplicación ϕ:U −→ R, con U ⊂ R

n abierto se denomina campo escalar o

función escalar.

Definición 2.1.6 Un campo vectorial en S ⊂ R

n es una función f: S ⊂ R

n −→ R

n, que asigna a

cada x en su dominio S, un vector f(x).

Definición 2.1.7 Un campo vectorial f definido sobre un abierto U ⊂ Rn se dice campo gradiente si

existe un campo escalar ϕ:U −→ R diferenciable en U , tal que ∇ϕ(x) = f(x), ∀x ∈ U .

También se dice que f es el gradiente de ϕ.

Proposición 2.1.2 Sea Γ una curva regular enR3, la recta tangente a Γ en r(to) está dada por r(to)+

λr′(to), con λ ∈R.

Ejemplo 2.1.2 Sea r(t) = (cos t, sen t, t), la curva asociada Γ se le

llama hélice. El vector velocidad es (− sen t, cos t, 1) y su norma (la

rapidez) es v(t) = ‖r′(t)‖ =
√
2.

fig5.tex
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Ejemplo 2.1.3 Sea r(t) = (t − sen t, 1 − cos t), la función describe

la posición de un punto fijo en un cı́rculo de radio 1 que va rodando, sin

resbalar. Esta curva se llama cicloide y su velocidad es (1−cos t, sen t)

que se anula en t = 2πn, n ∈ Z. La rapidez es v(t) =
√
2− 2 cos t. fig6.tex

✒✑
✓✏

✒✑
✓✏

✒✑
✓✏

π 2π

q
q q ✲

✻

Ejemplo 2.1.4 La ley de gravitación de Newton establece que la fuerza f que ejerce una partı́cula de

masa M sobre otra partı́cula de masa m, es un vector de magnitud GmM/r2, donde G es la constante

de gravitación universal y r es la distancia entre las partı́culas. Situando la masa M en el origen de

coordenadas, el vector posición de la partı́cula m está dada por r = (x, y, z), entonces r = ‖r‖ y

−r/r es un vector unitario con la misma dirección que f, con lo que la ley de Newton toma la forma

f = −GmMr−3r.
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Las leyes de Newton2muestran que un planeta moviéndose alrededor del sol con una trayectoria r(t),

obedece la ley mr′′(t) = − GmM
‖r(t)‖3 r(t) i.e. mr′′ = −GmM

r3
r, donde M es la masa del sol, m la masa

del planeta.

Si consideramos que el cuerpo de masa m se mueve con rapidez constante ω en una trayectoria cir-

cular de radio ro, podemos suponer que se mueve en el plano xy, y suprimir la tercera componente

r(t) = (ro cos
tω
ro , ro sen

tω
ro ). Además, se tiene que a(t) = r′′(t) = (−ω

2

ro cos tωro ,−
ω2

ro sen tω
ro ) =

−ω
2

ro r(t). Ası́ la aceleración va en dirección contraria a r(t), es decir se dirige hacia el centro del cı́rculo.

Esta aceleración multiplicada por m se llama fuerza centrı́peta, por lo que −ω
2m
r2o

r(t) = −GmM
r3o

r(t).

Si T es el periodo de una revolución, entonces 2πro/T = ω y obten-

emos:

T 2 = r3o
(2π)2

GM
.

fig7.tex
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Ası́, el cuadrado del periodo es proporcional al cubo del radio. Esta ley es una de las tres famosas leyes

2Sir Isaac Newton (1643-1727) Nace en Wolsthorpe, Lincolnshire, Inglaterra. Fue enviado a Cambridge en 1661 y se graduó

en 1665. Newton no se distinguió en el primer año de estudios en Cambridge. Pero por fortuna, tuvo la ayuda valiosa de Barrow,

distinguido profesor de matemáticas. Barrow quedó impresionado con las aptitudes de Newton y en 1664, lo recomendó para

una beca de matemáticas. Gracias a la instrucción de Barrow, tenı́a un excelente fundamento en la geometrı́a y la óptica. Se

familiarizó con la geometrı́a algebraica de Descartes; conocı́a la óptica de Kepler y estudió la refracción de la luz, la construcción

de los telescopios y el pulimento de las lentes.

En 1664 se cerró provisionalmente la Universidad de Cambridge debido a la gran peste (bubónica) y Newton volvió a Woolsthorpe,

donde paso un año y medio, durante ese tiempo hizo tres de sus grandes descubrimientos cientı́ficos. El primero fue el binomio de

Newton y los elementos del cálculo diferencial, que llamaba fluxiones. Poco después dijo que “habı́a encontrado el método inverso

de las fluxiones”, es decir el cálculo integral y el método para calcular las superficies encerradas en curvas como la hipérbole, y

los volúmenes y de los sólidos. Años más tarde, cuando se publicaron sus hallazgos, hubo cierta duda acerca de si el matemático

alemán Leibniz era considerado el creador del cálculo diferencial. Al parecer ambos, independiente y casi simultáneamente,

hicieron este notable descubrimiento.

Su segundo gran descubrimiento se relacionó con la Teorı́a de la Gravitación.

El tercer gran esfuerzo, correspondió a la esfera de la óptica y la refracción de la luz.

A la edad de treinta años fue elegido miembro de la Sociedad Real de Londres, que era el más alto honor para un cientı́fico.

Para corresponder a este honor, obsequió a la Sociedad el primer telescopio reflector que manufacturó. En 1675 Newton envı́a un

comunicado a la Royal Society sobre la luz. Murió en 1727 en Londres, Inglaterra.
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de Kepler3, que dedujo de los datos astronómicos experimentales recogidos por Tycho Brahe4durante

30 años.

Ejemplo 2.1.5 Al considerar dos conductores, uno con carga positiva

y otro con carga negativa en el que se instala un potencial eléctrico,

ϕ:R3 −→ R, el campo eléctrico está dado por E = ∇ϕ.

fig8.tex
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Sabemos que E es perpendicular a las superficies de nivel de ϕ. Estas superficies de nivel se llaman

superficies equipotenciales, pues en ellas el potencial es constante. Las superficies equipotenciales son

ortogonales al campo de fuerza eléctrico E.

En el espacio de tres dimensiones, los conjuntos de nivel ϕ se llaman superficies equipotenciales. En

dos dimensiones se llaman lı́neas equipotenciales. Si ϕ es la temperatura, equipotencial se reemplaza

por isoterma y si ϕ es la presión se usa la palabra isobara.

Ejemplo 2.1.6 En electrostática, la fuerza F de atracción entre dos partı́culas de cargas opuestas está

dado por F = k r
‖r‖3 (ley de Coulomb5), donde k es una constante y r = (x, y, z); F es el gradiente de

−k/‖r‖.

3Johannes Kepler (1571-1639) Nace el 27 de diciembre de 1571 en Leonberg, Holy Roman Empire (hoy Alemania). Muere

el 15 noviembre de 1630 en Rosensburg (hoy Alemania). En Tubinga tuvo el apoyo de un profesor que secretamente le enseñó

las ideas de Copérnico, cosa que fue necesario hacer en secreto debido a que sólo la teorı́a ptoloméica tenı́a la aprobación oficial.

En esta época de la carrera de Kepler, parecı́a seguro que serı́a sacerdote, pero por alguna razón desconocida cambio de planes

y aceptó el empleo de maestro de astronomı́a y matemática en Graz, capital de la provincia austriaca de Estiria. Fue en Graz, en

1596, donde Kepler publicó su notable libro: El misterio del Universo. Con el ardor y la exuberancia de la juventud, declaró que

habı́a descubierto el orden fundamental que servı́a de base a las distancias que separaban a los planetas del Sol; en otras palabras,

creyó haber resuelto el enigma del plan divino del Universo.

Kepler envió informes de esta teorı́a a todos aquellos en quienes pudo pensar, contando a Galileo y el famoso astrónomo Ticho

Brahe. Los dos hombres sostuvieron correspondencia con el joven astrónomo; y cuando la intolerancia religiosa obligó al protes-

tante Kepler a irse de Graz, aceptó la invitación de ayudar a Brahe, quién era matemático de la corte de Rodolfo II de Praga, el

1 de enero de 1600, Kepler llegó a Praga. Cuando murió Ticho en 1601, Kepler lo sucedió en el puesto de matemático impe-

rial. En 1615, después de penosos estudios que llenaron quinientas hojas de papel de oficio, se preparó para publicar su Nueva

astronomı́a, primer libro moderno sobre la materia. En la esfera de las matemáticas, se le atribuye el haber contribuido a crear el

cálculo infinitesimal y estimular el uso de los logaritmos en los cálculos. Fue uno de los primeros en advertir el efecto que tiene

la Luna sobre las mareas.
4Ticho Brahe (1546-1601) Nace el 14 de diciembre de 1546 en Knudstrup, actual Suecia, antes Dinamarca. Muere el 24 de

octubre de 1601 en Praga, Bohemia, hoy República Checa. Fue uno de los mejores observadores de astros a vista a ojo de todos

los tiempos. Mandó construir bajo el rey Federico II de Dinamarca el primer observatorio astronómico de la historia. Dedujo las

órbitas elı́pticas para la trayectoria de los cometas, pero en su contra cabe decir que se negó a aceptar la concepción heliocéntrica.

Fue el maestro de Kepler.
5Charles Augustin de Coulomb (1736-1806) Nace el 14 de junio de 1736 en Angoulême, Francia. Muere el 23 de agosto de

1806 en Parı́s. En 1760 entró a l’Ecole du Génie en Mézières. En 1773 presenta su primer trabajo a la Academia de Ciencias de
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2.2 Curvas rectificables y longitud de arco de una curva

Sea Γ una curva continua dada por r(t) = (r1(t), . . . , rn(t)), con a 6 t 6 b. Consideremos la partición

P del intervalo [ a, b ], con la ayuda de los puntos de división a = to < t1 < t2 < · · ·< tm−1 < tm = b.

Sean a = Po, P1, . . . , Pm−1, Pm = b los puntos correspondientes y consideremos la lı́nea poligonal

inscrita en Γ.

Definición 2.2.1 La longitud de la curva Γ se define como el lı́mite al cual tienden las sumas de las

longitudes de los segmentos de la lı́nea poligonal inscrita en Γ, cuando el máximo en la partición tiende

a cero:

ℓΓ = lim
m→∞

m
∑

k=1

|Pk−1Pk| = lim
m→∞

m
∑

k=1

‖r(tk)− r(tk−1)‖,

con max
16k6m

(tk − tk−1) = ‖P‖ −→ 0, si m→ ∞.

Si el lı́mite existe, la curva Γ se dice rectificable sobre el inter-

valo [a, b ] de variación del parámetro t. Si el lı́mite no existe,

se dice que la curva no es rectificable o que no tiene longitud de

arco. fig9.tex
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Teorema 2.2.1 Sea Γ una curva regular descrita por r(t) = (r1(t), . . . , rn(t)), a 6 t 6 b, entonces la

longitud de arco de la curva Γ está dada por s =

∫ b

a

‖r′(t)‖ dt y es independiente del parámetro t.

Prueba Por la regularidad de Γ tenemos la continuidad de las funciones r1(t), . . . , rn(t), r
′
1(t),. . .,

r′n(t) en [ a, b ]. Sea P una partición de [ a, b ], a = to < t1 < · · · < tm−1 < tm = b y tomemos

la expresión S(r, P ) =
m
∑

k=1

‖r(tk) − r(tk−1)‖ =
m
∑

k=1

[

n
∑

i=1

(ri(tk)− ri(tk−1))
2

]1/2

, donde ri y r′i son

continuas i = 1, . . . , n, i.e. ri(tk)−ri(tk−1) = r′i(t
i
k)(tk−tk−1), con tk−1<t

i
k<tk, ∆tk = tk−tk−1,

‖P‖ = max
16k6m

∆tk.

Esta suma es obviamente igual a la longitud de la lı́nea poligonal inscrita en Γ, con vértices en los puntos

correspondientes a los valores t = tk, k = 1, . . . ,m. Podemos escribir:

S(r, P ) =

m
∑

k=1

[

n
∑

i=1

[ r′i(t
i
k)

2

]

]1/2

∆tk =

m
∑

k=1

[

n
∑

i=1

[ r′i(t
∗
k)

2

]

]1/2

∆tk +

m
∑

k=1

Ek∆tk,

Parı́s: ”Sur une application de règles, de maximis et minimis a quelque problèmes de statique, relatifs a l’architecture”. Coulomb

usó el cálculo de variaciones de resolver los problemas de ingenierı́a. Al final de su carrera desarrolla una teorı́a generalizada de

deslizamiento de cuñas en mecánica de suelos, que permanece aún en uso hoy en la práctica en ingenierı́a básica. El escribió siete

tratados importantes en la electricidad y el magnetismo, que sometió a la Academia de Ciencias entre 1785 y 1791.
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donde Ek = α(t1k, . . . , t
n
k ) − α(t∗k, . . . , t

∗
k), t

∗
k ∈ [ tk−1, tk ] y la función auxiliar α(x1, . . . , xn) =

[

n
∑

i=1

[ r′i(xi) ]
2

]1/2

.

Observemos queS∗
m =

m
∑

k=1

[

n
∑

i=1

[ r′i(t
∗
k)

2 ]

]1/2

∆tk es una suma de Riemann que converge a

∫ b

a

‖r′(t)‖ dt,

que α(t, . . . , t) = ‖r′(t)‖ y que α es continua sobre [ a, b ]n i.e. es uniformemente continua, por lo que

dado ǫ> 0, existe δ1 > 0 tal que si ‖t′ − t′′‖< δ1 =⇒ |α(t′)− α(t′′)|< ǫ
2(b− a)

, por lo tanto:

∣

∣

∣

m
∑

k=1

Ek∆tk

∣

∣

∣6
m
∑

k=1

|α(t1k, . . . , tnk )− α(t∗k, . . . , t
∗
k)|∆tk 6

m
∑

k=1

ǫ
2(b− a)

∆tk

= ǫ
2(b− a)

m
∑

k=1

∆tk =
ǫ(b− a)
2(b− a)

= ǫ
2
,

si se tiene que |tik − t∗k| 6 |tk − tk−1| 6 ‖P‖ 6 δ1.

Además, como la suma de Riemann S∗
m =

m
∑

k=1

‖r′(t∗k)‖∆tk converge a

∫ b

a

‖r′(t)‖ dt, existe δ2 > 0 tal

que si ‖P‖< δ2 =⇒
∣

∣

∣

∣

∣

S∗
m −

∫ b

a

‖r′(t)‖ dt
∣

∣

∣

∣

∣

< ǫ
2

.

Sea δ = min{δ1, δ2}, si ‖P‖< δ:

∣

∣

∣

∣

∣

S(r, P )−
∫ b

a

‖r′(t)‖ dt
∣

∣

∣

∣

∣

6

∣

∣

∣S(r, P )− S∗
m

∣

∣

∣+

∣

∣

∣

∣

∣

S∗
m −

∫ b

a

‖r′(t)‖ dt
∣

∣

∣

∣

∣

<
ǫ

2
+

ǫ

2
= ǫ.

Ası́ se ha probado que la longitud de arco de una curva regular Γ existe y está dada por la fórmula

s =

∫ b

a

‖r′(t)‖dt.

Haciendo el cambio de variable t = λ(τ), (λ′(τ) > 0, c 6 τ 6 d), donde λ(τ) es continuamente

diferenciable se obtiene:

s =

∫ b

a

‖r′(t)‖ dt =
∫ d

c

‖r′(λ(τ))‖|λ′(τ)|dτ =

∫ d

c

‖x′(τ)‖ dτ,

donde x = r ◦ λ, lo que prueba que la longitud de arco es invariante con respecto al cambio de variable

(parámetro).

Nota Observemos que s(t) =

∫ t

a

‖r′(t)‖ dt, por lo que s′(t) = ‖r′(t)‖.

– Supongamos que la curva Γ es regular, es decir las funciones r1, . . . , rn son continuas y tienen

derivadas continuas sobre [ a, b ], satisfaciendo la condición ‖r′(t)‖ > 0, para todo t ∈ [a, b ]. Se ver-

ifica fácilmente que una curva regular Γ es rectificable sobre cualquier sub-intervalo de variación del

parámetro t y que la longitud de arco de la curva Γ tiene la propiedad aditiva, en el sentido de que si P1

es un punto arbitrario de Γ, donde t1 es el parámetro que se le asocia (a < t1 < b), de modo que Γ se

particiona en Γ1 y Γ2, entonces ℓΓ = ℓΓ1
+ ℓΓ2

.
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– Consideremos la función s(t), t ∈ [ a, b ], igual a la longitud del arco correspondiente a la variación

del parámetro en el intervalo [ a, t ]:

s′(t) =
ds

dt
=
√

r′1(t)
2 + · · ·+ r′n(t)

2 = ‖r′(t)‖ > 0.

Además s(a) = 0. Tenemos que s es estrictamente creciente en [ a, b ], lo que especifica una aplicación

del intervalo [ a, b ] en el intervalo [ 0, ℓ ] de variación de s y que su inversa t = λ(s), 0 6 s 6 ℓ existe,

es continua y tiene derivada continua λ′(s)> 0.

Notemos que s puede escogerse como un parámetro admisible para la curva regular Γ:

x1 = r1(λ(s)), x2 = r2(λ(s)), . . . , xn = rn(λ(s)), 0 6 s 6 ℓ.

Sea τ un parámetro admisible de la curva Γ, conectado con t por la función t = α(τ) con derivada no

cero continua. Ası́ el signo de ds
dτ

= ds
dt

α′(τ) depende de α′(τ) i.e.

ds

dτ
= α′(τ)

√

r′1(t)
2 + · · ·+ rn(t)2 = ±

√

x′1(τ)
2 + · · ·+ x′n(τ)

2,

donde x1 = x1(τ) = r1(α(τ)), . . . , xn = xn(τ) = rn(α(τ)), con c 6 τ 6 d; son las ecuaciones de

Γ en términos del parámetro τ y la raı́z cuadrada toma el signo ± dependiendo de si s crece o decrece

cuando τ crece.

Ası́ tenemos, abusando de la notación ds = ±
√

dx21 + · · ·+ dx2n.

Si dτ>0, se toma el signo + en el primer caso y menos en el segundo caso. Pero si dτ<0, inversamente

en el primer caso, el signo − se considera y en el segundo caso el signo +.

Si se escribe τ = s, debe tomarse el signo + y obtenemos 1 =

√

(

dx1
ds

)2

+ · · ·+
(

dxn
ds

)2

.

Recordemos que asumimos s = 0 para t = a y que s crece con t. La definición de longitud de arco lleva

implı́cita una función paramétrica de la curva Γ, pero se puede ver que la longitud de arco es invariante

de la escogencia del parámetro t de la curva. Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2 Sea Γ una curva descrita por r(t) = (r1(t), . . . , rn(t)), a 6 t 6 b, donde r′(t) es

continua y no se anula, entonces la longitud de arco s se puede introducir como un parámetro de la

curva y

∥

∥

∥

dr
ds

∥

∥

∥ =

∥

∥

∥

∥

r′(t)
s′(t)

∥

∥

∥

∥

= 1.

2.2.1 Caso de coordenadas polares

Si se usan coordenadas polares tenemos que x(θ) = ρ(θ) cos θ, y(θ) = ρ(θ) sen θ, por lo que
√

(x′(θ))2 + (y′(θ))2 =
√

(ρ′ cos θ − ρ sen θ)2 + (ρ′ sen θ + ρ cos θ)2 =
√

(ρ′)2 + ρ2, o sea ds =
√

(ρ′)2 + ρ2 dθ.
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Ejemplo 2.2.1 Si una curva plana está representada por la ecuación

y = f(x), a 6 x 6 b, donde f tiene derivada continua en [ a, b ], la

longitud de arco se expresa por la fórmula s =

∫ b

a

√

1 + f ′(x)2 dx,

la cual se tiene si se toma t = x, y = f(t), i.e. r(t) = (t, f(t)).

fig10.tex
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Ejemplo 2.2.2 Si se considera la hélice x = a cos θ, y = a sen θ, z = bθ, donde 0 6 θ 6 θo, la

longitud de arco está dada por s =

∫ θo

0

√
a2 + b2 dθ =

√
a2 + b2 θo.

Ejemplo 2.2.3 Consideremos el cicloide x = t− sen t, y = 1− cos t, para 0 6 t 6 2π, la longitud de

arco está dada por s =

∫ 2π

0

√

(1 − cos t)2 + sen 2 t dt =

∫ 2π

0

√
2− 2 cos t = 2

∫ 2π

0

√

1− cos t
2

dt =

2

∫ 2π

0

| sen t
2
| dt = 8.

Ejemplo 2.2.4 La imagen de una trayectoria de clase C1 no necesariamente es regular. En efecto

pueden tener dobleces, cúspides o cambios bruscos de dirección. Por ejemplo el cicloide tiene picos en

los puntos del eje x, cuando t = 2πn, n ∈ Z.

Otro ejemplo es el hipocicloide de cuatro picos x = cos3 t, y =

sen 3 t, 0 6 t 6 2π, la longitud de arco:

s =

∫ 2π

0

√

(3 cos2 t sen t)2 + (3 sen 2 t cos t)2 dt =

3

∫ 2π

0

| sen t|| cos t|dt = 6.
fig11.tex
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Note que se ha considerado que la curva Γ es la unión de cuatro curvas regulares.

Ejemplo 2.2.5 Un cı́rculo de radio 1 rueda sobre un cı́rculo de ra-

dio 4. La trayectoria de un punto del borde del cı́rculo menor viene

dada por x = 5 cos t − cos 5t, y = 5 sen t − sen 5t, 0 6 t 6 2π,

llamado epicicloide.

fig12.tex
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Calcular la distancia recorrida por dicho punto en el transcurso de una vuelta alrededor del cı́rculo

mayor.

s =

∫ 2π

0

√

(−5 sen t+ 5 sen 5t)2 + (5 cos t− 5 cos 5t)2 dt =

5

∫ 2π

0

√
2− 2 sen t sen 5t− 2 cos t cos 5t dt = 5

∫ 2π

0

√
2− 2 cos 4t dt = 10

∫ 2π

0

| sen 2t| dt =
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40

∫ π/2

0

sen 2t dt = 40.

Ejemplo 2.2.6 El cicloide dado por x = 2t−π sen t, y = 2−π cos t se interseca ası́ misma en (0, 2).

2.3 Integral de lı́nea

En muchas aplicaciones fı́sicas se hace necesario contar con el concepto de integral a lo largo de una

trayectoria. Tal es el caso de una partı́cula que se mueve sobre una curva Γ y se desea calcular el trabajo

realizado por una fuerza a lo largo de esta trayectoria, o bien el estudio de la energı́a potencial, flujo de

calor, la entropı́a o la circulación de un fluido.

El problema planteado por estos ejemplos fı́sicos, nos lleva a la formalización del concepto de integral

de lı́nea (integral curvilı́nea o integral de contorno). En este sentido, el intervalo clásico [ a, b ] se ve

reemplazado por una curva regular Γ, con representación paramétrica en Rn, r(s), s ∈ [ 0, ℓ ], donde s

es la longitud de arco.

2.3.1 Integral de lı́nea para campos escalares

Consideremos el espacioRn, en el cual se define una curva continua Γ rectificable a trozos descrita por

r(s) = (r1(s), . . . , rn(s)), 0 6 s 6 ℓ, donde el parámetro s es la longitud de arco, es decir las funciones

r1, . . . , rn son continuas en el intervalo cerrado [ 0, ℓ ], de modo que se puede particionar en un número

finito de intervalos con los puntos 0 = so < s1 < · · ·< sm = ℓ, donde las funciones ri tienen derivadas

continuas en cada intervalo cerrado [ sj, sj+1 ], satisfaciendo la condición ‖r′(s)‖ = 1.

La partición del intervalo [ 0, ℓ ], induce la partición de la curva Γ en un número finito de m partes Γi,

es decir los puntos Pi = r(si), i = 1, . . . ,m.

Consideremos una función f(x1, . . . , xn) real definida en los puntos de Γ o en un conjunto que contiene

a cada parte rectificable Γi, los puntos de discontinuidad de la función f(r(s)) pueden ser solamente en

los puntos si.

En el interior o en la frontera de cada Γi se escoge un punto Mi, con coordenadas r(si) y se define

∆si = |Pi−1Pi| (longitud del segmento).

Se consideran las sumas
m
∑

i=1

f(r(si))∆si, de modo que la norma de la partición P :

‖P‖ = sup
16i6m

{|si − si−1|} −→ 0, si m→ ∞.

Si el lı́mite existe y no depende de la elección de los puntos Pi, Mi, se denomina integral de lı́nea de f

a lo largo de Γ y la denotamos:

∫

Γ

f(x)ds = lim
m→∞

m
∑

i=1

f(r(si))∆si.
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La integral de lı́nea de la función f sobre la curva Γ se define por:

∫

Γ

f ds =

∫

Γ

f(x)ds =

∫ ℓ

0

f(r(s))ds,

donde los dos miembros de la izquierda son simplemente la notación de la integral de lı́nea y el último

término de la derecha, es una integral de Riemann de f ◦ r sobre [ 0, ℓ ].

Si r(t) es solamente de clase C1 a trozos o f ◦ r es continua a trozos, el resultado sigue siendo válido.

Se ve claramente que el problema de la formalización de la integral de la integral de lı́nea a lo largo de

Γ, no es más que el problema de la existencia de la integral de Riemann de f ◦ r en [ 0, ℓ ].

Una propiedad importante que se tiene es que si se cambia el parámetro s por s′ = ℓ − s, el valor de la

integral no cambia:

∫ ℓ

0

f(r(ℓ− s))ds = −
∫ 0

ℓ

f(r(s′))s′ =

∫ ℓ

0

f(r(s))ds.

Se puede definir la integral de lı́nea de la función f a lo largo de Γ, cuando el parámetro es t∈ [ a, b ] (y

no s) como:
∫

Γ

f ds =

∫ b

a

f(r(t))‖r′(t)‖dt.

Observemos que si f = 1, estamos hablando de longitud de arco.

Ejemplo 2.3.1 Sea Γ la hélice dada por r(t) = (cos t, sen t, t), t ∈ [ 0, 2π ] y sea f(x, y, z) = x2 +

y2 + z2, calcule

∫

Γ

f ds.

Se tiene que x′(t) = − sen t, y′(t) = cos t, z′ = 1, ‖r′(t)‖ =
√
sen 2 t+ cos2 t+ 1 =

√
2, la función f a lo largo de Γ es

f(x(t), y(t), z(t)) = x2 + y2 + z2 = 1 + t2, entonces: figpb.tex
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∫

Γ

f ds =

∫ 2π

0

(1 + t2)
√
2dt =

√
2
(

t+
t3

3

)

∣

∣

∣

2π

0
=

2

3

√
2π(3 + 4π2).

– Cuando se trabaja en el plano xy y la curva está dada por y = ϕ(x), a 6 x 6 b, i.e. Γ =

{(x, ϕ(x))/a 6 x 6 b}, tenemos que:

∫

Γ

f ds =

∫ b

a

f(x, ϕ(x))
√

1 + (ϕ′(x))2 dx.

– Si enR3, la curva Γ se da por las ecuaciones y = ϕ(x), z = ψ(x), con ϕ y ψ de clase C1, a 6 x 6 b,

se tiene que:
∫

Γ

f ds =

∫ b

a

f(x, ϕ(x), ψ(x))
√

1 + (ϕ′(x))2 + (ψ′(x))2 dx.
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– En general, si f : S ⊂ Rn −→ R es continua en S yΓ una curva contenida en S convexo,Γ = r([ a, b ]),

r de clase C1, entonces existe la integral de lı́nea a lo largo de la curva Γ y tenemos:

∫

Γ

f ds = lim
m→∞

m
∑

i=1

f(r(ti))∆si.

Además:
∫

Γ

f ds =

∫ b

a

f(r(t))‖r′(t)‖dt =
∫ b

a

f(r(t))s′(t)dt.

2.3.2 Integral de lı́nea para campos vectoriales

Consideremos una curva continua Γ rectificable orientada, con representación paramétrica r(s), 0 6

s 6 ℓ, de clase C1, donde s es la longitud de arco a lo largo de Γ. Ası́ cuando s = 0 le corresponde el

punto ao y cuando s = ℓ, le corresponde a1. Además la dirección de crecimiento de s es coherente con

la orientación de Γ.

En cada punto a de cada parte rectificable de Γ (no debe ser un punto esquina de Γ), está únicamente

determinado el vector unitario tangente u = r′(s) (es la dirección de crecimiento de s).

Se supone que existe una función f = (f1, . . . , fn)

(campo vectorial continuo) sobre Γ o sobre un abierto

S ⊃ Γ, donde f1, . . . , fn son continuas sobre Γ (o so-

bre S). fig51.tex

✚
✚

✚❂

✲

✻

x1

x2

xn

u

ds
Γ dr= uds

✶

Consideremos una partición P de [ 0, ℓ ], con 0 = so < s1 < · · · < sm = ℓ, donde la función r tienen

derivadas continuas en cada intervalo cerrado [ sj , sj+1 ], satisfaciendo la condición ‖r′(s)‖ = 1 y

tomemos la suma
m
∑

i=1

f(r(si))·∆ri, donde ∆ri = r(si) − r(si−1), de modo que la norma de partición

P : ‖P‖ = sup
16i6m

{|si − si−1|} −→ 0, si m→ ∞.

Si el lı́mite existe, cuando m → ∞ y es independiente de los puntos si, se denomina integral de lı́nea

de f a lo largo de la curva orientada Γ y se escribe:

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

f1dx1 + · · ·+ fn dxn =

∫

Γ

(f·u)ds =
∫ ℓ

0

(f·u)ds,

dr = uds representa el elemento de arco de curva en magnitud y dirección.

La expresión

∫

Γ

f1dx1 + · · ·+ fndxn sale del hecho que:

f(r(si))·∆ri = f1(r(si))∆r1 + · · ·+ fn(r(si))∆rn.

Si f ◦ r(s) es regular a trozos, el resultado sigue siendo válido.
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En el caso general la función f·u puede tener discontinuidades de primera especie ligadas a algún punto

esquina de Γ.

Si la curva Γ se orienta en sentido contrario, el vector tangente es −u y denotando el contorno Γ− se

tiene

∫

Γ−

f·dr = −
∫

Γ

f·dr.

Si el parámetro de la curva es t (y no s), t ∈ [a, b ], entonces:

∫

Γ

f·dr =
∫ b

a

f(r(t))· r′(t)

‖r′(t)‖ ‖r′(t)‖dt =
∫ ℓ

0

f(r(s))·uds,

ya que ‖r′(s)‖ = 1 =
∥

∥

∥

dr
dt
dt
ds

∥

∥

∥ = ‖r′(t)‖ dt
ds

=⇒ ‖r′(t)‖ = ds
dt

. De esta forma se puede escribir:

∫

Γ

f·dr =
∫ b

a

f(r(t))·u(t)‖r′(t)‖dt.

La fórmula anterior establece que la integral de lı́nea

∫

Γ

f·dr, es igual a la integral de trayectoria de la

componente tangencial f(r(t))·u(t) de f a lo largo de Γ, siempre que la curva Γ no se interseque a sı́

misma.

Si la curva orientada Γ es cerrada, a menudo se usa el sı́mbolo

∫

❤
Γ

f·dr para indicar la propiedad de ser

cerrada y la integral de f es llamada circulación del vector f (campo vectorial) sobre Γ.

Si f es un campo de fuerza, la integral de lı́nea de f sobre Γ representa el trabajo de un campo f a lo

largo de la curva orientada Γ.

Si n = 2, x = x(t), y = y(t), la integral de lı́nea

∫

Γ

f·dr se escribe

∫

Γ

f1dx + f2dy, o bien
∫

Γ

f1(x, y)dx + f2(x, y)dy.

En tres dimensiones x = x(t), y = y(t), z = z(t) y escribimos:

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

f1dx+ f2dy + f3dz.

Si la curva Γ se representa paramétricamente por r(t) = (x(t), y(t), z(t)), con t ∈ [ a, b ], se tiene:

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

f1dx+ f2dy + f3dz =

∫ b

a

(f1(r(t))x
′(t) + f2(r(t))y

′(t) + f3(r(t))z
′(t))dt.

Si la curva orientadaΓ puede representarse como la unión de dos curvas orientadasΓ1 y Γ2, especificada

por las mismas ecuaciones correspondiendo a la variación del parámetro s sobre el intervalo [ 0, c ] y

[ c, ℓ ], 0< c < ℓ, entonces:
∫

Γ

f·dr =
∫

Γ1

f·dr+
∫

Γ2

f·dr.
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Observación Si f: S ⊂ Rn −→ R

n es una función continua sobre S, la integral de lı́nea de f a lo largo

de la curva Γ (r: [ a, b ] −→ R

n, con Γ = r([ a, b ]) ⊂ S convexo, r de clase C1), entonces:

∫

Γ

f·dr =
∫ b

a

f(r(t))·r′(t)dt.

Si f = (f1, . . . , fn), r = (x1, . . . , xn), entonces

∫

Γ

f·dr =
n
∑

k=1

∫ b

a

fk(r(t))x
′
k(t)dt.

Ejemplo 2.3.2 Considere el campo vectorial bidimensional f(x, y) = (
√
x, x3+y), con (x, y)∈R+×

R, calcular la integral de lı́nea de f desde (0, 0) a (1, 1), a lo largo de las siguientes trayectorias:

a) la recta x = t, y = t, 0 6 t 6 1,

b) la curva x = t2, y = t3, 0 6 t 6 1.

a) Se tiene que r(t) = (t, t), r′(t) = (1, 1), f(r(t)) = (
√
t, t3 + t), entonces

∫

Γ1

f·dr =
∫ 1

0

(
√
t+ t+

t3)dt = 17
12

.

b) En este caso r(t) = (t2, t3), r′(t) = (2t, 3t2), f(r(t)) = (t, t6 + t3) y

∫

Γ2

f·dr =
∫ 1

0

(2t2 + 3t5 +

3t8)dt = 3
2

.

Se observa con este ejemplo, que la integral de lı́nea de un punto a otro depende de la trayectoria que

los une.

Calculemos la integral b) usando la parametrización de la curva (t, t
3
2 ), 0 6 t 6 1, entonces r(t) =

(t, t
3
2 ), r′(t) = (1, 32

√
t),

∫

Γ

f·dr =
∫ 1

0

(t
1
2 + 3

2 t
7
2 + 3

2 t
2)dt = 3

2
.

Esto nos evidencia una propiedad más general de las integrales de lı́nea: La integral de lı́nea es indepen-

diente de la parametrización utilizada para describir la curva, propiedad que hereda de la independencia

del parámetro en el cálculo de la longitud de arco.

Ejemplo 2.3.3 Considere la curva Γ con representación paramétrica r(t) = (sen t, cos t, t), 0 6 t 6

2π y f(x, y, z) = (x, y, z), calcular la integral de lı́nea

∫

Γ

f·dr.

Se tiene que f(r(t)) = (sen t, cos t, t), r′(t) = (cos t,− sen t, 1), por lo que la integral de lı́nea
∫

Γ

f·dr =
∫ 2π

0

tdt = 2π2.

Ejemplo 2.3.4 Consideremos el campo de fuerzas f(x, y, z) = (x3, y, z) y consideremos la circunfe-

rencia sobre el plano yz de radio a, con parametrización x = 0, y = a cos t, z = a sen t, 0 6 t 6 2π.

Demuestre que

∫

Γ

f·dr = 0.
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Observemos que f(r(t))·r′(t) = 0, entonces el campo de fuerzas es normal a la circunferencia en todo

punto, por lo que el trabajo es nulo cuando se mueve una partı́cula a lo largo del cı́rculo:

W =

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

x3dx+ ydy + z dz =

∫ 2π

0

(0− a2 cos t sen t+ a2 cos t sen t)dt = 0.

Ejemplo 2.3.5 Una curva Γ en el espacio se puede ver como un alambre delgado de densidad variable.

Supongamos que la densidad se expresa por un escalar f(x, y, z), la masa total m del alambre está dada

por la integral de lı́nea de f , con respecto a la longitud de arco

∫

Γ

f(x, y, z)ds.

El centro de gravedad se define como el punto (x̄, ȳ, z̄), cuyas coordenadas están dadas por las ecua-

ciones:

x̄ =
1

m

∫

Γ

xf(x, y, z)ds, ȳ =
1

m

∫

Γ

yf(x, y, z)ds z̄ =
1

m

∫

Γ

zf(x, y, z)ds.

Un alambre con densidad constante se dice uniforme y el centro de gravedad se llama centroide.

2.3.3 Propiedades de la integral de lı́nea

Es claro que las integrales de lı́nea, al poderse definir a través de las integrales ordinarias, heredan las

propiedades de éstas.

• Linealidad

∫

Γ

(f+ λg)·dr =
∫

Γ

f·dr+ λ

∫

Γ

g·dr, λ ∈R.

• Aditividad

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ1

f·dr+
∫

Γ2

f·dr, con Γ = Γ1∪Γ2, Γ1 = r([ a, c ]), Γ2 = r([ c, b ]), a 6 c 6 b.

• Cambio de parámetro En general si r(t) y w(t) son representaciones paramétricas equivalentes de la

misma curva Γ rectificable en la misma dirección, entonces

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

f·dw.

Además

∫

Γ−

f·dr = −
∫

Γ

f·dr.

Sea r(t) una parametrización de Γ, continua definida para t ∈ [ a, b ] y sea u: [ c, d ] −→ [ a, b ] una

función real derivable, de modo que u′(t) 6= 0 en [ c, d ] y tal que u([ c, d ]) = [ a, b ], entonces w(t) =

r(u(t)) representa la misma curva Γ. Las curvas ası́ definidas son equivalentes, pues dan distintas

representaciones paramétricas de la misma curva Γ.

Si la derivada u′(t)> 0, las curvas tienen la misma orientación.

Si u′(t)< 0, las curvas invierten la orientación.

Ası́ tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1 Si r(t) y w(t) son dos parametrizaciones regulares o regulares a trozos de Γ, entonces:
∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

f·dw si r y w tienen la misma orientación y

∫

Γ

f·dr = −
∫

Γ

f·dw si r y w tienen orientaciones opuestas.
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Demostración Es suficiente realizar la prueba para trayectorias regulares, pues por la propiedad aditiva

con respecto a la trayectoria, se deduce el resultado para trayectorias regulares a trozos.

Sabemos que w(t) = r(u(t)), para alguna función derivable u, tal que su derivada no se anula, entonces

w′(t) = r′(u(t))u′(t), por lo que:

∫

Γ

f·dw=

∫ d

c

f(w(t))·w′(t)dt =

∫ d

c

f(r(u(t)))·r′(u(t))u′(t)dt

=

∫ u(d)

u(c)

f(r(v))·r′(v)dv = ±
∫ b

a

f(r(v))·r′(v)dv = ±
∫

Γ

f·dr.

En general

∫

Γ

f·dr 6=
∫

Γ′

f·dr, aunque las curvas coincidan en

los extremos. mil1.tex

✲

✻

q
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Γ
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y qa q
q
c

d
Γ′

2.3.4 Potencial de un campo vectorial

Ejemplo 2.3.6 Consideremos un fluido moviéndose en una tuberı́a con flujo estacionario (que no de-

pende del tiempo).

Si en cada punto colocamos el vector de la velocidad del fluido,

obtenemos un campo vectorial de velocidad del fluido. fig53.tex

qq qq qqq qq✲✲ ✲✲ ✲✲
③
✿
✲

Notemos que la longitud de las flechas (rapidez) y la dirección del fluido pueden cambiar de un punto a

otro.

Ejemplo 2.3.7 Consideremos una pieza de metal que se

calienta por un lado. La temperatura en cada punto produce un

campo escalar T (x, y, z). El flujo real de calor se puede marcar

mediante un campo de flechas que indican la dirección y magni-

tud del flujo.

fig54.tex
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Ejemplo 2.3.8 La fuerza de atracción de la Tierra sobre un

cuerpo m se puede describir mediante un campo vectorial en

R

3, el campo gravitacional. De acuerdo con la ley de Newton el

campo está dado por:

f = − GmM

‖r‖3 r.
fig55.tex

✑
✑

✑✑✰

✲

✻
q
q q

q q
q q

q
qq

qq
qq

q
q q

q q
q q

q
qq

qq
qq

✎
✢

✌
✠ ❂
✮ ✾

❲

◆
❫

❘s

q③

✻

▼
❪

■ ❦

✐ ②

✗

✍
✣

✒❃

✶✿
x

y

z



linea1.tex 129

Ejemplo 2.3.9 En el plano R2 la función f definida por f(x, y) = (
y

x2 + y2
, x
x2 + y2

) es un campo

vectorial continuo enR2, salvo el origen. Este campo de velocidad aproxima al campo de velocidad del

agua en movimiento circular tal como ocurre cuando se quita el tapón a un cubo de agua.

Notamos que en general, un campo vectorial no tiene que

ser un campo gradiente. Sin embargo, el concepto de su-

perficie equipotencial tiene sentido sólo si el campo vec-

torial resulta ser un campo gradiente. fig56.tex
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Otro concepto importante es el de lı́nea de flujo, que es simplemente una trayectoria que sigue una

partı́cula suspendida en el fluido. También es apropiado llamar a las lı́neas de flujo, lı́neas de corriente

o curvas integrales.

Definición 2.3.1 Si f es un campo vectorial, una lı́nea de flujo para f es una trayectoria r(t) tal que

r′(t) = f(r(t)), es decir f produce el campo de velocidad en la trayectoria r(t).

Analı́ticamente, el problema de hallar una lı́nea de flujo que pasa por xo en el tiempo t = 0 es equivalente

a resolver una ecuación diferencial i.e. x′(t) = f1(r(t)), y
′(t) = f2(r(t)), z

′(t) = f3(r(t)), con las

condiciones iniciales (x(0), y(0), z(0)) = (xo, yo, zo).

Si definimos φ(x, t) la posición del punto en la lı́nea de

flujo que pasa por x después de transcurrido el tiempo t,

tenemos ∂
∂t
φ(x, t) = f(φ(x, t)), φ(x, 0) = x. φ se llama

flujo de f, la función φ es diferenciable con respecto a x

y tenemos: fig57.tex
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∂

∂t
φ(x, t) =

∂

∂t
Dxφ(x, t) = Dxf(φ(x, t))Dxφ(x, t).

Definición 2.3.2 Consideremos el campo vectorial f sobre S ⊂ Rn abierto y supongamos que existe

una función escalarϕ(x1, . . . , xn) definida sobre S con derivadas parciales continuas y donde ∇ϕ = f.

La función escalar ϕ es llamada potencial del campo vectorial f.
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2.3.5 Condición de independencia de la trayectoria

Una condición para que la integral en lı́nea no dependa de la

trayectoria que une los puntos a y b es que f = ∇ϕ, con ϕ∈C1,

en cuyo caso fi =
∂ϕ
∂xi

, i = 1, . . . , n:
mil2.tex

✲

✻

q
b= r(b)

Γ

x

y qa= r(a)

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

f1dx1 + · · ·+ fndxn =

∫

Γ

dϕ = ϕ(b)− ϕ(a).

Nota La circulación a lo largo de un circuito plano Γ (integral de lı́nea

∫

❤
Γ

P dx + Qdy a lo largo de

una curva cerrada plana Γ) cuando se cumple la condición ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

es igual a cero, si esta región no

contiene puntos en su interior, en los cuales una de las funciones P , Q, ∂P
∂y

,
∂Q
∂x

sea discontinua o no

esté definida.

Se usará el sı́mbolo

∫

❤para indicar que la integral se realiza sobre una curva cerrada y orientada.

En el caso n = 3, la condición de independencia de la integral de lı́nea

∫

❤
Γ

P dx + Qdy + Rdz de la

trayectoria Γ, es que exista una función real ϕ tal que ∇ϕ = (P,Q,R), o sea P =
∂ϕ
∂x

, Q =
∂ϕ
∂y

,

R =
∂ϕ
∂z

.

Cuando se cumplen las condiciones
∂Q
∂z

= ∂R
∂y

, ∂R
∂x

= ∂P
∂z

, ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

, la integral de lı́nea es nula, si

la región encerrada por la curva no contiene en su interior puntos en los cuales una de las funciones P ,

Q, R,
∂Q
∂z

, ∂R
∂y

,
∂Q
∂x

, ∂R
∂x

, ∂P
∂z

, ∂P
∂y

no sea continua o no esté definida.

En general para que se tenga que la integral en lı́nea sea independiente de la trayectoria, debe tenerse que

∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi

, i, j = 1, . . . , n, en la región S, siempre que una de las funciones fi,
∂fi
∂xj

, i = 1, . . . , n,

j = 1, . . . , n, no sea discontinua o no esté definida en S.

Ejemplo 2.3.10 El concepto de trabajo como integral de lı́nea

Supongamos que una partı́cula de masa m se mueve a lo largo de una trayectoria Γ, bajo la acción de

una fuerza f. Nos preguntamos por el trabajo realizado por f sobre la partı́cula que se mueve sobre Γ.

Si el desplazamiento es una lı́nea recta, dada por el vector d y una fuerza f constante, el trabajo realizado

es f·d:

f·d = fuerza×desplazamiento en la dirección de la fuerza.

Si la trayectoria es una curva Γ = r([ a, b ]) es regular a trozos, el trabajo realizado por f, sobre la

partı́cula a lo largo de Γ es:

∫ b

a

f(r(t))·r′(t)dt =
∫

Γ

f·dr.
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Ejemplo 2.3.11 El trabajo realizado por una fuerza constante

Si f es una fuerza constante (f = c = (c1, c2, c3)), el trabajo realizado por f al mover una partı́cula de

un punto a al punto b, es c·(b− a).

En efecto, sea r(t) una trayectoria de a a b, de modo que r′(t) sea continua en [ a, b ], entonces:

∫

Γ

f·dr =
∫ b

a

(c1x
′(t) + c2y

′(t) + c3z
′(t))dt = c·(r(b)− r(a)) = c·(b− a).

En este caso el trabajo depende sólo de los puntos extremos a y b y no de la curva que los une. Los

campos de fuerza con esta propiedad se llaman campos conservativos.

Si la partı́cula se mueve con una velocidad v(t), su energı́a cinética es 1
2mv

2(t), entonces la variación

de la energı́a cinética en cualquier intervalo es igual al trabajo realizado por f durante dicho intervalo de

tiempo.

En efecto, si r(t) en la posición de la partı́cula en el instante t, el trabajo realizado por f durante el

intervalo de tiempo [a, b ] es

∫

Γ

f·dr.

Queremos probar que

∫

Γ

f·dr = 1
2mv

2(b)− 1
2mv

2(a).

Según la segunda ley de Newton del movimiento, tenemos f(r(t)) = mr′′(t) = mv′(t), donde v(t) es el

vector velocidad en el instante t. La velocidad es la magnitud v(t) = ‖v(t)‖, por lo que f(r(t))·r′(t) =
f(r(t))·v′(t) = mv′(t)·v(t) = 1

2m(v(t)·v(t))′ = 1
2m(v2(t))′.

Integrando sobre [ a, b ] obtenemos:

∫

Γ

f·dr =
∫ b

a

f(r(t))·r′(t)dt = 1
2mv

2(t)
∣

∣

∣

b

a
= 1

2mv
2(b)− 1

2mv
2(a).

Definición 2.3.3 Sea S ⊂ R

2 se dice conexo, si todo par de puntos de S puede unirse por medio de

una curva regular a trozos dentro de S.

Definición 2.3.4 Sea S ⊂ R2 un conjunto abierto y conexo, se dice que es simplemente conexo, si para

toda curva de Jordan Γ situada en S, la región interior de S es también subconjunto de S.

Un anillo no es un conjunto simplemente conexo. Se dirá de manera intuitiva que un conjunto simple-

mente conexo, no tiene agujeros.

Otra manera de describir un conjunto simplemente conexo, es que una curva Γ1 en S que une dos puntos

cualesquiera, puede transformarse en otra curva Γ2 que une los puntos sin ruptura en S, con la particu-

laridad que todas las curvas intermedias en la deformación están contenidas en S.
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Otra caracterización establece que un conjunto es simplemente conexo, si su complemento no es conexo.

Un conjunto abierto y conexo que no es simplemente conexo, se llama múltiplemente conexo.

Teorema 2.3.2 Sea ϕ: S ⊂ R

n −→ R una función de clase C1, donde S es un conjunto conexo

abierto, entonces para dos puntos a = r(a) y b = r(b) unidos por una curva regular a trozos Γ ⊂ S,

se tiene:
∫

Γ

∇ϕ·dr = ϕ(r(b)) − ϕ(r(a)).

Demostración En efecto,

∫

Γ

▽ϕ·dr =

∫ b

a

▽ϕ [ r(t) ] ·r′(t)dt, pero si definimos g(t) = ϕ(r(t)), se

tiene g′(t) = ∇ϕ(r(t))·r′(t), por lo que:

∫

Γ

▽ϕ·dr =
∫ b

a

g′(t)dt = g(b)− g(a) = ϕ(r(b))− ϕ(r(a)).

2.3.6 Aplicaciones a la mecánica

Ejemplo 2.3.12 Potencial Newtoniano La ley de gravitación de Newton establece que la fuerza f

que ejerce una partı́cula de masa M sobre otra partı́cula de masa m se puede ver como el vector f =

−GmMr−3r.

De esta forma vemos que la fuerza de gravitación f es el gradiente del campo escalar ϕ(x, y, z) =

GmMr−1, que llamamos potencial de Newton.

El trabajo efectuado por la fuerza de gravitación al mover la partı́cula de masa m desde (x1, y1, z1) a

(x2, y2, z2) es:

ϕ(x1, y1, z1)− ϕ(x2, y2, z2) = GmM

(

1

r1
− 1

r2

)

,

con r1 =
√

x21 + y21 + z21 , r2 =
√

x22 + y22 + z22 .

Si los dos puntos están en la misma superficie equipotencial, entonces r1 = r2 y no se realiza trabajo.

2.3.7 Principio de conservación de la energı́a mecánica

Si f es un campo de fuerzas que tiene un potencial ϕ ∈ C1 en un conjunto conexo abierto S, entonces

el trabajo realizado por f al mover una partı́cula desde r(a) a r(x) siguiendo una curva regular a trozos

dentro de S es ϕ(r(x)) − ϕ(r(a)). También el trabajo realizado es igual a la variación de la energı́a

cinética ψ de la partı́cula en r(x). Ası́ tenemos que:

ψ(r(x)) − ψ(r(a)) = ϕ(r(x)) − ϕ(r(a)), o bien

ψ(r(x)) − ϕ(r(x)) = ψ(r(a)) − ϕ(r(a)).
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El escalar ϕ(r(x)) se denomina energı́a potencial de la partı́cula.

Observemos que ψ(r(x)) − ϕ(r(x)) es constante, por lo que si un campo de fuerza es un gradiente, la

suma de la energı́a cinética y potencial de una partı́cula que se desplaza en dicho campo es constante.

Un campo de fuerzas con una función potencial se llama conservativo, por que la energı́a total, cinética

más potencial, se conserva. En un campo conservativo, no se realiza trabajo al mover una partı́cula

alrededor de una curva cerrada volviendo al punto de partida.

Un campo de fuerzas no es conservativo si existe fricción o viscocidad en el sistema, pues éstas tienden

a convertir energı́a mecánica en energı́a calórica.

Teorema 2.3.3 Sea f un campo vectorial definido sobre un abierto S ⊂ R

n, entonces las siguientes

propiedades son equivalentes:

i) Existe una función escalar ϕ de clase C1 tal que ∇ϕ = f sobre S.

ii) La integral de f sobre curva cerrada regular a trozos Γ ⊂ S es igual a cero:

∫

❤
Γ

f·dr = 0.

iii) Si ao es un punto fijo sobre S, la integral

∫

Γo

f·dr sobre cualquier curva orientada regular a trozos

Γo ⊂ S, con punto inicial ao y terminal a, depende solamente de ao y a y es independiente de la forma

de la curva:

∫

Γo

f·dr = V (a) para cada punto fijo ao.

La función V es una función potencial de f sobre S, es decir difiere de ϕ en una constante.

Demostración Se hará la demostración para el caso n = 3. El caso general se sigue fácilmente del

caso n = 3.

i)=⇒iii) Sea ϕ una función potencial de f sobre S, denotemos ao = (xo, yo, zo), a = (x, y, z) un punto

arbitrario y Γ = Γo una curva regular a trozos dada por x = x(t), y = y(t), z = z(t), to 6 t 6 t1, i.e.

ao corresponde al valor to, a corresponde al valor t.

Si ϕ varı́a sobre la curva Γ, se tiene
dϕ

dt
=
∂ϕ

∂x

∂x

∂t
+
∂ϕ

∂y

∂y

∂t
+
∂ϕ

∂z

∂z

∂t
en los puntos de regularidad de

Γ, i.e. en los puntos en que existe la tangente de la curva Γ. Ası́ se tiene:

∫

Γ

∂ϕ
∂x

dx+
∂ϕ
∂y
dy +

∂ϕ
∂z
dz =

∫ t

to

dϕ
dt
dt = ϕ(x(t), y(t), z(t)) − ϕ(x(to), y(to), z(to))

= ϕ(a) − ϕ(ao) = V (a),

lo que prueba, para un punto inicial ao, que la integral depende solamente de a ∈ S y es independiente

de la forma de la curva que conecta a y ao.



134 linea2.tex

iii)=⇒i) Sea ao ∈ S arbitrario pero fijo y supongamos que dado el campo vectorial f, la integral sobre

cualquier curva regular a trozos conectando ao con a ∈ S, es independiente de la forma de la curva y

depende solamente del punto a, lo que implica que existe una función V (a) tal que:

∫

Γo

f1dx+ f2dy + f3dz = V (a) = V (x, y, z).

La prueba queda concluida si probamos que ∂V
∂x

= f1, ∂V
∂y

= f2, ∂V
∂z

= f3.

Probemos que ∂V
∂x

= f1 en un punto arbitrario a1 = (x1, y1, z1) ∈ S.

Del punto a1 se extiende un segmento a2a1, dentro de S, paralelo

al eje x. Por definición, el segmento está dado por y = y1, z = z1,

x2 6 x 6 x1. Ası́ a2 = (x2, y2, z2) y el punto ao está conectado

con a2 por una curva orientada arbitraria regular a trozos Γ1, yendo

de ao a a2. fig58.tex

♣
♣ ♣ ♣

ao

a2 a a1

Γ1

Γ2

✲ x

Sea Γ2 el segmento de a2a orientado en la dirección de a2 a a ∈ a2a1, i.e. Γ = Γ1 ∪ Γ2, entonces

V (x, y1, z1) =

∫

Γ1

(f1dx + f2dy + f3dz) +

∫

Γ2

f1dx, pues

∫

Γ2

f2dy =

∫

Γ2

f3dz = 0. Dado que la

integral sobre Γ1 es constante se tiene:

V (x, y1, z1) = K +

∫ x

x2

f1(t, y1, z1)dt.

La función f1 es continua y en particular continua con respecto a x para y, z constantes i.e.
∂V

∂x
=

f1(x, y1, z1). En particular se tiene también que es válido si x = x1, lo que prueba la igualdad deseada.

Similarmente se prueba las otras igualdades. Para completar la prueba con i) tomamos ϕ = V .

ii)⇐⇒iii) La equivalencia es obvia. En efecto supongamos que ii) es válida y sea Γ′ = Γ′
o y Γ′′ = Γ′′

o

dos curvas regulares a trozos y continuas dentro de S uniendo ao y a. La curva Γ′ ∪ Γ′′ es un contorno

cerrado y tenemos:

0 =

∫

Γ′

f·dr+
∫

Γ′′
−

f·dr =
∫

Γ′

f·dr−
∫

Γ′′

f·dr

lo que prueba iii).

Inversamente si iii) es válida y Γ ⊂ S es una curva cerrada regular a trozos, podemos representar Γ en

la forma Γ = Γ′ ∪ Γ′′, donde Γ′ y Γ′′ son regulares a trozos y escribimos:

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ′

f·dr+
∫

Γ′′

f·dr =
∫

Γ′

f·dr−
∫

Γ′′
−

f·dr = 0,

pues Γ′ y Γ′′ unen los mismos puntos extremos.
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Observación La integral de lı́nea se puede expresar de varias maneras:

1) Forma vectorial:

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

f·uds

2) Forma paramétrica:

∫ b

a

(f1(t)
dx1
dt

+ · · ·+ fn(t)
dxn
dt

)dt

3) Forma diferencial:

∫

Γ

f1dx1 + · · ·+ fndxn.

Definición 2.3.5 Si un campo vectorial f = (f1, f2, f3) definido sobre un abierto S ⊂ R3 y donde f1,

f2, f3 tienen derivadas parciales continuas, entonces definimos el vector:

rot f = ∇× f =
( ∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

,
∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

,
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)

,

llamado rotacional del campo vectorial f.

Si un campo vectorial f tiene una de las propiedades ii) o iii) del teorema anterior, entonces existe una

función ϕ(x, y, z), función potencial de f sobre S de modo que
∂ϕ

∂x
= f1,

∂ϕ

∂y
= f2,

∂ϕ

∂z
= f3. En

este caso si las funciones f1, f2, f3 son de clase C1 sobre S, la función ϕ tiene derivadas parciales de

segundo orden continuas y tenemos:

∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

=
∂2ϕ

∂x∂y
− ∂2ϕ

∂y∂x
= 0,

∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

=
∂2ϕ

∂y∂z
− ∂2ϕ

∂z∂y
= 0,

∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

=
∂2ϕ

∂z∂x
=

∂2ϕ

∂x∂z
= 0,

lo que demuestra el siguiente teorema.

Teorema 2.3.4 Si un campo vectorial f de clase C1 en un abierto S ⊂ R3, con la propiedad

∫

❤
Γ

f·dr =
0, para cualquier curva cerrada orientable regular a trozos Γ ⊂ S, entonces rot f = 0 sobre S.

Observación El inverso de este teorema no es válido para un abierto arbitrario S, salvo cuando S

es conexo. Por otro lado, el resultado es válido cuando S un paralelepı́pedo rectangular de la forma

S = [ a1, a2 ]× [ b1, b2 ]× [ c1, c2 ]. Ası́, dado un campo vectorial f continuamente diferenciable sobre

S, para el cual rot f = 0, el potencial ϕ se construye por:

ϕ(x, y, z) =

∫ x

xo

f1(u, yo, zo)du +

∫ y

yo

f2(x, v, zo)dv +

∫ z

zo

f3(x, y, w)dw + ϕ(xo, yo, zo),
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donde (xo, yo, zo), (x, y, z) ∈ S. Para verificar la fórmula derivando con respecto a x tenemos:

∂ϕ
∂x

= f1(x, yo, zo) +

∫ y

yo

∂f2
∂x

(x, v, zo)dv +

∫ z

zo

∂f3
∂x

(x, y, w)dw

= f1(x, yo, zo) +

∫ y

yo

∂f1
∂y

(x, v, zo)dv +

∫ z

zo

∂f1
∂z

(x, y, w)dw

= f1(x, yo, zo) + [ f1(x, y, zo)− f1(x, yo, zo) ] + [ f1(x, y, z)− f1(x, y, zo) ]

= f1(x, y, z).

En este proceso se ha utilizado la propiedad iii) y la derivación bajo el signo de integral. Las relaciones
∂ϕ

∂y
= f2,

∂ϕ

∂z
= f3 se prueban de forma similar.

Ası́ ∇ϕ = f y consecuentemente

∫

Γ

f·dr = 0, vale para toda curva orientado cerrada regular a trozos

Γ ⊂ S.

Observe que la fórmula de ϕ(x, y, z) sin el último término, es la integral de lı́nea de f sobre la lı́nea

poligonal con vértices en los puntos (xo, yo, zo), (x, yo, zo), (x, y, zo), (x, y, z).

Teorema 2.3.5 Sea S ⊂ R3 un abierto simplemente conexo, es decir tal que para cada curva cerrada

regular a trozos, puede ser contraı́do a un punto Po ∈ S, de modo que quede dentro de S el proceso de

contracción, entonces si un campo vectorial f continuamente diferenciable en S satisface la condición

rot f = 0, la igualdad

∫

Γ

f·dr = 0 se tiene para cualquier curva Γ ⊂ S orientada y cerrada.

Observación Las condiciones del teorema implican la existencia de una función vectorial f en S. Como

un ejemplo de una región satisfaciendo la condición del teorema, podemos tomar una curva conectando

dos superficies de esferas concéntricas. La región obtenida del espacio entero por la supresión de los

puntos del eje z que no satisfacen la condición.

En el ejemplo siguiente se construye un campo vectorial donde el teorema ?? no se da. Más adelante se

probarán el teorema de Green y de Stokes. Estos dan una explicación de la validez del teorema.

Todas las nociones y teoremas pueden aplicarse en el caso del plano. SeaR2 el plano xy y sea x = x(t),

y = y(t), a 6 t 6 b, a<b, las ecuaciones paramétricas de una curva orientada regular a trozos Γ dentro

de un abierto S ⊂ R2.

Sea f(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) definido en S, la integral de lı́nea de f sobre Γ, puede considerarse

como un caso especial de la integral de lı́nea en 3 dimensiones, en la cual f3 = 0, f1 = P , f2 = Q, es

decir:
∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

P dx+Qdy =

∫ b

a

[P (x(t), y(t))x′(t) +Q(x(t), y(t))y′(t) ] dt.
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En este caso el potencial ϕ de f es una función ϕ(x, y) definida sobre S de modo que su gradiente es

∇ϕ = (
∂ϕ
∂x

,
∂ϕ
∂y

) = f.

Ejemplo 2.3.13 El vectorial f en el plano xy con componentes:

P (x, y) = − y

x2 + y2
, Q(x, y) =

x

x2 + y2
,

tiene derivadas parciales continuas en S = R2\{(0, 0)} . El conjunto S no satisface las condiciones del

teorema ??.

Si consideramos a S∗ = R

2\ ]−∞, 0 ]×{0}, es decir R2 sin el semieje x negativo, de acuerdo al

teorema existe ϕ definido sobre S∗ tal que ∇ϕ = f. Ası́ se puede definir la integral de lı́nea de f sobre

una curva Γ ⊂ S∗ que va desde (1, 0) a (x, y):

ϕ(x, y) =

∫

Γ

−ydx+ xdy

x2 + y2
.

Sin embargo, esta función no puede extenderse a S∗ de modo que sea continua. Además el valor de

ϕ(x, y) en un punto arbitrario (cos θ, sen θ) ∈ S∗ del cı́rculo de radio 1 y centro (0, 0), es igual a

ϕ(cos θ, sen θ) =

∫ θ

0

dθ = θ.

El punto variable puede moverse a lo largo del cı́rculo unidad del punto inicial (1, 0) al punto (−1, 0)

variando θ de π a −π. En el primer caso, el valor lı́mite de ϕ es igual a π y en el segundo caso es igual

a −π, lo que prueba que la función ϕ no puede extenderse al plano en la vı́a deseada.

Como las funciones ϕ que son potenciales de f sobre S difieren en una constante, existe una única

función definida sobre S con estas consideraciones. Ası́ hemos probado que existe una curva singular

cerrada en S, tal que la integral de f sea distinta de cero. Como una curva de este tipo, se puede tomar

el cı́rculo Γ de radio 1 y centro en el origen y tenemos

∫

Γ

f·dr =
∫ 2π

0

dθ = 2π, lo que implica que no

existe ϕ definida sobre S que sea una función potencial de f sobre S.

2.4 Teorema de Green

El teorema de Green6relaciona la integral de lı́nea, a lo largo de una curva cerrada Γ en el plano, con la

integral doble sobre la región encerrada por la curva Γ. En este sentido nos referiremos a integrales de

6George Green (1793-1841) Nace el julio de 1793 en Sneinton, Nottingham, Inglaterra. Muere el 31 de mayo de 1841

en Sneinton, Nottingham, Inglaterra. Su padre era panadero en Nottingham y trabajó en la panaderı́a con su padre. No se tiene

conocimiento cómo llegó a ser uno de los matemáticas más avanzadas de su tiempo, con clara influencia de las ideas matemáticas

francesas.

Nadie sin suficientes conocimientos matemáticas podrı́a apreciar la importancia del trabajo de Green. Las cosas cambiaron

cuando se contactó con Sir Edward Bromhead. Bromhead habı́a estudiado matemática en Cambridge y habı́a sido un miembro de

la Sociedad Analı́tica y le propuso estudiar en Cambridge. Green va a Cambridge en octubre de 1833 a la edad de 40. En 1838 y
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lı́nea sobre curvas que son frontera de regiones S en el plano. Es importante recordar que una curva

simple cerrada, que es frontera de una región S del tipo I o II, tiene dos orientaciones: una positiva (Γ+

en el sentido contrario a las manecillas del reloj) y una negativa (Γ− en el sentido de las manecillas del

reloj).

La frontera Γ de S, se puede descomponer en cuatro curvas: una supe-

rior, una inferior (C2, C1), una izquierda y una derecha (B1 y B2) y

podemos escribir Γ+ = C+
1 +B+

2 + C−
2 +B−

1 , donde los exponentes

+ indican las curvas orientadas en la dirección de izquierda a derecha o

de abajo hacia arriba y los exponentes − indican las curvas orientadas

en la dirección de derecha a izquierda o de arriba hacia abajo. mil5a.tex
a b

✻❄
✶

✐

B+
2

B−

1

C−

2

C+
1

Γ+ = C+
1 + B+

2 + C−

2 +B−

1

Diremos también que la dirección de recorrido de la curva Γ frontera de la región S es positiva, si al

desplazarse a lo largo de la curva, con la orientación correcta, la región S está la izquierda. Esta obser-

vación presenta toda su utilidad con las superficies enR3.

Teorema 2.4.1 Sea S ⊂ R

2 un abierto, P,Q: S −→ R fun-

ciones de clase C1, sea Γ una curva cerrada regular a trozos

y sea R la unión de Γ y la región que encierra, de modo que

R ⊂ S, con la propiedad de que se puede partir con ayuda de

lı́neas paralelas a los ejes coordenados x, y, en un número finito

de partes, cada una de las cuales es del tipo w, entonces:
n10.tex
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✠

∫∫

R

( ∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy =

∫

❤
Γ

P dx+Qdy,

donde w es una región del tipo de la figura b) adjunta.

Demostración Vamos a probar que la fórmula de Green es válida para un rectángulo∆ = [ a, b ]× [ c, d ]

(ver Figura a). En este caso, la frontera Γ de R es la unión de cuatro segmentos de recta, dos verticales

1839 publica dos trabajos en hidrodinámica (el movimiento de las olas en canales), dos trabajos en reflexión y refracción de luz y

dos trabajos en reflexión y refracción del sonido.

En mayo de 1840 vuelve a Nottingham padeciendo problemas de salud. Sólo unas semanas antes de la muerte de Green, se le

habı́a admitido en el Saint Peter’s College de Cambridge. Sesenta años más tarde Thomson recuerda su excitación y la de Liouville

y Sturm, a quienes les mostró el trabajo de Green en Paris en el verano de 1845. Después de volver a Cambridge, Thomson fue

responsable de recolectar los trabajos de Green, con una introducción (1850-54). Ni Thomson, ni Maxwell, ni persona alguna,

hubiera pensado que la teorı́a matemática general de potencial que desarrolló el hijo de un panadero autodidacta, llevarı́a las

teorı́as matemáticas de electricidad a la industria del siglo veinte. Su trabajo versó sobre la teorı́a del potencial en relación con

la electricidad y el magnetismo, las vibraciones, las ondas y la teorı́a de elasticidad. Permaneció casi desconocido en Inglaterra

hasta después de su muerte.
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y dos horizontales, recorridos en el sentido indicado en la figura a) adjunta. Por otro lado, la integral de

lı́nea

∫

❤
Γ

P dx =

∫

ΓAB

P dx +

∫

ΓCD

P dx, puesto que la integral de lı́nea a lo largo de cada segmento

vertical es cero. Igualmente,

∫

❤
Γ

Qdy =

∫

ΓBC

Qdy +

∫

ΓDA

Qdy y ası́ tenemos que:

∫∫

∆

∂Q

∂x
dxdy =

∫ d

c

∫ b

a

∂Q
∂x

dxdy =

∫ d

c

(Q(b, y)−Q(a, y))dy

=

∫

ΓBC

Q(x, y)dy +

∫

ΓDA

Q(x, y)dy =

∫

❤
Γ

Q(x, y)dy

−
∫∫

∆

∂P

∂y
dxdy =

∫ b

a

∫ d

c

∂P
∂y

dydx = −
∫ b

a

(P (x, d) − P (x, c))dx

=

∫

ΓCD

P (x, y)dx+

∫

ΓAB

P (x, y)dx =

∫

❤
Γ

P (x, y)dx.

Vamos a probar que la fórmula es válida para una región del tipo w, donde la curva ΓAC está des-

crita por la función y = f(x) continua y estrictamente creciente sobre [ a, b ]. La inversa de la función

x = f−1(y) está definida sobre [ c, d ]. Ası́ tenemos:

∫∫

w

∂Q

∂x
dxdy =

∫ d

c

∫ b

f−1(y)

∂Q
∂x

dxdy =

∫ d

c

(Q(b, y)−Q(f−1(y), y))dy

=

∫

ΓBC

Q(x, y)dy +

∫

ΓCA

Q(x, y)dy =

∫

❤
Γ

Q(x, y)dy,

−
∫∫

w

∂P

∂y
dxdy = −

∫ b

a

∫ f(x)

c

∂P
∂y

dydx = −
∫ b

a

(P (x, f(x)) − P (x, c))dx

=

∫

ΓCA

P (x, y)dx +

∫

ΓAB

P (x, y)dx =

∫

❤
Γ

P (x, y)dx.

Rotando la región w, π2 , π, 3π
2 radianes (el sistema de coordenadas se deja invariante) obtenemos tres

tipos de región adicionales, los cuales junto con w forman el conjunto de regiones del tipo w. Es claro

que cualquier rectángulo es una región del tipo w.

Consideramos ahora que R =
p
⋃

k=1

wk es una partición de R, en partes del tipow y sean Γk, k = 1, . . . , p,

las curvas frontera orientadas positivamente de cada región wk . La fórmula de Green aplicada a cada

uno de las regioneswk da:

∫∫

R

( ∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy =

p
∑

k=1

∫∫

wk

( ∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy =

p
∑

k=1

∫

❤
Γk

P dx+Qdy =

∫

❤
Γ

P dx+Qdy.
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La última integral se explica como sigue. La unión C de las

fronteras de todas las partes wk consiste de Γ y la unión de un

número finito de segmentos, cada uno de los cuales está con-

tenido en R y sirve de frontera común de dos partes contiguas de

tipo w. Cada segmento es recorrido en dos direcciones opuestas.

n11.tex
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La integral de lı́nea de estas partes se cancelan mutuamente, quedando sólo la integral sobre Γ.

La fórmula de Green se aplica a funcionesP yQ que son continuas en R y donde las derivadas parciales
∂Q

∂x
,
∂P

∂y
son sólo continuas en

◦
R. En tales casos, la fórmula de Green es válida si la integral de la

izquierda se entiende en el sentido impropio. Por ejemplo, sea R el interior del cı́rculo x2 + y2 = 1. Se

denota Rε el interior del cı́rculo x2 + y2 = (1 − ε)2, ε > 0, con frontera Γε (borde del cı́rculo de radio

1− ε). Se puede escribir la relación:

∫∫

Rε

( ∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy =

∫ 1+ε

1−ε
P (x,

√

(1− ε)2 − x2)dx +

∫ 1−ε

−1+ε

P (x,−
√

(1− ε)2 + x2)dx+

∫ 1−ε

−1+ε

Q(
√

(1− ε)2 − y2, y)dy +

∫ −1+ε

1−ε
Q(−

√

(1− ε)2 − y2, y)dy, (ε > 0).

Dado que P (x, y) y Q(x, y) son uniformemente continuas en R, las integrales de la derecha, tienden a

un lı́mite cuando ε → 0, la cual es igual a la integral de la izquierda cuando ε → 0, es decir tiene al

mismo lı́mite que es la integral doble impropia con singularidades en Γ. Ası́ obtenemos:

∫∫

R

( ∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy =

∫

❤
Γ

P dx+Qdy.

Ejemplo 2.4.1 El área expresada como integral de lı́nea

El área de una región plana puede calcularse por 1
2

∫

❤
Γ

xdy − ydx, donde Γ es la curva que limita a la

región plana (en el sentido de integración positivo).

En efecto, se sabe que el área de una región R está dada por:

Área(R) =

∫∫

R

dxdy =

∫∫

R

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy,

donde P , Q son tales que
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= 1. Se puede tomar Q(x, y) = 1
2x, P (x, y) = − 1

2y.
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Si R es la región encerrada por la curva Γ, podemos aplicar de teorema de Green y se tiene:

Área(R) =

∫

❤
Γ

P dx+Qdy = 1
2

∫

❤
Γ

− ydx+ xdy.

Si la curva frontera Γ está dada por x = x(t), y = y(t), a 6 t 6 b, la integral de lı́nea que da el área,

toma la forma:

Área(R) = 1
2

∫ b

a

(−y(t)x′(t) + x(t)y′(t))dt = 1
2

∫ b

a

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x(t) y(t)

x′(t) y′(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dt.

Es evidente que se da la igualdad

∫

❤
Γ±

xdy = −
∫

❤
Γ±

ydx = 1
2

∫

❤
Γ±

x2d
(

y
x

)

= ±|R|, donde el signo

+ corresponde al caso de orientación del contorno Γ = Γ+ y el signo − corresponde a la orientación

negativa Γ = Γ−.

Ejemplo 2.4.2 El área de una elipse representada por la ecuación paramétricax = a cos θ, y = b sen θ,

a> 0, b> 0, 0 6 θ< 2π, se puede determinar usando la fórmula anterior: |R| = 1
2

∫ 2π

0

(a cos θb cos θ−

b sen θ(−a sen θ))dθ = 1
2ab

∫ 2π

0

dθ = abπ.

Ejemplo 2.4.3 Usando el teorema de Green calcular el trabajo real-

izado por la fuerza f(x, y) = (y + 3x, 2y − x), al mover una partı́cula

a lo largo de la elipse 4x2 + y2 = 4, en el sentido contrario al de las

agujas del reloj.
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En efecto, el trabajo es

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

P dx +Qdy, con P (x, y) = y + 3x, Q(x, y) = 2y − x y Γ es la

elipse. Como
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= −2, por el teorema de Green tenemos:

∫

❤
Γ

P dx+Qdy =

∫∫

R

(−2)dxdy = −2Área(R) = −2(2π) = −4π.

Ejemplo 2.4.4 Calcular

∫

Γ

(5− xy− y2)dx− (2xy− x2)dy sobre la

curva Γ que es el cuadrado de vértices (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1).

Se tiene que P = 5 − xy − y2, Q = 2xy + x2,
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= 3x, por

lo que: mil8.tex

y
✻

✲♣1

♣1

x

R

Γ

∫

❤
Γ

P dx+Qdy = 3

∫∫

R

xdxdy = 3

∫ 1

0

dy

∫ 1

0

xdx = 3
2 .
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Se puede verificar que el teorema de Green es también válido para regiones del tipo R = {(x, y) ∈
R

2/a 6 x 6 b, f(x) 6 y 6 g(x)}, donde f , g son continuas en [ a, b ] de modo que f 6 g.

Una razonamiento similar se puede emplear, para demostrar el teorema de Green para regiones del tipo

R = {(x, y) ∈R2/c 6 y 6 d, h(y) 6 x 6 ℓ(y)}, donde h, ℓ son continuas en [ c, d ], con h 6 ℓ.

2.4.1 Demostración de la fórmula de cambio de variable usando el teorema de Green

Vamos a demostrar la fórmula

∫∫

R

dxdy =

∫∫

R′

| detJ(u, v)|dudv, en el caso particular que las apli-

caciones x(u, v), y(u, v) son de clase C2, usando el teorema de Green. Supongamos que detJ(u, v)

nunca se anula en R′. El significado del signo del Jacobiano es que, cuando un punto (x, y) describe la

frontera de R en el sentido contrario de las agujas del reloj, el punto imagen (u, v) describe la frontera

R′, en el mismo sentido si detJ(u, v) > 0 y en sentido contrario si detJ(u, v) < 0. Supongamos que

detJ(u, v)> 0.

Primeramente veamos que la integral doble en el plano xy:
∫∫

R

dxdy =

∫∫

R

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy,

cuando Q(x, y) = x, P (x, y) = 0. Por el teorema de Green tenemos que:
∫∫

R

dxdy =

∫

Γ

P dx+Qdy =

∫

Γ

xdy,

donde Γ es la frontera de R reconocida en sentido contrario a las agujas del reloj.

De manera similar, transformamos la integral doble en la región R′ a una integral de lı́nea a lo largo de

la frontera Γ′ de R′. El Jacobiano detJ(u, v) se escribe:

detJ(u, v) =
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u
=
∂x

∂u

∂y

∂v
+x

∂2y

∂u∂v
−x ∂2y

∂u∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u
=

∂

∂u

(

x
∂y

∂v

)

− ∂

∂v

(

x
∂y

∂u

)

y aplicando el teorema de Green tenemos:
∫∫

R′

detJ(u, v)dudv =

∫

Γ′

(

x
∂y

∂u
du+ x

∂y

∂v
dv

)

.

Consideremos la parametrización de Γ′, α(t) = (u(t), v(t)) y la representación de Γ dada por β(t) =

(x(u(t), v(t)), y(u(t), v(t))), entonces tenemos que:

β′(t) =

(

∂x

∂u
u′(t) +

∂x

∂v
v′(t),

∂y

∂u
u′(t) +

∂y

∂v
v′(t)

)

y se concluye que:

∫

Γ

xdy =

∫ b

a

x(u(t), v(t))

(

∂y

∂u
u′(t) +

∂y

∂v
v′(t)

)

dt =

∫

Γ′

x

(

∂y

∂u
du+

∂y

∂v
dv

)

,
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es decir:
∫∫

R

dxdy =

∫∫

R′

| detJ(u, v)|dudv.

Una vez establecido este resultado, podemos probar la fórmula general:

∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫∫

R′

f(x(u, v), y(u, v))| det J(u, v)|dudv.

Sea h una función escalonada sobre R y sea P una partición de m·n sub-rectángulos Rij de tamaño

∆xi·∆yj y sea cij el valor que toma h sobre Rij , entonces:

∆xi·∆yj =
∫∫

Rij

dxdy =

∫∫

Rij

| detJ(u, v)|dudv,

es decir:
∑

i,j

cij∆xi∆yj =

∫∫

R

h(x, y)dxdy =
∑

i,j

cij

∫∫

Rij

| detJ(u, v)|dudv

=

∫∫

R′

h(x(u, v), y(u, v))| det J(u, v)|dudv.

Sea f una función acotada integrable en R y sean s y t funciones escalonadas tales que:

s(x, y) 6 f(x, y) 6 t(x, y), (x, y) ∈ R,

entonces S(u, v) = s(x(u, v), y(u, v)) 6 f(x(u, v), y(u, v)) = F (u, v) 6 t(x(u, v), y(u, v)) =

T(u, v), (u, v) ∈ R′, por lo que:

∫∫

R′

S(u, v)| det J(u, v)|dudv 6

∫∫

R′

F (u, v)| detJ(u, v)|dudv 6

∫∫

R′

T(u, v)| detJ(u, v)|dudv,

o bien:
∫∫

R

s(x, y)dxdy 6

∫∫

R′

F (u, v)| detJ(u, v)|dudv 6

∫∫

R

t(x, y)dxdy.

Como f es integrable se tiene que:

∫∫

R

f(x, y)dxdy =

∫∫

R′

f(x(u, v), y(u, v))| detJ(u, v)|dudv

y la fórmula es válida sobre rectángulos.

El resultado se puede extender a regiones S más generales, eligiendo un rectángulo que contenga a S y

considerar en vez de f una función f̃ que coincide con f en S y vale 0 en R\S. De esta manera tenemos

que:

∫∫

S

f =

∫∫

R

f̃ =

∫∫

R′

f̃(x(u, v), y(u, v))| det J(u, v)|dudv =

∫∫

S′

f(x(u, v), y(u, v))| detJ(u, v)|dudv.
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Teorema 2.4.2 Si f(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) es un campo vectorial de clase C1 en un conjunto

abierto simplemente conexo S del plano, entonces f es un gradiente en S si y sólo si tenemos que

∂P
∂y

=
∂Q
∂x

, ∀(x, y) ∈ S.

Teorema 2.4.3 Sean Γ1, . . . ,Γm, m curvas de Jordan, regulares a trozos que tienen las propiedades

siguientes:

a) Dos curvas cualesquiera Γi, Γj , i 6= j, no se cortan.

b) Todas las curvas Γ2, . . . ,Γm están situadas en el interior de Γ1.

c) La curva Γi está en el exterior de la curva Γj para cada i 6= j, i > 1, j > 1.

Sea R la región que consiste en la unión de Γ1 con el interior de Γ1 que no está dentro de cualquiera de

las curvas Γ2, . . . ,Γm (ver siguiente figura).

Sean P y Q aplicaciones de clase C1 en un conjunto abierto S que contiene a R, entonces:

∫∫

R

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy =

∫

❤
Γ1

P dx+Qdy −
m
∑

k=2

∫

❤
Γk

P dx+Qdy.

Γ1

R
RΓ2 Γ3 Γm

· · · q q q q

Γ1

Γ2
A B C D

γ1

γ2

mil9a.tex

Se puede demostrar el teorema, introduciendo cortes que transformen R en una unión de un número

finito de regiones simplemente conexas, limitadas por curvas de Jordan.

El teorema de Green se aplica separadamente a cada una de las partes y se suman los resultados.

Analizaremos el caso m = 2, por inducción se demuestra para un número m de curvas.

Para el caso m = 2, tomamos las circunferencias Γ1 y Γ2, siendo Γ1 la mayor.

Se realizan los cortes AB y CD (ver figura anterior); sea γ1 la curva de Jordan que consiste en las

mitades superiores de Γ1 y Γ2 y los segmentosAB yCD. Llamamos γ2 la otra curva de Jordan formada

por las mitades inferiores de Γ1 y Γ2 y los segmentosAB y CD. Aplicamos el teorema de Green a cada

una de las regiones limitadas por γ1 y γ2 y sumamos las dos identidades ası́ obtenidas. Las integrales

calculadas a lo largo de los cortes se eliminan unas con otras, ya que cada corte es recorrido una vez

en cada dirección y se obtiene:

∫∫

R

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy =

∫

❤
Γ1

P dx+Qdy −
∫

❤
Γ2

P dx+Qdy.
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El signo menos aparece debido a la dirección (contraria a las agujas del reloj) con que se recorre Γ2.

Observación Para una región simplemente conexa, la condición ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

implica que la integral de

lı́nea

∫

P dx + Qdy es independiente del camino. Como ya sabemos, si S no es simplemente conexo,

la condición ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

no implica la independencia del camino. No obstante para este caso existe

una condición de independencia del camino.

Teorema 2.4.4 Invariancia de una integral de lı́nea al deformar al curva Sean P y Q aplicaciones

de clase C1 sobre un conjunto abierto conexo S ⊂ R2, tales que ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

en todo S. Sean Γ1 y Γ2

dos curvas de Jordan regulares a trozos situadas en S y que satisfagan las siguientes condiciones:

a) Γ2 está en el interior de Γ1.

b) Los puntos interiores a Γ1 que son exteriores a Γ2 pertenecen a S, entonces:

∫

❤
Γ1

P dx+Qdy =

∫

❤
Γ2

P dx+Qdy,

recorriendo ambas curvas en el mismo sentido.

Demostración La región R está constituida por los puntos situados

entre las dos curvas Γ1 y Γ2 y las propias curvas. Dado que ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

en S, se tiene que

∫∫

R

(

∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)

dxdy = 0, por lo que

∫

❤
Γ1

P dx +

Qdy =

∫

❤
Γ2

P dx+Qdy.
mil10a.tex
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2.4.2 Número de giros

El valor de una integral de lı́nea depende frecuentemente de la curva y el sentido de recorrido de la

misma. Ası́ el teorema de Green necesita que la integral se haga en el sentido contrario al de las agujas

del reloj.

Consideremos la curva Γ descrita por r(t) = (x0, y0) + (a cos t, a sen t) (circunferencia de radio a con

centro (x0, y0), 0 6 t 6 2π). Se dice que la curva recorre la circunferencia en el sentido positivo o

contrario al de las agujas del reloj. Además si se reemplaza t por −t la curva describe la circunferencia

en el sentido negativo o de las agujas del reloj.

Ası́ se ha dado una descripción completamente analı́tica del sentido de

una circunferencia. Sin embargo, en general no es tan simple hacer lo

mismo con una curva cerrada. mil11.tex
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a
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Para curvas regulares a trozos puede hacerse introduciendo el concepto de números de giros, que es un

instrumento analı́tico que nos da un método preciso para contar el número de veces que el vector r(t)

gira alrededor de un punto dado, cuando describe una curva cerrada dada.

Sea Γ una curva cerrada regular a trozos en R2, descrita por la función r(t) definida en un intervalo

[ a, b ], r(t) = (x(t), y(t)), a 6 t 6 b. Si (x0, y0) /∈ Γ, el número de giros de r alrededor del punto

(x0, y0) se define por:

N(r, (x0, y0))=
1
2π

∫ b

a

(x(t) − x0)y
′(t)− (y(t)− y0)x

′(t)
(x(t) − x0)

2 + (y(t)− y0)
2 dt

= 1
2π

∫

❤
Γ

−(y − y0)dx + (x− x0)dy

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 .

Se puede probar que el valor de esta integral siempre es un entero. Además, si Γ es una curva de Jordan

(curva cerrada simple) este entero es:

0 si (x0, y0) es exterior a Γ

±1 si (x0, y0) es interior a Γ,

Γ

r
Γ

✙

✯

r
Γ

r(xo, yo) (xo, yo) (xo, yo)

N = +1 N = −1 N = 0

✸

✮

mil12.tex

lo que permite definir la orientación positiva y negativa para Γ del siguiente modo:

N = 1 para todo punto (x0, y0) interior de Γ, decimos que r(t)

describe la curva Γ en el sentido positivo.

N = −1 para todo punto (x0, y0) interior de Γ, decimos que r(t)

describe la curva Γ en el sentido negativo.

Para probar que la integral que da el número de giros es siempre ±1 para una curva cerrada simple

alrededor de (x0, y0), usamos en teorema ??.

Sea S la región abierta conexa constituida por todos los puntos del plano excepto (x0, y0), la integral

de lı́nea 1
2π

∫

❤
Γ

−(y − y0)dx + (x− x0)dy

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 se escribe de la forma

∫

Γ

P dx+Qdy y se comprueba que

∂P
∂y

=
∂Q
∂x

en todo S, por lo que si (x0, y0) es interior a Γ, el teorema ?? nos permite reemplazar Γ por

una circunferencia con centro (x0, y0) sin que cambie el valor de la integral. En tal caso tenemos que si

tomamos la curva r(t) = (x0, y0) + a(cos t, sen t), tenemos que:

N(r, (x0, y0)) =
1

2π

∫ 2π

0

1dt = 1.
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Un razonamiento análogo prueba que la integral es −1, cuando Γ está orientada negativamente. Esto

demuestra que el número de giros es ±1, para una curva cerrada simple que incluye en su interior el

punto (x0, y0).

2.5 Formas diferenciales

Definición 2.5.1 Sea U ⊂ R

n un abierto, se llama forma diferencial (de grado uno) sobre U toda

aplicación ω:U −→ L(Rn,R), tal que existen n aplicaciones fi:U −→ R de clase C1 sobre U , de

modo que ∀x ∈ U , ω(x) = f1(x)dx1 + · · ·+ fn(x)dxn.

Recordemos que dxi:R
n −→ R es tal que dxi(h) = hi, con h = (h1, · · · , hn) ∈Rn.

Definición 2.5.2 Sea U ⊂ R

n un abierto, ω una forma diferencial sobre U se dice exacta (o que

ω admite una primitiva sobre U ), si existe una aplicación ϕ:U −→ R de clase C1 sobre U tal que

dϕ = ω (i.e.
∂ϕ
∂xi

= fi, i = 1, . . . , n). La aplicación ϕ, si existe, se llama primitiva de ω sobre U .

Ejemplo 2.5.1 La forma diferencial ω(x) =
n
∑

i=1

xidxi es exacta y admite como primitiva ϕ(x) =

1
2 (x

2
1 + · · ·+ x2n).

Observación Sea U ⊂ Rn un abierto y ω una forma diferencial sobre U . Si U es conexo, ω es exacta

y si ϕ es una primitiva de ω, entonces ϕ+ λ, λ ∈R es también una primitiva de ω.

Definición 2.5.3 Forma diferencial cerrada Sea U ⊂ Rn un abierto, ω una forma diferencial sobre

U , se dice que ω es cerrada sobre U si y sólo si
∂fi
∂xj

=
∂fj
∂xi

, i, j = 1, . . . , n.

Teorema 2.5.1 Sea U ⊂ Rn un abierto, ω una forma diferencial sobre U , si ω es exacta entonces ω

es cerrada sobre U .

Demostración Sean f1, . . . , fn las aplicaciones de ω, entonces ∃ ϕ:U −→ R de clase C2 tal que

∂ϕ
∂xi

= fi, i = 1, . . . , n y como fi es de clase C1, i = 1, . . . , n, se tiene que ϕ es de clase C2 sobre U ,

por lo que
∂fi
∂xj

=
∂2ϕ

∂xj∂xi
=
∂fj
∂xi

, con i, j = 1, . . . , n.

Teorema 2.5.2 Poincaré7

7Jules Henri Poincaré (1854-1912) Matemático francés nacido en Nancy y fallecido en Parı́s. Poincaré ha sido calificado

por algunos como el último de los matemáticos que dominó toda esta ciencia, ya que fue capaz de realizar un trabajo creador en

casi todas las ramas de las matemáticas, y también en astronomı́a, e incluso en literatura. Se interesó ya de muy joven por las

matemáticas, graduándose como doctor en 1879, siendo Hermite uno de sus profesores. Este interés está documentado por sus

escritos filosóficos y por una masa imponente de trabajos matemáticos, en las cuales, entre otras cosas, contribuyó a echar las

bases de la topologı́a. Más imponente todavı́a es el conjunto de trabajos en torno a la fı́sica matemática y la fı́sica teórica. Su obra

cientı́fica fue muy notable; además de treinta volúmenes, un número impresionante de artı́culos, ensayos y memorias, reunidos en

“Tratados y memorias”. Fue uno de los primeros en comprender la importancia de la teorı́a de la relatividad de Einstein.



148 t-fordif.tex

Sea U ⊂ Rn un abierto y ω una forma diferencial sobre U , si U es conexo y ω es cerrada, entonces ω

es exacta sobre U .

Demostración Se tiene que ∀ x ∈ U , ω(x) = f1(x)dx1 + · · · + fn(x)dxn, f = (f1, . . . , fn). Sea

a = (a1, . . . , an) ∈ U y sea x = (x1, . . . , xn) ∈ U , entonces ϕ:U −→ R definida por ϕ(x) =
∫ 1

0

(x− a)·f(a+ t(x− a))dt es una primitiva de ω sobre U .

En efecto, la aplicación (t, x1, . . . , xn) 7−→ (x − a)·f(a + t(x − a)) en [ 0, 1 ]×U es de clase C1,

entonces
∂ϕ
∂xi

(x) =

∫ 1

0

(

fi(a+ t(x− a)) +
n
∑

j=1

(xj − aj)t
∂fj
∂xi

(a+ t(x− a))
)

dt, x ∈ U .

Como ω es cerrada sobre U , integrando por partes se tiene:
∫ 1

0

( n
∑

j=1

(xj − aj)t
∂fj
∂xi

(a+ t(x− a))
)

dt =

∫ 1

0

( n
∑

j=1

(xj − aj)t
∂fi
∂xj

(a+ t(x− a))
)

dt =

tfi(a+t(x−a))
∣

∣

∣

1

0
−
∫ 1

0

fi(a+t(x−a))dt = fi(x)−
∫ 1

0

fi(a+t(x−a))dt, es decir
∂ϕ
∂xi

(x) = fi(x).

Ası́ ϕ es una primitiva de ω sobre U y ω es exacta sobre U .

2.5.1 Aplicaciones a las ecuaciones diferenciales exactas de primer orden

Las formas diferenciales pueden aplicarse a la solución de ecuaciones diferenciales de la forma y′ =

f(x, y). Si multiplicamos por un factorR(x, y) no nulo, la ecuación diferencial la escribimosR(x, y)y′−
f(x, y)R(x, y) = 0 i.e. Q(x, y)y′ + P (x, y) = 0, o bien ω = P (x, y)dx +Q(x, y)dy = 0.

Supongamos que P , Q son continuas en un conjunto S ⊂ R

2 conexo, el campo vectorial f(x, y) =

(P (x, y), Q(x, y)) es tal que ω es exacta si f = ∇ϕ, para cada (x, y) ∈ S. Ası́ tenemos que
∂ϕ
∂x

dx +

∂ϕ
∂y
dy = 0 i.e. ϕ(x, y) = c, es decir una solución y(x) de la ecuación diferencial y′ = ϕ(x, y), para

x ∈ [ a, b ] es tal que (x, y(x)) ∈ S.

Demostremos que ϕ(x, y(x)) = c para una cierta constante c.

Sea g(x) = ϕ(x, y(x)), entonces g′(x) =
∂ϕ
∂x

(x, y(x))+
∂ϕ
∂y

(x, y(x))y′(x) = P (x, y)+Q(x, y)y′ = 0,

por lo que g′(x) = 0, x ∈ ] a, b [ =⇒ g(x) = c, x ∈ ] a, b [.

Se puede invertir el razonamiento para hallar una solución de la ecuación diferencial. Sea la ecuación

ϕ(x, y) = c y consideremos y como función diferenciable de x y sea g(x) = ϕ(x, y(x)) = c, entonces

g es constante en ] a, b [, por lo que P (x, y)+Q(x, y)y′ = 0, de modo que y es una solución. Ası́ hemos

demostrado el teorema siguiente.

Teorema 2.5.3 Consideremos la forma diferencial exacta ω = P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0 en un

conjunto conexo abierto S y sea ϕ tal que
∂ϕ
∂x

= P ,
∂ϕ
∂y

= Q en todo S, entonces la ecuación

diferencial Q(x, y)y′ + P (x, y) = 0 tiene por solución y(x) que satisface la ecuación ϕ(x, y(x)) = c.
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Inversamente, si la ecuación ϕ(x, y) = c define y como función implı́cita diferenciable de x, entonces

esta función es una solución de la ecuación diferencial Q(x, y)y′ + P (x, y) = 0.

Observación El teorema anterior nos da una manera de resolver ecuaciones diferenciales exactas de

primer orden. La función ϕ primitiva de ω satisface ϕ(x, y(x)) = c, por lo que podemos considerar

la ecuación ϕ(x, y) = c como la representación de una familia de curvas integrales. Es claro que los

únicos valores admisibles de c son aquellos para los cuales ϕ(xo, yo) = c, para algún (xo, yo) ∈ S.

Ejemplo 2.5.2 Consideremos la ecuación diferencial
dy
dx

= −3x2 + 6xy2

6x2y + 4y3
.

Es claro que podemos escribir (3x2 + 6y2)dx + (6x2y + 4y3)dy = 0 i.e. P (x, y) = 3x2 + 6xy2,

Q(x, y) = 6x2y + 4y3. Integrando P con respecto a x e integrando Q respecto a y, tenemos que

ϕ(x, y) = x3 + 3x2y2 + c1(y) = 3x2y2 + y4 + c2(x) i.e. ϕ(x, y) = x3 + y4 + 3x2y2.

La solución y de la ecuación diferencial satisface x3 + 3x2y2 + y4 = c, para cierto c ∈R.

Ejemplo 2.5.3 Consideremos la ecuación diferencial 2xy′ + y = 0, entonces tenemos ω = ydx +

2xdy i.e. P (x, y) = y, Q(x, y) = 2x, pero ∂P
∂y

= 1 6= ∂Q
∂x

= 2 y la ecuación diferencial no es

exacta. Sin embargo, si multiplicamos ambos miembros por y obtenemos una ecuación que es exacta:

y2dx+ 2xydy = 0.

La función ϕ(x, y) = xy2 primitiva de la forma diferencial ω = y2dx + 2xydx, es tal que ϕ(x, y) =

xy2 = c.

Definición 2.5.4 Si la ecuación diferencial lineal de primer orden Q(x, y)y′ + P (x, y) = 0, satisface

que al multiplicarse por µ(x, y), la expresión ω = µ(x, y)Q(x, y)dy + µ(x, y)P (x, y)dx es exacta, se

dirá que la ecuación diferencial µ(x, y)Q(x, y)y′+µ(x, y)P (x, y) = 0 es exacta y µ(x, y) se denomina

factor integrante de la ecuación original Q(x, y)y′ + P (x, y) = 0.

Nota Una ecuación diferencial puede tener más de un factor integrante. Por ejemplo µ(x, y) = 2xy3

es otro factor integrante de ydx+ 2xdy = 0.

2.5.2 Caso de funciones de tres variables

Seaϕ un campo escalar de claseC2, sobreU ⊂ R3 abierto, entonces rot (∇ϕ(x, y, z)) = 0, ∀(x, y, z)∈
U . En efecto, recordemos que ∇ϕ(x, y, z) =

(

∂ϕ
∂x

(x, y, z),
∂ϕ
∂y

(x, y, z),
∂ϕ
∂z

(x, y, z)

)

, entonces el

rotacional del gradiente es continua sobre U :

rot (∇ϕ) =
(

∂2ϕ

∂z∂y
− ∂2ϕ

∂y∂z
,
∂2ϕ

∂x∂z
− ∂2ϕ

∂z∂x
,
∂2ϕ

∂y∂x
− ∂2ϕ

∂x∂y

)

= 0.
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Condición necesaria Supongamos que f es de clase C1 sobre el abierto U ⊂ R3, si f es la derivada de

un potencial escalar ϕ, se tiene ∇ϕ(x, y, z) = f(x, y, z), por lo que rot f(x, y, z) = 0.

Dado que f es de claseC1 sobre el abiertoU , la condición necesaria para que sea ası́ es que rot f(x, y, z) =

0, ∀(x, y, z) ∈ U , que se traduce en las condiciones:

∂R

∂x
− ∂Q

∂z
= 0,

∂P

∂z
− ∂R

∂x
= 0,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y
= 0.

Condición suficiente Sea U ⊂ R3 abierto, f∈C1(U,R3) un campo de vectores tal que rot f(x, y, z) =

0, ∀(x, y, z) ∈ U , entonces para todo B = [ a, b ]× [ c, d ]× [ e, f ] ⊂ U , existe un campo escalar

ϕ ∈ C2(B,R) tal que ∇ϕ(x, y, z) = f(x, y, z), ∀(x, y, z) ∈B.

En efecto, sea f = (P,Q,R) con rot f =

(

∂R
∂y

− ∂Q
∂z

, ∂P
∂z

− ∂R
∂x

,
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)

= 0.

Buscamos una función ϕ(x, y, z) tal que
∂ϕ
∂x

= P ,
∂ϕ
∂y

= Q,
∂ϕ
∂z

= R, donde f = (P,Q,R).

Ası́ tenemos que ϕ(x, y, z)=

∫ x

a

P (t, y, z)dt+ α(y, z),

∂ϕ
∂y

=

∫ x

a

∂P
∂y

(t, y, z)dt+ ∂α
∂y

(y, z),

∂ϕ
∂z

=

∫ x

a

∂P
∂z

(t, y, z)dt+ ∂α
∂z

(y, z).

Como ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

y ∂P
∂z

= ∂R
∂x

tenemos que:

∂ϕ
∂y

=

∫ x

a

∂P
∂y

(t, y, z)dt+ ∂α
∂y

(y, z)

=

∫ x

a

∂Q
∂x

(t, y, z)dt+ ∂α
∂y

(y, z) = Q(x, y, z)−Q(a, y, z) + ∂α
∂y

(y, z)

∂ϕ
∂z

=

∫ x

a

∂P
∂z

(t, y, z)dt+ ∂α
∂z

(y, z)

=

∫ x

a

∂R
∂x

(t, y, z)dt+ ∂α
∂z

(y, z) = R(x, y, z)−R(a, y, z) + ∂α
∂z

(y, z).

Si ponemos que
∂ϕ
∂y

= Q,
∂ϕ
∂z

= R, entonces Q(a, y, z) = ∂α
∂y

(y, z), R(a, y, z) = ∂α
∂z

(y, z), por lo

que α(y, z) =

∫ y

c

Q(a, t, z)dt+ β(z) i.e.

∂α

∂z
=

∫ y

c

∂Q

∂z
(a, y, t)dt+ β′(z) =

∫ y

c

∂R

∂y
(a, t, z)dt+ β′(z) = R(a, y, z)−R(a, c, z) + β′(z).

Dado que ∂α
∂z

= R(a, y, z), tenemos que β′(z) = R(a, c, z), con lo cual se concluye que β(z) =
∫ z

c

R(a, b, u)du+ c.
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Finalmente ϕ(x, y, z)=

∫ x

a

P (t, y, z)dt+ α(y, z) =

∫ x

a

P (t, y, z)dt+

∫ y

c

Q(a, t, z)dt+ β(z)

=

∫ x

a

P (t, y, z)dt+

∫ y

c

Q(a, t, z)dt+

∫ z

e

R(a, b, t)dt+ c.

Tomando en cuenta la construcción hecha,
∂ϕ
∂x

= P ,
∂ϕ
∂y

= Q,
∂ϕ
∂z

= R.

2.5.3 Forma diferencial exacta de una función de tres variables

De lo anterior podemos deducir la propiedad siguiente.

Teorema 2.5.4 Sean P , Q, R funciones de clase C1 sobre U = [ a, b ]× [ c, d ]× [ e, f ] ⊂ R

3, la

forma diferencial ω = P dx+Qdy +Rdz es exacta si y sólo si ∀(x, y, z) ∈ U ,

∂R

∂y
=
∂Q

∂z
,

∂P

∂z
=
∂R

∂x
,

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
.

Ejemplo 2.5.4 Consideremos el campo de vectores P = −2x
z , Q =

2y
z , R =

x2 − y2

z2
. El campo

está definido en el abierto U ⊂ R3 dado por U = {(x, y, z) ∈R3/z 6= 0}.

El campo de vectores es de clase C1 (en realidad C∞) sobre U y tenemos que ∀(x, y, z) ∈ U , ∂R
∂y

=

∂Q
∂z

= −2y

z2
, ∂P
∂z

= ∂R
∂x

= 2x
z2

,
∂Q
∂x

= ∂P
∂y

= 0.

Las condiciones de un diferencial exacto se satisfacen. Verifiquemos que las condiciones de suficiencia

se satisfacen. Vamos a determinar una función f :U −→ R de clase C2 sobre U tal que ∀(x, y, z) ∈ U ,

∇ϕ(x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).

Si una función talϕ existe,
∂ϕ
∂z

=
x2 − y2

z2
, por lo que se tiene la existencia de una aplicaciónψ:R2 −→

R tal que ϕ(x, y, z) =

∫

x2 − y2

z2
dz + ψ(x, y) = −x

2 − y2

z + ψ(x, y).

Para determinar ϕ debemos tener:

∂ϕ
∂x

(x, y, z)=−2x
z +

∂ψ
∂x

= P = −2x
z =⇒ ∂ψ

∂x
= 0

∂ϕ
∂y

(x, y, z)=
2y
z +

∂ψ
∂y

= Q =
2y
z =⇒ ∂ψ

∂y
= 0,

es decir ψ(x, y) = c, con lo cual concluimos que ϕ(x, y, z) =
y2 − x2

z + c.

2.5.4 Caso de funciones de dos variables

Si consideramos que R = 0 y que P , Q son independientes de z, tenemos la siguiente propiedad.

Teorema 2.5.5 Sean P ,Q funciones numéricas de clase C1 sobreB = [ a, b ]× [ c, d ] ⊂ R2, la forma

diferencial ω = P dx+Qdy es exacta en U si y sólo si ∀(x, y) ∈B,
∂Q
∂x

= ∂P
∂y

.
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Ejemplo 2.5.5 Consideremos el diferencialω =
xdy − ydx
x2 + y2

, entoncesP = − y
x2 + y2

,Q = x
x2 + y2

.

Las aplicaciones P , Q están definidas sobre el abierto U = R2\{(0, 0)}, son de clase C1 (en realidad

C∞) sobre U y ∀(x, y) ∈ U ,
∂Q
∂x

= ∂P
∂y

=
y2 − x2

(x2 + y2)2
.

La condición necesaria del teorema ?? se satisface en todo punto del abierto U . Vamos a probar que

∀B = [ a, b ]× [ c, d ] ⊂ U , existe una aplicación ϕ:B −→ R de clase C2 sobre B tal que ∀(x, y) ∈B,

∂ϕ
∂x

= − y
x2 + y2

,
∂ϕ
∂y

= x
x2 + y2

.

Observemos que para todo conjunto B ⊂ U no interseca a la vez las rectas x = 0, y = 0.

Caso 1 B no interseca la recta x = 0.

∀(x, y) ∈B,
∂ϕ
∂y

= x
x2 + y2

=⇒ ϕ(x, y) = x

∫

dy
x2 + y2

+ ψ(x) = arctg
y
x + ψ(x), ψ ∈ C2.

Además
∂ϕ
∂x

= − y
x2 + y2

=⇒ − y
x2 + y2

+ ψ′(x) = − y
x2 + y2

=⇒ ψ′(x) = 0, es decir ϕ(x, y) =

arctan
y
x + c.

Caso 2 B no interseca la recta y = 0.

Una demostración análoga a la anterior, verifica que para B se tiene ϕ(x, y) = arctg x
y + c.

2.5.5 Análisis en los campos gradientes enR3

Supongamos en particular que el campo vectorial f de clase C1, deriva de un potencial escalar ϕ(x, y, z)

de clase C2 i.e. f = ∇ϕ = (P,Q,R) en un conjunto U ⊂ R3 conexo.

Sea Γ un arco de curva de origen (x0, y0, z0) y extremo (x1, y1, z1), entonces la integral del diferencial

ω = P dx+Qdy +Rdz = ∇ϕ·dr satisface:

I =

∫

Γ

ω =

∫

Γ

P dx+Qdy +Rdz =

∫

Γ

∂ϕ
∂x

dx+
∂ϕ
∂y

dy +
∂ϕ
∂z

dz

=

∫ t1

t0

∇ϕ·dr = ϕ(x1, y1, z1)− ϕ(x0, y0, z0).

En las condiciones indicadas, la integral de lı́nea solo depende de los

valores del potencial ϕ en los extremos de Γ. En otras palabras, la inte-

gral de lı́nea no depende del camino seguido, sino sólo de los extremos. mfd1.tex

Γ

U

q
q

En particular, la integral de un gradiente sobre una curva cerrada es nula.

Se pueden generalizar estos resultados de la manera siguiente:

Recordemos que se llaman superficies equipotenciales, o superficies de nivel, las superficies de ecuación

ϕ(x, y, z) = constante.
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Sean S1 y S2 dos superficies equipotenciales, (x1, y1, z1) un punto de S1 y (x2, y2, z2) un punto de S2,

Γ una curva que une los puntos (x1, y1, z1) y (x2, y2, z2). La integral de lı́nea

∫

Γ

ω =

∫

Γ

P dx+Qdy +Rdz = ϕ(x2, y2, z2)− ϕ(x1, y1, z1) = c2 − c1 = c,

es un valor constante, independiente de los puntos (x1, y1, z1) y (x2, y2, z2) y depende sólo de S1 y S2.

Representa la diferencia de potencial entre S1 y S2.

Ejemplo 2.5.6 La expresión xdy− ydx no es un diferencial exacto. En efecto, P = −y, Q = x, pero

∂Q
∂x

6= ∂P
∂y

.

Calculemos la integral I =

∫

Γ

xdy − ydx, donde Γ es el segmento

{(x, x)/0 6 x 6 1}. La curva Γ se escribe {(t, t)/0 6 t 6 1}, entonces:

I =

∫ 1

0

(tdt− tdt) = 0.

mfd2.tex

y
✻

✲qM ′

q1

x

M

Γ

1

Si existiera una función ϕ(x, y) que tenga diferencial xdy− ydx, esta función serı́a constante lo que es

una contradicción.

Calculando I sobre el trayecto Γ′ dado por OM ′M , donde M ′ es la proyección M sobre el eje x, se

tiene8:

I =

∫

Γ′

xdy − ydx =

∫

M ′M

xdy =

∫ 1

0

1·dt = 1.

Las dos trayectorias Γ y Γ′ conducen a dos valores distintos de la integral de lı́nea.

Ejemplo 2.5.7 Integrar el diferencial ω =
(z + y)dx + (z − x)dy − (x+ y)dz

(y + z)2
.

Para verificar las condiciones de continuidad, nos situamos en un dominio simplemente conexo que no

corta el plano y + z = 0. En este caso tenemos que:

P =
1

y + z
, Q =

z − x

(y + z)2
, R = − x+ y

(y + z)2
,

satisfacen las condiciones del teorema ??.

En efecto, se busca una función ϕ tal que:

∂ϕ

∂x
=

1

y + z
,

∂ϕ

∂y
=

z − x

(y + z)2
,

∂ϕ

∂z
= − x+ y

(y + z)2
,

8Recordemos que si Γ es una curva plana cerrada, el área encerrada por Γ es 1
2

∫

Γ

xdy − ydx.
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entonces ϕ = x
y + z + ψ(y, z) =⇒ ∂ϕ

∂y
=− x

(y + z)2
+
∂ψ
∂y

= z − x
(y + z)2

,

∂ϕ
∂z

=− x
(y + z)2

+
∂ψ
∂z

= − x+ y
(y + z)2

,

por lo que
∂ψ
∂y

= z
(y + z)2

,
∂ψ
∂z

= − y
(y + z)2

=⇒ ψ(y, z) = − z
y + z + β(z).

Por otro lado,
∂ψ
∂z

= − 1
y + z + z

(y + z)2
+ β′(z) = − y

(y + z)2
=⇒ β′(z) = 0 i.e. β(z) = C.

Finalmente, ϕ(x, y, z) = x− z
y + z + C.

Observemos que en el transcurso del cálculo hemos determinado la función ψ(y, z) por la condición

dψ =
z dy − ydz
(y + z)2

. En vez de proceder como anteriormente, notemos que dψ =
z(dy + dz)− (y + z)dz

(y + z)2
=

z d(y + z)− (y + z)dz

(y + z)2
y se ve que dψ es el diferencial de − z

y + z . Se tiene pues que ψ(y, z) =

− z
y + z + c.

En conclusión

∫

Γ

ω depende sólo del punto inicial (x0, y0, z0) y del punto final (x1, y1, z1) i.e.

∫

Γ

ω = ϕ(x1, y1, z1)− ϕ(x0, y0, z0).

2.5.6 Caso de campos vectoriales que no son gradientes

En general se demuestra que si se tiene que f = ∇ϕ = (P,Q,R) de clase C1,

donde ϕ es un campo escalar de clase C2, en un conjunto simplemente conexo

U ⊂ R3, la integral I =

∫

Γ

P dx+Qdy +Rdz = mfd3.tex

U

Γ

q
q

∫

Γ

∇ϕ·dr sólo depende del punto inicial y el punto final de Γ.

En principio es fácil ver las consecuencias de que U no sea conexo. Para simplificar y con el objeto de

ser didácticos, supongamos que R = 0 y P , Q son funciones de (x, y), de modo que P y Q satisfacen

las hipótesis f = ∇ϕ = (P,Q) en U ⊂ R2, salvo en un punto (x0, y0) del interior de U . Sean Γ1 y Γ2

dos curvas contenidas en U tales que (x0, y0) este en el interior de la curva cerrada formada por Γ1 y

Γ2. Supongamos que las dos integrales de lı́nea sobre Γ1 y Γ2 sean diferentes.

Quitemos de U una región simplemente conexa R que contiene a (x0, y0)

y que no interseque a Γ1 ∪ Γ2. Ası́ tenemos un conjunto no simplemente

conexo U1 = U\R en el que las condiciones se dan y sin embargo la inte-

gral de lı́nea depende del camino. mfd4.tex

qq
q

R

Γ1

Γ2

(b1, b2)

(a1, a2) ❥
(xo, yo)

U

En el ejemplo que sigue veremos una situación en la cual se da esta situación.

Consideremos en el plano P (x, y) = − y
x2 + y2

,Q(x, y) = x
x2 + y2

que son continuas enR2\{(0, 0)}

al igual que sus derivadas y cumplen ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

.
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Vamos a calcular la integral de lı́nea sobre Γ curva cerrada.

I =

∫

Γ

P dx+Qdy =

∫

Γ

xdy − ydx

x2 + y2
.

Si Γ no contiene al origen entonces I = 0, pues existe una región U sim-

plemente conexa que contiene a Γ y no contiene al origen. En esta región

las funciones P y Q son continuas y se aplica el teorema anterior. mfd5.tex

✲ x

y

✻
U

Γ

✒✑
✓✏

✒✑
✓✏

r

✠

Si Γ contiene al origen, la integral no es nula. En efecto tomemos el cı́rculo de centro (0, 0) y radio r

i.e. Γ = (r cos θ, r sen θ), 0 6 θ 6 2π, entonces

∫

Γ

xdy − ydx

x2 + y2
=

∫ 2π

0

r2 cos2 θ + r2 sen 2 θ

r2
dθ =

∫ 2π

0

dθ = 2π.

Ası́ tenemos U ⊂ R3 conexo, donde P , Q, R son continuas salvo en ciertos puntos de discontinuidad,

puede suceder que la integral de lı́nea

I =

∫

Γ

P dx+Qdy +Rdz,

dependa no sólo de los puntos inicial y final, sino también de Γ y cuando Γ sea una curva cerrada, la

integral no sea nula.

Si tomamos P (x, y) =
y

x2
, Q(x, y) = 1

x , ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

= − 1
x2

, por lo que podemos tener la condición

(P,Q) = ∇(
y
x) aunque las funciones P , Q son discontinuas en todo el eje y y no sólo en un punto.

2.6 Funciones holomorfas

Sea Ω un abierto deC, como todo número complejo z se escribe z = x+ iy, los conjuntosCz yR×R
están en correspondencia biunı́voca. Si f es una aplicación de Ω en C, se puede considerar f como una

aplicación del abierto Ω de R2 en R2 i.e. si f ∈ C1, el diferencial de f se escribe df = fx(z)dx +

fy(z)dy, donde fx, fy son las derivadas parciales con respecto a las variables x, y. Consideremos

las aplicaciones z 7−→ z y z 7−→ z̄, los diferenciales de estas aplicaciones son dz = dx + idy,

dz̄ = dx− idy. Recuerde que si z = x + iy, z̄ = x− iy. Se puede expresar df en función de dz y dz̄.

En efecto:

df = fx
( dz + dz̄

2

)

+ fy
( dz − dz̄

2i

)

= 1
2 (fx − ify)dz +

1
2 (fx + ify)dz̄,

por lo que se tiene:
∂f

∂z
= 1

2 (fx − ify) y
∂f

∂z̄
= 1

2 (fx + ify).
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Definición 2.6.1 Sea Ω un abierto sobre C y una aplicación f ∈ C1 sobre Ω en C. Se dice que f es

holomorfa si

∂f

∂z̄
= 0 i.e. fx + ify = 0.

Ejemplo 2.6.1 Si f = P + iQ donde P y Q son reales, demostraremos que f es holomorfa sobre Ω

si y sólo si P y Q son de clase C1 y se tiene:

∂P

∂x
=
∂Q

∂y
y

∂P

∂y
= − ∂Q

∂x

(condiciones de Cauchy9). Ası́, una función holomorfa sobre Ω es una función a valores complejos que

es solución de la ecuación en derivadas parciales
∂f
∂x

+ i
∂f
∂y

= 0.

En efecto, f(z) = f(x + iy) entonces fx = f ′(z), fy = if ′(z), o sea fx + ify = 0. Por otro lado

fx = ∂P
∂x

+ i
∂Q
∂x

, fy = ∂P
∂y

+ i
∂Q
∂y

, es decir ∂P
∂x

− ∂Q
∂y

+ i
∂Q
∂x

+ i∂P
∂y

= 0, por lo que:

∂P

∂x
=
∂Q

∂y
,

∂Q

∂x
= − ∂P

∂y
.

Ejercicio Las funciones z, z2 son holomorfas. En efecto:

a) z = x+ iy, ∂z
∂x

= 1, ∂z
∂y

= i, ∂z
∂x

+ i∂z
∂y

= 0.

b) z2 = x2 − y2 + 2ixy, P (x, y) = x2 − y2, Q(x, y) = 2xy y se tiene

∂P

∂x
= 2x =

∂Q

∂y
,

∂P

∂y
= −2y = − ∂Q

∂x
.

Proposición 2.6.1 Sean f , g funciones holomorfas sobre un abierto Ω, entonces las funciones f + g,

fg son holomorfas. En un abierto donde g 6= 0, las funciones 1
g ,
f
g son holomorfas. Si S es una serie

entera, la aplicación x 7−→ S(x) es holomorfa al interior del disco de convergencia.

9Augustı́n Louis Cauchy (1789-1857) Nace el 21 de Agosto 1789 en Paris, Francia. Muere el 23 de Mayo 1857 en Sceaux

(cerca de Paris), Francia. Agustı́n Louis Cauchy fue pionero en el análisis. Investigó la convergencia y la divergencia de las series

infinitas, las ecuaciones diferenciales, los determinantes, la probabilidad y fı́sica matemática.

Ocupó diversos puestos en la Facultad de Ciencia de Parı́s, el Colegio de Francia y la Escuela Politécnica. En 1814 publicó su

trabajo de la integral definida que llegó a ser la base de la teorı́a de las funciones complejas.

Gracias a Cauchy, el análisis infinitesimal adquiere bases sólidas.

Cauchy, produjo 789 escritos, pero fue desaprobado por la mayorı́a de sus colegas. Mostró una obstinada rectitud a sı́ mismo

y un agresivo fanatismo religioso. Como un apasionado del realismo pasó algún tiempo en Italia después de rechazar tomar un

juramento de lealtad. Dejó Parı́s después de la Revolución de 1830. Aceptó una oferta del Rey de Piedmont para dar una cátedra

en Turı́n donde estuvo hasta 1832. En 1833 se marchó a Praga en atención a Charles X y para ser el tutor de su hijo.

Cauchy volvió a Parı́s en 1838 y retoma su cargo en la academia pero no su posición de profesor por haber rechazado tomar el

juramento de lealtad. Cuando Louis Philippe fue destronado en 1848 Cauchy vuelve a su cátedra en la Sorbonne. Ayudó en los

posgrados hasta su muerte.
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Demostración En efecto,

( ∂
∂x

+ i ∂
∂y

)

(f + g) = 0 + 0 = 0

( ∂
∂x

+ i ∂
∂y

)

fg =
(∂f
∂x

+ i
∂f
∂y

)

g + f
(∂g
∂x

+ i
∂g
∂y

)

= 0

( ∂
∂x

+ i ∂∂y

)1
g = − 1

g2
(∂g
∂x

+ i
∂g
∂y

)

= 0, si g 6= 0.

Para
f
g se utiliza la fórmula del producto.

Sea S una serie entera

S(x) =
∞
∑

n=0

anx
n = lim

n→∞

n
∑

k=0

akx
k.

Los teoremas generales relativos a la convergencia uniforme prueban que:

(

∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

lim
n→∞

n
∑

k=0

akz
k = lim

n→∞

n
∑

k=0

(

∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

akz
k.

La función zk es holomorfa pues zk = z × · · · × z, k veces, con z 7−→ z holomorfa. ßLas funciones

ez , sen z, cos z Se define ez = ex+iy = ex(cos y+ i sen y), se verifica que ∂e
z

∂z̄
= 0, por lo que ez es

holomorfa definida sobre el plano complejo.

Se escribe cos z = 1
2
(eiz + e−iz), sen z = 1

2i
(eiz − e−iz) y son holomorfas pues son combinaciones

lineales de funciones holomorfas. Además se tiene ez+z
′

= ezez
′

pues

ezez
′

= ex+x
′

[ cos(y + y′) + i sen (y + y′) ]

= ex(cos y + i sen y) ex
′

(cos y′ + i sen y′).

ßIntegración de funciones holomorfas Si f es una función holomorfa en un abierto Ω de C. Sea Γ una

curva orientada contenida enΩ, lo que significa queΓ es la unión de un número finito de curvasΓj : t 7−→
zj(t), donde zj es una aplicación continuamente derivable, inyectiva, con diferencial inyectivo, de un

intervalo en [ a, b ] en C. Se escribe:

∫

Γj

f(z) dz =

∫ b

a

f(zj(t))z
′
j(t) dt i.e.

∫

Γ

f(z) dz =
∑

j

∫

Γj

f(z) dz.

Ejemplo 2.6.2 Calculemos 1
2πi

∫

Γ

dz
zn

, donde Γ es un cı́rculo de centro (0, 0) y radio R, orientado

positivamente.

Consideremos la parametrización z = Reiθ , dz = iReiθdθ, por lo que:

1

2πi

∫

Γ

dz

zn
=

1

2πRn−1

∫ 2π

0

e−(n−1)iθdθ =







1 si n = 1

0 si n 6= 1.
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ßHomotopı́a

Definición 2.6.2 SeanΓ, Γ′ dos curvas orientadas en un abiertoΩ. Sean f0 y f1: I −→ C parametriza-

ciones de estas curvas con I = [ 0, 1 ]. Se dice que las curvas son homotópicas si existe una aplicación

continua It × Iθ
f−→C, (t, θ) 7−→ f(t, θ) tal que f(t, 0) = f0(t) y f(t, 1) = f1(t).

Se observa que esta definición es independiente de la parametrización escogida. De la misma manera,

si se define una curva orientada cerrada ΓA de Ω, se dice que ΓA y ΓC son homotópicas. Se ve que esto

no depende del origenA escogido en las curvas.

El conjunto de las curvas orientadas homotópicas a una curvaΓ forma una clase de equivalencia llamada

clase de homotopı́a de Γ

Teorema 2.6.1 Teorema de Cauchy

Sea f una función holomorfa en un abierto Ω de C, sean Γ1 y Γ2 dos curvas cerradas orientadas

homotópicas sobre Ω, entonces:
∫

Γ1

f(z) dz =

∫

Γ2

f(z) dz.

Demostración Admitiremos que en general el teorema es válido, pues lo demostraremos para el caso

en que Γ1 es el borde de un rectángulo R, cuyos lados son paralelos a los ejes y donde Γ2 se reduce a un

punto de R. Se debe probar que

∫

Γ1

(P + iQ)(dx+ idy) = 0, donde P (resp. Q) es la parte real (resp.

imaginaria) de f . Es suficiente probar que:

∫

Γ1

P dx−Qdy =

∫

Γ1

Qdx+ P dy = 0.

Ası́, si R = [ a1, a2 ]× [ b1, b2 ] se tiene:

∫

Γ1

P dx−Qdy=

∫ a2

a1

[P (x, b1)− P (x, b2) ] dx−
∫ b2

b1

[Q(a2, y)−Q(a1, y) ] dy

= −
∫∫

R

(

∂P

∂y
+
∂Q

∂x

)

dx dy = 0,

pues ∂P
∂y

= −∂Q
∂x

. De manera similar se prueba que

∫

Γ1

Qdx+ P dy = 0.

Teorema 2.6.2 Teorema de residuos simplificado

Sean a1, a2 dos puntos distintos de un abierto Ω de C, sea f una función holomorfa en el abierto de

Ω′ = Ω\{a1, a2} y sea Γj un cı́rculo orientado positivamente, de centro aj y radio ε, j = 1, 2, de modo

que tengan una intersección vacı́a y estén contenidos en Ω′. Sea Γ una curva cerrada orientada de Ω′,

se supone que se puede encontrar una curva orientada
︷ ︷

B1B2 , (Bj ∈ Γj), tal que la curva cerrada Γ
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sea homotópica en Ω′ a la curva Γ′ obtenida al unir pedazo a pedazo:

- la circunferencia orientada Γ1 (origen B1)

- la curva
︷ ︷

B1B2

- la circunferencia orientada Γ2 (origen B2)

- la curva
︷ ︷

B2B1 .

holom1.tex

✲

✻

x

y

Γ

Γ1 Γ2

✛

✲

R

✍✌
✎☞

✍✌
✎☞

a1 a2

B1 B2

✲

✛ ✛

✲
q qq q✛✲

Definiendo Res(f, aj) =
1
2πi

∫

Γj

f(z) dz (residuo de f en el punto aj) se tiene:

∫

Γ

f(z) dz = 2πi

2
∑

j=1

Res(f, aj).

Prueba El teorema de Cauchy aplicado a las curvas orientadas homotópicas Γ y Γ′ implican

∫

Γ

f(z) dz = 2πi

2
∑

j=1

Res(f, aj) +

∫

︷ ︷

B1B2

f(z) dz +

∫

︷ ︷

B2B1

f(z) dz

y las dos últimas integrales se anulan, pues representan números opuestos.

Ejemplo a) No se pide en general con detalle verificar que dos curvas

orientadas son homotópicas. Por ejemplo si Ω es el semiplano donde

Imz > 0, con a1 = i. Se ve que las curvas orientadas Γ y Γ1 de la

figura son homotópicas en Ω′ = Ω\{i}. Además, sea la semi-recta

∆(t) que sale de i de modo que arg(z − i) = 2πt, con 0 6 t 6 1. figu1.tex

❥q
Γi

Γ1

R
x

y

z0(t)

z1(t)
∆(t)

❑
❂

✲ ✲

✻✻

✲

Sea z0(t) y z1(t) las intersecciones de ∆(t) con Γ1 y Γ respectivamente. Γ1 y Γ son homotópicas, pues

la homotopı́a definida por (t, θ) 7−→ z0(t) + θ(z1(t) − z0(t)) permite pasar continuamente de Γ1 a Γ

cuando θ varı́a de 0 a 1.

Ejemplo b) Para calcular un residuo, en general se puede hacer un desarrollo limitado de f en el

vecindario considerado . Por ejemplo, f(z) = (z2 + 1)−2 es holomorfa en el semiplano superior sin el

punto z = i. Definiendo z − i = u se obtiene (para |u|< ε):

f(z) = 1
(z + i)2 (z − i)2

= 1
u2(2i+ u)2

= 1

(2i)2u2
(

1 + u
2i

)2

= − 1
4u2

(

1− u
i
− 3u2

4
+ · · ·

)

= − 1
4u2

+ 1
4ui

+ o(1)

∴ Res(f, i) = − 1
8πi

∫

Γ1

du
u2

+ 1
2πi

∫

Γ1

du
4ui

+ 1
2πi

∫

Γ1

o(1) du

= 0 + 1
4i

+ o(ε), si ε −→ 0,
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o sea Res(f, i) = 1
4i

(ver ejemplo ??).

Ejemplo c) La aplicación del teorema de los residuos resulta interesante, cuando se realiza un paso

al lı́mite. Para calcular la integral

∫ ∞

−∞

dx

(1 + x2)2
, podemos aplicar el teorema de los residuos sobre la

curva estudiada en a) y aplicar b):

∫ R

−R

dx

(1 + x2)2
=

2πi

4i
−
∫

|z|=R
Imz>0

dz

(1 + z2)2
,

pero sobre el semicı́rculo ΓR se tiene:

|(1 + z2)2| = |z + i|2 |z − i|2 > | |z| − |i| |2 | |z| − |i| |2 = (R− 1)4,

por lo tanto:
∣

∣

∣

∣

∣

∫

|z|=R
Imz>0

dz

(1 + z2)2

∣

∣

∣

∣

∣

6
1

(R− 1)4

∫

|z|=R
Imz>0

|dz| 6 πR

(R − 1)4
.

Si R → ∞, tenemos

∫ +∞

−∞
dx

(1 + x2)2
= π

2
.

2.7 Resumen

Recordemos que si r = (r1, r2, r3), u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3) ∈R3:

– el producto escalar de los vectores r y u es r·u = r1u1 + r2u2 + r3u3 y

– el producto vectorial de los vectores r y u es r× u = (r2u3 − r3u2, r3u1 − r1u3, r1u2 − r2u1).

Proposición 2.7.1 Sean r, u, v ∈R3, entonces:

1) r× u = −u× r.

2) r× (u+ v) = r× u+ r× v.

3) α(r× u) = (αr)× u = r× (αu), α ∈R.

4) r× r = 0.

5) r·(r× u) = u·(r× u) = 0.

6) ‖r× u‖ = ‖r‖‖u‖ sen θ, donde θ es el ángulo formado por el vector r y el vector u.

Prueba ‖r× u‖2 = (r2u3 − r3u2)
2 + (r3u1 − r1u3)

2 + (r1u2 − r2u1)
2

= r22u
2
3 − 2r2u3r3u2 + r23u

2
2 + r23u

2
1 − 2r3u1r1u3

+r21u
2
3 + r21u

2
2 − 2r1u2r2u1 + r22u

2
1.
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Por otro lado, ‖r‖2‖u‖2 sen 2 θ = ‖r‖2‖u‖2(1 − cos2 θ) =

‖r‖2‖u‖2 − (r·u)2 = (r21 + r22 + r23)(u
2
1 + u22 + u23)− (r1u1 +

r2u2 + r3u3)
2 y desarrollando esta expresión se tiene el resul-

tado. fig4.tex

�
��✠

✲

✻

x

y

z

✁
✁✁✕

✏✏✏✶❅
❅❅■

r× u
r

uθ❦❲

Se observa que ‖r× u‖ es el área del paralelogramo con lados r y u.

7) r·(u× v) =

r1 r2 r3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

.

8) r·(u× v) = u·(v × r) = v·(r× u), cualquier permutación entre r, u y v es invariante.

9) El intercambio del producto escalar y vectorial deja invari-

ante el producto triple r·(u× v) = (r× u)·v.

El triple producto r × u·v es igual a ± el volumen del par-

alelepı́pedo con arista r, u y v. figpa.tex

✣

✲

✯

v

u

r

10) r× (u× v) 6= (r× u)× v.

11) r× (u× v) = (r·v)u − (r·u)v, (r× u)× v = (r·v)u − (u·v)r.

12) 2r·u = ‖r+ u‖2 − ‖r‖2 − ‖u‖2, 4r·u = ‖r+ u‖2 − ‖r− u‖2.

13) r·u es la norma de la proyección de r sobre u e inversamente w1 = r·u
‖u‖2u es la proyección de r

sobre u, w2 = r− r·u
‖u‖2u es la componente de r ortogonal a u.

14) ‖r× u‖2 = ‖r‖2‖u‖2 − (r·u)2 (Identidad de Lagrange).

15) ‖r+ u‖2 + ‖r− u‖2 = 2‖r‖2 + 2‖u‖2.

16) (r× u)·(v ×w) =
r·v u·v
r·w u·w

.

• Las lı́neas vectoriales (lı́neas de fuerza, lı́neas de flujo, lı́neas de corriente) del campo vectorial f, se

deducen del sistema de ecuaciones diferenciales r′(t) = f(r(t)).

• El campo escalar o vectorial que no depende del tiempo t, se llama estacionario.

• El gradiente del campo escalar ϕ(x, y, z) se define por, ∇ϕ =
(

∂ϕ
∂x

,
∂ϕ
∂y
,
∂ϕ
∂z

)

, donde el operador

∇ =
(

∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)

es el operador de Hamilton (nabla).
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• Se llama rotacional de un campo vectorial f = (f1, f2, f3) de clase C1, el vector:

rot f = ∇× f =
( ∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

,
∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

,
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)

.

• La integral de lı́nea del vector f sobre la curva Γ, se determina por la fórmula:

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

f· dr
ds

ds =

∫

Γ

f1dx+ f2dy + f3dz,

y representa el trabajo realizado por el campo vectorial f a lo largo de la curva Γ.

f·dr
ds

es la proyección del vector f sobre la tangente a Γ.

• Si la curva Γ es cerrada, la integral de lı́nea se llama circulación del campo vectorial f a lo largo de la

curva Γ.

• Un campo vectorial f se dice potencial, si existe un campo escalar ϕ (potencial del campo) tal que

f = ∇ϕ.

• Para que un campo vectorial f sea un potencial en una región simplemente conexa, es necesario y

suficiente que f sea irrotacional, es decir rot f = 0. En este caso existe un potencial ϕ que se determina

por la ecuación dϕ = f1dx+ f2dy + f3dz.

• El potencial ϕ satisface dϕ = ∇ϕ·dr y tenemos:

∫ b

a

dϕ =

∫ b

a

∇ϕ·dr = ϕ(b) − ϕ(a).

En particular la circulación del vector ∇ϕ es igual a cero:

∫

❤
Γ

∇ϕ·dr = 0.

2.8 Ejercicios

2.8.1 Longitud de arco

1. Calcular la longitud de arco de la curva r(t) = (r cos t, r sen t), para 0 6 t 6 2π.

2. Calcular la longitud de arco, velocidad y rapidez de la cicloide (t− sen t, 1− cos t).

3. Una partı́cula se mueve sobre el hipocicloide x = cos3 t, y = sen 3 t. Determinar la velocidad y la

rapidez.

4. Hallar la longitud de arco de la trayectoria r(t) = (|t|, |t− 1
2 |, 0), −1 6 t 6 1.

5. Calcular la longitud de arco de la curva dada por:

a) r(t) = (6t, 3t2, t3), 0 6 t 6 1. b) r(t) = (sen 3t, cos 3t, 2t
3
2 ), 0 6 t 6 1.

c) r(t) = (t, t sen t, t cos t), 0 6 t 6 π. d) r(t) = (2t, t, t2), 0 6 t 6 2.
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e) r(t) = (t sen t, t cos t,
√
3t), 0 6 t 6 1. f) r(t) = (

√
2t, et, e−t), −1 6 t 6 1.

g) r(t) = (t, t, 23 t
3
2 ), t0 6 t 6 t1.

6. Determinar la longitud de arco s(t) =

∫ t

a

‖r′(t)‖dt de las curvas:

a) r(t) = (cosh t, senh t, t), a = 0 b) r(t) = (cos t, sen t, t), a = 0.

7. Calcular la longitud de arco de la curva en los siguientes casos:

a) r(t) = (2t, t2, ln t), t > 0 entre los puntos (2, 1, 0) y (4, 4, ln 2).

b) r(t) = (t, t sen t, t cos t) entre (0, 0, 0) y (π, 0,−π).

2.8.2 Conjuntos convexos

8. Determinar cuáles de los siguientes conjuntos S de R2 son conexos. Para cada uno explicar, cómo se

puede ir de un punto a otro de S por una curva regular a trazos que los une.

a) S = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 > 0} b) S = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 > 0}

c) S = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 < 1} d) S = {(x, y) ∈R2/1< x2 + y2 < 2}

e) S = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 > 1 y (x− 3)2 + y2 > 1}

f) S = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 < 1 o (x− 3)2 + y2 < 1}.

9. Sea f(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) un campo vectorial en R2, de clase C1 en un abierto S. Si f es el

gradiente de un cierto potencial ϕ, probar que ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

en S.

2.8.3 Integrales de lı́nea

10. Calcular las siguientes integrales de lı́nea:

a)

∫

Γ

ds
x− y , Γ segmento de recta y = 1

2
x− 2, con x ∈ [ 0, 4 ].

b)

∫

Γ

xyds, Γ es el contorno del rectángulo con vértices: (0, 0), (4, 0), (4, 2), (0, 2).

c)

∫

Γ

yds, Γ es el arco de la parábola y2 = 2px, recortada por la parábola x2 = 2py.

d)

∫

Γ

(

x2 + y2
)n
ds, Γ es la circunferencia x = a cos t, y = a sen t.

e)

∫

Γ

xyds, Γes la cuarta parte de la elipse x
2

a2
+
y2

b2
= 1, situada en el primer cuadrante.

f)

∫

Γ

√
2yds, Γ es el primer arco del cicloide x = a(t− sen t), y = a(1− cos t).
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11. Deducir la fórmula para calcular la integral

∫

Γ

f(x, y)ds en coordenadas polares, si la curva Γ está dada

por ρ = ρ(θ), θ1 6 θ 6 θ2.

12. Calcular las siguientes integrales de lı́nea:

a)

∫

Γ

(x− y)ds, Γ es la circunferencia x2 + y2 = ax.

b)

∫

Γ

x
√

x2 − y2ds, Γ es la curva dada por la ecuación (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2), x > 0.

c)

∫

Γ

arctan
y
x ds, Γ es la espiral de Arquı́medes ρ = 2θ, comprendida dentro de un cı́rculo de centro

(0, 0) y radio a.

d)

∫

Γ

z2ds
x2 + y2

, Γ es la primera espira de la hélice x = a cos t, y = a sen t, z = at.

e)

∫

Γ

xyzds, Γ es la parte de la circunferencia x2 + y2 + z2 = a2, x2 + y2 = a2

4
, situada en el primer

octante.

f)

∫

Γ

(

2z −
√

x2 + y2
)

ds, Γ es la primera espira de la curva x = t cos t, y = t sen t, z = t.

g)

∫

Γ

(x + y)ds, Γ es la parte de la circunferencia x2 + y2 + z2 = a2, y = x, situada en el primer

octante.

13. Calcular las siguientes integrales curvilı́neas:

a)

∫

❤
Γ

xyds, Γ es la curva |x|+ |y| = a, a > 0.

b)

∫

Γ

ds
√

x2 + y2 + 4
, Γ es el segmento de recta que une los puntos (0, 0) y (1, 2).

c)

∫

Γ

xyds, Γ es la parte de la elipse x
2

a2
+
y2

b2
= 1, situada en el primer cuadrante.

d)

∫

Γ

y2ds, Γ es el primer arco de cicloide x = a(t− sen t), y = a(1 − cos t).

e)

∫

Γ

√

x2 + y2ds, Γ es el arco de la envolvente de la circunferencia x = a(cos t + t sen t), y =

a(sen t− t cos t), 0 6 t 6 2π.

f)

∫

Γ

(x2 + y2)2ds, Γ es el arco de la espiral logarı́tmica r = aemϕ, m> 0, desde (0, a) hasta (−∞, 0).

g)

∫

❤
Γ

(x+ y)ds, Γ es el lazo derecho de la lemniscata r2 = a2 cos 2ϕ.

h)

∫

Γ

(x + z)ds, Γ es un arco de la curva x = t, y = 3√
2
t2, z = t3, 0 6 t 6 1.

i)

∫

Γ

1
x2 + y2 + z2

ds, Γ es la primera esfera de la hélice circular x = a cos t, y = a sen t, z = bt.

14. Calcular

∫

❤
Γ

√

2y2 + z2ds, donde Γ es el cı́rculo x2 + y2 + z2 = a2, x = y.
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15. Hallar el área de la superficie lateral del cilindro parabólico y = 3
8x

2, limitada por los planos z = 0,

x = 0, z = x, y = 6.

16. Hallar la longitud del arco de la hélice cónica x = aet cos t, y = aet sen t, z = aet desde el punto

(0, 0, 0) hasta el punto (a, 0, a).

17. Calcular la integral de lı́nea con respecto a la longitud de arco en:

a)

∫

Γ

(x + y)ds, siendo Γ el triángulo de vértices (0, 0), (1, 0) y (0, 1) recorrido en sentido contrario al

de las agujas del reloj.

b)

∫

Γ

y2ds, donde Γ tiene la ecuación vectorial r(t) = a(t− sen t, 1− cos t), 0 6 t 6 2π.

c)

∫

Γ

(x2 + y2)ds, donde Γ tiene la ecuación vectorial r(t) = a(cos t + t sen t, sen t − t cos t), 0 6

t 6 2π.

d)

∫

Γ

z ds, donde Γ tiene la ecuación vectorial r(t) = (t cos t, t sen t, t), 0 6 t 6 t0.

2.8.4 Masa, centros de gravedad, momentos,...

18. Un alambre uniforme tiene la forma de una porción de curva de intersección de las superficies x2+y2 =

z, y = x, que une los puntos (0, 0, 0) y (1, 1, 2). Determinar la coordenada z̄ del centroide.

19. Calcular la masam de un muelle que tiene la forma de la hélice r(t) = (a cos t, a sen t, bt), 0 6 t 6 2π,

si la densidad ρ(x, y, z) = x2 + y2+ z2. Determinar los centros de gravedad y los momentos de inercia

respecto a los ejes coordenados.

20. Hallar la masa de un alambre cuya forma es la curva de la intersección de la esfera x2 + y2 + z2 = 1 y

el plano x+ y + z = 0, si la densidad del alambre en (x, y, z) es x2.

21. Determinar la masa de la curva y = lnx comprendida entre los puntos x1 y x2, si la densidad de la

curva en cada punto es igual al cuadrado de la abscisa del punto.

22. Determinar la masa de un fragmento de la catenaria y = a cosh xa entre los puntos cuyas abscisas son

x1 = 0, x2 = a, si la densidad de la curva en cada punto es inversamente proporcional a la ordenada

del punto, con la densidad δ en el punto (0, a).

23. Calcular la masa de la parte de la elipse x = a cos t, y = b sen t, a > b, situada en el primer cuadrante,

si la densidad en cada punto es igual a la ordenada del punto.

24. Calcular la masa de la primera espira de la hélice x = a cos t, y = a sen t, z = bt, cuya densidad en

cada punto es igual al cuadrado del radio polar en ese punto.

25. Calcular la masa del arco de la curva x = et cos t, y = et sen t, z = et, desde t = 0 hasta un punto
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arbitrario, si la densidad es inversamente proporcional al cuadrado del radio polar y en el punto (1, 0, 1)

es igual a 1.

26. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la primera semi-espira de la hélice x = a cos t,

y = a sen t, z = bt, si la densidad γ es constante.

27. Calcular el momento estático de la primera espira de la curva helicoidal cónica x = t cos t, y = t sen t,

z = t, con respecto al plano xy, considerando la densidad proporcional al cuadrado del punto desde el

plano xy.

28. Calcular los momentos de inercia con respecto a los ejes de coordenadas de la primera esfera de la hélice

x = a cos t, y = a sen t, z = h
2π
t.

29. Determinar la masa del contorno de la elipse x
2

a2
+
y2

b2
= 1, si su densidad lineal en cada punto (x, y)

es igual a |y|.

30. Hallar la masa de la primera espira de la hélice circular x = a cos t, y = a sen t, z = bt, si la densidad

en cada punto es igual a
√

x2 + y2 + z2.

31. Determinar las coordenadas del centro de gravedad del semi-arco de la cicloide, dada por x = a(t −
sen t), y = a(1− cos t), 0 6 t 6 π.

32. Determinar el momento de inercia con respecto al eje z, de la primera espira de la hélice circular

x = a cos t, y = a sen t, z = bt.

33. Calcular la fuerza con que la masaM distribuida con densidad constante en la circunferencia x2+y2 =

a2, z = 0, influye sobre una masa m situada en el punto (0, 0, b).

34. Consideremos un alambre semicircular uniforme de radio a.

a) Demostrar que el centroide está situado en el eje de simetrı́a a una distancia 2 aπ del centro.

b) Demostrar que el momento de de inercia respecto al diámetro que pasa por los extremos del alambre

es 1
2
Ma2, siendo M la masa del alambre.

35. Un alambre tiene la forma de un cı́rculo x2+ y2 = a2. Determine su masa y su momento de inercia con

respecto a un diámetro, si la densidad en (x, y) es |x|+ |y|.

2.8.5 Integrales de lı́nea de campos vectoriales

36. Calcular la integral de lı́nea del vector r a lo largo de una espira de la hélice circular x = a cos t,

y = a sen t, z = ht, 0 6 t 6 2π.

37. Calcule la integral de lı́nea del campo vectorial f a lo largo de la curva indicada:
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a) f(x, y) = (x2 − 2xy, y2 − 2xy), y = x2 desde (−1, 1) a (1, 1).

b) f(x, y) = (2a− y, x), r(t) = a(t− sen t, 1− cos t), 0 6 t 6 2π.

c) f(x, y, z) = (y2 − z2, 2yz,−x2), r(t) = (t, t2, t3), 0 6 t 6 1.

d) f(x, y) = (x2 + y2, x2 − y2), y = 1− |1− x| de (0, 0) a (2, 0).

e) f(x, y) = (x+ y, x− y), la elipse b2x2 + a2y2 = a2b2, en sentido contrario a las agujas del reloj.

f) f(x, y, z) = (2xy, x2 + z, y), desde (1, 0, 2) a (3, 4, 1) a lo largo del segmento de recta que los une.

g) f(x, y, z) = (x, y, xz−y), desde (0, 0, 0) a (1, 2, 4), a lo largo de un segmento rectilı́neo que los une.

h) f(x, y, z) = (x, y, xz − y), a lo largo del camino dado por r(t) = (t2, 2t, 4t3), 0 6 t 6 1.

38. Calcule

∫

Γ

(x2 − 2xy)dx + (y2 − 2xy)dy, donde Γ el arco de parábola y = x2 que une los puntos

(−2, 4) y (1, 1).

39. Calcule

∫

Γ

(x+ y)dx − (x− y)dy

x2 + y2
, donde Γ es la circunferencia x2 + y2 = a2, recorrida en sentido

contrario al de las agujas del reloj.

40. Calcule

∫

Γ

dx+ dy
|x|+ |y| , donde Γ es el contorno del cuadrado de vértices (1, 0), (0, 1), (−1, 0) y (0,−1)

recorrido en sentido contrario al de las agujas del reloj.

41. Calcule

∫

Γ

(ydx+ z dy + xdz), donde:

a) Γ es la curva de intersección de las dos superficies x + y = 2 y x2 + y2 + z2 = 2(x+ y). La curva

es recorrida de tal modo que mirando desde el origen, el sentido es el de las agujas de un reloj.

b) Γ es la intersección de las dos superficies z = xy y x2 + y2 = 1, recorrida en sentido que visto desde

encima del plano xy, es el contrario al de las agujas del reloj.

42. Calcular las siguientes integrales curvilı́neas:

a)

∫

Γ

(x2 − 2xy)dx+ (2xy + y2)dy, Γ es el arco de parábola y = x2 que va desde (1, 1) a (2, 4).

b)

∫

Γ

(2a− y)dx + xdy, Γ es el primer arco de la cicloide x = a(t − sen t), y = a(1 − cos t) recorrido

en el sentido de crecimiento de t.

c)

∫

Γ

2xydx−x2 dy, donde Γ está descrita por los diferentes caminos que parten del origenO(0, 0) y que

finaliza en A(2, 1):

α) sobre la recta OmA.

β) sobre la parábola con eje de simetrı́a el eje x.

γ) sobre la parábola con eje de simetrı́a el eje y.

δ) sobre la lı́nea quebradaOBA. dem2312.tex
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ǫ) sobre la lı́nea quebradaOCA.

d)

∫

Γ

2xydx+ x2dy en las mismas condiciones que en c).

e)

∫

❤
Γ

(x+ y)dx− (x − y)dy

x2 + y2
, Γ es la circunferencia x2 + y2 = a2, tomada en el sentido contrario a las

agujas del reloj.

f)

∫

Γ

y2dx+ x2dy, Γ es la mitad superior de la elipse x = a cos t, y = b sen t, en el sentido de las agujas

del reloj.

g)

∫

Γ

cos ydx−sen xdy, Γ es el segmentoAB de la bisectriz del segundo ángulo coordenado, si la abscisa

del punto A es 2 y la ordenada del punto B es 2.

h)

∫

❤
Γ

xy(ydx − xdy)

x2 + y2
, Γ es el lazo derecho de la lemniscata r2 = a2 cos 2ϕ, recorrida en el sentido

contrario a las agujas del reloj.

43. Calcular las integrales curvilı́neas en las curvas indicadas:

a)

∫

Γ

xdy, Γ es la curva dada por el triángulo con los dos ejes coordenados y la recta x
2
+
y
3
= 1, en el

sentido positivo.

b)

∫

Γ

xdy, Γ es un segmento de la recta xa +
y
b
= 1, desde el punto de intersección del eje y hasta el

punto de intersección del eje x.

c)

∫

Γ

(

x2 − y2
)

dx, Γ es el arco de parábola desde (0, 0) hasta (2, 4).

d)

∫

Γ

(

x2 − y2
)

dy, Γ es el contorno de un cuadrilátero con vértices (0, 0), (2, 0), (4, 4), (0, 4) indicados

según el recorrido.

e)

∫

Γ

−x cos ydx + y sen xdy, Γ es el segmento que une los puntos (0, 0) y (π, 2π).

f)

∫

Γ

xydx + (y − x)dy, Γ es la curva: α) y = x, β) y = x2, γ) y2 = x, δ) y = x3.

g)

∫

Γ

2xydx+ x2dy, Γ es la curva: α) y = x, β) y = x2, γ) y2 = x, δ) y = x3.

h)

∫

Γ

ydx+ xdy, Γ es la parte de la circunferencia x = a cos t, y = a sen t, 0 6 t 6 π
2 .

i)

∫

Γ

ydx− xdy, Γ es la elipse x = a cos t, y = b sen t recorrida en el sentido positivo.

j)

∫

Γ

y2dx− x2dy
x2 + y2

, Γ es la semicircunferencia x = a cos t, y = b sen t, 0 6 t 6 π
2 .

k)

∫

Γ

(2a− y)dx− (a− y)dy, Γ es el primer arco de la cicloide x = a(t− sen t),

y = a(1− cos t), 0 6 t 6 2π.

l)

∫

Γ

x2dy − y2dx

x
5
3 + y

5
3

, Γ es la cuarta parte del astroide x = a cos3 t, y = a sen 3 t, desde el punto (a, 0)



el14.tex 169

hasta el punto (0, a).

m)

∫

Γ

xdx + ydy + (x + y − 1)dz, Γ es el segmento de recta que va desde el punto (1, 1, 1) hasta el

punto (2, 3, 4).

n)

∫

Γ

yzdx+ zxdy + xydz, Γ es el arco de la hélice x = b cos t, y = b sen t, z = at
2π

, desde el plano

z = 0 hasta el plano z = a.

o)

∫

Γ

xdx + ydy + z dz
√

x2 + y2 + z2 − x− y + 2z
, Γ es el segmento de recta que une el punto (1, 1, 1) y el punto

(4, 4, 4).

p)

∫

Γ

y2dx+ z2dy + x2dz, Γ es la curva de intersección de la esfera x2 + y2 + z2 = a2 y del cilindro

x2 + y2 = ax, a > 0, z > 0, recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj, si se observa desde el

origen.

44. Calcular las integrales curvilı́neas siguientes:

a)

∫

Γ

(y− z)dx+(z−x)dy+(x− y)dz, Γ es una espira de la hélice circular x = a cos t, y = a sen t,

z = bt, con 0 6 t 6 2π.

b)

∫

❤
Γ

ydx + z dy + xdz, Γ es la circunferencia x = a cosα cos t, y = a cosα sen t, z = a sen α.

α =cte, recorrida en el sentido de crecimiento del parámetro.

c)

∫

Γ

xydx+yzdy+zxdz, donde Γ es el arco de la circunferencia x2+y2+z2 = 2ax, z = x, situado

por el lado del plano xz, con y > 0.

2.8.6 Aplicaciones

45. Calcular

∫

Γ

(6xy2 − y3)dx+ (6x2y− 3xy2)dy, a lo largo de cualquier curva Γ desde el punto (1, 2) al

punto (3, 4).

46. Calcular la integral curvilı́nea

∫

Γ

xdx + ydy − z dz, a lo largo de cualquier curva Γ que va desde

(1, 0,−3) a (6, 4, 8).

47. Calcular

∫

Γ

xydx+yzdy+zxdz, donde Γ es la circunferencia que resulta al intersecar x2+y2+z2 =

4x, con z = x, recorrida en el sentido contrario de la manecillas del reloj, vista sobre el semieje positivo

de la z.

48. Verificar que las integrales tomadas a lo largo de las curvas cerradas, son iguales a cero para cualquier

función f integrable.

a)

∫

❤
Γ

f(xy)(ydx+ xdy).

b)

∫

❤
Γ

f
(y
x
)xdy − ydx

x2
.
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c)

∫

❤
Γ

[

f(x+ y) + f(x− y)
]

dx+
[

f(x+ y)− f(x− y)
]

dy.

d)

∫

❤
Γ

f
(

x2 + y2 + z2
)(

xdx + ydy + z dz
)

.

49. Calcular la integral

∫

Γ

xdy − ydx
x2 + 4y2

, sobre la circunferencia Γ:x2 + y2 = 1, en sentido positivo.

50. Calcular las integrales de lı́nea siguientes:

a)

∫ (2,1)

(0,0)

2xydx+ x2dy.

b)

∫ (2,3)

−(1,2)

ydx+ xdy.

c)

∫ (5,12)

(3,4)

xdx + ydy
x2 + y2

(el origen (0, 0) no está en la trayectoria de integración).

d)

∫ (x2,y2)

(x1,y1)

xdx + ydy
√

x2 + y2
(los puntos (x1, y1), (x2, y2) están situados en circunferencias concéntricas,

con centro en el origen y de radios con R1 y R2 respectivamente. El origen no está en la trayectoria de

integración).

e)

∫ (2,1,3)

(1,−1,2)

xdx − y2dy + z dz.

f)

∫ (3,2,1)

(1,2,3)

yzdx+ zxdy + xydz.

g)

∫ (5,3,1)

(7,2,3)

zxdy + xydz − yzdx
(x− yz)2

(la trayectoria de integración no corta la superficie z = x
y ).

51. Determinar las funciones ϕ(x, y), dadas en los diferenciales siguientes:

a) dϕ = x2dx+ y2dy

b) dϕ = 4
(

x2 − y2
)

(xdx − ydy).

c) dϕ =
(x+ 2y)dx+ ydy

(x+ y)2
.

d) dϕ = x
y
√

x2 + y2
dx− x2 +

√

x2 + y2

y2
√

x2 + y2
dy.

e) dϕ =
(

x− 2y
(y − x)2

+ x
)

dx+
(

y
(y − x)2

− y2
)

dy.

f) dϕ =
(

2x cos y − y2 sen x
)

dx +
(

2y cosx− x2 sen y
)

dy.

g) dϕ =
2x
(

1− ey
)

(1 + x2)2
dx+

(

ey

1 + x2
+ 1
)

dy.

h) dϕ =
(3y − x)dx + (y − 3x)dy

(x+ y)3
.

i) dϕ =
dx+ dy + dz
x+ y + z .
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j) dϕ =
xdx + ydy + z dz
√

x2 + y2 + z2
.

k) dϕ =
yzdx+ xzdy + xydz

1 + x2y2z2
.

l) dϕ =
2(zxdy + xydz − yzdx)

(x − yz)2
.

m) dϕ =
dx− 3dy

z +
3y − x+ x3

z2
dz.

n) dϕ = e
y

z dx+
(

e
y

z (x+ 1)
z + zeyz

)

dy +
(

− e
y

z (x + 1)y

z2
+ yeyz + e−z

)

dz.

52. Decidir si los siguientes campos vectoriales poseen o no función potencial. Encontrarla en caso que

exista.

a) f(x, y, z) = (2xy3, x2z2, 3x2yz2).

b) g(x, y, z) = (4xy − 3x2z2 + 1, 2x2 + 2,−2x3z − 3z2).

c) h(x, y, z) = (y2cosx+ z3,−4 + 2ysen x, 3xz2 + 2).

53. Supongamos que la ecuación diferencial P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, tiene un factor integrante µ(x, y)

que nos permite obtener una familia de soluciones de la forma ϕ(x, y) = c. Si la pendiente de la curva

ϕ(x, y) = c en (x, y) es tan θ, el vector unitario normal η se expresa η = (sen θ,− cos θ). Existe un

campo escalar g(x, y) tal que la derivada normal de ϕ viene dada por la fórmula
∂ϕ
∂η = µ(x, y)g(x, y),

donde
∂ϕ
∂η

= ∇ϕ·η . Hallar una fórmula explı́cita de g(x, y) en función de P (x, y) y Q(x, y).

54. Demostrar que las ecuaciones diferenciales siguientes son exactas y en cada caso hallar la primitiva de

la forma diferencial asociada y la solución de la ecuación diferencial.

a) (x + 2y)dx+ (2x+ y)dy = 0.

b) 2xydx+ x2dy = 0.

c) (x2 − y)dx− (x+ sen 2 y)dy = 0.

d) 4 sen x sen 3y cosxdx − 3 cos 3y cos 2xdy = 0.

e) (3x2y + 8xy2)dx+ (x3 + 8x2y + 12yey)dy = 0.

55. Sea µ(x, y) de clase C1 un factor integrante de la ecuación diferencial P (x, y)dx + Q(x, y)dy = 0,

donde P y Q son de clase C1, demostrar que ∂P
∂y

− ∂Q
∂x

= Q ∂
∂x

log |µ| − P ∂
∂y

log |µ|.

Deducir de esta ecuación las siguientes reglas para encontrar factores integrantes:

a) Si
(

∂P
∂y

− ∂Q
∂x

)

/

Q = f(x) es función sólo de x, entonces e

w
f(x)dx

es un factor integrante.

b) Si
(

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)
/

P = g(y) es una función que depende sólo de y, entonces e

w
g(y)dy

es un factor
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integrante.

56. Usando el ejercicio anterior, determinar el factor integrante y la solución de las ecuaciones diferenciales

siguientes.

a) ydx− (2x+ y)dy = 0 b) (x3 + y3)dx − xy2dy = 0.

57. Si ∂P
∂y

− ∂Q
∂x

= f(x)Q(x, y) − g(y)P (x, y), demostrar que e

w
f(x)dx+

w
g(y)dy

es un factor integrante

de la ecuación diferencial P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0.

Determinar el factor integrante y la solución de las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) (2x2y + y2)dx+ (2x3 − xy)dy = 0 b) (ex sec y − tan y)dx+ dy = 0.

58. Calcular las siguientes integrales curvilı́neas de las expresiones diferenciales exactas siguientes:

a)

∫ (2,3)

(−1,2)

xdy + ydx b)

∫ (3,4)

(0,1)

xdx + ydy c)

∫ (1,1)

(0,0)

(x+ y)(dx+ dy)

d)

∫ (2,1)

(1,2)

ydx− xdy
y2

el camino no corta el eje x.

e)

∫ (x,y)

(
1
2 ,

1
2 )

dx + dy
x+ y el camino no corta la recta x+ y = 0. f)

∫ (x2,y2)

(x1,y1)

ϕ(x)dx + ψ(y)dy.

59. Determinar las primitivas de las expresiones y calcular las siguientes integrales:

a)

∫ (3,0)

(−2,−1)

(x4 + 4xy3)dx+ (6x2y2 − 5y4)dy

b)

∫ (1,0)

(0,−1)

xdy − ydx
(x− y)2

, el camino de integración no corta la recta y = x.

c)

∫ (3,1)

(1,1)

(x+ 2y)dx+ ydy

(x+ y)2
, el camino de integración no corta la recta y = −x.

d)

∫ (1,1)

(0,0)

(

x
√

x2 + y2
+ y

)

dx +

(

y
√

x2 + y2
+ x

)

dy.

60. Calcular la integral I =

∫

Γ

xdx+ ydy
√

1 + x2 + y2
a lo largo del cuarto de elipse x

2

a2
+
y2

b2
= 1, que se encuentra

en el primer cuadrante, en el sentido de las agujas del reloj.

61. Demostrar que si f(u) es una función continua y Γ es una curva cerrada regular a trozos, la integral
∫

❤
Γ

f(x2 + y2)(xdx + ydy) = 0.

62. Determinar la función primitiva ϕ si:

a) dϕ = (2x+ 3y)dx+ (3x− 4y)dy.

b) dϕ = (3x2 − 2xy + y2)dx − (x2 − 2xy + 3y2)dy.
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c) dϕ = ex−y [(1 + x+ y)dx+ (1− x− y)dy].

d) dϕ = dx
x+ y +

dy
x+ y .

63. Calcular las integrales curvilı́neas de las diferenciales exactas siguientes:

a)

∫ (6,4,8)

(1,0,−3)

xdx + ydy + z dz b)

∫ (a,b,c)

(1,1,1)

yzdx+ xzdy + xydz c)

∫ (3,4,5)

(0,0,0)

xdx + ydy + z dz
√

x2 + y2 + z2

d)

∫ (x,y,
1
xy )

(1,1,1)

yzdx+ zxdy + xydz
xyz , donde la curva esta situada en el primer octante.

64. En este problema se trata el trabajo de una fuerza en el plano.

a) En cada punto del plano, sobre un punto material actúa una fuerza cuya magnitud es constante e igual

a F y cuya dirección sigue el lado positivo del eje x. Determinar el trabajo realizado por esta fuerza,

cuando el punto se desplaza a lo largo de la circunferencia x2 + y2 = a2 situada en el primer cuadrante.

b) Sobre cada punto del plano, actúa una fuerzaF que es igual a (xy, x+y). Calcular el trabajo realizado

por F al desplazarse desde (0, 0) hasta el punto (1, 1) a lo largo de:

α) la región y = x β) la parábola y = x2

γ) una trayectoria de dos eslabones, cuyos lados se encuentran sobre los ejes coordenados. Considere

los dos casos.

c) En cada punto M de la elipse x = a cos t, y = b sen t, está aplicada la fuerza F cuyo valor es igual

a la distancia al centro de la elipse, dirigida al centro de la misma.

α) Calcular el trabajo realizado por la fuerza F al desplazar el punto M a lo largo de la elipse situada

en el primer cuadrante.

β) Calcular el trabajo cuando se recorre toda la elipse.

d) Si la fuerza F =
(

2xy, x2
)

, probar que el trabajo realizado por la fuerza, depende sólo de su posición

inicial y final y no depende de la forma del trayecto. Calcular el trabajo al desplazarse desde el punto

(1, 0) hasta el punto (0, 3).

e) La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional a la distancia del punto al plano xy. La fuerza

está dirigida hacia el origen de coordenadas. Calcular el trabajo al desplazarse el punto bajo la acción

de esta fuerza a lo largo de la recta x = at, y = bt, z = ct, desde el punto (a, b, c) hasta el punto

(2a, 2b, 2c).

f) La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional a la distancia que media entre el punto de su

aplicación y el eje z. La fuerza es perpendicular a este eje y está dirigida hacia él. Calcular el trabajo

al desplazarse el punto bajo la acción de dicha fuerza a lo largo de la circunferencia x = cos t, y = 1,
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z = sen t, desde el punto (1, 1, 0) hasta el punto (0, 1, 1).

g) Demostrar que el trabajo de la fuerza de gravitación de dos masas puntuales, efectuado al desplazarse

una de ellas no depende de la forma de la trayectoria. La magnitud de la fuerza de atracción F la

establece la ley de Newton F =
Gm1m2

r2
, donde r es la distancia entre los puntos, m1 y m2 son las

masas concentradas en dichos puntos, G es la constante de gravitación.

65. Un campo está generado por una fuerza de magnitud constante F , que tiene la dirección del semi-eje

positivo x. Determinar el trabajo realizado por dicho campo, cuando un punto material describe en el

sentido positivo, el cuarto de cı́rculo x2 + y2 = a2 que se encuentra en el primer cuadrante.

66. Hallar el trabajo que realiza la fuerza de gravedad al trasladar un punto material de masa m, desde la

posición A(x1, y1, z1) hasta la posición B(x2, y2, z2) (el eje z está dirigido verticalmente hacia arriba).

67. Hallar el trabajo de una fuerza elástica dirigida hacia el origen de coordenadas, cuya magnitud es pro-

porcional al alejamiento del punto al origen de coordenadas, si el punto de aplicación de dicha fuerza

describe en el sentido positivo, el cuarto de elipse x
2

a2
+
y2

b2
= 1 situado en el primer cuadrante.

68. Determinar la función potencial de la fuerza f(x, y, z) y determinar el trabajo realizado por dicha fuerza

en el camino que se indica, si:

a)X = 0, Y = 0, Z = −mg (fuerza de gravedad) y el punto se desplaza desde la posiciónA(x1, y1, z1)

a la posición B(x2, y2, z2).

b) X = −µ x
r3

, Y = −µ y
r3

, Z = −µ z
r3

, donde µ es la constante y r =
√

x2 + y2 + z2 (fuerza de

atracción de Newton) y el punto material se desplaza desde el punto A(a, b, c) hasta infinito.

c) X = −k2x, Y = −k2y, Z = −k2z, donde k =constante (fuerza elástica), estando el punto inicial

de camino en la esfera x2 + y2 + z2 = a2 y el final en la esfera x2 + y2 + z2 = r2 (a > r).

69. En cada caso determinar si f es o no el gradiente de un campo escalar. Cuando f sea un gradiente, hallar

la correspondiente función potencial ϕ.

a) f(x, y) = (x, y)

b) f(x, y) = (3x2y, x3)

c) f(x, y) = (2xey + y), x2ey + x− 2y)

d) f(x, y) = (sen y − y sen x+ x, cosx+ x cos y + y)

e) f(x, y) = (sen (xy) + xy cos(xy), x2 cos(xy))

f) f(x, y, z) = (x, y, z)

g) f(x, y, z) = (x + z,−y − z, x− y)
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h) f(x, y, z) = (2xy3, x2, 3x2yz2)

i) f(x, y, z) = (3y4z2, 4x3z2,−3x2y2)

j) f(x, y, z) = (2x2 + 8xy2, 3x3y − 3xy,−4y2z2 − 2x3z)

k) f(x, y, z) = (y2 cosx+ z3,−4 + 2y sen x, 3xz2 + 2)

l) f(x, y, z) = (4xy − 3x2y2 + 1, 2(x2 + 1),−2x3z − 3z2).

2.8.7 Formas diferenciales

70. Estudiar las formas diferenciales ω siguientes, en dos variables. ¿Es ω cerrada? ¿ω es exacta? En caso

afirmativo, calcular las primitivas de ω; si ω no es cerrada, buscar una función ϕ(x, y) 6= 0 en el que la

forma diferencial ω1(x, y) = ϕ(x, y)ω(x, y) sea cerrada (ϕ es el factor integrante de ω) ¿Es ω1 exacta?

En caso afirmativo calcular las primitivas de ω1:

a) (2x+ 2y + ex+y)(dx + dy)

b)
xdy − ydx

(x− y)2

c)
xdx + ydy

x2 + y2
− ydy

d) ((1 + 2xy)dx+ 2y2dy) cos(x2 + y2) + ((1 − 2xy)dy − 2x2dx) sen (x2 + y2)

e)
y2dx+ x2dy

(x+ y)2

f)
(x− y)dx + (x+ y)dy

x2 + y2

g) (1 + x2)−
1
2 ((1 + x2)dy + (xy − 2x2 − 1)dx)

h)
1

(1− x2)2 + y4
(2xy2dx+ 2(1− x2)ydy)

i)
(ax+ by)(xdy − ydx)

(x2 + y2)3/2
, a, b ∈R

j)
1

x2y
dx− 1

xy2
dy, ϕ(x, y) depende sólo de x2 + y2

k) (x2 + y2 − 1)dx− 2ydy, ϕ(x, y) depende sólo de x

l) y2dx+ x2dy, ϕ(x, y) depende sólo de x+ y

m)
ydx− xdy

xy − 1
, ϕ(x, y) depende sólo de xy

n) 2x(y − 1)dx− (x2 − 1)dy, ϕ(x, y) depende sólo de x

o) (x2 + y2 − 1)dx− 2xydy, ϕ(x, y) depende sólo de x2 − y2

p) y(1 + x)e−ydx+ x(1 − y)e−ydy, ϕ(x, y) depende sólo de x

q) (1 + (x + y)y)dx+ (1 + (x+ y)x)dy, ϕ(x, y) depende sólo de xy.
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71. La misma pregunta anterior, para el caso de formas diferenciales en tres variables.

a) 3(x2 + 2xy + 2xz)dx+ 3(x2 + y2)dy + 3(x2 + z2)dz

b)

(

1

y
− z

x2

)

dx+

(

1

z
− x

y2

)

dy +

(

1

x
− y

z2

)

dz

c) 2xzdx− 2yzdy + (z2 − x2 + y2)dz, ϕ(x, y, z) depende sólo de z

d) (y − z)dx+ (z − x)dy + (x − y)dz, ϕ(x, y, z) depende sólo de y − z

e) yz(y + z)dx+ zx(z + x)dy + xy(x + y)dz, ϕ(x, y, z) depende sólo de x+ y + z.

72. Sea f :R2 −→ R de clase C1 y ω la forma diferencial definida por:

ω(x, y) =
(x2 + y2 + f(x, y))(ydx − xdy)

x2 + y2
.

¿Cómo escoger f para que ω sea exacta en R2\{(0, 0)}?

73. Determinar f , g:R −→ R de clase C1 para que la forma diferencial ω definida por ω(x, y, z) =

2xzdx+ f(y)g(z)dy + (x2 + 1
2y

2)dz sea cerrada enR3. Calcular las primitivas.

74. A cada aplicación ϕ:R2\{(0, 0)} −→ R de clase C1 se asocia la forma diferencial ωϕ definida sobre

R

2\{(0, 0)}, por ωϕ(x, y) =
1

x2 + y2
[(x− yϕ(x, y))dx + (xϕ(x, y) + y)dy ].

a) Demostrar que ωϕ es cerrada sii ϕ verifica una ecuación en derivadas parciales (E).

b) Demostrar que ϕ0(x, y) =
x2

x2 + y2
es solución de (E).

c) ¿La forma diferencial ωϕ0
es exacta enR2\{(0, 0)}?

75. Hallar el trabajo realizado por la fuerza f(x, y) = (x2 − y2, 2xy), al mover una partı́cula en sentido

contrario al de las agujas del reloj, recorriendo una vez al contorno del cuadrado limitado por los ejes

coordenados y las rectas x = a y y = a, a > 0.

76. Un campo de fuerzas bidimensional f viene dado por la ecuación f(x, y) = (cxy, x6y2), siendo c una

constante positiva. Esa fuerza actúa sobre una partı́cula que se mueve desde (0, 0) hasta la recta x = 1,

siguiendo una curva de la forma y = axb, en donde a > 0 y b > 0. Encontrar el valor de a (en función

de c) tal que el trabajo realizado por esa fuerza sea independiente de b.

77. Un campo de fuerzas f en el espacio de tres dimensiones viene dado por la fórmula f(x, y, z) =

(yz, xz, x(y + 1)). Calcular el trabajo realizado por f al mover una partı́cula recorriendo una vez el

contorno del triángulo de vértices (0, 0, 0), (1, 1, 1), (−1, 1,−1), en este orden.

78. Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas f(x, y, z) = (y− z, z− x, x− y), a lo largo de de

la curva de intersección de la esfera x2 + y2 + z2 = 4 y el plano z = y tan θ, en donde 0< θ < π
2 . El
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camino es recorrido de modo que, observando el plano xy desde el eje z positivo, el sentido aparezca

contrario al de las agujas del reloj.

79. Calcular el trabajo realizado por un campo de fuerza f = (y2, z2, x2), a lo largo de la curva de inter-

sección de la esfera x2 + y2 + z2 = a2 y el cilindro x2 + y2 = ax, siendo z > 0, a > 0. El camino es

recorrido de modo que, observando al plano xy desde el eje z positivo, el sentido sea contrario al de las

agujas del reloj.

80. Sea f(x, y) = (P (x, y)), (Q(x, y)) un campo vectorial en R2, de clase C1 en un abierto S. Si f es el

gradiente de un cierto potencial ϕ, probar que ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

en S.

81. Aplicar el resultado anterior para verificar que f no es un gradiente. Determinar una curva Γ tal que
∫

❤
Γ

f·dr 6= 0.

a) f(x, y) = (y,−x) b) f(x, y) = (y, xy − x).

82. Se considera el campo vectorial f(x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)) de clase C1 sobre S ⊂
R

3 abierto. Si f es un gradiente de una cierta función potencial ϕ, demostrar que ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

, ∂P
∂z

=

∂R
∂x

,
∂Q
∂z

= ∂R
∂y

en S.

83. En cada uno de los siguientes campos vectoriales aplicar el ejercicio anterior para demostrar que f no es

una gradiente. Determinar un camino cerrado Γ tal que

∫

❤
Γ

f·dr 6= 0.

a) f(x, y, z) = (y, x, x) b) f(x, y, z) = (xy, x2 + 1, z2).

84. Sea f = (y, z, yz) un campo de fuerzas.

a) Determinar si f es o no conservativo.

b) Calcular el trabajo realizado al mover una partı́cula sobre la curva dada por r(t) = (cos t, sen t, et),

0 6 t 6 π.

85. Un campo de fuerza f está dado por f(x, y) = (x+ y, x− y).

a) Demostrar que el trabajo realizado por la fuerza f, al mover una partı́cula sobre la curva r(t) =

(f(t), g(t)), a 6 t 6 b, de clase C1, depende sólo de f(a), f(b), g(a), y(b).

b) Dar el trabajo realizado cuando f(a) = 1, f(b) = 2, g(a) = 3, g(b) = 4.

86. Un campo de fuerzas viene dado por la ecuación f(r, θ) = (−4 sen θ, 4 sen θ). Calcular el trabajo

utilizado al mover una partı́cula desde (1, 0) al origen, siguiendo la espiral de la ecuación polar r = e−θ .

87. Un campo de fuerzas radial o central f en el plano, se puede expresar en la forma f(x, y) = f(r)r,

donde r = (x, y), r = ‖r‖ y f es continua, demostrar que el campo es conservativo.
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88. Calcular el trabajo realizado por la fuerza f(x, y) = (3y2+2, 16x) al mover una partı́cula desde (−1, 0)

a (1, 0), siguiendo la mitad superior de la elipse b2x2 + y2 = b2. ¿Sobre qué elipse se hace el mı́nimo

trabajo?

89. Un fluido se desplaza en un plano xy de modo que cada partı́cula se mueve en lı́nea recta desde el

origen. Si una partı́cula está a una distancia r del origen, su velocidad es arn. Determinar una función

potencial de la velocidad, que sea una gradiente.

90. Si ϕ y ψ son funciones potenciales para un campo vertical f en un conjunto convexo abierto S ⊂ Rn,

demostrar que ϕ− ψ es constante en S.

91. Sea S el conjunto Rn\{0}, sea r = ‖x‖ =
√

x21 + · · ·+ x2n y sea f un campo vectorial sobre S dado

por f(x) = rpx, p ∈R.

a) Determinan una función potencial para f en S.

b) Determinar ϕ, si f(x) =
g′(r)
r x, g de clase C1 enR.

92. Sea f un campo vectorial definido en S = R2\{(0, 0)}, dado por la fórmula

f(x, y) =

(

− y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)

= (f1(x, y), f2(x, y)).

a) Probar que
∂f2
∂x

(x, y) =
∂f1
∂y

=
y2 − x2

(y2 + x2)2
.

b) Sea S′ = R

2\{(x, y) ∈ R2/y = 0, x 6 0}, si (x, y) ∈ S′

expresar x, y en coordenadas polares, x = r cos θ, y = r sen θ,

r > 0, −π < θ < π, demostrar que θ viene dado por la fórmula: ap40416.tex

✲

✻

r
r

■θ

θ =


















arctan xy si x > 0,

π
2

si x = 0,

arctan
y
x + π si x < 0.

Deducir que ∂θ
∂x

= − y
x2 + y2

, ∂θ
∂y

= x
x2 + y2

, para (x, y) ∈ S′.

93. Si P (x) = xe−y
2

, Q(x, y) = −x2ye−y2 + 1
x2 + y2

, calcular

∫

❤
Γ

P dx+Qdy, donde Γ es la frontera

del cuadrado de lado 2a, determinado por las desigualdades |x| 6 a y |y| 6 a, circulando en el sentido

contrario a las manecillas del reloj.

2.8.8 Fórmula de Green

94. Calcular

∫

❤
Γ

y2dx+ xdy en cada caso y usar el teorema de Green para verificar el resultado:
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a) Γ es el cuadrado de los vértices (0, 0), (2, 0), (2, 2), (0, 2).

b) Γ es el cuadrado de los vértices (±1,±1).

c) Γ es el cuadrado de los vértices (±2, 0), (0,±2).

d) Γ es la circunferencia de radio 2 y centro (0, 0).

e) Γ tiene la ecuación vectorial r(t) = (2 cos3 t, 2 sen 3 t), 0 6 t 6 2π.

95. Si Γ es una curva cerrada simple en el plano x, y y representamos con Iz al momento de inercia

(alrededor del eje z) de la región interior a Γ, demostrar que existe un entero n ∈ N tal que nIz =
∫

❤
Γ

x3dy − y3dx.

96. Sean u, v funciones deR2 enR de claseC1 en un conjuntoU conteniendo el cı́rculo x2+y2 6 1, que lo

denotamos S. Se define f(x, y) = (v(x, y), u(x, y)), g(x, y) = (ux−uy, vx− vy). Determinar el valor

de la integral doble

∫∫

S

f·gdxdy, si se sabe que en la frontera de S se tiene u(x, y) = 1, v(x, y) = y.

97. Si f y g son funciones reales de clase C1 en un conjunto abierto conexo S del plano, demostrar que
∫

❤
Γ

f∇g·dr = −
∫

❤
Γ

g∇f ·dr, para toda curva de Jordan Γ regular a trozos contenida en S.

98. Sean u, v funciones de R2 en R de clase C2 en un abierto conexo S del plano. Sea R una región de S

limitada por la curva Jordan Γ regular a trozos. Demostrar que:

i)

∫

❤
Γ

uvdx+ uvdy =

∫∫

R

(

v

(

∂u

∂x
− ∂u

∂y

)

+ u

(

∂v

∂x
− ∂v

∂y

))

dxdy.

ii) 1
2

∫

❤
Γ

(

v ∂u
∂x

− u∂v
∂x

)

dx+
(

u∂v
∂y

− v ∂u
∂y

)

dy =

∫∫

R

(

u
∂2v

∂x∂y
− v

∂2u

∂x∂y

)

dxdy.

99. Si f(x, y) = (Q(x, y),−P (x, y)) es de la clase C1 sobre un abierto S ⊂ R2 y si Γ una curva contenida

en S, demostrar que

∫

Γ

Pdx+Qdy =

∫

Γ

f·ηds, donde η es el vector normal a la curva Γ.

100. Sean f , g funciones de clase C2 en un conjunto abierto S del plano. Supongamos que R es una región

contenida en S, cuya frontera es una curva de Jordan Γ regular a trozos. Demostrar las identidades

siguientes, donde ∇2u = ∂2u
∂x2

+ ∂2u
∂y2

:

a)

∫

❤
Γ

∂g
∂η

ds =

∫∫

R

∇2gdxdy.

b)

∫

❤
Γ

f
∂g
∂η

ds =

∫∫

R

(f∇2g +∇f ·∇g)dxdy.
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c)

∫

❤
Γ

(f
∂g
∂η

− g
∂f
∂η

)ds =

∫∫

R

(f∇2g − g∇2f)dxdy (fórmula de Green)

d) Si f , g son armónicas en R, verificar que:

∫

❤
Γ

f
∂g

∂η
ds =

∫

❤
Γ

g
∂f

∂η
ds,

∫

❤
Γ

f
∂g

∂η
ds =

∫∫

R

∇f ·∇gdxdy,
∫

❤
Γ

∂g

∂η
ds =

∫

❤
Γ

∂f

∂η
ds = 0.

101. Sea v(x, y) = (yc, xc), c > 0 y sea r(x, y) = (x, y). Consideremos una región plana R′ bordeada por

una curva de Jordan Γ regular a trozos. Calcular div(v × r) y rot (v × r) y aplicando el Teorema de

Green, demostrar que

∫

❤
Γ

v× r·dw = 0, donde w es la función que describe la curva Γ.

102. Demostrar que el teorema de Green puede expresarse en la forma:

∫∫

R

(rot v)·kdxdy =

∫

❤
Γ

v·tds,

donde t es el vector unitario tangente a Γ y s es la longitud del arco.

103. Una región R está limitada por una curva de Jordan, regular a trozos Γ. Se conocen los momentos de

inercia de R alrededor de los ejes x e y que valen respectivamente a y b. Calcular la integral de lı́nea
∫

❤
Γ

∇r4·η ds, en función de a y b.

En la integral r = (x, y), r = ‖r‖, η representa el vector unitario normal exterior a Γ y s es la longitud

de arco. La curva se recorre en el sentido contrario a las agujas del reloj.

104. Sea f un campo vectorial en el plano, dar una definición de la integral de lı́nea

∫

Γ

f×dr. Esta definición

debe ser tal que, pueda obtenerse como consecuencia del teorema de Green, la fórmula siguiente:

∫

Γ

f× dr = k

∫∫

R

(divf)dxdy.

105. Transformar la siguiente integral curvilı́nea

∫

❤
Γ

√

x2 + y2dx+ y(xy + ln(x+
√

x2 + y2))dy, usando

la fórmula de Green, donde Γ es la curva que limita la región R.

106. Usando el Teorema de Green, calcular las siguientes integrales curvilı́neas:

a)

∫

❤
Γ

2(x2 + y2)dx+ (x+ y)2dy, Γ es el borde del triángulo de vértices (1, 1), (2, 2), (1, 3) recorrido

en el sentido positivo. Verificar el resultado calculando la integral directamente.

b)

∫

❤
Γ

− x2ydx + xy2dy, Γ es la circunferencia x2 + y2 = a2 recorrida en el sentido contrario a las

agujas del reloj. Verificar el resultado directamente.

c)

∫

❤
Γ

(x+ y)dx− (x− y)dy, Γ es la curva que une los puntosA(1, 0) y B(2, 3) por una parábola cuyo

eje es el eje y, y la cuerda BA. Verificar el resultado directamente.
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d)

∫

❤
Γ

exy(y2dx + (1 + xy)dy), Γ es una curva que une los puntos A y B situados sobre el eje x y el

segmento AB, de modo que el área limitada por Γ es igual a R.

107. Calcular la integral

∫

❤
Γ

xdy − ydx
x2 + y2

examinando dos casos:

a) el origen (0, 0) está fuera de la curva Γ,

b) cuando la curva rodea n veces el origen (0, 0).

108. Demostrar que si Γ es una curva cerrada, entonces

∫

❤
Γ

cos(x,η )ds = 0, donde R es la longitud de arco

y η es la normal exterior.

109. Usando la fórmula de Green, determinar la integral I =

∫

❤
Γ

(x cos(x,η ) + y sen (x,η ))ds, donde s es

la longitud de arco y η es la normal exterior a la curva Γ.

110. Calcular la integral

∫

❤
Γ

dx− dy
x+ y , tomada sobre el borde del cuadrado con vértices (1, 0), (0, 1), (−1, 0),

(0,−1), en el sentido contrario a las agujas del reloj.

111. Sean S = {(x, y)∈R2/x2 + y2 > 0}, P (x, y) =
y

x2 + y2
, Q(x, y) = −x

x2 + y2
en S y sea Γ una curva

de Jordan regular a trozos contenida en S.

i) Si (0, 0) es interior a Γ, demostrar que la integral

∫

❤
Γ

P dx+Qdy toma el valor ±2π y analizar cuando

el signo es positivo.

ii) Calcular el valor de la integral

∫

Γ

P dx+Qdy, cuando (0, 0) es exterior a Γ.

112. Sean r = (x, y), r = ‖r‖ y f(x, y) =

(

∂ log r
∂y ,−∂ log r

∂x

)

, para r > 0. Sea Γ una curva de Jordan

regular a trozos situada en el anillo 1<x2+y2<25. Determinar todos los valores posibles de la integral

de lı́nea de f a lo largo de Γ.

113. Una región conexa con un sólo agujero se llama doblemente conexa (el anillo 1 < x2 + y2 < 25 es un

ejemplo). Si P y Q son de clase C1 en una región abierta R doblemente conexa y si ∂P∂y =
∂Q
∂x

, en

todo R, ¿cuántos valores distintos posibles existen para las integrales

∫

Γ

P dx + Qdy, donde Γ es una

curva de Jordan regular a trozos en R?

114. Resolver el ejercicio ?? para regiones triplemente conexas, es decir regiones planas con dos agujeros

solamente.

115. Sean P , Q funciones de clase C1 tales que ∂P
∂y

=
∂Q
∂x

en todo punto excepto en tres puntos. Sean Γ1,

Γ2, Γ3 tres cı́rculos como se muestra en la figura adjunta y sea Ik =

∫

❤
Γk

P dx + Qdy. Supongamos

que I1 = 12, I2 = 10, I3 = 15.

a) Determinar el valor

∫

Γ

P dx+Qdy, siendo Γ la curva en forma de ocho.
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b) Dibujar otra curva cerrada Γ a lo largo de la cual

∫

P dx +

Qdy = 1. Indicar en el dibujo el sentido en que recorre el

camino. ap47814a.tex
✸
✒

✠
✠ ✯

❂

✙

✒

Γ

Γ′

2

Γ3Γ1

Γ′

1

✙

✒

Γ2

c) Si I1 = 12, I2 = 9, I3 = 15, demostrar que no existe camino cerrado alguno Γ a lo largo del cual
∫

Γ

P dx+Qdy = 1.

116. Sea Ik =

∫

Γk

P dx + Qdy, donde P (x, y) = −y
[

1

(x− 1)2 + y2
+

1

x2 + y2
+

1

(x+ 1)2 + y2

]

y

Q(x, y) =
x− 1

(x− 1)2 + y2
+

x

x2 + y2
+

x+ 1

(x + 1)2 + y2
. En la figura adjunta Γ1 es la circunferencia

menor x2 + y2 = 1
8 (con el sentido contrario al de las agujas del reloj), Γ2 es la circunferencia mayor

x2 + y2 = 4 (con el sentido contrario al de las agujas del reloj) y Γ3 es la curva unión de las tres

circunferencias γ1 : (x − 1)2 + y2 = 1
4 , γ2 : x2 + y2 = 1

4 , γ3 : (x + 1)2 + y2 = 1
4 , dibujadas en los

sentidos que se indican en la figura. Si I2 = 6π e I3 = 2π, hallar el valor de I1.

117. Calcular el área de las figuras limitadas por las siguientes curvas:

a) la elipse x = a cos t, y = b sen t.

b) la astroide x = a cos3 t, y = a sen 3 t.

c) la cardioide x = a(2 cos t− cos 2t), y = a(2 sen t− sen 2t).

d) el lazo del folio de Descartes x3 + y3 − 3axy = 0, a > 0.

e) la curva (x+ y)3 = axy.

118. Una circunferencia de radio b rueda sin resbalar sobre otra circunferen-

cia fija de radio a, por fuera de la misma. Supongamos que a
b
∈ N∗,

entonces determinar el área limitada por la curva (epicicloide) que des-

cribe un punto fijo sobre la circunferencia de radio b al rodar sobre la

circunferencia de radio a. Analizar el caso en que a = b (cardioide). dem2341.tex

✻

a q ✲

❣b



ed33.tex 183

119. Una circunferencia de radio b rueda sin resbalar por otra circunferencia

fija de radio a permaneciendo dentro de ella, de modo que a
b
∈N∗. Cal-

cular el área limitada por la curva (hipocicloide) descrita por un punto

fijo de la circunferencia móvil al rodar dentro de la circunferencia de

radio b. dem2342.tex

✻

qa✲

❣
b

Analizar el caso particular en que a = b
4

(astroide).

120. Transformar las integrales de lı́nea tomadas a lo largo de las curvas cerradas Γ, en el sentido positivo,

en las integrales dobles sobre los dominios limitados por estos contornos:

a)

∫

❤
Γ

(

1− x2
)

ydx+ x
(

1 + x2
)

dy.

b)

∫

❤
Γ

(

exy + 2x cos y
)

dx+
(

exy − x2 sen y
)

dy.

Solución

a) Tomando P =
(

1 − x2
)

y, Q = x(1 + y2), entonces ∂P
∂y

= 1 − x2,
∂Q
∂x

= 1 + y2, con lo cual

tenemos:
∫

❤
Γ

(

1− x2
)

ydx+ x
(

1 + y2
)

dy =

∫∫

S

(

x2 + y2
)

dxdy.

b) Sea P = exy + 2x cos y, Q = exy − x2 sen y, entonces ∂P
∂y

= xexy − 2x sen y,
∂Q
∂x

= yexy −
2x sen y, por lo tanto:
∫

❤
Γ

(

exy + 2x cos y
)

dx +
(

exy − x2 sen y
)

dy =

∫∫

S

(y − x)exy dxdy.

121. Calcular la integral

∫

❤
Γ

(

1 − x2
)

ydx + x
(

1 + y2
)

dy, donde Γ es la circunferencia x2 + y2 = a2,

directamente y aplicando la fórmula de Green.

Solución Tomando la parametrización x = a cos t, y = a sen t, 0 6 t 6 2π, entonces:
∫

Γ

(

1− x2
)

ydx+ x
(

1 + y2
)

dy =

∫ 2π

0

(

(

1− a2 cos2 t
)

a sen t
(

− a sen t
)

+ a cos t
(

1 + a2 sen 2 t
)

a cos t
)

dt =

4a4
∫ 2π

0

2 cos2 t
(

1− cos2 t
)

dt+ a2
∫ 2π

0

cos 2tdt = 8a4
(

π
2
1
2
− π

2
1
2
3
4

)

= 1
2
πa4.

Por otro lado:
∫

Γ

(

1− x2
)

ydy + x
(

1 + y2
)

dy =

∫∫

S

(

x2 + y2
)

dxdy =

∫ 2π

0

(∫ a

0

r3dr

)

dθ = 2π
a4

4
=

1

2
πa4.
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122. Calcular la integral

∫

Γ

(xy + x+ y)dx+ (xy + x− y)dy, donde Γ es la elipse x
2

a2
+
y2

b2
= 1 y cuando

Γ es la circunferencia x2 + y2 = ax. La integral debe calcularse directamente y usando la fórmula de

Green.

Solución

a) Usando la parametrización x = a cos t, y = b sen t, tenemos:
∫

Γ

(xy + x+ y)dx+ (xy + x− y)dy =
ber3825a.tex

✲

✻

a

b
Γ

∫ 2π

0

(

(ab sen t cos t+ a cos t+ b sen t)(−a sen t) + (ab sen t cos t+ a cos t− b sen t)b cos t
)

dt =

∫ 2π

0

(

−a2b sen 2 t cos t−a2 sen t cos t−ab sen 2 t+ab2 sen t cos2 t−b2 sen t cos t+ab cos2 t
)

dt =

−a2b
∫ 2π

0

sen 2 t cos tdt−ab2
∫ 2π

0

cos2(− sen t)dt−
(

a2+b2
)

∫ 2π

0

sen t cos tdt+ab

∫ 2π

0

cos 2tdt =

0 + 0 + 0 + 0 = 0.

Usando la fórmula de Green tenemos:
∫

Γ

(xy + x+ y)dx+ (xy + x− y)dy =

∫∫

R

(

y + 1− (x+ 1)
)

dxdy =

∫∫

R

(y − x)dxdy =

∫ 2π

0

(∫ 1

0

(br sen t− ar cos t)abrdr

)

dt = ab

∫ 1

0

(∫ 2π

0

(br sen t− ar cos t)dt

)

rdr =

ab

∫ 1

0

0·rdr = 0.

b) La circunferencia se escribe r = a cos θ, −π
2 6 θ 6 π

2 ,

entonces x = r cos θ = a cos2 θ, y = r sen θ = a sen θ cos θ,

por lo tanto:
∫

Γ

(xy + x+ y)dx+ (xy + x− y)dy =
ber3825b.tex

y
✻

qa ✲q
a
2

x

∫
π
2

−π2

[

(

a2 cos3 θ sen θ + a cos2 θ + a sen θ cos θ
)

(−2a cos θ sen θ) +

(

a2 cos3 θ sen θ + a cos2 θ − a sen θ cos θ
)

a(cos2 θ − sen 2 θ)
]

dθ =

−2

[

a3
∫

π
2

−π2
cos4 θ sen 2 θdθ + a2

∫
π
2

−π2
cos3 θ sen θdθ + a2

∫
π
2

−π2
sen 2 θ cos2 θdθ

]

+
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a3
∫

π
2

−π2
cos5 θ sen θdθ − a3

∫
π
2

−π2
cos3 θ sen 3 θdθ + a2

∫
π
2

−π2
cos4 θdθ − a2

∫
π
2

−π2
cos2 θ sen 2 θdθ +

a2
∫

π
2

−π2
sen 3 θ cos θdθ − a2

∫
π
2

−π2
cos3 θ sen θdθ =

−2a3·2
∫

π
2

0

(

cos4 θ − cos6 θ
)

dθ − 3a2
∫

π
2

−π2
sen 2 θ cos2 θdθ + a2

∫
π
2

−π2
cos4 θdθ =

−4a3π
2
1
2
3
4

(

1− 5
6

)

− 3a2π
2
1
2

(

1− 3
4

)

+ a2π
2
1
2
3
4
= −3·4πa3

4·4
1
6
= −1

8
πa3.

Usando la fórmula de Green tenemos:
∫

Γ

(xy+x+y)dx+(xy+x−y)dy =
∫∫

R

(y−x)dxdy =

∫
π
2

−π2

(

∫ a cos θ

0

(

sen θ − cos θ
)

r2dr

)

dθ =

∫
π
2

−π2

1

3
a3 cos3 θ

(

sen θ − cos θ
)

dθ =
1

3
a3

(

0− 2

∫
π
2

0

cos4 θdθ

)

= − 2

3
a3
π

2

1·3
2·4 = − 1

8
a3π.

123. Demostrar que la integral

∫

Γ

(

y2x3 + ey
)

dx +
(

xy3 + xey − 2y
)

dy es igual a cero, si Γ es una curva

cerrada simétrica respecto al eje y.

Solución Sea P (x) = y2x3 + ey , Q(x, y) = xy3 + xey − 2y,

entonces
∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= y3 + ey − 2yx3 − ey = y3 − 2yx3, por

lo tanto la simetrı́a respecto al eje y implica que ber3826.tex

✲

✻

R

ϕ(x, y) = y3 − 2yx3, satisface ϕ(x,−y) = −ϕ(x, y) y la integral sobre la región encerrada R es nula,

pues

∫

Γ

Pdx+Qdy =

∫ β

α

∫ ρ(x)

−ρ(x)
ϕ(x, y)dydx =

∫ β

α

0dx = 0.

Recuerde que una función impar tiene integral nula sobre intervalos de la forma [−a, a ].

124. Usando la fórmula de Green, calcular la diferencia entre I1 =

∫

Γ1

(x + y)2dx − (x − y)2dy e I2 =
∫

Γ2

(x+ y)2dx− (x− y)2dy, donde Γ1 es un segmento de la recta que une los puntos (0, 0) y (1, 1) y

Γ2 es el arco de la parábola y = x2.

Solución Tenemos que:

I1 − I2 =

∫∫

R

(

− 2(x− y)− 2(x+ y)
)

dxdy =

∫∫

R

4xdxdy

=

∫ 1

0

(∫ x

x2

4xdy

)

dx = 4

∫ 1

0

xy
∣

∣

∣

x

x2
dx = 4

∫ 1

0

(

x2 − x3
)

dx
ber3827.tex

y
✻

✲♣1

♣1 y = x

Γ2
x

Γ1
y = x2✿

R✒✒

= 4
(

1
3
− 1

4

)

= 1
3
.

125. Demostrar que el valor de la integral

∫

Γ

(2xy − y)dx + x2dy, donde Γ es la curva cerrada, es igual al
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área del dominio limitado por esta curva.

Solución En este caso,

∫

Γ

(2xy − y)dx+ x2dy =

∫∫

R

(2x− 2x+ 1)dxdy =

∫∫

R

dxdy = |R|.
ber3829.tex

✲ x

y

✻

R

Γ✐

③

126. Demostrar que la integral

∫

Γ

ϕ(y)dx +
[

xϕ′(y) + x3
]

dy, es igual al momento de inercia triple de una

figura plana homogénea limitada por el contorno Γ, respecto al eje de ordenadas, donde ϕ es de clase

C1.

Solución Se tiene que:
∫

Γ

ϕ(y)dx +
[

xϕ′(y) + x3
]

dy =

∫∫

R

(

ϕ′(y) + 3x2 − ϕ′(y)
)

dxdy = 3

∫∫

R

x2dxdy = 3Iy .

127. Calcular el área de las figuras limitadas por las curvas cerradas, usando la integral de lı́nea:

a) (x + y)4 = x2y b)
(

x2 + y2
)2

= 2a2
(

x2 − y2
)

c)
(√
y +

√
y
)12

= xy.

2.8.9 Cálculo de residuos

128. Sea I =

∫ 2π

0

dt
a+ sen t , con a > 1, verificar que I es la integral sobre la circunferencia unidad de una

función holomorfa. Deducir el valor de I .

129. Calcular I =

∫ ∞

0

dx
1 + x2

y I =

∫ ∞

0

dx
1 + x4

.

130. Calcular la integral I =

∫ π

0

cosnt dt
1− 2a cos t+ a2

, donde I = ReJ , con J =

∫ π

0

eintdt
1− 2a cos t+ a2

, si

|a| 6= 1.

131. Integrando e−z
2

sobre el contorno del rectángulo |Rez| 6 R, 0 6 Imz 6 b, demostrar que

∫ +∞

−∞
e−t

2

cos 2bt dt =

√
πe−b

2

.

132. Integrando (1 + zn)−1 sobre el contorno del sector donde 0 < arg z < 2π
n y |z| 6 R, probar que

∫ ∞

0

dx
1 + xn = π

n sen −1 π
n .

133. Integrando e−z
2

en el contorno del sector donde 0< arg z < π
n y |z|<R, demostrar que:

∫ ∞

0

cosx2 dx =

∫ ∞

0

sen x2 dx =
1

2

√

π

2
.



Capı́tulo 3

Integrales de superficie

3.1 Teorı́a de superficies

Cuando estudiamos las funciones del tipo z = f(x, y), donde (x, y) ∈ R ⊂ R2 abierto, identificamos

su gráfica como una superficie S = {(x, y, z) ∈ R3/(x, y) ∈ R, z = f(x, y)}, lo que supone una

correspondencia biunı́voca entre S y R. Es claro que se necesita generalizar esta noción de superficie,

pues el toro, la esfera y otras figuras deR3 no son de la forma z = f(x, y). Es importante observar que

una superficie puede escribirse tanto explı́citamente z = f(x, y), como implı́citamente a través de una

funciónF (x, y, z) = 0, al menos localmente bajo ciertas condiciones (Teorema de la función implı́cita).

3.1.1 Representación paramétrica de una superficie

Al considerar una superficie que satisface la ecuación F (x, y, z) = 0, algunas veces podemos represen-

tar z en función de (x, y). Por ejemplo, si x2 + y2 + z2 − 1 = 0, se puede escribir z =
√

1− x2 − y2

o z = −
√

1− x2 − y2.

Existe otra manera de representar una superficie, la representación paramétrica por medio de tres ecua-

ciones que expresan x, y, z en función de dos parámetros (u, v):

x = x(u, v), y = y(u, v), z = z(u, v).

El conjunto R ⊂ R

2 es donde varı́a (u, v) y los puntos correspondientes (x, y, z) constituyen una su-

perficie en el espacio xyz.

Si escribimos r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), con (u, v)∈R, r se denomina representación paramétrica

de la superficie.

Cuando la superficie se escribe z = f(x, y), tenemos r(u, v) = (u, v, f(u, v)).

Por otro lado si es posible eliminar u, v en las ecuaciones paramétricas, obtenemos z = f(x, y).

187
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Ejemplo 3.1.1 Representación paramétrica de la superficie de una esfera

Las ecuaciones x = a cos v cosu, y = a cos v sen u,

z = a sen v, 0 6 u 6 2π y −π
2 6 v 6 π

2 , representan

la superficie de una esfera de radio a y centro en el ori-

gen. Elevando al cuadrado las tres ecuaciones tenemos

que x2 + y2 + z2 = a2. mis1.tex

✲

✠
✶u
v

x

y

z
✻

▼
✲

π
2

−π
2

2π

u

v
✻

a

a

a

Ejemplo 3.1.2 Representación paramétrica de un cono

Sea r(u, v) = (v sen α cosu, v sen α sen u, v cosα),

una representación paramétrica que describe el cono cir-

cular recto de la figura adjunta.

Si elevamos al cuadrado x, y, z y los sumamos se tiene

x2 + y2 + z2 = v2. mis2.tex x

y

z

✲

✠

✻

h

2π

③
α

✲

✻

u

v

h

Definición 3.1.1 Una superficie parametrizada es una función r:R ⊂ R

2 −→ R

3. La superficie

S = r(R) y se puede escribir r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)).

Si r es diferenciable o de clase C1, decimos que la superficie S es diferenciable o de clase C1.

Definición 3.1.2 Si la aplicación r:R −→ r(R) es biyectiva, la superficie r(R) se denomina superficie

paramétrica simple.

Consideremos una superficie representada por la fórmula r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), con

(u, v) ∈ R. Si x, y, z son de clase C1, podemos considerar los dos vectores:

∂r

∂u
=

(

∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

)

,
∂r

∂v
=

(

∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

)

.

El producto vectorial ∂r
∂u

× ∂r
∂v

=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k

∂x
∂u

∂y
∂u

∂z
∂u

∂x
∂v

∂y
∂v

∂z
∂v

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(∣

∣

∣

∣

∂(y, z)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∂(z, x)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

)

.
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x

y

z

u0

v0

∂r
∂u

∂r
∂v

∂r
∂u

× ∂r
∂v

S = r(R)
r

r∆u

∆v

R

u

v

mis3b.tex

Si r es diferenciable en (uo, vo) ∈ R, fijando u en uo obtenemos v 7−→ r(uo, v) de modo que el vector

tangente a la curva en r(uo, vo) es ∂r
∂v

(uo, vo) =

(

∂x
∂v
,
∂y
∂v
, ∂z
∂v

)

(uo, vo).

De manera similar ∂r
∂u

=

(

∂x
∂u
,
∂y
∂u
, ∂z
∂u

)

(uo, vo). Como los vectores ∂r
∂u

, ∂r
∂v

son tangentes a las

curvas sobre la superficie r(u, v), el vector ∂r
∂u

× ∂r
∂v

determina el plano tangente a la superficie en

r(u, v), siempre que la superficie no presente anomalı́as, como sucediera si ∂r
∂u

o ∂r
∂v

fuera 0. El hecho

que ∂r
∂u

× ∂r
∂v

6= 0, asegura la existencia del plano tangente.

Definición 3.1.3 Sea R ⊂ R2 un abierto y sea S la superficie enR3 dada por r:R −→ S de clase C1,

se dice que la superficie es regular en (u, v) ∈ R, si ∂r
∂u

× ∂r
∂v

(u, v) 6= 0.

Los puntos (u, v)∈R en los que las derivadas parciales ∂r
∂u

, ∂r
∂v

no son continuas o bien ∂r
∂u

× ∂r
∂v

(u, v) =

0, se llaman puntos singulares de la superficie S o de r.

Toda superficie tiene más de una representación paramétrica y puede suceder que un punto puede ser

regular para una representación y singular para otra.

Caso en que la superficie se escribe z = f(x, y)

Sea z = f(x, y) una superficie con (x, y) ∈ R ⊂ R2 abierto y acotado, con frontera Γ, si las derivadas

parciales
∂f

∂x
,
∂f

∂y
son uniformemente continuas sobre R, la función f y sus derivadas pueden extender

a R.

El conjunto S̄ descrito por la función f extendida (z = f(x, y),

(x, y) ∈ R̄) tiene por borde Γ′ = S̄\S.

En el caso en que la superficie S es regular, diremos que S̄ es

regular con frontera. Es obvio que la proyección de Γ′ sobre el

plano z = 0, es Γ. mis4a.tex

✲

✻

✰
x

y

z

z = f(x, y)
S

R q(x, y)

q

Γ

Γ′

x

y

z
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Si Γ es regular a trozos descrita por x = x(s), y = y(s), 0 6 s 6 so, Γ
′ también es regular a trozos,

representada por las funciones x = x(s), y = y(s), z = f(x(s), y(s)), 0 6 s 6 so, que llamamos

curva frontera de S (o de S̄) o simplemente frontera (∂S).

Sea (xo, yo, zo) un punto de la superficie regular dada por z = f(x, y), como f es de clase C1 existe un

abierto en R3 de la forma O × ] zo − ε, zo + ε [, O ⊂ R2 acotado, de modo que corta la superficie en

un elemento S′ regular (con curva borde) especificada por z = f(x, y), (x, y) ∈ Ō. A este corte S′ lo

llamamos elemento de superficie de la superficie regular S de la forma z = f(x, y).

Los conceptos que venimos de expresar, se aplican a los casos en que x = g(y, z) o y = h(x, z), es

decir cuando se proyecta uno a uno sobre el plano x = 0 o y = 0.

Se puede decir que S ⊂ R

3, es una superficie regular, si para todo (xo, yo, zo) ∈ S existe un par-

alelepı́pedo ∆ = [xo − δ1, xo + δ1 ]× [ yo − δ2, yo + δ2 ]× [ zo − δ3, zo + δ3 ] que corta la superficie

S en un elemento regular σ, el cual se puede describir localmente por las ecuaciones de uno de los tres

tipos siguientes:

z = f1(x, y), (x, y) ∈∆z, x = f2(y, z), (y, z) ∈∆x, y = f3(x, z), (x, z) ∈∆y,

donde las funciones f1, f2, f3 tienen derivadas parciales continuas sobre los rectángulos cerrados.

Observación En vez del paralelepı́pedo ∆ se pudo definir en general un abierto acotado S, de modo

que S̄u sea la proyección sobre el plano u = 0.

Proposición 3.1.1 Si g(x, y, z) es una función de clase C1, g:R −→ R, R ⊂ R

3 abierto tal que

‖∇g(x, y, z)‖> 0, ∀(x, y, z) ∈ R y si la superficie S para la cual g(x, y, z) = 0 no es vacı́a, entonces

S es regular.

Demostración En efecto, si
∂g
∂z

(xo, yo, zo) 6= 0, por el teorema de la función implı́cita existe U abierto

acotado, para el cual z = f(x, y), (x, y) ∈ U y g(x, y, f(x, y)) = 0, la función f es de la clase C1. Ası́

la superficie es regular sobre Ū .

• El plano tangente de la superficie S es z−zo = ∂f
∂x

(xo, yo)(x−xo)+ ∂f
∂y

(xo, yo)(y−yo) y por el hecho

que
∂f

∂x
(xo, yo) = −

∂g
∂x

(xo, yo, zo)

∂g
∂z

(xo, yo, zo)
,
∂f
∂y (xo, yo) = −

∂g
∂y

(xo, yo, zo)

∂g
∂z

(xo, yo, zo)
, se tiene

∂g
∂x

(xo, yo, zo)(x −

xo) +
∂g
∂y

(xo, yo, zo)(y − yo) +
∂g
∂z

(xo, yo, zo)(z − zo) = 0.

• La superficie de la esfera x2 + y2 + z2 = R2, (R > 0), es regular, pues si (xo, yo, zo) ∈ S, una de

las coordenadas es 6= 0, digamos zo 6= 0 y existe un abierto (xo, yo) ∈ O ⊂ B((0, 0), R) de modo
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que z = f(x, y) = signo (zo)
√

R2 − x2 − y2, (x, y) ∈ O y tiene derivadas parciales continuas. La

superficie de la esfera es una superficie regular sin frontera. La parte S1 de la superficie de la esfera con

z > 0, es una superficie regular con borde Γ′, dado por x2 + y2 = R2.

La cerradura de S̄1 = S1 ∪ Γ′ es el hemisferio superior (con

frontera). Ası́ S̄1 se proyecta uno a uno sobre el plano xy y no

puede proyectarse uno a uno sobre otro plano que no sea xy. mis5a.tex

✲

✻

✰

R

R

Rx

y

z

Γ′

S1

Definición 3.1.4 Una superficie que se puede partir en un número finito de elementos regulares se dice

regular a trozos.

Definición 3.1.5 Una superficie parametrizada S es regular a trozos, si es la unión de imágenes de

superficies parametrizadas ri:Ri −→ R

3, Ri ⊂ R2 tales que:

i) Ri es un abierto del plano

ii) ri es de clase C1 y uno a uno excepto tal vez en la frontera de Ri

iii) Si, la imagen de ri es regular, excepto tal vez en un número finito de puntos.

Ejemplo 3.1.3 Cuando una superficie S se da en la forma explı́cita z = f(x, y), podemos representarla

por la ecuación r(x, y) = (x, y, f(x, y)). La proyección de S sobre el plano xy determina R. Además,

el producto vectorial es:

∂r

∂x
× ∂r

∂y
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k

1 0
∂f
∂x

0 1
∂f
∂y

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

(

− ∂f

∂x
,− ∂f

∂y
, 1

)

,

mis4.tex

✲

✻

✰
x

y

z

z = f(x, y)

S

R q(x, y)

q

por lo que ∂r
∂x

× ∂r
∂y

6= 0, ∀(x, y) ∈ R. Los únicos puntos singulares que se pueden dar son puntos en

los que una de las derivadas parciales
∂f
∂x

,
∂f
∂y

no es continua.

Un caso tı́pico es la ecuación z =
√

1− x2 − y2 que representa el hemisferio superior de radio 1,

centrado en el origen, con x2 + y2 6 1.
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Las derivadas parciales ∂r
∂x

, ∂r
∂y

existen y son continuas en el

interior del cı́rculo x2 + y2 6 1, pero no existen en la circunfe-

rencia x2 + y2 = 1. Consideremos ahora el mismo hemisferio

anterior, representado por: mis5.tex

✲

✻

✰

1

1

1
x

y

z

r(u, v) = (cosu cos v, sen u cos v, sen v), ∂r
∂u

= (− sen u cos v, cosu cos v, 0),

∂r
∂v

= (− cosu sen v,− sen u sen v, cos v), ∂r
∂u

× ∂r
∂v

= cos v r(u, v), R = [ 0, 2π ]× [ 0, π2 ].

La imagen de R no es una superficie paramétrica simple, pues al punto (0, 0, 1) (polo norte) se le asocia

[ 0, 2π ]×{π2 } y es el único punto singular. Además r(0, v) = r(2π, v) de modo que los lados izquierdo

y derecho de S se aplican a la misma curva, que es un arco que une el polo norte al punto (1, 0, 0) del

ecuador.

Ejemplo 3.1.4 La definición de superficie regular implica la existencia de una región la cual corta S, en

un elemento regular σ que se representa explı́citamente, digamos por la función z = f(x, y), (x, y)∈∆′,

la cual es de clase C1, entonces el vector:

η =



∓ fx
√

1 + f2
x + f2

y

,∓ fy
√

1 + f2
x + f2

y

,± 1
√

1 + f2
x + f2

y





es normal a la superficie y podemos decir que S es una superficie regular localmente orientable1.

Ejemplo 3.1.5 Las ecuaciones x = a cos v cosu, y = a cos v sen u, z = a sen v, −π
2 < v < π

2 ,

0< u < 2π, representan la superficie de una esfera de radio a con centro en el origen.

Un cálculo breve determina

∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥ = a2| cos v|. De acuerdo a este resultado no podemos decir

que la superficie de la esfera S de radio a es regular, pero esto no es debido a la superficie S sino a

la escogencia de la parametrización, pues los polos en los valores v = ±π
2 de los parámetros no son

singulares.

a

✸

✿▼u
v

✻

✙ s
✧

✧
✧

✧✧x

y

z✓
✓
θ

b

a
❑

1Más adelante se precisará la noción de superficie orientable
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Ejemplo 3.1.6 Toro Si consideramos en el plano xy un cı́rculo de radio a con centro en (b, 0), (0 <

a < b), la rotación del cı́rculo en el espacio alrededor del eje y, genera una superficie T llamada toro.

Sea θ el ángulo de la figura y φ el ángulo a través del cual el cı́rculo es rotado alrededor del eje y.

La superficie es representada paramétricamente con ayuda de θ y φ por x = (b + a cos θ) cosφ, y =

a sen θ, z = (b + a cos θ) sen φ, 0 6 θ 6 2π, 0 6 φ 6 2π. En coordenadas cartesianas, la ecuación

del toro es:

F (x, y, z) = (
√

x2 + z2 − b)2 + y2 − a2 = 0,

donde F 2
x +F 2

y +F 2
z = 4(

√
x2 + z2 − b)2 +4y2> 0 sobre T . Es claro que T es una superficie regular.

3.1.2 Cambio de representación paramétrica de una superficie

Supongamos que la función r:R −→ R

3, R ⊂ R

2 es la representación paramétrica de la superficie

S = r(R) y que la R es la imagen de la región R′ ⊂ R

2 por la aplicación biyectiva g:R′ −→ R de

clase C1, dada por g(s, t) = (u(s, t), v(s, t)). Ası́ tenemos que w(s, t) = r(g(s, t)) y las aplicaciones

r:R −→ R

3, w:R′ −→ R

3, representan la misma superficie, es decir r(R) = w(R′) = S (regularmente

equivalentes).

Teorema 3.1.1 Sean r y w dos funciones regularmente equi-

valentes dadas por w = r◦g, dondeg(s, t) = (u(s, t), v(s, t))

es de clase C1, g:R′ −→ R, entonces:

∂w

∂s
× ∂w

∂t
=
∂r

∂u
× ∂r

∂v

∣

∣

∣

∂(u, v)

∂(s, t)

∣

∣

∣,

mis9.tex

✻

✰
x

y

z

S = r(R) = w(R′)

R R′✛g

✲

✒ ■r w

donde las derivadas parciales ∂r
∂u

, ∂r
∂v

están evaluadas en el punto (u(s, t), v(s, t)), o sea el producto

vectorial de w, es igual al producto vectorial de r, multiplicado por el determinante jacobiano de la

transformación g.

Demostración Usando la regla de la cadena para varias variables tenemos:

∂w

∂s
=
∂r

∂u

∂u

∂s
+
∂r

∂v

∂v

∂s
,

∂w

∂t
=
∂r

∂u

∂u

∂t
+
∂r

∂v

∂v

∂t
,
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donde las derivadas ∂r
∂u

, ∂r
∂v

están evaluadas en (u(s, t), v(s, t)). El producto vectorial nos da:

∂w
∂s

× ∂w
∂t

=
(

∂r
∂u

∂u
∂s

+ ∂r
∂v

∂v
∂s

)

×
(

∂r
∂u

∂u
∂t

+ ∂r
∂v

∂v
∂t

)

=
(

∂r
∂u

× ∂r
∂v

)

∂u
∂s

∂v
∂t

+
(

∂r
∂v

× ∂r
∂u

)

∂v
∂s

∂u
∂t

= ∂r
∂u

× ∂r
∂v

(

∂u
∂s

∂v
∂t

− ∂u
∂t
∂v
∂s

)

= ∂r
∂u

× ∂r
∂v

∣

∣

∣

∣

∂(u, v)
∂(s, t)

∣

∣

∣

∣

.

3.2 Área de una superficie

Consideremos en Γ un segmento rectilı́neo horizontal, su imagen por r es una curva situada en la super-

ficie r(Γ). Para v fija, ∂r
∂u

es un vector tangente a la curva y cuando u se incrementa∆u, el punto situado

en r(u, v) se desplaza a lo largo de la u-curva una distancia aproximadamente igual a

∥

∥

∥

∂r
∂u

∥

∥

∥∆u. Simi-

larmente, para u fija un punto de la v-curva se desplaza por el incremento∆v, una distancia aproximada

a

∥

∥

∥

∂r
∂v

∥

∥

∥∆v. El área del paralelogramo determinado por ∂r
∂u

∆u y ∂r
∂v

∆v es la norma de su producto

vectorial:

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
∆u × ∂r

∂v
∆v

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

∆u∆v.

Recordemos que la norma del producto vectorial puede verse como un factor de proporcionalidad de las

áreas. Ası́ en los puntos en que el producto vectorial es nulo, el paralelogramo degenera en un punto o

en una curva.

En cada punto regular los vectores ∂r
∂u

y ∂r
∂v

determinan el plano tangente, que es normal al vector

∂r
∂u

× ∂r
∂v

. La continuidad de ∂r
∂u

, ∂r
∂v

implican la continuidad del desplazamiento del plano tangente,

en una superficie regular. De este modo vemos que la continuidad de ∂r
∂u

× ∂r
∂v

no permite la presencia

de aristas o puntas en la superficie.

Para simplificar, consideremos una superficie regular S de clase C1, dada por r(u, v), (u, v)∈ R, donde

R es un rectángulo acotado.

Sea P una partición de R es un número finito de rectángulos (en el sentido de 2-dimensional), con lados

paralelos a los ejes coordenados, R1, . . . ,Rm, (R = R1 ∪ · · · ∪ Rm), donde cualesquiera dos partes se

intercambian sólo en alguna parte de sus fronteras.
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Sea (uj , vj)∈Rj un punto arbitrario, a este punto le corresponde un puntoPj = r(uj , vj) = (xj , yj, zj)∈
Sj . Cada elemento Rj de la partición P, genera una parte de la superficie Sj de S, de modo que

(Sj)j=1,...,m es una partición de S. Sea |Sj | el área de Sj , entonces el área de S es el lı́mite de la suma

de los |Sj |, cuando ‖P‖ → 0, es decir:

|S| = lim
‖P‖→0

m
∑

j=1

|Sj |,

si el lı́mite existe. Recordemos que |Sj | es aproximadamente igual a:

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
(Pj)∆uj ×

∂r

∂v
(Pj)∆vj

∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v
(Pj)

∥

∥

∥

∥

∆uj∆vj ,

donde |Rj| = ∆uj∆vj . Ası́ tenemos que:

|S| = lim
‖P‖→0

m
∑

j=1

|Sj | = lim
‖P‖→0

m
∑

j=1

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v
(Pj)

∥

∥

∥

∥

∆uj∆vj =

∫∫

R

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv.

El resultado fácilmente se generaliza a una región R acotada y medible. Se observa que si el área |S|
existe, es independiente de la partición R y de la escogencia de los puntos Pj .

Ası́ se ha demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1 Sea S una superficie regular con representación paramétrica de clase C1, r(u, v) =

(x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v)∈R ⊂ R2, R acotado medible, entonces el área de la superficie S está

dado por:

|S| =
∫∫

R

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv.

Cuando r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) se tiene que:

|S| =
∫∫

R

√

∣

∣

∣

∣

∂(y, z)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂(z, x)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

2

+

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

2

dudv.
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Si S se expresa por la ecuación z = f(x, y) i.e. r(x, y) = (x, y, f(x, y)) se tiene que:

|S| =
∫∫

R

√

1 +

(

∂f

∂x

)2

+

(

∂f

∂y

)2

dxdy.

Si S se expresa por la ecuaciónF (x, y, z) = 0, dondeS puede proyectarse uno a uno sobre el plano xy y

si la ecuación F (x, y, z) = 0, define a z como función de x, y i.e. z = f(x, y), entonces
∂f
∂x

=
−∂F
∂x
∂F
∂z

,

∂f
∂y

=
−∂F
∂y
∂F
∂z

en los puntos en que ∂F
∂z

6= 0 y tenemos:

|S| =
∫∫

R

√

(

∂F
∂x

)2

+
(

∂F
∂y

)2

+
(

∂F
∂z

)2

∣

∣

∣

∂F
∂z

∣

∣

∣

dxdy.

Teorema 3.2.2 Si r y w son dos funciones regularmente equivalentes, entonces el área de la super-

ficie |S| es independiente de la representación paramétrica usada para describir la superficie S, es

decir si r:R −→ R

3, R ⊂ R

2 es la representación paramétrica de la superficie S = r(R) y R

es la imagen de la región R′ ⊂ R

2 por la aplicación biyectiva g:R′ −→ R de clase C1, dada por

g(s, t) = (u(s, t), v(s, t)), de modo que w(s, t) = r(g(s, t)), (r(R) = w(R′) = S), entonces
∫∫

R

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv =

∫∫

R′

∥

∥

∥

∥

∂w

∂s
× ∂w

∂t

∥

∥

∥

∥

dsdt

Demostración Dado que w = r ◦ g, donde g es de clase C1 y biyectiva, g:R′ −→ R, por la fórmula

de cambio de variable tenemos que:

|S| =
∫∫

R

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv =

∫∫

R′

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v
◦ g(s, t)

∥

∥

∥

∥

∣

∣

∣

∣

∂(u, v)

∂(s, t)

∣

∣

∣

∣

dsdt =

∫∫

R′

∥

∥

∥

∥

∂w

∂s
× ∂w

∂t

∥

∥

∥

∥

dsdt.

– Si consideramos una superficie regularS representada paramétricamente por r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

donde

∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥>0, para (u, v)∈R abierto medible en el plano uv y donde x, y, z son de la clase C1

en R̄. Se supone que existe una correspondencia uno a uno entre S y R. Como R es un abierto medible,

es acotado y tiene frontera γ no vacı́a. La frontera γ se transforma bajo las condiciones de r, en el borde

Γ = S̄\S de la superficie. No se requiere que la transformación de γ en Γ sea uno a uno.

S

Γ

u

v

R

γ

x

y

z

fig82.tex
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– Supongamos que la superficie S es proyectable uno a uno sobre el plano z = 0 i.e. z = f(x, y) y que

x = g1(u, v), y = g2(u, v), (x, y) ∈ R′, (u, v) ∈ R de clase C1 es una biyección entre los conjuntos

abiertos medibles R′ y R de modo que el Jacobiano

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

6= 0.

Sean p =
∂f
∂x

, q =
∂f
∂y

las derivadas parciales de z = f(x, y) = g3(u(x, y), v(x, y)), (x, y) ∈ R′,

donde u(x, y) y v(x, y) son las soluciones del sistema x = g1(u, v), y = g2(u, v), tales que no sólo son

continuas sobre R, sino que son uniformemente continuas, entonces tenemos:

|S| =
∫∫

R

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv =

∫∫

R′

√

1 + p2 + q2 dxdy.

Si las funciones p y g son solamente continuas y acotadas, la igualdad anterior puede fallar, salvo que

se pueda garantizar el cambio de variable en la integral. Además si p y q son continuas pero no acotadas

sobre R, la igualdad anterior puede sin embargo, ser válida si la integral de la derecha se entiende en el

sentido de la integral impropia.

– Si ω es un abierto medible, ω ⊂ R, la parte S(ω) de la superficie regular S dada por r(u, v) =

(x(u, v), y(u, v), z(u, v)), (u, v) ∈ ω es a su vez regular y su área está dada por:

|S(ω)| =
∫∫

ω

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv.

La integral anterior tiene sentido cuando ω es un conjunto medible arbitrario de R̄ y es natural verla

como la integral del área de la parte S(ω), de una superficie regular S descrita por r = (x, y, z).

Es obvio que |S(ω)| = |S(ω̄)| y en particular |S̄| = |S(R̄)| = |S(R)| = |S|. Ası́, se puede hablar de

la parte S(ω) de la superficie S̄ descrita por r = (x, y, z), correspondiente a cada posible subconjunto

ω ⊂ R. A cada una de estos subconjuntos le asociamos el número |S(ω)|. Si ω1, ω2 son medibles

|S(ω1 ∪ ω2)| = |S(ω1)|+ |S(ω2)|.
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– Al describir la superficie por la ecuación F (x, y, z) = z −
f(x, y) = 0, el vector ∇F = (−∂f

∂x
,−∂f

∂y
, 1) = η es normal a

la superficie. Ası́:

cos γ =
η ·k
‖η‖ =

1
√

1 +

(

∂f
∂x

)2

+

(

∂f
∂y

)2
,

por lo tanto: fig86.tex

✻

y

z

x

✲

✠

γ η

✯∆S

✛z = g(x, y)

R

q ∆R

✻
✁
✁✕②

|S| =
∫∫

R

1

cos γ
dxdy =

∫∫

R

√

1 +

(

∂f

∂x

)2

+

(

∂f

∂y

)2

dxdy.

Este resultado es sugestivo geométricamente, pues si un rectángulo en el plano xy tiene área ∆R, el área

de la parte correspondiente sobre la superficie es ∆S ≈ ∆R/ cosγ.

Ejemplo 3.2.1 Área de la superficie de la esfera Tenemos la representación cartesiana x2 + y2 +

z2 = a2, la representación funcional z = ±
√

a2 − x2 − y2 y la representación paramétrica r(u, v) =

(a cosu cos v, a sen u cos v, a sen v).

Usando la representación implı́cita F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 − a2, tenemos que ∂F
∂x

= 2x, ∂F
∂y

= 2y,

∂F
∂z

= 2z. El hemisferio superior o el inferior se proyecta uno a uno sobre R = {(x, y)∈R2/x2+y2 6

a2} en el plano xy. No podemos aplicar la fórmula directamente porque ∂F
∂z

= 0 en la frontera de R,

pero no se anula en el interior de R, por lo que podemos considerar un disco centrado en el origen R(b)

de radio b < a.

Si S(b) representa la porción de superficie correspondiente del hemisferio superior podemos usar la

fórmula y tenemos:

|S(b)|=
∫∫

R(b)

√

(2x)2 + (2y)2 + (2z)2

|2z| dxdy =

∫∫

R(b)

a

z
dxdy = a

∫ 2π

0

∫ b

0

rdr√
a2 − r2

dθ

=2πa(a−
√
a2 − b2) −→ 2πa2 cuando b −→ a.

El área de la superficie de la esfera es 4πa2.

Usando la representación paramétrica r(u, v) tenemos que

∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥ = ‖a cos v r(u, v)‖ = a2| cos v|,
donde R = ] 0, 2π [× ]−π

2 ,
π
2 [.

Las ecuaciones especifican una superficie regular que es la parte de la superficie de la esfera de radio a

obtenida borrando el meridiano u = 0, |v| < π
2 y la condición

∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥ > 0 se da. En particular la
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correspondencia es uno a uno entre S y R y sin embargo no se establece una correspondencia uno a uno

entre γ = R̄\R y Γ = S̄\S. El borde Γ de la superficie S es el mencionado meridiano. La superficie de

la cerradura S̄ de la superficie S descrita por r está dada por:

|S̄| = |S| =
∫∫

R

a2| cos v|dudv = 4πa2.

También el área de la superficie S̄ se puede ver como la suma de las áreas de ocho partes contiguas

de S̄ cortadas por los planos coordenados. Una de estas es la parte σ del primer octante descrita por

z = +
√

a2 − x2 − y2, x > 0, y > 0, x2 + y2 6 a2, con derivadas parciales
∂f

∂x
=

−x
√

a2 − x2 − y2
,

∂f

∂y
=

−y
√

a2 − x2 − y2
. Está área se puede calcular usando coordenadas cartesianas, pero la integral

debe verse como una integral impropia:

|S| = lim
ρ→a

∫∫

x2+y26ρ2

√

1 +

(

∂f

∂x

)2

+

(

∂f

∂y

)2

dxdy = lim
ρ→a

∫∫

x2+y26ρ2

dxdy
√

a2 − x2 − y2
.

Ejemplo 3.2.2 Calculemos el área de la superficie de un toro dada por x = (b + a cos θ) cosϕ, y =

a sen θ, z = (b+a cos θ) sen ϕ, 0<a<b, 0 6 θ 6 2π, 0 6 ϕ 6 2π,

∥

∥

∥

∂r
∂θ

× ∂r
∂ϕ

∥

∥

∥ = a(b+a cos θ)>0.

Para aplicar los teoremas debemos ver a la superficie como una cerradura T̄ de una superficie regular T

descrita por las ecuaciones paramétricas en R = ] 0, 2π [× ] 0, 2π [. Ası́ las condiciones se establecen y

|T̄ | = |T | =
∫ 2π

0

dϕ

∫ 2π

0

a(b+ a cos θ)dθ = 2πa·2πb = 4π2ab.

Ejemplo 3.2.3 Teorema de Guldin–Pappus Uno de los teoremas de Guldin–Pappus establece que

una superficie de revolución obtenida por la rotación de una curva plana de longitud ℓ alrededor de

un eje situado en el plano de la curva, tiene por área 2πℓh, donde h es la distancia desde el centro de

gravedad de la curva al eje de rotación. Usaremos la fórmula para demostrar este teorema en un caso

especial de superficie de revolución.

Consideremos una curva Γ, inicialmente en el plano xz, que gira alrededor del eje z. Sea z = f(x)

su ecuación en el plano xz, donde a 6 x 6 b, a > 0, la superficie de revolución S ası́ engen-

drada puede representarse por la ecuación vectorial r(u, v) = (u cos v, u sen v, f(u)), donde (u, v) ∈
[ a, b ]× [ 0, 2π ]. Los parámetros u, v pueden interpretarse como el radio y el ángulo polar como se ve

en la figura siguiente.
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Si a 6 u 6 b, todos los puntos (x, y, z) a una misma distancia

u del eje z, tienen la misma coordenada z, f(u), de manera que

están todos en la superficie.

Ası́ tenemos que: mis7.tex ✠

✲

✻

u

v✿a

b

q(x, y, z)

x

y

z

Γ

✲

∂r

∂u
× ∂r

∂v
=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k

cos v sen v f ′(u)

−u sen v u cos v 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (−uf ′(u) cos v,−uf ′(u) sen v, u),

por lo que

∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥ = u

√

1 + [ f ′(u) ]2 y el área es:

|S| =
∫ 2π

0

∫ b

a

u
√

1 + (f ′(u))2dudv = 2π

∫ b

a

u
√

1 + (f ′(u))2du = 2π

∫

Γ

xds.

En efecto, la integral resultante puede expresarse como

∫

Γ

xds, que es una integral de lı́nea respecto a

la longitud del arco tomada a lo largo de Γ. Como esta integral vale x̄ℓ, donde x̄ es la coordenada x del

centro de gravedad de Γ y ℓ la longitud de Γ, entonces el área de S es 2πℓx̄.

Ejemplo 3.2.4 La definición de área de una superficie oculta una dificultad, ya que la simple gen-

eralización de la definición de longitud de arco no es válida, pues si aproximamos el área mediante

superficies poliédricas inscritas, de modo que las dimensiones de las caras de la superficie poliédrica

tiendan a cero, el lı́mite de las correpondientes áreas de las superficies poliédricas, puede no esxitir

dependiendo del tipo de superficie poliédrica usada.

Consideremos un cilindro regular de radio R y altura H . Sea σ la superficie

lateral y |σ| el área de la superficie. Se divide σ en partes con ayuda de un

sistema equidistante de planos perpendiculares al eje del cilindro, distanciados

por H/m3. Denotando C1, . . . , Cm3 los cı́rculos resultantes del corte de los

planos en la superficie σ, y partamos el cı́rculo C con ayuda de 2m partes

iguales. fig83.tex

✻

R

eje

H

El paso siguiente es eliminar de los cı́rculos Ck con ı́ndice impar, los puntos con ı́ndices pares y de

los cı́rculos Ck con ı́ndice par, los puntos con ı́ndices impares. Ası́ quedan un número finito de puntos

marcados sobre la superficie σ y se construye un sistema de triángulos con vértices estos puntos, i.e.

se obtiene una superficie σm inscrita en σ. Dos puntos de cada tripleta pertenece a un mismo cı́rculo

Ck y el tercero pertenece a Ck+1 o Ck−1. El número de triángulos es igual a 2m·m3 = 2m4 y el área
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de cada triángulo es 1
2

(

2R sen π
m

)

√

R2
(

1− cos πm

)2

+
(

H
m3

)2

∼ π3

2m3
R2 cuando m → ∞. Ası́

|σm| ∼ 2m4·π
3R2

2m3
= π3R2m→ +∞, cuandom→ ∞.

Esto nos indica que el área no puede definirse simplemente como el lı́mite del área de la superficie

poligonal inscrita, cuando el máximo diámetro tiende a cero.

Este ejemplo es conocido como el ejemplo de Schwarz2 , quien lo dió a conocer en 1890.

H

m3

R − R cos πm

❄

a

■πm b = 2R sen π
m

fig84.tex

Ejemplo 3.2.5 Se considera y = f(x) una función continua sobre

[ a, b ] y se desea calcular el área de la superficie generada al girar el

gráfico de f(x) alrededor del eje x.

Se define la parametrización x = u, y = f(u) sen v, z =

f(u) cos v, sobre la regiónD: a 6 u 6 b, 0 6 v 6 2π. fig85.tex
✠

z

x

y
✻

b
a

y = f(x)

✲

2Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) Nace en Hermsdorf, Silesia (hoy Polonia) y muere en Berlı́n, Alemania.

Schwarz comenzó en Berlı́n sus estudios en quı́mica, pero fue influenciado por Kummer y Weierstrass y se interesa en la ge-

ometrı́a. Continuó estudiando en Berlı́n supervisado por Weierstrass hasta su doctorado (en 1864) sobre superficies mı́nimas

(superficies de menor área), un problema tı́pico del cálculo de variaciones, que estableció un puente entre la teorı́a de superficies

mı́nimas y la teorı́a de funciones analı́ticas. En 1869 fue designado como profesor de matemáticas en el Eidgenössische Technis-

che Hochschule en Zurich y en 1875, aceptó un puesto de Matemáticas en la Universidad de Göttingen. Schwarz dio un método

alternativo para resolver el problema de Dirichlet que pronto llegó a ser una técnica usual. Schwarz contestó la pregunta de si una

superficie mı́nima dada rinde realmente un área mı́nima. Una idea de este trabajo, en que él construyó una función que usa aprox-

imaciones sucesivas, Emile Picard la usó para la prueba de la existencia para soluciones de ecuaciones diferenciales. Contiene

también la desigualdad para la integral ahora conocido como “la desigualdad de Cauchy-Schwarz o de Cauchy-Bunyakovsky-

Schwarz”. Creó métodos generales basado en su magnı́fica intuición geométrica. La desigualdad de Cauchy-Schwarz aparece en

aritmética, geometrı́a y en las formulaciones teóricas del trabajo de matemáticos tal como Bunyakovsky, Cauchy, Grassmann, von

Neumann y Weyl.
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Ası́ tenemos

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

= −f(u) sen v,

∣

∣

∣

∣

∂(y, z)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

= f(u)f ′(u),

∣

∣

∣

∣

∂(x, z)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

= f(u) cos v y el área es:

|S|=
∫∫

D

√

f(u)2 sen 2 v + f(u)2f ′(u)2 + f(u)2 cos2 v dudv

=

∫∫

D

|f(u)|
√

1 + f ′(u)2 dudv =

∫ 2π

0

∫ b

a

|f(u)|
√

1 + f ′(u)2 dudv

= 2π

∫ b

a

|f(u)|
√

1 + [ f ′(u) ]2 du.

3.3 Integral de un campo escalar sobre una superficie

En esta sección nos interesa definir la integral de una función f sobre una superficie regular parametrizada

S.

Definición 3.3.1 Sea S una superficie regular parametrizada por la función r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

donde (u, v) ∈ R abierto medible, r de clase C1 sobre R̄, de modo que

∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥ > 0, para todo

(u, v) ∈ R, r es una biyección entre R y S.

Sea h(x, y, z) una función definida y acotada sobre S̄ y sea P una partición de R en m partes Rj , tales

que dos partes se intersecan a lo sumo en sus fronteras. A cada Rj le corresponde una parte Sj de la

superficie S y se considera ξj = (xj , yj , zj), (j = 1, . . . ,m) un punto arbitrario de Sj .

Se considera la suma
m
∑

j=1

h(ξj)|Sj |, donde |Sj | es el área de Sj y se toma el lı́mite:

lim
‖P‖→0

m
∑

j=1

h(ξj)|Sj | =
∫∫

S

h(x, y, z) dS,

si existe, le decimos integral de superficie de la función escalar h sobre la superficie S.

Se observa que la integral de superficie (si existe) es independiente de la partición de R en las partes Rj

y de la escogencia de los puntos ξj .

Proposición 3.3.1 Con las hipótesis de la definición ??, la integral de superficie (si existe) es indepen-

diente de la representación parametrizada de la superficie S.

Prueba Sean (xj , yj , zj) = ξj = r(uj , vj), (uj , vj) ∈ Rj , (j = 1, . . . ,m) y sea u = g1(u
′, v′),

v = g2(u
′, v′), (u′, v′) ∈ R′, abierto medible, g = (g1, g2) biyección de R′ en R de clase C1 en R′ y

donde

∣

∣

∣

∣

∂(u, v)

∂(u′, v′)

∣

∣

∣

∣

6= 0, (u′, v′) ∈ R′, entonces la suma:

m
∑

j=1

h(ξj)

∫∫

Rj

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv =

m
∑

j=1

h(ξj)

∫∫

R′
j

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u′
× ∂r

∂v′

∥

∥

∥

∥

du′dv′ −→
∫∫

S

h(x, y, z)dS.
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Corolario 3.3.1 Bajo las hipótesis de la definición ??, se tiene:
∫∫

S

h(x, y, z)dS =

∫∫

R

h ◦ r(u, v)
∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv.

Prueba En efecto:

m
∑

j=1

h ◦ r(uj , vj)
∫∫

Rj

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv =

m
∑

j=1

h ◦ r(uj , vj)µj |Rj | =

m
∑

j=1

h ◦ r(uj , vj)
∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥

j
|Rj |+ ǫm −→

∫∫

R

h ◦ r(u, v)
∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv,

cuando ‖P‖ = max
16j6m

d(Rj) −→ 0, donde ‖ ‖j significa que la expresión se evalúa en ξj = (xj , yj , zj)

y pj = inf
(u,v)∈Rj

∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥ 6 µj 6 Pj = sup
(u,v)∈Rj

∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥.

Es claro que |ǫm| =
∣

∣

∣

∣

∣

m
∑

j=1

h(ξj)(µj −
∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥)|Rj|
∣

∣

∣

∣

∣

6 k
m
∑

j=1

(µj−pj)|Rj | −→ 0, cuando ‖P‖ → 0,

con |h(ξ)| 6 k, ξ ∈ S.

Observación Si una superficie regular S está determinada por la ecuación z = f(x, y), (x, y) ∈ R,

f ∈ C1 sobre R̄, se puede parametrizar S con ayuda de x y y: x = x, y = y, z = f(x, y), por lo que
∥

∥

∥

∥

∂r

∂x
× ∂r

∂y

∥

∥

∥

∥

=
√

1 + p2 + q2, p =
∂f
∂x

, q =
∂f
∂y

y se tiene:

∫∫

S

h(x, y, z)dS =

∫∫

R

h(x, y, f(x, y))
√

1 + p2 + q2 dxdy.

Si la superficie regular S se representa por la parametrización r(u, v), (u, v) ∈ R abierto medible, de la

forma x = u, y = v, z = f(u, v), donde f es continua sobre R y no acotada en la frontera de R. En tal

caso la integral de h sobre S se da, si la integral de la derecha se considera en el sentido impropio. Esto

sucede cuando la integral se calcula sobre la superficie de una semi-esfera.

Si S es la unión de superficies parametrizadas Si, i = 1, . . . , p, que se intersecan a lo sumo en curvas

que forman parte de sus fronteras, la integral de h sobre S está dada por:

∫∫

S

h dS =

p
∑

i=1

∫∫

Si

h dS.

Ejemplo 3.3.1 Sea la helicoide S definido por x = r cos θ, y = r sen θ y z = θ, 0 6 θ 6 2π,

0 6 r 6 1, y se desea hallar la integral de h(x, y, z) =
√

x2 + y2 + 1 sobre S.

Sabemos que

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(r, θ)

∣

∣

∣

∣

= r,

∣

∣

∣

∣

∂(y, z)
∂(r, θ)

∣

∣

∣

∣

= sen θ,

∣

∣

∣

∣

∂(x, z)
∂(r, θ)

∣

∣

∣

∣

= cos θ y f(r cos θ, r sen θ, θ) =
√
r2 + 1,

es decir:
∫∫

S

f dS =

∫∫

R

f(r(r, θ))

∥

∥

∥

∥

∂r

∂r
× ∂r

∂θ

∥

∥

∥

∥

rdrdθ =

∫ 2π

0

∫ 1

0

√

r2 + 1
√

r2 + 1 rdrdθ = 8
3π.
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Teorema 3.3.1 Si r y w son dos funciones regularmente equivalentes y la integral de superficie

∫∫

r(R)

f dS

existe, entonces

∫∫

w(R′)

f dS también existe y se tiene que

∫∫

r(R)

f dS =

∫∫

w(R′)

f dS.

Demostración Se tiene que

∫∫

S

f dS =

∫∫

r(R)

f dS =

∫∫

R

f(r(u, v))

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv.

Por otro lado w = r ◦ g donde g es de clase C1 y biyectiva, g:R′ −→ R. La fórmula de cambio de

variable establece que:

∫∫

R

f [ r(u, v) ]

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

dudv =

∫∫

R′

f(r(g(s, t)))

∥

∥

∥

∥

∂r

∂u
× ∂r

∂v

∥

∥

∥

∥

∣

∣

∣

∣

∂(u, v)

∂(s, t)

∣

∣

∣

∣

dsdt

=

∫∫

R′

f(w(s, t))

∥

∥

∥

∥

∂w

∂s
× ∂w

∂t

∥

∥

∥

∥

dsdt =

∫∫

w(R′)

f dS.

3.3.1 Centro de gravedad, momento de inercia

Si un campo escalar f se interpreta como la densidad (masa por unidad de área) de una lámina delgada

adaptada a la superficie S, la masa m de la superficie se define por la fórmulam =

∫∫

S

f(x, y, z)dS.

Su centro de gravedad es el punto (x̄, ȳ, z̄) determinado por las fórmulas:

x̄ =
1

m

∫∫

S

xf(x, y, z)dS, ȳ =
1

m

∫∫

S

yf(x, y, z)dS, z̄ =
1

m

∫∫

S

zf(x, y, z)dS.

El momento de inercia Iℓ de S alrededor de un eje ℓ viene dado por:

Iℓ =

∫∫

S

δ2(x, y, z)f(x, y, z)dS,

donde δ(x, y, z) representa la distancia de un punto (x, y, z) de S a la recta ℓ.

Ejemplo 3.3.2 Determinar el centro de gravedad de la superficie de una semi–esfera uniforme de radio

a.

Consideremos la representación paramétrica r(u, v) = (a cosu cos v, a sen u cos v, a sen v), en la que

0 6 u 6 2π, 0 6 v 6 π
2 . En este caso la densidad f es contante, es decir f = c y la masa m es 2πa2c

(c veces el área de S). Dada la simetrı́a de la esfera, las coordenadas x̄ = ȳ = 0. La coordenada z̄ es:

z̄ =
1

m

∫∫

S

z dS =
c

m

∫∫

R

a(sen v)a2(cos v)dudv =
1

m
2πa3c

∫ π
2

0

sen v cos vdv =
π

m
a3c =

a

2
.



superf.tex 205

3.4 Superficies orientables

Consideremos una superficie S arbitraria representada por r(u, v) = (x, y, z). La normal a S en el

punto (u, v) puede escogerse de dos vectores con direcciones opuestas, a saber η = ±
∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥

,

(u, v) ∈ R.

El signo + corresponde a un lado de la superficie S (con una familia “continua” de vectores unitarios)

y el signo − corresponde al otro lado de la superficie.

Definición 3.4.1 Si en cada punto (x, y, z) de la superficie regular S, es posible asociarle un vector

unitario η (x, y, z), de modo que como función sea continua sobre toda la superficie S, entonces se dice

que la superficie S es orientable.

Cuando se habla de superficie regular orientable, no sólo hablamos de S como superficie regular sino

que también se habla de una función η (x, y, z) continua sobre S, que determina o define un lado de la

superficie regular S, i.e. el lado que determina la familia de vectores unitarios η (x, y, z) dependiendo

continuamente de (x, y, z).

La misma superficie orientada contrariamente, debe designarse distintamente. Es conveniente denotar

estas dos superficies orientadas opuestas S+ y S−. Por supuesto la escogencia del lado denotado S+ es

arbitraria y después que se ha escogido, el otro lado se denota S−.

La definición supone que la superficie tiene dos lados. Daremos un ejemplo de superficie de un sólo

lado y por lo tanto no orientable. El primer ejemplo conocido de este tipo de superficie fue la cinta de

Möbius.

η1

η2

✟✟✙
✯

η1

η2 PPΓ

��✒

✠

fig64.tex

En cada punto (x, y, z) de la cinta de Möbius hay dos normales η 1 y η 2, sin embargo η 1 no determina

un lado único de la superficie en (x, y, z), ni tampoco η 2. Para ver esto “deslizamos” η 2 alrededor de

una curva cerrada Γ. Cuando η 2 regresa al punto de partida coincidirı́a con η 1 y η 2 apuntan del mismo

lado de (x, y, z) por lo que la superficie tiene un solo lado. Más adelante volveremos sobre este asunto.

En el espacio 3-dimensional hay esencialmente dos tipos de sistemas de coordenadas, como se muestra

en la siguiente figura. El sistema a) se conoce como sistema de mano derecha y el sistema b) se conoce
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como sistema de mano izquierda. En el sistema a), la rotación más pequeña que se debe realizar, para

hacer coincidir el eje positivo x, con el eje positivo y, dejando fijo el eje z, es un movimiento en sentido

contrario a las agujas del reloj. En el sistema b) el movimiento es en el sentido de las agujas del reloj.

Diremos que el sistema de coordenadas xyz está ori-

entado positivamente, si se rige por la ley de la mano

derecha (sistema a)). En el caso contrario diremos que

el sistema está orientado negativamente. fig67a.tex

✚
✚✚❂

✲

✻

✚
✚✚❂

✲

✻

✲

x

z

y

y

z

x✛

✲

✠

✻
z

x

y

a) b)

Es natural asociar a cada uno de los dos sistemas de coordenadas, un “tornillo” entendido como un

objeto consistiendo de un vector unitario en la dirección positiva del eje z y un cı́rculo (cabeza del

tornillo), cuyo plano es perpendicular al eje z y cuyo borde es orientado en la dirección de la más

pequeña rotación para ir del eje positivo x, al eje positivo y.

El eje z se puede ver como el eje del tornillo y el cı́rculo como la cabeza de un tornillo de mano derecha

(rı́gidamente conectado a la cabeza), entonces la cabeza es rotada en la dirección de la flecha como se

muestra en la figura a) y el tornillo se dirige en la dirección positiva del eje z.

Consideremos que en el espacio 3-dimensional se escogió un sistema

de coordenadas, el cual se especifica una orientación de la superficie S.

Esto lleva implı́cito que es posible dibujar un vector normal η (x) a la

superficie en todo punto de S, que sea continuo. fig67b.tex

✻

✲✟✟✟✙
✲

❞q
Γ

x

x

y

z ♦ ✼
✸

❥⑥

❥

γ

Si en un punto x = (x, y, z) de la superficie S consideramos una bolaB((x, y, z), ǫ), corta la superficie

en una parte σ(x) conteniendo al punto x. Se escoge la dirección de la curva Γ(x) tal que el vector η (x)

y el elemento de superficie σ(x) formen un sistema cuya orientación sea coherente con la orientación

del sistema de coordenadas escogido.
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Si la superficie S tiene un borde Γ, la construcción que establecimos da

una manera para definir la dirección de Γ. Consideremos un punto x en

el contorno Γ, en este punto coinciden la dirección de Γ y de la frontera

γ de una pequeña porción de la superficie S que pasa por x. Adjunto se

muestra una superficie orientada cuya frontera son las curvas Γ1 y Γ2.fig67c.tex

✻

✲✟✟✟✙
✲

x

y

z

❥

❨
❦

❥
■

Γ1

Γ2

Una superficie S orientada que se corta en dos superficies S1 y S2 por

una curva regular γ, las orientaciones de S1 y S2 son coherentes con

la orientación de S. A lo largo de la curva γ los bordes de S1 y S2 se

describen en direcciones opuestas. Esta observación es esencial para la

definición de una superficie regular orientable a trozos. fig68.tex

✻

✲✟✟✟✟✙
✲

x

y

z

✍✌✴✼

❥

⑥ q
S2

S1

☛

γ

Definición 3.4.2 Una superficie S regular a trozos se dice orientable si cada uno de los elementos

son regulares orientados y si las direcciones correspondientes en los contornos de los elementos son

coherentes en el sentido de que son opuestos entre si a lo largo de toda la frontera común.

Si observamos la superficie del cubo, es una superficie regular a trozos

orientable, compuesta por seis superficies cuadradas que son regulares

y orientables. fig69.tex

✠
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✻

✛
✲
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✻

✛

❄

Definición 3.4.3 Sea r:R ⊂ R

2 −→ R

3 una parametrización de la superficie S regular orientable,

donde ∂r
∂u

× ∂r
∂v

6= 0, para (u, v) ∈ R.

Sea η (u, v) la normal unitaria, se dice que la parametrización r preserva la orientación si

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥

=

η (u, v) en todo (u, v) ∈ R. En caso contrario se dice que r invierte la orientación.

3.5 Integral de un campo vectorial sobre una superficie

Definición 3.5.1 Sea f: T −→ R

3, T ⊂ R

3, acotado y medible, f un campo vectorial de clase C1 y

sea S una superficie regular parametrizada por la función r(u, v), donde (u, v)∈R abierto medible, de
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modo que S ⊂ T , la integral de la función vectorial f sobre la superficie S se define por:

∫∫

S

f·η dS =

∫∫

R

f· ∂r
∂u

× ∂r

∂v
dudv.

Ejemplo 3.5.1 Flujo a través de una superficie

Imaginemos que un fluido es una colección de partı́culas y que a cada partı́cula (x, y, z) le asignamos

un vector v(x, y, z) que representa la velocidad. Este es el campo de velocidad de la corriente, el cual

puede variar o no con el tiempo. Vamos a considerar corrientes estacionarias (corrientes en que la

velocidad v(x, y, z) depende sólo de la posición de la partı́cula y no del tiempo).

Sea ρ(x, y, z) la densidad (masa por unidad de volumen) del fluido en el punto (x, y, z), si el fluido es

incomprensible la densidad ρ será constante en todo el fluido. Para un fluido comprensible (como el

gas) la densidad puede variar de un punto a otro. Ası́ se tendrá que la densidad es un campo escalar

asociado a la corriente. El producto de la densidad por la velocidad la representamos por f(x, y, z) =

ρ(x, y, z)v(x, y, z), es un campo vectorial llamado densidad de flujo de corriente.

Dicho de otro modo, el campo vectorial de flujo f nos dice cuanta masa de fluido circula por el punto

(x, y, z), en la dirección de v(x, y, z), por unidad de área y de tiempo.

Sea S = r(R) una superficie paramétrica simple, en cada punto regular de S designaremos con η el

vector unitario normal que tenga el mismo sentido que el producto vectorial, es decir:

η =

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥

∂r
∂u

× ∂r
∂v

∥

∥

∥

.

El producto escalar f·η representa el componente del vector densidad de flujo en la dirección de η .

La masa de fluido que pasa a través de S, por unidad de tiempo en la dirección de η , se define con la

integral de superficie:
∫∫

S

f·η dS =

∫∫

R

f· ∂r
∂u

× ∂r

∂v
dudv.

3.5.1 Observaciones sobre las integrales de superficie

Si S = r(R) es una superficie parametrizada, el producto vectorial n = ∂r
∂u

× ∂r
∂v

es normal a la

superficie S, en cada punto regular de la superficie. Sabemos que en cada uno de estos puntos existen

dos vectores normales unitarios, unoη 1 que tiene la misma dirección quen y otroη 2 que tiene dirección

opuesta:

η 1 =
n

‖n‖ , η 2 = −η 1.
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Sea η una de las dos normales η 1 o η 2, sea f un campo vectorial definido sobre S y supongamos que

la integral de superficie

∫∫

S

f·η dS existe, entonces podemos escribir:

∫∫

S

f·η dS =±
∫∫

R

f(r(u, v))·
(

∂r

∂u
× ∂r

∂v

)

dudv,

donde el signo + se usa si η = η 1 y el signo − se usa si η = η 2.

Supongamos ahora que f = (P,Q,R), r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), entonces el producto vec-

torial de r está dado por n = ∂r
∂u

× ∂r
∂v

=

(∣

∣

∣

∣

∂(y, z)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∂(z, x)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

,

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

)

.

Si η = η 1 la integral de superficie:

∫∫

S

f·η dS =

∫∫

R

P (r(u, v))

∣

∣

∣

∣

∂(y, z)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

dudv +

∫∫

R

Q(r(u, v))

∣

∣

∣

∣

∂(z, x)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

dudv+

∫∫

R

R(r(u, v))

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

dudv,

y si η = η 2, cada una de las integrales dobles del segundo miembro se reemplaza por su inverso aditivo.

Frecuentemente las integrales del segundo miembro se escriben:

∫∫

S

P (x, y, z)dy ∧ dz +
∫∫

S

Q(x, y, z)dz ∧ dx+

∫∫

S

R(x, y, z)dx ∧ dy,3

o bien

∫∫

S

P dy ∧ dz +
∫∫

S

Qdz ∧ dx+

∫∫

S

Rdx ∧ dy, con lo cual tenemos que:

∫∫

S

P dy ∧ dz =
∫∫

R

P [ r(u, v) ]

∣

∣

∣

∣

∂(y, z)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

dudv , etc.

Debemos tener cuidado con la notación

∫∫

S

P dy ∧ dz, pues no es integral doble (es una integral de

superficie), ya que P es una función de tres variables (x, y, z) y que se debe tener en cuenta el orden en

que aparecen los sı́mbolos dy y dz en la integral de superficie, ya que

∣

∣

∣

∣

∂(y, z)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

= −
∣

∣

∣

∣

∂(z, y)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

con lo

cual tenemos:

∫∫

S

P dy ∧ dz = −
∫∫

S

P dz ∧ dy.

Finalmente escribimos

∫∫

S

f·η dS =

∫∫

S

P dy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy, si η = η 1.

En el caso en que η = η 2 la integral del segundo miembro se reemplaza por su inverso aditivo.

3Una justificación formal del uso del sı́mbolo ∧ se hará más adelante, cuando se traten las formas diferenciales.
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Notemos que esta fórmula es similar a

∫

Γ

f·dr =
∫

Γ

P dx+Qdy +Rdz.

Si el vector unitario η se expresa en función de los cosenos directores η = (cosα, cosβ, cos γ), en-

tonces f·η = P cosα+Q cosβ +R cos γ y se tiene:

∫∫

S

f·η dS =

∫∫

S

(P cosα+Q cosβ +R cos γ)dS.

Observemos que cosα = cos(η , i), cosβ = cos(η , j), cos γ = cos(η , k), donde la notación (η , ·)
significa el ángulo formado entre el vector η y el eje ·.

Teorema 3.5.1 Teorema de Stokes4

Sea S = r(R) una superficie paramétrica regular, donde R es una región limitada por la curva de

Jordan regular a trozos Γ. Supongamos que r es una aplicación biyectiva de clase C2 sobre un abierto

U ⊃ R ∪ Γ, sea C la imagen de Γ por r y sean P , Q, R aplicaciones de clase C1 sobre S, entonces:

✻

✰
x

y

z

S = r(R)

R

✲

r
✲

Γ

C

❨
✎

▼
η

mis10.tex

∫∫

S

(

∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)

dy∧dz+
(

∂P

∂z
− ∂R

∂x

)

dz∧dx+
(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dx∧dy =

∫

❤
C

P dx+Qdy+Rdz,

donde la curva Γ se recorre en el sentido positivo y la curva C en el sentido que resulte de aplicar a Γ,

la función r.

4Sir George Gabriel Stokes Nace el 13 agosto de 1819 en Skreen, Condado Sligo, Irlanda. Muere el 1 de febrero de 1903

en Cambridge, Cambridgeshire, Inglaterra.

En 1832, George asistió a escuela en Dublin. Siguió los estudios de la escuela y atrajo la atención del maestro de matemática por

su solución de problemas de geométricos. En 1835, a la edad de 16, Stokes fue a Inglaterra y entra al Bristol College de Bristol,

donde prepara sus estudios para Cambridge.

En 1845 publica las teorı́as de la fricción interior de fluidos en movimiento. Quizás el evento más importante en el reconocimiento

de Stokes como un matemático importante fue su Informe en investigaciones en hidrodinámica que presentó a la Asociación

Británica para el Avance de Ciencia en 1846.

En 1849 Stokes se nombra como profesor de Matemática en Cambridge. En 1851 Stokes se eligió a la Sociedad Real, se le otorgó

medalla de esa Sociedad en 1852 y se quedó en la secretarı́a de la Sociedad en 1854. Fue profesor de Fı́sica en la Escuela del

Gobierno de Minas en Londres. Stokes recibió la medalla Copley de la Sociedad Real de Londres en 1893. También es conocido

por sus importantes aportes a la teorı́a de series infinitas, al flujo viscoso (ecuaciones de Navier-Stokes), la geodesia y la óptica.
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Demostración Se van a establecer las siguientes igualdades:

∫

❤
C

P dx=

∫∫

S

(

− ∂P

∂y
dx ∧ dy + ∂P

∂z
dz ∧ dx

)

∫

❤
C

Qdy =

∫∫

S

(

− ∂Q

∂z
dy ∧ dz + ∂Q

∂x
dx ∧ dy

)

∫

❤
C

Rdz =

∫∫

S

(

− ∂R

∂x
dz ∧ dx+

∂R

∂y
dy ∧ dz

)

.

Demostremos la primera igualdad, pues las otras dos son similares. La idea de la demostración consiste

en expresar la integral de superficie como una integral doble sobre R y luego usar el teorema de Green

para expresar la integral doble sobre R como una integral de lı́nea sobre Γ y por último probar que esta

integral de lı́nea es igual a

∫

❤
C

P dx.

Escribamos r(u, v) = (X(u, v), Y (u, v), Z(u, v)), entonces:

∫∫

S

(

− ∂P

∂y
dx ∧ dy + ∂P

∂z
dz ∧ dx

)

=

∫∫

R

(

− ∂P

∂y

∣

∣

∣

∣

∂(X,Y )

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

+
∂P

∂z

∣

∣

∣

∣

∂(Z,X)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

)

dudv.

Sea p(u, v) = P ◦ r(u, v) = P (X(u, v), Y (u, v), Z(u, v)), entonces:

− ∂P

∂y

∣

∣

∣

∣

∂(X,Y )

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

+
∂P

∂z

∣

∣

∣

∣

∂(Z,X)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

=
∂

∂u

(

p
∂X

∂v

)

− ∂

∂v

(

p
∂X

∂u

)

.

En efecto:

∂
∂u

(

p∂X
∂v

)

=

(

∂p
∂x

∂X
∂u

+
∂p
∂y

∂Y
∂u

+
∂p
∂z

∂Z
∂u

)

∂X
∂v

+ p ∂
2X

∂u∂v

− ∂
∂v

(

p∂X
∂u

)

=−
(

∂p
∂x

∂X
∂v

+
∂p
∂y

∂Y
∂v

+
∂p
∂z

∂Z
∂v

)

∂X
∂u

− p ∂
2X

∂v∂u
,

y sumando tenemos −∂p
∂y

(

∂Y
∂u

∂X
∂v

− ∂Y
∂v

∂X
∂u

)

+
∂p
∂z

(

∂Z
∂u

∂X
∂v

− ∂Z
∂v

∂X
∂u

)

.

De esta forma tenemos que (usando la fórmula de Green):

∫∫

R

(

∂

∂u

(

p
∂X

∂v

)

− ∂

∂v

(

p
∂X

∂u

))

dudv =

∫

Γ

p
∂X

∂u
du+ p

∂X

∂v
dv,

donde Γ se recorre en sentido positivo. Parametrizando la curva Γ con ayuda de la función g: [ a, b ] −→
Γ, t 7−→ (u(t), v(t)), de modo que w(t) = r(g(t)) sea la parametrización de C, entonces:

∫

Γ

p
(

∂X
∂u

du+ ∂X
∂v

dv
)

=

∫ b

a

p(u(t), v(t))
(

∂X
∂u

u′(t) + ∂X
∂v

v′(t)
)

dt =

∫ b

a

P (r(u(t), v(t)))x′(t)dt =

∫ b

a

P (x(t), y(t), z(t))x′(t)dt =

∫

C

P (x, y, z)dx,

ya que x(t) = X(u(t), v(t)) y que x′(t) = ∂X
∂u

u′(t) + ∂X
∂v

v′(t).
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El teorema de Stokes puede expresarse en una forma más simple con la ayuda del rotacional de un campo

vectorial. Sea f un campo vectorial de claseC1, dado por f(x, y, z) = (P (x, y, z), Q(x, y, z), R(x, y, z)).

Recordemos que el rotacional es otro campo vectorial definido por:

rot f =

(

∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

,

por lo que la integral de superficie del teorema de Stokes se escribe

∫∫

S

rot f·η dS, donde η es el vector

unitario normal que tiene el mismo sentido que ∂r
∂u

× ∂r
∂v

.

La integral de lı́nea del teorema de Stokes puede escribirse

∫

❤
C

f·dr, donde r es la representación

paramétrica de la curva C. De esta forma el teorema de Stokes se escribe:

∫∫

S

rot f·η dS =

∫

❤
C

f·dr.

En el caso en que S está en el plano xy y η = k, la fórmula se reduce a:

∫∫

S

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dxdy =

∫

❤
C

P dx+Qdy.

3.5.2 Extensiones del teorema de Stokes

El teorema de Stokes puede extenderse a superficies regulares simples más generales. Si R es una región

múltiplemente conexa como en la figura abajo (con un número finito de agujeros), la imagen biyectiva

S = r(R) tendrá el mismo número de agujeros que en R. Para extenderse el teorema de Stokes a tales

superficies seguiremos el mismo tipo de razonamiento que en la demostración precedente, excepto que

se usará el teorema de Green para regiones múltiplemente conexas. En lugar de la integral de lı́nea,

precisamos una suma de integrales de lı́nea, con signos adecuados, tomadas sobre las imágenes de las

curvas que constituyen la frontera de S.

u

v

R

Γ1 Γ2
r

C

C1 C2

x

y

z

Γ S

mis11a.tex
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Si S tiene dos agujeros como en la figura anterior y las curvas Γ, Γ1, Γ2 se recorren en la dirección

indicada, la identidad del teorema de Stokes toma la forma:

∫∫

S

rot f·η dS =

∫

❤
C

f·dw+

∫

❤
C1

f·dw1 +

∫

❤
C2

f·dw2,

donde C, C1, C2 son las imágenes de Γ, Γ1, Γ2 respectivamente y w, w1 y w2 son las funciones

w(t) = r(g(t)), w1(t) = r(g1(t)), w2(t) = r(g2(t)). Las funciones g, g1 y g2 son las que describen

Γ, Γ1, Γ2 en las direcciones inducidas por la aplicación r a partir de −Γ, Γ1, Γ2.

El teorema de Stokes se puede extender a algunas superficies regulares no simples (pero no a todas).

Ejemplo 3.5.2 Consideremos el cilindro de la figura adjunta. Es la unión de dos superficies paramétricas

regulares simples S1 y S2, imágenes de dos rectángulos adyacentes R1 y R2 a través de las aplicaciones

r1 y r2 respectivamente.

✲r
R1 R2

Γ1 Γ2

✲

✻
✛

❄ ✲

✻
✛

❄ ✻
❄

❄
✻

✲
⑦

❨

③ ✸

✾

✰ ❥

S1

S2

C′
1

C′
2

q

✰

η1 η2
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Si g1 describe la frontera Γ1 positivamente orientada de R1 y g2 la frontera Γ2 de R2 también orientada

positivamente, las funciones w1 y w2 definidas por w1(t) = r(g1(t)) y w2(t) = r(g2(t)), describen

las imágenes C1 y C2 de Γ1 y Γ2 respectivamente. En este caso las representaciones r1 y r2 pueden

elegirse de modo que están de acuerdo en la intersección Γ1 ∩ Γ2.

Si aplicamos el teorema de Stokes a cada punto S1 y S2 y sumamos, obtenemos:

∫∫

S1

rot f·η 1dS +

∫∫

S2

rot f·η 2dS =

∫

❤
C1

f·dw1 +

∫

❤
C2

f·dw2, (1)

donde η 1 y η 2 son las normales determinadas por los productos vectoriales de r1 y r2 respectivamente.

Designemos con r la aplicación de R1 ∪ R2 que coincide con r1 en R1 y con r2 en R2 y sea η la

correspondiente normal unitaria determinada por el producto vectorial r, i.e. η es igual a η 1 en S1 e

igual a η 2 en S2. Ası́, la suma de las integrales de superficie sobre S1 y S2 en el primer miembro de (1)

es:
∫∫

S1∪S2

rot f·η dS.
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Aquı́ las representaciones r1 y r2 pueden elegirse de modo que w1 y w2 tengan direcciones opuestas en

cada curva de C1 ∩ C2 como lo indican las flechas en la figura.

Las integrales de lı́nea del segundo miembro de (1) pueden sustituirse por una suma de integrales de

lı́nea a lo largo de las dos circunferencias C′
1 y C′

2 que forman el borde superior e inferior de S1 ∪ S2,

puesto que las integrales de lı́nea de cada curva de la intersección C1 ∩ C2 se eliminan. De esta forma

la igualdad (1) puede escribirse:

∫∫

S1∪S2

rot f·η dS =

∫

❤
C′

1

f·dw1 +

∫

❤
C′

2

f·dw2,

donde las integrales de lı́nea se toman en las direcciones deducidas de las direcciones de Γ1 y Γ2.

Las dos circunferencias C′
1 y C′

2 forman la frontera completa de S1 ∪ S2 y claramente la integral de

superficie de rot f·η sobre S1 ∪ S2 se expresa como la integral de lı́nea sobre la frontera de S1 ∪ S2.

La ecuación anterior es la extensión del teorema de Stokes a un cilindro.

Cinta de Möbius

La cinta de Möbius5puede verse como la unión de dos superficies paramétricas regulares simples S1 y

S2, imágenes de dos rectángulos adyacentes R1 y R2.

S1

S2

✲
✛ ❄

✰ ③ ✻
②

❄✿
✿

✾

η1

η 2

η1

■
✲r

R1 R2

Γ1 Γ2

✲
✛

✲
✛

❄ ✻❄ ✻
❄②③

✛✸
✠η 2
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Se define w1, w2, C1 y C2 de la misma forma que se hizo para el cilindro. El borde de S1 ∪ S2 en este

caso es una curva cerrada simple C′ y no dos, que es el borde completo de la cinta de Möbius.

Si aplicamos el teorema de Stokes a cada parte S1 y S2 obtenemos la ecuación (1), sin embargo esto

presenta dos dificultades.

Primeramente, las dos normales η 1 y η 2 no coinciden en dirección en la intersección C1 ∩ C2, por lo

que no se puede definir una normal η para toda la superficie tomando η = η 1 en S1 y η = η 2 en S2

como se hizo con el cilindro. Esto no es un grave inconveniente ya que podemos definir η = η 1 en

5August Ferdinand Möbius (1790-1868) Nace en Schulpforra, Alemania. Hizo estudios de matemática y astronomı́a en la

Universidad de Leipzig, Göttingen y Halle. En 1915, a los 26 años fue designado profesor de Astronomı́a en Leipzig y dirige

la constricción de un observatorio que va a dirigir. Ahı́ permanece hasta su muerte. Trabajó en mecánica celeste, pero sus

investigaciones más importantes fueron sobre temas de Geometrı́a y Teorı́a de números.
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S1 y en C1 ∩ C2 y definir η = η 2 en el resto. Esta situación nos determina una normal discontinua,

pero las discontinuidades ası́ introducidas constituyen un conjunto de medida cero en el plano uv y no

afectan la existencia o el valor de la integral de superficie

∫∫

S1∪S2

rot f·η dS.

Una dificultad más seria encontramos al intentar mantener las integrales de lı́nea. En este ejemplo no es

posible elegir las aplicaciones r1 y r2 de manera que w1 y w2 determinen direcciones opuestas en cada

uno de las curvas de la intersección C1 ∩C2, lo que se indica con flechas en la figura. Una de las curvas

es recorrido dos veces en la misma dirección y las integrales de lı́nea no se eliminan como ocurrió en el

cilindro, por lo que la suma de las integrales de lı́nea de (1) no son necesariamente iguales a la integral

de lı́nea sobre la frontera completa de S1 ∪ S2 y el teorema de Stokes no puede extenderse a la cinta de

Möbius.

Observación El cilindro y la cinta de Möbius son ejemplos de superficies orientable y no orientable

respectivamente. Para una superficie orientable S1 ∪ S2 tomada por dos superficies regulares simples

como las descritas anteriormente, las aplicaciones r1 y r2 siempre pueden elegirse de modo que w1 y

w2 determinen direcciones opuestas sobre cada curva de la intersecciónC1∩C2. Para una superficie no

orientable, no es posible una definición de normal. Las superficies no orientables tienen una sola cara.

Otra superficie orientable es la superficie de la esfera, que se puede ver

como la unión de dos superficies paramétricas simples (hemisferios) S1

y S2 que pueden considerarse como imágenes de un cı́rculo del plano

xy a través de aplicaciones r1 y r2 respectivamente. Se les da a r, w1,

w2, C1, C2 el mismo significado que en los ejemplos anteriores. mis14.tex
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Las curvas C1 y C2 están identificadas por la aplicación r (coinciden a lo largo del ecuador) y la super-

ficie S1 ∪ S2 se llama cerrada. Ası́, η 1 y η 2 pueden elegirse de modo que las direcciones determinadas

por w1 y w2 sean opuestas en C1 y C2, como se indica con las flechas en la figura. Esto sucede porque

S1 ∪ S2 es orientable.

Si aplicamos el teorema de Stokes a cada hemisferio y sumamos los resultados, obtenemos la ecuación

(1). Las normales η 1 y η 2 coinciden en la intersección C1 ∩C2 y podemos unir las integrales sobre S1

y S2 en una sobre la superficie de la esfera.

Las dos integrales de lı́nea del segundo miembro de (1) se cancelan y tenemos:

∫∫✞✝ ☎✆
S1∪S2

rot f·η dS = 0.
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Este resultado es válido para toda superficie orientable cerrada. En el caso que la superficie S es cerrada

se escribe

∫∫✞✝ ☎✆
S

f dS.

Definición 3.5.2 Sea f un campo vectorial sobre un abierto R ⊂ R3, definimos la divergencia de f y

la denotamos divf por la expresión:

divf = ∇·f =
( ∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

·f = ∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

.

Si ∇·f = 0 se dice que un campo vectorial solenoidal. También se dice que el campo vectorial es

incompresible.

En particular el campo vectorial f = −G Mmr

‖r‖3 es solenoidal.

Teorema 3.5.2 Sea f una función escalar de claseC2, entonces∇×∇f = 0, es decir que el rotacional

de un gradiente es nulo.

Prueba ∇×∇f = (fzy − fyz, fxz − fzx, fyx − fxy) = 0.

3.5.3 Teorema de la divergencia (Gauss – Ostrogradski)

El teorema de Stokes expresa una relación entre la integral sobre una superficie y la integral de lı́nea

tomada sobre la curva o curvas que forman la frontera de la superficie. El teorema de la divergencia, o

de Gauss6–Ostrogradski7, análogo al teorema de Stokes, da la relación entre una integral extendida a un

6Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Nace de 30 de abril 1777 en Brunswick, (hoy Alemania). Muere el 23 de febrero 1855

en Göttingen, Hanover (hoy Alemania). Hijo de un humilde albañil, fue un niño prodigio en matemáticas y continuó siéndolo

toda su vida. Su inteligencia llamó la atención del duque de Brunswick, quien decidió costearle todos sus estudios, entrando en

1795 en la Universidad de Göttingen. El dı́a 30 de marzo de 1796 hizo un brillante descubrimiento. Desde hacı́a más de 2000

años, se sabı́a como construir con regla y compás el triángulo equilátero, el cuadrado y el pentágono regular (ası́ como algunos

otros polı́gonos regulares cuyos números de lados son múltiplos de dos, de tres o de cinco), pero ningún otro polı́gono regular con

un número primo de lados. Demostró que sólo ciertos polı́gonos equiláteros se podı́an construir con ayuda de regla y compás.

Hizo una labor importante en la Teorı́a de Números, sintetizada en su obra “Disquisitiones arithmeticae”. También construyó una

geometrı́a no euclı́dea, basada en axiomas distintos a los de Euclides, pero se negó a publicarla. Lobachevski y Bolyai ostentan

el honor de su descubrimiento al publicarla algo más tarde. En 1799 Gauss demostró el teorema fundamental del álgebra. El

1801 demostró el teorema fundamental de la aritmética: todo número natural se puede representar como el producto de números

primos de una y solamente una forma. Fuera del dominio de las matemáticas puras, Gauss ganó gran fama por su labor sobre el

planetoide Ceres, del que calculó su órbita, siendo nombrado director del observatorio de Göttingen en 1807.
7Mikhail Vasilevich Ostrogradski (1801-1862) Nace el 24 de setiembre de 1801 en Pashennaya (hoy Poltava), Ucrania.

Muere el 1 de enero de 1862 en Poltava (hoy Ucrania). Ostrogradski entró a la Universidad de Kharkov en 1816 y estudia fı́sica

y matemática. El dejó Rusia para estudiar en Parı́s. Entre 1822 y 1827 asistió a las conferencias de Laplace, Fourier, Legendre,

Poisson, Binet y Cauchy. Hizo un rápido progreso en Parı́s y pronto comenzó a publicar en la Academia de Parı́s. Sus trabajos en

este tiempo muestran la influencia de los matemáticos en Parı́s y escribió en fı́sica y cálculo integral. Sus trabajos se incorporaron

luego en un trabajo mayor en hidrodinámica que publicó en Parı́s en 1832. Otros resultados que obtuvo en este tiempo sobre la

teorı́a de residuos, aparecen en los trabajos de Cauchy. Ostrogradski fue a San Petersburgo en 1828. El presentó tres importantes

trabajos en teorı́a del calor, integrales dobles y teorı́a de potencial, a la Academia de Ciencias. Fundándose en estos trabajos, fue

elegido como académico en la sección de matemática aplicada.
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sólido y una integral de superficie tomada sobre la frontera de ese sólido.

Teorema 3.5.3 Sea V un sólido en R3 limitado por una superficie orientable S y sea η la normal

unitaria exterior a S, si f en un campo vectorial de clase C1 sobre V , entonces:

∫∫∫

V

divfdxdydz =

∫∫✞✝ ☎✆
S

f·η dS.

Demostración Si expresamos f y η en términos de sus componentes f = (P,Q,R), η = (cosα, cos β, cos γ),

tenemos:

∫∫∫

V

(

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)

dxdydz =

∫∫✞✝ ☎✆
S

(P cosα+Q cosβ +R cos γ)dS.

Basta establecer las tres ecuaciones:

∫∫∫

V

∂P

∂x
dxdydz =

∫∫✞✝ ☎✆
S

P cosαdS,

∫∫∫

V

∂Q

∂y
dxdydz =

∫∫✞✝ ☎✆
S

Q cosβdS,

∫∫∫

V

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫✞✝ ☎✆
S

R cos γ dS.

Demostremos que la tercera ecuación es válida para sólidos especiales del tipo

V = {(x, y, z) ∈R3/g(x, y) 6 z 6 f(x, y), (x, y) ∈ R},

donde f y g son continuas en R y donde R es la proyección de V sobre el plano xy. Ası́ toda recta

paralela al eje z que atraviese R, corta el sólido V a lo largo de un segmento rectilı́neo que une la

superficie z = g(x, y) a la superficie z = f(x, y) y en algunos casos por una porción de cilindro S3

generado por una recta que se mueve a lo largo de la frontera de R manteniéndose paralela al eje z.

La normal exterior a S tiene componente z no negativa en S1,

no positiva en S2 y es paralela al plano xy en S3. Los sólidos

de este tipo se llaman xy proyectables. Sólidos de este tipo son

todos los sólidos convexos (esferas, elipsoides, conos, etc.) y

otros que no son convexos como el toro con eje paralelo a z. La

idea de la demostración es sencilla. mis15.tex
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Primeramente se expresa la integral triple como la integral doble extendida a la proyección R y luego
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probamos que esta integral doble tiene el mismo valor que la integral de superficie considerada. Es claro

que por la forma de V :

∫∫∫

V

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫

R

[

∫ f(x,y)

g(x,y)

∂R

∂z
dz

]

dxdy

=

∫∫

R

[R(x, y, f(x, y))−R(x, y, g(x, y)) ] dxdy.

Para la integral de superficie tenemos:

∫∫✞✝ ☎✆
S

R cos γ dS =

∫∫

S1

R cos γ dS +

∫∫

S2

R cos γ dS +

∫∫

S3

R cos γ dS.

Sobre S3 la normal η es paralela al plano xy, de modo que cos γ = 0 y la integral sobre S3 es 0. Sobre

S1 usamos la representación paramétrica r(x, y) = (x, y, f(x, y)) y sobre S2, r(x, y) = (x, y, g(x, y)).

En S1, la normal η tiene la misma dirección que ∂r
∂x

× ∂r
∂y

= (−∂f
∂x
,−∂f

∂y
, 1), por lo que:

∫∫

S1

R cos γ dS =

∫∫

S1

Rdx ∧ dy =

∫∫

R

R(x, y, f(x, y))dxdy.

En S2, la normal η tiene dirección opuesta a ∂r
∂x

× ∂r
∂y

= (−∂g
∂x
,−∂g

∂y
, 1), por lo que:

∫∫

S2

R cos γ dS = −
∫∫

S2

Rdx ∧ dy = −
∫∫

R

R(x, y, g(x, y))dxdy,

lo que permite verificar que:

∫∫∫

V

∂R

∂z
dxdydz =

∫∫✞✝ ☎✆
S

R cos γ dS.

Se ha asumido que el sólido V es xy-proyectable para demostrar la igualdad anterior. Es claro que si V

es xz-proyectable se puede demostrar que:

∫∫∫

V

∂Q

∂y
dxdydz =

∫∫✞✝ ☎✆
S

Q cosβdS,

y si V es yz-proyectable:
∫∫∫

V

∂P

∂z
dxdydz =

∫∫✞✝ ☎✆
S

P cosαdS.

Ası́ se tiene que el teorema de la divergencia es válido para todos los sólidos proyectables sobre los tres

planos coordenados. En particular es válido para todo sólido convexo.

Un toro con el eje paralelo al eje z es xy-proyectable, pero no xz-proyectable ni yz-proyectable.
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Para poder usar el teorema de la convergencia a este sólido cor-

tamos el toro en cuatro partes iguales por medio de planos que

pasan por su eje y son paralelos a los planos xz, yz. mis16.tex
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La integral triple sobre el toro completo es la suma de las integrales triples sobre cada una de las cuatro

partes, se tiene que las aportaciones de las caras comunes a las partes adyacentes se eliminan unas con

otras, puesto que las normales exteriores tienen direcciones opuestas sobre tales caras. Por lo tanto,

la suma de las integrales de superficie sobre las cuatro partes es igual a la integral sobre todo el toro

completo. Este ejemplo nos muestra como podemos extender el teorema de la divergencia a ciertos

sólidos no convexos.

Ejemplo 3.5.3 Triángulo esférico

Nos interesamos en determinar el área de un triángulo sobre la

superficie de la esfera (triángulo esférico) ABC, donde los la-

dos son las partes de las circunferencias máximas que pasan por

los (A,B), (B,C), (A,C), con centro (0, 0, 0) y radio R. Por

razones de conveniencia escogeremos las coordenadas esféricas,

en que el ángulo ψ se mide desde el eje z. En este caso el área

del triángulo es: lois1a.tex

q

q

q
q

x

y

A

z

B

M

C

ϕo
ϕ1

u

u
w

dϕ

w + dw

A

M

M ′

Área = R2

∫ ϕ1

ϕo

∫ u

0

sen ψdψdϕ,

donde u que está en función de ϕ, es la latitud del punto M , donde el lado BC corta el cı́rculo máximo

que pasa por OA y tiene ϕ como longitud. Ası́:

Área = R2

∫ ϕ1

ϕo

(1− cosu)dϕ = R2A−R2

∫ ϕ1

ϕo

cosudϕ.

Se sabe que si a, b, c son los arcos (lados) del triángulo esférico,

tenemos:

cos a= cos b cos c+ sen b sen c cosA

cosA= − cosB cosC + sen B sen C cos a.

lois2.tex

q

q
qq0
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Aplicando la última fórmula a los ángulos π − w − dw, dϕ, w, u se tiene:

cos(π − w − dw) = − cos(dϕ) cosw + sen (dϕ) sen w cosu

cos(π − w) cos(−dw)− sen (π − w) sen (−dw) = − cosw cos(dϕ) + sen (dϕ) sen w cosu,
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o sea:

− cosw + sen wdw + o(dw) =− cosw + sen w cosudϕ+ o(dϕ)

dw
dϕ

+ dw
dϕ

o(1) = cosu+ o(1),

es decir dw
dϕ

= cosu. Ası́ se tiene que

∫ ϕ1

ϕo

cosudϕ =

∫ ϕ1

ϕo

dw = w(ϕ1)− w(ϕo) = π − c− B,

por lo que Área=R2(A+B + C − π).

Observe que si tenemos un triángulo esférico tri-rectángulo el

área es π
2
R2, que es un octavo del área de la superficie de la

esfera. lois2b.tex

R

R

Rx

y

z

Ejemplo 3.5.4 Helicoides Un helicoide es la superficie generada por una curva que realiza un de-

splazamiento helicoidal alrededor de un eje. Si tomamos como eje el eje z, cuando la curva ha realizado

una rotación θ, los puntos se han trasladado dθ paralelo al eje z. Sea z = f(r) la ecuación de la sección

de la superficie por un plano pasando por z. Las ecuaciones paramétricas del helicoide son:

x = r cos θ, y = r sen θ, z = f(r) + aθ.

El helicoide es una superficie de revolución si a = 0. En este caso se tiene que la superficie g(r, θ) =

(r cos θ, r sen θ, f(r) + aθ) es tal que:

∂g

∂r
× ∂g

∂θ
=

i j k

cos θ sen θ f ′(r)

−r sen θ r cos θ a

= (a sen θ − r cos θf ′(r),−a cos θ − r sen θf ′(r), r),

o sea

∥

∥

∥

∥

∂g
∂r

× ∂g
∂θ

∥

∥

∥

∥

=
√

a2 + r2(1 + (f ′(r))2) y el área es |S| =
∫∫

R

√

a2 + r2(1 + f ′2(r))drdθ.

Ejemplo 3.5.5 Superficie de tornillo de filete de sección rectangular (escalera de caracol)

Esta superficie es un helicoide engendrado por una recta que

corta al eje z un ángulo recto. Aquı́ se tiene que f(r) = 0.

El área de una espiral de superficie del tornillo es: lois3a.tex

z

x

y
ro

ro

2πa

∫ 2π

0

∫ ro

0

√

a2 + r2drdθ = 2π

∫ ro

0

√

r2 + a2dr = π2a

[

arcsenh
ro
a

+
ro
a

√

1 +
r2o
a2

]

.
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Ejemplo 3.5.6 Si un cuerpo rı́gido B gira alrededor del eje z,

el movimiento rotacional se puede escribir por un vector w a lo

largo del eje z, donde ω = ‖w‖ es la rapidez circular del cuerpo

B, es decir la rapidez tangencial de un punto cualquiera dividido

por la distancia al eje z de rotación.

fig60.tex
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La velocidad v y la velocidad angular de un cuerpo que rota, está relacionada por v = w× r. En efecto,

tenemos que α = ‖r‖ sen θ, ‖v‖ = ωα = ‖w‖‖r‖ sen θ = ‖w× r‖.

La velocidad v se dirige en sentido contrario a las manecillas del reloj, a lo largo de la tangente a un

cı́rculo paralelo al eje x y de radio α, por lo que v = w× r.

Debido a la relación de los ejes, podemos escribir w = ω(0, 0, 1), r = (x, y, z) de modo que v =

w × r = (−ωy, ωx, 0) y rot v = 2ω(0, 0, 1) = 2w, o sea para la rotación de un cuerpo rı́gido,

el rotacional del campo vectorial de velocidad es un campo dirigido paralelo al eje de rotación con

magnitud igual al doble de la rapidez angular.

Si f un campo vectorial representa el flujo de un fluido entonces ∇ × f = 0. Fı́sicamente significa

que (ver ejemplo ??) el fluido no tiene rotaciones o es irrotacional: no tiene remolinos. Sin embargo

podemos decir informalmente que ∇× f = 0 significa que si colocamos en el fluido una pequeña rueda

con aspas se moverá en el fluido pero no girará alrededor de su eje. Por ejemplo, mediante experimentos

el fluido drenado de una tina es, generalmente irrotacional excepto justo en el centro, aunque el fluido

rota alrededor de la tina. Ası́ debe tenerse cuidado con la confusión que puede emerger al usar la palabra

irrotacional.

Definición 3.5.3 Sea f :R ⊂ R3 −→ R una función escalar, el laplaciano u operador de Laplace8∇2

8Pierre-Simon Laplace (1759-1827) Nace el 28 de marzo de 1749 en Beaumont-en-Auge, Francia. Muere el 5 de marzo de

1827 en Parı́s, Francia. A la edad de dieciocho años, Laplace se distinguı́a como maestro y matemático en la escuela militar de

la pequeña población de Beaumont. Partió para Parı́s a solicitar la ayuda del distinguido matemático francés D’Alembert. Con

la ayuda de D’Alambert, obtuvo más tarde el nombramiento de profesor de matemáticas en la escuela Militar de Parı́s y quedó

asegurado su ingreso en el mundo de la ciencia. El primer trabajo cientı́fico de Laplace fue su aplicación de las matemáticas

a la mecánica celeste. A Newton y otros astrónomos les fue imposible explicar las desviaciones de los planetas de sus órbitas,

predichas matemáticamente. Ası́ por ejemplo, se determinó que Júpiter y Saturno se adelantaban a veces, y otras se retrasaban

con respecto a las posiciones que debı́an ocupar en sus órbitas. Los siguientes años fueron de fructuosas investigaciones para

Laplace, quién fue aclarando los conocimientos cientı́ficos sobre las fuerzas elementales de la Naturaleza y el Universo. Escribió

artı́culos acerca de la fuerza de gravedad, el movimiento de los proyectiles y el flujo y reflujo de las mareas, la presesión de los

equinoccios, la forma y rotación de los anillos de Saturno, el equilibrio de una masa lı́quida en rotación, ideó una teorı́a de la
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está definido por ∇2f = ∇·∇f =
∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
.

Si f es una función vectorial, ∇2f = (∇2f1,∇2f2,∇2f3).

3.5.4 Propiedades de la divergencia y el rotacional

En lo que sigue ϕ, ψ representan funciones escalares y f, g, h funciones vectoriales:

Recordemos que (f·g)′ = f′·g+ f·g′ y que (f× g)′ = f′ × g+ f× g′.

1) ∇(ϕ+ ψ) = ∇ϕ+∇ψ

2) ∇(cϕ) = c∇ϕ, c ∈R

3) ∇(ϕψ) = ϕ∇ψ + ψ∇ϕ

4) ∇(ϕ/ψ) = (ψ∇ϕ− ϕ∇ψ)/ψ2 en los puntos donde ψ(x) 6= 0

5) div(f+ g) = div(f) + div(g)

6) rot (f+ g) = rot (f) + rot (g)

7) ∇(f·g) = (f·∇)g + (g·∇)f+ f× rot g+ g× rot f

8) div(ϕf) = ϕdivf+ f·divϕ, o bien ∇·(ϕf) = ϕ∇·f+ f·∇ϕ.

9) div(f× g) = g· rot f− f· rot g

10) div rot f = 0

11) rot (f× g) = fdivg− gdivf+ (g·∇)f− (f·∇)g

12) rot (ϕg) = ϕ rot g+∇ϕ× g, o bien ∇× (ϕg) = ϕ∇× g+∇ϕ× g

13) rot rot f = ∇divf−∇2f

14) rot ∇f = 0

15) ∇(f·f) = 2(f·∇)f+ 2f× rot f

16) ∇2(ϕψ) = ϕ∇2ψ + ψ∇2ϕ+ 2∇ϕ·∇ψ

tensión superficial, con Lavoisier, estudió el calor especı́fico y la combustión de diversas sustancias y puso los cimientos para

la moderna ciencia de la termodinámica, inventó un instrumento para medir el calor especı́fico de una sustancia, al estudiar la

atracción gravitacional de un esferoide sobre un objeto externo, ideó lo que se conoce hoy como ecuación de Laplace, que se usa

para calcular el potencial de una magnitud fı́sica en un momento dado mientras está en movimiento continuo. Esta ecuación no

sólo tiene aplicación en la gravitación, sino también en la electricidad, la hidrodinámica y otros aspectos de la fı́sica.

Entre 1799 y 1825, Laplace reunió sus escritos en una obra de cinco volúmenes, titulada “Mecánica Celeste”, en la que se proponı́a

dar una historia de la astronomı́a, sistematizando la obra de generaciones de astrónomos y matemáticos y ofreciendo una solución

completa a los problemas mecánicos del sistema solar. Más tarde publicó un volumen titulado “El sistema del mundo”. En 1812

publicó su “Teorı́a analı́tica de las probabilidades”, que es un estudio sobre las leyes de probabilidad. En vida aún, fue elegido

para ser uno de los Cuarenta Inmortales de la Academia Francesa.
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17) div(∇ϕ ×∇ψ) = 0

18) ∇·(ϕ∇ψ − ψ∇ϕ) = ϕ∇2ψ − ψ∇2ϕ

19) ∇2ϕ = (∇·∇)ϕ.

Ejemplos

a) Sea r el campo vectorial r(x, y, z) = (x, y, z) vector de posición y sea r = ‖r‖. Calcular ∇r y ∇·(rr).

∇r = (
∂r

∂x
,
∂r

∂y
,
∂r

∂z
) = (

x

r
,
y

r
,
z

r
) =

r

r

∇·(rr) = r∇·r+ r·∇r = 3r + r2
r = 4r.

b) ∇f ×∇g es siempre comprensible.

Solución Por 17) se tiene el resultado.

Es importante estudiar las expresiones del gradiente, divergencia y rotacional en coordenadas cilı́ndricas

y esféricas.

Teorema 3.5.4 Las siguientes fórmulas se cumplen en coordenadas cilı́ndricas:

i) ∇f =
∂f

∂r
er +

1

r

∂f

∂θ
eθ +

∂f

∂z
ez .

ii) ∇·f = 1

r

( ∂(rfr)

∂r
+
∂fθ
∂θ

+
∂(rfz)

∂z

)

.

iii) ∇× f =
1

r

( ∂(rfθ)

∂r
− ∂fr
∂θ

)

ez −
( ∂fz
∂r

− ∂fr
∂z

)

eθ +
1

r

( ∂fz
∂θ

− ∂(rfθ)

∂z

)

er, donde er, eθ y ez son

los vectores ortonormales unitarios canónicos y f = frer + fθeθ + fzez con fr = f·er, fθ = f·eθ ,

fz = f·ez .

z

x

θ r

z

ez

✯

er = (xr ,
y
r , 0)

eθ = (−
y
r , xr , 0)

ez = (0, 0, 1)

θ r

eφ

eθ

eρ

✯

❘φ

ρ

eρ = (x, y, z) 1ρ

eφ = (−y,−x, 0)1r

eθ = (−xz,−yz, x2 + y2) 1
rρ

✠

✻

✲

✻
✲eθ

er
❘

z

x

z

✠

✻

✲

✼

❫

✿

y y

Teorema 3.5.5 En coordenadas esféricas:

i) ∇f =
∂f

∂ρ
eρ +

1

ρ

∂f

∂φ
eφ +

1

ρ sen φ

∂f

∂θ
eθ .

ii) ∇·f = 1

ρ2
∂

∂ρ
(ρ2fρ) +

1

ρ sen φ

∂

∂φ
(sen φfφ) +

1

ρ sen φ

∂fθ
∂θ

.
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iii) ∇× f =
(

1
ρ sen φ

∂
∂φ

(sen φfθ)− 1
ρ sen φ

∂fφ
∂θ

)

eρ +
(

1
ρ sen φ

∂fρ
∂θ

− 1
ρ
∂
∂ρ

(ρfθ)
)

eφ

+
( 1

ρ

∂

∂ρ
(ρfφ)−

1

ρ

∂fρ
∂φ

)

eθ,

donde eρ, eφ y eθ son vectores ortonormales unitarios canónicos y f = fρeρ + fθeθ + fφeφ.

La fórmula del rotacional se puede recordar fácilmente escribiéndola como:

rot f =

i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

f1 f2 f3

=

(

∂f3
∂y

− ∂f2
∂z

,
∂f1
∂z

− ∂f3
∂x

,
∂f2
∂x

− ∂f1
∂y

)

= ∇× f,

donde el sı́mbolo ∇ (operador), se escribe como un vector
(

∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)

.

Observemos que se puede usar ∇·f = ∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

, que lo hemos llamado divergencia de f y lo

denotamos por divf.

Con anterioridad se ha usado el sı́mbolo ∇ϕ para designar el gradiente de un campo escalar ϕ, o sea

∇ϕ =
(

∂
∂x
, ∂
∂y
, ∂
∂z

)

ϕ =

(

∂ϕ
∂x

,
∂ϕ
∂y
,
∂ϕ
∂z

)

.

Finalmente el gradiente, la divergencia y el rotacional pueden expresarse simbólicamente por los tres

productos ∇ϕ, ∇·f, ∇× f.

Teorema 3.5.6 Sea f = (f1, f2, f3) un campo vectorial de clase C1 en un conjunto convexo abierto

S ⊂ R3, entonces f es un gradiente en S si y sólo si rot f = 0 en S.

– Si f(x, y, z) = (f(x), g(y), h(z)), div f = f ′(x) + g′(y) + h′(z) y rot f = 0.

– Si f = ∇ϕ = (
∂ϕ
∂x

,
∂ϕ
∂y
,
∂ϕ
∂z

), entonces div f =
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ
∂y2

+
∂2ϕ

∂z2
.

La expresión
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ
∂y2

+
∂2ϕ

∂z2
se conoce como Laplaciano de ϕ y a menudo se representa por ∇2ϕ.

Ası́, la divergencia de un gradiente ∇ϕ es el Laplaciano de ϕ, es decir div (∇ϕ) = ∇·∇ϕ = ∇2ϕ.

Cuando ∇2ϕ = 0, la función ϕ se dice armónica, es decir el gradiente de una función armónica tiene

divergencia nula.

Cuando ϕ es de clase C2 se tiene que rot f = 0, o sea rot (∇ϕ) = 0, ∀ ϕ ∈ C2.

Esto demuestra que rot f = 0 es una condición necesaria para que un campo vectorial f de clase C1

sea un gradiente, es decir que si rot f 6= 0 en un conjunto abierto S, entonces f no es un gradiente en S.

Además sabemos que si rot f = 0 en un conjunto S abierto y convexo, entonces f es un gradiente en S.

Definición 3.5.4 Un campo vectorial con rotacional nulo, se llama irrotacional.
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Ejemplo 3.5.7 Campo vectorial con divergencia y rotacional nulos

Sea S = R

2\{(0, 0)} y sea f(x, y) =

(

− y
x2 + y2

, x
x2 + y2

)

, (x, y) ∈ S. Sabemos que f no es un

gradiente de S (aunque f es un gradiente en todo rectángulo que no contenga el origen). La matriz

Jacobiana es





2xy y2 − x2

y2 − x2 −2xy




1

(x2 + y2)2
y vemos que div f = 0 y rot f = 0 en S.

Ejemplo 3.5.8 Divergencia y rotacional de un rotacional

Sea f = (f1, f2, f3) un campo vectorial, el rotacional de f es un campo vectorial y podemos calcular su

divergencia y su rotacional.

Si f es de clase C2 tenemos que div(rot f) = 0 y que rot (rot f) = ∇(divf) − ∇2f, donde ∇2f se

define por ∇2f = (∇2P,∇2Q,∇2R).

3.6 Resumen

• El campo escalar f(x, y, z) es una función del punto (x, y, z) del espacio.

• Las superficies f(x, y, z) = c, c es una constante se llaman superficies de nivel del campo escalar.

• El campo vectorial f = (f1, f2, f3) es una función vectorial del punto (x, y, z) del espacio y denotamos

r = (x, y, z), el radio vector del punto.

Si se usa la base canónica, cada aplicación f1, f2, f3 es la proyección del campo vectorial f sobre los

ejes coordenados.

• El gradiente está dirigido por el vector normal η a la superficie de nivel en el punto (x, y, z), en el

sentido de crecimiento de la función ϕ(x, y, z) y tiene una longitud igual a:

∇ϕ·η =
∂ϕ

∂η
= ‖∇ϕ‖ =

√

( ∂ϕ

∂x

)2

+
( ∂ϕ

∂y

)2

+
( ∂ϕ

∂z

)2

.

• Si la dirección se da por el vector unitario ℓ = (cosα, cosβ, cos γ), entonces:

∂ϕ

∂ℓ
= ∇ϕ·ℓ = ∂ϕ

∂x
cosα+

∂ϕ

∂y
cosβ +

∂ϕ

∂z
cos γ.

(derivada de la función ϕ en la dirección ℓ).

• Si f = (f1, f2, f3) es un campo vectorial de clase C1, se llama divergencia de f al escalar divf = ∇·f =
∂f1
∂x

+
∂f2
∂y

+
∂f3
∂z

.

• Se llama flujo del campo vectorial f = (f1, f2, f3) a través de la superficie S, en el sentido determinado

por el vector unitario de la normal η a dicha superficie S, la integral:
∫∫

S

f·η dS =

∫∫

S

(f1 cosα+ f2 cosβ + f3 cos γ)dS.
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• Si S es una superficie cerrada que limita un volumenV y η es el vector unitario normalη = (cosα, cos β, cos γ)

a la superficie S, es válida la fórmula de Gauss-Ostrogradski:

∫∫✞✝ ☎✆
S

f·η dS =

∫∫∫

V

divfdxdydz.

• Si la curva cerrada Γ limita una superficie bilateral S, se verifica la fórmula de Stokes, cuya forma

vectorial es:
∫

❤
Γ

f·dr =
∫∫

S

rot f·η dS,

donde η es el vector de la normal a la superficie S.

• Un campo vectorial f(x, y, z) se llama solenoidal (incompresible) si en cada punto divf = 0. En este

caso el flujo del vector a través de cualquier superficie cerrada es nulo.

• Si el campo es a la vez potencial y solenoidal, se tiene div(∇ϕ) = 0 y la función potencial ϕ es

armónica, es decir satisface la ecuación de Laplace
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ
∂y2

+
∂2ϕ

∂z2
= 0, o sea ∇2ϕ = 0, donde

∇2 = ∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2
+ ∂2

∂z2
es el operador de Laplace.

3.7 Ejercicios

3.7.1 Teorı́a de campos

1. a) Determinar las superficies de nivel del campo escalar U = f(r), donde r =
√

x2 + y2 + z2. ¿Cuáles

son las superficies de nivel del campo U = g(ρ), donde ρ =
√

x2 + y2?

b) Determinar las superficies de nivel del campo escalar U = arcsen z
√

x2 + y2
.

2. a) Demostrar que las lı́neas vectoriales del campo vectorial f(x, y, z) = c, donde c es un vector cons-

tante, son rectas paralelas al vector c.

b) Determinar las lı́neas vectoriales del campo F (x, y, z) = (−wy,wx, 0), donde w es una constante.

3. Sean u, v campos escalares de clase C1 y ϕ una función real derivable. Deducir las fórmulas:

a) ∇(αu + βv) = α∇u+ β∇v, donde α, β son constantes.

b) ∇(uv) = u∇v + v∇u.

c) ∇(u2) = 2u∇u.

d) ∇
(

u
v

)

= v∇u− u∇v
v2

.

e) ∇(ϕ(u)) = ϕ′(u)∇u.

4. a) Hallar la magnitud y la dirección del gradiente del campo u = x3 + y3 + z3 − 3xyz en el punto

(2, 1, 1). Determinar en qué puntos el gradiente del campo es perpendicular al eje z y en cuáles es igual
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a cero.

b) Calcular el ∇u, si u es respectivamente igual a:

i) r ii) r2 iii) 1
r iv) f(r), r =

√

x2 + y2 + z2

c) Determinar el gradiente del campo escalar u = c·r, donde c es un vector constante y r = (x, y, z).

¿Cuáles son las superficies de nivel de este campo y cómo están situadas respecto al vector c?

5. a) Determinar la derivada de la función u = x2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
en un punto (x, y, z), en la dirección del

vector r en ese punto. ¿En qué caso esta derivada es igual a la magnitud del gradiente?

b) Determinar la derivada de la función u = 1
r en la dirección ℓ = (cosα, cosβ, cos γ) ¿En qué caso

esta derivada es igual a cero?

6. Sea ϕ un campo escalar de clase C1 y f, g dos campos vectoriales de clase C1, con f = (f1, f2, f3),

g = (g1, g2, g3). Deducir las fórmulas:

a) div(αf+ βg) = αdivf+ βdivg, α, β ∈R.

b) div(ϕc) = ∇ϕ·c, c es un vector constante.

c) div(ϕf) = ∇ϕ·f+ ϕdivf.

d) rot (αf+ βg) = α rot f+ β rot g, α, β ∈R.

e) rot (ϕc) = ∇ϕ× c, c es un vector constante.

f) rot (ϕf) = ∇ϕ× f+ ϕ rot f.

7. a) Calcular la div
(

1
r r
)

.

b) Determinar la div(f) para el campo vectorial central f(x, y, z) = f(r)1r r, f derivable.

8. Para cada uno de los siguientes campos vectoriales, determinar la matriz Jacobiana y calcular el rota-

cional y la divergencia:

a) f(x, y, z) = (x2 + yz, y2 + xz, z2 + xy) b) f(x, y, z) = (2z − 3y, 3x− z, y − 2x)

c) f(x, y, z) = (z + sen y,−z + x cos y, 0) d) f(x, y, z) = (exy , cos(xy), cos(xz2))

e) f(x, y, z) = (x2 sen y, y2 sen (xz), xy sen (cos z)).

9. a) Si r = (x, y, z) y r = ‖r‖, calcule rot [ f(r)r ], donde f es una función derivable.

b) Si r = (x, y, z) y a es un vector constante, demostrar que rot (a× r) = 2a.

c) Si r = (x, y, z) y r = ‖r‖, determinar todos los valores de n para los que div(rnr) = 0.

10. Determinar un campo vectorial cuyo rotacional es (x, y, z), o demostrar que no existe tal campo.
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11. Demostrar que rot (rot f) = ∇(divf)−∇2f, si f = (f1, f2, f3) es de clase C2.

12. Demostrar la identidad ∇·(f × g) = g·(∇ × f) − f·(∇ × g), donde f y g son campos vectoriales

diferenciables.

13. Un campo vectorial f no será gradiente de un potencial a menos que rot f = 0. Sin embargo es posible

encontrar una función real µ tal que µf es un gradiente.

Demostrar que si un tal µ existe, f es perpendicular a su rotacional.

Cuando el campo es bidimensional f = (P,Q), este ejercicio nos da una condición para que la ecuación

diferencial P dx+Qdy = 0 tenga un factor integrante.

14. Sea f(x, y, z) = (y2z2, z2x2, x2y2), demostrar que rot f no siempre es 0, pero f· rot f = 0. Hallar un

campo escalar µ tal que µf sea un gradiente.

15. Determinar un campo vectorialg(x, y, z), cuyo rotacional es (2, 1, 3) enR3. ¿Cuál es el campo vectorial

de clase C1 más general con esta propiedad?

16. Verificar que el campo vectorial f(x, y, z) = (y − z, z − x.x− y) es solenoidal y determinar un campo

vectorial g tal que f = rot g.

17. Sea f(x, y, z) = (−z, 0, xy), determinar un campo vectorial g de clase C1 de la forma g(x, y, z) =

(L(x, y, z),M(x, y, z), 0), tal que rot f = g en todo paralelepı́pedo rectangular es R3. ¿Cuál es el

campo g más general con esta propiedad?

18. Si dos campos vectoriales u y v son irrotacionales, demostrar que u× v es solenoidal.

19. Sea r = (x, y, z), r = ‖r‖, demostrar que n = −3 es el único valor de n, para el cual rnr es solenoidal,

siendo r 6= 0. Para este n, elegir un paralelepı́pedo S, que no contenga el origen y expresar r−3r como

un rotacional en S.

20. Determinar la forma más general de una función f de clase C1 y una sola variable real, tal que el campo

vectorial f(r)r sea solenoidal, donde r = (x, y, z), r = ‖r‖.

21. Sea v un campo vectorial de clase C1 en un paralelepı́pedo R deR3. Consideremos las dos afirmaciones

siguientes relativas a v:

i) rot v = 0 y v = rot u, para algún campo vectorial u de clase C2 en R.

ii) ∃ϕ campo escalar de clase C2 tal que, v = ∇ϕ y ∇2ϕ = 0 en R.

a) Demostrar que i)=⇒ii), es decir un campo vectorial que es a la vez irrotacional y solenoidal en R, es

el gradiente de una función armónica en R.

b) Demostrar que ii)=⇒i) o dar un contraejemplo.
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22. Sea h un campo vectorial de clase C1 en un abierto S, de modo que h = f+g, donde f es solenoidal y g

irrotacional, o sea existe un campo vectorial u tal que f = rot u y un campo escalar ϕ tal que g = ∇ϕ
en S. Demostrar que u y ϕ satisfacen en S la siguiente ecuación diferencial en derivadas parciales:

∇2ϕ = divh, grad (divu)−∇2u = rot h.

23. Sea h(x, y, z) = (x2y, y2z, z2x), determinar los campos vectoriales f y g, donde f es un rotacional y g

es un gradiente, de modo que se verifique h = f+ g.

24. Calcular la divergencia y el rotacional de f, si f es igual a:

a) r b) rc c) f(r)c, donde c es un vector constante.

25. a) Hallar la divergencia y el rotacional del campo de las velocidades lineales de los puntos de un cuerpo

que gira con una velocidad angular constante ω, alrededor del eje z, en dirección contraria a las agujas

del reloj.

b) Calcular el rotacional del campo de las velocidades lineales

v = ω × r de los puntos del cuerpo, que gira con velocidad

angular ω constante, alrededor del eje que pasa por el origen de

coordenadas. dem2386.tex

✲

✠

a
a

✻

s✲θ✸
r r′

x

y

z
✲ω

26. a) Calcular la divergencia y el rotacional del gradiente de un campo escalar u de clase C2.

b) Demostrar que div(rot f) = 0, si f es de clase C2.

27. Demostrar que si f es una fuerza central, es decir que está dirigida hacia un punto 0 fijo y depende

solamente de la distancia r hasta este punto (f = f(r)r, donde f(r) es una función continua), el campo

será potencial. Determinar el potencial ϕ del campo.

28. Determinar el potencial ϕ del campo gravitacional que engendra un punto material de masa m situado

en el origen de coordenadas: f = −m
r3

r. Demostrar que el potencial ϕ satisface la ecuación de Laplace

∇2ϕ = 0.

29. Comprobar si cada campo vectorial tiene potencial ϕ y si lo tiene determinarlo:

a) f(x, y, z) = (5x2y − 4xy, 3x2 − 2, 0).

b) f(x, y, z) = (yz, zx, xy).

c) f(x, y, z) = (y + z, x+ z, x+ y).

30. Demostrar que el campo central f = f(r)r es solenoidal, solamente en el caso en que f(r) = k
r3

, donde

k es una constante.
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3.7.2 Área de superficie

31. Hallar el área de las siguientes superficies:

a) La parte del plano 4x+ 3y + 2z = 12 que está en el primer octante.

b) La parte de la superficie z2 = 2xy que está por encima del rectángulo situado en el plano z = 0 y

limitado por las rectas x = 0, y = 0, x = 3, y = 6.

c) La parte del cono z2 = x2 + y2 situada por encima del plano z = 0 y recortada por el plano

z =
√
2
(

x
2
+ 1
)

.

d) La parte de z2 = y2 + x2 recortada por el cilindro z2 = 2py.

e) La parte de y2 + z2 = x2 situada dentro del cilindro x2 + y2 = a2.

f) La parte de y2 + z2 = x2 recortada por el cilindro x2 − y2 = a2 y los planos y = ±b.

g) La parte de z2 = 4x recortada por el cilindro y2 = 4x y el plano x = 1.

h) La parte de z = xy recortada por el cilindro x2 + y2 = a2.

i) La parte de 2z = x2 + y2 recortada por el cilindro x2 + y2 = 1.

j) La parte de x2 + y2 + z2 = a2 recortada por el cilindro x2 + y2 = b2, (b 6 a).

k) La parte de x2+ y2+ z2 = a2 recortada por la superficie por la superficie (x2+ y2)2 = a2(x2− y2).

l) La parte de z =
x+ y
x2 + y2

recortada por las superficies x2 + y2 = 1, x2 + y2 = 4 que está en el primer

octante.

m) La parte de (x cosα+ y sen α)2 + z2 = a2 situada en el primer octante (α < π
2 ).

32. Calcular el área de la superficie terrestre (considerándola esférica y siendo su radio R ≈ 6400Km)

comprendida entre los meridianos ψ = 30o, ψ = 60o y los paralelos θ = 45o, θ = 60o.

33. Calcular el área determinada por las siguientes superficies:

a) superficie limitada por la esfera x2 + y2 + z2 = 3a2 y el paraboloide x2 + y2 = 2az.

b) superficie de uno de los cilindros de radio a, con ejes que se cortan en ángulo recto, la cual se

encuentra dentro del otro cilindro.

34. Calcular el área de las siguientes superficies en las condiciones indicadas:

a) xa +
y
b
+ z
c = 1, z = 0, y = 0, x = 0.

b) x2 + y2 = a2, z > 0, z = mx, z = nx, m> n > 0.

c) x2 − y2 = z2, y + z = a, x > 0, y > 0, z > 0.
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d) área de x2 + y2 = ax, acotada por x2 + y2 + z2 = a2.

e) área de x2 + y2 + z2 = a2, acotada por x
2

a2
+
y2

b2
= 1, a > b.

f) área de y2 + z2 = 2ax, comprendida entre y2 = ax, x = a.

g) área de x2 + y2 = 2ax, comprendida entre z = 0, x2 + y2 = z2.

h) área de x2 − y2 = z2, dentro del cilindro x2 + y2 = 2ax.

i) área de y2 = 4x, acotada por x2 + y2 + z2 = 5x.

j) área de z =
√

x2 + y2, acotada por (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2).

35. Demuestre que las áreas de las partes de las superficies de los paraboloides x2 + y2 = 2az y x2 − y2 =

2az cortadas por el cilindro x2 + y2 = b2 son iguales.

36. Una esfera de radio a está cortada por dos cilindros circulares, cuyas bases tienen los diámetros iguales

al radio de aquella y que son tangentes entre sı́, a lo largo de uno de los diámetros de la misma. Hallar

el volumen y el área de la parte de superficie de la esfera que queda.

37. En una esfera de radio a se ha cortado un orificio con salida de base cuadrada, cuyo lado es igual también

a a. El eje de este orificio coincide con el diámetro de la esfera. Hallar el área de la superficie de ésta

cortada por el orificio.

38. Calcular el área de la parte de superficie helicoidal z = c arctan xy , situada en el primer octante y que

está comprendida entre los cilindros x2 + y2 = a2, x2 + y2 = b2.

39. Determinar el área de la superficie de la esfera x2 + y2 + z2 = a2, a > 0, contenida dentro del cono

z tg α =
√

x2 + y2, 0 6 α < π
2 .

40. En los siguientes ejercicios eliminar los parámetros u y v para obtener la ecuación la ecuación carte-

siana, probando que la ecuación vectorial dada, representa la superficie que se da. Calcular el producto

vectorial fundamental ∂r
∂u

× ∂r
∂v

, en función de u y v.

a) Plano r(u, v) = (x0 + a1u+ b1v, y0 + a2u+ b2v, z0 + a3u+ b3v).

b) Paraboloide elı́ptico r(u, v) = (au cos v, bu sen v, u2).

c) Elipsoide r(u, v) = (a sen u cos v, b sen u sen v, c cosu).

d) Superficie de revolución r(u, v) = (u cos v, u sen v, f(u)).

e) Cilindro r(u, v) = (u, a sen v, b cos v).

f) Toro r(u, v) =
(

(a+ b cosu) sen v, (a+ b cosu) cos v, b sen u
)

, 0< b < a.

41. En los siguientes ejercicios calcular la magnitud del producto vectorial fundamental en función de u y
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v. En la medida de lo posible determine la ecuación cartesiana.

a) r(u, v) = (a sen u coshv, b cosu coshv, c senh v).

b) r(u, v) = (u+ v, u− v, 4v2).

c) r(u, v) = (u + v, u2 + v2, u3 + v3).

d) r(u, v) = (u cos v, u sen v, 12u
2 sen 2v).

42. Sea S un paralelogramo de lados no paralelos a ningún eje coordenado. Sean S1, S2 y S3 las áreas de

las proyecciones de S sobre los planos coordenados. Demostrar que el área de S es
√

S21 + S22 + S23.

43. Calcular el área de la región que en el plano x+ y + z = a, determina el cilindro x2 + y2 = a2.

44. Calcular el área de la porción de esfera x2 + y2 + z2 = a2, interior el cilindro x2 + y2 = ay, a > 0.

45. Calcular el área de la porción de superficie z2 = 2xy, que se proyecta en el primer cuadrante del plano

xy y limitada por los planos x = z, y = 1.

46. Sea S una superficie de ecuación vectorial r(u, v) = (u cos v, u sen v, u2), donde 0 6 u 6 4, 0 6 v 6

2π.

a) Demostrar que S es una porción de cuádrica. Identificar la cuádrica y dibujarla.

b) Calcular el producto vectorial fundamental ∂r
∂u

× ∂r
∂v

en función de u y v.

c) Calcular el área de S.

47. Calcular el área de la porción de superficie cónica x2 + y2 = z2, situada por encima del plano xy y

limitada por la esfera x2 + y2 + z2 = 2ax.

48. Calcular el área de la porción de superficie cónica x2 + y2 = z2, situada entre los dos planos z = 0,

x+ 2z = 3.

49. Calcular el área de la porción de paraboloide x2 + y2 = 2az, cortada por el plano z = a.

50. Calcular el área del toro de ecuación r(u, v) = ((a + b cosu) sen v, (a + b cosu) cos v, b sen u), con

0< b < a, 0 6 u 6 2π, 0 6 v 6 2π.

51. Una esfera está inscrita en un cilindro circular recto. La esfera es cortada por dos planos paralelos

perpendiculares al eje del cilindro. Demostrar que las porciones de la esfera y del cilindro comprendidas

entre esos dos planos tienen la misma área.

52. Sea T = {(u, v) ∈R2/u2 + v2 6 1} y sea r(u, v) =

(

2u
u2 + v2 + 1

, 2v
u2 + v2 + 1

, u
2 + v2 − 1
u2 + v2 + 1

)

.

a) Determinar la imagen por r de cada uno de los siguientes conjuntos:

i) La circunferencia u2 + v2 = 1.
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ii) El intervalo −1 6 u 6 1.

iii) La parte de la recta u = v situada en T .

b) Determinar la superficie S = r(T ) y dibujarla.

c) Determinar la imagen por r del plano uv. Indicar con un gráfico en el espacio xyz los significados

geométricos de los parámetros u y v.

53. Calcular las áreas de las partes de las superficies cilı́ndricas comprendidas entre el plano xy y las super-

ficies indicadas:

a) x2 + y2 = a2, z = a+ x2
a .

b) y2 = 2px, z =
√

2px− 4x2.

c) y2 = 4
9
(x− 1)3, z = 2−√

x

d) x2 + y2 = a2, 2az = xy.

e) x
2

a2
+
y2

b2
= 1, z = kx, z = 0, (z > 0), k > 0, herradura cilı́ndrica.

f) y =
√
2px, z = y, x = 8

9
p.

54. Calcular el área de la porción de superficie helicoidal definida por x = at cos θ, y = at sen θ, z = hθ,

(θ, t) ∈ [ 0, π2 ]× [ 0, 1 ], a > 0, h > 0.

55. Calcular el área de la porción S del paraboloide de ecuación z = xy, que se proyecta sobre el plano xy,

dentro del disco D definido por x2 + y2 6 1.

56. Calcular el área S de las siguientes superficies:

a) x2 + y2 = a2, x > 0, cortada por αx 6 z 6 βx, 0< α < β, a > 0.

b) x2 + y2 + z2 = a2, z > 0, cortada por x2 + y2 − ax 6 0, a > 0, (ventana de Viviani).

c) x
2

a2
+
y2

b2
= 1, cortada por z =

xy
c , z > 0, a, b, c > 0.

d) x2 + y2 + z2 = a2, cortada por x+ y 6 a, x > 0, y > 0, z > 0, a > 0.

e) x2 + y2 + z2 − 2ax = 0, z > 0, cortada por x2 + y2 6 z2 tan2 α, a > 0, α ∈ ] 0, π2 [.

3.7.3 Integrales de superficie de campos escalares

57. Calcular las integrales de superficie siguientes:

a)

∫∫

S

(

z + 2x+
4

3
y
)

dS, S es la parte del plano x
2
+
y
3
+ z

4
= 1, situado en el primer cuadrante.

b)

∫∫

S

xyzdS, S es la parte del plano x+ y + z = 1, situada en el primer cuadrante.
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c)

∫∫

S

xdS, S es la parte de la esfera x2 + y2 + z2 = a2, situada en el primer cuadrante.

d)

∫∫

S

ydS, S es la semiesfera z =
√

a2 − x2 − y2.

e)

∫∫

S

√

a2 − x2 − y2dS, S es la semiesfera z =
√

a2 − x2 − y2.

f)

∫∫

S

x2y2dS, S es la semiesfera z =
√

a2 − x2 − y2.

g)

∫∫

S

dS

r2
, S es el cilindro x2 + y2 = a2, limitado por los planos z = 0, z = h y r es la distancia del

punto de la superficie al origen de coordenadas.

h)

∫∫

S

dS

rn
, S es la esfera x2 + y2 + z2 = a2, r es la distancia de un punto de la esfera a un punto fijo

(0, 0, c), c > a > 0.

i)

∫∫

S

dS

r
, S es la parte de la superficie del paraboloide hiperbólico z = xy, recortada por el cilindro

x2 + y2 = a2 y r es la distancia entre un punto de la superficie y el eje z.

58. Calcular las integrales de superficie

∫∫

S

fdS, donde S es la superficie definida por la ecuación x2+y2 =

z2, 0 6 z 6 1, f(x, y, z) = x2y2z.

59. Calcular la integral de superficie

∫∫

S

f dS en los siguientes casos:

a) f(x, y, z) = xyexz , S en el cuarto de cilindro definida por x2 + y2 = 1, 0 6 z 6 1, x > 0, y > 0.

b) f(x, y, z) = ln z, S es la parte esférica definida por x2 + y2 + z2 = 1, 1
2 6 z 6 1.

c) f(x, y, z) =
√

x2 + y2 + 1 y S es el helicoide x = r cos θ, y = r sen θ, z = θ, 0 6 θ 6 2π,

0 6 r 6 1.

d) f(x, y, z) = z2 y S es la esfera unitaria x2 + y2 + z2 = 1.

60. Calcular las integrales de superficie

∫∫

S

f dS, donde:

a) f(x, y, z) = y2 + 2yz, S es la parte del plano 2x+ y + 2z = 6 situada en el primer cuadrante.

b) f(x, y, z) = x + z, S es la parte del cilindro x2 + y2 = 9 situada en el primer octante entre z = 0,

z = 4.

61. El cilindro x2+y2 = 2x corta una porción de la superficie S, en la hoja superior del cono x2+y2 = z2.

Calcular la integral de superficie

∫∫

S

(x4 − y4 + y2z2 − z2x2 + 1)dS.
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62. Sea S la porción del plano del plano x + y + z = t determinada por la esfera x2 + y2 + z2 = 1. Sea

ϕ(x, y, z) = 1 − x2 − y2 − z2, si (x, y, z) es interior a dicha esfera y ϕ(x, y, z) = 0 si no. Demostrar

que

∫∫

S

ϕ(x, y, z)dS =







π
18

(3− t2)2 si |t| 6
√
3,

0 si |t|>
√
3.

63. Calcular las siguientes integrales de superficie:

a)

∫∫✞✝ ☎✆
S

(x+ y + z) dS, S es le cubo [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ].

b)

∫∫✞✝ ☎✆
S

(x2 + y2) dS, S es la esfera x2 + y2 + z2 = a2.

c)

∫∫

S

√

x2 + y2 dS, S es la superficie lateral del cono x
2

a2
+
y2

a2
= z2

b2
, 0 6 z 6 b.

3.7.4 Centro de gravedad, masa, momentos de inercia. Aplicaciones

64. Determinar los centros de gravedad de las superficies homogéneas siguientes:

a) La parte de la esfera situada en el primer octante.

b) La parte del paraboloide x2 + y2 = 2z recortada por el plano z = 1.

65. Calcular el momento de inercia de las partes indicadas por las superficies homogéneas (la masa de cada

superficie es m).

a) De la superficie lateral del cilindro (de radio a y altera h) con respecto al eje que pasa por su centro

de gravedad y es perpendicular al eje del cilindro.

b) De la parte del paraboloide x2 + y2 = 2cz recortado por el plano z = c, con respecto al eje z.

c) De la superficie lateral del cono truncado (radios de la base son b y a (b> a), altura h) con respecto a

su eje.

66. Calcular la masa de una esfera, si la densidad de superficie en cada punto es igual a la distancia entre el

punto y un cierto diámetro fijo de la esfera.

67. Hallar la masa de una esfera, si su densidad de superficie en cada punto es igual al cuadrado de la

distancia entre el punto y un cierto diámetro fijo de la esfera.

68. Determinar el centro de la placa homogénea R de densidad 1, donde R es la superficie definida por

x = uev cos v, y = uev sen v, z = ev , (u, v) ∈D = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ].

69. Si S es la superficie del paraboloide z = 2− (x2 + y2) sobre el plano xy, calcule:

a) Las coordenadas del centroide de esta superficie.

b) El momento de inercia de esta superficie con respecto al eje z, siendo la densidad de la superficie 1.
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70. Demostrar que el momento de inercia de un recipiente esférico alrededor del diámetro es 2
3ma

2, donde

m es la masa del recipiente y a es su radio.

71. Determinar el centro de gravedad de la porción de superficie esférica homogénea dada por x2+y2+z2 =

a2, situada sobre el primer cuadrante del plano xy.

72. Calcular la masa de una lámina superficial S, dada por z = 4 − 2
√

x2 + y2 entre los planos z = 0,

z = 4, si la densidad es proporcional a la distancia al eje z.

73. Un recipiente esférico homogéneo de radio a, está cortado por una hoja de un cono circular recto, cuyo

vértice está en el centro de la esfera. Si el ángulo en el vértice del cono es α, 0 < α < π, determinar el

centro de gravedad de la porción del recipiente esférico que es interior al cono.

74. Una hoja de papel rectangular homogénea de base 2πa y altura h se arrolla formando una superficie

cilı́ndrica S de radio a.

a) Calcular el momento de inercia de S, alrededor de un eje que contiene un diámetro de la base circular.

b) Calcular el momento de inercia de S, alrededor de un eje que está en el plano de la base y es tangente

al borde circular de la base.

75. Calcular la masa de la superficie del cubo 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1, 0 6 z 6 1, si la densidad superficial

en el punto (x, y, z) es igual a xyz.

76. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la cápsula parabólica homogénea az = x2 + y2,

0 6 z 6 a.

77. Hallar el momento de inercia de la parte de la superficie del cono z =
√

x2 + y2, 0 6 z 6 h, con

respecto al eje z.

3.7.5 Integrales de superficie de campos vectoriales

78. Sea S la superficie dada por el paraboloide z = 4− x2 − y2 situada sobre el plano xy, orientado por un

vector unitario hacia arriba. El fluido de densidad ρ(x, y, z) = c fluye a través de la superficie S, por el

campo de velocidades f(x, y, z) = (x, y, z). Determinar la razón de flujo de masa a través de S.

79. Sean u y v dos campos escalares de clase C2 en un conjunto abierto R deR3.

a) Demostrar que existe un campo vectorial f tal que ∇u ×∇v = rot f en R.

b) Determinar si cualquiera de los tres campos vectoriales siguientes pueden o no ser utilizados como f

en la parte a): i) ∇(uv), ii) u∇v, iii) v∇u.
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c) Si u(x, y, z) = x3 − y3 + z3, v(x, y, z) = x+ y + z, calcular la integral de superficie:

∫∫

S

∇u×∇v·η dS,

en donde S es la semiesfera x2 + y2 + z2 = 1, z > 0 y η es la normal unitaria con componente z no

negativa.

80. Sea S la semiesfera x2+y2+z2 = 1, z > 0, sea f(x, y, z) = (x, y, 0) y sea η el vector normal unitario

exterior a S. Calcular el valor de la integral de superficie

∫∫

S

f·η dS, empleando:

a) La representación vectorial r(u, v) = (sen u cos v, sen u sen v, cosu).

b) La representación explı́cita z =
√

1− x2 − y2.

81. Sea S la porción del plano limitada por el triángulo de vértices (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), sea f(x, y, z) =

(x, y, z) y sea η la normal unitaria a S que tiene componente z no negativa. Calcular la integral de su-

perficie

∫∫

S

f·η dS usando:

a) La representación vectorial r(u, v) = (u + v, u− v, 1− 2u).

b) Una representación explı́cita de la forma z = f(x, y).

82. Sea S una superficie parametrizada de la forma z = f(x, y), f de clase C1, de modo que (x, y) ∈ T ,

siendo T una región plana, proyección de S sobre el plano xy.

a) Sea f = (P,Q,R), con P , Q, R continuas y η la normal unitaria a S, de componente z no negativa.

Usar la representación paramétrica r(x, y) = (x, y, f(x, y)) para demostrar que:

∫∫

S

f·η dS =

∫∫

T

(

−P ∂f

∂x
−Q

∂f

∂y
+R

)

dxdy,

donde P , Q y R se evalúan en (x, y, f(x, y)).

b) Sea ϕ un campo escalar, demostrar que:

i)

∫∫

S

ϕ(x, y, z)dS =

∫∫

T

ϕ(x, y, f(x, y))

√

1 +

(

∂f

∂x

)2

+

(

∂f

∂y

)2

dxdy.

ii)

∫∫

S

ϕ(x, y, z)dy ∧ dz = −
∫∫

T

ϕ(x, y, f(x, y))
∂f

∂x
dxdy.

iii)

∫∫

S

ϕ(x, y, z)dz ∧ dx = −
∫∫

T

ϕ(x, y, f(x, y))
∂f

∂y
dxdy.

83. Si S es la superficie de la esfera x2 + y2 + z2 = a2, calcular el valor de las integrales de superficie:
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a)

∫∫✞✝ ☎✆
S

xzdy ∧ dz + yzdz ∧ dx + x2dx ∧ dy.

b)

∫∫✞✝ ☎✆
S

xzdy ∧ dz + yzdz ∧ dx+ z2dx ∧ dy.

Se debe elegir una representación para que el producto vectorial fundamental tenga la dirección de la

normal exterior.

84. Calcular las siguientes integrales de superficie:

a)

∫∫

S

yzdy∧ dz+ xzdz ∧ dx+ xydx∧ dy, S es la cara exterior de la superficie del tetraedro limitado

por x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = a.

b)

∫∫

S

z dx ∧ dy, S es la cara exterior del elipsoide x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 1.

c)

∫∫

S

x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx + z2dx ∧ dy, S es la cara exterior de la superficie de la semiesfera

x2 + y2 + z2 = a2, z > 0.

85. Un flujo de fluido tiene como densidad de flujo el vector f(x, y, z) = (x,−2x−y, z), sea S el hemisferio

x2 + y2 + z2 = 1, z > 0 y sea η la normal unitaria orientada hacia el exterior de la esfera.

a) Calcular la masa de fluido que atraviesa S por unidad de tiempo en la dirección η .

b) Calcular la masa de fluido que atraviesa S, si S también contiene la base plana del hemisferio. En la

base inferior la normal es −k.

86. Calcular las siguientes integrales de superficie:

a)

∫∫✞✝ ☎✆
S

xdy ∧ dz + ydz ∧ dx+ z dx ∧ dy, S es el lado positivo del cubo formado por los planos x = 0,

y = 0 z = 0, x = 1, y = 1, z = 1.

b)

∫∫✞✝ ☎✆
S

x2y2z dx ∧ dy, S es le lado positivo de la mitad inferior de la esfera x2 + y2 + z2 = a2.

c)

∫∫✞✝ ☎✆
S

z dx ∧ dy, S es la cara exterior del elipsoide x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 1.

d)

∫∫✞✝ ☎✆
S

z2dx ∧ dy, S es la cara exterior del elipsoide x
2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 1.

e)

∫∫✞✝ ☎✆
S

xzdx∧dy+xydy∧dz+ yzdz∧ dx, S es la cara exterior de la pirámide formada por los planos

x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1.

f)

∫∫✞✝ ☎✆
S

yzdx ∧ dy + xzdy ∧ dx+ xydz ∧ dx, S es la cara exterior de la superficie situada en el primer
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octante y formada por el cilindro x2 + y2 = a2 y los planos x = 0, y = 0, z = 0, z = h.

g)

∫∫✞✝ ☎✆
S

y2z dx∧dy+xzdy∧dz+x2ydz∧ dx, S es la cara exterior de la superficie situada en el primer

octante y formada por el paraboloide de revolución z = x2 + y2, por el cilindro x2 + y2 = 1 y los

planos de coordenadas.

3.7.6 Fórmula de Stokes

87. Usando el teorema de Stokes, evaluar

∫∫

S

rot f·η dS, donde f = (x − z, x3 + yz,−3xy2) y S es la

superficie del cono z = 2−
√

x2 + y2 sobre el plano xy y η es la normal unitaria exterior a S.

88. Verificar el teorema de Stokes para el campo vectorial f = (3y,−xz, yz2), donde S es la superficie del

paraboloide 2z = x2 + y2, limitado por z = 2.

89. Usando el teorema de Stokes en el plano, calcular

∫

❤
Γ

dx− dy

x+ y + 2
, tomada a lo largo del contorno del

cuadrado que tiene sus vértices en los puntos A(1, 0), B(0, 1), C(−1, 0) y D(0,−1), recorrido en

sentido contrario de las manecillas del reloj.

90. Usar el Teorema de Stokes para verificar que las integrales de lı́nea tienen los valores indicados. Explicar

el sentido en el que se recorre Γ para llegar al resultado.

a)

∫

❤
Γ

ydx+ z dy+ xdz = πa2
√
3, Γ es la curva intersección de la esfera x2 + y2 + z2 = a2 y el plano

x+ y + z = 0.

b)

∫

❤
Γ

(y + z)dx+ (z + x)dy + (x+ y)dz = 0, Γ es la curva intersección del cilindro x2 + y2 = 2y y

el plano z = y.

c)

∫

❤
Γ

y2dx+ xydy + xzdz = 0, Γ es la curva de b).

d)

∫

❤
Γ

(y − z)dx + (z − x)dy + (x − y)dz = 2πa(a + b), Γ es la curva de intersección del cilindro

x2 + y2 = a2 y el plano xa + z
b
= 1, a > 0, b > 0.

e)

∫

❤
Γ

(y2 + z2)dx+(x2 + z2)dy+(x2 + y2)dz = 2πab2, Γ es la curva de intersección del hemisferio

x2 + y2 + z2 = 2ax, z > 0 y el cilindro x2 + y2 = 2bx, 0< b < a.

f)

∫

❤
Γ

(y2−z2)dx+(z2−x2)dy+(x2−y2)dz = 9
2a

3, Γ es la curva de intersección del cubo 0 6 x 6 a,

0 6 y 6 a, 0 6 z 6 a y el plano x+ y + z = 2
3a.

91. Si r = (x, y, z), f = (P,Q,R) = a × r, donde a es un vector constante, demostrar que

∫

❤
Γ

P dx +

Qdy + Rdz = 2

∫∫

S

a·η dS, Γ es una curva que limita la superficie paramétrica S y η es la normal

adecuada de S.
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92. Sea f = (P,Q,R), donde P = − y

x2 + y2
, Q =

x

x2 + y2
, R = z. Sea D el toro generado por la

rotación de la circunferencia (x − 2)2 + z2 = 1, y = 0, alrededor de eje z. Demostrar que rot f = 0,

pero que

∫

❤
Γ

P dx+Qdy +Rdz no es cero, si la curva Γ es la circunferencia x2 + y2 = 4, z = 0.

93. Usando el teorema de Stokes, transformar las integrales:

a)

∫

❤
Γ

(x2 − yz) dx+ (y2 + zx) dy + (z2 − xy) dx.

b)

∫

❤
Γ

y dx+ z dy + x dz.

94. Usando la fórmula de Stokes calcular las integrales de lı́nea y comprobar el resultado calculándolas

directamente.

a)

∫

❤
Γ

(y + z) dx+ (z + x) dy + (x+ y) dz, Γ es la circunferencia x2 + y2 + z2 = a2, x+ y + z = 0.

b)

∫

❤
Γ

(y − z) dx+ (z − x) dy + (x− y) dz, Γ es la elipse x2 + y2 = 1, x+ z = 1.

c)

∫

❤
Γ

x dx+ (x+ y) dy+ (x+ y+ z) dz, Γ es la curva x = a sen t, y = a cos t, z = a(sen t+ cos t),

0 6 t 6 2π.

d)

∫

❤
Γ

y2 dx + z2 dy + x2 dz, donde Γ es el borde del triángulo ABC con los vértices en los puntos

A(a, 0, 0), B(0, a, 0), C(0, 0, a).

95. ¿Cuáles son las condiciones que se deben dar para que la integral de lı́nea

∫

❤
Γ

P dx+Qdy +Rdz = 0,

para cualquier curva cerrada Γ?

96. En los siguientes ejercicios calcular y transformar la integral de superficie

∫∫

S

rot f·η dS, en una inte-

gral de lı́nea usando el teorema de Stokes y calcular la integral de lı́nea.

a) f(x, y, z) = (y2, xy, z), S es el hemisferio x2 + y2 + z2 = 1, z > 0 y η es la normal unitaria con

componente z no negativa.

b) f(x, y, z) = (y, z, x), S es la parte de la paraboloide z = 1 − x2 − y2, con z > 0 y η es la normal

unitaria con componente z no negativa.

c) f(x, y, z) = (y − x, yz,−xz), S consta de cinco caras del cubo 0 6 x 6 2, 0 6 y 6 2, 0 6 z 6 2,

no situadas en el plano xy, η es la normal unitaria exterior.

d) f(x, y, z) = (xz,−y, x2y), S consta de las tres caras no situadas en el plano xz del tetraedro limitado

por los tres planos coordenados y el plano 3x + y + 3z = 6. La normal η es la normal exterior del

tetraedro.

97. Transformar la integral de lı́nea

∫

❤
Γ

(

x2 + y2
)

dx +
(

x2 + z2
)

dy +
(

x2 + y2
)

dz tomada a lo largo de
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cierto contorno cerrado, en la integral de superficie tendida sobre este contorno, aplicando la fórmula de

Stokes.

98. Calcular la integral

∫

❤
Γ

x2y3dx+ dy + z dz, donde Γ es la circunferencia x2 + y2 = a2, z = 0:

a) directamente, a lo largo de la curva Γ en el sentido positivo,

b) aplicando la fórmula de Stokes y considerando la semiesfera z =
√

a2 − x2 − y2 como superficie.

3.7.7 Fórmula de Gauss–Ostrogradski

99. Verificar el teorema de la divergencia para el sólido limitado por las superficies z =
√

a2 − x2 − y2 y

z = 0, donde el campo vectorial es f = (xz2, x2y − z3, 2xy + y2z).

100. Usar el teorema de la divergencia para evaluar la integral

∫∫

S

(x2 + y + z)dS, donde S es la esfera

x2 + y2 + z2 = 1.

Solución Para utilizar el teorema de Gauss, debemos determinar un campo vectorial f = (f1, f2, f3)

sobre la bola sólida V : x2+ y2+ z2 = 1, tal que f·η = x2+ y+ z, donde η es la normal a la superficie

S.

101. Evaluar

∫∫

S

f·η dS usando el teorema de la divergencia, donde f = (xy2, x2y, y) y S es la superficie

del cilindro x2 + y2 = 1, acotado por los planos z = 1, z = −1, incluyendo las porciones x2 + y2 6 1,

cuando z = ±1.

102. Evaluar

∫∫

S

f·η dS en los siguientes casos:

a) f = (xyz, xyz, xyz), S es la superficie del cubo [ 0, 1 ]
3
.

b) f = ((x+ y)z2, (y + z)x2, (z + x)y2), S es la superficie x2 + y2 + z2 = 1.

c) f = (1− x2, 12y
2, z(2x− y)), S es la superficie x2 + y2 = 1 y 0 6 z 6 1.

d) f = (xy2z(z − 1), x2yz(z − 1), z3 − z2), S es la superficie x2 + y2 = 1 y 0 6 z 6 1.

103. Sea S la superficie del cubo unidad 0 6 x 6 1, 0 6 y 6 1, 0 6 z 6 1 y sea η la normal unitaria

exterior a S. Si f(x, y, z) = (x2, y2, z2) emplear el teorema de la divergencia para calcular la integral

de superficie

∫∫

S

f·η dS. Comprobar el resultado calculando la integral de superficie directamente.

104. Se corta la esfera x2+y2+z2 = 25 por el plano z = 3. La parte menor es un sólido V limitado por una

superficie S0 constituida por dos partes, una esférica S1 y otra plana S2. Si la normal unitaria exterior

a V es η = (cosα, cosβ, cos γ), calcular la integral de superficie

∫∫

S

(xz cosα+ yz cosβ + cos γ)dS,
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si:

a) S es el casquete esférico S1.

b) S es la base plana S2.

c) S es la frontera completa S0 = S1 ∪ S2.

Resolver la parte c) con los resultados de las partes a) y b) y también usando el teorema de la divergencia.

105. Sea η = (cosα, cosβ, cos γ) la normal unitaria exterior a una superficie cerrada S, que limita un sólido

homogéneo V del tipo descrito en el teorema de la divergencia. Supongamos que el centro de gravedad

(x̄, ȳ, z̄) y el volumen |V | de V son conocidos. Calcular las siguientes integrales de superficie en función

de |V | y de x̄, ȳ, z̄.

a)

∫∫✞✝ ☎✆
S

(x cosα+ y cosβ + z cos γ)dS

b)

∫∫✞✝ ☎✆
S

(xz cosα+ 2yz cosβ + 3z2 cos γ)dS

c)

∫∫✞✝ ☎✆
S

(y2 cosα+ 2xy cosβ − xz cos γ)dS

d) Expresar

∫∫✞✝ ☎✆
S

(x2+y2)(x, y, 0)·η dS en función del volumen |V | y un momento de inercia del sólido.

106. Verificar las siguientes identidades, donde f y g son campos escalares de clase C1, η es la normal

exterior unitaria a la superficie cerradaS, que limita un sólido V descrito en el teorema de la divergencia,

∂f
∂η

= ∇f ·η ,
∂g
∂η

= ∇g·η .

a)

∫∫✞✝ ☎✆
S

∂f
∂η

dS =

∫∫∫

V

∇2f dxdydz.

b)

∫∫✞✝ ☎✆
S

∂f
∂η

dS = 0, siempre que f sea armónica en V .

c)

∫∫✞✝ ☎✆
S

f
∂g
∂η

dS =

∫∫∫

V

f∇2gdxdydz +

∫∫∫

V

∇f ·∇gdxdydz.

d)

∫∫✞✝ ☎✆
S

(

f
∂g
∂η

− g
∂f
∂η

)

dS =

∫∫∫

V

(f∇2g − g∇2f)dxdydz.

e)

∫∫✞✝ ☎✆
S

f
∂g
∂η

dS =

∫∫✞✝ ☎✆
S

g
∂f
∂η

dS, si f y g son ambas armónicas en V .

f)

∫∫✞✝ ☎✆
S

f
∂f
∂η

dS =

∫∫∫

V

||∇f ||2dxdydz, si f es armónica en V .
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107. Demostrar que ∇2f(a) = lim
t→0

1
|V (t)|

∫∫✞✝ ☎✆
S(t)

∂f
∂η

dS, donde V (t) es un esfera de radio t y centro a, S(t)

es la superficie de V (t) y |V (t)| es el volumen de V (t).

108. Sean V una región convexa de R3 cuya frontera es una superficie cerrada S y η la normal unitaria

exterior a S. Sean f y g dos campos vectoriales de clase C1, tales que rot f = rot g, divf = divg

en todo V , y que satisfacen g·η = f·η en todo punto de la superficie S. Demostrar que f = g en V.

Sugerencia Sea h = f − g, encontrar un campo escalar f de clase C2 tal que h = ∇f y usar una

identidad adecuada para demostrar que

∫∫∫

V

‖∇f‖2dxdydz = 0. De esto se deduce que h = 0 en V .

109. Sea S una superficie paramétrica regular con la propiedad de que cada semi-recta que sale de P , corta

a S una vez a lo sumo. Representemos por Ω(S) el conjunto de rectas que pasan por P y atraviesan S

(ver figura). El conjunto Ω(S) se llama ángulo sólido de vértice en P subtendido por S. Sea Σ(a) la

intersección de Ω(S) en la superficie de la esfera de radio a y centro P . El cociente
área de Σ(a)

a2
, que

se representa por |Ω(S)|, se utiliza como medida del ángulo sólido Ω(S).

a) Demostrar que este cociente es igual a la integral de superficie
∫∫

S

r·η
r3

dS, donde r es el vector que une P a un punto cualquiera

de S y r = ‖r‖. El vector η es la normal unitaria a S en la

dirección de alejamiento de P . ap5638a.tex

a

Σ(a)

P

Esto demuestra que el cociente |Ω(S)| es independiente del radio a, por lo que el ángulo sólido puede

ser medido por el área de la intersección de Ω(S) y la esfera unidad entorno a P .

b) Dos planos se cortan a lo largo de un diámetro de una esfera con centro en P . El ángulo de in-

tersección de los planos es θ, siendo 0 < θ < π. Sea S la parte menor de la superficie de la esfera

interceptada por los dos planos. Demostrar que |Ω(S)| = 2θ.

110. Sean V (t) un cubo de arista 2t y centro en a ∈R3, S(t) la frontera del cubo V (t), η la normal unitaria

exterior a S(t) y |V (t)| el volumen de cubo. Para un campo vectorial dado f de clase C1 en un abierto

de a, se supone que existe lim
t→0

1
|V (t)|

∫∫✞✝ ☎✆
S(t)

f·η dS y emplearlo como definición de divf(a).

Se toman como ejes coordenados xyz, ejes paralelos a las aristas de V (t), sean P , Q y R los compo-

nentes de f relativos a ese sistema de coordenadas. Demostrar que divf(a) =
∂P

∂x
(a) +

∂Q

∂y
(a) +

∂R

∂z
(a).

Sugerencia Expresar la integral de superficie como una suma de seis integrales dobles tomadas sobre

las caras del cubo. Demostrar que 1
|V (t)| multiplicado por la suma de las dos integrales dobles sobre
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las caras perpendiculares al eje z, tiendan a ∂R
∂z

(a) cuando t→ 0.

111. Un campo escalar ϕ tiene la propiedad ‖∇ϕ‖2 = 4ϕ y div(ϕ∇ϕ) = 10ϕ.

Calcular la integral de superficie

∫∫✞✝ ☎✆
S

∂ϕ
∂η

dS, donde S es la superficie de la esfera unidad con centro en

el origen y
∂ϕ
∂η

es la derivada direccional de ϕ en la dirección de la normal unitaria exterior a S.

112. Usando la fórmula de Gauss–Ostrogradski transformar las siguientes integrales de superficie, sobre las

superficies cerradas S que limitan el volumen V , donde cosα, cosβ, cos γ son los cosenos directores

de la normal exterior η a la superficie S.

a)

∫∫✞✝ ☎✆
S

yzdy ∧ dz + zxdz ∧ dx+ xydx ∧ dy.

b)

∫∫✞✝ ☎✆
S

x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx + z2dx ∧ dy.

c)

∫∫✞✝ ☎✆
S

x cosα+ y cosβ + z cos γ
√

x2 + y2 + z2
dS.

d)

∫∫✞✝ ☎✆
S

(

∂u
∂x

cosα+ ∂u
∂y

cosβ + ∂u
∂z

cos γ
)

dS, u es de clase C2.

113. Usando la fórmula de Gauss–Ostrogradski calcular las siguientes integrales de superficie:

a)

∫∫✞✝ ☎✆
S

x2dy ∧ dz + y2dz ∧ dx+ z2dx∧ dy, S es la cara exterior de la superficie del cubo: 0 6 x 6 a,

0 6 y 6 a, 0 6 z 6 a.

b)

∫∫✞✝ ☎✆
S

xdy ∧dz+ ydz∧dx+ z dx∧dy, S es la cara exterior de la pirámide limitada por las superficies

x+ y + z = a, x = 0, y = 0, z = 0.

c)

∫∫✞✝ ☎✆
S

x3dy ∧ dz + y3dz ∧ dx + z3dx ∧ dy, S es la cara exterior de la esfera x2 + y2 + z2 = a2.

d)

∫∫✞✝ ☎✆
S

(x2 cosα+ y2 cosβ+ z2 cos γ)dS, S es la superficie exterior total del cono x
2

a2
+
y2

a2
− z2

b2
= 0,

0 6 z 6 b.

114. Demostrar que si S es una superficie cerrada y ℓ cualquier dirección constante, la integral

∫∫

S

cos(η , ℓ)dS =

0, donde η es la normal exterior a la superficie S.

115. Demostrar que el volumen de V , limitado por la superficie S es igual a:

|V | = 1

3

∫∫

S

(x cosα+ y cosβ + z cos γ)dS,

donde cosα, cosβ, cos γ son los cosenos directores del la normal exterior η a la superficie.
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116. a) Usando el Teorema de Gauss–Ostrogradski, demostrar que el flujo del vector f = r, a través de una

superficie cerrada que limita un volumen arbitrario V es igual al triple del volumen.

b) Determinar el flujo del vector r a través de la superficie total del cilindro x2 + y2 6 a2, 0 6 z 6 h.

117. Calcular el flujo del vector f(x, y, z) = (x3, y3, z3) a través de:

a) la superficie lateral del cono
x2 + y2

a2
6 z2

h2
, 0 6 z 6 h.

b) la superficie total de este mismo cono.

118. Calcular la divergencia y el flujo de la fuerza de atracción f = −m
r3

r de un punto de masa m, situado

en el origen de coordenadas a través de una superficie cerrada arbitraria, que rodea dicho punto.

119. Aplicando la fórmula de Gauss–Ostrogradski, transformar la integral sobre la superficie cerrada, en una

integral triple sobre el volumen del cuerpo limitado por esta superficie (cara exterior)

∫∫✞✝ ☎✆
S

√

x2 + y2 + z2
(

cosα+

cosβ+cos γ
)

dS. Calcular la integral si S es la esfera de radio a, con centro en el origen de coordenadas.

120. Usando la fórmula de Gauss–Ostrogradski, calcular las integrales de superficie del ejercicio ??, página

??.
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Apéndice A

Formas diferenciales

A.1 Formas diferenciales

La teorı́a de formas diferenciales nos proporciona una manera simple y elegante de poder describir los

teoremas de Green, Stokes y Gauss. De hecho las formas diferenciales nos proporciona una visión

global que permiten ver estos teoremas como objetos de una teorı́a matemática más general en el caso

de n dimensiones.

En esta parte, consideramos las formas diferenciales en un espacio de dimensión tres.

Definición A.1.1 Sea U ⊂ R3 abierto, una forma diferencial de grado 0 sobre U , es una aplicación

f :U −→ R.

Definición A.1.2 Denotamos dx1, dx2, dx3 las formas lineales canónicas deR3 enR i.e. dxi:R
3 −→

R, dxi(a1, a2, a3) = ai. En el caso de 3 dimensiones dx1 = dx, dx2 = dy, dx3 = dz.

Definición A.1.3 Sea U ⊂ R3 abierto y sean P , Q, R aplicaciones de U enR, una forma diferencial

de grado 1 sobre U , es la aplicación ω:U −→ R

3 tal que ω = P dx+Qdy +Rdz.

Recordemos ω(x, y, z) = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy+R(x, y, z)dz. Si las aplicaciones P , Q, R son

de clase Ck, se dice que la forma diferencial ω es de clase Ck.

Es claro que si Q = R = 0, entonces la forma diferencial ω = P dx es una forma diferencial de grado

1.

Se pueden sumar dos formas diferenciales de grado 1 i.e. si ω = P dx +Qdy + Rdz y ω1 = P1dx +

Q1dy +R1dz, entonces ω + ω1 = (P + P1)dx + (Q +Q1)dy + (R+ R1)dz es también una forma

diferencial de grado 1.

También se puede definir la forma diferencial de grado 1, fω por fP dx + fQdy + fRdz.

247
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Definición A.1.4 Sean f , g dos funciones lineales sobre R3 (i.e. f , g:R3 −→ R, donde f , g son

lineales) se define la aplicación bilineal f ∧ g:R3 × R3 −→ R llamada producto exterior de f y g,

por: f ∧ g(x,y) = f(x)g(y)− f(y)g(x), x, y ∈R3.

Se observa que el producto exterior f ∧ g es una forma bilineal alternada i.e. f ∧ g = −g ∧ f .

Ejemplo A.1.1 Consideremos el espacioR3, y = (y1, y2, y3), z = (z1, z2, z3) entonces:

(dxi ∧ dxj)(y, z) = dxi(y)dxj(z)− dxj(y)dxi(z) = yizj − ziyj,

es el determinante de la matriz









dx1 dx2 dx3

y1 y2 y3

z1 z2 z3









, eliminando la primera fila y la columna que es 6= i

y 6= j.

Se observa que dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi y que dxi ∧ dxi = 0.

Definición A.1.5 Sea U ⊂ R

3 abierto, P , Q, R aplicaciones de U en R, una forma diferencial de

grado 2 sobre U , es la aplicación ω:U −→ L(R3 ×R3,R) tal que:

ω(x, y, z) = P (x, y, z)dy ∧ dz +Q(x, y, z)dz ∧ dx+R(x, y, z)dx ∧ dy.

Cuando P , Q, R son de clase Ck sobre U , se dice que la forma diferencial ω es de clase Ck sobre U .

Definición A.1.6 Sean f , g, h tres formas lineales sobre R3, entonces se define la aplicación f ∧ g ∧
h:R3 ×R3 ×R3 −→ R, llamada producto exterior de f , g, h, como:

f ∧ g ∧ h(y, z, t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

f(y) g(y) h(y)

f(z) g(z) h(z)

f(t) g(t) h(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, y, z, t ∈R3.

Se observa que f ∧ g ∧ h es una forma trilineal alternada sobreR3 y que:

dx ∧ dy ∧ dz(y, z, t) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y1 y2 y3

z1 z2 z3

t1 t2 t3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

Definición A.1.7 Sea U ⊂ R3 un abierto y sea P :U −→ R una aplicación, la aplicación ω:U −→
L(R3 ×R3 ×R3,R) (forma trilineal alternada), donde

ω(x, y, z) = P (x, y, z)dx ∧ dy ∧ dz,
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se llama forma diferencial de grado 3 sobre U .

Si P es de clase Ck en U , se dice que la forma diferencial ω es de clase Ck.

Observación Dado que la dimensión deR3 es 3, toda forma p−lineal alternada sobreR3 es nula para

p > 4, i.e. toda forma diferencial de grado p > 4 sobre U ⊂ R3 es nula.

Observemos que si ω es una forma diferencial de grado k y η es una forma diferencial de grado ℓ, de

modo que 0 6 k + ℓ 6 3, el producto exterior satisface:

i) f ∧ ω = fω

ii) (fω) ∧ η = f(ω ∧ η) = ω ∧ (fη)

iii) ω ∧ η = (−1)k·ℓη ∧ ω

iv) dx ∧ dy = dxdy, dy ∧ dx = −dxdy = (−1)dx ∧ dy

dx ∧ dx = 0 = dy ∧ dy = dz ∧ dz

dx ∧ (dy ∧ dz) = (dx ∧ dy) ∧ dz = dxdydz.

A.2 Diferencial de formas diferenciales, diferenciación exterior

Definición A.2.1 Sea U ⊂ R

3 abierto y sea ω = f una forma diferencial de grado 0, de clase C1

sobre U . Se llama diferencial de ω, o diferencial exterior de ω, a la forma diferencial de grado 1, dada

por:

dω =
∂f

∂x
dx +

∂f

∂y
dy +

∂f

∂z
dz.

Los coeficientes de la forma diferencial dω son las coordenadas de ∇f .

Definición A.2.2 Sea U ⊂ R3 y sea ω = P dx + Qdy + Rdz una forma diferencial de grado 1, de

claseC1 sobre U . Se llama diferencial de ω (o diferencial exterior de ω) a la forma diferencial de grado

2, dada por:

dω = dP ∧ dx+ dQ ∧ dy + dR ∧ dz.

Observemos que dP = ∂P
∂x

dx + ∂P
∂y

dy + ∂P
∂z

dz, dQ =
∂Q
∂x

dx +
∂Q
∂y

dy +
∂Q
∂z

dz, dR = ∂R
∂x

dx +

∂R
∂y

dy + ∂R
∂z

dz, entonces:

dω =

(

∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)

dy ∧ dz +
(

∂P

∂z
− ∂R

∂x

)

dz ∧ dx+

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dx ∧ dy.

Si f:U −→ R

3 es tal que f = (P,Q,R) de clase C1, los coeficientes de dω son las coordenadas de

rot f.
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Definición A.2.3 Sea U ⊂ R3 abierto, ω = P dy∧dz+Qdz∧dx+Rdx∧dy una forma diferencial

de grado 2, de clase C1 sobre U , se llama diferencial de ω, o diferencial exterior de ω, a la forma

diferencial de grado 3:

dω = dP ∧ dy ∧ dz + dQ ∧ dz ∧ dx+ dR ∧ dx ∧ dy =

(

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

)

dx ∧ dy ∧ dz.

Si f:U −→ R

3 es tal que f = (P,Q,R) de clase C1, el coeficiente de dω es divf. Observemos que

ω es una forma diferencial de grado k y η es una forma diferencial de grado ℓ (k + ℓ 6 3), entonces

d(ω ∧ η) = (dω ∧ η) + (−1)k(ω ∧ dη).

Teorema A.2.1 Sea U ⊂ R

3 abierto y sea ω una forma diferencial de grado menor o igual a 1, de

clase C2 sobre U , entonces d(dω) = 0.

Se denota d2ω = d(dω).

Demostración Si ω = f forma diferencial de grado 0, las coordenadas de dω son las coordenadas de

∇f y los coeficientes de d2ω son las coordenadas de rot (∇f) = 0.

Si ω = P dx + Qdy + Rdz es una forma diferencial de grado 1, denotando f = (P,Q,R), los

coeficientes de la forma dω son las coordenadas de rot f y la coordenada de d2ω es div(rot f) = 0.

Si ω es una forma de grado > 2, entonces d2ω es una forma de grado > 4 i.e. d2ω = 0.

A.3 Primitiva de una forma diferencial

Definición A.3.1 Sea U ⊂ R3 un abierto y sea ω una forma diferencial de grado p = 1, 2, 3, de clase

C1 sobre U , se dice que la forma diferencial ω es cerrada si dω = 0.

La forma diferencial ω de clase C1 se dice exacta, si existe una forma diferencial η de grado p− 1 de

clase C2 sobre U , tal que dη = ω.

η se llama primitiva (exterior) de ω.

Teorema A.3.1 Sea ω una forma diferencial de grado p = 1, 2, 3, sobre U ⊂ R3 abierto, de clase C1.

i) Si ω es exacta, entonces ω es cerrada.

ii) Si p = 3, entonces ω es exacta sobre U .

Si p = 1, 2, y si ω es cerrada sobreU , entoncesω es exacta sobre todo conjunto de la forma [ a, b ]× [ c, d ]× [ e, f ] ⊂
U .

Demostración
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i) si ω es exacta sobre U , entonces existe una forma diferencial ϕ de grado p− 1, de clase C2 sobre U tal

que dϕ = ω i.e. dω = d2ϕ = 0.

ii) p = 1 Sea ω = P dx+Qdy+Rdz de claseC1 sobreU y supongamos que es cerrada sobreU : dω = 0,

es decir rot (P,Q,R) = 0, entonces ∀B =
3
∏

i=1

[ ai, bi ] ⊂ U existe f :B −→ R de clase C2 tal que

∇f = (P,Q,R), por lo que df = ω y ω es exacta sobre B.

Las primitivas de ω son de la forma f + k, k ∈R.

p = 2 Sea ω = P dy ∧ dz + Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy, de clase C1 sobre U y supongamos que ω es

cerrada sobre U : dω = 0 i.e. div(P,Q,R) = 0, entonces ∀B =
3
∏

i=1

[ ai, bi ] ⊂ U , existe una aplicación

f = (f1, f2, f3):B −→ R

3, de clase C2 sobre B, tal que rot f = (P,Q,R).

Ası́, la forma diferencial de grado 1, ϕ = f1dx+f2dy+f3dz es una primitiva de ω sobreB, (dϕ = ω)

y ω es exacta sobre B.

Todas las primitivas de ω sobreB son de la forma ϕ+ dη, donde η es una forma de grado 0 de clase C2

sobre B.

p = 3 Sea ω = P dx∧ dy ∧ dz de clase C1 sobre U , vamos a probar que es exacta, es decir que existe

una forma diferencial ϕ de grado 2 y de clase C2 sobre U :

ϕ = P1dy ∧ dz + P2dz ∧ dx+ P3dx ∧ dy,

tal que dϕ = ω. Definamos f = (f1, f2, f3):U −→ R

3, entonces debemos tener divf = P .

Una solución particular f0 de esta ecuación es f0 = (P1, 0, 0), con P1(x, y, z) =

∫ x

a

P (t, y, z)dt, es

decir la forma diferencial ϕ =
(
∫ x

a

P (t, y, z)dt
)

dy ∧ dz es una primitiva de ω sobre B, por lo tanto

ω es exacta sobre U .

Todas las primitivas de ω son de la forma ϕ =

(∫ x

a

P (t, y, z)dt

)

dy ∧ dz + dη, donde η es una forma

diferencial de grado 1 de clase C2 sobre U .

Ejemplo A.3.1 Sean ω1 = (x + y2)dx + (zy)dy + exyzdz y ω2 = sen ydx + sen xdy formas

diferenciales de grado 1, entonces ω1 + ω2 = (x + y2 + sen y)dx+ (zy + sen x)dy + exyzdz.

Si f(x, y, z) = x, entonces fω2 = x sen y + x sen xdy.

Ejemplo A.3.2

i) Verificar que dx ∧ dydz = dxdydz.

ii) Si ω = xdx+ ydy y η = zydx+ xzdy + xydz, determinar ω ∧ η.
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i) En efecto, dx ∧ dydz = dx ∧ (dy ∧ dz) = dx ∧ dy ∧ dz = dxdydz.

ii) ω ∧ η = (xdx + ydy) ∧ (zydx+ xzdy + xydz)

= (xdx + ydy) ∧ zydx+ (xdx + ydy) ∧ xzdy + (xdx + ydy) ∧ xydz
= xyzdx ∧ dx + zy2dy ∧ dx+ x2zdx ∧ dy + xyzdy ∧ dy + x2ydx ∧ dz + xy2dy ∧ dz
= (x2z − zy2)dx ∧ dy − x2ydz ∧ dx+ xy2dy ∧ dz.

Ejemplo A.3.3 Si ω = xdx − ydy y η = xdy ∧ dz + z dx ∧ dy, calcular ω ∧ η.

ω ∧ η = (xdx − ydy) ∧ (xdy ∧ dz + z dx ∧ dy)
= (xdx) ∧ (xdy ∧ dz) + xdx ∧ (z dx ∧ dy)− ydy ∧ (xdy ∧ dz)− ydy ∧ (z dx ∧ dy)
= x2dx ∧ dy ∧ dz + xzdx ∧ dx ∧ dy − xydy ∧ dy ∧ dz + yzdy ∧ dy ∧ dz
= x2dx ∧ dy ∧ dz = x2dxdydz.

Ejemplo A.3.4 Sea ω = P (x, y, z)dx +Q(x, y, z)dy una forma diferencial de grado 1, de clase C1,

en algún abierto U ⊂ R3, determinar dω.

dω = d(P dx+Qdz) = d(P ∧ dx+Q ∧ dy) = dP ∧ dx+ P ∧ d(dx) + dQ ∧ dy +Q ∧ d(dy)

= dP ∧ dx+ dQ ∧ dy =
(

∂P
∂x

dx+ ∂P
∂y

dy + ∂P
∂z

dz
)

dx+

(

∂Q
∂x

dx+
∂Q
∂y

dy +
∂Q
∂z

dz

)

∧ dy

= ∂P
∂x

dx ∧ dx+ ∂P
∂y dy ∧ dx + ∂P

∂z
dz ∧ dx+

∂Q
∂x

dx ∧ dy + ∂Q
∂y dy ∧ dy +

∂Q
∂z

dz ∧ dy

=−∂P
∂y

dx ∧ dy + ∂Q
∂x

dx ∧ dy + ∂P
∂z

dz ∧ dx− ∂Q
∂z

dy ∧ dz

=

(

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)

dxdy + ∂P
∂z

dzdx− ∂Q
∂z

dydz.

Ejemplo A.3.5 Si η = F dxdy +Gdydz +H dzdx es de clase C1, determinar dη.

Se tiene que dη= d(F dxdy) + d(Gdydz) + d(Hdzdx)

= d(F ∧ dxdy) + d(G ∧ dydz) + d(H ∧ dzdx)
= dF ∧ (dxdy) + dG ∧ (dydz) + dH ∧ (dzdx),

pues d(dxdy) = d(dydz) = d(dzdx) = 0. Además:

dη =
(

∂F
∂x

dx+ ∂F
∂y

dy + ∂F
∂z

dz
)

∧ dx ∧ dy +
(

∂G
∂x

dx+ ∂G
∂y

dy + ∂G
∂z

dz
)

∧ dy ∧ dz

+
(

∂H
∂x

dx+ ∂H
∂y

dy + ∂H
∂z

dz
)

∧ dz ∧ dx

= ∂F
∂z

dz ∧ dx ∧ dy + ∂G
∂x

dx ∧ dy ∧ dz + ∂H
∂y

dy ∧ dz ∧ dx

= ∂F
∂z

dx ∧ dy ∧ dz + ∂G
∂x

dx ∧ dy ∧ dz + ∂H
∂y

dx ∧ dy ∧ dz

=
(

∂F
∂z

+ ∂G
∂x

+ ∂H
∂y

)

dx ∧ dy ∧ dz =
(

∂F
∂z

+ ∂G
∂x

+ ∂H
∂y

)

dxdydz.
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Ejemplo A.3.6 Consideremos la forma diferencial de grado 2 enR3 definida por:

ω = xf(x)dy ∧ dz + 3yf(x)dz ∧ dx− 4z dx ∧ dy, con f ∈ C1 enR.

i) Determinar f para que ω sea cerrada.

ii) Determinar en el caso i), las primitivas de ω.

Notemos que f es de clase C1, entonces la forma diferencial ω es de clase C1 enR3.

i) Ası́ se tiene que:

dω= d(xf(x)) ∧ dy ∧ dz + 3d(yf(x)) ∧ dz ∧ dx− 4dz ∧ dx ∧ dy
=(xf ′(x) + f(x))dx ∧ dy ∧ dz + 3f(x)dy ∧ dz ∧ dx − 4dx ∧ dy ∧ dz
=(xf ′(x) + 4f(x)− 4)dx ∧ dy ∧ dz

y tenemos xf ′(x) + 4f(x)− 4 = 0, por lo que f(x) = λ
x4

+ 1, λ ∈R.

La función f es de clase C1 sobreR, entonces λ = 0. Ası́ f(x) = 1.

ii) En este caso ω = xdy ∧ dz + 3ydz ∧ dx− 4z dx ∧ dy, por lo que ω es de clase C∞. De esta forma ω

admite una primitiva enR3 del tipo ϕ = P dx+Qdy+Rdz, donde ∂R
∂y

− ∂Q
∂z

= x, ∂P
∂z

− ∂R
∂x

= 3y,

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

= −4z.

Si buscamos una primitiva particular con R = 0, se tiene que Q = −xz, P = 3yz, con lo cual tenemos

la solución particular ϕ0 = 3yzdx− xzdy.

Las primitivas son de la forma ϕ = 3yzdx− x+ dy + dη, η es de clase C2.

Verifiquemos que dϕ = ω. En efecto;

dϕ=3d(yz) ∧ dx− d(xz)dy + d2η = 3z dy ∧ dx+ 3ydz ∧ dx − z dx ∧ dy − xdz ∧ dy
=xdy ∧ dz + 3ydz ∧ dx− 4z dx ∧ dy = ω.

A.4 Aplicaciones de las formas diferenciales

Consideremos la forma diferencial de grado 1, ω = P dx +

Qdy+Rdz sobre U ⊂ R3 abierto y sea Γ una curva simple

orientada contenida en U , entonces: mfd6.tex

U

q
qΓ′

Γ

∫

Γ

ω =

∫

Γ

P dx+Qdy +Rdz.
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Sea r: [ a, b ] −→ U tal que r(t) = (x(t), y(t), z(t)) una parametrización que preserva la orientación de

Γ, entonces:

∫

Γ

ω =

∫ b

a

[P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) +R(x(t), y(t), z(t))z′(t)] dt

y la integral no depende de la parametrización de Γ.

Similarmente, sea una forma diferencial de grado 2; ω = P dxdy +Qdydz + Rdzdy, sobre U ⊂ R3

abierto y sea S una superficie orientada contenida en U , de modo que Φ es una parametrización de S

i.e. Φ:R ⊂ R2 −→ U , Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)) ∈ S, entonces:

∫∫

S

ω =

∫∫

S

P dxdy +Qdydz +Rdzdx

=

∫∫

R

[

P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

∣

∣

∣

∣

∂(x, y)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

+Q (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

∣

∣

∣

∣

∂(y, z)

∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

+

H (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

∣

∣

∣

∣

∂(z, x)
∂(u, v)

∣

∣

∣

∣

]

dudv,

y la integral no depende de la parametrización Φ.

Finalmente, sea ω = f(x, y, z)dxdydz una forma diferencial de grado 3 en un abierto U ⊂ R3 y sea

V una región elemental de modo que V ⊂ U , entonces:

∫∫∫

V

ω =

∫∫∫

V

f(x, y, z)dxdydz.

A.5 Elemento de área de una integral doble

En el cálculo de la integral doble

∫∫

S

f(x, y)dω, de manera natural denotamos el elemento de área

dω = dxdy = dx ∧ dy, con S ⊂ V abierto de R3. No se debe creer que el producto dxdy es el

producto de dos diferenciales, ya que dxdy en realidad representa dx ∧ dy.

Si φ:U −→ V es un difeomorfismo de clase C1 tal que φ−1(S) ⊂ U , de modo que φ(u, v) =

(x(u, v), y(u, v)), con Jacobiano Jφ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, entonces:

dx ∧ dy =

(

∂x

∂u
du +

∂x

∂v
dv

)

∧
(

∂y

∂u
du +

∂y

∂v
dv

)

= Jφ(u, v)du ∧ dv.

Es importante usar como elemento de área dω a |dx ∧ dy| por lo que la integral doble se escribirá
∫∫

S

f(x, y)|dx ∧ dy|.
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A.6 Fórmula de Green

Interpretemos en esta óptica la fórmula de Green. Sea R una región acotada en el plano xy, conexa de

frontera a Γ contenida en un abierto U ⊂ R2 y consideremos ω = P (x, y)dx +Q(x, y)dy una forma

diferencial de grado 1 y de clase C1, su diferencial exterior es dω =

(

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)

dx∧dy, por lo que:

∫∫

R

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dx ∧ dy =

∫

Γ

P dx+Qdy.

El elemento de área dx ∧ dy aparece sin valor absoluto, pues la fórmula de Green considera conjuntos

R con frontera orientada Γ. Si se intercambia x, y la orientación cambia y la integral cambia de signo.

Denotando ∂R la frontera de R que es Γ, la fórmula de Green se escribe:

∫

∂R

ω =

∫∫

R

dω.

Notemos que dω es una forma diferencial de grado 2 sobre U y R es una superficie enR3 parametrizada

por Φ:R −→ R

3, Φ(x, y) = (x, y, 0). Como P y Q no son funciones de z, ∂P
∂z

=
∂Q
∂z

= 0, por lo que

la igualdad

∫

∂R

ω =

∫∫

R

dω se transforma en

∫

∂R

P dx+Qdy =

∫∫

R

(

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

dx ∧ dy.

La segunda integral es una integral doble de una forma diferencial de grado 2.

La primer integral es una integral curvilı́nea de una forma diferencial de grado 1, primitiva de la anterior.

A.7 Integral de superficie de una forma diferencial de grado dos

Sea S una superficie orientada de representación paramétricaΦ:R −→ S de claseC1 y sea f:U −→ R

3

una función continua sobre U ⊂ R3 abierto, tal que S ⊂ U , el flujo de f a través de S es:

∫∫

S

f·η dS =

∫∫

R

f(Φ(u, v))·
(

∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)

du ∧ dv.

Consideremos Φ(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)), en el punto (u, v) las coordenadas de:

(

∂Φ

∂u
× ∂Φ

∂v

)

du ∧ dv =

(

∂y

∂u

∂z

∂v
− ∂y

∂v

∂z

∂u
,
∂z

∂u

∂x

∂v
− ∂z

∂v

∂x

∂u
,
∂x

∂u

∂y

∂v
− ∂x

∂v

∂y

∂u

)

du ∧ dv

i.e. ηdS = (dy ∧ dz, dz ∧ dx, dx ∧ dy).

Si f = (P,Q,R), se tiene que f·ηdS = P dy ∧ dz +Qdz ∧ dx + Rdx ∧ dy es una forma diferencial

de grado dos:
∫∫

S

f·ηdS =

∫∫

S

P dy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy.
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Ejemplo A.7.1 Calcular la integral de la forma diferencial de grado dos:

ω = xdy ∧ dz + ydz ∧ dx− 2z dx ∧ dy,

sobre la superficie S, cono de revolución de representación φ(u, v) = (u cos v, u sen v, u), con 0 6

u 6 1, 0 6 v 6 2π.

Sobre la superficie S se tiene dx = cos vdu− u sen vdv, dy = sen vdu+ u cos vdv, dz = du, por lo

que:

dy ∧ dz = −u cos vdu ∧ dv, dz ∧ dx = −u sen vdu ∧ dv, dx ∧ dy = udu ∧ dv,

y en consecuencia ω = (−u2 cos2 v − u2 sen 2 v − 2u2)du ∧ dv = −3u2du ∧ dv.

Finalmente:

∫∫

S

ω = −3

∫∫

S

u2du ∧ dv = −3

∫ 2π

0

∫ 1

0

u2dudv = −2π

∫ 1

0

3u2du = −2π.

A.8 Fórmula de Stokes

Sea S una superficie orientada en R3, con frontera formada por una

curva cerrada simple ∂S orientada según la frontera de S. Considere-

mos una forma diferencial ω de grado 1:

ω = P dx+Qdy +Rdz,
mfd7.texx

y

z

✸

q ✲
✛

✻

✙
✲

η

S

∂S

de clase C1 sobre un abierto U ⊂ R3, tal que S ⊂ U , la diferencial exterior de ω es:

dω= dP ∧ dx+ dQ ∧ dy + dR ∧ dz

=

(

∂R
∂y

− ∂Q
∂z

)

dy ∧ dz +
(

∂P
∂z

− ∂R
∂x

)

dz ∧ dx+

(

∂Q
∂x

− ∂P
∂y

)

dx ∧ dy,

entonces:
∫∫

S

dω =

∫

∂S

ω

Ejemplo A.8.1 Retomando el ejemplo anterior ω = xdy ∧ dz+ ydz∧ dx− 2z dx∧ dy, su diferencial

dω = dxdydz + dy ∧ dz ∧ dx − 2dz ∧ dx ∧ dy = 0, por lo que ω es cerrada y existe una forma

diferencial ϕ de grado 1, de clase C∞ sobreR3 tal que dϕ = ω.
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Para calcular ϕ, se verifica que el campo (x, y,−2z) deriva del vector potencial

(yz,−xz, 0), por lo que ϕ = yzdx− xzdy.

La superficie S tiene frontera ∂S, el cı́rculo x = cos v, y = sen v, z = 1 y la

fórmula de Stokes da: mfd8.texx

y

z

✲

✠

✻
1

S

∫∫

S

ω =

∫∫

S

dϕ =

∫

∂S

ϕ =

∫

∂S

z(ydx− xdy) = −
∫ 2π

0

dv = −2π.

A.9 Fórmula Gauss–Ostrogradski

Sea V una región acotada contenida en un abierto U ⊂ R

3, con frontera orientada ∂V y sea ω una

forma diferencial de grado 2, ω = P dy ∧ dz +Qdz ∧ dx+Rdx ∧ dy, de clase C1 sobre el abierto U .

La diferencial exterior de ω es una forma diferencial de grado tres:

dω= dP ∧ dy ∧ dz + dQ ∧ dz ∧ dx+ dR ∧ dx ∧ dy

=

(

∂P
∂x

+
∂Q
∂y

+ ∂R
∂z

)

dx ∧ dy ∧ dz,

entonces la fórmula de Gauss-Ostrogradski se escribe:

∫∫∫

V

dω =

∫∫

∂V

ω.

La primera integral es una integral triple de una forma diferencial de grado tres y el segundo miembro

es la integral de superficie de una forma diferencial de grado dos, primitiva de la anterior.

Ejemplo A.9.1 Calcular la integral

∫∫

S

2xdy ∧ dz+5ydz ∧ dx− 4z dx∧ dy, donde S es la superficie

de la esfera x2 + y2 + z2 6 a2 (V ) orientada hacia el exterior (S = ∂V ).

Es claro que P = 2x, Q = 5y, R = −4z, por lo tanto:

∂P

∂x
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z
= 2 + 5− 4 = 3

y la fórmula de Gauss-Ostrogradski nos da: mfd9.tex

✲

✻

✰

a

a

ax

y

z

✸
η

∫∫

∂V

ω =

∫∫∫

V

3dx ∧ dy ∧ dz = 3· 4
3
πa3 = 4πa3.

Observación La analogı́a entre los teoremas enunciados es bien clara. Las formulaciones han sido

diversas; se han usado divergencia en regiones de R3 (Gauss-Ostrogradski), rotacional para superficies
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enR3 (Stokes) y regiones enR2 (Green).

Se ha usado únicamente el concepto de diferencial exterior de una forma diferencial para los tres teo-

remas. Sin embargo se puede enunciar un sólo teorema para los tres casos introduciendo la noción de

variedad diferencial.

Se entenderá por una 2–variedad orientada con frontera en R3, una superficie cuya frontera sea una

curva cerrada simple orientada.

Similarmente una 3–variedad orientada con frontera en R3, es una región en R3 de modo que su fron-

tera es una superficie orientada.

Se puede enunciar el siguiente teorema unificado que lo llamamos Teorema de Stokes.

Teorema A.9.1 Teorema de Stokes Sea M una k–variedad orientada en R3 (k = 2 o 3) contenida

en un abierto U ⊂ R3, con frontera ∂M orientada y sea ω una forma diferencial de grado k − 1 sobre

U , entonces:
∫

M

dω =

∫

∂M

ω.



Apéndice B

Funciones eulerianas

B.1 La función gama Γ

Se llama integral euleriana de segunda especie la integral

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt.

Esta integral es función del parámetro x, converge en infinito y cero si x > 0. ßPropiedades

• Γ(x) es continua.

• Γ(x) es derivable y Γ′(x) =

∫ ∞

0

∂

∂x
tx−1e−tdt

• Γ(1) = 1, Γ(2) = 1, Γ(x+ 1) = xΓ(x)

• Γ(n+ 1) = n! si n ∈N∗

• El cambio de variable t = u2 transforma la función a Γ(x) = 2

∫ ∞

0

u2x−1e−u
2

du y en particular

Γ(12 ) = 2

∫ ∞

0

e−u
2

du =
√
π.

• Si n ∈N la fórmula de recurrencia permite calcular

Γ(x+ 1
2 ) = 2

∫ ∞

0

u2ne−u
2

du =
1·3 · · · (2n− 1)

2n
√
π =

(2n)!

22nn!

√
π.

• Γ(p)Γ(1 − p) = π
sen pπ .

• |Γ(ix)|2 = π
x sen πx .

• Γ(2x)
√
π = 22x−1Γ(x)Γ(x + 1

2 ).

• Γ(x)Γ(x + 1
m )Γ(x+ 2

m ) · · ·Γ(x+ m− 1
m ) = m

1
2
−mx(2π)

1
2
(m−1)Γ(mx).
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• Otras definiciones de la función Γ:

Γ(x) = lim
k→∞

1·2·3 · · ·k
(x+ 1)(x+ 2) · · · (x+ k)

kx

1

Γ(x)
= xeγx

∞
∏

m=1

(1 +
x

m
)e−x/m, γ es la constante de Euler.

• Derivada de la función Γ(x):

Γ′(1) =

∫ ∞

0

e−x lnxdx = −γ

Γ′(x)

Γ(x)
= −γ + (

1

1
− 1

x
) + (

1

2
− frac1x+ 1) + · · ·+ (

1

n
− 1

x+ n− 1
) + · · ·

• Fórmula de Sterling Γ(x+ 1) =
√
2πxxxe−x(1 + 1

2x
+ 1

288x2
− 139

51840x3
+ · · ·)

Si x≫ 0, Γ(x+ 1) ≈
√
2πxxxe−x i.e. n≫ 0, n! ≈

√
2πnnne−n.

B.2 La función beta β

La función euleriana β está definida por la integral

β(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1 − t)q−1dt.

La integral existe si p > 0 y q > 0. ßPropiedades

• β(p, q) = β(q, p). En efecto, basta efectuar el cambio de variable u = 1− t.

• Si t = sen 2 θ, β(p, q) = 2

∫ 1
2
π

0

sen 2p−1 θ cos2q−1 θdθ.

• Si t =
z

z + 1
,

∫ ∞

0

zp−1(1 + z)p+qdz.

• La función β se reduce a la función Γ:

β(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
.

En efecto, consideremos el producto Γ(p)Γ(q) como una integral doble, es decir

I =

∫∫

Ω

tp−1e−tuq−1e−udtdu,

donde el dominioΩ es el primer cuadrante del plano u, t. Consideremos el cambio de variable t+u = α,
t

u
= β, es decir t =

αβ

1 + β
, u =

α

1 + β
que va de Ω a Ω′, con Ω′ el dominio α > 0, β > 0.

El Jacobiano de la transformación viene dado por J =
α

(1 + β)2
, por lo que:

I =

∫∫

Ω′

αp−1βp−1

(1 + β)p−1

αq−1

(1 + β)q−1
e−α

α

(1 + β)2
dα dβ =

∫ ∞

0

βp−1

(1 + β)p+q
dβ

∫ ∞

0

αp+q−1e−αdα,
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es decir
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
=

∫ ∞

0

βp−1

(1 + β)p+q
dβ.

Efectuando el cambio de variable 1 + β =
1

1− t
o sea β =

t

1− t
se tiene

∫ ∞

0

βp−1

(1 + β)p+q
dβ = β(p, q).

• Si 0< p < 1 se tiene

∫ ∞

0

βp−1

1 + β
dβ =

π

sen pπ
.

• β(12 ,
1
2 ) = π.

• Se puede expresar la integral Im,n =

∫ π
2

0

sen m x cosn xdx por medio de la función beta.

En efecto, consideremos u = sen 2 x, du = 2 sen x cos xdx, entonces:

Im,n =

∫ π
2

0

sen m x cosn xdx = 1
2

∫
π
2

0

(sen 2 x)
m−1
2 (1− sen 2 x)

n−1
2 2 sen x cosxdx =

1
2

∫ 1

0

u
m−1
2 (1− u)

n−1
2 du = 1

2

∫ 1

0

u
m+1
2 −1(1− u)

n+1
2 −1du = 1

2
β(m+ 1

2
, n+ 1

2
).

B.3 Fórmula de Wallis

Usando el cambio de variable x = π
2 −u se tiene que In =

∫ π
2

0

sen n xdx =

∫ π
2

0

cosn xdx1. Además:

n

∫ π
2

0

sen n xdx = (n− 1)

∫ π
2

0

sen n−2 xdx− sen n−1 x cosx
∣

∣

∣

π
2

0
=⇒ nIn = (n− 1)In−2 =⇒ In =

n− 1
n In−2. De esta forma tenemos:

In =







n− 1
n

n− 3
n− 2 · · · 1

2
I0 = n− 1

n
n− 3
n− 2 · · · 1

2
π
2
, si n es par

n− 1
n

n− 3
n− 2 · · · 2

3
I1 = n− 1

n
n− 3
n− 2 · · · 2

3
, si n es impar.

1John Wallis (1616-1703) Matemático inglés nacido en Ashford y fallecido en Oxford. John Wallis fue el más importante de

los matemáticos ingleses inmediatamente anteriores a Newton. Recibió las sagradas órdenes sacerdotales, pero dedicó la mayor

parte de su tiempo a su profesión de matemático. Wallis escribió extensos trabajos de matemáticas, siendo el primero en extender

el uso de los exponentes a los números negativos y a las fracciones. También utilizó por primera vez el sı́mbolo con el que

actualmente se designa al infinito. Además fue el primero en expresar geométricamente los números imaginarios y también fue

el primero en escribir una historia seria de las matemáticas. Escribió un importante tratado sobre geometrı́a analı́tica, en el que se

culmina el proceso de aritmetización de las secciones cónicas que habı́a iniciado Descartes veinte años antes. También trató de

introducirse en el análisis, pero tuvo la desgracia de quedar a la sombra de su joven contemporáneo Newton, quien se entregó de

lleno al cálculo.
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[23] Efimov A., Demidovich Boris 1983 Problemas de las matemáticas superiores, Vol.1, Editorial MIR,
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