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Capitulo 1

Integrales multiples

El problema de definir la integral en el caso de dos o mds dimensiones, presenta particularidades intere-
santes que es necesario considerar. En el caso unidimensional, la integral de , se define de una manera
relativamente simple para un intervalo cerrado [ a, b], pues no hay mayor dificultad en definir la longitud
(medida unidimensional) de los intervalos. Pero en el caso de una integral doble (0 mds generalmente,
de una integral n-dimensional) el dominio de integracién €2 puede ser dividido en partes con limites
curvilineos, que son necesarios para definir la nocién de drea (resp. la medida de una parte de IR™). Una
dificultad similar surge cuando en el caso n = 1, se define la integral de Riemann para conjuntos mas

complejos que un intervalo cerrado.

En este sentido, es necesario definir la nocién de medida de un conjunto e investigar las propiedades de
la medida. Iniciaremos este capitulo con la teorfa de Jordan, medida intimamente ligada a la teoria de
la integral de Riemann, lo que nos va permitir presentar la teoria de Riemann de la integral multiple, as{
como la evaluacién de una n-integral multiple por medio de n-integrales iteradas con respecto a cada

una de las variables.

Hankel(1882) introduce la nocién de contenido de un conjunto, en un intento de medir la porcién de un
intervalo que ocupan las discontinuidades de una funcién. Cantor y Stolz (1884) extienden estas ideas a
subconjuntos de IR™, poniendo los cimientos de una rama de la matemdtica conocida como la Teoria de
la Medida. La teorfa desarrollada por estos matematicos tenia ciertos defectos que aparecen cuando los
conjuntos en cuestioén no eran cerrados. En un esfuerzo para eliminar tales deficiencias, Peano(1887) y
Jordan(1902) introducen la nocién de contenido interior y contenido exterior de un conjunto. La teorfa
del contenido fue extendida por Borel(1898) y Lebesgue(1902) quien resuelve el problema y desarrolla
lo que se llama la teorfa de la medida de Lebesgue. Gracias a esta teoria se dispone de una técnica se-

gura para operar limites bajo el signo de integral, que siempre fue fuente de problemas y demostraciones
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complicadas con el método de Riemann y el método de Cauchy.

No vamos a presentar un estudio minucioso de la teoria de la medida, sino que vamos a tratar lo indis-
pensable de la teoria del contenido y de la medida para poner de manifiesto la utilidad de estas ideas

cuando se presentan en la teorfa de la integracién de Riemann.

En los primeros cursos de Matematica, se estudia la integral de Riemann de una funcién f acotada
sobre un intervalo [a,b] C R. En este capitulo se estudiard la integral de una funcién real de varias
variables. Primeramente trataremos el caso de la integral de funciones dos variables o integrales dobles.
La integral doble se interpreta geométricamente como un volumen y la definiremos como el limite de
sumas de Riemann'bi-dimensionales. En este caso el intervalo [a, b| se reemplaza por un conjunto R
bidimensional que llamamos regién de integracion. El integrando f es definido y acotado en R y la in-

tegral resultante se representa por / / f, obien / / f(z,y)dxdy. Consideramos regiones rectangulares
R R

y luego se considerardn regiones mds generales con bordes curvilineos, haciendo énfasis en lo intuitivo
de algunos aspectos geométricos de la integral doble y sobre todo en el método iterado del célculo de
estas integrales. Luego se considerard un andlisis riguroso de la integral doble en términos de sumas de

Riemann.

También se tratard la relacién de la integral doble y las integrales de linea, asi como aplicaciones al
problema de cédlculo de 4rea, volimenes, centro de gravedad, inercia, masa, y algunos problemas fisicos

que se resuelven con estos conceptos.
Se discute el modo de extender estos conceptos al caso n-dimensional.

Consideremos una funcién continua f: R C R? — IR, donde R es un rectdngulo con los lados parale-

1Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) Nace el 17 de septiembre 1826 en Breselenz, Hannover, Alemania.
Muere el 20 de julio 1866 en Selasca, Italia. Empez6 a estudiar religion, intentando demostrar la veracidad del Génesis mediante
razonamientos matemadticos. Fracasé en el intento, pero se descubri6 su talento matemadtico y su ambicion religiosa se desvié. Las
ideas de Riemann concernientes a la geometria del espacio tuvo profundos efectos en el desarrollo de la teoria fisica moderna.
En 1851 su tesis doctoral recibi6 la aprobacién ni mds ni de menos que del propio Gauss. Durante su corta vida, pues murié de
tuberculosis, contribuyé a diversas ramas de las matemadticas. Su contribucién mds famosa fue la creacion de una geometria no
euclidiana, diferente a la de Lovachevski y Bolyai, que mejoré en 1854. La geometria de Riemann utiliza, en vez del axioma de
Euclides sobre paralelas, el axioma de que por un punto dado no situado en una linea no se puede trazar ninguna paralela. En
su geometria también se podian trazar cualquier nimero de lineas rectas por dos puntos, no existiendo lineas rectas de infinita
longitud. Otra consecuencia importante es que en la geometria de Riemann la suma de los dngulos de un tridngulo era superior a
180°. Esta geometria, que resulta cuanto menos chocante, se comprende si se considera la superficie de una esfera y restringimos
nuestras figuras a esa esfera. Riemann generaliz6 la geometria hasta el punto que, cuando variaban las medidas en el espacio,
podia transformar unas medidas en otras, segtin reglas fijas. Medio siglo mds tarde Einstein pudo demostrar que la geometria de
Riemann presentaba un idea mds exacto del universo, que la de Euclides. Clarificé la nocién de integral, definiendo lo que ahora
llamamos Integral de Riemann. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann (conocidas un tiempo antes) y el concepto de la superficie

de Riemann aparecen en su tesis doctoral.
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los a los ejes coordenados z, y. El rectangulo R se puede escribir como el producto de dos intervalos

cerrados R = [a,b] x [c,d] = {(z,y) € R*/a < v < b, e <y < d}.

2
z = f(z,y)

Vamos a suponer que f(z,y) > 0 sobre R, de manera que la £

superficie z = f(z,y), el plano xy y los cuatro planos z = a, DR y

x = b,y = ¢, y = d, forman la frontera de una regién V' en el y /R //

b
espacio. dibla;té(

Con el objeto de desarrollar el concepto intuitivo de sumas de Riemann, supongamos que hemos definido
el volumen de una regién. El volumen de la regién limitada por R y superficie z = f(x,y) se llama

integral doble de f sobre Ry la escribimos:

1= |[ @iz

Hay un método para el célculo de volimenes conocido como
Principio de Cavalieri, que establece lo siguiente: Supongamos /!
que un cuerpo sélido tiene por drea transversal A(x), medida a

una distancia x del plano de referencia, entonces el volumen del

cuerpo estd dado por / A(z)dx, donde o y § son las distancias B T R
. de referencia
. o ./1magen/d11)llﬁl.?ex
minima

y mdxima a partir del plano de referencia?

. La justificacién es simple, si partimos [, 3] en a@ =

2Bonaventura Francesco Cavalieri (1598-1647) Nace en 1598 en Mildn, Haboburg Empire (hoy Italia). Muere el 30 de
Noviembre de 1647 en Bologna, Estado Papal (hoy Italia)

Cavalieri fue miembro de una orden religiosa Jesuita en Mildn en 1615 cuando atin era muy joven. En 1616 fue transferido a un
Monasterio Jesuita en Pisa. Su interés por las matemadticas fue estimulado por los trabajos de Euclides y luego de encontrar a
Galileo, se consideré como un discipulo de este astronomo. Cavalieri fue nominado para una cdtedra de mateméticas en Bologna
en 1619 pero no fue muy exitoso debido a que fue considerado muy joven para ese puesto que requeria de antigiiedad. En 1629
Cavalieri fue nombrado profesor de mateméticas en Bologna pero en ese tiempo habia ya desarrollado un método de lo indivisible,
lo cual lleg6 a ser un factor importante en el desarrollo del Calculo Integral. La teoria de lo indivisible de Cavalieri, presentada
en su “Geometria indivisibilis continuorum nova” de 1635 era un desarrollo del método exhaustivo de Arquimedes incorporado
en la teorfa infinitesimal y pequefias cantidades geométricas de Kepler. En su replica Cavalieri mejord esta publicacién en su
“Exercitaciones geometricae sex” la cual fue la fuente principal de las matematicas. Cavalieri fue responsable de la mayor parte
de la introduccién de los logaritmos como una herramienta computacional en Italia, a través de su libro “Directorium Generale
Uranometricum”. Las tablas de logaritmos que €l public6, incluyeron logaritmos de funciones trigonométricas para el uso de los
astronomos. Cavalieri también escribié de las secciones cénicas, trigonometria, Optica, astronomia y astrologfa. El desarrollo una
regla general para el largo focal de los lentes y describe la reflexion del telescopio. Cavalieri mantuvo correspondencia con otros

matematicos incluyendo a Galileo, Merssene, Renieri, Rocca, Torricelli y Viviani. Su correspondencia con Galileo incluyeron
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To < a1 < --- < xy, = [, entonces la suma de Riemann que aproxima el volumen es:

n—1

B
Z Alei)(@ip1 — ) — / A(z)dz, cuando n — oo,
i=0 @

donde c; es un valor entre z; y T;41.

Consideremos ahora la regién sélida bajo la grifica z = f(x,y) definida en la regién [a,b] X [¢,d],

donde f es continua y positiva.

En el caso que nos ocupa hay dos formas naturales de determinar el drea

de una seccidn transversal: una usando planos perpendiculares al eje x

y otra usando planos perpendiculares al eje y. La seccién transversal

al plano y = y,, es la regién bajo la grifica z = f(z,y,)dexz = a a

xT
x =b. ./imagen/dib3.tex

Cuando se fija y,, la funcién © — f(x,y,) es continua en [a,b], el drea transversal A(y,) =

/ f(x,y,)dx, lo que define la aplicacién A:[c¢,d] — R tal que y — / f(z,y)dz. De esta

manera el principio de Cavalieri nos indica que el volumen de la regién bajo la superficie z = f(x,y)

V=/cd /:f(m)d:v day,

donde la integral precedente se denomina integral iterada, pues se obtiene integrando primero con res-

€s:

pecto a x y luego integrando con respecto a y. Asi se tiene que:

_//f(:c,y)da:dy_/cd /abf(:zr,y)dx dy.
R

Cambiando los papeles fijados por z y y en el estudio se tiene:

V=//f<w,y>d:cdy=/ab /Cdf(:v,y)dy dz.
R

En conclusidn, si la nocién intuitiva que tenemos del volumen es correcta, las férmulas anteriores son
validas. Este resultado, que demostraremos mds adelante, se conoce por teorema de Fubini y nos da una

forma clara de calcular la integral doble de una funcién de dos variables.

a lo menos 112 cartas. Galileo tuvo un buen concepto de Cavalieri al mantener correspondencia. Tal vez para Cavalieri su mds
famoso estudiante fue Stefano Degli Angeli. El estudié con Cavalieri en Bologna en el tiempo cuando ya estaba viejo y sufriendo

de artritis. Angeli escribié muchas cartas a Cavalieri las cuales envié a algunos matematicos durante su tiempo de estudios.
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Finalmente es importante observar que podemos eliminar los paréntesis cuadrados en las integrales

iteradas, como en las ecuaciones anteriores y escribir:

/ab/cdf(%y)dydx:/ab [/Cdf(:v,y)dy] dx
/Cd/abf(:c,y)d:z:dy—/cd [/abf(a:,y)dx] dy.

1.1 Particiones de rectangulos. Funciones escalonadas

Consideremos el rectdngulo R C R?, producto cartesiano de dos intervalos cerrados [a,b] x [¢,d] i.e.

R=[a,b] x[c,d] ={(z,y) ER?*/a< z<b, c<y<d}

Yy

dk-
Definicion 1.1.1 Sea P C (R), P es una particion de un T—] |
rectdngulo R, si P es una familia de sub-rectdngulos Ry, k = T I B
1,...,m, de interior no vacio tales que R = G Ry vy la inter- I : : !
seccion entre dos de ellos es vacia o se interske:cim Unicamente N
en la frontera. ./imagen/dib4.tgx 5o

Cada R € P, es de la forma Ry, = [ag, bk | X [ck, dk -

Definicion 1.1.2 Se dice que dos partes Ay B C IR? no se cruzan o no se traslapan, si su interseccion

es vacia o se intersecan linicamente en la frontera.

Definicion 1.1.3 Una particion P’ de R se dice mds fina que la particién P, si todo sub-rectdngulo de

P’ estd contenido en un sub-rectdngulo de P y se escribe P < P,
Consideremos dos particiones Py y P> de [a,b]y [ ¢, d] respectivamente:
Py ={xo,21,...,Tn_1,Tn}, Py = {Yo, Y1y -+ s Ym—1,Ym }»
dondea=z,<z1<---<zxp,=0b,c=y, <y1 <---<ym, = d, entonces el producto cartesiano:
P=P x P ={Rj; =[wi—1,2: | x[yj-1,9;]/i=1,...,n,j=1,...,m}

es una particion de R.

y y
En efecto, la particién P descompone a R en n-m sub- 4 d
. I . R
rectdngulos de interior no vacio que no se cruzan, cuya
C C

n m
uniénes Rie. R=|J U Ry;. . ;
i=1j=1 /imagen/dip.tex b = (ll b
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m
Definicion 1.1.4 Sea P una particion de R i.e. R = |J Ry, se denomina norma de una particion de P

al valor max{d(R;)/k =1,...,m}, donde d(Ry) = sup |(z,y) — (2',y)| y se denota ||P|.
(z,y)ERg
(#',y")ERy

Definicion 1.1.5 Dado el sub-rectdngulo Ry, = [ay, by | X [k, dy, | €P, llamamos sub-rectdngulo abierto

[}
dePodeR, a Ry =]ak, by [ X]ck,dy [ producto cartesiano de los intervalos abiertos, o sea es un sub-

rectdangulo sin los lados.

Definicion 1.1.6 Definicion de funcion escalonada Una funcion f definida en un rectdngulo R se dice
escalonada, si existe una particion P de R tal que f es constante en cada uno de los sub-rectdngulos

abiertos de la particion P y escribimos f € E(R).

En la figura adjunta se muestra un ejemplo de funcién escalo- '

nada. La funcién tiene valores dados en cada uno de los puntos

de los bordes de los sub-rectdngulos, pero los valores en estos

bordes no tienen influencia en el cdlculo de la integral. Jimagensdfb6.tex

Cuando consideramos dos particiones P’ y P” de R, en general la unién P’ U P” no es una particién de
R. Sin embargo, a partir de ellas se puede inducir una particién P mds fina que las particiones P’ y P”,

que denominamos particién inducida por la superposicién de P’y P”.

En efecto, si P’ y P” son particiones de R, entonces R = [J R}, = U R;-’, R, € P, R;-’ € P”. Sea
k=1 j=1
/_O\
I'={(k,j)/ R,NRY # @, k=1,....,n,j =1,...,m},entonces R = |J R} NRY, donde se

(kg)el
han quitado los elementos que en la interseccién nos da puntos o segmentos de recta (lados o pedazos

de lados de los subrectdngulos), ya que estos puntos o segmentos de recta siempre van a pertenecer o

estan incluidos en otra interseccion con interior no vacio.

R;C// R;c
En la figura adjunta, el conjunto R;’ siempre va a intersecarse con
R
un conjunto Rj,, tal que para cada elemento de la frontera de R} i
/_O\
A 1 / " / .
estd en Ry N Ry, donde R} MRy # (), pues en caso contrario R,

o n
/imagen/dib7.tex
Ry ¢ kL_Jl R}, = R. g
Observemos que cada elemento de R}, N R, con (, j) € I, tiene la propiedad de estar incluido en R}, y
en cada R/, por lo que la particién inducida por las particiones P’ y P es mds fina que las particiones

originales P’ y P”.
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Definicion 1.1.7 La nueva particion P inducida por las particiones P’ y P" la llamamos superposicion

de las particiones P’ y P”.

Esta particién es mds fina que las particiones P’ y P”.

Proposicion 1.1.1 Sean f, g funciones escalonadas definidas sobre el rectdngulo R, la combinacion

lineal aof + Bg también es escalonada sobre R, o sea E(R) es un espacio vectorial sobre R.

Demostracién Sean P’ y P particiones de R tales que f es constante en los sub-rectdngulos de P’ y ¢
es constante en los sub-rectdngulos de P”. Claramente | es constante en los rectangulos de la particién
inducida por la superposicién P’ y P”, 1o mismo que g, por lo que af + (g es constante sobre los
sub-rectdngulos abiertos de la particién inducida por P’ y P”. Asi pues, el conjunto E(R) de funciones

escalonadas sobre R es un espacio vectorial.

Sea P una particion de R, sea f una funcién escalonada sobre R, sea Ry, el rectdngulo determinado por
[z}, 2k ]| X [yk, Yk | ¥ sea ay el valor que toma f en el interior de Ry. Si f es positiva, el volumen de
cada caja rectangular con base Ry, y altura oy, es el producto a(zr — @3.) (Y — Yp) = arAzpAy, y
la suma de todas estas cantidades se define como la integral doble de f sobre R. Se dard la siguiente
definicién.

Definicion 1.1.8 Definiciéon de la integral doble de una funcién f € E(R)

Sea f una funcion escalonada sobre R que toma el valor oy, sobre el sub-rectdngulo abierto Rok =

12, xk [ X ) Yk, Yk [ de R, la integral doble de f sobre R se define por:

//f Zak xy, — ) ( ZakAa:kAyk—/fxyda:dy

Observemos que la integral doble de f sobre R no varia, si se toma una particién P’ mds fina que la

particion de P inducida por la funcién escalonada de f.

Resaltamos el hecho que //af =« //f, Vf e E(R),VaeR.
Si f es constante en el intervalo de R se tiene que //f a(b — a)(d — ¢), donde f(z,y) = «

V(:c,y)Eﬁz]a,b[x]c,d[,porloque:

R//f‘/ Vf”dx] o= [ [/fwdy] 1)
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De manera general, si f es una funcién escalonada sobre el rectingulo R, entonces para cada sub-

rectdngulo Ry de R se tiene:

ffr= [ ([ stmmas)ar= [ ([ o) as
R Y Tk Vi

por lo que sumando sobre k£ obtenemos:

//f=/cd (/ff@,;;)m) dyz/ab </Cdf(:c,y)dy> i

es decir que la férmula (1) también es vdlida para funciones escalonadas.

Sin embargo ésta tltima conclusion no es tan clara, pues estamos sumando sobre el indice k = 1,...,m
y no es evidente la igualdad de las integrales. Para solventar este problema recordemos que la integral

doble no varia si se usan particiones mds finas que la particion original dada para la funcién f.

Definicion 1.1.9 Sea P’ una particion de modo que Ry, = [ag,br| X [ck,di]€P, k= 1,...,m'y

consideremos:
P :fa=z,<x1 < <xp =b} ={ar,bp/k=1,...,m'},
P2:{C:y0<yl<"'<ym:d}:{Ckvdk/kzla"'vm/}a

entonces P = Py X P» es una particion llamada particion cartesiana inducida por P' y es mds fina que

P

Sea P’ la particién dada por f y sea P la particién cartesiana inducida por P/, entonces:

g8 -2 )
SEL ([ s 5L ([ sew)
:él:l/cd< fxyd:c> dy—z1 ab (/yjjlf(:c,y)dy> dz

—/cd </abf(:c,y)da:> dy_/ab (/cdf(x,y)dy> dr.

Observacion Es importante ver que la particion cartesiana P que se generd, nos ayudé a ver claramente

<.

el porqué se puede intercambiar el orden de integracién iterado.
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Destaquemos el hecho que al usar en la integral (z — 2},)(yr — y}.), en realidad estamos midiendo el

area del rectdngulo Ry y podemos escribir:
Jr=3 ot~ s~ ) = Y- b =3 o AR,
R k=1 k=1 k=1

donde A(Ry) designa el drea del rectdngulo Ry.

Teorema 1.1.1 Sean f, g € E(R), conR = [a,b] x [¢,d] y sean o, B € R, entonces:

l)//afwg —a//f+ﬁ//
ii) Si R estd dividido en dos rectdngulos Ry y Ry, R//f ZZ/f—i-l/f.
iii) i f(x,y) < g(z,y), V(z,y) €R, //f<//g.

R R

En particular si g(z,y) 2 0, V(z,y) € R, //g > 0.
R

Demostracion

i) Sean P; y P, las particiones dadas por las funciones escalonadas f y g respectivamente, la particion
P inducida por la superposicién de P; y P, es una particion en la cual las funciones f y gi.e. af + g,
son constantes sobre cada uno de los sub-rectdngulos abiertos de la particion P = {Rg/k = 1,...,m}.

De esta forma tenemos:

R//(aerﬂg //af+ﬁg —g a]l/fwi/g)
—QZ/k/f+ﬂ]§J/g—aR//f+ﬂZ/g.

k
ii) Si R estd dividido en dos rectdngulos, entonces R = R; U Ro. Hay varias maneras de escribir este

rectdngulo. Supongamos por ejemplo que:
R=[a,b]x[c,d] =]a,d' ] x[c,d]U[a’,b] x [c,d].

Sea P}’ la particién dada por la funcién escalonada f y sea P} la particion cartesiana inducida por P}’
i.e. P/f = Pl X P2.
Si la particién P’; es tal que a’ € Pp, se toma Py = P’.

Sia’ ¢ P se considera la particién més fina Py = Py U{a'} x P>, la funcién f sigue siendo escalonada
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en P, y de igual integral que en P}» yen P}’. Asf tenemos que Py = P§ U P;/, donde Pi:a =z, <21 <

< =a/, PPid =2 <@gy <o <@ =b, P} =P x P,y Py = P x P, por lo que:

=53 fl=55 [+ 32 5 o= Jlr+

lel ’+1]1

Observemos que P x P, es una particiénde [a, a’ ] x [¢,d]y P x Py es una particiénde [a/, b] x [ ¢, d].

De manera andloga se puede proceder si el rectdngulo R se parte en el eje y. Esto evidencia la manera

de proceder si se tiene una division de R en mds de dos rectangulos.

i) Si f(z,y) < g(z,y), V(z,y) €R, se tiene que f(z,y) < g(x,y), V(z,y) ERk, k= 1,...,m, donde
R}, es un sub-rectiangulo de la particién inducida por Py y P,. Sobre cada uno de estos sub-rectingulos

f v gsonconstantes i.e. f = aj < g = Ok, entonces:

J[r=aarg <saro= [[o= [[r=3 [[1<3 [[o= [[o
R Ri R k:1Rk klek R
Si f = 0, entonces //f = 0y se tiene el resultado para el caso en que g(x,y) > 0, es decir //g >

i R

1.1.1 Definicion de la integral doble de una funcion definida y acotada en un rectangulo

Sea f una funcién definida y acotada en un rectdngulo R, de modo que | f(z,y)| < M,V (z,y)€R,ie. f
estd acotada en R y sean s y ¢ dos funciones escalonadas sobre R tales que s(x,y) < f(z,y) < t(x,y),

V(z,y) € R, entonces si existe un nimero real I dnico tal que:

fJoer< |

Vs, t funciones escalonadas sobre R que satisfacen s < f < ¢, V(z,y) € R, se denomina a I como la

integral doble de f sobre Ry se denota con el simbolo:

I—R//f—z F(z,y)dudy.

Cuando I existe, se dice también que la funcién f es integrable sobre R.
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1.1.2 Integral doble superior e inferior

Sea f una funcién acotada sobre el rectingulo R y sean s, ¢ dos funciones escalonadas tales que s <
f <tenR. Sean

G = {//s/s es escalonadaen R, s < fen R} y
R

H= {//t/t es escalonadaen R, f < tenR},
R

entonces G y H son conjuntos no vacios ya que f es acotadai.e. |f| < M = —-M Gy M € H.
Ademis, //s < //t, sis < f <t porloqueVaecG,Vbe H,setiene a < b. Por consiguiente, G
R R

es acotada superiormente y H es acotada inferiormente y tenemos:

//s <supG < inf H < //t, Vs, Vt escalonadas tales que s < f < tenR.
R

Asi hemos probado que los nimeros sup G e inf H satisfacen la ecuacién (2) y se concluye que f es

integrable o Riemann integrable <= sup G' = inf H.

El ndmero sup G se llama integral inferior de f y se denota por I(f). El nimero inf H se llama integral

superior de f y se denota I(f). De esta forma hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2 Sea f una funcion acotada en un rectdngulo R de modo que:

//s <I(f) < I(f) < //t, Vs, Vt, escalonadas tales que s < f < t,
R R

entonces la funcion f es integrable en R si 'y sdlo si la integral superior y la integral inferior de f son

// = 1I() = 1(5).
R

Corolario 1.1.1 Sea f una funcion acotada en un rectdngulo R, entonces la funcion f es integrable en

iguales y tenemos:

R siy solo si Ve > 0, existen funciones escalonadas s y t tales que s < f < t sobre Ry //(t —s)<e.
R

En particular si f es integrable, — f también es integrable pues —t < —f < —s sobre Ry / / (—s —

R
(—t)) <e.

Teorema 1.1.3 Sean [y g dos funciones acotadas e integrables sobre el rectdnguloR = [a,b] x [ ¢, d ]

y sean o, 8 € R, entonces:
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i [Jas+sm=a [[1+5 [[a
R R R
ii) Si R se subdivide en dos rectdngulos Ry y Ra, //f = //f + //f
R Ry R,
i) i f(x,y) < g(y) en R, //f < //g
R R

En particular si g(z,y) > 0en R, //g > 0.
R

Demostracién Sin pérdida de generalidad asumimos que « >0y 3> 0,yaquesi 5 <0, -3 >0y

tomamos la funcion escalonada —g de modo que (—f)(—g) = fg.

i) Si f y g son integrables tenemos que I(f) = I(f)y I(g) = I(g). Por otro lado, sean s, s, t, '
funciones escalonadas en R tales que s < f < t, 8 < g < t/, entonces as+ 8s’ < af +Bg < at+ St

donde as + s’ y at + Bt son escalonadas sobre R.

Debemos probar que o f + (g es integrablei.e.  sup //s = inf //t

s<af+Bg af+Bg<t
R
En efecto, la funcién escalonada as + 3s’, con s, s’ escalonadas, s < f, s’ < ¢y la funcién escalonada

at + Bt’, con t, t’ escalonadas, f < t, g < t/ satisfacen:

as+ B8 < af + g < at + ft' =

sup//as+ﬂs'§ sup // I(af + Bg) < I(af + Bg)= inf // < 1nf//o¢t—|—ﬁt
s<f s<af+Bg af+Bast S
g<

s'<g R
pero sup [[as 65 = swp (o [[s+5 [[]| =arip +519)y
s<f s<f
s'<g R #<g \ R R
mf //at + Bt = mf //t + 0 //t’ = ) + B 1(g) son iguales, por lo que se tiene que
9<t g<t

I(af +ﬁ9) = I(af + Bg), o sea af —l—Bg es integrable y
R//afwg—aZ/wa/g.

ii) Sea f una funcién acotada e integrable en Ri.e. I(f) = I(f)y sean sy t funciones escalonadas en

R tales que s < f < t. Como el resultado es vélido para funciones escalonadas y como s < f < ten

Z/S_Z/Hi/sgz f+¥/f<¥/t+¥/t_R//t,

R; y Ro tenemos:
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o bien

[== Jfr=[[r< [fr=mm [[+= 1% [+ [[r< 0= [
R Ry Rs R TR Ry Rs R
es decir
Z/f=£/f+ﬁ{/f.

iii) Probemos que si f > 0 en R, entonces / / f=0.
R

En efecto, f es integrable por lo que si ¢ es escalonada tal que ¢ > f > 0, entonces / / t > 0,Vt

R
escalonada,t>f:>ti£1§//t://f20.
TR R

Aplicandoelresultadoanteriorag—f>O:>//(g—f)://g—//f>0,oseasig>fenR,
R R R

o

El teorema de Fubini permite establecer una manera de calcular integrales dobles por medio de integrales
iteradas, sin importar el orden de esta integracién. Este resultado ya se habia probado para el caso de

funciones escalonadas.

Teorema 1.1.4 Teorema de Fubini’

Sea f una funcion definida acotada e integrable en un rectdngulo R = [a,b] x [¢,d].

b
Si para cada y fija, y € [c,d], la integral / f(z,y)dx existe, (valor que denotamos «(y)) y si la

3Guido Fubini (1879-1943) Nace el 19 de enero 1879 en Venecia, Italia. Muere el 6 de junio de 1943 en New York, U.S.A.
En 1896 Fubini entré a la Escuela Normal Superior de Pisa. Fue influido por Dini y Bianchi a estudiar geometria. Presentd su

tesis doctoral en paralelismo en espacios elipticos de Clifford, en 1900.

Enseiié en la Universidad de Catania, Sicilia, en el Politécnico y en la Universidad de Turin. Por diferencias con el gobierno de
Mussollini, Fubini fue forzado a jubilarse de su puesto en Turin. Recibié una invitacién del Instituto de Estudios Avanzados en
Princeton en 1939 y emigra a los Estados Unidos Por sus problemas de la salud, muere cinco afios después del corazén. Los
intereses de Fubini en matemdticas eran muy diversos. Ademads del drea del andlisis, trabajé en el cdlculo de variaciones donde
él estudio la integral de Weierstrass reduciéndola a la integral de Lebesgue y expresa la integral de superficie en términos de dos
integraciones simples. Otro tema de andlisis que estudié fue las ecuaciones integrales no lineales. Fubini trabajé también en
la teorfa de grupos, en grupos lineales y grupos de funciones de automorfismos. Sus intereses incluyeron los grupos continuos
donde trat6 el problema de proveer de una métrica al grupo. En espacios no euclidiano, extendié resultados de Appell y Mittag-
Leffler. Sus trabajos mds importantes fueron en geometria diferencial proyectiva, donde usé el cdlculo diferencial. El teorema de
la igualdad de las integrales iteradas lleva el nombre de Fubini, quien lo probé con gran generalidad en 1907, aunque Cauchy y

sus contempordneos ya sabian que se cumplia la igualdad para funciones continuas.



14 elizabet.tex

d
integral / a(y) dy existe, entonces es igual a la integral doble / / I
c
R

d
Ademds si para cada x € [a,b] fijo, la integral / f(z,y)dy existe (valor que denotaremos 3(x)) y si

b
/ B(x)dx existe, entonces es igual a la integral doble / / f

R
Finalmente escribimos:

JIisy f(w,y>d:cdy=/ab (/cdf(:v,y)dy> d:v=/cd (/abﬂ:c,y)dx) dy.

Demostraciéon Demostremos la primera parte del teorema. Sean s y ¢ funciones escalonadas en R tales

que s < f < t, entonces integrando con respecto a x se tiene:

/ab S(a,y)di < / f(@y)de = aly) < / b, y) do

Como por hipétesis a(y) es integrable en [ c,

d]:
d b
/ / s(z,y d:z:dy—// / g/ / t(:z:,y)dxdy://t,
C a R
d
entonces sup //s = //f < / a(y)dy < }Iif; //t = //f lo que verifica la primera parte del
s<f c
R R

resultado. Un razonamiento similar prueba la segunda parte del teorema.

El teorema de Fubini nos permite obtener una interpretacion geométrica. Si f es no negativa, el conjunto
S = {(z,9,2) € R?*/0 < 2z < f(z,v), (z,y) € R} es una regién del espacio que se representa en la
grafica adjunta, cuyo volumen es la integral doble de f sobre R.

Para cada y, en el intervalo [ ¢, d ], 1a integral a(y,) = / f(x,y,)dx es el drea de la seccién producida

por el corte del plano y = y, con la region S.

Como el 4rea de la seccién a(y) es integrable en [ ¢, d], la inte- Z7
d
. A—+

gral a(y)dy es igual al volumen de S. De esta forma, el teo-
‘ . . c Yo d
rema asegura que para funciones no negativas [/ f el volumen Yy
a i ,
R R IR
de S, o sea el volumen de la regién bajo la superficie z = f(x,y) g b
/ a(yo) = /f(x,yo)dw
en R. dib8artex a

Ejemplo 1.1.1 Sea f(z,y) =22 +y?yseaR=[—-1,1]x[0,1], calcular/ f,si f es integrable.



elizabet.tex 15

Si la integral existe debemos tener que la integral doble / / f =
R

. a
(2% + %) dw) dy. ; :
~/O (/— 1 ./imagen/di591.tex ! L

1

1
Denotando a(y) = / (2? + y?)dz = (32° + y*2) ‘_1 = 2 + 2y? e integrando a(y) tenemos

-1

1 1
| Geot)ay=Gu+ i) - 4

1 1
Invirtiendo el orden de integracion, / / f= / < / (% + y2)dy> dzx.
-1 \Jo
R

1 1
Considerando a - como constante, / (22 +y?)dy = (z%y + 19°) ’ = 22+1 eintegrando el resultado
0 0

1 1
con respecto a x, 224+ D de = (La3 4+ Lx ‘ =4
p /_ . (22 +3) (32° + 32) 3
1.1.3 Conjuntos de contenido nulo
Definicion 1.1.10 Un conjunto S C R? se dice de contenido nulo, si¥ € >0, ARy, ..., R,, rectdngulos

m m
tales que S C |J Ry > A(Ry) < e
k=1 k=1
La definicion nos ilustra la forma en que un conjunto tiene contenido nulo, pues debe cubrirse por una

familia de rectdngulos cuya drea total sea todo lo pequerio que deseamos.

Propiedades

a) Todo conjunto finito de puntos tiene contenido nulo.

b) La unién de un ndmero finito de conjuntos acotados de contenido nulo es de contenido nulo.
¢) Todo subconjunto de un conjunto de contenido nulo es de contenido nulo.

d) Todo segmento de recta tiene contenido nulo.

Demostracién

a)Sea A = {(z1,v1),- -, (Tm,ym)} C R? y sea € > 0, entonces:

1 € 1 € 1| € 1| €
i Yi) € |Ti — g\ 5 Ti T 34/ 5— i— 5\ 5 ¥t 3\ 5| =R,
(s 4:) {I 2\ 2Tt 2 2m]x{y 2\ 2 Vi T2 Qm]

oscaAC JRiy YL ARy) =Y 1E =1le<e
=1 =1 i=1
b) Sea (Ai)izl de

» una familia de conjuntos de contenido nulo y sea € > 0, entonces para cada ¢ =

1,...,n, se tiene que existen (R})j:l)n.)mi tales que A; C |J R}, con > A(R}) < %
i=1 j=1
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Asi se tiene que U A; C U U RZyZ ZA(R1)<§:%:

1= 1=17=1 1=17=1 =1

c)Sea B C A, con A de contenido nulo, B C A C U Ri, Z A(R;) < e, B es de contenido nulo.

=1 1=

1
d) Sea € > 0y sea I' un segmento de recta que inicia en (z,y) y termina en (2',y').

Supongamos que = < z’, y <y, se parte el intervalo [z, 2" | y [y, y’ ] en e

(' —2)(y —y)

n

n-intervalos iguales, donde n es tal que < €, entonces

T=To<w1<+<Tp =0,y =Yo<y1<- -<yp =19 ,porloquel’ C
n n n xl—Iyl_y

U [@i-1, 2] x [yi-1,9i], donde }° AR;) = > === = Y-
i=1 i=1 i=1 :
x! —x

(¥ —y) < Jfimagen/dib1 1.6 z

1.2 Sumas de Riemann y la integral de Riemann

Definicion 1.2.1 Sea f una funcion acotada en un rectdngulo R = [a,b] X [ ¢, d] y sea P una particion
de R, la suma Sp(f) = S(P,f) = > f(Ck)A(Rg), con i € Ry, se llama suma de Riemann de la
k=1

Jfuncion f asociada a la particion P.
Es claro que la suma Sp depende de la funcion f y de la escogencia de (i, € Ry.
En lo que sigue se demostrard la equivalencia de estas dos nociones para definir la integral: funciones

escalonadas y sumas de Riemann.

1.2.1 Sumas superiores y sumas inferiores

Sea f una funcion acotada en un rectdngulo R = [a,b] X [¢,d] y sea P una particién arbitraria de
R. Consideremos My = sup f(x,y) ymg = inf f(z,y), (z,y) € Rg y las sumas Sp =
(z,y)ERE (w,y)ERy

XP: mi ARy)y Sp = ZP: My A(Rg).

Las sumas Sp y Sp se llaman sumas de Riemann inferiores y sumas de Riemann superiores de la
funcion f (correspondientes a la particion P) respectivamente. Para (i, €Ry, se tiene my, < f (i) < My,
por lo que kaA(Rk) < Zf({k)A(Rk) <Y My A(Ry,), es decir que Sp < Sp < Sp. Ademds si
PP, entonces Sp < Spr < Spr < Sp. ’

Consideremos P’ y P" dos particiones y sea P la superposicion de P’ 'y P”, entonces P es mds fina que

P’y P” por lo que se tiene:

Spr < Sp < Sp < Spr = Spr < Sprr.
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Si fijamos P" y consideramos P’ variable, definimos la integral inferior de Riemann de f sobre R, por

la cantidad I(f) = sup Sp y la integral inferior de superior de Riemann de f sobre R, por la cantidad
P
I(f) = irlgf Sp. Se ve claramente que I(f) < I(f).

De acuerdo a nuestras consideraciones, la integral inferior y superior de Riemann sobre R existen, si f
es acotada en R. Asi podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1 Sea R = [a,b] X [c,d] y sea f:R — R una funcion acotada en R, las siguientes
propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable.

i) I =1

iii) Ve > 0, existe una particion P de R tal que Sp — Sp < e.

iv) Ve >0, existe § > 0 tal que VP particion con ||P|| < 6, se tiene Sp — Sp < €.

Demostracion Estableceremos la relacion iii) = iv), que es la parte mds complicada de la prueba.
Las otras direcciones se dejan de ejercicio.

Sabemos que existe M > 0, tal que |f(x)] < M,¥x €R. Seae>0

yseaP* ={Qu,...,Qs} laparticién de R tal que Sp~ — Sp~ < % Q2
s o Ql
Sea I'* = R\ U Qj, la union de las fronteras de los Q;, es de 0
J=1 3

medida cero, i.e. A(T*) = 0, por lo que existe § > 0 tal que si
P = {Ry,...,Rk,...,R;} la particion de R de modo que ||P|| < 4,

la suma de las dreas de los R;, i = 1,... k, que intersecan I'*, es
menor que ﬁ y los restantes rectdngulos estdn contenidos en los
Qj : frontera.tex

Seam; = inf f(x), M; = sup f(x), entonces:
XER; xXER;

k !
Sp— Sp = Z(Mz —m;)A(R;) + Z (M; —m;)A(Ry),

=1 i=k+1

K2

k k
pero S (M; —m;)A(R;) < 2M S A(R;) < 2M & = £,
= ~ 4M — 2

Paracadai=k+1,...,1,R; C Qj, paraalgiinj =1,...,s, porlo que podemos escribir:

l s s
2 (Mi=m)ARy) =30 > (My—mi)A(Ry) < 3 (M7 —mj) 35 ARi)
i=k+1 j=14:R;CQ; j=1 :R; CQj
< _f:(M* —m};)A(Q;) = Sp- — Sp < 5

J ’
A 2

J
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donde m} = iné f(x), M; = sup f(x). Asi obtenemos para toda particion P, con ||P|| < 0, se tiene
x€Q; x€Q;

que Sp — Sp < €.
Corolario 1.2.1 Sea R C R? un rectdngulo, sea f:R — R una funcién acotada y sea (Py)ren, una
sucesion de particiones de un conjunto de R, tal que ||Pg|| — 0, cuando k — oo, y si alguna de las

siguientes condiciones se verifica:
k—o0
o : k ky — k k
i) klglgo XJ: f(fj )A(Rj) =1 (§ €Rj)
iii) lim Sp,(f) = lim Sp, (f) =1,
k—o0 k—o0
entonces la integral de f sobre R existe y es igual a I.

Inversamente, la existencia de la integral implica el cumplimiento de las condiciones i), ii) y iii). La

existencia de solo uno de los limites de iii) no implica la existencia de la integral sobre R.

Corolario 1.2.2  Sea (Py)ren una sucesion de particiones del rectdngulo R C R?, de modo que
[Pl — 0, cuando k — oo, entonces la suma de las dreas de los rectdngulos R¥ que tienen inter-

seccidn no vacia con la frontera de R, tiende a cero, cuando k — oc.

Corolario 1.2.3  La integral de una funcién f acotada sobre un rectdngulo R C R2, se puede definir

como el limite | hﬁn S f(ERARE) = / f, para una sucesion particular de particiones (Px)reN
R

de R, de modo que ||Py|| — 0, cuando k — oo, donde la suma y_* solo se extiende sobre los R¥ de Py,
o
que estdn contenidos en R i.e. no intersecan la frontera de R.
Sea 6 = ||P|| la norma de la particion P, la integral de Riemann de f sobre R se define como
}irré ST F(C)ARy) = 1, si el limite existe. Asi la integral de Riemann de f sobre R es el limite al
=07
cual tiende la suma de Riemann S(P, f), correspondiendo a una particion P de R, cuando la norma de

la particion tiende a 0, si el limite existe. Esto significa que el limite no depende de la escogencia de

Ck € Ry ni de la particion P. Esta propiedad se puede expresar de dos maneras equivalentes.

e La integral de Riemann de la funcion f definiday acotada sobre R, es el niimero I que satisface: ¥ € >0,

existe § >0 que depende de € tal que, VP particion de R, con |P|| <8y ¥V, €Ry, se tiene |I—S(P, f)|<e.

e La integral de Riemann de la funcion f definida y acotada sobre R, es el limite al cual tiende la sucesion
de sumas S(Py, f) de la funcion f, correspondientes a la sucesion de particiones (Pi)ren de R, de

modo que ||Py|| — 0, cuando k — oo. De esta manera escribimos:
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I— Z/f _ Z/f(a:,y)d:cdy = Jm 5P )

y diremos que f es Riemann integrable o simplemente que f es integrable.

1.3 Integrabilidad de funciones continuas

Teorema 1.3.1 Sea f una funcion continua en un rectdngulo R = [a,b] X [¢,d], entonces f es inte-

grable y el valor de la integral se puede calcular de manera iterada asi:

ffo= [ |[ ] ac= [*| [ ] an

Demostracién Sabemos que una funcién continua sobre un conjunto R es acotada en R. Vamos a

probar que f es integrablei.e. I(f) = I(f).

Sea €>0, como f es continua es uniformemente continua, es decir 3§>0 tal que si ||(z, y)—(z', y')|| <9,
(x,y), (2',y) eR=|f(«,y) — f(«,¥)| < ﬁ, donde A(R) es el drea de R.

Sea P = {Ry,...,R,} una particién de modo que ||P|| < § y sea m;(f) y M;(f) los valores minimo y
mdximo de f en R; respectivamente, parai = 1,. .., n, entonces M;(f) — m;(f) < ﬁR)

Sean s y t las funciones escalonadas definidas en el interior de cada R;; por:

o

S(xvy) :mi(f)v t(xvy) :Mi(f)v (I,y)@ R,

y en los puntos de la frontera de cada R; definimos s(z,y) = my ¢(x,y) = M, siendo m y M los

valores minimo absoluto y maximo absoluto de f en R, entonces s < f < ¢ en R, por lo que tenemos:
J[s=Ymipary vy [[e=Y wnnawm.
R i=1 R i=1

donde A(R;) es el drea del rectdngulo R;. Asf la diferencia es:

o< [fi-[[s= iuwf) - m)AR) < 5o éA(R» —e,

ycomo//sg I(f) < I(f) < //t,seobtienequeog I(f)—I(f) < e,Ve>0,0sea I(f) = I(f)
R

R
y f es integrable.

Probemos ahora que la integral doble / f se puede expresar como una integral iterada.
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b
Para y € [ ¢, d] fija, la integral / f(z,y)dz existe, ya que la funcién © — f(z,y) es continua en

b
[a,b], para cada y € [c, d]. Designemos por a(y) = / f(z,y)dx y probemos que « es continua en
le,d]. ’

b
En efecto, sean y y 3’ dos puntos en [ ¢, d], entonces |a(y) — a(y')| = ‘ / (f(z,y) — flz,y))dz
< (b—a) sup |f(z,y)— flz,y)] = (b—a)|f(:1c’,y)—f(x’,y’)|,dondélx’e[a,b] es el punto donde

|f(z,y) — f(z,y)| alcanza el extremo superior en [a,b]. Como f es uniformemente continua, dado
e>0,35>0talquesi ||(z,y) — (z1,11)]] <9, (x,y), (x1,91) ER = |f(z,y) — f(z1,y1)] <r€®.
De esta manera tenemos que dado € >0 y tomando ¢ dado anteriormente, de modo que si |y —y'| <d =
I’ y) = (@)l <0 = laly) — a()] < (b = a)lf(z,y) = (@', y)] < e. Dado que a(y) es

continua en [ ¢, d], la integral / a(y)dy existe y por el teorema de Fubini:

c

//f—/cd _/abf(x,mdx dy.
J _

Un razonamiento similar prueba que se puede cambiar el orden de integracion, es decir:

//f_/ab -/cdf(ﬂay)dy_ da.
R - _

Teorema 1.3.2 Una funcion f definiday acotadaen R = [a,b] x [ ¢, d], si el conjunto de discontinui-

dades de f en R tiene contenido nulo, entonces [ es integrable sobre R.

Demostracién Sea M > 0 tal que |f| < M en Ry sea D el conjunto de discontinuidades de f en R.

Sea € > 0, entonces existe una particiéon P’ de R tal que la suma de las dreas de los sub-rectdngulos de

_€_
AM-

o

Denotando S C P’ este conjunto tenemos, D C |J R}, > A(R}) < ﬁ Sobre el interior

P’, cuyo interior contiene puntos de D, sea menor que

R’ , €S R!, €S
K/ K/
de estos sub-rectdngulos se definen las funciones escalonadas s y ¢, de modo que s(z,y) = —M,
t(CC,y)ZM, (Iay)e U R/"
R,/ ES

[e]
Sobre los restantes rectingulos que forman R\ |J R}, la funcién f es uniformemente continua pues
R’, €S
k!

[e]
el conjunto R\ |J R}, es un compacto i.e. dado € > 0, existe una particién P de R mds fina que P’ tal
R’ , €S
k/

que R = |J Ry, donde cada Ry, C R}, para algin R}, € P/, de modo que M (f) y mx(f) que son el
k=1

méximo y el minimo absolutos de f en Ry, satisfacen My, (f) — my(f) < 55 ) donde £ se considera

24(R)
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si R ¢ R}, € S. Se define s(z,y) = mi(f) y t(z,y) = M(f),si (z,y) €R, € R}, €S.

Finalmente tenemos que s < f < ¢ en R, de modo que:

KZ/ f_Z/ = ity s MO AR S (MDA
€

> AR +2M Y ARL) < §+

<
2A(R) k:RpZR) €S R, ES

es decir 0 < I(f) — I(f) < e, porlo que f es integrable en R.

1.3.1 Integrales dobles sobre regiones mas generales

Hasta el momento la integral doble se ha tratado sobre regiones de integracion rectangulares. No hemos
indicado que esto lleva implicito el hecho que, estamos midiendo el drea de rectangulo por el producto
de las longitudes de sus lados. Sin embargo, en general no es tan sencillo medir dreas para regiones
més generales. Se hace necesario ampliar el concepto de medibilidad de dreas de conjuntos en IR? en el

sentido de Jordan.*

Definicién 1.3.1 Se dice que un conjunto S C R? es Jordan medible o simplemente medible, si es

acotado'y su frontera (que denotamos 0S) es de contenido nulo.

Propiedades

4Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) Nace el 5 de enero de 1838 en La Croix-Rousse, Lyon, Francia. Muere el
22 de enero de 1922 en Paris, Francia. Estudiante de la promocién de 1855 de L’Ecole Polytechnique, entra como Bertrand, en el
Cuerpo de Minas. El nuevo académico habia debutado con una Tesis sobre las Sustituciones. En 1865 y 1866, presentd trabajos
llenos de consideraciones delicadas y profundas de los Poliedros, donde la nocién de simetria y de clase se analizan con una
longitud especial. Un afio después, siguiendo el mismo orden de ideas, pero pasando de la Geometria a la Geometria cinematica,
publicé un trabajo sobre los Grupos de movimientos. Se habia propuesto determinar las diversas maneras en que un sistema de
moléculas puede superponerse a si misma y determinar asi todas las combinaciones admisibles agrupadas alrededor de 174 tipos,
los cuales hacen naturalmente parte del sistemas definido por Bravais en sus estudios cristalogréaficos. La obra principal de Jordan
es su Traité des substitutions, lleno de resultados nuevos y donde continda el camino abierto por Galois y Abel, los principios
fundamentales de la Teorfa de ecuaciones algebraicas resolubles por radicales, con aplicaciones de la Teorfa de integracién de
las ecuaciones diferenciales lineales. Jordan ayudé a sentar las bases de la teorfa de una clase interesante de ecuaciones que
aparecen a propésito de la division de los argumentos en las funciones abelianas. Es conveniente agregar los trabajos sobre la
Teoria de formas, considerado desde el doble punto de vista del Algebra y la Aritmética y finalmente la publicacién del Cours
d’Analyse, que el autor ensefia desde 1876 en L’Ecole Polytechnique; trabajo capital a nivel de los descubrimientos mds elevados
y mas recientes de la ciencia. Jordan defini6 el cardcter general de sus trabajo, diciendo que se habia propuesto constantemente
profundizar sobre la Teoria del orden, asi como en el dominio de la Geometria pura y en el Andlisis. Relaciona asi, por su
tendencia, sus estudios en la simetria en los poliedros, los sistemas de lineas y el ensamblaje de moléculas, a sus investigaciones
en la Teorfa de sustituciones, que el prevé de alguna manera como la teorfa analitica del orden.

SEs importante destacar que los métodos mds importantes para extender de una manera general la integral de Riemann son el
de Daniel y el de Lebesgue. Sin embargo para mantenerse en el enfoque de la integral de Riemann, extendemos el concepto de

integral sobre conjuntos mds generales, para lo que necesitamos el concepto de contenido de Jordan y el de volumen para estos

conjuntos.
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a)0(SUS') caSuUadS,a(SNS’) casSuas, d(S\S') c dSuUdS’.
b) La unién finita de conjuntos medibles es medible.

¢) Si Sy S’ son medibles, S\S’ es medible.

d) El rectdngulo R = [a,b] x [¢, d] es medible.

e) S es medible si y sélo si //Ig = Area(S) existe, VR rectangulo tal que S C R.°
R

Proposicion 1.3.1 Un conjunto S C R? es medible con drea A(S), si'y solo si ¥V e > 0, existe una

familia de rectdngulos T = {Rq,...,R,} que no se cruzan, con R; N SAQ, i=1,...,p, tales que
P P
SCURLAS)—e< X ARy AR) <A(S) +e
1=1 o i=1
:R;CS

Prueba Basta tomar una particién de un rectangulo que contiene a S y eliminar los rectingulos que

tengan interseccién vacfa con S.
Corolario 1.3.1 La interseccion, union o diferencia de conjuntos medibles es medible.

Prueba Si Sy S’ son conjuntos medibles, las fronteras 9(SUS’), d(SN'S’), I(S\S’) son subconjuntos
de S U 9SS’ y como este conjunto es de contenido nulo, se sigue que SUS’, SN S’, S\S’ son conjuntos

medibles.

Queda por verificar que 9SUOS’ es de contenido nulo. En efecto, como 9S es de contenido nulo, existen
n

una familia de rectangulos T = {R;/ i = 1,...,n} tal que 9S C |J R; y una familia de rectdngulos
i=1
n+m n n+m
T={R;//i=n+1,...,n+m}talque S’ € |J Rj,con > A(R;)< %, M OAR) < %,porlo
i=n+1 i=1 i=nt1
n+m n+m
que dISUIS' € U Riy (Ri) <e.
i=1 i=1

Proposicion 1.3.2 Sean Sy S’ dos conjuntos medibles de R?, entonces:
a) A(S) =20, A(S') =0
/L\
b)SiSyS' nosecruzanie. SNS =, entonces A(SUS’) = A(S) + A(S")

¢) Si Sy S’ son conjuntos congruentes i.e. se puede pasar de S a S’ por un movimiento rigido (que es

una traslacion y una rotacion), entonces A(S) = A(S').

d) En general A(SUS") < A(S) + A(S), A(S\S') = A(S) — A(SN'S").

Es claro que si S C IR? es acotado, existe un rectdngulo R O S tal que para toda particién P de R,

definimos J~ (S, P) como la suma de las medidas de los rectdngulos de P que contienen sélo puntos

675 es la funcién caracteristica de S, que vale 1 sobre Sy 0 en el complemento.
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interiores de S 'y JT (S, P) como la suma de las medidas de los rectdngulos de P que contienen puntos

de S o de su frontera 9S. Los nimeros

A(S) = sup{J (S, P)/P es una particién de R},

A(S) = inf{J*(S, P)/P es una particién de R},
se llaman respectivamente el contenido interior y exterior de S.
En general se tiene que A(0S) =0, A(S) < A(S) y S es medible si y s6lo si A(S) = A(S).
Observemos que A(9S) = A(S) — A(S) y que S es medible <= A(dS) = 0.
Proposicion 1.3.3 Sea S C R? un conjunto acotado, para que S sea medible es necesario y suficiente

que ¥ € > 0, existan dos conjuntos medibles S' y S” tales que S' € S C S" y A(S") — A(S') <eySes
medible.
Prueba
(=) Como S un conjunto medible, entonces dado € > 0 existen una familia de rectdngulos T =

_ P
{R1,...,R,} que no se cruzan, con R; NS # @, i = 1,...,p, talesque S C |J Ry, A(S) — € <
1

° i=1
:R; CS
p p
SeaS" = U R;, S” = U Ry, entonces A(S) + € = > A(R;) = A(S") = A(S) = A(S) =
° i=1 i=1
:R; CS
> A(R;) = A(S) — e, es decir A(S”) — A(S') < e.
7 R»;CSO

N

pN

©
N

(<=) Como existen S’ y S” conjuntos medibles tales que S’ € S C S” y A(S') < A(S)

A(S"), 0sea A(S) — A(S) < A(S") — A(S') < e.

Con base en lo anterior, el concepto de integral doble se puede

extender sin dificultad a regiones mds generales. Consideremos

una regién S medible, de modo que S que esté contenida en un A/@

rectdngulo Ry sea f una funcién definida y acotada sobr@ggen/dibhia.tex

Definimos una nueva funcién f sobre R, de la siguiente manera:

e y) = f(z,y) S% (z,y) €S 3)
0  si(z,y) €R\S.

Es vilido preguntarse si la funcién f es integrable en R. Si fes integrable en R, decimos que f es

integrable en S y que //f = //f
S R
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Observemos que integrar sobre S una funcion f es equivalente a integrar f I's sobre una rectingulo R

que contiene a S.
Ejemplo 1.3.1 Ejemplo de un conjunto no medible i.e. sin drea

Sea S = {(x,y) € R?/x,y € [0,1]NQ}, entonces A(S) = 0, pero A(S) = 1, por lo que S no
es medible. Blntegracién sobre conjuntos medibles Sea S C IR? un conjunto medible (i.e. acotado),

entonces f es integrable si y sélo si V R rectangulo tal que S C R, / / f= / / f

Proposicion 1.3.4 Sea S C R? un conjunto medible, f, g:S — R funciones integrables sobre S tales
que | < g, sobre S, entonces se tiene que //f < //g
S S

Prueba Sea R C R? un recténgulo tal que S C R, entonces (§ — f) > 0,V (z,y) € R, por lo que:

0<Z/(g—f)—!/(§ // //f // /f’
esdecirS//g>S//f-

Proposicion 1.3.5 Sea S C R? un conjunto medible y sea f: S — R integrable sobre S, i.e. | f(z,y)|

N

M,V (x,y) €S, entonces / flz,y)dxdy | < MA(S).

En particular, si S es de contenido nulo, //f = 0.

Prueba Se tiene que VR rectangulo de R? talque S C R, —MIs < f < MIs, V (z,y) € R, entonces
~maAs) < [[7= [[1<anacs
R S

Proposicion 1.3.6 Si Sy S’ son conjuntos medibles de R? de modo que SN S’ es de contenido nulo 'y

si f es integrable sobre S U S’, entonces:

JJr= ]

Sus’

Prueba SiSNS' = @, Isus: = Is + Is/, por lo que si R es un rectdngulo de R? tal que SU S’ C R se

SU/!f—Z/ISUS/f—Z/(Is+IS/)f~—S//f+!/f.

tiene:
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Si SN'S’ # @ de contenido nulo, Isys: = Is + Is: — Isnse, i.e.:
SL‘J/S//f:‘S//f—’—é//f_sr‘w/s/'f:‘s//f—’—é//f,

yaque SN S’ es de contenido nulo y //f =0, si f es integrable.
sns’

Proposicién 1.3.7 Sea S C R2 un conjunto medible, f, g:S — R funciones que son iguales salvo

en un conjunto D C S de contenido nulo, entonces //f = //g
S S

Prueba Sea h = f — g, entonces h = 0 salvo sobre D C S, de contenido nulo, entonces:

= o= ff= ff=

DnsS

ya que D es de contenido nulo.

Proposicion 1.3.8 Sea S C R? un conjunto medible, f:S — R una funcion acotada, entonces f es

integrable sobre S si y solo si ¥V € > 0 existen funciones s y t escalonadas sobre S tales que s < f <ty
/ / (t—s)<e.

S

Prueba La verificacién sale del teorema ??, pagina ??, ya que si h es escalonada, h/s también.

Integracion de funciones sobre conjuntos medibles

En el desarrollo de la teorfa cuando tratamos un conjunto medible’ S C IR? y una funcién f integrable

sobre S, consideramos un rectdngulo R O S y una particién P de R tal que Sp — Sp < €, donde la suma

de las dreas de los rectangulos que intersecan 0S sea menor que ﬁ
Sea Ry, ..., R,, los rectdngulos de P que no intersecan S, Ry 1, ..., Ry, los rectdngulos de P que
intersecan 0S y los restantes rectdngulos Ry4¢41, ..., Rptq+1 C S.
Seam; = inf f(z,y), Mi = sup f(z,y), entonces M; = m; = 0,sii = 1,...,py tenemos
(@) €R; (z,y)€R;

que:

B p p+q ptq+l

Sp— Sp = 3 (Mi—miJAR) + Y (Mi —mi)AR) + Y (M; —mi)A(R;) <.

= i=p+1 i=pt+q+l

Notemos que para el cdlculo de la integral de f sobre R, es necesario utilizar s6lo rectangulos de tengan
interseccién no vacfa con S. De este modo podemos establecer la definicién de una funcién integrable
sobre un conjunto medible S, equivalente a la definicién de una funcién f integrable sobre cualquier

rectanguloR D S.

7Jordan medible
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Definicién 1.3.2 Se dice que una funcién acotada f sobre el conjunto medible S C R? es integrable
siy solo si ¥V € > 0, existe una particion T de S (i.e. una familia de rectdngulos T = {Ry,...,R,} de

interior no vacio, que intersequen S, que no se crucen'y que recubren S) tal que St — St < €, donde

St =3 MiARy), St = Y miA(Ri), My = sup  f(z,y),my = inf f(z,y).
i=1 i=1 (z,y)ERiNS (z,y)ERiNS
La integral de f sobre S se denota //f
S
Notemos que m; =  inf  f(z,y)= inf f(z,y), M;= sup f(z,y)= sup f(z,y).
(z,y)ER;NS (z,y)ER; (z,y)ER;NS (z,y)€ER;

Se pueden definir las sumas de Riemann de f para la particion T de S, por St(f) = S(T,f) =
> f(G)A(R;), donde ¢; € R; NS y la llamamos suma de Riemann de la funcién f asociada a T.
i=1

De manera totalmente analoga definimos I(f) = iITlf ST la integral superior de f sobre Sy I(f) =

sup St la integral inferior de f sobre S i.e. I(f) < I(f).
T

También se puede definir la norma de la particién T por ||T|| = max d(R;) y podemos establecer de

manera natural los siguientes resultados.

Teorema 1.3.3 Sea S C R? medible y f:S — R una funcién acotada sobre S, las siguientes

propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable sobre S

i) I(f) = I(f)

iii) Ve > 0, existe una particion T de S tal que St — St < €

iv)Ve >0, existe § > 0 tal que VT particion con ||T|| < 6, se tiene St — St < €.

Corolario 1.3.2  Sea S C R? medible, sea f:S — R una funcién acotada y sea (Ty)ren, una
sucesion de particiones de un conjunto de S, tal que ||T|| — 0, cuando k — oo, y si alguna de las

siguientes condiciones se verifica:

i) lim [ S’Tk(f) - §Tk(f)] =0
k—oc0
i) lim 3 f(EHARE) =1 (¢FeRkNS)
k—oc0 ]
iii) lim St (f)= lim St,(f) =1,
k—oo k
entonces la integral de f sobre S existe y es igual a 1.

Inversamente, la existencia de la integral implica el cumplimiento de las condiciones i), ii) y iii). La

existencia de solo uno de los limites de iii) no implica la existencia de la integral sobre S.
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Corolario 1.3.3  Sea (Ty)ken una sucesion de particiones del conjunto medible S C R?, de modo
que ||Tx|| — 0, cuando k — oo, entonces la suma de las dreas de los rectdngulos R? que tienen

interseccion no vacia con la frontera de S, tiende a cero, cuando k — oo.

Corolario 1.3.4  La integral de una funcion f acotada sobre un conjunto medible S C R?, se puede

definir como el limite ”Tliﬁn S*f (5;“)A(R§) = / f, para una sucesion particular de particiones
S
(Te)ken de S, de modo que || Ti|| — 0, cuando k — oo, donde la suma >_* sdlo se extiende sobre los

R;? de Ty, que estdn contenidos en S i.e. no intersecan la frontera de S.
BlIntegracién sobre regiones especiales Consideremos primeramente conjuntos S de IR? tales que:

S={(z,y) eR*/a<z<b, pi1(z) <y < pa()},

donde ¢ y 2 son funciones continuas en el intervalo [ a, b] que satisfacen p1 < @a.
Este tipo de regiones las llamaremos regiones de tipo L.

Otro tipo de regiones S (tipo II) se definira asi:

S={(z,y) eR*/e <y <d, ¢i(y) <z <4yl

donde 11 y 1) son funciones continuas en [ ¢, d | de modo que 1 < 5.

En general, las regiones que consideramos, serdn del tipo I o

del tipo II o regiones que podrén particionarse en un nimero y= o)

finito de sub-regiones, cada una de las cuales serd del tipo I

o del tipo II. !

Sea f una funcién definida y acotada en una regién S del y=¢1(@)
a b

tipo I, incluyamos S en un rectdngulo R y definamos f como
anteriormente. Las discontinuidades de f en R son las dis-
continuidades de f en S y aquellos puntos de la frontera en
que f es distinta de cero. La frontera de f estd constituida

por los graficos de ¢; y 2 y por los segmentos de recta ver- =

ticales que unen los extremos de los gréficos. Cada uno de P R

Jimagen/dih12 tex

estos segmentos tiene contenido nulo, asi como las graficas.

Teorema 1.3.4 Sea ¢ una funcion real continua en un intervalo [ a,b], entonces el grdfico de ¢ tiene

contenido nulo.
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Demostracién Sea G, el grificode pi.e. Ay
G, = {(=,y) eR?/y = p(z), a <z < b}.

Sea € > 0, como ¢ es continua en un compacto [a, b], es uni-

formemente continua y 3 > 0 tal que si |z — 2| < 4, «z,

1
'
|
'
1

a

2’ €la,b] = [f(z) — f(@)]| < recL) /imagen/dib13tex

Sea P una particién de [ a, b] tal que ||P|| <d, entonces para cada intervalo I, = [ 251,z ] el rectdngulo
R = I X [my, My ], donde my, = inlf o(x), My, = sup ¢(z), contiene el grifico de ¢ en I, por lo
x€ly

xely,
que:

th C URk’ ZA(Rk) = Z(Mk — mk)(a:k — kal) < b E a Z(Ik — :Z?kfl) = €.
k k

k k
Corolario 1.3.5 Las regiones que pueden particionarse en un niimero finito de sub-regiones, cada una

de las cuales es del tipo I o del tipo II son medibles.
Prueba Es claro que las regiones del tipo I o tipo II son acotadas con frontera de contenido nulo.

Teorema 1.3.5 Sea S una region de tipo I, comprendida entre las grdficas o1 y 2. Sea f una funcion
definida y acotada sobre S y continua en el interior de S, entonces | es integrable en S y la integral

doble de f sobre S es tal que:

f(z,y)dedy = b mmf(:c,y)dy dzx.
Z/ /a e1(z)

Demostraciéon Sea R = [a,b] x ¢, d] un rectangulo que contiene a S y sea f la funcién definida en
(3). Los puntos donde pueden haber discontinuidades para f , son los puntos de la frontera de S, pero

la frontera de S tiene contenido nulo, f es integrable en R. Ademds para cada x € | a, b [ arbitrario pero
d
fijo, la integral / f(z,y)dy existe, ya que f(x,y) tiene a lo sumo dos discontinuidades en [c¢,d].

c
Aplicando el teorema de Fubini tenemos:

i [ s

Sip1(z) < y < @a(x), f(x,y) = f(x,y) y para los demds valores de y en [¢,d], f(x,y) =0,

d _ p2(x)
/ f(af,y)dy:/ f(z,y)dy,
c o1 (@)

entonces:
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y concluimos:
N b p2(z)
R S a w1(z)
Claramente existe un teorema andlogo para regiones del tipo II.

Corolario 1.3.6 Si f estd definida y acotada en S region del tipo Il y es continua en el interior de S,

entonces | es integrable en S y se tiene:

J[1@nasa = | ' l /w w:(j) f(,) dw] dy.
) "

Algunas regiones son a la vez del tipo I y del tipo II, como las regiones limitadas por circunferencias y

elipses. En estos casos podemos escribir:

/ b l /w @(()) i, y)dy] o= [ ' l /w t:ﬁ f(,) dx] dy.

Ejemplo 1.3.2 Pareciera natural que si una regién S medible, se descom- o

pone como la unién de dos sub-regiones S; y So medibles, de modo que y

f es integrable en S; y en So, la integral de f sobre S es la suma de las u 2
integrales de f, sobre S; y sobre Ss. J/imagen/dib13a.tex

Sin embargo, esto no es cierto. Consideremos f una funcién definida por:

si (z,y) € o circulo de centro (—1,0) y radio 1

flay) = _
si (,y) €]0,2[x{0} =1,

]~ O

entonces / / f= / / f =0, pero / / f no existe, pues al tomar una particién P de modo que (0, 0) esté
o vy

oUy
en el interior de un sub-rectdngulow = [, §] X [¢,d],¢ < 0,d >0, a <0, § > 0,

af r64
/leim /—dw dy = +oo.
p>0t J. p T

w

Esto sucede pues la funcién no es acotadaen o U 7.

1.3.2 Aplicaciones al calculo de areas y volimenes

Sea S una regién del tipo I, dada por:
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S={(z,y) eR*/a <z <b, pi(z) <y < p2(2)}. v = p2(a)
b

Si f(z,y) =1enS, [[ldxdy = | [p2(2) = p1(2)] dz, 0
o~ |

sea //da: dy es el area de la region S. y = p1(2)

S J/imagen/dib14.tex b

Si f no es negativa, el conjunto U = {(x,y,2)/(z,y) €S, 0 < z < f(z,y)} es laregién del espacio

contenida por la superficie z = f(x, y), el cilindro generado por S con directriz el eje z y el plano xy.

Si f esno negativay continuaen S region acotada, la inte-

Yy
> » Area t%e seccién=
% PolE)

) f(z,y)dy
y = p2(x) Jei(x)

p2(x)
gral / f(x,y)dy representa el drea de una seccién
o]

(2)
del conjunto U, producida al cortarlo con un plano par-

alelo al plano yz. diblSa.f;x

El teorema ?? demuestra que la integral doble de f en S, es igual a la integral del area de secciones y la

integral doble / / f es el volumen de la regién U.
S

! z=g(z,y)
De manera general, si f y g son funciones con-

|

|

tinuas en S, con f < g en S, la integral doble I

//(g — f) es igual al volumen del sélido com- z = f(z,y)
S o
prendido entre las gréficas de las funciones f y g.

./imagen/dilf}zﬁ.tex

2 2
Ejemplo 1.3.3 Calcular el 4rea de la elipse dada por :c_2 + :Z—Q <1,cona>0,b>0.
a

Se tiene que el drea de S es A(S) = //dxdy =

S 2
y=by/1— —
a b I—Z—Z a ) b Y a?
/ /Vdey dx=/2b\/1——2d:v: /N
-\ 1_2_2 B ! - \r/ ¢
a-b(arcsenz—i—E a2—x2) - = mab. y=—b 17€
a a r=—a /imagen/dib17.tex @
Es claro que la elipse S es medible, pues es una region del tipo I y del tipo II.
2 2 2
Ejemplo 1.3.4 Calcular el volumen del sélido limitado por el elipsoide x_2 + Z—2 + 2_2 =1,a>0,
a c

b>0,c>0.
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El sélido considerado estd comprendido entre las graficas

e ]
de las funciones g(:z:, y)=cy/1 -4 — 2 y flz,y) = t e

Y SR 22 v
cy/1 5 b , sobre laregién S dada por + b2
a

1, que es medible. Usando el teorema ?? tenemos que: dibl8a. “”‘

= flo-s //F/ IS5

" ) 5 S b 1-%
x x
bc/ [(1——2)arcsen J + Y 5 1——2—y—2] dr =
~a a@ a2 b(1- L) ot U i
by/1— o) o2 e
a ZCQ 4
bc/ﬂ:r (1 — ¥> dr = gmabc.
Observemos quesia =b=¢, V = —7ra que es el volumen de una esfera de radio a.

Ejemplo 1.3.5 Calcular //(:c3y + cosz)drdy, donde S = {(z,y) e R?/0 < x < 5, 0<y <z}
S

S es medible pues es del tipo I y del tipo II. Por el teorema ?? tenemos que:

5 T Z y=x
//(x3y+cosx)d:vdy=/ [/ (:C3y+cosx)dy} dx:/ [22%y® + ycosz] de:
o Lo 0 y=
s

s

215 _a8|® P_a8 1
/0 (296 —l—xcos:v) dr = 12|, + (zsen x + cosx) o~ 768 + o) 1
VaZ—z2
Ejemplo 1.3.6 Evaluar / / v/a? — y?dydx, cambiando el orden de integracion.

Lo primero que observamos es que la regién de inte-
gracién S es medible, pues es la parte de un circulo

de radio a en el primer cuadrante ie. 0 < = < a,

0<y< a? — x2. ./imagen/diﬂ19.tex @

Asfi la integral iterada equivale a / v/ a? — y?dxdy. Dada la simetria de la regién S, se puede describir

S
también por 0 < y < a, 0 < x < y/a? — y? y laintegral es:

m\/jdx)dy—/ (a® —y*)dy = (aQy—'%)

0

/dedy—/oa(
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Ejemplo 1.3.7 Verificar que el volumen del sélido de revolucién mostrado en la figura adjunta es

W/Gb[f(:r)]Q dz.

Por razones de simetria el volumen de revolucidn es dos veces el volumen

paray > 0. Para z fijo, el drea transversal de la regién para y > 0, es

$7(f(x))?, por ser la mitad de un circulo de radio f(z). Asf tenemos

que el volumen buscado es:

b b
V=2 [ dn(ra)Pds = [ ()2 ds

dib10g.tex

esto usando un argumento geométrico de la interpretacion del teorema y suponiendo que f es integrable.

Una solucién directa es posible: la funcién que tomamoses y = g(z,x) =/ f(2)? — 22, con — f(x) <

z < f(a):
—2//gdzdx— //f@) VI@ZE — 2dzde
:2/a </lmdu) (f(x))zd:v:w/ab[f(x)]zd:v,
‘1

-1

1
ya que/ V1 —u2du = (Fuyv1—u?+ § arcsen u)
—1

Teorema 1.3.6 Teorema del valor medio para integrales dobles

Sea f una funcién real continua, definida sobre S una region del tipo I o I, entonces existe (x,,Y,) € S

J[7= o),
S

tal que:

donde A(S) denota el drea de S.

Demostraciéon Como f es continua sobre S regién del tipo I o I i.e. S es compacto, entonces m =

» 1nf f(ﬂC y) = f(z1,y1) < f(z,y) <(Su)p f(z,y) = f(x2,y2) = M, con (21,91), (x2,y2) €S.
Y z,y)€ES
Asf se tiene, mA(S / / fF<MAS) = m< / / f < M. Como f escontinuaen S, f toma

todos los valores entre m y M, 3 (z,,y,) € S tal que:

F(ory0) = ﬁS)S//f
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1.3.3 Aplicaciones de la integral doble

En esta seccién estudiaremos aplicaciones de las integrales dobles a conceptos como masa, momentos

estaticos, centro de gravedad y momentos de inercia.

NE

Recordemos que si zy, . . ., ,, son n nimeros, el promedio se define por & = % Z;.

=1

b
Este concepto nos lleva a definir el valor promedio de una funcién f en el intervalo [ a, b] por 1 / f(z)dx.

b—a
Si tenemos n masas my, . . . , m,, localizadas en los puntos (x1,%1), - - - , (Zn, yn) del plano IR?, el centro

de gravedad del sistema se define como el punto (Z, §):

n n
> My (T, yk) Do oMmETE Y, MYk

N (k=1 k=1
($,y)-— n - n ’ n
> my domy Do my
k=1 k=1 k=1

De manera similar, si f es una funcién de dos variables sobre S, el valor promedio de una funcién de f

sobre S sera:

//f(x,y)dxdy
r_ S
= //d:cdy .

S

Si la regién S medible es una ldmina y la funcién f es la masa por unidad de édrea en el punto (x,y), la

masa total es m(S) = //f(:v, y)dxdy y f es la densidad media de la 1dmina.
S

Definimos los momentos estéticos m,, y m,, respecto a los ejes = y y por:

mo = [[ut@ sty m, = [[afy)dey
S S

Por analogia con el caso finito, definimos el centro de gravedad por (Z, §), donde:

7= %Z/Iﬂx,ymxdy, j= %Z/ﬂf@y”fﬂdy-
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Si la densidad f(z,y) = cen S, el punto (Z, %) se llama cen-

<

troide de la regién S y tenemos T = % / rdrdy, § =

Ts)s//ydxdy. I_n ; .

Si £ es una recta en el plano de la regién S y designamos d(z, y)

0 Js

la distancia desde (z,y) € S alarecta ¢, el valor I, definido por
,y)
I, = / 62(z,y) f(x,y)dxdy, se llama momento de inercia de

S
la region S respecto a la recta /.
/imagen/dib20.tex

elil9.tex

Si f(x,y) = 1, I, se llama segundo momento de la regién S respecto a ¢. Los momentos de inercia de

la region S respecto a los ejes x, y, se designan I, I, respectivamente y estdn dados por:

I, = Z/yzf(a:,y)dxdy, I, = S/ 22 f(x,y)dedy.

La suma de estas dos expresiones se llama momento polar de inercia /,,, respecto al origen:

Iy=1I,+1I,= //(172 + %) f(z,y)dxdy.

S

Ejemplo 1.3.8 Determinar el valor promedio de f(z,y) = zsen ?(zy) en R = [0, 7] x [0, 7].

El valor promedio es:

B 1 s s
f:%//f(x,y)d:rdy:?/ / xsenQ(:cy)dyd:E
s ™ Jo Jo
R
_ %/ {/ 1 —CO2S(2$y)xdy] dr = %/ { sen 2xy ]
T 0 0 T
_ [ +

T, sen 27rx} de — L |72 COS(27T$) _T
w2 4

CcoS 271' — 1
873

2 4 47 ST

Ejemplo 1.3.9 Hallar el centro de gravedad del rectangulo [0,1] x [0, 1], si la densidad f(z,y) =

et Ty,

Calculemos primero // ””+yd:vdy—/ e dac/ eVdy = (e —1)%
1

Ademds //xe“yda:dy*/ re d:z:/ eVdy = (ze” —e")
0 0

También, y = ﬁ por razones de simetria.

1 1
(e—l)_e—1:>a:_

e—1"
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1.3.4 Teorema de Guldin—Pappus

Consideremos una region R situada entre los gréficos de las funciones f y g, definidas en el intervalo
[a,b], siendo 0 < g < f. Sea S el sélido de revolucién generado al hacer girar la region R alrededor

del eje x.

Designemos A(R) el drea de R, V(S) el volumen de S y con §

la coordenada del centroide de R. Al girar R para generar S, el

centroide se desplaza a lo largo de una circunferencia de radio ¥.

J/imagen/dib21.tex

El teorema de Guldin®~Pappus’establece que el volumen de S, es igual al producto de la longitud de la

circunferencia de radio ¢ por el area de R:
V(S) = 277 A(R).
Para verificar la férmula observemos que el volumen viene dado por:
b
V) =n [ 1200~ o) de

y que y estd dada por:

ﬁ//ydydw=ﬁ/ab /q::)ydy dw:#(m/ab[fz(év)—f(w)]d%
R

Yy

8Paul Guldin (1577-1643) Nace el 12 de junio de 1577 en Saint Gall (hoy Saint Gallen), Suiza. Muere el 3 de noviembre de
1643 en Graz, Austria. Paul Guldin se llamaba Habakkuk Guldin. El llegé a ser un orfebre y trabajé en este oficio en su juventud.
De origen judio, sus padres eran protestantes, pero Guldin se convirti6 al catolicismo a la edad de 20 y se une a los jesuitas. En
este momento cambia su nombre a Paul. En 1609 fue mandado al Colegio Jesuita en Roma, donde estudi6 bajo la direccién de
Clavius. Ensefi6 en el Colegio Jesuita en Roma y cuando volvié a Graz, fue profesor de matemdticas en Viena de 1623 hasta
1637. Guldin mantuvo correspondencia con Kepler, pero en temas religiosos, no matemadtica ni astronomia. Los trabajos mds
importantes de Guldin estan en 4 volimenes. En el Volumen I se consideran los centros de la gravedad y en particular discute el

centro de la gravedad de la Tierra. El volumen II tiene los teoremas de Guldin.
Pappus de Alejandria (260- ) Matemitico griego que nace y muere en Alejandria, desconociéndose la fecha de su muerte.

Junto a Zésimo y Diofanto, formé la retaguardia de la matemdtica griega. Fue ante todo un recopilador, que resumié toda la
matematica griega en ocho libros. Personalmente no afiadié nada original, pero su valia radica en que sus libros contienen casi

todo lo que hoy sabemos de la matemadtica griega. Ademds coment6 detalladamente el sistema astronémico.
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Ejemplo 1.3.10 Calcular el volumen de un toro

Sea S el toro generado al girar un circulo R de radio r, alrededor

de un eje a una distancia b > r del centro de R.

En este caso §j = b, A(R) = 7r? y por el teorema de Guldin—

Pappus, el volumen de S es: Jimagen/dib22.tex * b
V(S) = 277 A(R) = 21°r%b,

1.4 El signo del Jacobiano

Ejemplo 1.4.1 Consideremos la transformacién lineal <u> = < a Z > <I ), entonces el Jaco-
v c Y

biano!® det J = ab — cd.
Si det J # 0, sabemos que se puede despejar (x, y) en funcién de (u, v) i.e. existe una biyeccién entre

toda parte S C R? y una parte S’ C IR2.

Si S estd en el interior de un circulo de centro (0,0) y radio R, S’ estd en el interior de la elipse
(du — bv)? + (cu — av)? = det J2R2. Si se recorre el borde del circulo, el recorrido de la elipse va en

el mismo sentido si det J > 0 y en sentido inverso si det J < 0.

Ejemplo 1.4.2  Consideremos la transformaciéon u = —%—, v = —%— entonces tenemos
e +y e +y
- _ 1 (2 2)2 2 2 _ 1 : :
detJ = @+ )2 (u® + v?)?, ya que u® + v T El signo del Jacobiano es

negativo en todo el plano de u, v, salvo en el origen, donde det J = 0. Es claro que salvo en el origen

las ecuaciones se pueden resolver de modo que:

U v
rT=—— y=———-.
w2 +v2’ u2 + 2

10K ar]l Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) Nace el 10 de diciembre de 1804 en Potsdam, Prusia (hoy Alemania). Muere el
18 de febrero 1851 en Berlin, Alemania. Jacobi establecié con Abel la Teoria de las funciones elipticas. Demostré la solucion
de integrales elipticas mediante la aplicacién de las funciones, series exponenciales introducidas por él mismo. Desarroll6 los

determinantes funcionales, llamados después jacobianos y las ecuaciones diferenciales.

El padre de Jacobi era banquero y su familia era muy prdspera, fue asi como €l recibié una buena educacién en la Universidad de
Berlin. Obtuvo su Doctorado en 1825 y ensefid matemdticas en Koningsberg desde 1826 hasta su muerte. Fue nominado para una
catedra en 1832. En 1834 probd que si una funcién uni-valuada de una variable es doblemente periddica, entonces la razén de los

periodos es imaginaria. Este resultado impulsé enormemente el trabajo en esta drea, en particular a Liouville y Cauchy.

Jacobi tenia la reputacion de ser un excelente maestro, atraia a muchos estudiantes. Introdujo un método de seminario para ensefiar

a los estudiantes los tltimos avances matematicos.
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Se observa que si tomamos el circulo I' con centro en el origen, la transformacién le hace corresponder
el exterior del circulo imagen I, esto porque u, v no son continuas en (0, 0) y porque det J se anula en

un punto interior de I'.

En efecto, observemos que si tomamos el borde de un circulo de radio r, i.e. x = rcos6, y = rsen 0,

entonces u = =

cos b v_sen@
T T

SiI' es un circulo que no contiene el origen, la imagen del interior de I es el interior del circulo imagen

I

Ejemplo 1.4.3 Seau = x,v = y2, entonces se tiene que si v > 0, hay dos soluciones = u, y = /v

VI =u,y=—/v.

Si v < 0, no hay solucién en IR.
Las férmulas u = z, v = y? definen una correspondencia biunivoca en toda parte del plano zy, (cuando
y > 0 0y < 0) con una parte del plano u, v (siendo v > 0).

El Jacobiano det J = = 2y. La region considerada no debe tener puntos en el eje x.
0 2y

Supongamos que en el plano zy, se describe la curva T, (22 +
y? = 1) en el sentido positivo, que corta el eje = y estudiaremos

la curva cerrada I (imagen de I') que tiene por ecuacién u? +

v = 1, es decir el arco de la pardbolav = 1 — u?, v > 0. Jimagen/loid1.tex A B

Siy > 0, I se describe en el sentido positivo de B a A.
Siy < 0, T se describe en el sentido negativo de A a B.

Se podria decir que el plano uv esta en cierto modo desplegado alrededor de la linea det J = 0, para

contar dos veces de un lado y ser excluido del otro.

Ejemplo 1.4.4 Consideremos la transformacién u = x2 — y2, v = 2xy, es claro que (z,y) y (—z, —y)

tienen la misma imagen, por lo que para tener una transformacion biyectiva es necesario que la regién
: o > . . T =2y
considerada no tenga puntos simétricos con relacion al origen. El Jacobiano es det J = =
2y 2z

4(z? + y?) es positivo en todo punto salvo en el origen.
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La transformacién u +1iv = (z +1y)? describe la relacién original, por lo que si utilizamos coordenadas

polares en los dos planos (z,y), (u,v), r, 0y r’, ' tenemos que:

Consideremos la region S dada por r1 <r <rs, 0<60<6,,

entonces la regién correspondiente S’ estd dada por 7% <

/ 2 /
' <rs, 0< 0 <20, fimagen/13id2.tex

Si 6, < m, para cada punto de S, el simétrico con respecto al origen no estd en S y la correspondencia es

biunivoca entre Sy S'.

Si 6, > 7, la porcién 27 < 6" < 26, recubre la porcién 0 < 6" < 26, — 27 y existen puntos de S’ que son
la imagen de dos puntos distintos de S, que son simétricos respecto al origen. La correspondencia no es

biyectiva.
Analisis cuando det J =0

Supongamos que u = f(z,y), v = g(z,y) de modo que det J = 0, pero al menos una de las derivadas

. af of 0dg dg af
parciales 95 Oy’ 90 Dy no sean nulas. Supongamos que 5z # 0, entonces por el teorema de la
funcién implicita aplicada a H (u, z,y) = u — f(x,y), %—Ig = —% = 0, entonces x = h(y,u), por lo
_ _ isface 9G u _y_ 9GO
tanto v = g(h(y, u),y) = G(y, u) satisface Dy # 0, ya que 50 = 1= 3y v

De este modo v — G(y,u) = 0, con %—C; # 0 implica que y es funcién de (u,v) i.e. y = G1(u,v), por
loquev = g(x,y) = g(h(y,u),y) = g(M(G(u,v)),u, G1(u,v)) = Ga(u,v).

De esta manera tenemos que existe una relacion entre v y v independientemente de x, y, es decir existe
una relacién v = Gs(u).

Si las cuatro derivadas parciales son nulas, las funciones f, g son constantes, por lo que u = cte, v =

cte y existe una relacion constante entre u y v.

Teorema 1.4.1 Sean f, g funciones parcialmente derivables y continuas en una region S C R?, donde
el Jacobiano de la transformacion u = f(x,y), v = g(x,y) se anula, entonces existe una relacion

funcional entre u'y v e inversamente.
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1.5 Cambio de variable en la integral doble
1.5.1 Cambio de variable — Caso simple

Sean R y R’ dos regiones del plano IR? acotadas, limitadas por las curvas I' y I” respectivamente.
Vamos a estudiar como cambia la integral //f(u, v)dudv a //F(:z:, y)dxdy con la transformacién
R/ R
u=axr+by,v=cr+dy,siD = o b # 0.
c d

Supongamos que R’ tiene curva frontera I regular a trozos. La transformacién inversa especifica una
transformacién de R’ a R en el plano xy, con curva frontera I regular a trozos y determina la funcién
F(z,y) = f(az + by, cx + dy), (z,y) € R. Se construye una red rectangular en el plano zy, con
cuadrados A, de modo que max|A| = h. La transformacién de esta red en el plano uv, es una red
que es en general oblicua y particiona en el plano wv la imagen de A en paralelogramos con drea

|A'] = [DI[A].

As{ obtenemos particiones P y P’ de Ry R’ respectivamente y se tiene:

Ser(f) =D fu0)|A| =" F(a,y)|D||A] = Se(IDIF),  (z,y) € A.

Pasando al limite cuando A — 0, tenemos la férmula:

/ / F(u,v)dudv = | D| / / F(z,y)dzdy.
R/ R

En este razonamiento se puede considerar que f es continua sobre R’, entonces la funcién F' es con-
tinua en R y ambas integrales existen. También se puede suponer que f es integrable por lo que au-

tomdaticamente implica la integrabilidad de F'.

1.5.2 Cambio de variable — Caso general

Sean R y R’ dos regiones del plano R? acotadas limitadas por las curvas I' y I respectivamente y sea
m:R” — R una aplicacién biyectiva de clase C* en R/, tal que t(u,v) = (2(u,v),y(u,v)). Asf a
cada punto (x,y) € R le corresponde un punto (u, v) € R’ tal que r(u,v) = (z,y). Si los puntos (x,y)

describen la curva I', los correspondientes puntos (u, v) describen la curva I".

Yy
uu\Jrh v+ k
“
r -~

T
Jimagen/elid1.tex
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Consideremos en R’ la recta u = ¢, en general le corresponde una curva en el plano xy. Similarmente a

larecta v = ¢/, le corresponde en general una curva en el plano xy.

Usando las rectas u = ¢, v = ¢/, dividamos el dominio R” en sub-rectdngulos, donde no consideramos
los sub-rectdngulos que contienen elementos de la frontera I'. Las curvas correspondientes dividen la

regién R en cuadrildteros curvilineos.

Consideremos en la regién R’, el drea AS’ del sub-rectdngulo limitado por las curvas © = constante,
v = constante, u© + Au = constante, v + Av = constante y el cuadrilatero curvilineo correspondiente

en R de drea AS.

P3
Py
En nuestro caso AS’ = AwuAw, pero no sabemos el valor de AS. Con- P, P
sideremos los vértices del cuadrildtero curvilineo P, P, P3 Py. Jimagen/elid2.tex I
Py(z1,91) z1 = z(u,v) y1 =y(u,v)
Py(2,y2) z2 = z(u + Au,v) y2 = y(u+ Au,v)
Ps(z3,y3) : x3 = z(u+ Au,v + Av) ys = y(u + Au, v+ Av)
Py(zq,y4) xq4 = z(u,v + Av) ys = y(u,v + Av),
o bien usando aproximaciones de orden 1:
1 ~ z(u,v) y1 ~ y(u,v)
xo ~ x(u,v) + o (u,v)Au y2 = y(u,v) + gu (u,v)Au ,
~ Oz Oz ~ 9y 9y
x3 ~ x(u,v) + o (u,v)Au + o0 (u,v)Av ys = y(u,v) + gu (u,v)Au + 5o (u,v)Av
~ Oz ~ 9y
x4 ~ x(u,v) + o0 (u,v)Av ya = y(u,v) + e (u,v)Av

El drea AS es aproximadamente igual al doble del drea del tridngulo P, P> Ps y se calcula usando la

férmula de geométrica analitica (despreciando los términos de orden dos'!):

TRecordemos que si un tridngulo en el plano tiene vértices (z1,y1), (z2,y2), (z3,y3) el drea estd dada por:
1 1 1

Area =44 | 21 @2 z3 | = 3 (@1y2 + y123 + y3w2 — Y23 — Y172 — T1Y3) =
Y1 Y2 Y3
£3](x3 — 21)(y3 — y2) — (w3 — 22)(y3 — v1)|
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AS ~|(x3 — x1)(y3 — y2) — (23 — 22)(y3s —y1)| =

‘(@Au + @AU) @A’U - @A’U (@Au + @Av) ’ =
v U v

Ju v 9] v 0 0
0 0 Gr Gu
030U A Ay 010V _ du Ou
‘(’“)u 0 AulAv O BuAUAU det oy oy AulAv,
ou v
porloque lim AS, = | det J;| valor absoluto del Jacobiano de la aplicacion r(u, v) = (x(u, v), y(u, v)).
as' -0 AS
1.5.3 Otra interpretacion geométrica

_or _(0z Oy _or_ (9z 9y
Seav; = = <8u’ 8u>,vQ =y = (81}’ 8v> vectores tangentes a las curvas 1(u, vg) y T(ug, v)
respectivamente.

v ‘ Yy

v+ k

Jimagen/elid3a.tex

Si Aw es un incremento en u, el desplazamiento es aproximadamente ||v1||Au y de manera similar, si
Aw es un incremento en v, el desplazamiento es aproximadamente ||va||Av. Asf la regién rectangular
de dimensiones Au y Av en el plano uv, se transforma en el cuadrildtero curvilineo cuyos lados son

aproximadamente los vectores vi Au y vo Av. El drea de este cuadrildtero es aproximadamente ||vq Au X

vo Avl| = ||[vi X va||AuAw, donde:
i j k
Vi X Vg = % % 0 | =(0,0,det J;),
or 0
ov Ov

es decir el drea es aproximadamente | det J|AuAwv.

Este resultado que se ha obtenido no es una demostracién rigurosa y los detalles son complicados de

justificar y se hard en el caso general de n dimensiones.

Si det J, = 0 es un punto (u,v) los dos vectores v1 y vo son paralelos y el cuadrildtero se degenera.
Puntos de este tipo se denominan puntos singulares. La férmula sigue siendo vélida si existe un nimero

finito de puntos singulares que formen un conjunto de contenido nulo.

Sea f(z,y) una funcién acotada sobre R y sea la funcién F'(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)) sobre R’, por lo
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que sobre los sub-rectdngulos de R’ satisfacen:

SN faas = 3TN Fu,v)AS,

//f(a:,y)dxdy://F(u,v)|detjr|dudv.
R R’

Teorema 1.5.1 Sea f una funcién acotada sobre R y sea v: R” — R una aplicacion biyectiva de clase

es decir:

Oz Oz
C1, tal que r(u,v) = (x(u,v),y(u,v)), con Jacobiano det Jy(u,v) = (gz gz , entonces:
du

//f(x,y)dacdy = //f(x(u,v),y(u,v))|det Jr(u,v)| dudv.
R R/

1.5.4 Caso de coordenadas polares

En este caso escribimos r y 6 en vez de u y v y definimos la aplicacién x = r cos, y = rsen 6. Para
obtener una aplicacién biyectiva supongamos que r > 0y que 0 € [6,, 60, + 27 [. Asi, la aplicacién es

biyectiva en ] 0, +00 [ X [0,, 0, + 27 [ del plano 76 y el conjunto R?\{(0,0)}. El Jacobiano es:

% % cosf —rsen 0

det J(r,0) = = =r(sen 26 + cos?0) =r
) @ @ sen 0 rcosf ( :
or 00

y la transformacién de la integral seria:

S//f(:v,y)dxdy = é//f(rcos@,rsen 0)rdrdf.

Las curvas 7 son rectas que pasan por el origen y las curvas 6 son circulos concéntricos en el origen. La
imagen del rectdngulo [71,72] X [01,02] es un cuadrildtero curvilineo en el plano xy limitado por las

curvasr =11, 7 = ro y lasrectas 8 = 6, 0 = 6.

I -
1 r2 /imagen/elid4.tex

El Jacobiano se anula cuando r = 0, pero esto no afecta la validez de la férmula de transformacion, ya

que el conjunto de puntos con r = 0, es de contenido nulo.
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Observacion Uno de los propdsitos del teorema de cambio de variable es proporcionar un método me-

diante el cual se pueden simplificar algunas integrales dobles. Es posible tener una integral / / fdxdy,
S

en la cual la funcién f o laregion S es complicada y de dificil evaluacion. Asi, se escoge R’ de modo que
la integral sea de fécil célculo con la nueva funcién f(z(u,v), y(u,v)) en R’. Sin embargo, el problema

se puede complicar si no se escoge R’ apropiadamente.

Definicion 1.5.1 Un conjunto acotado S C R™ se dice de contenido o medida nula si Ve > 0,

3IRy,..., Ry, n-intervalos tales que S C |J Riy > V(Ri) < e.
k= k=1

1
Definicién 1.5.2 Un conjunto acotado S C R" se dice medible'?, si su frontera OS es de contenido

nulo.

Propiedades
a)0(SUS') caSuUadsS,a(SNS’) casSuas, d(S\S') c dSuUds’.
b) La unién finita de conjuntos medibles es medible.

¢) Si Sy S’ son medibles, S\S’ es medible.

d) El rectdngulo R = [] [a;, b; | es medible.
i=1

e) S es medible si y sélo si / . / Is = V(S) existe, VR n-intervalo tal que S C R.
R

Proposicion 1.5.1 Un conjunto S C R"™ es medible con volumen V (S), si'y sélo si ¥ € > 0, existe una

familia de n-intervalos T = {R1,...,R,} que no se cruzan, con R; N SAQ,i=1,...,p, tales que
P P
i=1 ° i=1
:R;CS

Corolario 1.5.1 La interseccion, union o diferencia de conjuntos medibles en R™ es medible.

Proposicion 1.5.2 Sean S y S’ dos conjuntos medibles de R", entonces:

a)V(S)=0,V(S)=0
/L\
b)SiSyS' nosecruzanie. SNS" = @, entonces V(SUS') =V (S) +V(S)
¢) Si Sy S’ son conjuntos congruentes i.e. se puede pasar de S a S’ por un movimiento rigido (que es
una traslacion y una rotacion), entonces V(S) = V(§').
d) En general V(SUS') < V(S)+ V(§), V(S\S) =V(S) = V(SN S').

123ordan medible
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Como enel cason = 2,si S C R™ es acotado, existe un n-intervalo R O S tal que para toda particién
P de R, definimos J (S, P) como la suma de las medidas de los n-intervalos de P que contienen s6lo
puntos interiores de S'y JT (S, P) como la suma de las medidas de los rectdngulos de P que contienen

puntos de S o de su frontera 0S. Los niimeros
V(S) = sup{J— (S, P)/P es una particién de R},
V(S) = inf{J*(S,P)/P es una particién de R},

se llaman respectivamente el contenido interior y exterior de S.

En general se tiene que V(9S) = 0, V(S) < V(S) y S es medible si y sélo si V(S) = V(S).

Observemos que V(9S) = V(S) — V(S) y que S es medible <= V(3S) = 0.

Proposicion 1.5.3 Sea S C IR™ un conjunto acotado, para que S sea medible es necesario y suficiente

que ¥ € > 0, existan dos conjuntos medibles S' y S” tales que S’ C S C S" yV(S§") -V (§') <e.

Definicion 1.5.3 Sea S un subconjunto de R™ medible tal que S C R n-intervalo y sea f:S — R una

Jfuncion acotada sobre S, extendemos la funcion f sobre R por:

f(x) sixeSsS
0  sixeR\S.

/;/f:/;/f

Ast tenemos que:

BIntegracién sobre conjuntos medibles

Proposicion 1.5.4 Sea S C R" un conjunto medible', f, g:S — R funciones integrables sobre S

tales que f < g, sobre S, entonces se tiene que / . / f< / . / g.
s s

Proposicion 1.5.5 Sea S C R"™ un conjunto medible y sea f:S — R integrable sobre S, i.e. | f(x)| <

M, ¥x €S, entonces / : / f(x)dx | < MV (S).
s

En particular, si S es de contenido nulo, / . / f=0.
S

13Jordan medible
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Proposicion 1.5.6 Si Sy S’ son conjuntos medibles de R™ de modo que S N'S’ es de contenido nulo y

si [ es integrable sobre S U S', entonces:

[ofiffiffs
Sus’ s s/
Proposicion 1.5.7 Sea S C R™ un conjunto medible, f, g:S — R funciones que son iguales salvo

en un conjunto D C S de contenido nulo, entonces / . / f= / . / g.
S s

Proposicion 1.5.8 Sea S C R"™ un conjunto medible, f:S — R una funcion acotada, entonces f es

integrable sobre S si 'y sélo si ¥ € > 0 existen funciones s y t escalonadas sobre S tales que s < f <ty
/---/(t—s)<e.
s

Es posible establecer una definicién funciones acotadas sobre conjuntos medibles, equivalente a la dada

anteriormente, de la siguiente manera.

Definicion 1.5.4 Se dice que una funcién acotada f sobre el conjunto medible S C R™ es integrable
siy solo si ¥V e > 0, existe una particion T de S (i.e. una familia de n-intervalos T = {Ry,...,R,} de

interior no vacio, que intersecan S, que no se crucen y que recubren S) tal que St — St < €, donde

St=3 MiV(R;), St =Y miV(Ri), My = sup f(z,y),mi= inf _f(z,y)
i=1 i=1 (z,y)ER:NS (z,y)ER:NS
La integral de f sobre S se denota / . / I
S
Notemos que m; =  inf  f(z,y)= inf f(z,y), Mi= sup f(z,y)= sup f(z,y).
(z,y)ER;NS (z,y)ER; (z,y)ER:NS (z,y)ER;

Al igual que el caso n = 2, se pueden definir las sumas de Riemann de f para la particiéon T de S, por
St(f)=8(T,f) =3 f(G)V(R;), donde ¢; € R; N S y la llamamos suma de Riemann de la funcién
i=1

f asociadaa T.

De manera totalmente anloga definimos I(f) = irTlf ST la integral superior de f sobre Sy I(f) =

sup St la integral inferior de f sobre Si.e. I(f) < I(f).
T

También se puede definir la norma de la particién T por || T|| = max d(R;) y podemos establecer de

manera natural los siguientes resultados.

Teorema 1.5.2 Sea S C R"™ medible y f:S — R una funcion acotada sobre S, las siguientes

propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable sobre S
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i) I(f) = I(f).
iii) Ve > 0, existe una particion T de S tal que St — St < €.

iv) Ve >0, existe § > 0 tal que VT particion con ||T|| < 6, se tiene St — St < €.

Corolario 1.5.2 Sea S C R"™ medible, sea f:S — R una funcion acotada y sea (Ty)reN, una
sucesion de particiones de un conjunto de S, tal que ||Ty|| — 0, cuando k — oo, y si alguna de las

siguientes condiciones se verifica:

i) lim [ St,(f) = Sr.(f)] =0

k—o0

i) lim 3 F(EHV(RE) =1 (¢f €RFNS)
k— o0 7 - ’
iii) lim St (f) = lim St,(f) =1,
k—o00 k
entonces la integral de f sobre S existe y es igual a 1.

Inversamente, la existencia de la integral implica el cumplimiento de las condiciones i), ii) y iii). La

existencia de solo uno de los limites de iii) no implica la existencia de la integral sobre S.

Corolario 1.5.3  Sea (Ty)ren una sucesion de particiones del conjunto medible S C R™, de modo
que ||Tg|| — 0, cuando k — oo, entonces la suma de los voliimenes de los n-intervalos Rf que tienen

interseccion no vacia con la frontera de S, tiende a cero, cuando k — oo.

Corolario 1.5.4 La integral de una funcion f acotada sobre un conjunto medible S C R", se puede

definir como el limite HThﬁn Z*f(g;“)V(Rﬁ) = / . / f, para una sucesion particular de particiones

(Tk)ken de S, de modo que || Ty|| — 0, cuando k — oo, donde la suma >_* sélo se extiende sobre los
[e]
R’; de Ty, que estdn contenidos en S i.e. no intersecan la frontera de S.

Teorema 1.5.3 Si f es una funcion real y continua sobre S C R"™ cerrado y medible, entonces f es

integrable sobre S.

Teorema 1.5.4 Si f es unafuncion real acotada sobre S C R cerradoy medible, tal que f es continua

salvo en un conjunto I C S de contenido nulo, entonces f es integrable sobre S.

Proposicion 1.5.9 Sea S C R™ un conjunto medible y sea f:S — R una funcién continua, entonces

el grdfico G5 de f es de contenido nulo en R

Prueba Sea Gy = {(21,...,%n11) ER" /211 = f(21,...,7,)} C Rx[—M, M]acotado, donde
R es un n-intervalo tal que S C Ry M es tal que | f(x)| < M, Vx € S. Se extiende f a f sobre Ry los
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puntos de discontinuidad de f estan contenidos en S que es de contenido nulo.

ko k
Seae>0yseaQq,..., Qx unafamilia de n-intervalos de R™ tales que S C |J Q;y > V(Qi)<ﬁ.
=1

i=1
k o
Asi f es continua sobre Q = R\ |J Q; que es un compacto, f es uniformemente continua sobre Q
i=1
i illx — — —_€
ie.3o>0talquesi|x —y| <dxyeQ = |f(x)— f(y)| < W R)"

Sea P una particién de R tal que cada Q; es la unién de n-intervalos de P con ||P|| < 4.

Sean Ry,...,R, los n-intervalos de P tales que R; C Q y sea m; = m'g f(x), M; = sup f(x),
xX€ x€ER;

. e . _
entonces M; ml<2V(R)’Z 1,...,q.
Seal, =R; x [m;, M;],i=1,...,q,J; = Q; x [-M,M], j =1,...,k, entonces el grifico de f,
q k
GyC U Lu U Jj,porlo que:
Jj=1

i=1

(M= m)V(R) + 3 2MV(Q)

M-a

iwm+§wm

=1 7

q
€ S V(R € £ L€
< V(R) = (Ri) 2M2V(R) S 2 T2 ¢

Observacion  Si se define B, = {x € R"/||x|| < 1} como la bola unitaria de IR", su frontera

0B, = Sp—1 = {x € R"/||x|| = 1} es la superficie de la esfera, la cual puede verse como la uni6én
de los grificos de las funciones f(z1,...,2n—1) = :l:\/l — :c% — = :cfl_l i.e. 9B, es de contenido
nulo.

El teorema se puede escribir de otra manera: Sea f: S C R™ — R continua sobre S medible, entonces

la superficie dada por f(S) es de contenido nulo en R 1.

Ejemplo 1.5.1 Si se considera R un n-intervalo de R™ y S una de sus caras, es proyectable uno a uno
n—1

sobre un subespacio (n — 1)-dimensional, digamos representado por z,, = Y d;x; definida sobre un
Jj=1

conjunto cerrado y acotado, entonces V(S) = 0. Ademds, dado que el n-intervalo tiene un nimero

finito de caras, se concluye que la superficie de R es de contenido nulo.
Teorema 1.5.5 Sea f = (f1,...,fn):S C RP — R"™ de clase C* sobre S medible y convexo en RP,
1 < p < n—1, entonces la superficie f(S) es de contenido nulo en R"™.

fl()

Prueba Sea € > 0y sea K > 0 tal que <K,¥xeS,i=1,...,n,5=1,...,p. Paracada

par de puntos x’, x”" € S se tiene:

p

LF )= F )P = Zm W%EIZ
=1

)( x/_/) < CQKQHXI—XHHQ,

K2
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donde 0 < 8 < 1y C sélo depende de n.

Como S es acotado, S C R C RRP, p-intervalo, tomemos una particion P de R uniforme de modo que

q
S € U Rk = R, Ry, son cubos p-dimensionales con volumen V(R;) = AP, 0<h<1,ie. sup |x'—
k=1 x’,x" €Ryp

q q

x"|| = /ph. Observemos que )  V(Ry) = M = V(R), entonces ) 1 = Mh™P, es decir que el
k=1 k=1

nimero de cubos p-dimensionales es del orden de A 7.

Sea W, un rectdngulo n-dimensional tal que {y € R"/y = f(x), x € Rz N S} C Wy, de modo que
q
dWy) = sup [y —y"|| < CK,/ph, entonces f(S) C |J Wy y por lo tanto:
y,y”’EWY k=1

V(f(S)) V(We) < .

— q q
k=1

n q
(s =y} < £ o

Y,y eEWi

<
k=1
< C"K™(\/p)"Mh"—P = Bh"~? < Bh,
y si se escoge la particién P de modo que ||P|| < £, entonces V(f(S)) < Bh < e.

Corolario 1.5.5 Sea f = (f1,..., fn):S C RP — R" de clase C* sobre S acotado y convexo en

RP, entonces existe ¢ > 0 tal que || f(x') — f(X")|| < c||x" = x"|, VX', X" € S.

Definicion 1.5.5 Sea f:S C R™ — R una funcion, definimos de la parte positiva de f y la denotamos
f+ = max{f, 0}.

De manera similar se define la parte negativa de f y la denotamos f~ = max{—f,0}.
Observemos que f = fT — f~ y que cuando f es integrable sobre un conjunto S medible, f™y f~ son

==k

En efecto, el resultado es cierto si f € E, puessi f = > «a;lp,, B = |J B, B'"= U B,

10, <0 oy 20

integrables sobre S y se tiene:

{B;/i € I} es una particién de S:

f+= Z o;lp, +0Ip, fT=- Z o;lp, +0Ipr,

oy >0 ;<0

i.e.f+,f—eEy/Sf /Sf+—/sf—.

Si f es integrable, para todo € > 0, existen funciones s y ¢ escalonadas sobre S, tales que s < f < ¢t

y /(t —s)<econs = > alp,t=> Bilpg, {Bi/i € I} es una particién de S. Pero 0 <
s i€l i€l

st < fT <t /(t+ ) = S (B — an)V(Bi) < (B — a)V(By) = /(t _ s) < e, donde
s il icl s
I'={iel/a; >0} CIyporque 3; — a; > 0, paratodo i € I, lo que indica que f es integrable.
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De igual manera se verifica que f~ es integrable.

Asfi tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.5.6 Sea f:S C R™ — R una funcion, donde S es medible, entonces f es integrable si'y

sélo si f*y f~ es integrable y se tiene:

o=k

Teorema 1.5.7 Si f es una funcion real acotada e integrable sobre un conjunito S = S' US" C R",

donde S' y S" son medibles, los cuales no se cruzan, entonces f es integrable sobre cada uno de los

/'S“/f:/'s;'/“/s',j/f'

Teorema 1.5.8 Sean f y g funciones reales acotadas e integrables sobre S C R"™ medible, o € R,

conjuntos S' y S" y se tiene:

entonces.
i) F(x)  g(x) ii) af (x) iii) | £ ()]
iv) f(x)g(x) V) Fip con 161> 6 >0,

son integrables sobre S. Ademds: /(f +g) = / f+ / g, / af = a/ I
s s s Js s

Teorema 1.5.9 Si f, g, ¢ son funciones reales acotadas e integrables sobre S C R medible, que

satisfacen f(x) < g(x), ¢(x) = 0,V x € S, entonces:

/f(x)<ﬂ(x)dxé/g(x)np(x)dx.
S S

Sia < f(x) < b Vx €S, entonces existe ¢ € [ a, b] tal que:

[ e = [ pxjax
s s
(Teorema de valor medio para integrales miiltiples).

Teorema 1.5.10 Sean S’ C R?, S” C R" P medibles, entonces S’ x S”, es medible en R"™ y V' (S’ x
S") = V(S')-V(S")
Prueba Sabemos que el resultado es vdlido si S’ y S son intervalos p y n — p dimensionales.

Dado que S’ y S” son medibles, existen intervalos R” y R” p y n — p dimensionales respectivamente,

talesque S C R" C RP,S” c R” Cc R"P,i.e. S x §” C R =R’ x R”, rectdngulo n-dimensional.
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Dado que Is: y Is» son integrables, existen funciones escalonadas s’, s, ¢, ¢ tales que 0 < s’ < Is: <
t/,0 < s < Isw < t”, entonces 0 < s's” < Isixsn < t't”, sobre R” x R” y es claro que s's” y ¢'t”

son funciones escalonadas que encierran /s« s/, por lo tanto:

sup / s's” < sup / s <  inf / t < inf / t't",
s'<Is) JRIXRY s<Lgs s JR/XRY Isrxsn <t JR xRy I/ <t JRixRry

”
Sllglsu Ign<t

donde s y t son funciones escalonadas tales que s < Is/xs» < t. Perosi b’ y h'” son escalonadas,

= oilg: > BiIrr, con R, C R, RY CR"ie.:
- i j P
i J

/ BB = Zalﬁa/ Ijixry =32 a8V (R} x RY)
R/ xR rxRe Y ij

= SaBVRV(R) = DoV (R) S V(R = /,h//,, R,

con lo cual se tiene:

sup / §'s" = sup/ " sup / /Is// Ish» =V(§8")-V(§"),
Slglsl /XR// S/glsl ! SII<IS// " ’ 1"

sllgls//

in Pt = inf [ ¢ if [ ¢ =V(S)V(S"),
]Slgt/ R/ xR Ig/ <t/ R’ Tgn <t R

Isngt”

es decir se ha probado que I(Is/xs) = I(Isrxs) = V(S' x S”), por lo que S’ x S” es medible y
V(S x§")=V(S)V(S").

Corolario 1.5.6 Sean g y h funciones integrables sobre S' C RP, S” C R"™ P conjuntos medibles

respectivamente. Sea f(x,y) = g(x)h(y) definida sobre S’ x S” C R™, entonces | es integrable y se

Jower?= o o

Prueba Primeramente demostraremos que el resultado es vélido parag > 0y h > 0. Dadoque gy h

tiene que:

son integrables, existen funciones escalonadas s’, s”,t/,t"” talesque 0 < s’ < g < t/,0 < s”" <h </,

entonces 0 < s's” < f < ¢'t”, sobre S’ x S”. Perosi b’ y h” son escalonadas,

/ h/h// _ / h/ / h//
S/ %S ’ " ’

por lo tanto:

sup / s’s”gsup/ s=I(f) < I(f) = inf t < inf t't",
s'<g /xS S/ xS f<t Jsrxsn g<t’ Jsxs
S”gh h<t
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sup s's” = sup s sup g h=
s'<g JS'xS" s’'<g s”"<hJs ’ 1

s”gh

inf t’ inf t” = inf t't",
g<t! ; h<t” 7 g<t’ S/ xS
h<t”

X

pero

con lo cual se concluye que f es integrable y / f= / g / h
S/ X S// ’ "
Para el caso general, observemos que h = h* — h™, g = g" — g~ yque f = ghestal que fT =

htgt +h=g™, f~=h*tg” +h g"

Teorema 1.5.11 Teorema de Fubini

SeanS’ C RP, S" C R"™ P conjuntos mediblesy sea f:S'xS" C R"™ — R una funcion integrable so-

bre S = S' x S", tal que fx(y) = f(x,y) es integrable sobre S”. Sea F'(x / fx = / f(x,y)dy,

entonces I es integrable y
/ f=/ F=/ ( f(x,y)dy> dx.
S/XS// ’ ’ S//

La expresion / f(x,y)dy se entiende como la integral de Riemann de f con respecto a y para x fijo,
S//
cuando existe y como un niimero entre la integral superior e inferior de f(x,y) con respecto ay € S”,

cuando la integral no existe.
La integral de F' con respecto a x € S’ existe en el sentido de Riemann.

Si ademds ¥ y € S, fy(x) = f(x,y) es integrable sobre S', entonces la funcion G(y) = fy =
S/

/ f(x,y)dx es integrable y
S/

Loor=Le=1 ( S/f(w)dx) dy.

Demostracién Sea € > 0 y sean s, ¢ funciones escalonadas sobre S’ x S”, talesque s < f < ty

/ (t —s) <e. Paracadax €S, sy < fx < tx le. si S(x) = / sxs T(x) = / txs Sy
S/XS// 1"

1"

T son escalonadas sobre S’ tales que S < / — = / (t — s) < €, entonces F'
S/xS”

es integrable con S </ /T pero/ S —/ s </ / t = / T,
!’ !’ !’ !’ /><S// !’ /><S// !’

/ s</ f</ t,i.e./ Fo F'<e.

S/ xS S/ xS S/ xS S/ xS S/

La otra desigualdad se prueba de manera similar.
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Aplicaciones del teorema de Fubini

Las siguientes aplicaciones del teorema de Fubini, son generalizaciones de los métodos de célculo

avanzado para el cdlculo de volimenes.

Teorema 1.5.12 Principio de Cavalieri

Sea S ¢ R un conjunto medible, de modo que S C R x [a,b], donde R es un n-intervalo de R".
Sea S; = {x € R"/(x,t) € S} y supongamos que S; es medible para cada t € [a,b] y escribamos
S(t) = V(St), entonces:

waz/%@ﬁ.

Prueba V(S) :/Sl = /Rx[a,b]IS = /[a)b] (/ngt) _/ab </Sr 1> _/abS(t)dt.

Teorema 1.5.13 Sea S C R"™ un conjunto medible y sean ¢1, ¢ funciones continuas sobre S tales que

1 < ¢, entonces C = {(x,y) € R"/x € S,¢1(x) <y < ¢2(x)} es medible y si f:C — R es

Lf_L<Aijﬂ&M@>m,

Prueba Como ¢ y ¢ son continuas en S, ¢1(S) U ¢2(S) es acotado i.e. existen a, b € R tales que
$1(S) U ¢2(S) C [a,b]. Asi, C C S x [a,b]. Probemos que dC C 39S x [a,b] UGy, U Gg,, donde
Gy, = {(x,y) e R""! Jy = ¢i(x)}, i = 1,2. En efecto, sea (x,y) € IC, entonces:

continua, se tiene:

-six €9S = (x,y) € 9S x [a,b]

—six ¢ 0S, x € S — (%,9) € Gy, U Gy, pues si no y # o1(x), y # ¢a(x), ie. x € S,
D1 (x) <y < pa(x) = (x,y) € C que es contradictorio.

Asfi concluimos que OC' es de contenido nulo, al estar contenido en la unién de tres conjuntos de con-
tenido nulo: Gy,, G¢,, 9S x [a,b], pues V(S X [a,b]) = V(9S)-(b — a) = 0.

Como C es medible y f es integrable sobre C, h = fIc es integrable y

[ L[ s ([ )

yaque h(x,y) = f(x,y)Ic(x,y), cona < ¢1(x) < ¢2(x) < b, entonces:
ha(y) = FeW) 161 (0 <y<o2(01(9);

yaque (Ic)x(y) = Ia(y),con A = {y € [a,b] /d1(x) < y < ¢2(x)}, que lo denotamos (I¢)x(y) =

I 4, (x)<y<a(x)](¥)- Asi tenemos:

b P2 (x)
/[ (o) = / ) o<ty (9)dy = / fo(y)dy,
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[i-] ( [ 5 y)dy) o

Ejemplo 1.5.2 Si f es continua sobre la bola unitaria B; C R?, entonces:

Lo L ([ swaie)

n
Corolario 1.5.7 Sea f una funcion real continua sobre R = [] [as, b; ], entonces:
i=1

/Rf_/: </ai< : f(xl,...,:z:n)da:1> ~-~d:1:n1> da,.

Teorema 1.5.14 Sean S’ C RP, S” C R™ P conjuntos medibles y sea f:S' x §” C R" — R una

es decir,

Suncion continua sobre S =S’ x S”, entonces f es integrable sobre S y tenemos:

/S/Xsﬁf(x,y)dxdy = /S ( . f(x,y)dy> dx = / ( S,f(x,y)ch) dy.

Teorema 1.5.15 Sea f(x) una funcion real acotada e integrable sobre el n-intervalo R, satisfaciendo
que paratodok = 1,...,n— 1y paratodo conjunto de valores (x1, .. ., xy), la funcion f es integrable

k

sobre la proyeccién A* de R en el subespacio de puntos u* = (xj.41,...,2,), entonces para el n-

intervalo R se tiene:

bl b2 bn
/ /fxl,..., Ydxq - - d:vn:/ </ ( f(:vl,...,xn)dacn>---dx2>d:vl,
ai az a

donde las integrales del segundo término se entienden en el sentido de Riemann.

Demostracion Aplicando los teoremas anteriores se obtiene:

/f Ydx = /a <A1f(:1:1, Ddu! )d:z:l /bl </a ( f(zy, zo, 2)du2>dx2>da:1_
L f)d)d)d

bn

La integral del tipo / flx1, 2o, ..., xy)dey, - - - dry se llama integral iterada de f. En el caso

general, la reduccién de una integral multiple a una integral iterada, se tiene con el siguiente teorema.

Sea S un conjunto medible, sea w; la proyeccion de S sobre el eje 1 y sea S;o la seccion de S en el
plano x; = z9 i.e. el conjunto de puntos de la forma (x9,z2,...,2,) € S. En este caso wy y S,, son
acotados y si S es cerrado, wy y Sz, son cerrados. Sin embargo debemos asegurar la integrabilidad de

fsobre wy y Sz, .
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Teorema 1.5.16 Si f una funcion real, acotada e integrable sobre S medible, de modo que f es inte-

grable sobre S, ¥ x1 € w1, entonces:

/Sf(x)dx:/~-~/f(a:l,...,:cn)d:c1~-d:1:n
s
_/w1 </sm1 f(xl,...,:zrn)chﬂ) dxy.

Demostracion Como S es acotado, S C A = [ay, b1 | xA', A’ = [] [ai,b;]. Sea f la extensién de
i=2
f sobre R, entonces:

/Sf(x)dx_/Af(x)dx_/:l (/A f(xl,...,xn)du1> dxy
Z/w1 <~/Sm f(acl,...,acn)dul> dxy.

Ejemplo 1.5.3 Consideremos S un conjunto cerrado y acotado con

frontera I', formada por dos curvas cerradas y un punto. El conjunto

S es tal que la proyeccién sobre el eje x es el intervalo cerrado [a, b].

)

Toda seccién S, de S por una recta /imagen/pag218.tex
paralela al eje y que pasa por x, es un segmento de recta o un sistema de dos segmentos de recta, o de

un segmento de recta y un punto o de un punto. Si f es continua sobre S, es integrable en S y sobre toda

seccion S, con respecto a y. Consecuentemente se obtiene:

J[#@dzay /: (/S f(w)dy) dz.

Observacién Se puede aplicar el teorema sucesivamente de la siguiente manera:

Si definimos por wy(x1) la proyeccién de S, sobre el eje x5 y si lexg es la seccion de S, por el

plano z2 = z§, entonces se tiene:

Jowas= [ (L,

si f es integrable sobre S, ,, y sobre S,, . Procediendo de esta manera obtenemos la férmula:

[oom= [ ( [ ( [ ( [ s ,xn)dxn> d> d@) ios.

asumiendo que la integral de f asi como todas las integrales internas del término derecho existen.

flze,... ,In)du2> dx2> dxq,

r1e2
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1.6 Cambios de variables especiales en integrales triples

En el caso tri-dimensional escribimos (x, y, z) en lugar de (x1, z2, 3), (u, v, w) en lugar de (v, va, v3).

La férmula de transformacién para las integrales triples toma la forma:

/// f(x,y,z)da:dydz:/// flz(u,v,w), y(u, v, w), z(u,v,w))| det J(u, v, w)|dudvdw,
S s

oz Oz Oz

ou Ov ow

donde el Jacobiano det J (u, v, w) = % % g_y
u v w

9z 9z 0z

ou Ov Ow

En el espacio 3-dimensional el determinante también puede verse como un factor de ampliacién de
volimenes. En efecto, si introducimos la funcién r definida por la ecuacién r(u, v, w) = (z(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))
y los vectores:

_or  O0x Oy 0Oz _or 0z

AN i A T _7(@@&) v ﬁf(a_x@%)
T Ou Couwou'ouw’ P v ‘owov v P ow ‘ow’ ow ow’

Vi

Un 3-intervalo de dimensiones Au, Av, Aw, de volumen AV en el espacio uvw, se transforma en un
s6lido que es un paralelepipedo curvilineo, en el espacio xyz aproximado por los vectores vi Au, vo Av,

V3 Aw.

/ v / Yy
W J/imagen/truvxy.tex

Las caras que limitan este s6lido son las superficies obtenidas tomando a u, v, w como constantes. El

volumen del paralelepipedo curvilineo en aproximadamente igual al valor absoluto del producto mixto

de los tres vectores que lo determinan, es decir:
|(viAu)-(vo AvxvzAw)| = |v1 Vo xvs| AuAvAw = | det J (u, v, w)| AuAvAw = | det J (u, v, w)|AV’.
Asi tenemos que el volumen AV de S se transforma en el volumen AV’ de S’ de modo que:

) AV
A%ﬂgom = | det J(u,v,w)].
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1.6.1 Caso de coordenadas cilindricas

Consideremos las variables r, 6, z en vez de u, v, w y definimos la aplicacion mediante las ecuaciones
x=rcosh,y=rsen 0,z = z.

Observemos que reemplazamos x, y por sus coordenadas polares y no cambiamos z. Para obtener una
aplicacion biyectiva debemos tener 7 > 0 y limitar 6 a un intervalo de la forma 6, < 0 < 6, + 27. El

grifico adjunto muestra un paralelepipedo del espacio r6z. El jacobiano de la transformacion es:

T = cte

|

r z /imagen/trrzxy.tex

cosf —rsenf 0
det J(r,60,2) =| sen 8 rcosf 0 |=r ‘ .
0 0 1

J/imagen/dtcp1.

y la férmula se escribe:

/V// f(%yaz)dfvdydz:é/l/ f(rcosf,rsen 0, z)rdrdfd:z.

El Jacobiano se anula en r = 0, pero esto no afecta la validez de la férmula de la transformacién, porque

el conjunto de los puntos con r = 0, es de contenido nulo.

Ejemplo 1.6.1 Calcular la masa m de una semiesfera de radio a centrada en el origen, si la densidad p

del material es proporcional a la distancia entre el punto y la base, o sea p(z,y, z) = kz.

La ecuacién de la semiesfera superior es z = /a? — 22 — 32 y en coordenadas cilindricas es z =
Va2 —1r2,0<r<a,0<0 < 2m, porlo que:
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m= /V// kzrdrdfdz = /0% {/Oa (/Omkzdz)rdr]cw

_/0277(/0(1%]622 |
= i alk(cﬂ—r?)rdr @0
L ) £ 5

ik‘ o a4 a4 d@*lk 4
—5/0 |4 — 9|0 = hma

1.6.2 Caso de coordenadas esféricas

Vaz—r2

) rdr)do o

./imagen/sesfefe; ¢

En el caso de coordenadas esféricas, la posicién de un punto (z, y, z) en el espacio estd determinada por
los nimeros r, 8, o, donde r es la distancia del punto al origen, § mide el angulo que forma la proyeccién
del punto sobre el plano xy que forma con el eje = (longitud), en dngulo ¢ que forma el punto sobre el

plano xy (latitud).

Para obtener una aplicacion biyectiva, tomamos r > 0, 0 < 6 < 2, —% < p< % Las superficies
r = constante son esferas concéntricas de centro en el origen, las superficies § = constante son planos
paralelos que pasan por el eje x y las superficies ¢ = constante son conos circulares cuyo eje es el eje

z. De esta forma el 3-intervalo en r, 6, ¢ se transforma en el s6lido que se ve en la figura adjunta.
x = 7 cos pcosf

y = rcospsen 0

z z =rsen ¢

El Jacobiano de la transformacion es:

cospcosf —rcospsen § —rsen ¢cosé
det J(r,0,0) = | cospsen § rcospcos® —rsen psen 6 | = 7% cos p.
sen ¢ 0 7 COS

En estas condiciones tenemos la igualdad:

/// f(x,y,z)dxdydz:/// F(r,0,0)r?| cos p|drdfdy,
% v

donde F'(r,0,¢) = f(rcosfcosy,rsen 6cosp,rsen ¢)y lafuncién f es acotada e integrable sobre

V.
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Algunos autores consideran el dngulo ¢ medido desde el eje z,
en vez de medirlo desde el plano z = 0 (latitud). En este caso

se tiene que x = rsen wcosf, y =rsen psen 0, x = rcosy,

r>0,0<0<2r,0< p << VA ©,0)

Ca—]
det J = —r?sen ®. J/imagen/dtcp>- ﬂ

Observemos que esta segunda férmula del Jacobiano estd acorde con el hecho que, al medir de esta
manera ¢ tenemos en realidad 3 — ¢ en la primera férmula del Jacobiano, es decir cos(§ — ¢) =

—sen .
1.6.3 Momento de inercia. Coordenadas del centro de gravedad

Definicion 1.6.1 EIl momento de inercia de un cuerpo V, de densidad p(x,y, z) en el punto (z,y, z) €

V, respecto a los ejes x, y, z estdn dados respectivamente por:

I, = /// (y% + 25 p(z,y, 2)drdydz,
0

I, = /// (2% + 2 p(2,y, 2)drdydz,
1%

L.= /// (@ + y*)p(x,y, 2) de dydz.
\%4

Definicion 1.6.2 Las coordenadas del centro del gravedad de un cuerpo V, de densidad p(x,y, z) en

(z,y,2) €V, se expresa por las formulas:

zp(z,y, 2)drdydz,

8l
I
3=

yp(z,y,z)dvdydz,

3=

Ny
Il
3|
———
===

Wi
Il

donde m = /// p(x,y, z)dxdydz es la masa del volumen V.
v



teorl.tex 59

A z
____________ ]-ég
Ejemplo 1.6.2 Calcular el momento de un cilindro recto circular -
de radio a y altura 2h respecto al didmetro de su secciéon media, si
la densidad es constante e iguala p,. ~eeieeoooo. g} sy
, , . . P
Tomemos el eje z como eje del cilindro y el origen en el centro z !

de simetria. Asi tenemos el problema de calcular el momento del

cilindro, respecto al eje x: /imagen/cilin.tex

2m a h
zz—/// y +Z podIdde—po/ / / (224‘7’2361129)([2; rdr ) do
0 —h
:Po/ (/ Bh?’ + 2hr? sen 9} rdr) do = p, /27r (%h%?’ + %ha4 sen 29) do
0 0 .

_ 213 2 1, 4 | _ 2232 1 2
= po [3ha7r+2ha 7T:|—7Tpoha [3h +2a}.
Ejemplo 1.6.3 Calcular las coordenadas de centro de gravedad de la mitad superior de una esfera de

radio a, con centro en el origen de coordenadas y densidad constante p,.

La mitad superior de la esfera estd dada por z =

va? — x? — y2. Por razones de simetria y dado que p = p,,

se tiene

Ademds, m = /// podxdydz = g po7m y ./imagen/sesfefeé(/a

2m
1 1
/// zpodxdydz—/ / / por> cosysen Ydrdidd = 2mp, az 5= Zpomf,
v

i.e. Z

Il
o0leo
8

1.7 Cambio de variable en integracion multiple — Caso general

El problema basico es el siguiente: Dada 7: R™ — IR" una aplicacién de clase C' y C? invertible en
algtin vecindario U del conjunto medible S C IR", en el cual T es biyectivasobre U y T~ T(U) — U

es también de clase C.

Si f:T(S) — R es una funcidn integrable, deseamos transformar la integral f(x)dx en una
T(S)
integral sobre S.

La idea fundamental de este criterio es la aproximacién local de la transformacién 7" por su diferencial
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ar.
Primeramente vamos a estudiar el comportamiento de los volimenes bajo transformaciones lineales.

Sea T:R" — RR™ y sea S C R™ medible, queremos determinar la relacién entre V(S) y V(T(S))

(T'(S) es claramente medible).

Es claro que se tiene que T'(z) = Bz, donde B es la matriz n x n asociada a la base canénica y

escribimos det T = det B = | B].

Teorema 1.7.1 Sea T:R"™ — R"™ una aplicacion lineal, S C R"™ medible i.e. T(S) es medible,
entonces V(T'(S)) = | det T|V(S).

Demostracion Si det 7' = 0, las columnas de la matriz asociada a T' son linealmente dependientes,
entonces 7'(S) es un subconjunto en un subespacio propio de R™ i.e. V(T'(S)) = 0, por ser un conjunto

de medida cero y claramente se da la férmula.

Sidet T # 0, lamatriz B asociada a T se puede escribir como el producto de k matrices B = By - - - By,

donde cada B; es de la forma:

1 0 1 . 0
Ca . (1) odelaforma 1 1 0 @)
0 1 ; 1

donde en las matrices de tipo (1) todo elemento diagonal salvo uno es igual a 1 y en las matrices de tipo
(2) hay un dnico elemento no diagonal. Asi T' = Tj o - - - o Ty, donde T; es la transformacién lineal

asociada a B;.

Si B; es de la forma (2), entonces 11 (1, . .., Tn) = (@1, Tp—1,ATp, Tp41, - - -, Tn) Y tenemos que si R
es un n-intervalo, 7;(R) es un n-intervalo y se tiene V(7T;(R)) = |a|V (R).

De este modo, si S es medible, T;(S) es medible y se tiene que V (T;(S)) = |a|V(S) = | det T;|V(S).

Si B; es de la forma (2), consideremos el caso en que el elemento no diagonal es de la forma A; =

110

ie. Ty(x1,...,x0) = (x1 + T2, T2, ..., Tp).
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b b1, b
b ,,(fll 2) (b1, b2) (a1 + ba,ba) (b1 + ba, b2)
T
asb-- (a1 + a2z, a2) (b1 + a2, b2)
(a1}, az) (b1, az)
R D
al bl
n

Verifiquemos que T; preserva el voldmen de un n-intervalo I = [a,b] = [] [as, b; ].

=1
Si escribimos R = R’ x R”, con R” C R?, R” € R" 2, entonces T;(R) = R* x R”, donde R* es un

paralelogramo en IR? (ver grafico adjunto)*.

Claramente V(R*) = V(R’), por lo que:

V(T;(R)) :/ dx :/ dudv = / du/ dv =V (R*)V(R")
TI(R) R*XR// * "
=V([R®R)V(R") = / du/ dv = / dudv = / dx = V(R),
R’ R" R’ xR R

donde u es un vector en IR? y Vv es un vector en IR"™2. Asi, si S es medible, T;(S) es medible y se tiene

que:

En efecto, dado € > 0, existen Ry, ..., R,y J1,...,]q, n-intervalos de R™ que no se cruzan tales que:

p q
Uricsc I

p q
ydonde Y V(R;)>V(S)—¢€, > V(J;) <V(S)+e
j=1 j=1
Como los T; preservan el volumen de los n-intervalos tenemos:

U TRy c7i(s) c | J 1305)

j=1 j=1

.MQ
<

zp:V )>V(S) — e,

j=1 Jj=1

lo que prueba que T;(S) es medible y V(T;(S)) = V(S).

V(S) +e,

Corolario 1.7.1 Si S C R" es medible y T:IR"™ — R es un movimiento rigido (traslacion y una

rotacion), T'(S) es medible y V(T'(S)) = V(S).
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Prueba Tenemos que T' = 74 o P, donde 74 es la traslacién por a: 74(x) = a + x y P es una transfor-

macion ortogonal, i.e. det P = 1.

Asi tenemos que T'(S) es medible y V(T'(S)) = V(S).

Hasta ahora hemos visto los efectos que tienen las transformaciones lineales en los volimenes de re-
giones medibles.

Un ingrediente clave para la derivacion de la férmula de cambio de variable, es el hecho que si 7" es una
transformacién de R™ en R” de clase C!, tal que el diferencial en d1p = I, entonces en un vencindario
de 0, T difiere muy poco de la transformacién identidad y en particular los volimenes de los conjuntos
en el vecindario de 0 no varian significativamente, es decir que si C). es el cubo centrado en el origen,
con un vértice en (r, 7, ..., r) (cubo de centro 0 y radio r) y si el diferencial d7 difiere en norma muy
poco de la identidad, Vx € C,., entonces la imagen T'(C,.) contiene un cubo ligeramente menor que C,.

y estd contenido en un cubo ligeramente mayor que C,..

Lema 1.7.1 Sea U C IR™ un abierto conteniendo a C, y sea T:U — R™ de clase C* tal que

T(0) =0y dTo = I. Supongamos que existe € € | 0,1 [ tal que |dTx — I|| < €, Vx € C, entonces:
C(lfe)r C T(CT) - C(1+5)T.

Prueba Observamos que ||T(x + h) — T(x)|lec < HhHoomaz( |dTx||cc, donde L es el segmento
S
x; X+ h

En efecto sea v:[0,1] — R", y(t) = T'(x + th), vi(t) = T?(x + th) es la aplicacién coordenada de

A oy

1 1
< [ il = [T (e < o 4T, (00)

T, entonces v, (t) = dT., ,(h), por lo que para algin k:

IT(x+h) = T() oo = IT*(x + 1) = T*()| = 3 (1) — 1 (0)] =

< 10w 35 [Tk (1) = 1 max 4T .
As{ tenemos que si g es una aplicacion lineal:
IT() = T (W) = 9(x = Y)lloo < [Ix = ylloo max [|dTx — gl
y si g = I se cumple que:
IT(0) = T(y) = (x = Y)lleo < €fx = Ylloo,

O s€a

(1= e)llx = Ylloo <[T(X) = T(Y)lloo < (1 + €)[Ix = Ylloo-
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Observemos que la desigualdad de la siguiente prueba que 7" es inyectiva en C'. y si hacemosy = 0 se
cumple que:

IT() oo < (14 €)l[X[co; VX ECr,

es decir:
T(Cr) C C(1+€)T
Queda por probar que C(_e), C T'(C;.).

SeayeC(1_¢)r, p: R" — R definida por (x) = x—T'(x) +y, vamos a probar que  es contractiva

sobre C'. y el inico punto fijo serd un elemento x € C,. tal que T'(x) = y.

Veamos que ¢(C,.) C C,.. En efecto si x € C,.:
[p()loe < [IT'(x) = x[loc + lyllec = IT'(x) = T(0) — dTo(x — 0)||c + [[ylloo
< Myl + ] mie 4Ty — dTol| < (1= )+ re = 1.
x€C,
es decir si x € C, => ¢(x) € C,.

Siy € Ci—e),» entonces [|o(x)]|oo < 7i.e. o(x) € Cy.

Para ver que ¢: C;, — C,. es una contraccién, notemos que:

le(x) = #(0)lloc = [T(X) = T(y) = (X = Y)lloc < €lx = Yllox;

0 sea @ es una contraccién € < 1, por lo que el tnico punto fijo x es tal que ¢(x) = x, i.e. T(x) = y.

Asf hemos probado que siy € C1_¢),, Yy = T'(x), con x € Cp., es decir C(y_¢), C T(C;).

Teorema 1.7.2 Sea R un n-intervalo centrado en a € R" y sea T:U — R" de clase C* invertible
en el abierto U conteniendo a R, si existe 0 < € < 1, tal que || dT;* o dT — I|| < €, Vx € R, entonces

T (R) es medible de modo que:
(1 —e)"det Jr(a)|[V(R) < V(T(R)) < (1 + €)"|det Jr(a)|V(R).

Demostracién Es obvio que T'(R) es medible. Nos queda por verificar la desigualdad.

Es claro que si R es un n-cubo de centro a y de radio r, 74 (C,.) = R, donde C, es el n-cubo centrado

en0deradiory 74(x) = a + x.

Seab = T'(a), entonces si F = dT; ' o7, ' o T o 74 se tiene:

dFy = dT  odry " odT odrg(x) = dT o dT,, (x), Yx€Ch,
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pues el diferencial de una traslacién es la identidad y el diferencial de una transformacioén lineal es ella

misma. Asf tenemos que ||[dFy — I]| <€, Vx € Cp, porlo que C(1_¢),. C T(C;) C C(14e)r» €5 decir:
(1—e)"V(C,) < V(T(C)) < (1+€)"V(C,). (1)
Como dTa(T(C,)) = 7, *(T(R)), por el teorema ?? se tiene:
V(T(R)) = |det(dT)|V(T(C;)) = |det Jr(a)|V(T(C,)).
Ademés, como V' (R) = V(C,.), multiplicando (1) por | det Jr(a)| obtenemos el resultado cuando R es

un n-cubo.

Si R es un n-intervalo, consideremos p: R™ — R" la aplicacién lineal tal que 740p(C7) = R, entonces
V(R) = | det p|V(Cy).

Sea S =T o 74 o p, entonces:
dSy ! 0dSx = (dT, 0p) to(dTyop) =p todl todTyonp,
cony = Tq(x) € R. Asi tenemos:
1dSg " 0 dSx — Il < llpl|~H|dTg " o dTy — Il o]l < e,

pues y € R. De esta manera S: C; — IR satisface la hipétesis del teorema cuando C es un n-cubo y

tenemos:
(1 — €)"| det Js(0)|[V(Ch) < V(S(C1)) < (1 + €)"| det Js(0)|V (Cy),

pero como S(C1) = T(R) y |det J5(0)|V(C1) = |det Jr(a)||det p|V(Cy) = |det Jr(a)|V(R)

tenemos el resultado.

Proposicién 1.7.1 i) Sea S C R" de medida cero y sea T:IR" — R™ de clase C*, entonces T(S) es

de medida cero.

ii) Si S C R™ es medible y sea T: R™ — R™ una aplicacion de clase C* que es C'-invertible en el

interior de S, entonces T'(S) es medible.

Prueba Como 7 es de clase C! tenemos que J¢ > 0 tal que || T'(x) — T(y)|| < c[[x —yl, Vx,y € S.

i) Sea (Rg)g=1,..., s un recubrimiento uniforme de S (i.e. cada R, es un cubo de lado h, V(R;) = h™),

demodoque S C |J Ry, 3. V(Ry) < —&—ie. D 1< eh*I"
k=1 k=1

T .
k=1 c"n2" c"nz"




teorl.tex 65

Sea W, un n-intervalo tal que T'(Ry) C Wy, d(Wy) = sup ||y —y”| < ey/nh, entonces T'(S) C
Y.y’ eWs

J W y por lo tanto:
k=1

i.e. T(S) es de medida cero.

ii) Probemos primeramente que 97~ (B) C T~ (9B), si T es continua.

En efecto, seax € 0T 1(B) = T-1(B)n R*"\T-1(B).

Como T es continua en x, dado un € > 0, existe § > O tal que si |[x —y|| < = | T'(x) — T'(y)|| < €.

Dadoquex € T-1(B),Vp>0,B(x,p)NT YB) # Qysiye B(x,p) NT1(B) =[x —y| <p.
yeTYB) = |T(x)-TWy)| <e, T(y) € B= BN B(T(x),e) # @ = T(x) € B o sea
x € T~1(B).

Similarmente, B(x, p)N(R™"\T~Y(B)) # @,V p>0,i.e. siye B(x, p))NR"\T 1 (B) = |x—y|<p,
y ¢TI i(B) = |T(x) - TW)| <e.T(y) ¢ Bie T(y) e R"\B = B(T'(x),€) N (R"\B) #
O = T(x) € R"\B,oseax € T~}(R"\B).

Asix e T"HB)NT~Y(R"\B) =T~Y(Bn R"\B) = T~ (0B).
Sea S medible y T' € C'*-invertible sobre S, entonces 7~ existe y es continua. Usando 7~ ! en vez de

T en el resultado anterior tenemos que:

aT(S) C T(9S),

(o)

[e] =
ya que si 1" es continua sobre S que es acotado, también en uniformemente continua sobre sobre S'y se

extiende a S con continuidad i.e. es continua sobre S.

Asi tenemos que si S es medible, S es de contenido nulo, 7(9S) es de contenido nulo, por lo que

0T (S) es de contenido nulo, es decir 7'(.5) es medible.

Teorema 1.7.3 Teorema de cambio de variable

Sea R un n-intervalo de R" y sea la aplicacion T: R™ — R"™ de clase C'-invertible en un abierto
conteniendo a R i.e. T:R — T(R) es biyectiva de clase C*. Si f:T(R) — R es una aplicacion

integrable sobre T(R) y f o T es integrable sobre R tenemos:

/ f:/foT|detJT|.
T(R) R
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Es util usar la notacion siguiente: siy = T(x) la igualdad anterior se puede escribir:
/ fly)dy = / foT(x)|det Jr(x)|dx.
T(R) R
Demostracién Sea e >0yseaP = {Ry,...,R;} una particiénde R,sea _ = {ay, ..., ax} el conjunto
de puntos que son los centros de los n-intervalos de P, entonces por el teorema ??, pagina ??, existe

01 > 0 tal que:

€
<§,

Sk—/foT|detJT|
R

k
si ||P|| < 01 y donde Sy, denota la suma de Riemann Y, f(7T'(a;))|det Jr(a;)|V(R;).
i=1
Sean A > 0, M > 0 tales que | det Jp(x)| < A, | f(T(x))] < M, V¥x € R, ya que det Jr(x) es continua

y f o T es integrable i.e. acotada sobre R.

Seam; = inf f(T(x)), M; = sup f(T(x)), entonces:
X€ER; XER;

k k
a = ZmiaiV(Ri) < Sk < Z Mo V(Ry) =1,
i=1 i=1

donde a; = | det Jr(a;)|. Ademds 3 > 0 tal que si ||P|| < da,

k
€
M; —m))V(R;) < o,
> (0 = m)V(R) < 7
puesto que f o T es integrable y podemos hacer que cualquiera dos sumas de Riemann tengan diferentes

menos o igual a £-. Basta con que cada suma difiere de / foT alosumo en
R

8A"

Asi tenemos que:

_€
16A°

k
b/ — a’ = Z(MZ — mi)aiV(Ri) <
=1

k
/T(R) = ; /Tom 4

k k
a” = mlv T Rz g g M1V T Rl = b”.
> m(T(R) /T(R)f DMV (T(R)

)

ool m

pues a; < A. Por otro lado:

por lo que:

Nuestro interés es el de valorar @’/ — a’ y " — U/, con el objeto de aplicar el teorema ?? y asf verificar

el resultado.

n __ _ n ____€
Sea0 < p<1talque (1+p)" —(1—p)" < SAMV(R)
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Como T es de clase C'!-invertible en R, podemos obtener una cota superior a B para la norma ||d7 |,

si x € R. Ademds, por la continuidad uniforme de dT" sobre R, 353 > 0 tal que Vx € R, Va € R, si

[x — a|| < d3 se tiene || dTx — dTq|| < % En particular, se tiene que ||P|| < s, ||dTx — dTq,|| < %,
Vx € R;,Vi=1,...,k, porlo que:
|T5} o dTy — 1)) < 4T 4T = dTe, | < B- 5 = e.
paratodox € R;, Vi =1,..., k. Aplicando el teorema ?? se tiene que:
(1=p)"aV(Ry) < V(T(R:)) < (1+p)"a;iV(Ry)
y como
(1=p)"a;V(Ri) < i V(T(R;)) < (1+p)" eV (Ry)
se cumple que:
V(T(R)) —aiV(R)| < [(1 4+ p)" = (1= p)" | a;V(Ry),
si ||P|| < ds.
Tomando 6 = min{d1, dz, d3 }, entonces si ||P|| < J:
k
0" = < 30 [Mi| [V(T(R:)) — aiV (Ri))|
i=1
SM+p) = (1= 9] 5 0V (R)
3 _ €
S Mgz 2 VR) =3
De manera similar se prueba que |a” — a/| < %, por lo que si ||P]| < ¢:
Sk_/ f:Sk—a'—i-a’—b’—i—b'—b”—I—b”—/ f
T(R) T(R)
g|Sk_a/|+|a/_b/|+|b/_b//|+ b//_/ f
T(R)
€ ,€E_ €, ,€_¢€
Sgtststs= o
con lo cual obtenemos:
/ f—/foT|detJT| < / F— S+ Sk—/foT|detJT| <St+f-e
T(R) R T(R) R 2 2

y se concluye que:

/ f:/foT|detJT|.
T(R) R
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Teorema 1.7.4 Sea R un n-intervalo de R" y sea T: R" — R"™ una aplicacion de clase C'-invertible

en el interior de R, entonces si | es integrable sobre T(R) y f o T es integrable sobre R:

/ f:/foTldetJTl.
T(R) R

Demostracién Sea R* un n-intervalo en el interior de R y sea K = R\R*, entonces:

/ fz/ foT|det Jr|,
T(R*) R*

/T(R) = /T(R*) I /T(K) /

/foT|detJT|:/ foT|detJT|+/foT|detJT|.
R R* K

Como las integrales de K y 7'(K) se pueden hacer todo lo pequefio que deseamos, desde que el volumen

pero

de K i.e. el volumen de f(K) se puede hacer suficientemente pequefio.

El resultado anterior se puede extender al caso en que S es medible.

Teorema 1.7.5 Sea S un conjunto medible de R™ y sea T: R™ — R™ una aplicacién de clase C*-

invertible en el interior de S, entonces si [ es integrable sobre T(S) y f o T es integrable sobre S se

/ f:/foT|detJT|.
T(S) s

1.8 Consecuencias de la extension del concepto de volumen

tiene:

El concepto de volumen se extiende de manera natural a la clase de conjuntos, que llamados conjuntos
medibles'* del espacio IR", de modo que si S es medible, su volumen es igual a la integral n-dimensional

de la funcién f(x) = 1, si x € S, es decir:

V(S):/---/dxl---d:vn:/sdx.
S

En esta seccién no analizaremos los conjuntos de IR"”, para los cuales existe el volumen, sino que nos
limitaremos a calcular algunos volimenes e integrales sobre conjuntos n-dimensionales que presentan

algtin interés para nosotros.

Como es natural:

bl bn bl bn n
V(R):/ / d:vn---d:vlz/ d:cl---/ dr, = [J(bi — ai).
ail Qn al a

n i=1

14Jordan medibles
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Por ejemplo, nos podriamos interesar en calcular el volumen de una esfera n-dimensional de radio a.

En este caso Sy, (a) = {(z1,...2,) € R" /2% + - - + 22 < a?} y el volumen:

/ /da:l da:n_m an.

Sn(a)

En efecto, sea x = au, entonces:

:/.../d;cl...dxn:a"/-~-/du1~-~dun:a”V(Sn(l)).

Sn(a) Sn(1)

Observamos que u? + - - +u2 < 1 <= uf + -+ +u2 < 1—u? —u3, porloque V(S,(1)) se integra
en relacién a ug, . . ., u,, para el dominio referido por u3 + -+ + u2 < 1 — u? — u? y el resultado se

integra en el circulo u? + u3 < 1.

Notemos que el resultado de la integral primera es el volumen de una n—2 esfera de radio /1 — u? — u3,
0 sea:
// / / dus - - - duy, | dugdug = // 1-— ul — u2))du1 dus =
up+ui<l \ ui+-tud <l—uf—ud uf+u3<l
/ V(Sp_o(1)(1 —uf — u%)%ﬂdul dus = V(S,-2(1)) // (1—uf— u%)andul dus.
uf4uZ<1 uf4uZ<1

Usando coordenadas polares tenemos:

2 1 n—2 T
VL) = V(Saa()) [ [ (1= T rdrds = V(.20 T

Recordemos que V(S1(1)) = 2, es la longitud del intervalo [—1,1], V(S2(1)) = 7 es el drea de un

2p+1 |
circulo de radio 1 y se encuentra ficilmente que V' (So,(1)) = %}F, V(Sopt1(1)) = ﬁw por lo
" 2
que si se define w,, = ! /+ 0 entonces:

wap = V(S2p(1)) y wap1 = V(Szpt1(1)),

donde T es la funcién Gama de Euler, T'(z) = / t*~le~tdt, con la propiedad I'(x + 1) = aT'(x),
0

r() = vr.

Se concluye que V (S, (1)) = wp,.

1.9 Integrales impropias dependiendo de un parametro

Recordemos las condiciones en que se puede derivar bajo el signo de integral.
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Teorema 1.9.1 Sea f:R x [a,b] — R una funcion tal que:

Vte[a,b], x —> f(x,t) es integrable sobre R, F(t / f(z,t)d

of

x,t) es continua en [a,b].
of
ot

%(m t)‘ g(x), entonces la funcion F'(t) = % /:)O flz,t)dx = /+°° (:)3]; (z,t)dx.

vVt e[a,b], z — (x,t) es integrable sobre R y existe g(x) > 0 integrable sobre R tal que

— 00

2 _ e_ﬂw2

= dz,

Ejemplo 1.9.1 Usando la derivacién con respecto a un parametro, calcular la integral / e ™"
0
a>0,5>0.

2

oo _ _ 751
Sea F(a, 8) = / % dz, verifiquemos que se cumplen las hipédtesis del teorema, tomando
0

a « primeramente como pardmetro.
2?2 e Bz?
T

ea f(a,x) = - s jo, Vao € [a,b] C R% es integrable en ,puesenz = 0, la
S € fijo, V b] € RX grable en RT, p 0,1

continuidad de f se puede establecer tomando f(«,0) = 0.

2 ,—ax?

Ademds Vz € RY, o — g—i =-Lre — = —ze—*" es continua en [a,b] y la funcién © —
of = —ze " es integrable en RT. Asi, si tomamos g(x) = ze~ " s tal que of z,a)| < g(z)y
e fJe!
g(x) es integrable en IR, por lo que:

oF > 2 1 2|

el — _ —az® g~ p—ax _

B (o, B) /0 xe x 5 © . 5
de modo que F(a, B) = % na + ¢(B). Si tomamos a = f3, entonces F(8, 8) = 0 => ¢(8) = 31n 3
i.e.F(a,B):%lna Ing = %l B

1.10 Integrales dobles impropias
a) Caso en que la region de integracion es no acotada:

Si la funcién f(x,%) es continua en una regién no acotada S del plano R? y S,, es una regién me-

dible contenida en S, S,, C S,41, Vn € N, de modo que si n — oo, S, —> S, entonces si

n—00

lim / / f(z,y)dxdy no depende de la eleccién que se haga de S,,, la integral impropia correspon-

n
diente se dice convergente y escribimos:

//f(x,y) dwdy = Tim //f(:z:,y)d:cdy.
S Sn

En caso contrario la integral impropia se dice divergente.
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b) Caso de una funcién discontinua

Si la funcién f(x,y) es continua en toda la regién cerrada y medible S, excepto en un punto (a,b),

definimos S. = S\ B((a, b), €), entonces si 1irr(1) //f(:c, y)dzdy existe y no depende de la forma de las
E—
Se

bolas B((a,b), ), la integral se dice convergente y escribimos:

J[ 1@ wdsdy =t [[ 1(2.)doay.
S Se

En caso contrario la integral se dice divergente.

c) Integral doble impropia con singularidades en la frontera

Proposicion 1.10.1 Sea (Si)ken una sucesion creciente de abiertos medibles en R2?, tales que U Sk =

kEN
S es medible, entonces klim V(Sk) = V(S).
—00

Demostracién Es claro que V(Si) < V(Sk) < V(S), si & < k. Dado € > 0, existe un cerrado
medible F' C S, tal que V(F') > V(S) — e y existe kg € N tal que F' C Sy, i.e. V(S) —e < V(F) <
V(Sw,) < V(S), sik > ko.

Definicion 1.10.1 Sea f(z,y) una funcion definida y continua (pero no acotada) sobre un abierto S
(no necesariamente medible). Si el limite

i ([ f(e.g)dody = [[ 5.0 dody

k— o0
Sk S

existe, donde (Si)reN es una sucesion de abiertos medibles de R2, con la propiedad S, CS S C
So C -+, S = U Sk ydonde Sy tiene frontera regular o regular a trozos,"> decimos que la integral

keN
impropia de f sobre S es convergente.

La existencia del limite se entiende en el sentido que es independiente de la escogencia de la sucesion

(Sk)ren-

Teorema 1.10.1 Sean x = ¢(u,v), y = ¥ (u,v), con (u,v) € S, definiendo una transformacion con-
tinuamente diferenciable sobre la cerradura S de S conjunto medible, tal que el Jacobiano es diferente

de cero sobre S:

9% 0¢
det J(u,v) = ng g:; # 0, (u,v) €S,
du v

de modo que sea uno aunode S en S'.

I5Ver definiciones ?? y ?? de la pagina ??



72 int-imt.tex

Si lafuncion f(x,y) es continua (pero no acotada) sobre la region S’ de modo que la funcion f(¢(u,v), ¥(u,v))| det J(u, v)|

es uniformemente continua sobre S (y por tanto se puede extender continuamente a S), entonces:

//f(x,y)da:dy = //f(¢(u,v),1/)(u,v)|det J|du dv,
s’ S

donde la integral de la izquierda se entiende en el sentido de la integral impropia.

Demostracién Sea (Sj)ren una sucesion creciente de abiertos tales que S, CSyS = U Sky
kEN
donde sus fronteras son regulares o regulares a trozos.

A esta sucesién corresponde una sucesion (S} )xen por la bicontinuidad de la transformacion, la cual

tiene la propiedad indicada.

Por el teorema de cambio de variable, (aplicable a f sobre S/ %) se tiene:

//f(x,y)dacdy = //f(¢(u,v),z/1(u,v))|det J|du dv, k=1,2,...
S; Sk

y ademads

‘//f (u,v) “vlJldudv—//f B(u, v), ¥ (u, v))| det J|du dv
—’//f u,v), Y (u v))|detJ|dudv

S\ Sk

< MV(S\Sx) — 0sik — oo,

donde | f(¢p(u,v),¥(u,v)| | det J| < M, para (u,v)€S. Asi tenemos que la integral converge al mismo

nimero independientemente de la sucesién (S}, )ken-

Es importante notar que la frontera regular de S}, bajo la transformacion, es la frontera regular de S,

siempre que Sy, sea medible.

dxdy

2
A +a2 1) S es el plano R”.

Ejemplo 1.10.1 Investigar la convergencia de la integral / /

Sea o, el circulo de radio a con centro en el origen; usando coordenadas polares si & # 1 tenemos:
27 a 2\1—a |@
I, _// dzdy :/ 1/ 2rdr d9:7r(1+r)
(1+ 22 4+ y?)~ 0 2), (14r2)e -«

:m((l—i-p) Y —1).
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Sia < 1setiene lim I, = 400y laintegral diverge.
a—r 00

Sia > 1setiene lim I, = T
a— 0o -

Si a = 1 se tiene I, = wIn(1 + a?) i.e. lim I, = +oo y la integral
a—r o0

diverge. Jimagen/ap279.tex

Nota El concepto de integral multiple impropia, se puede extender de manera natural del concepto de

integral doble impropia.

Ejemplo 1.10.2 Un ejemplo interesante de gran utilidad, es el calculo de las funciones de densi-
dades marginales en Teoria de probabilidades, esto es, si tenemos una cierta funcién de densidad
f(z1,...,2,) = 0, necesitamos determinar a través de una biyeccién x = y una cierta funcién que
depende solamente de un y;, resultado de la integracion en R™ ™! sobre las variables y;, i # j. Esto se

escribe asi:

Si la biyeccién entre x y y se da, entonces tenemos que:

1—/ /f:vl,..., Ydxq - - / /f )| det J|dy; - - - dyn,.

Nos interesa calcular la densidad marginal de y;, es decir:

7(y5) / /f Hd:zrl

Rr—1NV/ ’L;é]
Supongamos que la densidad f(z1,...,2,) = g(x’Ax) > 0, g continua, X’Ax = > >~ a;;x;x;, con
i=1j=1
A matriz simétrica, definida positiva.
Si definimos y = x’ Ax, probar que la densidad marginal de y es de la forma:
7T2n %nfl :
NS gy) siy =0
fy(y) = det A F( )
0 siy < 0.
Consideremos Mg, ..., A, > 0, los valores propios de A, P la matriz de pasaje ortogonal tal que P’ =
P71, det P =1, Dy = P~ AP (matriz de los valores propios de A).

Sea z = P’x, entonces X’ Ax = 2/ P’APz = Z \izZ, (x e R", z€ R").

1_// ’Axdx_// /DAz|p|dZ_// (2'Drz)d
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Definiendo y; = z;v/\;, tenemos z'Dyz = X' Ax = y'y = 42 =y, detJ = det D = 1
Y z \/— A yy l; Yi Yy % \/m

12/]1;1'/ Q(Z/D,\Z)dZZ/D;'/ 9(y'y) \/diﬂdy'

El préximo cambio de variable nos muestra una faceta interesante en el cambio de variable. Si definimos

i.e.

a1 =y, az = Yi+y3,. .., an = yi+- - -+y2, lainversa conduce a considerar 2" funciones (y regiones)

diferentes para abarcar la gama de posibilidades de las biyecciones:

y1 = /a1
Y2 = /o — ax

0<a <o <+ < oy < Ho00.

Yn = :l:\/ Qp — Qp—1

1
2" Jaiag —ar o —ap—1’

Es importante ver que en esta transformacién «,, = y, es decir que para determinar la densidad marginal

El Jacobiano de la transformacién | det J| =

que deseamos, es equivalente a integrar sobre oy, ..., a1 enlaregion 0 < a3 < ag < -+ < ay, 27

integrales cada una de las cuales son iguales, es decir:

fylay) = / . / 2"g(aw,)| det J|day -+ - doy,—q

01 < San—1<an

[0 7%% a2
:2"/ / g(an)| det J|day - - - do,—1
0 0

_ 9(an) /a"m/” da
_\/detA 0 0 \/a_l"'\/an_anfll

Observemos que:

“da [N s ige— (i1
/0 N —/0 x72(1—x) da:—ﬁ(2,2)
[07%:3 1
/ (a3 — a2) " 2dag = ./a3/ (1—2)"2dx = Jazp (1,%)
0 0
(a7} 1
/ ﬂ/043(044—043)7%d0432044/ x%(l—x)’%d:vzcmﬁ (%,%)
0 0

Gn 1. 3 1. 1 - 1,
/ az”y * (an — an-1) " Fdang = ai” / w33 (1 —a) dde = of" B (gn - 5.4).
0 0
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Finalmente:
fulom) = 20053 10501, 3)8(3. 1)+ Blm — . 3 ad ™

_ (o) TETE) TOTE) TG TGn-1) s

T Vdetda T(1) I'(3) I'(2) T(zn) "

~glo) F(%)n 1 W%"aén_l .

T Vet A TEn) ™ T VAT (In)? 9lan), sian 20

Vdet AT (3n)

Nota Se concluyeque/ g(y)y%"—ldy
0

Ejercicio Sea f una funcién de densidad de modo f(z1, ...

z1>0,...,

1 n—1
S anl(n)?

T, >0,cona; >0,...,

g(y) siy > 0.

1.11 Ejercicios
1.11.1 Calculo de integrales dobles

. Evaluar las siguientes integrales dobles:

2[5
c)// ydxdy L R=
2

(1422 +y?)

e) //:E ye"¥drdy, R=10,1] x
R

. Calcular las siguientes integrales dobles.

2 1

a) / / (22 + 2y)dxdy

o / / 22 dydx

€) / / (x + 2y)dzdy
—3Jy2-4

% 3cos 6
g)/ / r2sen 2 0drdf
zJo

5 drdy, R=10,1]x[0,1]

[0,1]x[0,1]

[0,2].

&) = g(arx1+---+anxy,) enlaregion

an > 0. Verificar que la densidad marginalde y = a1x1 +- - - +apxy,

dxdy

)// :C+y+12’

d) //:Csen (z +y)dzdy, R=1[0,7] x [0, %]
R

=10,1]x[0,1]

) [[ z*ycos(zy?®)dxdy, R = [0, %] x [0,2].
i

_dydx

o[ [
x-i-y

)/ / x dyd:v
2

f)/ / rdrdf
0 asen 6

1 pV1—22
h)/ / V1 —a? —y2dydz.
0o Jo

. Dar las ecuaciones de las curvas que limitan las regiones de las integrales dobles y dibujarlas.

(z,y)dxdy

of Jo
o /0 /ymyf<x7y>dxdy

(z,y)dydx

o[ [
Q) /1 /. " fley) dyda
3
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3 pV25-a? 2 w2
o [ fawdedy o[ [ sy

. Calcular las integrales dobles por integracion iterada:

a)//xy(x—l—y)d:cdy,R:[O,l]><[O,1]

R

b) [[(z® + 32%y + y*)dxdy, R=[0,1] x [0,1]
I
c)//(\/@—i—:v—?)ny)d:vdy,R:[0,1]X[1,3]

R
d) //senQ:vsenzyd:vdy, R=[0,7] x[0,7]
R

I

e)//sen(:v—i—y)dxdy,R:[0,%]><[0, ]
f)//|cos(:v+y)|d$dy,R:[O,w]x[O,w]

9 [[ flo+y)dody. R =[0.2)x (0.2) £(2) = [t
h)?/y—%%,R:[o,t]x[l,t],t>0.

. Sea R C R? un rectdngulo, R = [a,b] x [c,d] y sean f:[a,b] — R, g:[c,d] — R, funciones

integrables en los intervalos respectivos. Supongamos que h(z,y) = f(x)g(x) es integrable sobre R,

probarque [ f(a)g(o)dzdy - < / b f(:c)d:c> ( / dg(y)dy)
R

. Calcular las siguientes integrales y dibujar las regiones de integracién:

T 14cosx % 1 % 3cosy
a) / / y?sen xdydr b) / / yidydx c) / / x2sen 2 ydx dy.
o Jo 0 Jeosz -5 Jo

. Calcular las siguientes integrales dobles.

a) zy?dx dy, R estd limitada por la pardbola y2 = 2pz y larecta z = p.
Y Y p p Y pry p

V2a—2z’

primer cuadrante.

R
dxdy B . .
b) R es un circulo de radio a, tangente a los ejes de coordenadas y se encuentra en el
R

. Dibujar las regiones cuyas dreas se expresan por las siguientes integrales. Calcular el drea y cambiar el

orden de integracion en a) y b).
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2 x+2 a £\ a2—y?

a)/ / dydx b)/ / dxdy
—1Ja2 0 Ja—y
arctan2 3 sec6 % a(l4-cos )

c)ﬁT / rdrdf d)/,,/ rdrdf.
1 0 T2

. Calcular la integral / / xydzxdy, donde R es la region limitada por el eje x y la semi-circulo superior

R
(x—2)2+y2=1.

Calcular la integral / / ydxdy, donde R es la regién limitada por el eje x y el cicloide © = a(t —sen t),

R
y=a(l —cost),0 <t <27

Calcular la integral / / zydxdy, donde R es la regién limitada por los ejes coordenados y el arco de

R
astroide z = asen *t,y = acos®t,0 <t < 3.

Calcular las integrales / / f(z,y)dxdy, donde:
R

- 20<2<1,0<y< SR —
a)R={(z,y) e R*/0<z <1, 0<y <z}, fz,9) (1+x2)(1+y2)
b)R = {(z,y) e R?/a® < 2p(y + 1), 2° < =2p(y — 1)}, f(z,y) = 2° — 2py, p > 0.
R={(z,y) eR?/0< z <, |yl <sen z}, f(z,y) = y*sen x.
dR={(z,y) e R*/z >0, y?> + 2z < 1}, f(z,y) = 22 + y°.
O R={(z,y) €R?*/2® +y <0, y —2 >0}, f(z,y) =y — =.
HR={(z,y) eR?*/x >0, y >0, z+y <1}, f(x,y) =a"W¥,a>1,b>1.

_ 2 2 _ 1
PR={(z,y) e R*/0<z <L §y§$},f($7y)—m-

(z,y)

h) R = { eR?/0< <2, y? <2z}, fz,y) = -

V1+a2+y2

DR={(z,y) eR*/y >0, (z +y)* < 2z}, f(z,y) = /7Y
DR={(z,y) eR?/x >0,y >0, 22 +y> <1}, f(z,y) =2 +v.

T,y

KR ={(z,y) e R*/a? +y* <1}, f(z,y) = H—xé—i——yg

2 2
DR={(z,y) e R*/2* +y* <}, f(x,9) = 55 + Z—Q,a, b, c>0.
a

m) R = {(z,y) € R2/a? + zy + y* < 1}, f(z,y) = e~ @ +avtv?),

MR ={(z,y) eR*/z >0, y >0, x2+y2<a2},f(x,y>:ﬁ,a>o
— 2/4 < 72 2 < - 1 )
0)R={(z,y) e R?/4 < 2* +y* < 16}, f(=,y) P p

PpR={(z,y) eR*/0<z <1, 0<y <1, w2+y2>1}’f(x7y):m:§y+—y272_‘
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1.11.2 Colocacion de limites

13. Colocar los limites de integracién en la integral doble / / f(z,y)dxzdy y dibujar la regién R en cada
R
caso:
a) R es el paralelogramo cuyos lados estdn sobre larectax = 3, x = 5, 3z —2y+4 = 0, 3x—2y+1 = 0.
b) El tridngulo cuyos lados estdn sobre las rectas x = 0,y = 0, x + y = 2.
Oz +y*<1l,z>0,y=0.
dDzrz+y<l,z—y<1l,z>0.

ey >z, y<4—22

h) R estd limitado por las pardbolas y = 2%, z = VY-

i) Res el tridngulo con los lados sobre y = z, y = 22,z + y = 6.

j) Res el paralelogramo con los lados sobre y =z, y =z + 3,y = —2x + 1,y = —2z + 5.
Ky—2r<0,2y—x 20,2y < 2.

l)y2 <8x,y <2x,y+4xr —24 <0.

m) R estd limitado por la hipérbola y? — 22 = 1y por la circunferencia 22 + y? = 9.

14. Expresar la integral doble / / f(x,y)dzdy, donde R representan regiones en las siguientes gréficas. En
R

¢) y d) las curvas son arcos de circunferencias.

a) i b)

15. Calcular las siguientes integrales dobles:

a VT 4 2z
a)/ </ dy) dx. b)/ (/ %dy) dx.
0 0 2 T
2 Iny
c) / (/ e” da:) dy. d) //x3y2dxdy, R: 2% + 92 <ad
1 0
R
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e) //(:102 +y)dzdy, R : acotado por y = 22, v =y

R

2

f) /—2 dxdy, R :acotadoporz =2,y =z, xy = 1.

s Y
2) //cos(:c +y)dzdy, R :acotadoporz =0,y =z, y = 7.

R

h) //nyQ\/l — a3 — y3dwdy, R : acotadopor 2> + 3> = 1,2 =0,y = 0.
R

Colocar los limites de integracién en uno y otro orden en las siguientes integrales dobles.

a) R es el rectdngulo de vértice (0, 0), (2,0), (2,1), (0,1).

b) R es el tridngulo cuyos vértices son (0, 0), (1,0), (1, 1).

¢) R es el trapecio cuyos vértices son (0,0), (2,0) (1,1), (0, 1).

d) R es el paralelogramo cuyos vértices son (1, 2), (2,4), (2,7), (1,5).

e) R es el sector circular OAB con centro (0, 0), cuyo arco tiene sus extremos en A(1,1) y B(—1,1).

f) R es un segmento parabdlico recto AO B, limitado por la pardbola BOA y por el segmento de recta

AB, que une entre si los puntos B(—1,2) y A(1,2).

g) R es el anillo circular limitado por las circunferencias cuyos radios son r = 1, r = 2 y cuyo centro

en comtn es (0, 0).

h) R estd limitado por la hipérbola 4> — 22 = 1y por la circunferencia 22 + y? = 9 (se considera la

region que comprende el origen de coordenadas).

Determinar los limites de integracién en uno y otro orden de la integral doble / / f(z,y)dady, sila
region R estd dada por: ¢
aAr>0,y>20,z+y<1 b)x2+y2<a2

oz +y* < dy>zz>-1y<1

e)y<z<y+2e0<y<a.

Calcular las siguientes integrales dobles:

a) //:rd:z:dy, R es el tridngulo de vértices (0, 0), (1,0), (0,1).
R

b) / / xdxdy, R estd limitado por la recta que pasa por (2,0), (0,2) y por la circunferencia de radio 1
R

que tiene su centro en (0, 1).
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dxdy
©) [a2 — 22 — 2 ’
R

R es el circulo de radio a y centro (0, 0), situado en el primer cuadrante.

d) //\/xQ — y2dzdy, Res el tridngulo con los vértices en (0,0), (1, —1) y (1,1).
R

e) //\/xy — y2dzdy, Res el tridngulo con los vértices en (0,0), (10,1) y (1,1).
R

f) //e% dxdy, R es la region limitada por la pardbola y? = z, x = 0, y = 1.

d
2) / / zdrdy R es la regién limitada por la pardbola y =

ZE2+ 2°

1.11.3 Inversion de limites

I— =
5 Y =T

Graficar la regién e invertir el orden de integracion en las siguientes integrales dobles:

122
a)/ / flz,y)dydz
o a2—1132
c)/ [l 2 flz,y)dydz

2a 4a;E
e)/ / (z,y)dydx
2ax— 12
3*.7;
0 / Ji rwwdsdy
0 Iy

b)/ / flz,y)dydz
o V2azr—z2
d)/g / f(x,y)dydax

1—-y
f)/ / (x,y)dzdy
w [ [ rayas
0o Jo

% z R VRZ—z?
i)/ / f(év,y)dyd:er/R/ f(@,y)dyde.
0 0 E 0

Se supone que f es integrable en una cierta regién R dada, representada por los limites de integracion.

En cada caso representar R e invertir el orden de integracién:

2) /1 (/yf(:v,y)dx) dy.
c)/ flz,y dy) dx.

I

(/-
of
Nt

,y)dy

(
(oot

V1—z2

(x y)dy) dz.

Mla

dzx.

e)/ /:( j Y )dy) dz.

b)/ flz,y dx) dy.
m
/ flx y)dy) dz.
2—x

1

( f:vydy)dx.

/ fa:ydy)da:
y—4)

(/ flz,y)dz | dy.

O

(.
(
(

d)/
h)/
) [
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a) Al calcular el volumen V situado debajo del paraboloide z = 2% + y? y limitado por la regién R del

plano xy, se ha llegado a que:

V= /01 (/Oy(:c? +y2)d:v> dy + /12 (/OM(:C2 +y2)d:c) dy.

Dibujar R y expresar el volumen en el orden invertido y calcularlo.

En los casos b) y ¢), dibujar R y expresar la integral en el orden invertido.

asen ¢ Vb2 —y? bsen c \b2—y?
bV = ,y)dz | d ,y)dr ) dy, 0<a<b,0<c<Z.
) /0 (/\/azy2 f(x y) I) y+/ascn c (/ycot c f(x y) :C) Y ¢ €Sz

ov= [ ([ st as [[( [ stm) ac

Un cono se obtiene uniendo todos los puntos de una regién plana A, con un punto no situado en el plano

de A. Designando con A el drea de A y con h la altura del cono, demuestre que:

a) El drea de la seccién al cortarla con un plano paralelo a la base y a distancia ¢ del vértice es (

si0 <t < h.

ty\2
h)A’

b) El volumen del cono es —Ah

Invertir el orden de integracion para verificar que (@ > 0, m € R):

/0 ' < /O T emta—e) f(:c)d:c) dy = /0 " (0= 2)em@ f(x)ydr = /0 " o™ fa - ).

Cambiar el orden de integracién de las siguientes integrales dobles:

a) /01 (/ﬁf(:v,y)dx> dy. b)/ </ o (:v,y)dy) dx.
C)/ </ Varo—a? f(:c,y)dy> da. d) /22 fo(z,y)dy dz.
_ - J5visa

e)/ ( flz,y dy) dz. f)/OQ (/Zj_w f(:z:,y)dy) dz.

Cambiar el orden de integracién en las siguientes integrales dobles:

a) /01 (/jf(:v,y)dy) d:v+/12 (/021 f(:v,y)dy) dx.
b) /01 (/jf(:v,y)dy) d:v+/13 /0%(3_m)f(x,y)dy dx.

3—x

c) /01 (/0w2 f(:c,y)dy) d:v+/13 /OT flz,y)dy | dx.
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d)/ %f (z,y)dy d:z:+/12 </1_ e f(x,y)dy) dz.

0

1.11.4 Cambio de variable

edl4.tex

Cambiar al sistema de coordenadas polares las siguientes integrales dobles / fx,y)dzdy:

a) Rees el circulo 22 + 32 < a?.
b) Res el circulo 22 + y2 < az.

¢) Res el circulo 22 + 2 < by.

d) R estd limitado por las circunferencias 2% + y? = 4x, 22 + y? = 8z y las rectas y = x, y = 2.

e) R es la parte comtin de los circulos 22 + y? < az, 2 + 3% < by.

f) R estd limitado por lasrectasy =z, y = 0,z = 1.

2) R es el menor de los segmentos circulares, en que es cortado el circulo z2 + y?

r+y=2.
h) R estd determinado por z > 0,y > 0, (22 + y?)3 = 4a22%y>.

Transformar las integrales dobles siguientes a coordenadas polares:

a)/ </ e (x,y)dy) dz.

b) /2a </ e f(:v,y)dx) dy.

c)/ </ o (w2+y2)dy> dz.

o [T r@wya [ ([T ) o

Calcular las siguientes integrales dobles, pasando a coordenadas polares:

a)/ </ e (1+x2+y2)dy> dz.

)// Lo = dy R 142 < La> 0,530
T x? T > > 0.
T2 v Y

c) //(h—2x—2y)d:cdy,R::c2—|—y2 < a.

d)//\/a2—x2—y2da:dy,R:a:2—|—y2 < ax.
R

< 4 por la recta
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e)//arctangdxdy,R:xQ—l—yQ21,12+y2<9,y>L,ygx\/g.
T \/§
R

Transformar las siguientes integrales dobles pasando a coordenadas polares:
2 2
a) //f(a:, y)dx dy, R estd limitado por la elipse % + % =1

9\ 2
b) //f(:z:, y)dx dy, R estd limitado por la curva <x2 + %) = x2y.

b2 4&2 b2

S

y2 2 y2 I‘Q yQ
c) f dx dy, R esta limitado por las ehpses s + 72 =1, +Z5 =1

2

d) //:zry dx dy, R estd limitado por la ehpse L -|- 22 =1,z=0,y=0.

2

4
4 limi 2 YT oz =
e) //,/:cydxdy,Restahmltadoporlacurva < 5+ 3) = \/g,x—O,y—O.
R

Evaluar las siguientes integrales dobles.

a) //(:v +y + 10)dzdy, R es el circulo 22 + y? < 4.
b) / / (2% + 49> 4+ 9) dzdy, R es el circulo 22 + 32 < 4.

c) //(I—i—y—i—l)d:cdy, Reselrectangulo0 <2< 1,0 <y < 2.

Pasar a coordenadas polares y colocar los limites de integracion.

) / 1 / ' f(wy)dyde.
b)/ / Va2 + y?) dyda.

c) / f(z,y)dzdy, R es el tridngulo limitado por las rectas y = z, y = —x, y = 1.
R

d) /11 /z:f(%)dyd:v.

Calcular las siguientes integrales dobles.

a) / / ydxdy, R es un semicirculo de didmetro a, con centro (%a, 0).

a pVaZ—zx2
b)/ / Va2 +y?dyde.
0 0

Calcular la integral doble de la funcién f(r,0) = r, sobre la regién limitada por la cardioide r =

a(1 + cos ) y la circunferencia r = a. Se considera el recinto que no contiene el polo.



34.

35.

36.

37.

38.
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Calcular la integral doble / / dx dy, donde R es la region limitada por la curva:

R
22 2\2 2 2
S
a b2 h?z k2
Calcular la integral //\/ 1 — 22 — y2dxdy, donde R es la regién 22 4 2 < 1.
R

Efectuar el cambio de variable a coordenadas polares de / / f(z,y)dxdy, donde R es la region limitada
R
por la lemniscata (2% + y%)? = a?(z? — y?).

Calcular la integral / / (2% + 3?)dxdy, donde R estd limitada por la circunferencia 22 + y? = 2az.
R

Determinar / / Va2 — 22 — y2dxdy, donde:
R

a) R es el semicirculo de radio a con centro en el origen, situado sobre el eje x.

b) R es la hoja de lemniscata (22 + y?)? = a?(2? — y?), z > 0.

39.

40.

41.

42.

43.

2 y? . g2y
Calcular / / 1- pri b—zdxdy, en la regién limitada por la elipse v + P 1.

R

En cada uno de los ejercicios siguientes, dibujar la region S y expresar la integral doble / / f(z,y)dzdy
5

como una integral iterada y luego hacerlo en coordenadas polares.

a) S = {(z,y) e R?/2? +y?> <a?},a>0

b) S = {(z,y) € R?*/2? + y* < 2z}

(z,y)

(z,y)

©) S ={(z,y) e R?/a* <2 +y*> <b*},0<a<b

d)S={(x,9) eR?/0<y<1-2,0<z <1}
(z,y)

e)S ={(z,y) eR¥/2?<y<1,-1<xr <1}

c Bx
Transformar la integral / / f(z,y)dydz, (0 < a < 3, ¢ > 0) introduciendo las nuevas variables
0 az

uU=x+Y,uv="1y.
1ol
Efectuar el cambio de variable u = = + y, v = x — y, en la integral / / f(z,y)dyde.
o Jo

Calcular el drea limitada por:

a)(y—x)2+2%2=1.

b)r = a(l + costp), r = acosp, a > 0.



2\ 2 2 2

c)( y) :x_z_y_.
a

44,

45.
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b? b?
Hallar el drea limitada por la elipse (x — 2y + 3)? + (3z + 4y — 1)? = 100.

Hallar el 4rea del cuadrilatero curvo limitado por:

a)las curvas y? = ax, y?> = br, 2y = a, 2y = B,con0<a<by0 < a < 5,

b) las pardbolas 2% = ay, 22 = by, y> = az,y? = Br,con0<a<by 0 < a < B.

46.

47.

48.

49.

Calcular el drea de las siguientes regiones:

a) drea limitadaporz =y, x =2y, z+y=a, 2+ 3y =a,a > 0.

b) drea limitada por el eje x, la pardbola y? = 4ax y larecta x + y = 3a.

¢) drea limitada por las pardbolas y? = 10z + 25, y> = —6x + 9.

Determinar el 4rea de las siguientes regiones:

a) limitada por 2% + 3% = 2z, 2% + y> = 4a,y = x, y = 0.

b) limitada por la recta r cos # = 1y la circunferencia r = 2. (se considera la superficie que no contiene
el polo).

Determinar el 4drea de las regiones que se indican usando integrales dobles:

a) Regi6n limitada por (22 + y?)? = 2aa3.

b) Regi6n limitada por (22 + y?)? = 24 + y*.

+y)3 = xy, situada en el primer cuadrante (1azo).

¢) Regidn limitada por la curva

(z +
d) Regi6n limitada por la curva (z + y)° = 2?32, situada en el primer cuadrante (lazo).

9 2
e) Regién limitada por la curva (:c_ + ?Z_Q) %
a C
2 2 2 2
f) Regién limitada por la curva (% + %) = %

1.11.5 Calculo de voliimenes

Calcular los volimenes de los cuerpos limitados por las superficies que se indican en cada caso:
a) Por los planos coordenados, los planos = = 4, y = 4 y el paraboloide z = 22 + y? + 1.

2
b) Por los planos coordenados, los planos x = a, y = by el paraboloide z = 5 + 2"

y
b

d)Porlosplanosy =0,z =0,3z+y =6,3z+2y =12,z +y + 2 = 6.

¢) Por el plano % + =+ % = 1y los planos coordenados.

e) Por el paraboloide z = 22 4 32, los planos coordenados y el plano z +y = 1.
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f) Por el paraboloide z = 2% 4+ y2, los planos 2 = 0,y = 1,y = 22,y = 6 — .
p p

y2

7 .
h) Por el cilindro z = 9 — y2, los planos coordenados y el plano 3z + 4y = 12,y > 0.

g) Por los planos coordenados, el plano 2x + 3y = 12 y el cilindro z =

i) Por el cilindro z = 4 — z2, los planos coordenados y el plano 2x +y = 4, z > 0.

j) Por el cilindro 2y? = z, los planos % + % + i

k) Por el cilindro circular de radio r de eje y, los planos coordenados y por el plano % + % =1.

=1lyz=0.

2
1) Por el cilindro eliptico % +y? =1,los planos z = 12 — 3z — 4y y z = 1.
m) Por los cilindros 22 + 3% = a? y 22 + 22 = a®.

n) Por los cilindros z = 4 — 3%,y = %xQ y el plano z = 0.

0) Por los cilindros 2% 4+ y? = b2, 2 = fac—z yelplano z =0,z > 0.

p) Por el paraboloide hiperbélico z = 22 — 3?2 y los planos z = 0, z = 3, z = 0.

q) Por el paraboloide hiperbélico z = zy, el cilindroy = y/z y los planos z + y = 2,y =0y z = 0.
r) Por el paraboloide z = 2% + 42, el cilindro y = 22 y los planos y = 1y z = 0.

s) Por el paraboloide z = é( 2 — 22 — 4y?) yel plano z = 0.

t) Por los cilindros y = e®, y = e™%, z = €2 — y? y el plano z = 0.

u) Por los cilindros y = Inz, y = In ylosplanos z =0,y + z = 1.

v) Por los cilindros z = Inz, z = lny y los planos z = 0, z + y = 2e, x > 1.

w) Por los cilindros y = z +sen x, y = ¢ —sen x, z = i(z—l—y)delplanoz =0(0<z<m,
y20).

x) Por la superficie cénica 22 = zy, el cilindro v/z + vy =1lyelplano z = 0.

y) Por la superficie cénica 4y? = (2 — z) y los planos z = 0, z + z = 2.

z) Por la superficie z = coswcosy y losplanosz =0,y = 0,2 =0yxr +y = 3.

a’) Por el cilindro 2 4+ y% = 4, los planos z = 0y z = = + y + 10.

b’) Por el cilindro 22 + y? = 2, los planos 22 — 2 = 0y 42 — 2z = 0.

¢’) Por el cilindro 2 + y? = a?, el paraboloide az = 2a? + 2 + y? y el plano z = 0.

1

d’) Por el cilindro 22 + y? = 2az, el paraboloide z = = (2* + y?) y el plano z = 0.

1

e’) Por el paraboloide hiperbdlico z = 7 zy, el cilindro 22+ y? =azvyelplanoz =0, (x >0,y > 0).

£*) Por los cilindros 22 + y? = x, 22 + 32 = 2, el paraboloide z = 2% + y? y los planos  + y = 0,



50.

51.

52.

53.

54.

55.
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r—y=0yz=0.
g’) Por los cilindros 2% + y* = 2z, 22 + y? = 2y y por los planos z = x 4+ 2y y z = 0.

2

h’) Por la superficie cénica 22 = xy y el cilindro (2% + y?)? = 2zy, 2 > 0,y > 0, 2 > 0.

i’) Por el helicoide (escalera de caracol) z = h arctan %, el cilindro 2 + % = a? y los planos = = 0,
z=0(z>=0,y>0).

Dar el volumen de una pirdmide cuyos vértices son (0,0, 0), (1,0,0), (1,1,0), (0,0,1).

Calcular los volimenes que expresan las siguientes integrales dobles sin integrar. Hacer los graficos

respectivos.

1 1—x 2 2—x
a)/ / (1—2—y)dydx b)/ / (4—2—y)dydx
o Jo o Jo

2 pV/I-z? 2 2
c)/ / (1 —2z)dydx d)/ / (4—2—y)dydx
o Jo 0 Jo—z

a pVa2—z2
e)/ / Va2 — 22 —y2dydz.
o Jo

Determinar el volumen limitado por las superficies siguientes:
a)z:xz—yz,le,yzo,z:o.
b)x2+z2:a2,y20,z=o,y:x.

Oy =+x,y=2yr,x+2=06,2=0.

dr+y+z=a3xr+y=a, §x—l—y:(),y:(),z:().

Determinar el volumen de los cuerpos limitados por las superficies siguientes:
aﬁ%+i§=Ly=2my=Qz=0

by a2 + 42 = a2, 2% +y? +a® = 22

0)2(x? +y?) — 22 =0,2% + y* + a® = 22

d) 2az = 22 + 32, 22 + y? + 22 = 3a?, (volumen dentro del paraboloide)
)2 +y?=2ax, 22 +y>=2%2=0.

)z =ae" @+ 22 42 =12, 2 = 0.

y> 22 °

¥ _ox  _
b—2,?+?—25,2—0.

Determinar la razén en que el hiperboloide 2% + 32 — z

2
Pz=15+

2 = @2, divide el volumen de la esfera z2 + 2 +

22 < 3a2.

Calcular el volumen V' = / f en los siguientes casos:



56.

57.

58.

59.

60.
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l—z—-—y siz+y<1,
a) f(x,y) =
0 en los otros puntosde R =[0,1] x [0,1].
r+y si12<y<2x2,
b) f(x,y) =
0 en los demds puntos de R = [0,1] x [0,1].
22 +y? siz? +9% <1,
o) f(x,y) =
0 en los demds puntosde R =[—1,1] x [—1,1].
(r+y)"2 siz<y< 20,
d) f(z,y) =
0 en los demds puntos de R = [1,2] x [1,4].
Sea f una funcién definida en el rectdngulo R = [0, 1] x [0, 1] del siguiente modo:
1 siz=y
flay) =
0 siz#y.

Demostrar la existencia de la integral doble / / fy que es igual a cero.

Calcular la integral doble y dibuje la regién de integracién R.

a) //:1: cos(x + y)dzdy, R es el tridngulo de vértices (0,0), (7, 0), (7, 7).
b) //(1 + ) sen ydzxdy, R es el trapezoide (0,0), (1,0), (1,2), (0, 1).

X //euydxdy’ R={(z,y) e R?/|z| +|y| < 1}.
R

ed24.tex

d) / / x?y?dxdy, R es la parte acotada del primer cuadrante situada entre las hipérbolas zy = 1, zy = 2

R
ylasrectas y = z, y = 4x.

e) //(:v2 — y?)dxdy, R es la regién limitada por y = sen x en el intervalo [0, 7].

Una pirdmide estd determinada por los tres planos coordenados y el plano x + 2y 4 3z = 6. Representar

el sélido y calcular el volumen por integral doble.

Un s6lido est4 limitado por la superficie z = 22 — y2, el plano xy y los planos x = 1, x = 3.

Representar el s6lido y calcular su volumen por integracién doble.

Calcular el volumen determinado por la funcién f(x,y) en la regién R:

a) f(z,y) = 2° +y% R={(x,y) e R?/|2[ < L |y| < 1}.



61.

62.

63.

64.

65.

66.
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b) f(z,y) =3z +y, R= {(z,y) € R*/42® + 9y*> < 36, 2 > 0, y > 0}
o f(z,y) =2z +y +20,R = {(z,y) € R?/2? + y* < 16}.
1.11.6 Masa, centro de gravedad, momentos de inercia, aplicaciones

Usando integracién doble, calcular los momentos estéticos de las figuras planas homogéneas siguientes:
a) del rectangulo de lados a y b, con respecto al lado a.

b) del semicirculo con respecto al didmetro.

¢) del circulo respecto a una tangente.

d) del tridngulo de base a y b, respecto a la base.

Usando integracién doble, determinar los centros de gravedad de las figuras planas homogéneas siguien-

tes:

a) la figura limitada por mitad superior de la elipse la cual se apoya en el eje mayor.

b) la figura limitada por la sinusoide y = sen =z, el eje x y larectax = 7.

c¢) del segmento circular correspondiente al 4ngulo central 2q;, radio a.

d) de la figura limitada por la curva cerrada y? = x? — z*, 2 > 0.

Determinar los momentos de inercia de las figuras planas homogéneas siguientes:

a) circulo de radio a respecto a una tangente.

b) elipse respecto a su centro.

¢) del rectangulo de lados a y b, con respecto al punto de interseccion de las diagonales.
d) del tridngulo isésceles, de base a y la altura h, con respecto a su vértice.

e) del circulo de radio a, respecto al punto situado sobre su circunferencia.

Demostrar que la suma de los momentos de inercia de una figura plana R, con respecto a la cualquier
par de ejes perpendiculares entre si, que estdn en el mismo plano que R y que pasan por un punto fijo O,

€s constante.

Determinar la masa de una ldmina cuadrada de lado 2a, si la densidad del material de la misma es pro-
porcional al cuadrado de distancia a partir del punto de interseccién de las diagonales y en las esquinas

del cuadrado igual a 1.

Un anillo plano limitado por las circunferencias concéntricas de radio a y b, b > a, tiene densidad
inversamente proporcional a la distancia al centro de las circunferencias. Determinar la masa del anillo,

si la densidad sobre la circunferencia interior es igual a 1.
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Una figura limitada por una elipse de semiejes a y b, tiene una masa de modo que su densidad es
proporcional a la distancia desde el eje mayor, siendo igual a v a la distancia unidad del mismo eje.
Determinar la masa.
Determinar el centroide de la regién R, dada por:
aAyy=z2r+y=2
by’ =2+3,y>°=5—x
Arx—2y+8=0,2+3y+5=0,r=-2,x=4
d)y:senzx,y:(),()g:rgﬂ'
e) y = sen x,yzcos:v,ogxgg
HDy=hzr,y=0,1<x<a
2 2

g)x3 +y3 =1,z =0, y = 0 en el primer cuadrante

hyVe+/y=12=09=0.

Una ldmina delgada esta limitada por el arco de pardbolay = 2z — 22,0 < & < 2. Determinar la masa,
si la densidad en cada punto (z,y) es f(x,y) = } —_i— z

Determinar el centro de gravedad de una ldmina delgada rectangular ABC'D si la densidad en todos sus

puntos es el producto de sus distancias a los lados AB 'y AD.

Determinar los momentos de inercia I, I, de una ldmina delgada R del plano y determinada por las
curvas siguientes (f(z,y) es la densidad).

a)y=sen?z,y=—sen’z, -7 <z <7, f(r,y) =1
b)%—l—%zl,%—i—%zl,y:0,0<c<a,b>0,f(x,y):1.
O@—r2+@y—-r2=r22=0,y=00<r <0<y <, flr,y) = 1.
dDzy=1z2zy=2,2=2y,y=2x,2>0,y >0, f(z,y) = 1.

e)y=e",y=0,0<z<a, f(z,y) = zy.

Dy=v22,y=0,0<2<2, f(z,y) =z —y|

Teorema de Steiner Sea R una ldmina delgada de masa m y sean ¢y y ¢ rectas paralelas en el plano
R, pasando /; por el centro de gravedad de R. Demostrar que Iy = I, + mh?, donde h es la distancia

entre las dos rectas ¢y y £.

El contorno de una lamina delgada es una elipse de semi-ejes a y b, ¢ representa una recta en el plano

de la ldmina, que pasa por el centro de la elipse y forma un dngulo « con el eje de la longitud 2a. Si la
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densidad es constante y la masa m, demostrar que el momento de inercia I, es igual a im(a2 sen 2 o +

b2 cos? a).
Encontrar la distancia media desde el vértice de un cuadrado de lado h a los puntos interiores de los

mismos.

Sea 0 la distancia desde un punto arbitrario P interior a un circulo de radio r a un punto fijo Py cuya
distancia al centro del circulo es h. Calcular el valor medio de la funcién 62 en la regi6n limitada por el

circulo.

Hallar la masa de una ldmina circular de radio a, si su densidad es proporcional a la distancia desde el

punto al centro e igual a d en el borde de la ldmina.

Una ldmina tiene la forma de un tridngulo rectdngulo con catetos OB = a, OA = b; su densidad en
cualquier punto es igual a la distancia desde esta al cateto OA. Determinar los momentos estaticos de

la Idmina con respecto a los catetos OAy OB.

Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la curva y = sen =z, la recta

OA que pasa por el origen y por el vértice A = (%, 1) de la sinusoide.

Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la cardioide r = a(1 +

cosf).

Determinar las coordenadas del centro de gravedad de un sector circular de radio a, cuyo dngulo central

es igual a 2a.

Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las pardbolas y? = 4x + 4,
y? = -2z + 4.

Calcular el momento de inercia de un anillo circular de didmetro dy D (d < D):

a) con respecto a su propio centro

b) con respecto al didmetro.

Calcular el momento de inercia del tridngulo limitado por las rectas z + y = 2, z = 2, y = 2, con

respecto al eje x.

Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado a con respecto al eje que, pasando por uno de

sus vértices, es perpendicular al plano del cuadrado.

Calcular el momento de inercia de la regién interceptada por la pardbola y? = ax, por la recta z = a,

respecto a larectay = —a.
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Calcular el momento de inercia de la superficie limitada por la hipérbola zy = 4y larectaz +y = 5,
con respecto a larecta x = y.

En una ldmina cuadrada de lado a, la densidad es proporcional a la distancia hasta uno de sus vértices.

Calcular el momento de inercia de dicha ldmina respecto a los lados que pasan por el vértice.
Determinar el momento de inercia de la cardioide » = a(1 + cos ) con respecto al polo.

Calcular el momento de inercia de la superficie de la lemniscata 72 = 2a? cos 20 con respecto al eje,

perpendicular al plano de la misma que pasa por el polo.

Calcular el momento de inercia de una ldmina homogénea limitada por un arco de la cicloide z =

a(f —sen 6), y=a(1 — cosb) y el eje z, con respecto al eje z y al eje y.

En cada caso determinar el valor medio de la funcién f(x,y) en la regién indicada:

a) f(z,y) =2z +y, R:limitadaporz =0,y = 0,2 +y = 3.

b) f(z,y) = x + 6y, R : limitado pory = z, y = 5z, x = 1.

) f(z,y) = /a2 — 22 — 42, R: 2% + % < o>

d) f(x,y) = 12 — 22 — 3y, R : limitada porx = 0,y = 0,12 — 22 — 3y = 0.

Hallar el valor medio de la funcién f(x,y) = xy? enlaregion R = [0, 1] x [0,1].

2

Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto (z,y) del circulo (x — a)? + y? < b2, al

origen de coordenadas.

1.11.7 Ejercicios especiales

dxdy

P R x]0,1 Icular I, ¢ = —
a) Para (m,e) € R x ]0,1], calcular I,,, ¢ // @+y"

[e1]?
b) Estudiar, para m fijo, el limite de I, ¢, cuando € — 0.
a) Calcularel dreade R = {(z,y) e R*/\z+ ¥y > 1, V1I—z+T—y>1}.
b) Calcular el drea de A = {(z,y) € R%?*/a < % < B, a < 2y < b}, para o, 8, a,b € R, tales que
0<a<p,0<a<b.

« w1 _ ¢ it11l (T 1
Establecer, paran € N ,kz_:lﬁ_i;(—l) ;<2)(ZE>
= = =
Para a > 0, sea D, = {(z,y) € R?/2® + 3® < a?}, Ay = {(2,9) € R?/|z| < a, |y| < a},
flay) = e, —/ f(ag)dody. g, = [[ 1.z
A,

a) Calcular /.
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b) Probar que I, < J, < Ia\/i-
o) Deducir/ e " dr =17
0

1
98. a) Probar que Vx € [0,1],In(1 + z) = / %
0
1
b) Deducir el valor de / Mdm.
o l+uw

99. Sean a, b € R, a < by consideremos el conjunto £ = {f:[a,b] — R%/f es continua}. Calcular

b b
inf ( / f (:v)d:v) ( / %) y encontrar las funciones f que dan el minimo.

feE
100. Sea K = [—1,1 ]2, I" el borde de K y sea E el espacio vectorial real de aplicaciones de K en R de

clase C*° que se anulan, asi como sus derivadas parciales sucesivas sobre I'.

a) Se denota ®: E? — TR la aplicacién definida por ®(f, g) = //f(:v, y)g(x,y)dxdy. Verificar que ®

es un producto escalar sobre E.

b) Demostrar que las aplicaciones d,, y d,, de E' en E, definidas por d f = 6f ydyf = ai son endomor-

fismos anti-simétricos de (E, ®).

2
¢) Deducir que el Laplaciano A: E — FE, con Af = % + g—y‘é es un endomorfismo simétrico de
x

(E, D).

101. Seaa, b€ R, a < bysean f, g:[a,b] — IR aplicaciones continuas a trozos. Estudiando la integral
/ / f(y)g(x))?dzdy, encontrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Estudiar el caso de
[a,b]?

igualdad para f y g continuas.

102. Sean f, g1, g2: [0,1] — R tales que f > 0, continuay g1, g2 son crecientes. Estudiando //f(:c)f(y) (g1(2)—

(0,1
v)) (92(x) — g2(y))dady, demostrar que:

([ e [ 1wt ([ 1) [ i)

dzd
103. Calcular Z 1 estudiando // Ty

nln _:Ey

[0,1]2

[e’s) —+oo
104. Calcular / < / SeTntdt> dz.
0 x

105. Sea A > %, demostrar que no existe aplicacion continua f:[0,1] — R, tal que V € [0,1], f(z) =
14 /\/ fly — x)dy.

106. Seana,b€ R, a <bysea f: IR — IR una aplicacién continua tal que V¢ € R\ [a, b], f(t) = 0. Para
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x+h b
h>0se denota f,: R — R tal que fj,(x) = L f(t)dt. Demostrar que V h >0, / | fn(t)]dt <

2h o—h
b
/ ().

1.11.8 Integrales triples

Calcular las siguientes integrales triples:

2) /0:(/0i(/oidz)dy)d:v. b)/a /Ob /c(:v—i—y—i—z)dz)dy)dx.
0) /O ( /O ( /O ‘ :vyzdz)dy)d:v. d) / /0 / 2342 zdz dy)d:v

Calcular las siguientes integrales triples en el volumen indicado:

dgcdydz ..
a , V es el volumen limitadoporz =0,y =0,z =0,z +y+ 2z = 1.
I & porz = 0.y v

b) /// xydxdydz, V es el volumen limitado por z = zy, z +y = 1,2 =0, (z > 0).

c) /// y cos(z 4 x)dxdydz, V es el volumen limitado pory = \/z, y = 0,2 =0,z + 2z = 7.

Calcular las siguientes integrales y dibujar la regién de integracién:

1 1 gl d 2 2T \/#
a) / / / S A— b)/ / / rdzdydz.
o Jo Jo Ve+y+z+1 o Jo 0

a pVaT=zZ pyfai—z2—y? d 1 opl-z pl-o—y
c)/ / / z d)/ / / ryzdzdydz.
o Jo 0 Va2 —x% —y? — 22 o Jo 0

1.11.9 Cambio de variable en R32

Calcular las siguientes integrales en la regién indicada.

a) /// (x+vy+2)*drdydz, V enla parte comiin del paraboloide 2az > x2 4+ y? y la esfera 2 4 y2 +
v

22 < 3a?.

b) /// 22dxdydz, V es la interseccion de las esferas 22 4+ y2 + 22 < a?, 22 4+ y% + 22 < 2az.

c) / / / zdxdydz, V estd limitado por el plano z = 0y la mitad superior del ehpsmde = + + & =

b2

b2 c

2 2 2 5
d /// <% + z—Q z > dxdydz, V es el interior del ehpsmde y_ + 5 =1
v
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2
e) /// zdxdydz, V es la regién limitada por el cono 22 = h—2(9c2 +y?) yel plano z = h.
a

2
Calcular / / / 2?2 dxdydz en la regién V limitada por el elipsoide I—2 + ‘Z—Z + Z—2 =1.
c

Calcular /// Va2 +y2 + 22dxdydz, si V es la regién limitada por 22 4 y? + 22 = a?.
1%

Colocar los limites de integracion, en la integral / / f(z,y, z) dxdydz para las regiones dadas por:

a) V es el tetraedro limitado por los planos x +y+ 2 =1,z =0,y =0, 2 = 0.
b) V estd limitada por las superficies #2 4+ y% = a?, 2 = 0, z = h.
2 2
Yy z

22
¢) V estd limitada por las superﬁ01es =+ el z=c.

d) V es el volumen limitado por las superﬁ01es z=1-22—9y%2=0.

Calcular la integral / / / dx dydz en la regién limitada por las superficies 22 +y2+2% = 2az, 22 +y? =

v
22 que contiene el punto (0,0, a).

2 pV2zx—22 pa
Calcular la integral / / / zv/2? 4+ y?dzdyde.
o Jo 0
Calcular la integral / / / Va2 +y2+22drdydz en la regién limitada por 2% +y% 422 =2.
%

Calcular las integrales:

l12—$E2 a2—m2—y
a)I—/ / / (22 + y?)dz dydx.
—a 112—12

2a V2ax—z2 v 4a2—x2—y2
b)I = / d:v/ / dz.

V2ax—z2

Calcular las integrales triples cuando:

)V ={(z,y,2) eR3/0<x<1,0<y<1,0<z<ayl, flz,y,2) = 22932

b)V ={(z,y,2) e R®/2? + y> < 2pz, 0< 2z < a}, f(z,y,2) = |zyz|,p>0,a > 0.

OV ={(x,y,2) e R¥/2? + 4% <b%2%, 0< 2z < al}, f(z,y,2) = 2% + y? + 22
( )

eR3/1 < 2?2 +y2 +22 <4}, f(z,y,2 S S—
2
eV = {(z,v, )EIRB/x +b—2+z—2 1}, f(x,y, 2) = 22y?22%, a, b, ¢ > 0.
DV ={(z,y,2) e R®/a® + y* + 2% < a®}, f(x,y,2) = cos(ax + By +72),a>0,0a, 5,7 €R.

DV ={(v,y,2

OV ={(2,9,2) €ER¥z >0, y>0, 220, z+y+z <1}, fla,y,2) = aPyoz" (1 —z —y — 2)*,
D, q, T, s € R
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En cada una de las siguientes integrales representar la region V' de integracién y calcularla.

a) /// xy?23drdydz, V es la regién limitada por la superficie z = xy y los planos = = ¥, z = 1,
v

z=0.

b) /// ryzdxdydz, V es el primer octante de la esfera 2% + y2 + 22 = 1.
v

9 /// \/mdxdydz, V es la hoja superior del cono 22 = 22 + y? y el plano z = 1.
i

En las siguientes integrales iteradas de una funcién f(z,y, z) positiva, dibujar la regién de integracién

S'y expresar la integral efectuando la primera integracion respecto a y.

2) /01 (/01_1 (/wa(x,y,z)dz) dy> dz.
b) /_11 </_i </\;mf(gc,y,z)dz> dy) dx.
) /01 (/01 </0w2+y2 f(:v,y,z)dz) dy) dz.

Verificar que / </ (/ f@) dt) du) dv = %/ (x — t)2f(t)dt, donde f es una funcién inte-
0 0o \Jo 0

grable sobre todo intervalo [0, z ].

Calcular las integrales siguientes pasando a coordenadas cilindricas:

a) /// (2% + y*)dxdydz, V es el sélido limitado por la superficie 2 + y? = 2z y el plano z = 2.
%

b) /// dxdydz, V es el sélido limitado por los tres planos coordenados, z = 22 + 32, z + y < 1.
v

c) /// (y* + 2%)dxdydz, V es el cono recto de revolucién de altura h, de base en el plano zy de radio
v

a, cuyo eje es el eje z.

Calcular las siguientes integrales pasando a coordenadas esféricas.

a) / / / dxdydz,V es el sélido limitado entre dos esferas de radio a y b (0 < a < b).
1%

Ty -2+ (z—-¢)

el punto (a, b, ¢) es un punto exterior a la esfera.

1
b) / / / \/( B drxdydz, V es una esfera de radio p centrada en el origen y
r—a
v

Se puede definir la transformacién x = apcos™ @sen "1, y = bpsen ™ psen ", z = cpcos” P,
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donde a, b, ¢, m, n son constantes positivas. Demostrar que el Jacobiano es igual a
—abemmp® cos™ 1 psen ™ o cos™ 1 ypsen 21 g
Colocar los limites de integracidon pasando a coordenadas cilindricas o coordenadas esféricas en la inte-

gral triple /// f(z,y, z)dxdydz.
v

a) V es el volumen situado en el primer octante y limitado por el cilindro 22 + y? = a? y los planos
z:O,z:l,y:x,y:\/g:r.

b) V es el volumen limitado por el cilindro 22 + y? = 2, el plano z = 0 y el paraboloide z = 22 + 2.
c) V es la parte de la esfera 22 + y* + 22 < a? situada en el primer octante.

d) V es una parte de la esfera 22 + y* + 22 < a? situada dentro del cilindro (22 + y?)? = a?(2? — y?),

x > 0.
e) V es la parte comiin de las esferas 2% + 3% + 22 < a? y 2% + y® + (2 — a)? < @®.

Calcular las siguientes integrales triples pasando a coordenadas esféricas o cilindricas:

1, pVi=a? e /1-a?—y?
a)/ (/ (/ I2+y2+22dz)dy)dx'
0 0 0
b) /// (2% + y*)dxdydz, V es el volumen dado por a® < 2 + ¢y + 22 < b2, 2> 0
dzdyd
C)/// e , Veslaesferax? + 4% + 22 < L.
VaT 2+ (2 - 2)2

dadyd
d)/// s ,Veselcilindroz? + 42 <1, -1 < » < 1.
Va2 +y? 4 (2 —2)2

1.11.10 Calculo de volimenes

Calcular el volumen de un sélido limitado por dentro de la esfera 22 + y? + 22 = 5 y dentro del

paraboloide z2 + 32 = 4z.

Calcular el volumen de un sélido limitado por el plano xy, el cilindro 22 + y? = 2z y el cono z =
Calcular el volumen de la regién limitada por:

a) el elipsoide 422 + y? + 1622 = 16.

b) la esfera 2% + y? + 22 = 16 y el cilindro 2 + ¢ = 7.

¢) paraboloide eliptico z = 222 + y? + 1, el plano = + y = 1 y los planos coordenados.

dyaz=y% 22 +y2 =062 2=0.
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e)z:x2+y2,y=x2,y=1,z=o.

f) 22 +y? = 2azx, 2 = ax, z = Bz, a > B.

@) 20z =22+ 22 +y? —22=a? 2=0.

m£+%+—:L

Dz=zc+y,zy=l,zy=2,y=z,y=2z,2=0,x>0,y>0.
NDz=2—-z—-2y,z2=0,y=0,2z=0.

k) por el paraboloide 2% + 4y* + 2 = 4 y el plano zy.
Dz=1-22—y2elplanoz=1—y,2=0,2 =0,y = 0.

m) y? = 4a® — 3ax, y* = azx, z = £h.

n) la parte del cilindro 22 + y? = 2ax comprendida entre el paraboloide 22 + y? = 2az y el plano zy.

2

0) la esfera 22 + y2 + 22 = a?y el cono 22 = 2 + y? (parte exterior respecto al cono).

. y 2 y2 2
p) la superficie ( +Z4 4 ) = Y i_2

b2 a2 b2
2 2
q)lassuperﬁmes——l—z—Q—l-—*2,%4—2—2—2—2:0,220.
c

Calcular el volumen de los cuerpos limitados por las superficies dadas, efectuando integracién triple:
a) Por los cilindros z = 4 — y%, z = y? + 2 y por los planos z = —1, 2 = 2.

b) Por los paraboloides z = x2? + y2, z = 2% +2y? y los planos y = x, y = 2z, x = 1.

¢) Por los paraboloides z = 22 + 32, z = 222 + 232, el cilindro y = 22 y el plano y = .

d) Por los cilindros z = In(x 4+ 2), 2z = In(6 — z) ylos planos z = 0,z + y = 2, x —y = 2.

e) Por el paraboloide (z — 1)2 + y2? = z y el plano 2z + z = 2.

f) Por el paraboloide z = 2% 4 y? y el plano z = x + 3.

) Por la esfera 22 + 32 + 22 = 4 y el paraboloide 22 + y* = 3z.

h) Por la esfera 22 + 32 + 22 = a? y el paraboloide 22 + y? = a(a — 22), z > 0.

i) Por el paraboloide z = x2 + y? y el cono 2% = xy.

j) Por la esfera 22 + y? + 22 = 4az — 3a? y el cono 22 = 4(x? + y?) (tomando en cuenta la parte de la

esfera dentro del cono).
k) (22 +y? + 2%)? = a3z, o bien (22 + 9% + 22)? = a®2.
D (22 + 3% + 22)? = azyz.

m) (22 + 32 + 22)3 = a22%.
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6,2
m (2% +y7 277 = 45

0) (22 +y% + 22)3 = a?(2® + y?)2.

p) (22 + y?)% + 2% = a32.
q)x2+y2+22: 1,x2—|—y2—|—22 = 16,22212+y2,x:0,y=0,z=0,x20,3/20,220.
1.11.11 Centro de gravedad, masa, momentos de inercia

Calcular el momento de inercia de un cilindro de radio a y masa m, si su densidad en cada punto es

proporcional a la distancia de ese punto del eje del cilindro.

El tallo de una seta es un cilindro recto de revolucién de didmetro 1 y longitud 2 y su cabeza es un
hemisferio de radio a. Si la seta es un sélido homogéneo con simetria axial y su centro de gravedad esta

situado en el plano en el que el tallo se une a la cabeza, calcular a.

Hallar la masa m del paralelepipedo rectangular 0 < < a,0 <y < b, 0 < z < ¢, si ladensidad en el
punto (z,y, 2) en p(z,y,2) = & +y +

2

Del octante de la esfera 22 + 3% 4+ 22 < %, 2 > 0,y > 0, z > 0, se ha cortado la regién limitada por

los planos coordenados y por el plano % + £ =1,a < ¢, b < c. Determinar la masa de este cuerpo, si
e

su densidad en cada punto (z, y, z) vale z.

En el cuerpo de forma semiesférica 22 + y2 + 22 < a?, z > 0, la densidad varfa proporcionalmente a

la distancia del centro. Determinar el centro de gravedad de este cuerpo.
Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el paraboloide y? + 222 = 4x y por el plano = = 2.

Hallar el momento de inercia del cilindro circular que tiene por altura h y por radio de la base a, con

respecto al eje que sirve de didmetro de la base del propio cilindro.

Hallar el momento de inercia del cono circular, que tiene por altura h, por radio de la base a y densidad

p, con respecto al didmetro de su base.

Demostrar que los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados son:
Iw = Iwy + Iwz; Iy = Iym + Iyz; Iz = Izm + Izy-

Calcular la masa del s6lido limitado por dos esferas concéntricas de radio a y b, 0 < a < b, si la densidad

en cada punto es igual al cuadrado de su distancia al centro.

Un cono circular recto homogéneo tiene altura h. Demostrar que la distancia de su centro de gravedad

a la base es ﬁ.

4
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Determinar el centro de gravedad de un cono de altura h, si su densidad en cada punto es proporcional

a la distancia de ese punto a la base.

Determinar el centro de gravedad de un cono de altura h, si su densidad en cada punto es proporcional

a la distancia del punto al eje del cono.

Un soélido estd limitado por dos hemisferios superiores concéntricos de radio a y b, siendo 0 < a < b. Si

la densidad es constante, encontrar el centro de gravedad.

Determinar el centro de gravedad de un cubo de lado A si su densidad en cada punto es proporcional al

cuadrado de la distancia de un punto a un vértice de la base.

Un cono recto de revolucion tiene altura h, radio de la base a, densidad constante y masa m. Determinar

su momento de inercia respecto a un eje paralelo a la base y que pasa por el vértice.

Calcular el momento de inercia de una esfera de radio a y masa m respecto a un didmetro, si la densidad

es constante.
Calcular los volimenes de las siguientes regiones:

a) el cuerpo limitado por las esfera 2 + y? + 22 = 4 y el paraboloide 2 + y* = 3z (la parte interior

con respecto al paraboloide)

b) el cuerpo limitado por el plano z = 0, el cilindro 22 + y? = ax y la esfera 2 + 32 + 22 = a? (interno

con respecto al cilindro).

2 2
¢) el cuerpo limitado por el paraboloide Z—z + Z—2 = 2% y el plano z = a.
c

1.11.12 Momento de inercia, centro de gravedad en R>

Determinar los momentos estéticos de los s6lidos homogéneos siguientes:
a) paralelepipedo recto de aristas a, b, c con respecto a sus caras.

b) cono circular recto (radio de la base a, altura h), con respecto al plano que pasa por el vértice que es
paralelo a la base.

2 2 2
¢) solido limitado por el elipsoide I—Q + Z—Q + 2—2 = 1y el plano zy con respecto a este mismo.
a c

Determinar los centros de gravedad de los cuerpos homogéneos limitados por las superficies dadas:

a)porlosplanosz =0,y =0,z =0, =2,y =4, x + y + 2z = 8 (paralelepipedo truncado).
T %

b) por el elipsoide v + 2 + 2= 1 y los planos coordenados.

v

2

d) por los cilindros y = /x, y = 2y/z y los planos z = 0,  + z = 6.

¢) por el cilindro z = ylosplanosz =0,y =0,z =0y 2z + 3y — 12 =0.
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x2 + y2
2a

f) por la esfera 22 + 32 + 22 = a? y el cono ztan a = /22 + y2 (sector esférico).

e) por el paraboloide z = y la esfera 22 + y? + 22 = 342, 2 > 0.

Determinar los momentos de inercia de los cuerpos homogéneos siguientes, cuya masa es m.

a) El paralelepipedo recto, de aristas a, b, ¢ con respecto a cada una de las mismas y con respecto al
centro de gravedad.

b) De la esfera respecto a la recta tangente.

2 2 2
¢) Del elipsoide v + 2 + 2= 1 con respecto a sus ejes.
d) De la parte entre las esferas concéntricas cuyo radio exterior es igual a a y el interior es r, respecto al

diametro.

e) Del paraboloide de revolucién (radio a, altura h), con respecto al eje que pasa por su centro de

gravedad y es perpendicular al eje de revolucién (momento ecuatorial).

El cuerpo limitado por dos superficies esféricas concéntricas cuyos radios son a y b, b > a, tiene una
densidad inversamente proporcional a la distancia al centro de las esferas, con densidad + a la distancia

unidad. Calcular la masa del cuerpo.

Calcular la masa del cuerpo limitado por un cilindro circular recto de radio a y altura h, si su densidad

en cualquier punto es igual al cuadrado de la distancia del punto al centro de la base.

Calcular la masa del cuerpo limitado por un cono circular cuya altura es igual a h y el dngulo formado
por el eje y la generatriz es igual a «. La densidad es proporcional a la potencia n > 0, de la distancia

desde el plano trazado por el vértice del cono paralelamente a la base, valiendo y a la distancia unidad.

Calcular las masa de una esfera de radio a, si su densidad es proporcional al cubo de la distancia al

origen y vale v a la distancia unidad.

Determinar la masa del cuerpo limitado por el paraboloide 22 +4? = 2az y la esfera 2% + 3%+ 22 = 342,

z > 0, si la densidad en cada punto es igual a la suma de los cuadrados de coordenadas.

La densidad de la esfera 22 + y2 + 22 < 2az es igual al cuadrado de la distancia al origen. Determinar

el centro de gravedad de la esfera.

Determinar el momento estético de la parte comin de las esferas 22 +y? 422 < a® y 22 +y%+ 22 < 2az

respecto al plano zy, si la densidad es igual a la distancia entre el punto y el plano zy.

Demostrar que le momento de inercia de un cuerpo respecto a cualquier eje £ es igual md? + I., donde

m es la masa del cuerpo, d es la distancia del eje al centro de gravedad, I, es el momento de inercia con
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respecto al eje que es paralelo al eje dado y que pasa por el centro de gravedad del cuerpo. (Teorema de

Steiner).
1.11.13 Aplicaciones a la gravedad

Hallar la atraccién que ejerce el cono homogéneo, de altura h y dngulo en el vértice a (en la seccién

axial), sobre un objeto material que tenga masa m y que estd situado es su vértice.

Demostrar que la atraccién que ejerce una esfera homogénea sobre un punto material exterior a ella no

varfa, si toda la masa de la esfera se concentra en su centro.

Demostrar que la fuerza de interaccion entre dos esferas homogéneas no varia si las masas de las esferas

estuvieran concentradas en sus centros.

Consideramos una esfera sélida heterogénea x? + y? + 22 < R?, donde la densidad varfa de acuerdo
con §(x,y, z) = A\z2. Calcular la fuerza con la cual atrae un punto material de masa m, si se sitda sobre

el eje z a una distancia igual a 2R del centro de la esfera.

Se considera un sélido homogéneo limitado por un cilindro circular recto, radio de la base R y altura h

y densidad ~y. Determinar la fuerza sobre el punto de masa m situado en el centro de la base del cilindro.

Se considera una esfera sélida heterogénea de radio R, cuya densidad ~y estd dada por v = a —
by/x2 +y2+22,cona>0,b>0.

a) Determinar las constantes a y b, si la densidad media de la esfera es ,,, y la densidad sobre la super-

ficie de la esfera es p.

b) Calcular la fuerza de atraccién ejercida por la esfera en un punto m situado sobre la superficie de la

esfera.

Se considera un cuerpo homogéneo limitado por dos esferas concéntricas (capa esférica). Demostrar

que la atraccidn que ejerce esta capa sobre una masa m situada dentro de la cavidad del cuerpo, es nula.
1.11.14 Ejercicios especiales

SeaV = {(z,y,2 )€R3/O <z < , 1, x < z<y}, f:[0,1] — R continua, demostrar

///f dxdydz-% /f dt

Sean a,beR,a<bysean f, g, h:[a,b] — R aplicaciones continuas. Estudiar la integral:

/// g(x; gy) g(z) | dedydz,
SNUC)) ) h(z)
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para probar que:

(LA (L) [ "< (L))
o[ 59) ([ ([ )

a) Demostrar que V a, b, c € RT, a® + b® + ¢ > 3abe.
b) Sean f,g:[0,1] — R funciones continuas, demostrar que:
I / 9(2)° + (FW)e(2)9@) + (f(2a@)gw))’

[0,1]3

= 3f(2)f () f(2)9*(2)g> (y)g* (2)] dzdydz > 0.

¢) Deducir que si ¢, ¥ son aplicaciones continuas en [0, 1], con valor en R™T,

[ sn< ([ otwan) / wntan)®

dzxdyd
a)Calcular/// 1+x2; ylj—yQ 7y ,siV={(z,y,2) eR3/0<2<1,0<y<1, z>0}.

2
b) Deducir el valor de / (%) dt.
0

1.11.15 Integrales miltiples

Designemos con Sy, (a) = {(z1,...,2,) € R"/|z1] + -+ + |2n]| < a}, cona > 0. Cuando n = 2,
el conjunto es un cuadrado con vértices en (0,+a) y (£a,0). Cuando n = 3 es un octaedro con

vértices en (0,0, +a), (0, £a,0), (£a,0,0). Denotemos V,(a) el volumen de V;,(a) dado por V,,(a) =

/"'/dxl"'dxn.

Su(a
a) De(:n)lostrar que V,(a) = a"V,(1).
b) Para n > 2, expresar la integral que da V,,(1) como una iteracién de una integral unidimensional y
una integral (n — 1)-mdltiple y demostrar que:
! 2
Vall) = V1) [ (1= Jal)" e = 2 Va0,

—1

2n n
n!

¢) Usando a) y b) deducir que V,,(a) =
Sea Sy, = {(z1,...,2n) ER"/|zi| + |zn] <a,i=1,...,n—1},siendoa >0y n > 2.
a) Dibujar S,,(1), cuando n = 2 y cuando n = 3.

b) Denotamos V/, ( / / dzy - - - dx,,, demostrar que V,,(a) = a™V,,(1).

Sn(a)
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c¢) Expresar la integral que da V,,(1) como una iteracién de una integral unidimensional y una integral

(n — 1)-dimensional y deducir que V,,(a) = #
173. Sea Sp(a) = {(1,...,2n) €ER"/2i+ - + 22 < a’}yseaV,(a / /divl

Sy (a)
a) Demostrar que V,,(a) = a"V,,(1).

b) Expresar la integral V,,(1) para n > 3, como una integral doble y una integral (n — 2)-mdltiple.

Verificar que V,,_2(R) = R"72V,,_2(1),con R = /1 — 22 | —22.
ﬂ,n/Qan

m, donde I' es la

¢) Usando a) y b) verificar que V;,(1) = V,,_2(1) 5" 2m y deducir que V,,(a) =
funcién gama.
d) Expresar V,,(1) con la identidad de una integral unidimensional y una integral (n — 1)-muiltiple y

1
verificar que V,,(1) = 2Vn—1(1)/ (1 _ xz)(n—l)/2dx.

0
: r(24)
2
e) Usando ¢) y d) deducir que / cos" tdt = @ 72
n
0 I‘(2 + 1)

1.11.16 Integrales impropias dependiendo de un parametro

a(z)

174. Determinar f’(x), si f(z) = / g(z,y)dy, donde g es de clase C'! y a(z) es derivable.
+oo R

175. Determinar f'(z), si f(z) = / e ™ dy, x> 0.

g o w2 f(z) , y 0%g
176. Demostrar que la funcion g(z,y) = —— 3 dz, satisface la ecuacion de Laplace ——5 +
oo 2+ (y—2) Ox
62
8y2 =0

177. Latransformada de Laplace F'(p) de la funcion f (t), se determina por la expresién F'(p) = / e PLf(t)dt.
0
Determinar la transformada de las siguientes funciones:
W () =1 &) () = sen Bt
b) f(t) = et d) f(t) = cos Bt.

1 1
178. Sabiendo que / " ldr = % paran > 0, calcular/ 2" 'Inzd.
0 0

179. Sabiendo que/ e Ptdt = 717’p>0’ calcular/ 12— Pt 4t.
0 0

180. Usando derivacién respecto al pardmetro, calcular las siguientes integrales:

a)/ e e 00,850 d)/ln ) da. la| < 1
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b)/
c)/

181. Determinar el dominio de la funcién f(z) =

sen maxdxr,a>0,8>0 e)/ e“”%dw,a}&
0

arctan owc d:v
1 +x

1
dz
0 Va4 22
27

182. Calcular la curvatura de la curva y = / SEL_AL doy en el punto en que z = 1.

T

1+azx

/b zdz L (1 + ab) b
——=—1In ab) — ———.
o (I1+ax)?2 a2 a(l+ ab)

b
183. Usando la igualdad / dx
0

pardmetro:

b b
184. a) Usando la igualdad/0 e C_lfxz = %arctan g, obtenelr/0 (:17217%2)3.
d

. OO r @ : > dx *
b) Usando la 1gualdad/0 P Rl P calcular la mtegral/0 @@+ 2 n e N*.

185. Calcular el valor de la integral / e " ldx, a>0,n € N*.
0

s s

2 2
186. Usando la igualdad / 5 dz determinar / dz

_ .
o a’cos?z +bisen?x  2labl’

187. Calcular las siguientes integrales derivando respecto al pardmetro.

a$2
a)/ b)/ 1= Goa>—1.
C)/ d)/ In(1 dxa2<1

1—:172 ’ '

arctanax 2
)/ 1—|—x dzr ,a° < 1.

dx a>—1.

arctan azg da.
V1 — 22

D/ mm

188.

In( 1+acos:v) 1+asenx d
)/ ——osr— dx, a? < 1. h)/ +asen x)senx:v’a2<1'
—bax
1)/ d:v a>0. ])/ dxa>0b>0

k)/ o—ax SeN br — sen cx dz.a> 0.

T

m)/

Calcular la integral /

o tanx

n(a?cos® z + b*sen 2 z)dx, a > 0,b > 0.

s
2 t t
arctan(atana) , oo determinar /

N / e—awwd% 0> 0.
0

T

dzx.

tanx

Inx

1 1
B _
189. Usar la igualdad/ xdr = nL—i-l’ para calcular la integral/ L 2 de, o> -1, 5> —1.
0 0

105

= % In(1 + ab), obtener la férmula siguiente derivando respecto al

o (a*cos’xz+b?sen?x)?’



190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.
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a2

oo oo b2
Usando que 2a/ e~ gy = \/, calcular la integral/ (e 27 —e @ )dw
0 0

LS
2
dos para calcular las integrales de Fresnel.

a)/ cosgfrdx

Sea f una funcién continua para x >

/°° f(az) — J(b2)
0 X

Usar este resultado en los siguientes casos:

Dada la relaci(’)n/ e dy =
0

> arct tanb
a)/ arc 3110,(17;3,1'(3 an Idil?

Sea f una funcién continua para z >

T

a>0,b>0, setieneque/ !
0

Usar este resultado en los siguientes casos:

a)/ wd:v

c)/ sen a:zc sen bx de

e)/ sen xd(E

Verificar que la funcién de Laplace ®(z) = % /
0

7(11) 1

—avm + 2®(ax).

a)/ (az)
b)/ (1 —®(x))d
0

do = L
vt

Las funciones si(z) y ci(z) se definen por si(x)

o0
_ / _cots L 3t (coseno integral). Demostrar que /
. 0

0, tal que / @

A
* flaz) = f(bw) "

1 2 [T .
usarla para deducir ——= = 4= / e~ % Tdx. Usar los resulta-
Ve T,

b)/ sen l'd

0, tal que hm f(z) = £, entonces sia >0, b > 0:

— (L= f(O)In .

oo —ax"” _ —bx™
b)/ e — e g,
0

, (n>0).

dx converge, para todo A > 0. Probar que si

SIS

£(0)1n

b) * cosax — cosbx da:

x
Q

d) /OO bsen ax —2asen bx du
0

T

—¢2 . . . .
e~ " dt, satisface las siguientes relaciones:

= —/ SeTntdt (seno integral) y por ci(z) =

sen :Csi(x)dxz—/ coszci(x)dr=
0

N

jus

2
La funcién de Bessel de orden cero es Jy(z) = % / cos(z sen 6)df. Demostrar que:

a)/ e " Jo(x \/1+—az’ a>0
% si a>1
b) SCLAT Jo(x)de = ¢ arcsena si |a| <1
—% si a<-—1.
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197. Verificar que las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones diferenciales dadas:

= 1
a)f:vz/ dz,y" +y = .
() o 1_|_2

1
0@ = [ (1) ey g —ay =0,

-1

¢) f(z :/ Lundz,xy”—%zy—i—xy:l.
(@) o (1+2?) i

2
d) Jo(z) = %/ cos(wsen 0)df, y" + 1y' Ty=0.
0
1.11.17 Integrales impropias

198. Calcular las siguientes integrales impropias.

o s poo 1 v g
a)/ </ e (=ty) dy> dz b)/ </U ev d:c) dy
0 0 0 0

dxdy d
)//$4+ 2’52{($7Q)ER2/$>L?J>172} d)/ </ ZZT +yy+a))dx,a>0

o[ ([ ([ ) ) o

199. Determinar la convergencia de las siguientes integrales dobles impropias.

a) //ln Va2 4+ y2dxdy, S esel circulo 22 + 2 < 1.
5

dzd
b) // i, S es la parte exterior del circulo de radio 1 con centro (0, 0).
(ZC2 + y2)o¢

5
dzd
c) //#, S es el cuadrado |z| < 1, |y| < 1.

3/(r — )2

dzdyd
d) // / TS5 o i y : , V es la parte exterior de la esfera de centro (0,0, 0) y radio 1.
(22 +y2 4 22)o”

200. Calcular las siguientes integrales dobles impropias.

o [[ dwdn. S = (@) e R0 <y <n0<a <),
r—y

S
b) //ny dedy, S = [0,1]x[0,1].

dxdy, S=[0,1]x[0,1].

© //W

d) //5 drdy, S = {(z,y) e R?/y <2 <2y,0 <y < 1}.
S



e)

201.

202.

203.

204.

205.
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//logxdxdy, S={(r,y) eR?/0<z<e’,0<y<1}.
g

a) Indicar la manera de colocar los limites de integracidn, de la integral doble / f(z,y)dxdy, si S es

S
la regién no acotada S = {(z,y) € R?/¢1 (z) < y < ¢2(x), z > a}, donde ¢; < o, si T > a.

b) Evaluar //:cye_(m2+y2)d:vdy, S =10,400[x[0,1].
S

c) Evaluar //e*zy dxdy, S = [0,400[x[1,2]. Suponga que el teorema de Fubini se cumple y

o Lz —2x
probar que / % dr =1In2.
0
Calcular las integrales impropias siguientes:

1 a 1
x T+y
a)/0 (/0 772—y2 dy) dzr b)/0 (/ Ry v dx) dy.

Analizar la convergencia de las integrales dobles siguientes:

2) // dedy b)/ (/ e dy>d:c.

z24y2<1

a) Calcular la integral impropia / / / 4y +2 ) dxdydz, donde V es el primer octante
Vz+ (@ 4 y? + 22)?

delaesferaz® +y?> +22=a%2>0,y >0,z > 0.

3
b) Determinar la existencia de la integral impropia / / x~ 2eY"*dxdy, sobre el conjunto S = {(x,y) €

R?/0<y<z,x >0}
) Calcular / ] 160,21 dwdydz. con fa..2) = I
s (14 (2% +y> +22)2)2

d) Calcular / / %3
(1+22+y?)2

dxdyd
e) Calcular / / / +x y+z 73 , donde V' es la regi6n exterior a la esfera de centro (0,0, 0) y radio
y?

En cada uno de los siguientes casos, calcular la integral impropia o probar la divergencia.
oo oo dwdy oo oo dxdy
a) b) T 2. T
foo L7+ Y% coo Jeoe (427 +9y7)2
_dedy A A
C)/ / @+ 2+ )% d)/_oo /_Ooe dady.
e)/ / (z +y)e ) dady. f)/ / zye=* V" dudy.
o Jo o Jo
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207.

208.

209.

210.
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g)/ / e—(a®+2zy Cosa+y2)dxdy' h)/ (/ ey’ dy) dz.
0o Jo 0 z
i)/ (/ xe‘y%lg—ydy) dz.

0 x

Determinar la convergencia de las siguientes integrales impropias, usando coordenadas polares sobre el

circulo de centro (0,0) y radio a, que denotamos D.

a) //ln\/a:Q—l—de:z:dy )// e 5 dxdy.

)//sen x? +y dudy. d)//cos da:dy
(22 4+ y?)

. . . dxd
Determinar la existencia de un ndmero m tal que / / i

—5 5. Sea convergente.
(1'2 + y2)m
2

Calcular las siguientes integrales impropias.
2) /OO/OO/OO drdydz b)/oo/oo/oo xy drdydz
o Jo Jo VA+z+y+a)T o Jo Jo (427 +y7+2%)%
+oo  ptoo pto0 s 9 o
c) / / / e 7 TV TF dadydz.

Determinar la convergencia de las integrales impropias tomadas sobre la esfera V' de radio a y centro

(0,0,0).
drdydz In /22 4 y2 + 22
a)/// : . b)/// dwdydz.
(2 +y2 + 22)3 In /22 + y? + 22 2 +y? + 22 Y

0) /// x2+zy2+ oy dedyds d)/// In(z? + 42 + 22) dedydz.
14

Calcular el volumen de los siguientes sélidos:

a) el s6lido limitado por la superficie z = (2% + y2)e~(*"+¥") y el plano z = 0.
b) el s6lido limitado por la superficie z = 22y%e~(*"+v*) y el plano z = 0.

¢) el sélido limitado por la superficie z = ze~ (@ +v?) y el plano z = 0, con z > 0.
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Capitulo 2

Integrales de linea

2.1 Curvasen R"

Sea 1(t) una funcién continua de [a, b] en R™, cuando ¢ recorre [ a, b] los puntos especificados por la

funcién r(t) describen un conjunto de puntos en R", que llamamos trayectoria de la funcién vectorial
T(t).

Definicion 2.1.1 Sea v = (r1,...,r,) una funcion vectorial continua definida en el intervalo [a,b].

La imagen originada por v se dice que es la curva determinada por vy que une los puntos v(a) y r(b).
Sir(a) = v(b), la curva se dice cerrada.

SiTesuno aunoen[a,b), la curva se dice simple. Si T es uno a uno en el intervalo [a,b[y r(a) = v(b)
se llama curva simple cerrada o curva de Jordan.

Si r es constante en [a,b], la curva se dice curva punto.

Observaciéon Funciones distintas pueden representar la misma curva. Asi, se dice que I" es una curva
simple, cuando existe al menos una funcién r, continua uno a uno en algidn intervalo [a, b] tal que T es

la imagen de [a, b] por r.

oy M G O

/ .
curva curva simple curva cerrada curva degggqlq&ex

Dada una funcién vectorial r(t) se puede construir una nueva funcién vectorial definida sobre [ ¢, d | por
u(7)=1(\1))=(r1(A(7), ..., (A(7))), donde A: [ ¢,d] —> [a,b] es una funcidn real estrictamente
mondtona biyectiva. Es claro que u especifica la misma trayectoria I' que 1 y que el orden de sus puntos
inducidos por los pardmetros ¢ y 7 son el mismo si A es estrictamente creciente y en sentido opuesto

si A es estrictamente decreciente. Asi, para diferentes funciones continuas estrictamente monétonas,

111
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corresponden diferentes representaciones paramétricas de la misma curva continua I'.

Las funciones 7(7) pueden dividirse en dos clases: la clase de funciones estrictamente creciente y la
clase de funciones estrictamente decreciente. La primera clase especifica el orden de los puntos de
I' y la segunda clase el orden de los puntos de I' en sentido opuesto. Asi podemos denotar por '
la curva orientada con ayuda del pardmetro ¢. I'; también determina todas las posibles funciones A
estrictamente crecientes. Es clara que en este caso debe tenerse A\(c) = a 'y A(d) = b. La misma curva
I" con orientacién opuesta se denota I'_. La curva orientada I'_ se especifica por la clase de todas las

funciones A estrictamente decrecientes.
Nota Cuando 1y u describen curvas cerradas, se requiere que 1(a) = 1(b) = u(c) = u(d).

Dos funciones de la misma clase (o equivalentes) describen la misma curva. El reciproco es cierto para

aquellas funciones que describen curvas simples.

Proposicion 2.1.1 Las funciones vectoriales v y u que describen curvas simples son equivalentes, si

describen la misma curvay reciprocamente.

Demostracién Claramente las funciones equivalentes describen necesariamente la misma curva. La

dificultad radica en la demostracién del reciproco.

Sea r definida en [a,b] y u definida en [ ¢, d] y supongamos que ambas funciones describen la misma
curva simple I'. Puesto que u es uno a uno y continua en el compacto [ c, d], existe u~! y es continua
enu([c,d]) = 7([a,b]) =T. Sea A(t) = u='(r(t)) parat € [a,b], entonces A es continua y 7(t) =
u(\(t)). Queda por demostrar que \ es estrictamente monétona en [a,b]. Ya que vy u~! son uno a

uno, lo mismo ocurre con \. Para precisar supongamos que A(a) < A\(b) y debemos demostrar que A es
estrictamente creciente en [a,b] y que A(a) = ¢, A(b) = d.

Sia <ty <ty <b= A(t1) # A(t2). Supongamos que A(t1) > A(t2); si A(a) < A(t2) en el intervalo
[a,t1] todos los valores entre A(a) y A(t1) serdn tomados por algtn valor ¢ y en particular A(t2) i.e.
existe ¢, € [a, 1] tal que A\(t,) = A(t1), lo que contradice la biyectividad. Si A(a) > A(t2), entonces
A(a) es tomado por un valor en [ ¢, b], 1o que no puede ser. Asi A\(¢1) < A(t2), 0 sea A es estrictamente
creciente en | a, b [ por la continuidad de A en [a, b]. De la definicién de A, A(a) = ¢y A(b) = d; por lo

tanto T y u son equivalentes.

Definicion 2.1.2 Una curva T se dice regular sobre [a,b] (resp. ]a,b|) si admite una representa-

cion paramétrica (parametrizacion), con ayuda de una funcion vectorial v(t) con derivada continua'

t+h)—1(t
I'Se define la derivada de una funcién vectorial T(t) por lim M

h—0 h =71 = ()., 7L (1).
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en [a,b] (resp. |a,b]), de modo que v'(t) # 0, en [a,b] (resp. | a,b]), o lo que es equivalente, las

componentes . (t) sobre [a,b] (resp. | a,b[) no se anulan simultdneamente.

Esta dltima propiedad es equivalente al hecho ||7/(¢)||? = > (ri(t))? > 0,Vt € [a, b] (resp. ] a,b]). En

i=
esta tltima formulacidn, la continuidad de r(¢) en los puntos finales a y b es unilateral, lo mismo que

para la derivada v/ (¢).

Definicion 2.1.3 Se dice que T es un pardmetro admisible para la curva regular " representada por
1(t), si estd conectado con t por medio de una funcion A\, la cual no sélo es estrictamente mondtona y

continua sino que tiene derivada continua diferente de cero en [c,d] (resp. | ¢,d [). En este caso

T;(T)2 > 0.
1

n n
1N2 Y1 N\2
> Bi(7)? = N(7)
i=1 i=
Observaciéon  En particular, en el caso 2-dimensional una curva regular estd determinada por dos

ecuaciones:
T = gD(t), y:w(t)v tE]a,b[, (1)

donde ¢ y % tienen derivadas continuas que no valen cero simultdneamente. Si ¢’(¢,) # 0 existe un
intervalo | ¢, — d,t, + J [ sobre el cual ¢ tiene una inversat = ¢~ !(x) yy = f(z) = ¥(¢~'(x)). En

este caso decimos que la funcién y = f(x) se especifica paramétricamente por las ecuaciones (1).

Definicion 2.1.4 Se dice que T' es una curva regular a trozos sobre [a,b] (resp. | a,b|) si puede ser
representada por una funcion vectorial v(t) sobre [a,b] (resp. | a,b]), tal que el intervalo cerrado
[a,b] (resp. abierto |a,b|) se puede particionar por medio de una division a = t, < t1 < -+- <
tn, = b, de modo que v(t) es una curva regular sobre cada uno de los intervalos [a,t1 | (resp. | a,t1]),

[tl,tg],...,[tn_l,b] (resp. [tn_l,b[).

Nota Es importante sefialar que en general en un punto de la divisién tg, (k = 1,...,n — 1), la
derivada izquierda /() puede ser diferente de la derivada derecha /(¢;), pero ambas derivadas son

diferentes de cero.

Lacurvaz = cosf, y =sen 6,0 < 0 < 2m, es un ejemplo de una curva cerrada que no se interseca as{

misma.

Es posible definir dos funciones x = ¢(t), y = ¥(t), 0 < t < 1, continuas en un intervalo [0,1], tales
que cuando el pardmetro varia de t = 0 a ¢t = 1, el punto variable (o(t), ¥(t)) que sale de (0,0) en
t = 0, recorre todos los puntos del cuadrado [0,1] x [0,1] y llega a la esquina derecha superior (1, 1)

parat = 1. Esta curva conocida como curva de Peano literalmente pasa por cada punto del cuadrado
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0<z,y<1.

En la siguiente figura tenemos la curva I" que se representa por fun-

ciones continuamente diferenciables z = o(t), y = (t), ¢'> + "2 >0, r

0 <t < 1. Cuando ¢ crece continuamente en el intervalo | 0, 1 [, el punto c

(z,y) se mueve a lo largo de I" desde A pasando por By C hasta llegar B

a B,cuandot — 1. figl.tex

Se observa que en el punto B la curva I tiene una singularidad en el sentido que la parte de I" dentro de
un rectangulo de centro B, no puede proyectarse uno a uno sobre cualquiera de los ejes de coordenados.
Si una curva I' es no deficiente en este sentido, es decir que cada punto puede ser cubierto con un
rectdngulo A con lados paralelos a los ejes tales que I' N A, se proyecta uno a uno sobre alguno de los

ejes coordenados, I' se llama una variedad diferenciable 1-dimensional.

Ejemplo 2.1.1 El astroide I determinado por la ecuacién |az|?/® + [by|?/3 = (a® — b*)?/3,0< b< a,

es una curva cerrada regular continua, pues la ecuacion es equivalente a las ecuaciones paramétricas

272 212
a‘—b 3 _a“—b

g cos 0,y = 5

(8 = 0,0 = 27), para los cuales son uno y el mismo punto de I

T sen 36, 0 < 6 < 27 y porque existe sélo un par de valores de

Se observa que la ecuacion es simétrica respecto a los ejes coordenados

y
e indica que es continua. Las derivadas 2’ (), y/(6) son continuas y se \
s 3 / x

anulan sélo en los puntos 0, 5, T, S, 27, por lo que las partes de I"

correspondientes a los intervalos ] 0, % [, ] 2,7 [, ] m, 3% [,] 32X, 2 [ son

regulares. fig2.tex

2.1.1 Interpretacion geométrica de la derivada de una funcion vectorial
Sea r(t) = (r1(t),r2(t), r3(t)) una funcién vectorial regular con ¢ €

[a,b]. Consideremos dos puntos a = r(a) y b = 1(b) que representan

los vectores 1(t) y 7(t + At). El vector Ar = r(t + At) — 7(t) es tal

Ar

Ar / .
AL tiende a /(t), es decir:

que cuando At — 0, b tiendea ay

Ar

!
- - t
Am A =7,

fig3.tex

que es diferente de 0 y tiende a la tangente que pasa por a. Si ¢ es el tiempo y r(t) describe el movimiento
de una particula a lo largo de la curva, 1/ (¢) representa la velocidad. La norma ||/ (¢)|| es el valor absoluto

de la velocidad (rapidez). Ademads 1" (t) es la aceleracién en ¢.
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Una funcién vectorial r(t), donde ||v(¢)|| > 0 para todo ¢, puede escribirse de la forma r = aw, donde:

_ @) () )  r()
©) = Ton = (IT(t)I’ (Ol If(t)|>

«(t) = |[r@)ll = /r1(t)? + r2(t)? + r3(t)2.

Ademds 1'(t) = of (t)w(t) + «(t)w’(t). La primera componente o’ (¢)w(t) es el cociente de cambio de

dw
dt

para descomponer la velocidad en dos componentes: una en la direcciéon del movimiento y la otra

la longitud de Ty el segundo término «(t)%:" es ortogonal a w. Este resultado es usado en mecénica

perpendicular a esta.

Definicion 2.1.5 Un aplicacion ¢:U — R, con U C R™ abierto se denomina campo escalar o

funcion escalar.

Definicion 2.1.6 Un campo vectorial en S C R™ es una funcion f:S C R™ — R", que asigna a

cada x en su dominio S, un vector f(x).

Definicion 2.1.7 Un campo vectorial f definido sobre un abierto U C R"™ se dice campo gradiente si

existe un campo escalar ¢:U — R diferenciable en U, tal que Vp(x) = f(x), Vx € U.

También se dice que f es el gradiente de .

Proposicion 2.1.2 Sea I una curva regular en R?, la recta tangente a T en 1(t,) estd dada por v(t,) +

A/ (t,), con X € R.

Ejemplo 2.1.2 Sea r(t) = (cost,sen t,t), la curva asociada T" se le
llama hélice. El vector velocidad es (—sen t,cost, 1) y su norma (la

rapidez) es v(t) = ||7'(¢)| = V2. Yy
figs.{¢

Ejemplo 2.1.3 Sea r(t) = (¢t — sen t,1 — cost), la funcién describe
la posicién de un punto fijo en un circulo de radio 1 que va rodando, sin
resbalar. Esta curva se llama cicloide y su velocidad es (1 —cost, sen t)

que se anulaen ¢ = 27n, n € Z. Larapidezes v(t) = /2 — 2cost.  fightex | T 2

Ejemplo 2.1.4 La ley de gravitaciéon de Newton establece que la fuerza f que ejerce una particula de
masa M sobre otra particula de masa m, es un vector de magnitud GmM /r?, donde G es la constante
de gravitacion universal y r es la distancia entre las particulas. Situando la masa M en el origen de
coordenadas, el vector posicién de la particula m estd dada por r = (x,y, z), entonces r = ||v|| y
—1/7 es un vector unitario con la misma direccién que f, con lo que la ley de Newton toma la forma

f=—-GmMr3r
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Las leyes de Newton’muestran que un planeta moviéndose alrededor del sol con una trayectoria (),
GmM ~_ GmM
[r(®)[° e

obedece la ley mr”(t) = — r(t) ie.mr” = T, donde M es la masa del sol, m la masa

del planeta.

Si consideramos que el cuerpo de masa m se mueve con rapidez constante w en una trayectoria cir-

cular de radio r,, podemos suponer que se mueve en el plano xy, y suprimir la tercera componente

2 2
T(t) = (r, cos I;a—“;,ro sen 1}—“;) Ademds, se tiene que a(t) = 1”(t) = (=% cos I;—f, — %= sen ?—%’)

2
— ‘;aj—or(t). Asi la aceleracion va en direccién contraria a r(¢), es decir se dirige hacia el centro del circulo.

2
Esta aceleracién multiplicada por m se llama fuerza centripeta, por lo que — w—rgmr(t) = - G—:ﬂng,Mr(t).
o

o

Si T es el periodo de una revolucién, entonces 271, /T = w y obten- T/ (t)

€mos: f 77&)
(271')2 (t)

fig7.tex

Ast, el cuadrado del periodo es proporcional al cubo del radio. Esta ley es una de las tres famosas leyes

2Sir Isaac Newton (1643-1727) Nace en Wolsthorpe, Lincolnshire, Inglaterra. Fue enviado a Cambridge en 1661 y se gradué
en 1665. Newton no se distingui6 en el primer aflo de estudios en Cambridge. Pero por fortuna, tuvo la ayuda valiosa de Barrow,
distinguido profesor de matemadticas. Barrow qued6 impresionado con las aptitudes de Newton y en 1664, lo recomend6 para
una beca de matemdticas. Gracias a la instruccién de Barrow, tenia un excelente fundamento en la geometria y la Optica. Se
familiarizé con la geometria algebraica de Descartes; conocia la dptica de Kepler y estudi6 la refraccion de la luz, la construccién

de los telescopios y el pulimento de las lentes.

En 1664 se cerr¢ provisionalmente la Universidad de Cambridge debido a la gran peste (bubdnica) y Newton volvié a Woolsthorpe,
donde paso un aflo y medio, durante ese tiempo hizo tres de sus grandes descubrimientos cientificos. El primero fue el binomio de
Newton y los elementos del cdlculo diferencial, que llamaba fluxiones. Poco después dijo que “habia encontrado el método inverso
de las fluxiones”, es decir el cdlculo integral y el método para calcular las superficies encerradas en curvas como la hipérbole, y
los volimenes y de los sdlidos. Afios mds tarde, cuando se publicaron sus hallazgos, hubo cierta duda acerca de si el matematico
alemédn Leibniz era considerado el creador del cdlculo diferencial. Al parecer ambos, independiente y casi simultdneamente,

hicieron este notable descubrimiento.
Su segundo gran descubrimiento se relacioné con la Teoria de la Gravitacion.
El tercer gran esfuerzo, correspondié a la esfera de la 6ptica y la refraccion de la luz.

A la edad de treinta afios fue elegido miembro de la Sociedad Real de Londres, que era el mds alto honor para un cientifico.
Para corresponder a este honor, obsequi6 a la Sociedad el primer telescopio reflector que manufactur6. En 1675 Newton envia un

comunicado a la Royal Society sobre la luz. Murié en 1727 en Londres, Inglaterra.
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de Kepler?®, que dedujo de los datos astronémicos experimentales recogidos por Tycho Brahe*durante

30 afios.

Ejemplo 2.1.5 Al considerar dos conductores, uno con carga positiva

y otro con carga negativa en el que se instala un potencial eléctrico,

¢©:R® — R, el campo eléctrico estd dado por E = V.

/

fig8.tex linea de "constante

Sabemos que E es perpendicular a las superficies de nivel de ¢. Estas superficies de nivel se llaman
superficies equipotenciales, pues en ellas el potencial es constante. Las superficies equipotenciales son

ortogonales al campo de fuerza eléctrico E.

En el espacio de tres dimensiones, los conjuntos de nivel ¢ se llaman superficies equipotenciales. En
dos dimensiones se llaman lineas equipotenciales. Si ¢ es la temperatura, equipotencial se reemplaza

por isoterma y si ¢ es la presion se usa la palabra isobara.

Ejemplo 2.1.6 En electrostatica, la fuerza F' de atraccién entre dos particulas de cargas opuestas estd
dado por F = kw (ley de Coulomb®), donde k es una constante y 7 = (z,y, 2); F es el gradiente de
—k/[Ir]l-

3 Johannes Kepler (1571-1639) Nace el 27 de diciembre de 1571 en Leonberg, Holy Roman Empire (hoy Alemania). Muere

el 15 noviembre de 1630 en Rosensburg (hoy Alemania). En Tubinga tuvo el apoyo de un profesor que secretamente le ensefié

las ideas de Copérnico, cosa que fue necesario hacer en secreto debido a que sélo la teorfa ptoloméica tenia la aprobacién oficial.
En esta época de la carrera de Kepler, parecia seguro que seria sacerdote, pero por alguna razén desconocida cambio de planes
y acepto el empleo de maestro de astronomia y matemadtica en Graz, capital de la provincia austriaca de Estiria. Fue en Graz, en
1596, donde Kepler public su notable libro: El misterio del Universo. Con el ardor y la exuberancia de la juventud, declaré que
habia descubierto el orden fundamental que servia de base a las distancias que separaban a los planetas del Sol; en otras palabras,

crey6 haber resuelto el enigma del plan divino del Universo.

Kepler envi6 informes de esta teoria a todos aquellos en quienes pudo pensar, contando a Galileo y el famoso astrénomo Ticho
Brahe. Los dos hombres sostuvieron correspondencia con el joven astrénomo; y cuando la intolerancia religiosa obligé al protes-
tante Kepler a irse de Graz, acepté la invitacion de ayudar a Brahe, quién era matemdtico de la corte de Rodolfo II de Praga, el
1 de enero de 1600, Kepler llegé a Praga. Cuando murié Ticho en 1601, Kepler lo sucedié en el puesto de matemdtico impe-
rial. En 1615, después de penosos estudios que llenaron quinientas hojas de papel de oficio, se prepard para publicar su Nueva
astronomia, primer libro moderno sobre la materia. En la esfera de las matemadticas, se le atribuye el haber contribuido a crear el
cdlculo infinitesimal y estimular el uso de los logaritmos en los cdlculos. Fue uno de los primeros en advertir el efecto que tiene

la Luna sobre las mareas.
4Ticho Brahe (1546-1601) Nace el 14 de diciembre de 1546 en Knudstrup, actual Suecia, antes Dinamarca. Muere el 24 de

octubre de 1601 en Praga, Bohemia, hoy Reptblica Checa. Fue uno de los mejores observadores de astros a vista a ojo de todos
los tiempos. Mand6 construir bajo el rey Federico II de Dinamarca el primer observatorio astrondmico de la historia. Dedujo las
Orbitas elipticas para la trayectoria de los cometas, pero en su contra cabe decir que se negé a aceptar la concepcién heliocéntrica.

Fue el maestro de Kepler.
3Charles Augustin de Coulomb (1736-1806) Nace el 14 de junio de 1736 en Angouléme, Francia. Muere el 23 de agosto de

1806 en Paris. En 1760 entré a I’Ecole du Génie en Mézieres. En 1773 presenta su primer trabajo a la Academia de Ciencias de
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2.2 Curvas rectificables y longitud de arco de una curva

Sea I" una curva continua dada por r(t) = (r1(t),...,mn(t)), con a < ¢t < b. Consideremos la particién

P del intervalo [ a, b], con la ayuda de los puntos de division a = t, < t1 <to <+ <tp_1 <ty =b.

Seana = F,,Py,...,P,_1,P, = b los puntos correspondientes y consideremos la linea poligonal

inscritaen I'.

Definicion 2.2.1 La longitud de la curva T se define como el limite al cual tienden las sumas de las
longitudes de los segmentos de la linea poligonal inscrita en T', cuando el mdximo en la particion tiende

acero:

fr=lim 3 [Be1Pef= lim 30 [r(tx) = r(tx—1)ll;

con max (ty —tx—1) = ||P|| — 0, si m — 0.
<ks<m

<

Si el limite existe, la curva T se dice rectificable sobre el inter-

valo [a,b] de variacion del pardmetro t. Si el limite no existe,

Y
se dice que la curva no es rectificable o que no tiene longitud de
arco. fig9.teX T
Teorema 2.2.1 SeaI" una curva regular descrita por r(t) = (ri(t),...,mn(t)), a <t < b, entonces la

b
longitud de arco de la curva T estd dada por s = / I (t)]| dt y es independiente del pardmetro t.
a

Prueba Por la regularidad de I" tenemos la continuidad de las funciones ry(t), ..., (t), i (t)....,

), (t) en [a,b]. Sea P una particién de [a,b], a = t, <t1 < -+ < typ_1 <ty = by tomemos

la expresion S(r, P) = > ||v(tg) — v(tg—1)] = [Z (ri(ty) — ri(tk—1))*| , donder; y 7} son
k=1 k=1 Li=1

continuas i = 1,...,n,i.e. 7 (tg) — i (tk—1) = ri(tL) (tx —th—1), con tg_1 <ti <tg, Aty =t —tx_1,
|P|| = max Atg.
1<k<m

Esta suma es obviamente igual a la longitud de la linea poligonal inscrita en I', con vértices en los puntos

correspondientes a los valores ¢t = t, k = 1,..., m. Podemos escribir:
m T on 12 m T n 7172 m
SEP)=>"ID"Ir) 1] A= D [r)]|  Ate+ > EpAty,
k=1 Li=1 k=1 Li=1 k=1

Paris: ”Sur une application de regles, de maximis et minimis a quelque problemes de statique, relatifs a 1’architecture”. Coulomb
us6 el cdlculo de variaciones de resolver los problemas de ingenierfa. Al final de su carrera desarrolla una teorfa generalizada de
deslizamiento de cufas en mecénica de suelos, que permanece atin en uso hoy en la prictica en ingenieria basica. El escribi6 siete

tratados importantes en la electricidad y el magnetismo, que someti6 a la Academia de Ciencias entre 1785y 1791.
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donde Ey = af(th,...,t0) — «(tf,...,t}), t; € [tk—1,tk] y la funcién auxiliar o(z1,...,z,) =
n 1/2
2
DOEE

k=1 Li=1
que «(t,...,t) = ||*'(t)|| y que o es continua sobre [a, b]"™ i.e. es uniformemente continua, por lo que

m n 1/2 b
Observemos que S5, = > {Z [ri(tr)? ]} Aty es una suma de Riemann que converge a / I ()|l dt,

dado € > 0, existe 61 > O tal que si ||t/ — t|| < & = |(t') — x(t”)] < 2@76_@), por lo tanto:

> Bti| < X foulth o 1) — b )A€ X S Aty
k=1 k=1 k=1

___ e - _ebb—a) ¢

=30 —a) k;mk =30 —a) " 2

si se tiene que [tt — t5| < |ty — t—1] < ||P|| <

Ademds, como la suma de Riemann S}, = Z [l (£5)|| Aty converge a / I7"(¢)]] dt, existe 62 > O tal

/ (o)l a| < €
Sea § = min{dy,d2}, si || P] < 9:
b b € €
seP) - [ Il < [se.p) - s - [ <5+ 5=

Asi se ha probado que la longitud de arco de una curva regular I' existe y estd dada por la férmula

s :/ () .

Haciendo el cambio de variable ¢t = A(t), (\'(T) > 0, ¢ < T < d), donde A(T) es continuamente

diferenciable se obtiene:

s—/nr )| dt = /||r IV () |dr—/|\x )| de,

donde x = r o A, lo que prueba que la longitud de arco es invariante con respecto al cambio de variable
(pardmetro).

Nota Observemos que s(t) = /t I (t)]] dt, por lo que s'(t) = || (¢)]|-

a

— Supongamos que la curva I' es regular, es decir las funciones ry,...,7, son continuas y tienen
derivadas continuas sobre [ a, b], satisfaciendo la condicién ||v/(t)|| > 0, para todo ¢ € [a,b]. Se ver-
ifica facilmente que una curva regular I' es rectificable sobre cualquier sub-intervalo de variacién del
pardmetro ¢ y que la longitud de arco de la curva I tiene la propiedad aditiva, en el sentido de que si P;
es un punto arbitrario de I', donde ¢; es el pardmetro que se le asocia (@ < t; < b), de modo que I se

particiona en I'y y I's, entonces fr = fr, + ¢r,.
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— Consideremos la funcién s(t), t € [a,b], igual a la longitud del arco correspondiente a la variacién

del pardmetro en el intervalo [a, t]:

ds

s'(t) = o

RO R = ) >0

Ademds s(a) = 0. Tenemos que s es estrictamente creciente en [a, b], lo que especifica una aplicacién
del intervalo [ a, b] en el intervalo [ 0, ¢] de variacién de s y que su inversa t = A(s), 0 < s < /£ existe,

es continua y tiene derivada continua A’ (s) > 0.

Notemos que s puede escogerse como un pardmetro admisible para la curva regular I':
x1 =711(A(8)), 22 = 12(A(S)), ..., xn = 1rn(A(s)), 0< s <L

Sea T un pardmetro admisible de la curva I, conectado con ¢ por la funcién ¢ = «(t) con derivada no

cero continua. Asf el signo de % = %oc’ (7) depende de o/ (T) i.e.
d
& = AR+ (0 = £ 0 4 ()R
donde z1 = z1(7) = r1((7)), ..., zp = x(T) = 1o (x(T)), con ¢ < T < d; son las ecuaciones de

I" en términos del pardmetro T y la raiz cuadrada toma el signo &+ dependiendo de si s crece o decrece

cuando T crece.
As{ tenemos, abusando de la notacién ds = + d:v% + -+ da2.

Si dt >0, se toma el signo + en el primer caso y menos en el segundo caso. Pero si dt <0, inversamente

en el primer caso, el signo — se considera y en el segundo caso el signo +.

2 2
Si se escribe T = s, debe tomarse el signo + y obtenemos 1 = \/(%) + -+ (dg—;) .

Recordemos que asumimos s = 0 parat = a y que s crece con ¢t. La definicion de longitud de arco lleva
implicita una funcién paramétrica de la curva I, pero se puede ver que la longitud de arco es invariante

de la escogencia del pardmetro ¢ de la curva. Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema 2.2.2 Sea I' una curva descrita por v(t) = (r1(t),..., (1)), a < t < b, donde v'(t) es

continua y no se anula, entonces la longitud de arco s se puede introducir como un pardmetro de la
Y0,
s

2.2.1 Caso de coordenadas polares

curva 'y ‘ %

Si se usan coordenadas polares tenemos que z(6) = p(6) cos 0, y(6) = p(0) sen 6, porlo que v/ (z'(6))2 + (y'(9))2 =
V/(p' cosf — psen 0)2 + (p'sen 0+ pcosf)? = /(p')% + p2, 0seads = /(p')? + p? db.
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Ejemplo 2.2.1 Siuna curva plana estd representada por la ecuacion

y = f(z), a < & < b, donde f tiene derivada continuaen [a,b], la /\/

b
longitud de arco se expresa por la férmula s = / 1+ f(x)? de,
la cual se tiene si se tomat =z, y = f(¢), i.e. 7(¢) = (¢, f(1)).

fig10.tex

Ejemplo 2.2.2 Si se considera la hélice xt = acosf, y = asen 6, z = bf, donde 0 < 6 < 6,, la

0o
longitud de arco estd dada por s = / VaZz +b2df = Va2 +b20,.
0

Ejemplo 2.2.3 Consideremos el cicloide x = ¢ —sen ¢,y = 1 — cost, para 0 < t < 27, la longitud de
2
2

27 T
1—cost ;,
V=g dt=

2
arcoestédadapors:/ \/(l—cost)Q—i—sethdt:/ V2 —2cost =
0 0 0

2
2/ | sen £|dt:8.
o 2

Ejemplo 2.2.4 La imagen de una trayectoria de clase C' no necesariamente es regular. En efecto
pueden tener dobleces, cispides o cambios bruscos de direccion. Por ejemplo el cicloide tiene picos en

los puntos del eje z, cuando t = 2mn, n € Z.
Yy

Otro ejemplo es el hipocicloide de cuatro picos z = cos®t, y =

sen 3¢, 0 < t < 2, la longitud de arco:

% A
N

s= V/(3cos2tsen t)2 + (3sen 2tcost)2 dt =
0

27
3/ | sen t|| cost|dt = 6.
0 figll.tex

Note que se ha considerado que la curva I' es la unién de cuatro curvas regulares.

Ejemplo 2.2.5 Un circulo de radio 1 rueda sobre un circulo de ra-

dio 4. La trayectoria de un punto del borde del circulo menor viene (Pﬁ

dada por ¢ = 5cost — cosbt, y = Hsen t —sen 5,0 < ¢ < 27, 4

llamado epicicloide. & J
fig12.tex

Calcular la distancia recorrida por dicho punto en el transcurso de una vuelta alrededor del circulo

mayor.

2
s= V/(=5sen t + 5sen 5t)2 + (5cost — 5cos5t)2 dt =
0
27

27 27
5 V2 —2sen tsen bt — 2costcosbtdt =5 \/2—2cos4tdt:10/ |sen 2t|dt =
0 0 0
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/2
40/ sen 2t dt = 40.
0

Ejemplo 2.2.6 El cicloide dado por x = 2¢t — wsen ¢,y = 2 — 7 cost se interseca asi misma en (0, 2).

2.3 Integral de linea

En muchas aplicaciones fisicas se hace necesario contar con el concepto de integral a lo largo de una
trayectoria. Tal es el caso de una particula que se mueve sobre una curva I' y se desea calcular el trabajo
realizado por una fuerza a lo largo de esta trayectoria, o bien el estudio de la energia potencial, flujo de

calor, la entropia o la circulacién de un fluido.

El problema planteado por estos ejemplos fisicos, nos lleva a la formalizacién del concepto de integral
de linea (integral curvilinea o integral de contorno). En este sentido, el intervalo clésico [a,b] se ve
reemplazado por una curva regular I', con representacién paramétrica en R"™, r(s), s € [0, ¢], donde s

es la longitud de arco.

2.3.1 Integral de linea para campos escalares

Consideremos el espacio IR"”, en el cual se define una curva continua I rectificable a trozos descrita por
1(s) = (r1(s),...,7n(8)), 0 < s < £, donde el pardmetro s es la longitud de arco, es decir las funciones
r1,..., T son continuas en el intervalo cerrado [0, £], de modo que se puede particionar en un ndimero
finito de intervalos con los puntos 0 = s, < s1 < - - - < s, = ¥, donde las funciones r; tienen derivadas

continuas en cada intervalo cerrado [ s;, s;41 |, satisfaciendo la condicién ||v/(s)|| = 1.

La particién del intervalo [0, ¢], induce la particién de la curva I" en un nimero finito de m partes T';,

es decir los puntos P; = r(s;),i =1,...,m.

Consideremos una funcién f(z1, .. ., x,) real definida en los puntos de I" 0 en un conjunto que contiene
a cada parte rectificable T';, los puntos de discontinuidad de la funcién f(r(s)) pueden ser solamente en

los puntos s;.

En el interior o en la frontera de cada I'; se escoge un punto M;, con coordenadas r(s;) y se define

As; = | P,_1P;| (longitud del segmento).
Se consideran las sumas Y f(r(s;))As;, de modo que la norma de la particién P:
i=1
|P||= sup {|si — si-1]} — 0, si m — .
1<i<m

Si el limite existe y no depende de la eleccién de los puntos F;, M;, se denomina integral de linea de f

alolargo de I' y la denotamos:

m

/r fl)ds = Tim > f(r(s:)As;.
im1
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La integral de linea de la funcién f sobre la curva I' se define por:

Jras= [ rooas= [ o) ds,

donde los dos miembros de la izquierda son simplemente la notacién de la integral de linea y el dltimo

término de la derecha, es una integral de Riemann de f o v sobre [0, ¢].
Si 7(t) es solamente de clase C'! a trozos o f o T es continua a trozos, el resultado sigue siendo vélido.

Se ve claramente que el problema de la formalizacion de la integral de la integral de linea a lo largo de

T, no es mds que el problema de la existencia de la integral de Riemann de f oren [0, {].

Una propiedad importante que se tiene es que si se cambia el pardmetro s por s’ = £ — s, el valor de la

integral no cambia:

¥/ 0 ¥/
/0 F(r(0— 5))ds = - /é () = / £(r(s))ds.

Se puede definir la integral de linea de la funcién f alo largo de T, cuando el pardmetroes t € [a, b] (y

no s) como: ,
[ras= [ sanira.
T a

Observemos que si f = 1, estamos hablando de longitud de arco.

Ejemplo 2.3.1 Sea I' la hélice dada por r(t) = (cost,sen t,t), t € [0,27] y sea f(z,y,2) = 2 +
y? + 22, calcule / fds.
r

Se tiene que «’(t) = —sen t, y'(t) = cost, 2’ = 1, ||[7'(t)]| =

Vsen 2t +cos?t+ 1 = /2, la funcién f a lo largo de I' es
fla(t),y(t),2(t)) = 22 + y* + 2% = 1 + t2, entonces:

/Ffds=/0%(1+t2)\/§dt=\/§(t+ﬁ)‘z“: 2

— Cuando se trabaja en el plano zy y la curva estd dada por y = p(z), a < =z < b, ie. T =

{(z,p(z))/a < x < b}, tenemos que:

[0 [ 6o cte) T

—Sien R3, la curva I se da por las ecuaciones y = (), z = (), con p y 1 de clase O, a < = < b,

se tiene que:

b
/Ffds = / f@, o), ¥(2))V/1+ (¢ ()2 + (' (2))? da.
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—En general,si f: S C R" — Rescontinuaen S y I" una curva contenidaen S convexo,I" = ([ a, b]),

r de clase C'!, entonces existe la integral de linea a lo largo de la curva I y tenemos:

/fds: lim if(r(ti))Asi.
r m—o0 —

Ademas: , ,
[ ras= [ swenlena = [ e
2.3.2 Integral de linea para campos vectoriales

Consideremos una curva continua I rectificable orientada, con representacién paramétrica v(s), 0 <
s < ¢, de clase C1, donde s es la longitud de arco a lo largo de I". Asi cuando s = 0 le corresponde el
punto a, y cuando s = /, le corresponde a;. Ademas la direccién de crecimiento de s es coherente con

la orientacién de I'.

En cada punto a de cada parte rectificable de I' (no debe ser un punto esquina de I'), estd tinicamente

determinado el vector unitario tangente u = 1/(s) (es la direccién de crecimiento de s).

Tn

Se supone que existe una funcién f = (fi,..., fn) = r dr = uds

(campo vectorial continuo) sobre I' o sobre un abierto

. T2
S D T, donde fi,..., fn son continuas sobre I' (o so-

bre S). fig51.65k

Consideremos una particién P de [0,£], con 0 = s, < $1 < -+ < 8;, = £, donde la funcién r tienen
derivadas continuas en cada intervalo cerrado [s;, s;41 ], satisfaciendo la condicién ||(s)]| = 1y
tomemos la suma i f(r(s;))-Ar;, donde Ar; = 1(s;) — 1(s;—1), de modo que la norma de particién
PP = sup {[ss — si 1]} —> 0, sim — oc.

1<i<m

Si el limite existe, cuando m — oo y es independiente de los puntos s;, se denomina integral de linea

de f alo largo de la curva orientada I' y se escribe:

/Ff-dr = /Pfl dxi+---+ fpdx, = /F(f-u)ds = /Oé(f-u)ds,

dr = uds representa el elemento de arco de curva en magnitud y direccion.

La expresion / fidzy + - - - + fndx, sale del hecho que:
r
f(r(s;))-Ar; = f1(v(s:)Ary + - - -+ frn(r(s:))Arp,.

Si f o 1(s) es regular a trozos, el resultado sigue siendo vilido.
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En el caso general la funcién f-u puede tener discontinuidades de primera especie ligadas a algtin punto

esquina de I'.

Si la curva I se orienta en sentido contrario, el vector tangente es —u y denotando el contorno I'_ se

tiene/ f-dr:—/f-d‘r.
r

Si el pardmetro de la curvaes t (y no s), t € [a, b], entonces:

/Fﬁdr = /ab f(r(t))- ”:8' [Iv ()] dt = /OE f(r(s))-uds,

yaque ||[7'(s)]| =1= drdt | (1)) 4 = |+ (t)] = 5. De esta forma se puede escribir:
dt ds ds dt

b
/F fdr = / F(r(£))-u(t)|[r (£)]| dt.

La férmula anterior establece que la integral de linea / f-dr, es igual a la integral de trayectoria de la
r
componente tangencial f(r(¢))-u(t) de f a lo largo de T, siempre que la curva I no se interseque a si

misma.

Si la curva orientada I' es cerrada, a menudo se usa el sfmbologg f-dr para indicar la propiedad de ser
r
cerrada y la integral de f es llamada circulacién del vector f (campo vectorial) sobre I'.

Si f es un campo de fuerza, la integral de linea de f sobre I' representa el trabajo de un campo f a lo

largo de la curva orientada I

Sin =2,z = (), y = y(t), la integral de h'nea/

f-dr se escribe /f1 dr + fody, o bien
r r

Aﬁ@wm+hwm@

En tres dimensiones x = z(t), y = y(t), 2 = z(t) y escribimos:
/ f-dr = / fldI + fzdy + fgdz
r r
Sila curva I" se representa paramétricamente por r(t) = (z(t), y(t), 2(t)), con t € [a,b], se tiene:

b
/ fedr = / frdz + fady + f3dz = / (fr(r(@®))2’ (t) + f2(r(1)y (1) + fs(v(t))2 (t)) dt.
r r a

Si la curva orientada I' puede representarse como la unién de dos curvas orientadas I'; y I's, especificada

por las mismas ecuaciones correspondiendo a la variacién del pardmetro s sobre el intervalo [0,c] y

/f~dr:/ f-dr+/ f-dr.
I Iy Ty

[c,2],0 < ¢ </, entonces:
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Observaciéon Sif:S C R™ — R™ es una funcién continua sobre S, la integral de linea de f a lo largo

delacurval (r:[a,b] — R™ conT =1([a,b]) C S convexo, r de clase C'), entonces:

b
/Fﬁdr:/a f(r(t))r'(t)dt.

no b
Sif=(f1,...,fn), 7= (21,...,2,), entonces / f-dr = kz / Jr(r(t))z), (t)dt.
r =lJa

Ejemplo 2.3.2 Considere el campo vectorial bidimensional f(z, y) = (/7,23 +y), con (z,y) ERT x

IR, calcular la integral de linea de f desde (0,0) a (1,1), a lo largo de las siguientes trayectorias:

a)larectaz =t,y=1,0<t <1,
b)lacurvaz =2,y =¢3,0 <t < L.

a) Se tiene que 7(t) = (¢,1), v'(t) = (1,1), f(v(t)) = (Vt,t> + 1), entonces /F fdr = /Ol(ﬂ +t+

b) En este caso 1(t) = (t2,¢3), 7/(t) = (2t,3t%), f(r(t)) = (¢,t° + 3) y/

1
f-dr = / (2% + 3t° +
'y 0

8\t — 3
3t%)dt = 5.
Se observa con este ejemplo, que la integral de linea de un punto a otro depende de la trayectoria que
los une.

3
Calculemos la integral b) usando la parametrizacién de la curva (¢,¢2

3 Lo 7
(t,t2),7'(t) = (1,3 t),/f~dr:/ (t2 + 32 +§t2)dt:%
r 0

Esto nos evidencia una propiedad mds general de las integrales de linea: La integral de linea es indepen-

), 0 < t < 1, entonces r(t) =

diente de la parametrizacidn utilizada para describir la curva, propiedad que hereda de la independencia

del pardmetro en el calculo de la longitud de arco.

Ejemplo 2.3.3 Considere la curva I con representacion paramétrica r(t) = (sen t,cost,t), 0 < t <

2y f(z,y,2) = (z,y, z), calcular la integral de linea/ f-dr.
r

Se tiene que f(r(t)) = (sen t,cost,t), v'(t) = (cost,—sen t,1), por lo que la integral de linea

27r
/fdr—/ tdt = 272

Ejemplo 2.3.4 Consideremos el campo de fuerzas f(z,y, z) = (22,vy, 2) y consideremos la circunfe-
rencia sobre el plano yz de radio a, con parametrizacion x = 0, y = acost, z = asen t,0 < t < 27.

Demuestre que / f-dr =0.
r
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Observemos que f(r(t))-7'(t) = 0, entonces el campo de fuerzas es normal a la circunferencia en todo

punto, por lo que el trabajo es nulo cuando se mueve una particula a lo largo del circulo:
2
W = / f-dr = /x3dx+ydy +zdz = / (0 — a®costsen t + a’costsen t)dt = 0.
r r 0

Ejemplo 2.3.5 Una curval en el espacio se puede ver como un alambre delgado de densidad variable.
Supongamos que la densidad se expresa por un escalar f(x,y, ), la masa total m del alambre estd dada

por la integral de linea de f, con respecto a la longitud de arco / f(z,y, z)ds.
r

El centro de gravedad se define como el punto (Z, g, Z), cuyas coordenadas estdn dadas por las ecua-

ciones:

1 1 1
o= [ofwpads 5= [ufepds 2= [ aryas
m Jr mJr mJr
Un alambre con densidad constante se dice uniforme y el centro de gravedad se llama centroide.

2.3.3 Propiedades de la integral de linea

Es claro que las integrales de linea, al poderse definir a través de las integrales ordinarias, heredan las

propiedades de éstas.
Linealidad /(f + Ag)-dr = / f-dr + /\/ g-dr, A€ R.
r r r

Aditividad /f-dr = / f~dr+/ f-dr,conT' =T1UT9, T =71([a,c]), T2 =1([¢,b]),a < e < b.
T I s

Cambio de parametro En general si v(¢) y w(t) son representaciones paramétricas equivalentes de la

misma curva I' rectificable en la misma direccidn, entonces / fdr = / f-dw.
r r

Ademés/ fdr = —/f~dr.
r

Sea 7(t) una parametrizacién de I', continua definida para t € [a,b] y sea u:[c,d] — [a,b] una
funcién real derivable, de modo que u'(t) # Oen [¢,d] y tal que u([¢,d]) = [a,b], entonces w(t) =
r(u(t)) representa la misma curva I". Las curvas asi definidas son equivalentes, pues dan distintas

representaciones paramétricas de la misma curva I'.

Si la derivada v/ (t) > 0, las curvas tienen la misma orientacion.

Siv/(t) < 0, las curvas invierten la orientacién.

Asi tenemos el siguiente teorema.

Teorema 2.3.1 Sit(t) y w(t) son dos parametrizaciones regulares o regulares a trozos de T, entonces:

/ f-dr = / f-dw si v y w tienen la misma orientacion y
r r

/ f-dr = — / f-dw si Ty w tienen orientaciones opuestas.
r r
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Demostracion Es suficiente realizar la prueba para trayectorias regulares, pues por la propiedad aditiva

con respecto a la trayectoria, se deduce el resultado para trayectorias regulares a trozos.

Sabemos que w(t) = r(u(t)), para alguna funcién derivable u, tal que su derivada no se anula, entonces

w (t) = 1/ (u(t))u/(t), por lo que:
d d
/Ff-dWZ/c fw(t))-w'(t)dt :/c flr(u(t)))r (w(t))u' () dt

u(d) b
= / f(r(v))r'(v)dv = :I:/ f(r(v))r'(v)dv = :I:/ f-dr.

(c) a r

Y C

Fl
d
En general / f-dr # f-dr, aunque las curvas coincidan en b
r I/
los extremos. milLtex

2.3.4 Potencial de un campo vectorial

Ejemplo 2.3.6 Consideremos un fluido moviéndose en una tuberia con flujo estacionario (que no de-

pende del tiempo).
Si en cada punto colocamos el vector de la velocidad del fluido, 0 = )))) ::) = )m
obtenemos un campo vectorial de velocidad del fluido. fig53.tex

Notemos que la longitud de las flechas (rapidez) y la direccién del fluido pueden cambiar de un punto a

otro.
Ejemplo 2.3.7 Consideremos una pieza de metal que se

calienta por un lado. La temperatura en cada punto produce un

campo escalar T'(z, y, z). El flujo real de calor se puede marcar O ikl )
mediante un campo de flechas que indican la direccién y magni- ﬂ
tud del flujo. a5

figh4.tex

Ejemplo 2.3.8 La fuerza de atraccién de la Tierra sobre un
cuerpo m se puede describir mediante un campo vectorial en
R3, el campo gravitacional. De acuerdo con la ley de Newton el

campo estd dado por:

~ GmM
T E " fig55.tex to
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Ejemplo 2.3.9 En el plano R? la funcién f definida por f(z,y) = (

= _3|J_ 7 ﬁ"‘?f) es un campo
vectorial continuo en IR?, salvo el origen. Este campo de velocidad aproxima al campo de velocidad del

agua en movimiento circular tal como ocurre cuando se quita el tapdn a un cubo de agua.

Notamos que en general, un campo vectorial no tiene que
ser un campo gradiente. Sin embargo, el concepto de su-

perficie equipotencial tiene sentido sélo si el campo vec-

torial resulta ser un campo gradiente. fig56.tex

Otro concepto importante es el de linea de flujo, que es simplemente una trayectoria que sigue una
particula suspendida en el fluido. También es apropiado llamar a las lineas de flujo, lineas de corriente

o curvas integrales.

Definicion 2.3.1 Si f es un campo vectorial, una linea de flujo para f es una trayectoria v(t) tal que

(t) = f(r(t)), es decir f produce el campo de velocidad en la trayectoria v(t).

Analiticamente, el problema de hallar una linea de flujo que pasa por x,, en el tiempo ¢ = 0 es equivalente
a resolver una ecuacién diferencial i.e. x'(¢t) = f1(r(¢)), ¥'(t) = fa(r(t)), 2’(t) = f3(r(t)), con las

condiciones iniciales (z(0), y(0), 2(0)) = (%o, Yo, 20)-

Si definimos ¢(x, t) la posicion del punto en la linea de T linea de fiujo ¢(xo, £)
flujo que pasa por x después de transcurrido el tiempo ¢, /‘

tenemos %¢(x, t) = f(p(x,1)), p(x,0) = x. ¢ se llama Pl ’;; /1 f

flujo de f, la funcidén ¢ es diferenciable con respecto a x T . -, -

y tenemos: fig57.tex 7

0

DXE

(b(xv t) = % Dx(b(xv t) = Dxf((b(xv t))Dx(b(Xv t)'

Definicion 2.3.2 Consideremos el campo vectorial f sobre S C R™ abierto y supongamos que existe
una funcion escalar (1, . . . , ) definida sobre S con derivadas parciales continuas'y donde Vo = f.

La funcion escalar ¢ es llamada potencial del campo vectorial f.
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2.3.5 Condicion de independencia de la trayectoria

a=r
Una condicién para que la integral en linea no dependa de la G)Q
trayectoria que une los puntos a y b es que f = Vi, con pe C1,
_ 9% . o=
en cuyo caso f; = Dzt =Lem iz o]

/Ff-dr = /Ffld:cl + ot fudx, = /ngo = ¢(b) — ¢(a).

Nota La circulacién a lo largo de un circuito plano I' (integral de h’neagg Pdx + Qdy alo largo de
r
9Q

una curva cerrada plana I') cuando se cumple la condicién %5 = —— esigual a cero, si esta regidon no

ox
ap 0Q

contiene puntos en su interior, en los cuales una de las funciones P, @), 3 Tr sea discontinua o no
T

esté definida.

Se usard el simbolo¢ para indicar que la integral se realiza sobre una curva cerrada y orientada.

En el caso n = 3, la condicién de independencia de la integral de h’nea¢ Pdx + Qdy + Rdz de la
r

trayectoria I', es que exista una funcién real ¢ tal que Vo = (P,Q, R), o sea P = g—i, Q = %%,
_ 9
R = ErE

Cuando se cumplen las condiciones 9Q _ 9R R _ 9P 9P _ 0Q la integral de linea es nula, si

0z Oy’ dx 9z Oy Oz’
la regién encerrada por la curva no contiene en su interior puntos en los cuales una de las funciones P,

Q,R % R % OR 0P QP no sea continua o no esté definida.

* 0z Oy’ Oz’ dx’ 9z’ Oy
En general para que se tenga que la integral en linea sea independiente de la trayectoria, debe tenerse que
ofi _ 90

.. ., . . afi .
= = -, 4,7 = 1,...,n, enlaregién S, siempre que una de las funciones f;, -, 1 =1,...,n,
Oz, Ox; Oz,

j=1,...,n, no sea discontinua o no esté definida en S.
Ejemplo 2.3.10 EI concepto de trabajo como integral de linea

Supongamos que una particula de masa m se mueve a lo largo de una trayectoria I', bajo la accién de

una fuerza f. Nos preguntamos por el trabajo realizado por f sobre la particula que se mueve sobre I'.

Si el desplazamiento es una linea recta, dada por el vector d y una fuerza f constante, el trabajo realizado
es f-d:

f-d = fuerzaxdesplazamiento en la direccién de la fuerza.

Si la trayectoria es una curva I' = v([a,b]) es regular a trozos, el trabajo realizado por f, sobre la

b
particula a lo largo de T" es: / f(r(t))-r'(t)dt = / f-dr.
a r
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Ejemplo 2.3.11 El trabajo realizado por una fuerza constante

Si f es una fuerza constante (f = ¢ = (¢, ¢2, ¢3)), el trabajo realizado por f al mover una particula de

un punto a al punto b, es c-(b — a).

En efecto, sea 1(t) una trayectoria de a a b, de modo que 1/(¢) sea continua en [ a, b], entonces:

b
/ f-dr = / (c12'(t) + coy/(t) + c32'(t)) dt = c-(v(b) — (a)) = c:(b — a).
r a

En este caso el trabajo depende sélo de los puntos extremos a y b y no de la curva que los une. Los
campos de fuerza con esta propiedad se llaman campos conservativos.

Si la particula se mueve con una velocidad v(t), su energia cinética es %mv2 (t), entonces la variacién
de la energia cinética en cualquier intervalo es igual al trabajo realizado por f durante dicho intervalo de
tiempo.

En efecto, si r(¢) en la posicién de la particula en el instante ¢, el trabajo realizado por f durante el

intervalo de tiempo [a, b] es / f-dr.
r

Queremos probar que /F f-dr = 2ma?(b) — 2mo?(a).

Segtn la segunda ley de Newton del movimiento, tenemos f(r(t)) = mr”(t) = mv'(t), donde v(¢) es el

vector velocidad en el instante ¢. La velocidad es la magnitud v(¢) = ||v(t)]|, por lo que f(r(t))-7'(¢) =
f(r())v'(t) = mv'(£)v(t) = gm(v(t)v(t) = gm(v*(1))".

Integrando sobre [ a, b] obtenemos:

b
/f-dr = / ) r' (t)dt = 2mo*(t)| = $mo*(b) — tma?(a).
r a

Definicion 2.3.3 Sea S C R? se dice conexo, si todo par de puntos de S puede unirse por medio de

una curva regular a trozos dentro de S.

Definicion 2.3.4 Sea S C IR? un conjunto abierto y conexo, se dice que es simplemente conexo, si para

toda curva de Jordan T situada en S, la region interior de S es también subconjunto de S.

Un anillo no es un conjunto simplemente conexo. Se dird de manera intuitiva que un conjunto simple-

mente conexo, no tiene agujeros.

Otra manera de describir un conjunto simplemente conexo, es que una curva I'; en S que une dos puntos
cualesquiera, puede transformarse en otra curva I'y que une los puntos sin ruptura en S, con la particu-

laridad que todas las curvas intermedias en la deformacién estan contenidas en S.
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Otra caracterizacién establece que un conjunto es simplemente conexo, si su complemento no es conexo.

Un conjunto abierto y conexo que no es simplemente conexo, se llama mailtiplemente conexo.

Teorema 2.3.2 Sea ©:S C R™ — R una funcién de clase C*, donde S es un conjunto conexo
abierto, entonces para dos puntos a = v(a) y b = 1(b) unidos por una curva regular a trozos T' C S,

se tiene:

£Vwm:¢@@»—ﬂmm»

b
Demostracién En efecto, / Vp-dr = / Ve [T(t)] ' (t)dt, pero si definimos g(t) = p(r(t)), se
r a
tiene ¢'(t) = V(r(t))-r'(t), por lo que:

b
/vwm:/gWth@—mw:wmm—wmm»
I a

2.3.6 Aplicaciones a la mecanica

Ejemplo 2.3.12 Potencial Newtoniano La ley de gravitaciéon de Newton establece que la fuerza f
que ejerce una particula de masa M sobre otra particula de masa m se puede ver como el vector f =

—GmMr3r,

De esta forma vemos que la fuerza de gravitacion f es el gradiente del campo escalar ¢(x,y,z) =
GmMr~!, que llamamos potencial de Newton.

El trabajo efectuado por la fuerza de gravitacién al mover la particula de masa m desde (x1,y1,21) a
(%2, Y2, 22) es:

1 1
o(z1,91,21) — p(x2, Y2, 22) = GMM <— - —> ;

1 T2
conry = /a3 +yi + 23,0 = Jah +yi + 2.

Si los dos puntos estdn en la misma superficie equipotencial, entonces r; = 72 y no se realiza trabajo.

2.3.7 Principio de conservacion de la energia mecanica

Si f es un campo de fuerzas que tiene un potencial ¢ € C'* en un conjunto conexo abierto S, entonces
el trabajo realizado por f al mover una particula desde r(a) a r(z) siguiendo una curva regular a trozos
dentro de S es p(r(z)) — ¢(r(a)). También el trabajo realizado es igual a la variacion de la energia

cinética 1) de la particula en r(z). Asi tenemos que:
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El escalar ¢(r(x)) se denomina energfa potencial de la particula.

Observemos que ¥(r(z)) — ¢(r(x)) es constante, por lo que si un campo de fuerza es un gradiente, la

suma de la energfa cinética y potencial de una particula que se desplaza en dicho campo es constante.

Un campo de fuerzas con una funcién potencial se llama conservativo, por que la energia total, cinética
mds potencial, se conserva. En un campo conservativo, no se realiza trabajo al mover una particula

alrededor de una curva cerrada volviendo al punto de partida.

Un campo de fuerzas no es conservativo si existe friccién o viscocidad en el sistema, pues éstas tienden

a convertir energia mecdnica en energia caldrica.

Teorema 2.3.3 Sea f un campo vectorial definido sobre un abierto S C R", entonces las siguientes

propiedades son equivalentes:
i) Existe una funcion escalar o de clase C* tal que V¢ = f sobre S.

ii) La integral de f sobre curva cerrada regular a trozos I' C S es igual a cero:

gﬁ f-dr = 0.
r

iii) Si a, es un punto fijo sobre S, la integral / f-dr sobre cualquier curva orientada regular a trozos
o
T, C S, con punto inicial a, y terminal a, depende solamente de a, y a'y es independiente de la forma

de la curva: / f-dr =V (a) para cada punto fijo a,.
r

La funcion V' es una funcion potencial de f sobre S, es decir difiere de p en una constante.
Demostracién Se haré la demostracion para el caso n = 3. El caso general se sigue facilmente del

cason = 3.

i)==1iii) Sea  una funcién potencial de f sobre S, denotemos a, = (Z,, Yo, 20), & = (z, y, z) un punto
arbitrario y I' = T, una curva regular a trozos dada por x = z(t), y = y(¢), z = z(t), t, < t < t1, i.e.

a, corresponde al valor ¢,, a corresponde al valor t.

d Op 0 Op 0 Op 0
Si ¢ varfa sobre la curva I, se tiene d—f = 8_(:5 a—f + 8_(75 8_i + a—i (?_j en los puntos de regularidad de

T, i.e. en los puntos en que existe la tangente de la curva I'. Asf se tiene:
Iy 9p o0, _ [do . _
/1" %dl'-i- Bgdy—i_ Edz— . %dt— gD((E(t),y(t),Z(t)) cp(x(to),y(to),z(to))

=p(a) —p(a,) = V(a),
lo que prueba, para un punto inicial a,, que la integral depende solamente de a € S y es independiente

de la forma de la curva que conecta a 'y a,.
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iii)==1) Sea a, € S arbitrario pero fijo y supongamos que dado el campo vectorial f, la integral sobre
cualquier curva regular a trozos conectando a, con a € S, es independiente de la forma de la curva y
depende solamente del punto a, lo que implica que existe una funcién V' (a) tal que:

fldx + dey + fgdZ = V(a) = V(x,y,z)
I,

La prueba queda concluida si probamos que f1, fz, = f3.

Probemos que 5 8‘/ = f1 en un punto arbitrario a; = (:vl ,Y1,21) €S.

Del punto a; se extiende un segmento azaj, dentro de S, paralelo
al eje x. Por definicion, el segmento estd dado por y = y1, z = 21,
29 € & < x1. Asi ag = (22, y2, 22) y el punto a, estd conectado

con ay por una curva orientada arbitraria regular a trozos I';, yendo

de a, a as. fig58.teX z

Sea I's el segmento de aja orientado en la direccidon de ay a a € agzaj, i.e. I' = I'y U I'9, entonces

V(z,y1,21) = / (frdz + fody + f3dz) + frdz, pues/ fady = / f3dz = 0. Dado que la
Fl Fz F2 1—‘2

integral sobre I'; es constante se tiene:

Vi(x,y1,21) = K+/ J1(t,y1, z1)dt.
z2

. . . . .oV
La funcién f; es continua y en particular continua con respecto a x para y, z constantes i.e. — =

ox

fi(x,y1, 21). En particular se tiene también que es vélido si = x1, lo que prueba la igualdad deseada.

Similarmente se prueba las otras igualdades. Para completar la prueba con i) tomamos ¢ = V.
ii)<=iii) La equivalencia es obvia. En efecto supongamos que ii) es vdliday seaI" =T/ y I/ =T

dos curvas regulares a trozos y continuas dentro de S uniendo a,, y a. La curva I U T es un contorno

O:/ f-dr+/ f~dr:/ f-d‘r—/ f-dr
’ /7/ F/ F//

Inversamente si iii) es vdlida y I' C S es una curva cerrada regular a trozos, podemos representar I' en

cerrado y tenemos:

lo que prueba iii).

laformal =TV UT”, donde IV y T son regulares a trozos y escribimos:

/f-dr:/ f-dr—i—/ f-dr:/ f-dr—/ f-dr =0,
l—‘ ! 1"// 1"/ FZ

pues IV y I unen los mismos puntos extremos.
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Observacion La integral de linea se puede expresar de varias maneras:
1) Forma vectorial: / f-dr = / f-uds
r r

b
2) Forma paramétrica: / (fl(t)% + 4 fn(t)czc—;)dt

3) Forma diferencial: / fidzy + - -+ frdz,.
r

Definicion 2.3.5 Si un campo vectorial f = (f1, f2, f3) definido sobre un abierto S C R3 y donde f1,

fa, fs tienen derivadas parciales continuas, entonces definimos el vector:

rot f=V xf= (8f3 0fs 0ft 0fs 0fx Ofi )7
llamado rotacional del campo vectorial f.

Si un campo vectorial f tiene una de las propiedades ii) o iii) del teorema anterior, entonces existe una

ox

0 0 0
funcién ¢(x, y, z), funcién potencial de f sobre S de modo que 7° f1, 6_<p = fo, 6—(’0 = f3. En
Y z
este caso si las funciones fi, fo, f3 son de clase C'! sobre S, la funcién ¢ tiene derivadas parciales de

segundo orden continuas y tenemos:

0f: Ofr ¢ %y

or oy - oxdy  Oydx =0
Ofs _0fs _ v Pp _

oy 0z  0Oydz 020y 0
of _Ofs _ Py _ P

0z or  020r  Oxdz

lo que demuestra el siguiente teorema.

Teorema 2.3.4 Si un campo vectorial f de clase C* en un abierto S C R?, con la propiedadgg f-dr =

r
0, para cualquier curva cerrada orientable regular a trozos I' C S, entonces rot f = 0 sobre S.

Observacién El inverso de este teorema no es vdlido para un abierto arbitrario S, salvo cuando S
es conexo. Por otro lado, el resultado es vdlido cuando S un paralelepipedo rectangular de la forma

S =lay,az] x [b1,ba] X [c1,c2]. Asi, dado un campo vectorial f continuamente diferenciable sobre

S, para el cual rot f = 0, el potencial ¢ se construye por:

Yo

T y z
olx,y,2) = / f1(u, Yo, 20) du + fa(x,v,20)dv +/ fa(z,y, w)dw + ©(x0, Yo, 20),
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donde (%o, Yo, 20), (%,y, z) € S. Para verificar la férmula derivando con respecto a x tenemos:

9 _ v oss [ o
5% = hww )+ [ 2@z [ pwi
_ von, “on,
= R+ [ G @ zde s [T @y wp

Yo

= fl(xvyoazo) + [fl(xvyvzo) - fl(xaymzo)]_" [.fl(xvyvz) - fl(xvyvzo)]

= fi(z,y, 2).

En este proceso se ha utilizado la propiedad iii) y la derivacion bajo el signo de integral. Las relaciones

0 0
r _ fo, % _ f3 se prueban de forma similar.
y 0z

Asi V¢ = f y consecuentemente / f-dr = 0, vale para toda curva orientado cerrada regular a trozos

r
rcs.

Observe que la férmula de ¢(z,y, z) sin el dltimo término, es la integral de linea de f sobre la linea

poligonal con vértices en los puntos (o, Yo, 20)» (€, Yo, Z0)s (T, Y, 20), (T, Yy, 2).

Teorema 2.3.5 Sea S C IR? un abierto simplemente conexo, es decir tal que para cada curva cerrada
regular a trozos, puede ser contraido a un punto P, € S, de modo que quede dentro de S el proceso de
contraccion, entonces si un campo vectorial f continuamente diferenciable en S satisface la condicion

rot f =0, la igualdad/ f-dr = 0 se tiene para cualquier curva I’ C S orientada y cerrada.
r

Observacién Las condiciones del teorema implican la existencia de una funcién vectorial f en S. Como
un ejemplo de una region satisfaciendo la condicién del teorema, podemos tomar una curva conectando
dos superficies de esferas concéntricas. La region obtenida del espacio entero por la supresion de los

puntos del eje z que no satisfacen la condicién.

En el ejemplo siguiente se construye un campo vectorial donde el teorema ?? no se da. Mds adelante se
probaran el teorema de Green y de Stokes. Estos dan una explicacion de la validez del teorema.

Todas las nociones y teoremas pueden aplicarse en el caso del plano. Sea R? el plano 2y y sea z = z(t),
y =y(t),a <t < b, a<b,las ecuaciones paramétricas de una curva orientada regular a trozos I' dentro

de un abierto S ¢ R2.

Sea f(z,y) = (P(z,y),Q(z,y)) definido en S, la integral de linea de f sobre I, puede considerarse
como un caso especial de la integral de linea en 3 dimensiones, en la cual f3 = 0, f1 = P, foa = Q, es
decir:

b

/fmz/Pm+Q@:/[Hﬂmmmf@+Q@®w@wﬁﬂﬁ
T T
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En este caso el potencial ¢ de f es una funcién ¢(x,y) definida sobre S de modo que su gradiente es

_(Op 9o\ _
V‘P—(a—xagg)—f

Ejemplo 2.3.13 El vectorial f en el plano zy con componentes:

Yy X
P(%y):—mv Q(%y):mv

tiene derivadas parciales continuas en S = R?\{(0,0)} . El conjunto S no satisface las condiciones del

teorema ??.

Si consideramos a $* = R?\]—00,0] x{0}, es decir R? sin el semieje + negativo, de acuerdo al
teorema existe ¢ definido sobre S* tal que Vi = f. Asi se puede definir la integral de linea de f sobre

una curva I' C $* que vadesde (1,0) a (z,y):

(2.1) /—yd:c—l—a:dy
xr = _—
vy = | —m e

Sin embargo, esta funcién no puede extenderse a S* de modo que sea continua. Ademas el valor de

¢(x,y) en un punto arbitrario (cos@,sen ) € S* del circulo de radio 1 y centro (0,0), es igual a
0

(cosf,sen 0) = / de = 0.
0

El punto variable puede moverse a lo largo del circulo unidad del punto inicial (1,0) al punto (—1,0)
variando 6 de ™ a —. En el primer caso, el valor limite de  es igual a 7 y en el segundo caso es igual

a —, lo que prueba que la funcién ¢ no puede extenderse al plano en la via deseada.

Como las funciones ¢ que son potenciales de f sobre S difieren en una constante, existe una unica

funcién definida sobre S con estas consideraciones. Asi hemos probado que existe una curva singular

cerrada en S, tal que la integral de f sea distinta de cero. Como una 2C;Jrva de este tipo, se puede tomar

el circulo I' de radio 1 y centro en el origen y tenemos / f-dr = / df = 27, lo que implica que no
r 0

existe ¢ definida sobre S que sea una funcién potencial de f sobre S.

2.4 Teorema de Green

El teorema de Green®relaciona la integral de linea, a lo largo de una curva cerrada I en el plano, con la

integral doble sobre la region encerrada por la curva I'. En este sentido nos referiremos a integrales de

SGeorge Green (1793-1841) Nace el julio de 1793 en Sneinton, Nottingham, Inglaterra. Muere el 31 de mayo de 1841
en Sneinton, Nottingham, Inglaterra. Su padre era panadero en Nottingham y trabaj6 en la panaderfa con su padre. No se tiene
conocimiento cdmo llegé a ser uno de los matemdticas mds avanzadas de su tiempo, con clara influencia de las ideas matemadticas

francesas.

Nadie sin suficientes conocimientos matemadticas podria apreciar la importancia del trabajo de Green. Las cosas cambiaron
cuando se contact6 con Sir Edward Bromhead. Bromhead habia estudiado matematica en Cambridge y habia sido un miembro de

la Sociedad Analitica y le propuso estudiar en Cambridge. Green va a Cambridge en octubre de 1833 a la edad de 40. En 1838 y
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linea sobre curvas que son frontera de regiones S en el plano. Es importante recordar que una curva
simple cerrada, que es frontera de una regién S del tipo I o II, tiene dos orientaciones: una positiva (I' ¢
en el sentido contrario a las manecillas del reloj) y una negativa (I'_ en el sentido de las manecillas del
reloj).

La frontera I' de S, se puede descomponer en cuatro curvas: una supe- = Cf +Bf +Cy + By
rior, una inferior (Cs, C7), una izquierda y una derecha (By y B2) y
podemos escribir 'y = C;" + B + C; + By, donde los exponentes
+ indican las curvas orientadas en la direccion de izquierda a derecha o

de abajo hacia arriba y los exponentes — indican las curvas orientadas

en la direccion de derecha a izquierda o de arriba hacia abajo. mil5atex &

Diremos también que la direccién de recorrido de la curva I' frontera de la region S es positiva, si al
desplazarse a lo largo de la curva, con la orientacion correcta, la regién S estd la izquierda. Esta obser-

vacién presenta toda su utilidad con las superficies en R?.

Teorema 2.4.1 Sea S C R? un abierto, P,Q:S — R fun-

ciones de clase C', sea T una curva cerrada regular a trozos 4

vy sea R la union de T' y la region que encierra, de modo que

R C S, con la propiedad de que se puede partir con ayuda de | A B
lineas paralelas a los ejes coordenados x, vy, en un niimero finito a b = a b
nlO.tex Figuraa Figura b

de partes, cada una de las cuales es del tipo w, entonces:

//(% - g—];)dxdy :¢dex+c9dy,
R

donde w es una regién del tipo de la figura b) adjunta.

Demostracién Vamos a probar que la férmula de Green es vdlida para un rectingulo A = [a, b] X [¢, d ]

(ver Figura a). En este caso, la frontera I' de R es la unién de cuatro segmentos de recta, dos verticales

1839 publica dos trabajos en hidrodindmica (el movimiento de las olas en canales), dos trabajos en reflexion y refraccion de luz y

dos trabajos en reflexion y refraccién del sonido.

En mayo de 1840 vuelve a Nottingham padeciendo problemas de salud. Sé6lo unas semanas antes de la muerte de Green, se le
habia admitido en el Saint Peter’s College de Cambridge. Sesenta afios mds tarde Thomson recuerda su excitacion y la de Liouville
y Sturm, a quienes les mostré el trabajo de Green en Paris en el verano de 1845. Después de volver a Cambridge, Thomson fue
responsable de recolectar los trabajos de Green, con una introduccién (1850-54). Ni Thomson, ni Maxwell, ni persona alguna,
hubiera pensado que la teorfa matemdtica general de potencial que desarroll6 el hijo de un panadero autodidacta, llevaria las
teorfas matemadticas de electricidad a la industria del siglo veinte. Su trabajo versé sobre la teoria del potencial en relacién con
la electricidad y el magnetismo, las vibraciones, las ondas y la teoria de elasticidad. Permaneci6 casi desconocido en Inglaterra

hasta después de su muerte.
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y dos horizontales, recorridos en el sentido indicado en la figura a) adjunta. Por otro lado, la integral de

lineagg Pdzx = / Pdz + / Pdzx, puesto que la integral de linea a lo largo de cada segmento
r Tas Tep

vertical es cero. Igualmente,gg Qdy = / Qdy + / QR dy y asi tenemos que:
T FBC FDA

//‘2_2 dxdy=/Cd/abg—gd:vdyZ/Cd(Q(b,y)—Q(aay))dy
A

[ Qu.ydy+ Q@M@=¢Q@M@

FBC 1—‘DA

_//g—]; dxdy_/ab/cd%%dyda:_—/ab(P(a:,d)—P(:c,c))da:
’ [ pies [ Paas =g Py

Vamos a probar que la férmula es vélida para una regién del tipo w, donde la curva I' 4 estd des-
crita por la funcién y = f(x) continua y estrictamente creciente sobre [a,b]. La inversa de la funcién

x = f~1(y) esté definida sobre [ c,d]. Asf tenemos:

//a dvdy = / /, v O dﬂ?dv—/cd(Q(b,y)—Q(f1(y),y))dy

[ Qu.ydy+ me@=%9@wm

FBC FCA

P dwty=— [ [ B ayae =~ [ (PG ) - Pl
= /FCA P(z,y)dx + /FAB P(z,y)dx :gSFP(:E,y)dx.

Rotando la regioén w , 37” radianes (el sistema de coordenadas se deja invariante) obtenemos tres

b 2 b
tipos de region adicionales, los cuales junto con w forman el conjunto de regiones del tipo w. Es claro

que cualquier rectangulo es una regién del tipo w.

P

Consideramos ahoraque R = |J wy, es una particién de R, en partes del tipow y sean Ty, k = 1,...,p,
k=1

las curvas frontera orientadas positivamente de cada regién wy. La férmula de Green aplicada a cada

uno de las regiones wy, da:

[CRTIS f (CRP o JeReriey ey

y k=17 Tk
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La udltima integral se explica como sigue. La unién C' de las
fronteras de todas las partes wy, consiste de I" y la unién de un

nimero finito de segmentos, cada uno de los cuales estd con-

tenido en Ry sirve de frontera comun de dos partes contiguas de

tipo w. Cada segmento es recorrido en dos direcciones opuestas.

nll.tex
La integral de linea de estas partes se cancelan mutuamente, quedando sélo la integral sobre I'.

La férmula de Green se aplica a funciones Py () que son continuas en R y donde las derivadas parciales
0Q 0P
ox’ Oy
izquierda se entiende en el sentido impropio. Por ejemplo, sea R el interior del circulo 22 + y? = 1. Se

o
son s6lo continuas en R. En tales casos, la formula de Green es vélida si la integral de la

denota R, el interior del circulo 2% + y? = (1- 5)2, € > 0, con frontera I'; (borde del circulo de radio

1 — ¢). Se puede escribir la relacion:

// (5228 4y -

1+5 1—¢

P(z,\/(1—¢)? —£C2)d$£'+/ Pz, —+/(1 —€)? + 22)dz+
o e
/ QA =e7 = y2,y>dy+/ QAP —Ey)dy,  (e>0).
—1+e 1—e

Dado que P(z,y) y Q(z,y) son uniformemente continuas en R, las integrales de la derecha, tienden a
un limite cuando € — 0, la cual es igual a la integral de la izquierda cuando ¢ — 0, es decir tiene al

mismo limite que es la integral doble impropia con singularidades en I'. Asi obtenemos:

// 8_@_8_P dz dy:¢rpd$+Qdy-

Ejemplo 2.4.1 El area expresada como integral de linea

El drea de una regién plana puede calcularse por %gg xdy — ydx, donde I es la curva que limita a la
r
regién plana (en el sentido de integracién positivo).

En efecto, se sabe que el drea de una regioén R estd dada por:

Area //dxdy = //(ﬁ — 6_P) dxdy,

donde P, @ son tales que 99 _ %5 = 1. Se puede tomar Q(z,y) = 52, P(z,y) = —5¥.

ox
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Si R es la regién encerrada por la curva I', podemos aplicar de teorema de Green y se tiene:
Area(R) :gﬂ Pdx+ Qdy = %gg — ydx + xdy.
r r

Si la curva frontera I" estd dada por z = x(t), y = y(t), a < t < b, la integral de linea que da el édrea,

toma la forma:

ST

[0 oy,

b
Area(R) = %/ (—y(®)x' () + z(t)y'(t))dt =
a z'(t) y'(t)

Es evidente que se da la igualdadgg xdy = —gg ydr = %{]ﬁ z2d (%) = =+|R|, donde el signo
'y 'y Ty
+ corresponde al caso de orientacidn del contorno I' = I'; y el signo — corresponde a la orientacién

negatival' = T"_.

Ejemplo 2.4.2 El drea de una elipse representada por la ecuacion paramétricaz = a cosf, y = bsen 6,
2m

a>0,b>0,0 < 0 < 2m, se puede determinar usando la férmula anterior: |R| = % / (acosfbcosf —
0

2
bsen 6(—asen 0))df = %ab/ df = abm.
0

Ejemplo 2.4.3 Usando el teorema de Green calcular el trabajo real-
izado por la fuerza f(z,y) = (y + 3z,2y — x), al mover una particula
a lo largo de la elipse 422 + y? = 4, en el sentido contrario al de las

agujas del reloj.

mil7.tex

En efecto, el trabajo es / fdr = / Pdz + Qdy, con P(z,y) =y + 3z, Q(z,y) =2y —xzyTesla
r r
90Q 9P _

elipse. Como r Oy —2, por el teorema de Green tenemos:

gﬁppd:p +Qdy = Z/(—2)d:z:dy = —2Area(R) = —2(27) = —4n.

Ejemplo 2.4.4 Calcular / (5 —zy — y*)dz — (2zy — 2%) dy sobre la y
r
curva I" que es el cuadrado de vértices (0, 0), (1,0), (1,1), (0,1). 1 r

R
SetienequeP:5—xy—y2,Q:2xy+x2,g—§—%5:3I,P0f

lo que: mil8.tek

1 1
¢Pd$+Qdy:3//:rdxdy:3/ dy/ xdx:%,
r 0 0
R
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Se puede verificar que el teorema de Green es también vélido para regiones del tipo R = {(z,y) €

R?/a <z <b, f(z) <y < g(x)}, donde f, g son continuas en [a, b] de modo que f < g.

Una razonamiento similar se puede emplear, para demostrar el teorema de Green para regiones del tipo

R={(z,y) € R*/c <y <d, h(y) <z < {(y)}, donde h, £ son continuas en [c,d], con h < /.

2.4.1 Demostracion de la formula de cambio de variable usando el teorema de Green

Vamos a demostrar la férmula / / drdy = / / | det J(u, v)|dudv, en el caso particular que las apli-
R R’

caciones x(u,v), y(u, v) son de clase C?, usando el teorema de Green. Supongamos que det J (u, v)
nunca se anula en R’. El significado del signo del Jacobiano es que, cuando un punto (z, y) describe la
frontera de R en el sentido contrario de las agujas del reloj, el punto imagen (u, v) describe la frontera
R’, en el mismo sentido si det J(u,v) > 0y en sentido contrario si det J(u,v) < 0. Supongamos que

det J(u, v) > 0.

Primeramente veamos que la integral doble en el plano xy:

k//dxdy = ‘R//(g—fg — 2—5) dxdy,

cuando Q(z,y) = x, P(x,y) = 0. Por el teorema de Green tenemos que:

//dwdy:/de—i—Qdy:/:vdy,
r r

R

donde I' es la frontera de R reconocida en sentido contrario a las agujas del reloj.

De manera similar, transformamos la integral doble en la regién R’ a una integral de linea a lo largo de

la frontera T de R’. El Jacobiano det .J(u, v) se escribe:

2 2
detj(uw)iaxay 3x3y78x%+ 9%y 0%y (?x@ya(ay) 8(@)

T Oudv Ovou  Oudv I(’“)uav_xauav v Ou  Ou v Iau

Iav

y aplicando el teorema de Green tenemos:

_ 9y dy
//detJ(u,v)dudv—/l (a:% du—i—x% dv>.

R/
Consideremos la parametrizacién de IV, ae(t) = (u(t),v(t)) y la representacién de T' dada por 3(t) =
(z(u(t),v(t)),y(u(t),v(t))), entonces tenemos que:

80 = (G w0+ 55 0. 32 )+ 520 0)

y se concluye que:

/dey - /:x(u(t),v(t)) (% () + % v'(t)) dt = / . (% du + % dv) ,
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//d:z:dy = / | det J(u, v)| dudv.
R R/

Una vez establecido este resultado, podemos probar la férmula general:

//f(x,y)dacdy = //f(x(u,v),y(u,v))|det J(u,v)|dudv.
R R/

Sea h una funcién escalonada sobre R y sea P una particion de m-n sub-rectdngulos R;; de tamafio

es decir:

Az;-Ay; y sea c;; el valor que toma h sobre R;;, entonces:

Azx;-Ay; = //d:vdy = //|det J(u,v)|dudv,

Rij Rij

> cijAxiAy; = // z,y)drdy = ZC” //|detJ (u, v)| dudv

%, i, Rij

= //h(:v(u, v),y(u,v))| det J(u, v)|dudv.
R

es decir:

Sea f una funcién acotada integrable en Ry sean s y ¢ funciones escalonadas tales que:

s(r,y) < fle,y) <t(z,y), (z,y) €R,

entonces S(u,v) = s(z(u,v),y(u,v)) < fla(u,v),y(u,v)) = F(u,v) < t(xz(u,v),y(u,v)) =

T(u,v), (u,v) € R’, por lo que:

// (u,v)| det J(u,v)|dudv < // (u,v)| det J(u,v)|dudv < // (u,v)| det J(u,v)|dudo,

o bien:
//s(w,y)dwdy < //F(u,v)| det J(u,v)|dudv < //t(x,y)d:vdy.
R R/ R

Como f es integrable se tiene que:

//f(a:,y)dxdy - //f(x(u,v),y(u,v))|det J(u, v)|dudv
R R/

y la férmula es vélida sobre rectdngulos.

El resultado se puede extender a regiones S mds generales, eligiendo un rectingulo que contengaa S y

considerar en vez de f una funcién f que coincide con f en S y vale 0 en R\S. De esta manera tenemos

//f://f://f(x(u,v),y(u,v))|detJ(u,v)|dudv://f(x(u,v),y(u,v))|detJ(u,v)|dudv.
S R R S/
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Teorema 2.4.2 Si f(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) es un campo vectorial de clase C' en un conjunto

abierto simplemente conexo S del plano, entonces f es un gradiente en S si 'y sdlo si tenemos que
op _ 9Q

Teorema 2.4.3 SeanI'y,...,T),, m curvas de Jordan, regulares a trozos que tienen las propiedades

siguientes:

a) Dos curvas cualesquieral’;, I';, i # j, no se cortan.

b) Todas las curvas I's, . .., T, estdn situadas en el interior de I'y.

¢) La curva I'; estd en el exterior de la curva I'j para cada i # j, 1> 1, j > 1.

Sea R la region que consiste en la union de 'y con el interior de Iy que no estd dentro de cualquiera de

las curvas Iy, ..., Ty, (ver siguiente figura).

Sean Py Q aplicaciones de clase C* en un conjunto abierto S que contiene a R, entonces:

//(@—a—])> dedy = Pd:c—i—Qdy Zgﬁ Pdzx + Qdy.

dy

mil9a.tex

Se puede demostrar el teorema, introduciendo cortes que transformen R en una union de un niimero

finito de regiones simplemente conexas, limitadas por curvas de Jordan.

El teorema de Green se aplica separadamente a cada una de las partes 'y se suman los resultados.
Analizaremos el caso m = 2, por induccion se demuestra para un niimero m de curvas.

Para el caso m = 2, tomamos las circunferencias 'y y I's, siendo 'y la mayor.

Se realizan los cortes AB y CD (ver figura anterior); sea 1 la curva de Jordan que consiste en las
mitades superiores de I'1 y Iy y los segmentos AB y C'D. Llamamos 2 la otra curva de Jordan formada
por las mitades inferiores de I'1 y I'y y los segmentos AB'y CD. Aplicamos el teorema de Green a cada
una de las regiones limitadas por 1 y o y sumamos las dos identidades asi obtenidas. Las integrales
calculadas a lo largo de los cortes se eliminan unas con otras, ya que cada corte es recorrido una vez

en cada direccion y se obtiene:

//<8Q ap)d dy = FlPda:+Qdy—g%2Pd:r+Qdy,
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El signo menos aparece debido a la direccion (contraria a las agujas del reloj) con que se recorre I's.

Observacion Para una region simplemente conexa, la condicion %—5 = 9Q implica que la integral de

ox

linea | Pdx + Qdy es independiente del camino. Como ya sabemos, si S no es simplemente conexo,

0 L ; . . .
la condicion %5 = ) no implica la independencia del camino. No obstante para este caso existe

ox

una condicion de independencia del camino.

Teorema 2.4.4 Invariancia de una integral de linea al deformar al curva Sean Py ) aplicaciones
de clase C* sobre un conjunto abierto conexo S C R?, tales que %5 = (:)9_2 entodo S. SeanT'1 y 'y
dos curvas de Jordan regulares a trozos situadas en S y que satisfagan las siguientes condiciones:

a) I'y estd en el interior de T';.

b) Los puntos interiores a I'1 que son exteriores a I'a pertenecen a S, entonces:

gg Pdx 4+ Qdy = Pdz + Qdy,
Fl 1—‘2

recorriendo ambas curvas en el mismo sentido.

Demostracion La region R estd constituida por los puntos situados WY

entre las dos curvas I'; y I's y las propias curvas. Dado que %5 = g—g IS

Iy
or 90
en S, se tiene que //( Q) dzdy = 0, por lo que Pdx +
.':C r,

Qdy:¢ Pdx + Qdy. -z
s

mill0a.tex

2.4.2 Nuamero de giros

El valor de una integral de linea depende frecuentemente de la curva y el sentido de recorrido de la
misma. Asi el teorema de Green necesita que la integral se haga en el sentido contrario al de las agujas

del reloj.

Consideremos la curva I" descrita por 7(¢) = (o, yo) + (a cost, asen t) (circunferencia de radio a con
centro (zg,y0), 0 < t < 2m). Se dice que la curva recorre la circunferencia en el sentido positivo o
contrario al de las agujas del reloj. Ademads si se reemplaza ¢ por —t la curva describe la circunferencia

en el sentido negativo o de las agujas del reloj.

Asi se ha dado una descripcién completamente analitica del sentido de Yo |-

una circunferencia. Sin embargo, en general no es tan simple hacer lo

mismo con una curva cerrada. milll.tex To
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Para curvas regulares a trozos puede hacerse introduciendo el concepto de nimeros de giros, que es un
instrumento analitico que nos da un método preciso para contar el nimero de veces que el vector 1(t)

gira alrededor de un punto dado, cuando describe una curva cerrada dada.

Sea I una curva cerrada regular a trozos en R?, descrita por la funcién r(¢) definida en un intervalo
[a,b], 7(t) = (x(t),y(t)), a < t < b. Si(zg,y0) ¢ T, el nimero de giros de r alrededor del punto
(0, yo) se define por:
b / /
1 (z(t) — z0)y'(t) = (y(t) — yo)z'(t)
N(r, (xo, == dt
o) =3 [ T

_ 1 h =W —yo)dz + (x —z0)dy
2 (z —20) + (y — %)

Se puede probar que el valor de esta integral siempre es un entero. Ademds, si I' es una curva de Jordan

(curva cerrada simple) este entero es:

0 si(wo,yo)esexterioral

+1  si(xo,yo) esinteriora T,

r T r
, (%o, y
(zoayo) @ O. O
N =+1 N =-1 N=0
mill2.tex

lo que permite definir la orientacidn positiva y negativa para I' del siguiente modo:

N=1 para todo punto (g, yo) interior de T', decimos que r(¢)
describe la curva I" en el sentido positivo.
N = —1 para todo punto (xg, yo) interior de ", decimos que 7(t)
describe la curva I" en el sentido negativo.
Para probar que la integral que da el nimero de giros es siempre £1 para una curva cerrada simple

alrededor de (o, yo), usamos en teorema ??.

Sea S la regién abierta conexa constituida por todos los puntos del plano excepto (zo, yo), la integral

d —x9)d
de linea —gg (y — yo)dr + (v — 2o) dy se escribe de la forma / Pdx + Qdy y se comprueba que
(z —20)” + (y — %0)* r

_65 = 5)_§ en todo S, por lo que si (xq, yo) es interior a I, el teorema ?? nos permite reemplazar I" por

una circunferencia con centro (o, yo) sin que cambie el valor de la integral. En tal caso tenemos que si

tomamos la curva 1(t) = (20, y0) + a(cost,sen t), tenemos que:

™

1 2m
N(T,(Zo,yo)):2—/ 1dt = 1.
0
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Un razonamiento andlogo prueba que la integral es —1, cuando I estd orientada negativamente. Esto

demuestra que el niimero de giros es 1, para una curva cerrada simple que incluye en su interior el

punto (2o, Yo).

2.5 Formas diferenciales

Definicion 2.5.1 Sea U C RR"™ un abierto, se llama forma diferencial (de grado uno) sobre U toda

aplicacion w:U — (R™, R), tal que existen n aplicaciones f;:U — R de clase C* sobre U, de
modo que Vx € U, w(x) = f1(x)dz1 + - -+ + fn(x)dxs,.

Recordemos que dz;: R™ — R es tal que dx;(h) = h;, conh = (hy, -+, h,) € R™

Definicion 2.5.2 Sea U C R"™ un abierto, w una forma diferencial sobre U se dice exacta (o que

w admite una primitiva sobre U), si existe una aplicacién o:U — R de clase C' sobre U tal que

dy = w (ie. g—f = fi,i=1,...,n). La aplicacion p, si existe, se llama primitiva de w sobre U.

3

n

Ejemplo 2.5.1 La forma diferencial w(xz) = Y z;dz; es exacta y admite como primitiva ¢(x) =
i=1

s(af 4o+ ah).

Observacion Sea U C R™ un abierto y w una forma diferencial sobre U. Si U es conexo, w es exacta

y si  es una primitiva de w, entonces ¢ + A\, A € R es también una primitiva de w.

Definicion 2.5.3 Forma diferencial cerrada Sea U C R" un abierto, w una forma diferencial sobre
ofi _ 0f;

U, se dice que w es cerrada sobre U si'y solo si Jr. = 95 L,i=1,...,n
J 1

Teorema 2.5.1 Sea U C R"™ un abierto, w una forma diferencial sobre U, si w es exacta entonces w

es cerrada sobre U.

Demostracién Sean f1,..., f, las aplicaciones de w, entonces 3 ¢:U — R de clase C? tal que
% = fi,i=1,...,nycomo f;esdeclase C',i =1,...,n, se tiene que ¢ es de clase C? sobre U,
K3

porloqueaxij:ax—ja% = ﬁ,conz,y =1,...,n.

Teorema 2.5.2 Poincaré’

7 Jules Henri Poincaré (1854-1912) Matemitico francés nacido en Nancy vy fallecido en Paris. Poincaré ha sido calificado
por algunos como el dltimo de los matemdticos que dominé toda esta ciencia, ya que fue capaz de realizar un trabajo creador en
casi todas las ramas de las matemadticas, y también en astronomia, e incluso en literatura. Se interesé ya de muy joven por las
matematicas, gradudndose como doctor en 1879, siendo Hermite uno de sus profesores. Este interés estd documentado por sus
escritos filoséficos y por una masa imponente de trabajos matemadticos, en las cuales, entre otras cosas, contribuyé a echar las
bases de la topologia. Mds imponente todavia es el conjunto de trabajos en torno a la fisica matemética y la fisica tedrica. Su obra
cientifica fue muy notable; ademads de treinta volimenes, un nimero impresionante de articulos, ensayos y memorias, reunidos en

“Tratados y memorias”. Fue uno de los primeros en comprender la importancia de la teoria de la relatividad de Einstein.
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Sea U C R™ un abierto y w una forma diferencial sobre U, si U es conexo y w es cerrada, entonces w

es exacta sobre U.

Demostracién Se tiene que Vx € U, w(x) = fi(x)dz1 + -+ + fu(x)dzyn, T = (f1,..., fn). Sea
a = (a1,...,a,) € Uyseax = (x1,...,2,) € U, entonces p: U — R definida por ¢(x) =
1

/ (x — a)-f(a+t(x — a))dt es una primitiva de w sobre U.

0

En efecto, la aplicacién (¢,21,...,2,) — (x — a)-f(a + t(x — a)) en [0,1] xU es de clase C*,
B) ! n of;

entonces %(x) = /0 (fi(a +t(x —a))+ J;l(a:j - aj)t%i_(a +t(x — a))) dt,xeU.

Como w es cerrada sobre U, integrando por partes se tiene:

/01 (é(xj ) (o + i - a)))dt = /01 (él(xj — o)L o ix = a)))di =

tfi(a—i-t(x—a))‘;—/o fila+t(x—a))dt = fi(x)—/o fila+t(x—a))dt, es decir g—i(x) = fi(x).

Asf o es una primitiva de w sobre U y w es exacta sobre U.

2.5.1 Aplicaciones a las ecuaciones diferenciales exactas de primer orden

Las formas diferenciales pueden aplicarse a la solucién de ecuaciones diferenciales de la forma y’ =
f(z,y). Si multiplicamos por un factor R(x, y) no nulo, la ecuacién diferencial la escribimos R(z, y)y'—
f(z,y)R(z,y) =0ie. Q(z,y)y" + P(z,y) = 0,0bienw = P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.
Supongamos que P, () son continuas en un conjunto S C IR? conexo, el campo vectorial f(x,y) =
(P(z,y), Q(z,y)) es tal que w es exacta si f = Vi, para cada (x,y) € S. Asi tenemos que %dw +
%%dy = 01ie. ¢(x,y) = ¢, es decir una solucién y(x) de la ecuacién diferencial y' = ¢(x,y), para
x € [a,b]estal que (z,y(x)) € S.

Demostremos que ¢(x, y(z)) = ¢ para una cierta constante c.

Seag(r) = ol y(x)), entonces ' (2) = 52, y(@)+ 52 (2, y(@))y' (2) = Pla,9)+ QL )y’ =0,

porloque ¢’(z) =0,z €]a,b[= g(z) =c,x €]a,b].

Se puede invertir el razonamiento para hallar una solucién de la ecuacién diferencial. Sea la ecuacién
o(x,y) = ¢y consideremos y como funcién diferenciable de x y sea g(x) = p(z, y(z)) = ¢, entonces
g es constante en | a, b [, por lo que P(z,y) + Q(x,y)y = 0, de modo que y es una solucién. Asi hemos

demostrado el teorema siguiente.

Teorema 2.5.3 Consideremos la forma diferencial exacta w = P(z,y)dx + Q(x,y)dy = 0 en un

conjunto conexo abierto S y sea  tal que 99 = P, g—z = @ en todo S, entonces la ecuacion

Ox
diferencial Q(x,y)y’ + P(x,y) = 0 tiene por solucion y(x) que satisface la ecuacion p(x,y(x)) = c.
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Inversamente, si la ecuacion p(x,y) = c define y como funcion implicita diferenciable de x, entonces

esta funcion es una solucion de la ecuacion diferencial Q(x,y)y' + P(x,y) = 0.

Observacién El teorema anterior nos da una manera de resolver ecuaciones diferenciales exactas de
primer orden. La funcién ¢ primitiva de w satisface ¢ (z,y(x)) = ¢, por lo que podemos considerar
la ecuacién p(z,y) = ¢ como la representacion de una familia de curvas integrales. Es claro que los

tinicos valores admisibles de ¢ son aquellos para los cuales ¢(x,, y,) = ¢, para algin (z,,y,) € S.

dy _ _3:102 + 6ay>
de — 627y + 4y

Ejemplo 2.5.2 Consideremos la ecuacién diferencial
Es claro que podemos escribir (322 + 6y2)dx + (62%y + 4y3)dy = 0ie. P(z,y) = 322 + 6232,
Q(z,y) = 622y + 4y>. Integrando P con respecto a x e integrando () respecto a y, tenemos que
p(r,y) = 2° + 327y + c1(y) = 32°y* + y* + ca(2) ie. (2, y) = 2° +y* + 32%y.

La solucién y de la ecuacién diferencial satisface 23 + 322y? + y* = c, para cierto c € R.

Ejemplo 2.5.3 Consideremos la ecuacién diferencial 2xy’ + y = 0, entonces tenemos w = ydx +
2zdy ie. P(z,y) =y, Q(x,y) = 2z, pero %—]yj =14# g—g = 2y la ecuacién diferencial no es
exacta. Sin embargo, si multiplicamos ambos miembros por y obtenemos una ecuacién que es exacta:

y2dx + 2zydy = 0.

La funcién o(z,y) = xy? primitiva de la forma diferencial w = y?dz + 2zydx, es tal que p(z,y) =

ry? =c.

Definicion 2.5.4 Si la ecuacion diferencial lineal de primer orden Q(x,y)y' + P(x,y) = 0, satisface
que al multiplicarse por p(x,y), la expresion w = p(x,y)Q(xz,y)dy + p(x,y)P(x,y)dzx es exacta, se
dird que la ecuacion diferencial u(z,y)Q(z,y)y' + u(x, y)P(x,y) = 0 es exactay u(x,y) se denomina

factor integrante de la ecuacion original Q(x,y)y' + P(x,y) = 0.

Nota Una ecuacién diferencial puede tener mds de un factor integrante. Por ejemplo u(z,y) = 2zy°

es otro factor integrante de ydx + 2xdy = 0.

2.5.2 Caso de funciones de tres variables

Sea  un campo escalar de clase C2, sobre U C R? abierto, entonces rot (Vp(z, y, 2)) = 0,V (z,y, 2)€

U. En efecto, recordemos que V(z,y,2) = (g—i(x,y, z), %%(:c,y, z), %(z, Y, z)), entonces el

rotacional del gradiente es continua sobre U':

2 2 2 2 2 2
rot (Vg) = e Bcp,acp 0%y 7 %o Oy _o.
0z0y Oydz O0xdz 0z0x Oydxr  0xdy
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Condicién necesaria Supongamos que f es de clase C'! sobre el abierto U C R, si f es la derivada de

un potencial escalar ¢, se tiene V(z,y, z) = f(z,y, 2), por lo que rot f(z,y,2) = 0.

Dado que f es de clase C'! sobre el abierto U, la condicién necesaria para que sea asi es que rot, f(z,y, z) =

0,V(z,y,2) € U, que se traduce en las condiciones:

OR  0Q P OR 0Q op

oxr 0z 0z Ox ox Oy -

Condicién suficiente Sea U C R? abierto, f € C'! (U, R?) un campo de vectores tal que rot f(z,y, 2) =
0, V(z,y,2) € U, entonces para todo B = [a,b] X [¢,d]| X [e, f] C U, existe un campo escalar
¢ € C*(B,R) tal que Vo(z,y,2) = f(x,y,2),¥(z,y, 2) € B.

oR _09Q 9P _9R 0Q ap> _o

En efecto, sea f = (P, Q, R) conrot f = (795 02’09z 0Oz’ 0r Oy

Buscamos una funcién ¢(z, y, z) tal que g—i =P, g—(g =Q, g_%’ R, donde f = (P,Q, R).

Asi tenemos que  ¢(z, y, 2) :/ P(t,y,z)dt + a(y, 2),

a xT
FZ:/Q %g(t,yﬂ)dﬁ %%(y,Z),

B _ ””a_P da

op _0Q op _ oR |
Como Jy = u Y os = or tenemos que:

(t,y, z)dt + a%(y,Z)

590 /a
. 9y
oQ
= [ St + B 02) = Qs 2) - Qo) + B 2)
/%—Pty, ydt + 99(y, 2)
_R
Ox

t Y,z dt+ (90[(y7 ) - R(,T,y72) - R(a7y72) + g_g(yvz)

Si ponemos que %— Q = R, entonces Q(a,y, z) = %%(y, z), R(a,y, z) = g—( z), por lo
que a(y, z / Q(a,t, 2) dt—l—ﬁ(z)i.e.

oo v (?Q

= 5 (a,y,t)dt + (' (z /6 (a,t,2)dt + 8'(2) = R(a,y, z) — R(a,c, z) + B (2).

c

Dado que g—g = R(a,y, z), tenemos que '(z) = R(a,c,z), con lo cual se concluye que §(z) =

/ R(a,b,u)du + c.
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Finalmente ¢(z,y, z) /Pty, z)dt + a(y, z) /Pty, dt—i—/ Q(a,t,z)dt + B(z)

:/ P(t,y,z)dt—i—/ Q(a,t,z)dt—i—/ R(a,b,t)dt + c.

Tomando en cuenta la construccién hecha, 8(’0 =P, % =Q, 8_<p = R.
o dy 0z
2.5.3 Forma diferencial exacta de una funcion de tres variables

De lo anterior podemos deducir la propiedad siguiente.

Teorema 2.5.4 Sean P, Q, R funciones de clase C* sobre U = [a,b] x [¢,d] X [e, f] C R3, la
Sorma diferencial w = Pdx + Qdy + Rdz es exacta si 'y sélo si ¥ (z,y, z) € U,

OR _0Q 9P _OR  0Q _op
oy 0z’ 0z Oz’ oxr Oy’
. . 20 2y 2 — g2
Ejemplo 2.5.4 Consideremos el campo de vectores P = —<=, Q = —, R = 5~ El campo
z
estd definido en el abierto U C R dado por U = {(z,y,2) € R3/z # 0}.
El campo de vectores es de clase C! (en realidad C*) sobre U y tenemos que Y (z,y, ) € U, %};

99 _ 2y 9P _9R _ 22 9Q _ 9P _

0z 227 0z Oz 22 9r Oy

Las condiciones de un diferencial exacto se satisfacen. Verifiquemos que las condiciones de suficiencia

se satisfacen. Vamos a determinar una funcién f: U — R de clase C? sobre U tal que ¥V (z, v, 2) € U,

Vo(r,y,2) = (P(x,y,2),Q,y, 2 ),R(:v Y, 2))-

Si una funcién tal o existe, gcp 2 = y , por lo que se tiene la existencia de una aplicacién 1: R? —
2 _ 2,2
Rl que pl,0.9) = [ Eods + p(ey) = 5L +u(ay).

Para determinar ¢ debemos tener:

0 o P
zﬁ@%@:—%+sgzpz—%:$5%:°
0 z 0
3—5(17,?;,2)— + Tw 0= — 15 ~0,
y? —a?
es decir ¢ (z,y) = ¢, con lo cual concluimos que p(z,y, z) = =——— +c.

2.5.4 Caso de funciones de dos variables

Si consideramos que R = 0y que P, () son independientes de z, tenemos la siguiente propiedad.

Teorema 2.5.5 Sean P, ) funciones numéricas de clase C* sobre B = [a,b] x [¢,d] C R?, la forma

ep 99 _op

diferencial w = Pdx + Qdy es exacta en U si 'y solo si ¥ (x,y) T~ 0y
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vdy —ydu entonces P = — — 2 Q

. . . . _ __ =z
Ejemplo 2.5.5 Consideremos el diferencial w = TE g T+ 7 P

Las aplicaciones P, () estdn definidas sobre el abierto U = IRQ\{(O, 0)}, son de clase C! (en realidad
C>)sobre Uy V(z,y) €U 9Q _ 9P _ y? —a?
’ *o0x -~ Oy (2 + 2

La condicion necesaria del teorema ?? se satisface en todo punto del abierto U. Vamos a probar que

VB =[a,b] x [¢,d] C U, existe una aplicacién ¢: B — R de clase C? sobre B tal que V¥ (z,y) € B,
¢ _ y 9Oy x

B _:C2+y2’ Jy ~ e
Observemos que para todo conjunto B C U no interseca a la vez las rectas z = 0, y = 0.

Caso1 B no intersecalarectaz = 0.
9p

V(z, )GB@ xzf_y2 :><p(a:,y)::c/x2+y2+1/J(:c):arctg%+1/1(:c),1/1602.
0 )
Ademads 65 inyQ - —xzf_yg + ' (z) = - f—yQ = ¢/(x) = 0, es decir (z,y) =

arctan % +c.

Caso 2 B no interseca larectay = 0.

Una demostracién andloga a la anterior, verifica que para B se tiene p(z,y) = arctg +c.

2.5.5 Analisis en los campos gradientes en R>

Supongamos en particular que el campo vectorial f de clase C', deriva de un potencial escalar ¢ (z, y, 2)

de clase C?i.e. f = Vo = (P,Q, R) en un conjunto U C IR? conexo.

Sea I' un arco de curva de origen (xo, Yo, z0) y extremo (x1,y1, 1), entonces la integral del diferencial

w = Pdz + Qdy + Rdz = V-dr satisface:

/w_/de+Qdy+Rdz_/a‘pd +%fd +89"dz
T

:/ V-dr = (1,91, 21) — @0, Yo, 20)-

to
U
En las condiciones indicadas, la integral de linea solo depende de los
valores del potencial ¢ en los extremos de I'. En otras palabras, la inte- @
gral de linea no depende del camino seguido, sino sélo de los extremos. 41 tex
En particular, la integral de un gradiente sobre una curva cerrada es nula.

Se pueden generalizar estos resultados de la manera siguiente:

Recordemos que se llaman superficies equipotenciales, o superficies de nivel, las superficies de ecuacion

o(z,y, z) = constante.
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Sean 57 y S dos superficies equipotenciales, (21, y1, z1) un punto de S y (22, y2, 22) un punto de Sa,

T’ una curva que une los puntos (1, Y1, 21) ¥ (%2, Y2, 22). La integral de linea

/w = / Pdx + Qdy + Rdz = p(x2,y2, 22) — @(x1,y1,21) = 2 — €1 = ¢,
r r

es un valor constante, independiente de los puntos (1, y1, 21) ¥ (22, y2, 22) y depende sélo de S y So.

Representa la diferencia de potencial entre S7 y So.

Ejemplo 2.5.6 La expresion zdy — ydz no es un diferencial exacto. En efecto, P = —y, Q = z, pero
2Q 40P
oxr 7 Oy’
Calculemos la integral I = / xdy — ydx, donde I' es el segmento Y

r 1
{(z,2)/0 < < 1}. LacurvaT seescribe {(¢,¢)/0 < t < 1}, entonces: M

r
1
I= tdt —tdt) =0.
/0 ( ) M,
mfd2.tex 1

Si existiera una funcién ¢(z, y) que tenga diferencial x dy — y dz, esta funcidn seria constante lo que es

una contradiccion.

Calculando I sobre el trayecto IV dado por OM'M, donde M’ es la proyeccién M sobre el eje x, se

1
I:/xdy—yd:z::/ :zrdy:/ 1.dt =1.
’ M'M 0

Las dos trayectorias I' y IV conducen a dos valores distintos de la integral de linea.

tiene®:

(z+y)de+ (z —a)dy — (x+y)dz
(y+2)° '

Para verificar las condiciones de continuidad, nos situamos en un dominio simplemente conexo que no

Ejemplo 2.5.7 Integrar el diferencial w =

corta el plano y 4+ z = 0. En este caso tenemos que:

1 zZ—x z+y
=, R:—ij
C=GTee L

P = ,
y+=z

satisfacen las condiciones del teorema ??.
En efecto, se busca una funcién ¢ tal que:

e _ 1 9p 23 9 aty

or  y+z’ (?y_(y—i—z)z7 8z (y+2)2’

N

8Recordemos que si I es una curva plana cerrada, el 4rea encerrada por I es 1 / rdy —ydx.
r
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Op oY Z—x
entoncesgp:yx?-l*/f(yaz):> @:_W'F@:m’
do g N xty
9z T T+l 0 el
_ 2 W __ Yy —__z_
porloquew— Wt 0z - Wt e = Y(y,2) = y+z+ﬂ(z).
Por otro lado, g—f = _y—}—z + W + 5 () = —ﬁ = f'(z) =0ie. B(z) = C.

Finalmente, p(z,y, z) = _Z 5 +C.

Observemos que en el transcurso del cédlculo hemos determinado la funcién v (y, z) por la condicién

— ) dy +dz) — d
dy = % En vez de proceder como anteriormente, notemos que dy) = 2dy + (Z)+ Z()Z +z)dz =
d — d
zdly +(Z)+ z(;é—i_ 2)dz y se ve que di es el diferencial de _yzﬁ_ Se tiene pues que ¥(y,z) =
z
—m +c.

En conclusién / w depende sélo del punto inicial (zg, Yo, 20) y del punto final (1, y1, 1) i.e.
r

/w = (1,91, 21) — p(T0, Yo, 20)-
I

2.5.6 Caso de campos vectoriales que no son gradientes

En general se demuestra que si se tiene que f = Vo = (P, Q, R) de clase C*, U
donde ¢ es un campo escalar de clase C2, en un conjunto simplemente conexo %
U C R3, laintegral I = / Pdx + Qdy + Rdz = mfd3.tex

r

/ V-dr sélo depende del punto inicial y el punto final de T'.
r

En principio es ficil ver las consecuencias de que U no sea conexo. Para simplificar y con el objeto de
ser didécticos, supongamos que R = 0y P, ) son funciones de (x,y), de modo que P y @ satisfacen
las hipétesis f = Vo = (P, Q) en U C R?, salvo en un punto (g, o) del interior de U. Sean 'y y I'y
dos curvas contenidas en U tales que (xo, yo) este en el interior de la curva cerrada formada por I’y y
T"5. Supongamos que las dos integrales de linea sobre I'; y I's sean diferentes.

Quitemos de U una regién simplemente conexa R que contiene a (zg, yo)

y que no interseque a I'y U I's. Asf tenemos un conjunto no simplemente \, b2)

conexo U; = U\R en el que las condiciones se dan y sin embargo la inte- (a1, ¢ e

gral de linea depende del camino. mfdd tex (2o, %0)

En el ejemplo que sigue veremos una situacién en la cual se da esta situacion.

Consideremos en el plano P(z,y) = — %—i—y” Qz,y) = e f_ 7 que son continuas en R\ {(0,0)}
opr _ 9Q

al igual que sus derivadas y cumplen =
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Vamos a calcular la integral de linea sobre I" curva cerrada.

dy — yd
Iz/deJery:/w,
T T

z? + y?
YU
r
Si I" no contiene al origen entonces I = 0, pues existe una regién U sim- O
plemente conexa que contiene a I' y no contiene al origen. En esta region
x
las funciones Py () son continuas y se aplica el teorema anterior. mfds -

Si T contiene al origen, la integral no es nula. En efecto tomemos el circulo de centro (0, 0) y radio r
ie.T'= (rcosé,rsen 0),0 < 6 < 27, entonces

/:Cdg;—y;lx :/% r2c0529+2r25en29d9:/%de:271
r r*+y 0 r 0

Asi tenemos U C R? conexo, donde P, @, R son continuas salvo en ciertos puntos de discontinuidad,

puede suceder que la integral de linea
I = / Pdx + Qdy + Rdz,
r

dependa no sélo de los puntos inicial y final, sino también de I" y cuando I' sea una curva cerrada, la

integral no sea nula.

Si tomamos P(x,y) = %, Qr,y) = 7, %5 = g—g = —%, por lo que podemos tener la condicién
x x

(P,Q) = V(%) aunque las funciones P, () son discontinuas en todo el eje y y no sélo en un punto.

2.6 Funciones holomorfas

Sea ) un abierto de C, como todo nimero complejo z se escribe z = x 41y, los conjuntos C, y R x R
estdn en correspondencia biunivoca. Si f es una aplicacién de €2 en C, se puede considerar f como una
aplicacién del abierto 2 de R? en R? i.e. si f € O, el diferencial de f se escribe df = f.(2)dz +
fy(2)dy, donde f., f, son las derivadas parciales con respecto a las variables x, y. Consideremos
las aplicaciones z — z y z —— Z, los diferenciales de estas aplicaciones son dz = dz + idy,

dzZ = dx — idy. Recuerde que si z = = + iy, Z = x — iy. Se puede expresar df en funcién de dz y dz.

En efecto:
& = 1o (BEE) 4 1 (B B) = 30— )+ 3+ )z
por lo que se tiene:
L ot-th) v L=ty



a)
b)
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Definicion 2.6.1 Sea Q un abierto sobre C y una aplicacion f € C' sobre Q en C. Se dice que f es

holomorfa si
of . :
% = O le. fz + lfy = O

Ejemplo 2.6.1 Si f = P + 1@ donde Py () son reales, demostraremos que f es holomorfa sobre (2

siy s6losi Py @ son de clase C' y se tiene:

oP_0Q 9P __3Q
dr Oy y oy oz
(condiciones de Cauchy®). Asi, una funcién holomorfa sobre (2 es una funcién a valores complejos que
es solucién de la ecuacion en derivadas parciales —f + lgi 0.
En efecto, f(z) = f(z + iy) entonces f, = f’ (z), fy = 1if'(2), o sea fy +if, = 0. Por otro lado
_oP 5@ aP ;99 L OP _0Q  .0Q
f —% fy Tesdeclr——g—‘i-
oP_0Q  9Q __op
oxr Oy’ ox Oy’

+1—8— = 0, por lo que:

Ejercicio Las funciones z, 22 son holomorfas. En efecto:

_ .0z _ 4 0z _: 0z 0z _

z—x—f—ly,ax—l,ay ’6 —i—lay 0.

22 = 2% —y? + 2ixy, P(a,y) = 22 — %, Q(x,y) = 22y y se tiene
or _,, 9@ or_ , 94
or 7 oy’ Oy Y= "%

Proposicion 2.6.1 Sean f, g funciones holomorfas sobre un abierto <, entonces las funciones f + g,
fg son holomorfas. En un abierto donde g # 0, las funciones %, é son holomorfas. Si S es una serie

entera, la aplicacion x — S(x) es holomorfa al interior del disco de convergencia.

% Augustin Louis Cauchy (1789-1857) Nace el 21 de Agosto 1789 en Paris, Francia. Muere el 23 de Mayo 1857 en Sceaux
(cerca de Paris), Francia. Agustin Louis Cauchy fue pionero en el andlisis. Investigé la convergencia y la divergencia de las series

infinitas, las ecuaciones diferenciales, los determinantes, la probabilidad y fisica matemadtica.

Ocupé diversos puestos en la Facultad de Ciencia de Paris, el Colegio de Francia y la Escuela Politécnica. En 1814 publicé su

trabajo de la integral definida que 1legé a ser la base de la teorfa de las funciones complejas.
Gracias a Cauchy, el andlisis infinitesimal adquiere bases sélidas.

Cauchy, produjo 789 escritos, pero fue desaprobado por la mayoria de sus colegas. Mostré una obstinada rectitud a si mismo
y un agresivo fanatismo religioso. Como un apasionado del realismo pasé algiin tiempo en Italia después de rechazar tomar un
juramento de lealtad. Dej6 Paris después de la Revolucién de 1830. Acepté una oferta del Rey de Piedmont para dar una cétedra

en Turin donde estuvo hasta 1832. En 1833 se marché a Praga en atencion a Charles X y para ser el tutor de su hijo.

Cauchy volvié a Paris en 1838 y retoma su cargo en la academia pero no su posicién de profesor por haber rechazado tomar el
juramento de lealtad. Cuando Louis Philippe fue destronado en 1848 Cauchy vuelve a su cétedra en la Sorbonne. Ayudé en los

posgrados hasta su muerte.



holomo.tex 157

Demostracion En efecto,

d .0 _ _
(8x+13_y)(f+g)_0+0_
of | .0 dg .0
(a%“%)fg:(a_f“z%) +f(a—g+lzfg)—0
0 .0
(%ﬂ%)%:—%(a—i“yﬂFQ st g#0

f

Para 7 se utiliza la férmula del producto.

Sea S una serie entera
oo n
= E apr” = lim E apz®.
n—o0
n=0 k=0

Los teoremas generales relativos a la convergencia uniforme prueban que:

9 .0 : = k_ k
(% —i—la—y) nh_)rrgogakz _nll{%oz (—+l—) arpz”.

k'— 5 x ... x 2, k veces, con z —> z holomorfa. BLas funciones

oe*
o5

La funcién z* es holomorfa pues z
e*, sen z, cos z Se define e* = e?* = e(cosy +isen y), se verifica que = 0, por lo que e* es
holomorfa definida sobre el plano complejo.

i

Se escribe cos z = %(eiz +e %), sen z = oH e — e~ ) y son holomorfas pues son combinaciones

. . . . ’ ’
lineales de funciones holomorfas. Ademads se tiene e*t* = e“e* pues

e7e” = et [cos(y + y') + isen (y+y')]

= e%(cosy +isen y)e” (cosy’ +isen y/).
BIntegracion de funciones holomorfas Si f es una funcién holomorfa en un abierto €2 de C. Sea I una
curva orientada contenida en €2, lo que significa que I' es la unién de un niimero finito de curvas I';: t —
z;j(t), donde z; es una aplicacién continuamente derivable, inyectiva, con diferencial inyectivo, de un

intervalo en [a, b] en C. Se escribe:

b
/Fj f(Z)dZ:/a f(zj(t))zj(t)dt ie. /Ff(z)dZZE g f(z)dz

Ejemplo 2.6.2 Calculemos ﬁ / g—ﬁ, donde T es un circulo de centro (0,0) y radio R, orientado
r

positivamente.

Consideremos la parametrizacion z = Re'?, dz = iRe'?d#, por lo que:

1 fdz 1 /2”6_(,1_1)1%9_ 1 sin=1
27t Jp zn 2wRnl 0 sin#l.
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Homotopia

Definicion 2.6.2 SeanT, I dos curvas orientadas en un abierto Q. Sean foy f1: I — C parametriza-

ciones de estas curvas con I = [0,1]. Se dice que las curvas son homotdpicas si existe una aplicacion

continua I x Iy 15 ©, (t,0) —> f(£,0) tal que f(t,0) = fo(t) y f(t,1) = fi(t).

Se observa que esta definicién es independiente de la parametrizacién escogida. De la misma manera,
si se define una curva orientada cerrada I'4 de €2, se dice que I'4 y I'c son homotdpicas. Se ve que esto

no depende del origen A escogido en las curvas.

El conjunto de las curvas orientadas homotdpicas a una curva I forma una clase de equivalencia llamada

clase de homotopia de '

Teorema 2.6.1 Teorema de Cauchy
Sea [ una funcion holomorfa en un abierto ) de C, sean I'1 y I'y dos curvas cerradas orientadas

homotdpicas sobre 2, entonces:
f2)dz= [ [(z)dz
I I's

Demostraciéon Admitiremos que en general el teorema es vilido, pues lo demostraremos para el caso
en que I'; es el borde de un rectangulo R, cuyos lados son paralelos a los ejes y donde I's se reduce a un
punto de R. Se debe probar que / (P +1iQ)(dx + idy) = 0, donde P (resp. Q) es la parte real (resp.

I
imaginaria) de f. Es suficiente probar que:

Pdx—Qdy = Qdx+ Pdy = 0.
Fl I‘1

Asi, si R = [a1,a3] X [b1, b2 ] se tiene:

as b2
/rlde—Qdy—/ [P(x,b1) — P($7b2)]d$—/ [Q(az,y) — Qla1,y)] dy

by
— Jf (5p+52) war=o
op _ _0Q

pues = ———. De manera similar se prueba que Qdx+ Pdy = 0.
dy Ox T

Teorema 2.6.2 Teorema de residuos simplificado

Sean a1, as dos puntos distintos de un abierto Q2 de C, sea f una funcion holomorfa en el abierto de
' = QO\{a1, a2} y seaT'; un circulo orientado positivamente, de centro a; y radio ¢, j = 1,2, de modo
que tengan una interseccion vacia y estén contenidos en §)'. Sea " una curva cerrada orientada de €V,

r—
se supone que se puede encontrar una curva orientada B1Bs , (B; € T';), tal que la curva cerrada T
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sea homotdpica en ) a la curva T obtenida al unir pedazo a pedazo:
la circunferencia orientada I'1 (origen B1)

e
la curva B1 B>

la circunferencia orientada I'y (origen Bs)

r—
la curva B> B1 . x
holom| .te.

Definiendo Res(f, a;) = ﬁ / f(2) dz (residuo de f en el punto a;) se tiene:
L

2
/ f(z)dz = 27riZRes(f, a;).
r =

Prueba El teorema de Cauchy aplicado a las curvas orientadas homotépicas I' y I implican

/f dz—ZWIZResf,aJ /

B B>

f(2)dz + / )

y las dos dltimas integrales se anulan, pues representan nimeros opuestos.

Ejemplo a) No se pide en general con detalle verificar que dos curvas b

Y
orientadas son homotdpicas. Por ejemplo si €2 es el semiplano donde 2t A(t)
Jmz > 0, con a; = 1. Se ve que las curvas orientadas I' y I'; de la Fl( 20(
1
T
figura son homotdpicas en Q' = Q\{i}. Ademds, sea la semi-recta
R

A(t) que sale de i de modo que arg(z — i) = 27t, con 0 < ¢t < 1. figul.tex

Sea zo(t) y z1(t) las intersecciones de A(t) con I'y y I" respectivamente. I'; y I" son homotdpicas, pues
la homotopia definida por (¢,6) — zo(t) + 6(21(t) — 20(t)) permite pasar continuamente de I'y a T’

cuando 0 variade O a 1.

Ejemplo b) Para calcular un residuo, en general se puede hacer un desarrollo limitado de f en el
vecindario considerado . Por ejemplo, f(z) = (22 + 1) 72 es holomorfa en el semiplano superior sin el

punto z = i. Definiendo z — i = u se obtiene (para |u| < ¢):

_ 1 1
fe)= (z +1)? (z—i)2 T u?(2i 4 u)?

1
e (1 )’

1 ({_w 3?1 1

_ 4u2<1 u_ 32, >_ Lt o)

: S du 1 du | 1

- Res(£,) = /F w2 T J 4ui+2m/n°(1)d“

:O—i-—i—i—o(e), sie — 0,
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osea Res(f,1) = i (ver ejemplo ??).

Ejemplo ¢) La aplicacién del teorema de los residuos resulta interesante, cuando se realiza un paso
o0

al limite. Para calcular la integral ————, podemos aplicar el teorema de los residuos sobre la
& (14 22)? P P

oo T

curva estudiada en a) y aplicar b):

/R dv 2mi / dz
2)2 ~ 41 | |z=R 2)2 7
r(T+a2)? 4l LR (14 22)

pero sobre el semicirculo I'g se tiene:
[T+ 222 = [z + 17 e =1 > [ |2l = [i| P |2] = [i| P = (R - 1)*,

por lo tanto:

Jon T | < T S 7 S o
Jmz>0 Jmz>0
—+o00
Si R — oo, tenemos [m (1_5#)2 = %

2.7 Resumen

Recordemos que si T = (r1,72,73), u = (u1,u2,u3), v = (v1,v2,v3) € R3:
— el producto escalar de los vectores ry ues r-u = r1uy + roug + rsus 'y

— el producto vectorial de los vectores Ty ues v X u = (rous — rausg, rgu; — rius, rite — rotq).

Proposicion 2.7.1 Seant, u, v € R3, entonces:

I)rxu=-uxr

2)rx (u+v)=rxu+rxv.

3 afrxu)=(ar) xu=r1x (au), x € R.

4)rxr=0.

S5)r(rxu)=u(rxu)=0.

6) ||r x u|| = ||v]| ||Ju]| sen 6, donde 0 es el dngulo formado por el vector 'y el vector u.

Prueba ||T' X l,l”2 = (TQUg — 7’3U2)2 + (T3u1 — 7’1U3)2 “+ (7’1U2 — 7’211,1)2

= T%u% — 2rousraus + r%u% + T%u% — 2r3uiriusg

—i—r%u% + r%u% — 2riusraul + r%u%
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Por otro lado, ||7||?||ul?sen26 = ||v||?||ul|?*(1 — cos?6) =
[rlPlal? = (rw)® = (rf + 73 + 73) (uf + uj + u3) — (roun +

rous + r3uz)? y desarrollando esta expresion se tiene el resul-

tado. fig4.tex

Se observa que ||r x u|| es el drea del paralelogramo con lados r y u.

1 T2 T3
7ir(axv)=|u; wus us}
U1 V2 U3

8)m(u x v) =u(v x1)=v(r x u), cualquier permutacion entre r, uy v es invariante.

9) El intercambio del producto escalar y vectorial deja invari-

ante el producto triple v-(u x v) = (1 X u)-v.

El triple producto v X u-v es igual a + el volumen del par-

alelepipedo con aristar, uyv. figpa.tex v

10)rx (uxVv)#(rxu)xv.

INrx(uxv)=(rv)ju—(ru)v, (rxu)xv=(v)u— (av)r

122)2vu=[r+ul® = [r? = [[ul’,  4dru=|r+ul®—|r—u>
13) v-u es la norma de la proyeccion de v sobre u e inversamente wi = ”rT'Wgu es la proyeccion de r
sobreu, wg =1 — HrT'llf‘gu es la componente de v ortogonal a u.

14) ||r x u||? = ||*||*||u]|* — (r-u)? (Identidad de Lagrange).
15) v+ ul® + [[r — ul]* = 27> + 2[|u]*.
TV uv

16) (r x u)-(v x w) = .
™™W  uw

Las lineas vectoriales (lineas de fuerza, lineas de flujo, lineas de corriente) del campo vectorial f, se

deducen del sistema de ecuaciones diferenciales 1/ (t) = f(r(t)).

El campo escalar o vectorial que no depende del tiempo ¢, se llama estacionario.

El gradiente del campo escalar ¢(x,y, z) se define por, Vi = (%, g—z, %

_ (0 0 O ) .
V= ( 9z’ 9y 0z es el operador de Hamilton (nabla).

), donde el operador
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Se llama rotacional de un campo vectorial f = (f1, f2, f3) de clase C*, el vector:

rotf:fo:(%—% Oh _ 95 %—%).

La integral de linea del vector f sobre la curva I, se determina por la férmula:

d
/f-dr:/f-—TdSZ/f1d$+f2dy+f3d2,
r r ds r

y representa el trabajo realizado por el campo vectorial f a lo largo de la curvaT'.

dr
f ds

Si la curva I' es cerrada, la integral de linea se llama circulacién del campo vectorial f a lo largo de la

es la proyeccién del vector f sobre la tangente a I

curval'.

Un campo vectorial f se dice potencial, si existe un campo escalar ¢ (potencial del campo) tal que

f=Vop.

Para que un campo vectorial f sea un potencial en una regién simplemente conexa, es necesario y
suficiente que f sea irrotacional, es decir rot f = 0. En este caso existe un potencial ¢ que se determina

por la ecuacién dp = fidz + fody + f3dz.

El potencial ¢ satisface dp = Vp-dr y tenemos:
b b
/ dp = / Vip-dr = ¢(b) — ¢(a).
a a

En particular la circulacién del vector Vi es igual a cero: ¢ Ve-dr = 0.
r

2.8 Ejercicios

2.8.1 Longitud de arco

. Calcular la longitud de arco de la curva r(t) = (r cost, rsen t), para 0 < t < 2.

. Calcular la longitud de arco, velocidad y rapidez de la cicloide (¢t — sen ¢, 1 — cost).

. Una particula se mueve sobre el hipocicloide z = cos®t, y = sen 3t. Determinar la velocidad y la

rapidez.

. Hallar la longitud de arco de la trayectoria v(t) = (|¢|, [t — 3],0), =1 < ¢ < 1.

. Calcular la longitud de arco de la curva dada por:

a) T(t) = (6t,3t2,¢3),0 <t < 1. b) 7(t) = (sen 3t,cos3t,2t2),0 < ¢ < 1.

o)r(t) = (t,tsen t,tcost),0 <t < 7. d)r(t) = (2t,t,1%),0 < t < 2.
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e)1(t) = (tsen t,tcost,/3t),0 <t < 1. fr(t) = (V2t,et,e?), -1 <t < 1.

D T(t) = (4 t, 2t3),tg <t <t

t
. Determinar la longitud de arco s(t) = / |7 (t)]| dt de las curvas:

a) T(t) = (cosht,senh ¢,t),a =0 b) r(t) = (cost,sen t,t),a = 0.

Calcular la longitud de arco de la curva en los siguientes casos:
a) T(t) = (2t,¢2,Int), t > 0 entre los puntos (2,1,0) y (4,4,1n2).

b) r(t) = (t,tsen t,tcost) entre (0,0,0) y (m, 0, —m).

2.8.2 Conjuntos convexos

. Determinar cudles de los siguientes conjuntos S de IR? son conexos. Para cada uno explicar, cémo se

puede ir de un punto a otro de S por una curva regular a trazos que los une.

a) S = {(z,y) e R?*/2% +y* > 0} b) S = {(z,y) € R?/2® + y* >0}
o) S ={(z,y) e R¥/z?* +y> < 1} d)S={(z,y) eR¥/1<2®+y> <2}
e)S={(z,y) eR?*/2? +y?>>1y (z —3)* +y*> > 1}

) S ={(z,y) eR*/2* +y* <lo(z-3)*+y* <1}.

Sea f(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)) un campo vectorial en R?, de clase C! en un abierto S. Si f es el

gradiente de un cierto potencial ¢, probar que %5 = g—g en.S.

2.8.3 Integrales de linea

Calcular las siguientes integrales de linea:
a) / Id_sy’ I segmento de recta y = %x —2,conz €[0,4].
r

b) /F xyds, T es el contorno del rectdngulo con vértices: (0,0), (4,0), (4,2), (0,2).

c) /F yds, I es el arco de la pardbola y? = 2px, recortada por la pardbola 22 = 2py.

d) / (¢* + y2)n ds, T es la circunferencia = acost, y = asen t.

F v
2

2
e) / zyds, I'es la cuarta parte de la elipse a:_2 + i 1, situada en el primer cuadrante.
r a

f) / \/2yds, T es el primer arco del cicloide x = a(t — sen t), y = a(l — cost).
r



11.

12.

13.

14.

164 el4.tex

Deducir la férmula para calcular la integral / f(x,y)ds en coordenadas polares, si la curva I estd dada
r

por p = p(6), 01 < 6 < 0s.
Calcular las siguientes integrales de linea:

a) /(:1: — y)ds, I es la circunferencia 22 + y2 = ax.
r

b) / xy/22 — y2ds, T es la curva dada por la ecuacién (22 + y?)? = a?(2% — y?), 2 > 0.

c) / arctan z ds I" es la espiral de Arquimedes p = 26, comprendida dentro de un circulo de centro

(0,0) y radio a.
d) / —2&2 I es la primera espira de la hélice z = acost, y = asen t, z = at.
. . a2 . .
e) / xyzds, T es la parte de la circunferencia 2% + y? + 22 = a2, 2% + 9% = o situada en el primer
r

octante.

f) / (22 — \/x? + y?)ds, I es la primera espira de la curva z = tcost, y = tsen t, z = t.
r

) / (r + y)ds, T es la parte de la circunferencia 2% + y? + 22 = a2, y = x, situada en el primer
r

octante.

Calcular las siguientes integrales curvilineas:

a)gg xyds, T'eslacurva |z| + |y| = a,a > 0.
r

ds
b , I es el segmento de recta que une los puntos (0,0 1,2).
) /F o 24 g q p (0,0)y (1,2)

2 2
c) / zyds, I es la parte de la elipse x_2 + Z—Q = 1, situada en el primer cuadrante.
r a
d) / y*ds, T es el primer arco de cicloide 7 = a(t — sen t), y = a(1 — cost).
r

V&2 + y%ds, T es el arco de la envolvente de la circunferencia © = a(cost + tsen t), y =
r
a(sen t —tcost),0 <t < 2.

f) /(:1:2 +y?%)%ds, T es el arco de la espiral logaritmica r = ae™?, m > 0, desde (0, a) hasta (—o0, 0).
r
g)¢ (x + y)ds, T es el lazo derecho de la lemniscata 72 = a? cos 2¢.

h)/a:—l—zds I'esunarcodelacurvaxr =¢,y = 342 2 =13,0<t< 1.

7

i) / —Q—Q—st I" es la primera esfera de la hélice circular x = acost, y = asen t, z = bt.
+y +z

Calcular¢ /2y? + 22ds, donde T es el circulo 22 + 3% + 22 = a?, z = y.
r
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Hallar el drea de la superficie lateral del cilindro parabdlico y = %xQ, limitada por los planos z = 0,

r=0,z=2,y=6.

Hallar la longitud del arco de la hélice cénica x = ae’ cost, y = ae’sen t, z = ae’ desde el punto
(0,0,0) hasta el punto (a, 0, a).

Calcular la integral de linea con respecto a la longitud de arco en:

a) / (x 4+ y)ds, siendo T el tridngulo de vértices (0, 0), (1,0) y (0, 1) recorrido en sentido contrario al
r

de las agujas del reloj.

b) / y?ds, donde T" tiene la ecuacién vectorial v(t) = a(t — sen t,1 — cost), 0 < t < 27.
r

c) /(:1:2 + 4?)ds, donde T tiene la ecuacién vectorial T(t) = a(cost + tsen t,sen t — tcost), 0 <
r

t < 2m.

d) / zds, donde I tiene la ecuacion vectorial v(t) = (¢ cost,tsen t,t), 0 < ¢ < to.
r
2.8.4 Masa, centros de gravedad, momentos,...

Un alambre uniforme tiene la forma de una porcién de curva de interseccién de las superficies 22 +y2? =

z,y = x, que une los puntos (0,0,0) y (1, 1, 2). Determinar la coordenada z del centroide.

Calcular la masa m de un muelle que tiene la forma de la hélice v(t) = (acost,asen t,bt),0 <t < 2,
si la densidad p(z,y, z) = 22 + y? + 22. Determinar los centros de gravedad y los momentos de inercia
respecto a los ejes coordenados.

Hallar la masa de un alambre cuya forma es la curva de la interseccion de la esfera 22 + y? + 22 =1y

el plano x + y + z = 0, si la densidad del alambre en (x,y, z) es 2.

Determinar la masa de la curva y = Ilnx comprendida entre los puntos z1 y x2, si la densidad de la

curva en cada punto es igual al cuadrado de la abscisa del punto.

Determinar la masa de un fragmento de la catenaria y = a cosh % entre los puntos cuyas abscisas son
r1 = 0, x2 = a, si la densidad de la curva en cada punto es inversamente proporcional a la ordenada

del punto, con la densidad § en el punto (0, a).

Calcular 1a masa de la parte de la elipse z = acost, y = bsen ¢, a > b, situada en el primer cuadrante,

si la densidad en cada punto es igual a la ordenada del punto.

Calcular la masa de la primera espira de la hélice x = acost, y = asen t, z = bt, cuya densidad en

cada punto es igual al cuadrado del radio polar en ese punto.

Calcular la masa del arco de la curva x = e’ cost, y = e'sen t, z = e, desde t+ = 0 hasta un punto
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arbitrario, si la densidad es inversamente proporcional al cuadrado del radio polar y en el punto (1,0, 1)

esigualal.

Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la primera semi-espira de la hélice x = a cost,

y = asen t, z = bt, si la densidad v es constante.

Calcular el momento estético de la primera espira de la curva helicoidal cénica x = tcost, y = tsen t,
z = t, con respecto al plano zy, considerando la densidad proporcional al cuadrado del punto desde el

plano zy.

Calcular los momentos de inercia con respecto a los ejes de coordenadas de la primera esfera de la hélice
h
x =acost,y=asen t, z = a—t.
y 27

y2

2
Determinar la masa del contorno de la elipse 95—2 + el 1, si su densidad lineal en cada punto (x,y)
a

esigual a |y].

Hallar la masa de la primera espira de la hélice circular z = acost, y = asen t, z = bt, si la densidad
en cada punto es igual a /22 + y2 + 22.

Determinar las coordenadas del centro de gravedad del semi-arco de la cicloide, dada por © = a(t —
sen t),y = a(l —cost),0 <t < .

Determinar el momento de inercia con respecto al eje z, de la primera espira de la hélice circular
r =acost,y =asen t,z = bt.

Calcular la fuerza con que la masa M distribuida con densidad constante en la circunferencia 2% + y? =

a?, z = 0, influye sobre una masa m situada en el punto (0, 0, ).

Consideremos un alambre semicircular uniforme de radio a.
a) Demostrar que el centroide estd situado en el eje de simetria a una distancia 2% del centro.

b) Demostrar que el momento de de inercia respecto al didmetro que pasa por los extremos del alambre

es %MCLQ, siendo M la masa del alambre.

Un alambre tiene la forma de un circulo 22 + 42 = a?. Determine su masa y su momento de inercia con

respecto a un didmetro, si la densidad en (x,y) es |z| + |y

2.8.5 Integrales de linea de campos vectoriales

Calcular la integral de linea del vector r a lo largo de una espira de la hélice circular x = acost,

y=asen t,z=ht,0<t<2m.

Calcule la integral de linea del campo vectorial f a lo largo de la curva indicada:
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a) f(x,y) = (2% — 22y,9y* — 22y), y = 2% desde (—1,1) a (1,1).

b) f(z,y) = (2a — y,xz), 7(t) = a(t —sen t,1 — cost),0 < t < 2.

o) f(x,y,2) = (y* — 22,2yz, —22), 1(t) = (t,t%,#3),0 < t < 1.

d) f(z,y) = (2 + y?, 22 —y?),y = 1 — |1 — 2| de (0,0) a (2,0).

e) f(z,y) = (z + vy, — y), laelipse b22% + a?y? = ab?, en sentido contrario a las agujas del reloj.
f) f(x,y,2) = (2zy, 22 + 2,y), desde (1,0,2) a (3,4, 1) alo largo del segmento de recta que los une.

o) f(z,y,2) = (z,y,2x2—y),desde (0,0,0) a (1,2,4), alo largo de un segmento rectilineo que los une.
h) f(z,y,2)

(

1

(w,y, 22 — y), alo largo del camino dado por r(t) = (t2,2t,4t3),0 <t < 1.

Calcule / x? — 2zy)dx + (y* — 2xy)dy, donde T el arco de pardbola y = x? que une los puntos
r

(_274) y ( ) 1)

Calcule / @ +y) i:g _T_ 7(;120 —4) dy, donde I' es la circunferencia 2% + y* = a?, recorrida en sentido
r [

contrario al de las agujas del reloj.
dz + dy o
Calcule RSk donde T" es el contorno del cuadrado de vértices (1,0), (0,1), (—=1,0) y (0,—1)
r
recorrido en sentido contrario al de las agujas del reloj.

Calcule /(y dx + zdy + xdz), donde:
r

a) I es la curva de interseccién de las dos superficies x +y = 2y 2% + y? + 22 = 2(z + ). La curva

es recorrida de tal modo que mirando desde el origen, el sentido es el de las agujas de un reloj.

b) I es la interseccién de las dos superficies z = zy y 22 +y? = 1, recorrida en sentido que visto desde

encima del plano xy, es el contrario al de las agujas del reloj.

Calcular las siguientes integrales curvilineas:

a) /(x2 —2zy)dx + (2zy + y?)dy, T es el arco de pardbolay = 22 que va desde (1,1) a (2,4).
r

b) /(Qa —y)dx + xdy, T es el primer arco de la cicloide = a(t — sen t), y = a(1 — cost) recorrido
r

c)/

en el sentido de crecimiento de ¢.

22y dx — x? dy, donde T estd descrita por los diferentes caminos que parten del origen O(0, 0) y que
r
finaliza en A(2,1):

«) sobre la recta OmA.

() sobre la pardbola con eje de simetria el eje x. c(o,1)

) sobre la pardbola con eje de simetria el eje y.

0) sobre la linea quebrada OB A. dem?2319tex B(2,0)
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€) sobre la linea quebrada OC'A.

d) / 2zxydz + 22 dy en las mismas condiciones que en c).

e) gg Tty cglcx T (z—y) dy’ T es la circunferencia 22 + y2 = a2, tomada en el sentido contrario a las
agujas del reloj. v

f) / 2dx + 22 dy, T es la mitad superior de la elipse 7 = a cost, y = bsen t, en el sentido de las agujas
del reloj.

2) / cosydr—sen zdy, I esel segmento AB de la bisectriz del segundo dngulo coordenado, si la abscisa

del punto Aes 2 y la ordenada del punto B es 2.

d d
h) ¢ i :i I+ y:z: y) , I es el lazo derecho de la lemniscata 72 = a2 cos 2y, recorrida en el sentido

contrario a las agujas del reloj.
43. Calcular las integrales curvilineas en las curvas indicadas:

a) / xdy, I es la curva dada por el tridngulo con los dos ejes coordenados y la recta 55 + % =1,enel

sentido positivo.

b) / zdy, I' es un segmento de la recta % + % = 1, desde el punto de interseccion del eje y hasta el
r

punto de interseccion del eje x.

c) / 2)dz, T es el arco de pardbola desde (0, 0) hasta (2, 4).

d) / ?)dy, T es el contorno de un cuadrildtero con vértices (0, 0), (2,0), (4,4), (0,4) indicados

segtin el recorrido.
e) / —zcosydr + ysen xdy, I' es el segmento que une los puntos (0,0) y (7, 27).
r
f) / rydx + (y — x)dy, Teslacurva: a) y = 2, B) y = 22, 7) y? =, §) y = x3.
r
2) / 2xydr + x2dy, Teslacurva: o)y =2, By = 22, V) y? =2, 6) y = 2°.
r
h) / ydx + xdy, I es la parte de la circunferenciax = acost,y = asen t,0 <t < %
i) / ydx — xdy, I' es laelipse x = acost, y = bsen t recorrida en el sentido positivo.

y? 22
i), / Cglcf o~ 2dy T es la semicircunferencia x = acost, y = bsen ¢,0 < t < %

k) /(2a —y)dz — (a — y)dy, T es el primer arco de la cicloide z = a(t — sen t),
y=a(l—cost),0 <t <27

2 2
) / dy —y_dv , T es la cuarta parte del astroide z = acos®t, y = asen 3t, desde el punto (a,0)
x3 +y3
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hasta el punto (0, a).

m) / xzdr +ydy + (x +y — 1)dz, T es el segmento de recta que va desde el punto (1,1, 1) hasta el
punto (2, 3,4).

n) / yzdx + zxdy + xydz, I' es el arco de la hélice x = bcost, y = bsen t, z = desde el plano

r 2_’
z = 0 hasta el plano z = a.
/ vde +ydy + zdz , I' es el segmento de recta que une el punto (1,1,1) y el punto
Vel +y2+ 22 —x—y+22

(4,4,4).

p) / 2dx + 22 dy + 2% dz, T es la curva de interseccion de la esfera 2 + y? + 22 = a? y del cilindro
2?2 + 9% = ax, a >0, z > 0, recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj, si se observa desde el
origen.

Calcular las integrales curvilineas siguientes:

a) / (y—z)dr+ (z —x)dy + (r — y) dz, T es una espira de la hélice circular x = a cost, y = asen ¢,
r

z==bt,con0 <t < 2.

b) gﬁ ydx + zdy + xdz, ' es la circunferencia © = acosacost, y = acosasen t, z = asen a.
r

a =cte, recorrida en el sentido de crecimiento del pardmetro.
c) / xyde+yzdy + zxdz, donde I es el arco de la circunferencia 22 + y2 + 22 = 2ax, 2 = z, situado

por el lado del plano xz, cony > 0.

2.8.6 Aplicaciones
Calcular / (6xy? — y®)dz + (62%y — 3xy?) dy, alo largo de cualquier curva I" desde el punto (1,2) al
r
punto (3,4).
Calcular la integral curvilinea / rdxr + ydy — zdz, a lo largo de cualquier curva I' que va desde
r
(1,0,—3) a (6,4,8).

Calcular / xydz+yzdy + zxdz, donde T es la circunferencia que resulta al intersecar 22 4 y2 + 22 =
r
4z, con z = x, recorrida en el sentido contrario de la manecillas del reloj, vista sobre el semieje positivo

dela z.

Verificar que las integrales tomadas a lo largo de las curvas cerradas, son iguales a cero para cualquier

funcién f integrable.

DD flay)(yds +ady)
b)¢f % xdy yd:v
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°)¢F [flz+y)+ flz—y)]de+ [fx +y) — f(z —y)]dy.

d)gg f(:vQ +92 4+ 22) (:Cd:v +ydy + zdz).
r

Calcular la integral / rdy = ydu sobre la circunferencia I': z2 + y? = 1, en sentido positivo.

AR

Calcular las integrales de linea siguientes:
(2,1)

a) 2zydr + 2% dy.
(0 0)
b) / ydx + xdy.
(1,2)
(5,12)
c) zdr +ydy (el origen (0, 0) no estd en la trayectoria de integracion).

(3.4) IQ +y2
(z2,y2) xdx +ydy

@) VI +Y?

con centro en el origen y de radios con R; y R, respectivamente. El origen no estd en la trayectoria de

d) (los puntos (x1,y1), (z2,y=2) estdn situados en circunferencias concéntricas,

integracion).
(2,1,3)
e) rdr —y?dy + zdz.
(1,-1,2)
(3,2,1)
f) yzdx + zxdy + xydz.
(1,2,3)
(5,3,1)

zxdy + rydz — yzdx
(7,2,3) (z — yz)Q

2) (la trayectoria de integracién no corta la superficie z = %).

Determinar las funciones ¢(z, y), dadas en los diferenciales siguientes:
a) do = z?dx + % dy

b) dp = 4(x? — y?) (v dx — ydy).
(x 4 2y)dx + ydy

Ode = gy

r g, VT
Y2 +y? vV +y?

e)dp = ((y 23;2 —l—a:)da:—l— (ﬁ —yQ)dy.

d)dy =

x
) dp = (2z cosy — y?sen z)dx + (2ycosz — z* sen y)dy.
g 20 1)d
g) dp = (1—4_272— +(1+2+)y
(By —x)dr + (y — 3:v)dy
h) dp =
)¢ (x+y)°
dr + dy + dz

Ddp= Ty 77
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rdr + ydy + zdz

Ddyp =

\/x2+y2+z2 ’
K) deo yzdx—i—:z:zdy—i—:z:ydz
14+ 22y%2?
2(zaxdy + xydz — yzdx)
1) dp =
i (@ — y2)?
_ _ 3
m) dp = 23 3y :2” dz.
Y Y v
n)dp =ezdx + (M +zeyz)dy+ (— w + ye¥* + e’z)dz.
z

Decidir si los siguientes campos vectoriales poseen o no funcién potencial. Encontrarla en caso que
exista.

a) f(z,y, 2) = (2zy3, 2222, 32%y2?).

b) g(z,y,2) = (doy — 32222 + 1,222 + 2, —2232 — 322).

o) h(z,y,2) = (y%cosx + 23, —4 + 2ysen z,3w2% + 2).

Supongamos que la ecuacién diferencial P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0, tiene un factor integrante y(z, y)
que nos permite obtener una familia de soluciones de la forma ¢(x,y) = c. Si la pendiente de la curva

o(x,y) = cen (z,y) es tan d, el vector unitario normal 7 se expresan = (sen ¢, — cos#). Existe un

campo escalar g(z, y) tal que la derivada normal de ¢ viene dada por la férmula }(;)% = p(z,y)g(x,y),
donde Z(;)% = V-1 . Hallar una férmula explicita de g(x, y) en funcién de P(z,y) y Q(x,y).
Demostrar que las ecuaciones diferenciales siguientes son exactas y en cada caso hallar la primitiva de
la forma diferencial asociada y la solucién de la ecuacion diferencial.

a) (x + 2y)dx + (2z 4+ y)dy = 0.

b) 2zydx + z*dy = 0.

¢) (2% — y)dx — (x +sen 2 y)dy = 0.

d) 4sen xsen 3ycosxzdr — 3 cos3ycos2xdy = 0.

e) (3z%y + 8xy?)dx + (x® + 82y + 12ye¥)dy = 0.

Sea p(x,y) de clase C'* un factor integrante de la ecuacién diferencial P(x,y)dz + Q(x,y)dy = 0,
6@ 9
donde P de clase C*, d t i 1 —Px1 .
onde Py Q son de clase emostrar que 7, — Q og |l 7y los m

Deducir de esta ecuacion las siguientes reglas para encontrar factores integrantes:

a) Si (_35 9Q ) / Q@ = f(z) es funcién sélo de x, entonces e-f 1@)d o un factor integrante.

b) Si (8@ 85) /P = g(y) es una funcién que depende sélo de y, entonces e-f 9W4Y o5 un factor
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integrante.

Usando el ejercicio anterior, determinar el factor integrante y la solucién de las ecuaciones diferenciales
siguientes.

a) ydr — (2z + y)dy =0 b) (22 + y3)dx — zy?dy = 0.

Si %% Q = f(2)Q(z,y) — g(y)P(x,y), demostrar que ef 1@zt [ gy o facror integrante

de la ecuacién diferencial P(x, y)dz + Q(z, y)dy = 0.

Determinar el factor integrante y la solucidn de las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) (22%y + y*)dz + (223 — zy)dy = 0 b) (e secy — tany)dx + dy = 0.
Calcular las siguientes integrales curvilineas de las expresiones diferenciales exactas siguientes:
(2,3) (3,4) (1,1)
a) xdy + ydx b) xdx + ydy c) (z + y)(dz + dy)
(-1,2) (0,1) (0,0)
(2,1) _
d) yd_xyzac_dy el camino no corta el eje .
(1,2)
(z,y) (z2,y2)
DN d:; i ;ly el camino no corta larectax +y = 0. f) p(x)dz +¥(y)dy
(3:3) (z1,91)
Determinar las primitivas de las expresiones y calcular las siguientes integrales:
(3,0)
a) (z* + 4zy®)dz + (62%y? — 5y*) dy

(= 2—1)

b) / xdxy Y dI , el camino de integracién no corta la recta y = .
—1) -

(3.1 (z + 2y)d:c + ydy

c) , el camino de integracion no corta la recta y = —z.
(1,1) (z +y)? s Y
(1,1) y
d) ($ +y> dx+('7+x> dy.
0,0 \Vz2+y? x? + y?
_zdr+ydy

alo largo del cuarto de ehpse = + y = 1, que se encuentra

Calcular la integral I = b2

r1+az?+y?

en el primer cuadrante, en el sentido de las agujas del reloj.

Demostrar que si f(u) es una funcién continua y ' es una curva cerrada regular a trozos, la integral
¢Ff(a:2 +y?)(xdr + ydy) = 0.

Determinar la funcién primitiva ¢ si:

a) dp = (2z + 3y)dx + (3z — 4y) dy.

b) dp = (322 — 2zy + y?)dx — (22 — 22y + 3y?)dy.
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Odp=e""Y[(1+z+y)de+ (1 —x—y)dyl.

dy

A dp = 7%+ 74

r+y

Calcular las integrales curvilineas de las diferenciales exactas siguientes:

(6,4,8) (a,b,c) (3,4,5)
a) rdr +ydy + zdz b) yzdr + zzdy + xydz ¢) rdr +ydy + zdz
(1,0,—3) (1,1,1) 000 Va2+y?+ 22
(@.y.77)

d) yzdv+ Z;’y@y Ty dz, donde la curva esta situada en el primer octante.

(1,1,1)
En este problema se trata el trabajo de una fuerza en el plano.

a) En cada punto del plano, sobre un punto material actia una fuerza cuya magnitud es constante e igual
a F'y cuya direccion sigue el lado positivo del eje . Determinar el trabajo realizado por esta fuerza,

cuando el punto se desplaza a lo largo de la circunferencia 2 + 3> = a? situada en el primer cuadrante.

b) Sobre cada punto del plano, actia una fuerza F que es igual a (zy, x+y). Calcular el trabajo realizado

por F al desplazarse desde (0, 0) hasta el punto (1, 1) a lo largo de:
a)laregiony = x f3) la pardbola y = x>
) una trayectoria de dos eslabones, cuyos lados se encuentran sobre los ejes coordenados. Considere

los dos casos.

c¢) En cada punto M de la elipse * = acost, y = bsen {, estd aplicada la fuerza F cuyo valor es igual

a la distancia al centro de la elipse, dirigida al centro de la misma.

«) Calcular el trabajo realizado por la fuerza F' al desplazar el punto M a lo largo de la elipse situada

en el primer cuadrante.
() Calcular el trabajo cuando se recorre toda la elipse.

d)SilafuerzaF = (Qxy, xz), probar que el trabajo realizado por la fuerza, depende s6lo de su posicién
inicial y final y no depende de la forma del trayecto. Calcular el trabajo al desplazarse desde el punto
(1,0) hasta el punto (0, 3).

e) La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional a la distancia del punto al plano xy. La fuerza
estd dirigida hacia el origen de coordenadas. Calcular el trabajo al desplazarse el punto bajo la accién
de esta fuerza a lo largo de la recta x = at, y = bt, z = ct, desde el punto (a, b, ¢) hasta el punto
(2a,2b,2c).

f) La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional a la distancia que media entre el punto de su
aplicacién y el eje z. La fuerza es perpendicular a este eje y estd dirigida hacia él. Calcular el trabajo

al desplazarse el punto bajo la accién de dicha fuerza a lo largo de la circunferencia z = cost, y = 1,
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z = sen t, desde el punto (1, 1,0) hasta el punto (0,1, 1).

g) Demostrar que el trabajo de la fuerza de gravitacidon de dos masas puntuales, efectuado al desplazarse
una de ellas no depende de la forma de la trayectoria. La magnitud de la fuerza de atraccién F' la
112

establece la ley de Newton F' = Gmamy

5> donde 7 es la distancia entre los puntos, m; y mso son las
r

masas concentradas en dichos puntos, GG es la constante de gravitacion.

Un campo estd generado por una fuerza de magnitud constante F', que tiene la direccién del semi-eje
positivo x. Determinar el trabajo realizado por dicho campo, cuando un punto material describe en el

sentido positivo, el cuarto de circulo 22 4 y? = a? que se encuentra en el primer cuadrante.

Hallar el trabajo que realiza la fuerza de gravedad al trasladar un punto material de masa m, desde la

posicién A(z1, y1, z1) hasta la posicion B(xz, Y2, 22) (el eje z estd dirigido verticalmente hacia arriba).

Hallar el trabajo de una fuerza elastica dirigida hacia el origen de coordenadas, cuya magnitud es pro-

porcional al alejamiento del punto al origen de coordenadas, si el punto de aplicacién de dicha fuerza

2

2
describe en el sentido positivo, el cuarto de elipse 95—2 + Z—Q = 1 situado en el primer cuadrante.
a

Determinar la funcién potencial de la fuerza f(x, y, z) y determinar el trabajo realizado por dicha fuerza
en el camino que se indica, si:

a) X =0,Y =0, Z = —myg (fuerza de gravedad) y el punto se desplaza desde la posicién A(x1,y1, 21)
a la posicién B(xa, Y2, 22).

b) X = —ur%, Y = —u%, Z = —ur%, donde s es la constante y 7 = /22 + y2 + 22 (fuerza de
atraccién de Newton) y el punto material se desplaza desde el punto A(a, b, ¢) hasta infinito.

¢) X = —k%x,Y = —k%y, Z = —k?z, donde k =constante (fuerza eldstica), estando el punto inicial
de camino en la esfera 22 + y? + 2% = a? y el final en la esfera 2° + y* + 22 = r? (a > 1).

En cada caso determinar si f es o no el gradiente de un campo escalar. Cuando f sea un gradiente, hallar

la correspondiente funcién potencial ¢.

e) f(x,y) = (sen (zy) + zy cos(zy), 2 cos(xy))

a) f(z,y) = (z,y)

b) f(z,y) = (32%y,2°)

o) f(z,y) = (2zeY + y), 2% + z — 2y)

d) f(z,y) = (sen y — ysen = + z,cosx + xcosy + y)
(z,y) = (

0 f(z,y,2) = (2,9, 2)

g)f(I,y,Z):(I+Z,—y—Z,ZC—y)
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h) f(z,y, 2) = (2xy3, 22, 32°%y2?)

i) f(z,y, 2) = (3y*2?2, 42322, —322y?)

i) f(z,y, 2) = (222 + 8292, 323y — 3zy, —4y?2? — 22°2)
k) f(x,y,2) = (y? cosz + 23, —4 + 2y sen x,3z2% + 2)

D) f(z,y,2) = (doy — 32y* + 1,2(z? + 1), —22%2 — 322).
2.8.7 Formas diferenciales

Estudiar las formas diferenciales w siguientes, en dos variables. ;Es w cerrada? ;jw es exacta? En caso
afirmativo, calcular las primitivas de w; si w no es cerrada, buscar una funcién ¢(x, y) # 0 en el que la
forma diferencial wy (x,y) = ¢(z, y)w(z, y) sea cerrada (¢ es el factor integrante de w) ;Es w; exacta?

En caso afirmativo calcular las primitivas de w; :

a) (2x + 2y + e*Y)(dx + dy)
xdy — ydx
(x —y)?
xdx + yd
¢) - yzy _
ety
d) (1 + 2zy)dx + 2y*dy) cos(z? + y?) + (1 — 2zy)dy — 22°dx) sen (22 + y?)
y2dx + x2dy
oL arTrdy
(z+y)?
f (x —y)dr + (x + y)dy
1172 +y2
9) (1+22) 3 (1 +22)dy + (zy — 227 — 1)d)
1
h -~
) (1—a2)2+44
(ax + by)(zdy — ydx)
(22 + y2)3/2 J

b)

ydy

(2zy?dr + 2(1 — 2?)ydy)

i) a,beR

1 1

j) == dx — — dy, ¢(x,y) depende sélo de > + y*
ey Ty

k) (2% + y? — 1)dz — 2ydy, ¢(x,y) depende sélo de =

1) y2dx + 2dy, p(x,y) depende sélo de = + y

m)
xzy —1
n) 2x(y — 1)dz — (2® — 1)dy, ¢(z,y) depende s6lo de x

dx — xd
w, ¢(x,y) depende sélo de zy

0) (2 4+ y? — 1)dx — 2zydy, p(x,y) depende sélo de 2% — 3>
P y(l+x)e ¥de + (1 — y)e Ydy, ¢(x,y) depende sélo de x

qQ (14 (z +y)y)dz + (1 4+ (z + y)x)dy, ¢(x,y) depende sélo de xy.
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La misma pregunta anterior, para el caso de formas diferenciales en tres variables.
a) 3(z% + 2y + 2x2)dx + 3(22 + y?)dy + 3(2? + 2%)dz
1 1 1
b) (——%) dz + (——%)dy—i— (——%)dz
Yy X z Yy X z
¢) 2wzdx — 2yzdy + (22 — 2% + y?)dz, ¢(z,y, z) depende sélo de z
d) (y — 2)dx + (z — x)dy + (z — y)dz, p(z,y, z) depende sélode y — z
e) yz(y + z)dx + zz(z + x)dy + zy(x + y)dz, p(z,y, z) depende sélo de z + y + z.

Sea f:R? — IR de clase C'! y w la forma diferencial definida por:

(2? + 2 + f(z,y))(ydz — zdy)
2 + 92

w(z,y) =

(Cémo escoger f para que w sea exacta en R?\{(0,0)}?

Determinar f, g: R — IR de clase C* para que la forma diferencial w definida por w(z,y,2) =

2xzdx + f(y)g(2)dy + (2* + 3y*)dz sea cerrada en R3. Calcular las primitivas.

A cada aplicacion ¢: R?\{(0,0)} — R de clase C"! se asocia la forma diferencial w,, definida sobre

R*\{(0,0)}, por wy(z,y) = [(x = yo(z,y))dx + (zp(z,y) + y)dy].

x2 + y2
a) Demostrar que w,, es cerrada sii ¢ verifica una ecuacién en derivadas parciales (E).
2
x .
b) Demostrar que o (z,y) = o es solucién de (E).

¢) ¢La forma diferencial w,,, es exacta en R?\{(0,0)}?

Hallar el trabajo realizado por la fuerza f(z,y) = (22 — y2, 2xy), al mover una particula en sentido
contrario al de las agujas del reloj, recorriendo una vez al contorno del cuadrado limitado por los ejes

coordenados y lasrectasx =ayy =a, a > 0.

Un campo de fuerzas bidimensional f viene dado por la ecuacién f(z,y) = (cxy, z%y?), siendo c una
constante positiva. Esa fuerza actda sobre una particula que se mueve desde (0, 0) hasta la recta x = 1,
siguiendo una curva de la forma y = ax®, en donde a > 0y b > 0. Encontrar el valor de a (en funcién

de c) tal que el trabajo realizado por esa fuerza sea independiente de b.

Un campo de fuerzas f en el espacio de tres dimensiones viene dado por la férmula f(z,y,z) =
(yz,zz,z(y + 1)). Calcular el trabajo realizado por f al mover una particula recorriendo una vez el

contorno del trigngulo de vértices (0,0, 0), (1,1,1), (—=1,1,—1), en este orden.

Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas f(x,y,2) = (y — 2,z — x,x — y), a lo largo de de

la curva de interseccion de la esfera 2® + y* + 2* = 4 y el plano z = ytan 6, en donde 0 < § < %. El
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camino es recorrido de modo que, observando el plano xy desde el eje z positivo, el sentido aparezca

contrario al de las agujas del reloj.

Calcular el trabajo realizado por un campo de fuerza f = (y2, 22, 2?), a lo largo de la curva de inter-
seccién de la esfera 22 + y2 + 22 =a? y el cilindro % 4+ y2 = azx, siendo z > 0, a > 0. El camino es
recorrido de modo que, observando al plano zy desde el eje z positivo, el sentido sea contrario al de las
agujas del reloj.

Sea f(z,y) = (P(z,v)), (Q(x,y)) un campo vectorial en R?, de clase C'! en un abierto S. Si f es el

gradiente de un cierto potencial ¢, probar que %5 = (Z—Cj enS.

Aplicar el resultado anterior para verificar que f no es un gradiente. Determinar una curva I' tal que

ggrf-dr #0.

a) f(z,y) = (y, —x) b) f(x,y) = (y,zy — ).

Se considera el campo vectorial f(x,y, 2) = (P(z,y, 2), Q(x,y, 2), R(x,y, 2)) de clase C! sobre S C

R3 abierto. Si f es un gradiente de una cierta funcién potencial ¢, demostrar que %B _ 99 op _

y Oz 0z
R 8Q—a—RenS.

Oz’ 0z Oy
En cada uno de los siguientes campos vectoriales aplicar el ejercicio anterior para demostrar que f no es

una gradiente. Determinar un camino cerrado I" tal quegg f-dr # 0.
r

Sea f = (y, z, yz) un campo de fuerzas.
a) Determinar si f es o no conservativo.

b) Calcular el trabajo realizado al mover una particula sobre la curva dada por r(t) = (cost,sen t,e’),

0<tg .
Un campo de fuerza f estd dado por f(z,y) = (z + y,z — y).

a) Demostrar que el trabajo realizado por la fuerza f, al mover una particula sobre la curva r(t) =
(f(t),9(t), a <t < b,declase C!, depende sélo de f(a), f(b), g(a), y(b).
b) Dar el trabajo realizado cuando f(a) =1, f(b) = 2, g(a) = 3, g(b) = 4.

Un campo de fuerzas viene dado por la ecuacién f(r,0) = (—4sen 6,4sen 6). Calcular el trabajo

utilizado al mover una particula desde (1,0) al origen, siguiendo la espiral de la ecuacién polar r = e~°.

Un campo de fuerzas radial o central f en el plano, se puede expresar en la forma f(z,y) = f(r)r,

donde r = (z,y), r = ||| y f es continua, demostrar que el campo es conservativo.



88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

178 ed30.tex

Calcular el trabajo realizado por la fuerza f(z, y) = (3y®+2, 16x) al mover una particula desde (—1, 0)
a (1,0), siguiendo la mitad superior de la elipse b22% + y? = b2. ;Sobre qué elipse se hace el minimo
trabajo?

Un fluido se desplaza en un plano xy de modo que cada particula se mueve en linea recta desde el

origen. Si una particula estd a una distancia r del origen, su velocidad es ar”. Determinar una funcién

potencial de la velocidad, que sea una gradiente.

Si ¢y 9 son funciones potenciales para un campo vertical f en un conjunto convexo abierto S C R",
demostrar que ¢ — 1) es constante en S.

Sea S el conjunto R"™\{0}, sear = ||x|| = /2% + -+ + 22 y sea f un campo vectorial sobre S dado
por f(x) = rPx, p € R.

a) Determinan una funcién potencial para f en .S.

g'(r)

T

b) Determinar ¢, si f(z) = x, g de clase C'* en RR.

Sea f un campo vectorial definido en S = R?\{(0, 0)}, dado por la férmula
Y x
f = — == .
@) = (-l ) = (Bl foe)
8f2 o 8f1 o y2 - x2
a) Probar que e (x,y) = By ~ W / )
b) Sea S’ = R®\{(z,y) € R*/y = 0,z < 0}, si (z,y) € S’ (i
expresar x, y en coordenadas polares, x = rcosf, y = rsen 6, J
r >0, —m <60 <m, demostrar que 6 viene dado por la formula:  ;540416.tex
arctan% sixz >0,
=< L ix =
) sixz =0,
arctan% +m sixz <O0.
00 _ Y 9 _ =

Deducir que 2~ para (z,y) € S’

or 224y Oy 224y

Si P(z) = ze ", Q(z,y) = —22ye ¥ +

o calculargg Pdz + @Qdy, donde I es la frontera
e +y T

del cuadrado de lado 2a, determinado por las desigualdades |x| < a 'y |y| < a, circulando en el sentido

contrario a las manecillas del reloj.
2.8.8 Férmula de Green

Calcular¢ y?dx + zdy en cada caso y usar el teorema de Green para verificar el resultado:
r
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a) I' es el cuadrado de los vértices (0, 0), (2,0), (2,2), (0,2).

b) " es el cuadrado de los vértices (+1, £1).

¢) T es el cuadrado de los vértices (£2,0), (0, +2).

d) T es la circunferencia de radio 2 y centro (0, 0).

e) I tiene la ecuacion vectorial r(t) = (2cos®¢,2sen 3¢), 0 < t < 2.

Si I' es una curva cerrada simple en el plano z,y y representamos con I, al momento de inercia
(alrededor del eje 2) de la region interior a I', demostrar que existe un entero n € N tal que n/,
gg 23dy — yde.
r
Sean u, v funciones de R? en R de clase C! en un conjunto U conteniendo el circulo 22 +32 < 1, que lo
denotamos S. Se define f(z,y) = (v(z,y), u(z,y)), g(z,y) = (ug — Uy, vy — vy ). Determinar el valor

de la integral doble //f-gd:cdy, si se sabe que en la frontera de S se tiene u(z,y) = 1, v(z,y) = .
s
Si f y g son funciones reales de clase C'! en un conjunto abierto conexo S del plano, demostrar que

¢ fVgdr= —gg gV f-dr, para toda curva de Jordan I" regular a trozos contenida en S.
r r

Sean u, v funciones de R? en R de clase C? en un abierto conexo S del plano. Sea R una regién de S

limitada por la curva Jordan I' regular a trozos. Demostrar que:

i) ¢ wvdx + uvdy =

J(G-5) (G -5))

11) Bu )d:c—l—( %—vau)dy:

T
0%u
// < 50y ”axay)d“’dy

Si f(x,y) = (Q(z,y), —P(z,y)) es de la clase C* sobre un abierto S C R? y si I una curva contenida

en S, demostrar que [ Pdx + Qdy = | f-nds, donde 1 es el vector normal a la curva I
r r

Sean f, g funciones de clase C? en un conjunto abierto S del plano. Supongamos que R es una regién
contenida en S, cuya frontera es una curva de Jordan I' regular a trozos. Demostrar las identidades

2
siguientes, donde V2u = g U4 g_f

9g //2
ds = [[ V?gdzdy.
a)ggF%S gdzrdy

b)¢f ds_/ (fV%g + Vf-Vg)dxdy.
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C)¢ f 8f dS—/ (fVZ%g — gV?f)dxdy (férmula de Green)

d) Si f, g son armdnicas en R, verificar que:

¢Ff%ds=¢ gﬁf@d_/wvgdmy, gﬁagd gj;d_o

Seav(z,y) = (y°,z¢), ¢ > 0ysear(z,y) = (x,y). Consideremos una regién plana R’ bordeada por
una curva de Jordan I" regular a trozos. Calcular div (v x 1) y rot (v x 1) y aplicando el Teorema de

Green, demostrar que¢ v X T-dw = 0, donde w es la funcién que describe la curvaI'.
r

Demostrar que el teorema de Green puede expresarse en la forma:

//(rot v)-kdxdy :¢ v-tds,
r
R

donde t es el vector unitario tangente a I' y s es la longitud del arco.

Una region R estd limitada por una curva de Jordan, regular a trozos I'. Se conocen los momentos de
inercia de R alrededor de los ejes = e y que valen respectivamente a y b. Calcular la integral de linea

¢ Vrt.m ds, en funciénde a y b.
r

En la integral v = (z,y), r = ||r||, n representa el vector unitario normal exterior a I' y s es la longitud

de arco. La curva se recorre en el sentido contrario a las agujas del reloj.

Sea f un campo vectorial en el plano, dar una definicion de la integral de linea / f x dr. Esta definicién

r
debe ser tal que, pueda obtenerse como consecuencia del teorema de Green, la férmula siguiente:

/f X dr = k//(divf)dxdy.
r
R

Transformar la siguiente integral curvilfneagg Va2 +y2da + y(zy + In(z + /22 + y2)) dy, usando
la férmula de Green, donde I es la curva que ll;mita la regién R.

Usando el Teorema de Green, calcular las siguientes integrales curvilineas:

a)gg 2(2? + y?)dz + (x + y)?dy, T es el borde del tridngulo de vértices (1, 1), (2,2), (1, 3) recorrido
en elFsentido positivo. Verificar el resultado calculando la integral directamente.

b) ¢ — 2%ydx + xy?dy, T es la circunferencia 22 + y? = a? recorrida en el sentido contrario a las

r
agujas del reloj. Verificar el resultado directamente.

c)¢ (x+y)dx — (x —y)dy, T es la curva que une los puntos A(1,0) y B(2,3) por una pardbola cuyo
r

eje es el eje v, y la cuerda BA. Verificar el resultado directamente.
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d)¢ e (y*dx + (1 + 2y)dy), T es una curva que une los puntos A y B situados sobre el eje = y el
r

segmento AB, de modo que el drea limitada por I" es igual a R.

Calcular la integral¢ zdy = ydv examinando dos casos:

T 1172+y2

a) el origen (0, 0) estd fuera de la curva T,
b) cuando la curva rodea n veces el origen (0, 0).

Demostrar que si I' es una curva cerrada, entoncesgg cos(z,n)ds = 0, donde R es la longitud de arco
r
y 1 es la normal exterior.

Usando la férmula de Green, determinar la integral I = g§ (x cos(z,m) + ysen (z,n))ds, donde s es
r
la longitud de arco y 1 es la normal exterior a la curval'.

Calcular la integral¢ du — dy, tomada sobre el borde del cuadrado con vértices (1,0), (0, 1), (—1,0),

T +y
r
(0, —1), en el sentido contrario a las agujas del reloj.

Sean S = {(fmy) c R2/$2 +y2 > O}’ P(x,y) = Ez—%——yg’ Qz,y) = 52_+—Iy2— en Sy sea I unacurva

de Jordan regular a trozos contenida en S.

i) Si (0,0) es interior a T", demostrar que la integralgg Pdx+ Qdy toma el valor +27 y analizar cuando
r

el signo es positivo.

ii) Calcular el valor de la integral / Pdz + Qdy, cuando (0, 0) es exteriora I,
r

Sean v = (z,y), r = ||v| y f(z,y) = (%05_7‘7 _(’“)g)fr), para r > 0. Sea I' una curva de Jordan

regular a trozos situada en el anillo 1 <z + 12 < 25. Determinar todos los valores posibles de la integral
de linea de f alo largode I'.

Una regién conexa con un sélo agujero se llama doblemente conexa (el anillo 1 < 22 + y? < 25 es un

ap _ 0Q

ejemplo). Si Py @ son de clase C' en una regién abierta R doblemente conexa y si = o en
todo R, ;cudntos valores distintos posibles existen para las integrales / Pdx + Qdy, donde I es una
r

curva de Jordan regular a trozos en R?

Resolver el ejercicio ?? para regiones triplemente conexas, es decir regiones planas con dos agujeros
solamente.

Sean P, (Q funciones de clase C'! tales que %—1; = g—g en todo punto excepto en tres puntos. Sean I';,

T'y, I's tres circulos como se muestra en la figura adjunta y sea I, = Pdx + Qdy. Supongamos

T
que I = 12, I, = 10, Iy = 15. *

a) Determinar el valor / Pdz 4+ Qdy, siendo I' 1a curva en forma de ocho.
r



116.

117.

118.

182 ed33.tex

I'>
r Iy
b) Dibujar otra curva cerrada I" a lo largo de la cual / Pdx + r
Qdy = 1. Indicar en el dibujo el sentido en que recorre el

camino. ap47814a.tex

c)Sil; =12,1, =9, Is = 15, demostrar que no existe camino cerrado alguno I' a lo largo del cual

/Pd:c—l—Qdy =1
r

1 1 1
G- D24y P @Rt

Sea I, = / Pdz + Qdy, donde P(z,y) = —y y
Tk
z—1 T z+1
z,y) = + +
Q@) (z—12+y* 22+y*> (z+1)2+y
menor z2 4 y? = % (con el sentido contrario al de las agujas del reloj), I's es la circunferencia mayor

5- Enla figura adjunta I'y es la circunferencia

2% + 2 = 4 (con el sentido contrario al de las agujas del reloj) y I's es la curva unién de las tres
circunferencias v1 : (z — 1)+ y? = 1,72 : 2? + y* = 1,73 : (x + 1)? + y? = 1, dibujadas en los

sentidos que se indican en la figura. Si Iy = 67 e Is = 2, hallar el valor de I;.

Calcular el drea de las figuras limitadas por las siguientes curvas:
a) la elipse x = acost, y = bsen t.

b) la astroide £ = acos® ¢,y = asen 3 ¢t.

¢) la cardioide z = a(2 cost — cos 2t), y = a(2sen t — sen 2t).
d) el lazo del folio de Descartes 23 + y> — 3azy = 0, a > 0.

e)lacurva (z + ) = azy.

Una circunferencia de radio b rueda sin resbalar sobre otra circunferen-
cia fija de radio a, por fuera de la misma. Supongamos que % € IN¥,
entonces determinar el drea limitada por la curva (epicicloide) que des-

cribe un punto fijo sobre la circunferencia de radio b al rodar sobre la

circunferencia de radio a. Analizar el caso en que a = b (cardioide). gem2341 tex
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Una circunferencia de radio b rueda sin resbalar por otra circunferencia
fija de radio a permaneciendo dentro de ella, de modo que % €IN*. Cal-
cular el drea limitada por la curva (hipocicloide) descrita por un punto

fijo de la circunferencia mévil al rodar dentro de la circunferencia de

radio b. dem?2342.tex

Analizar el caso particular en que a = g (astroide).

Transformar las integrales de linea tomadas a lo largo de las curvas cerradas I, en el sentido positivo,

en las integrales dobles sobre los dominios limitados por estos contornos:
a)¢ (1 —2?)yde + (1 + z?)dy.
r

b)gg (e“v‘ + 2x cos y)dw + (ezy —22sen y)dy.
r

Solucién
_ .2 _ 2 orP _ 1 2 3_@ _ 2
a) Tomando P = (1 T )y, Q = z(1 4 y*), entonces oy = 1—z°, o 1 4+ y~, con lo cual
tenemos:
gﬁ (1 —2?)yde+ z(1+y?)dy = //(:v2 + y?)dady.
r S

N ] _ oY _ .2 6P7 Ty %7 Ty

b) Sea P = e*¥ 4+ 2z cosy, Q@ = e z“ sen y, entonces g~ ze 2z sen y, e Ve

2z sen y, por lo tanto:

¢ (e™ + 2z cosy)dr + (e — z? sen y)dy = //(y —z)e™dzdy.
r
5

Calcular la integral gﬁ (1 — #?)ydx + (1 + y?)dy, donde T es la circunferencia % + y? = a?,
r
directamente y aplicando la férmula de Green.

Solucién Tomando la parametrizacién x = acost, y = asen t, 0 < ¢t < 27, entonces:

/ (1 — xz)yd:c + a:(l + yQ)dy =
r
27
/ ((1 — GQCOSQt)aSGD t( — asen t) —i—acost(l —i—azsen?t)acost)dt =
0

27 27
4 24(1 = cos? 2 —guA(rl _ w13\ _1_.4
4a /0 2 cos t(l cos t)dt—l—a /0 cos2tdt = 8a (22 224) = =ma*.

Por otro lado:

2m a 4
/ (1 — :cz)ydy—l-x(l —|—y2)dy = //(:c2 —|—y2)d:cdy :/ (/ r3dr> do = 277% = %71'0,4.
r 0 0
5
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2 2

122. Calcular la integral / (zy + x + y)dx + (zy + = — y)dy, donde I es la elipse L= + Z—Q =1y cuando
T a

I es la circunferencia 2% 4+ y? = ax. La integral debe calcularse directamente y usando la férmula de

Green.

Solucién

/ﬂb\F
a) Usando la parametrizacién x = a cost, y = bsen t, tenemos: \—\—/a

[+ o4 o+ oy o - y)dy =
r ber3825a.tex

27
/ ((absen tcost + acost + bsen t)(—asen t) + (absen tcost+ acost — bsen t)bcost)dt =
0

27
/ (—aQbsen2tcost—a2 sen tcost—absen 2t+ab®sen tcos?t—b%sen tcost—+ abcos? t)dt =
0

2 27 2 2
—azb/ sen 2t costdt—ab? / cos?(—sen t)dt—(a*+b?) / sen tcos tdt+ab/ cos 2tdt =
0 0 0 0

0+0+0+4+0=0.

Usando la féormula de Green tenemos:

/F(xy—i—:c—i-y)dx—i-(xy—i—x—y)dy://(y+1—(:c—i—l))dxdy://(y—x)d:vdy:
R

R

2w 1 1 2m
/ </ (brsen t — ar cos t)abrdr> dt = ab/ (/ (brsen t — ar cos t)dt) rdr =
0 0 0 \Jo

1
ab/ 0-rdr = 0.
0

b) La circunferencia se escribe r = acosf, —g <6 <

Ay

s
2?
entonces = rcosf = acos2f,y = rsen § = asen 6 cosb,

por lo tanto:

(zy +z +y)dr + (vy +  — y)dy = :
ber3825b.tex

o[y

{(a2 cos? @sen 6 + acos? 0 + asen 6 cosf)(—2acosfsen ) +

J
/

(SIE]

(a? cos®Osen 0 + acos? @ — asen 6 cosf)a(cos? § — sen ? 9)} df =

3 3
—2 [a3/wcos4936n29d9+a2/
-z _

cos® 0 sen 9d9—|—a2/2 sen 26 cos? 0do

+

ol
NE]
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vl
roly
roly

cos® @sen 0df — a3/

cos® @sen 3 0do + a2/

cos*dh — a2/ cos? @sen 2 0do +

MERCT
ol
ol

sen390039d0—a2/ cos® Osen 0do =

NE]

3 3 3
—2a3-2/ (cos4 6 — cos® 9) df — 3a? / sen 20 cos? 0df + a? / cos* 0df =
0 s s

2 2
3ml3(1_9) _q.2mlq 3 oml13 _ _34ma®l
—4a’G55(1-g) =355I - ) +a* 557 = —=77 5

Usando la formula de Green tenemos:

/F(fcy+x+y)dx+(xy+x—y)dy—Z/(y—:zr)da:dy—/_% (/Oacose(sen 0 — cos ) er> g =
/

123. Demostrar que la integral / (y2x3 + ey)dzzr + (:cy3 + xe¥ — 2y) dy es igual a cero, si I' es una curva
r

[NIEY

B

%G3C0839(S€n 9—C059)d9=; <0—2/0 cos* 0db —ga —;z—ga .

l\?|=\

cerrada simétrica respecto al eje y.

2 0 _ .3 Yy _ 3 _ oY — 43 _ 3
entonces B 3y Yy’ +e 2yx e Y 2yx?, por

Solucién Sea P(x) = %23 + e¥, Q(z,y) = zy> + xe¥ — 2y, /\|/R\
0Q _ 9P \/‘\/

lo tanto la simetria respecto al eje y implica que ber3826.tex

o(z,y) = y> — 2ya®, satisface p(x, —y) = —p(x,y) y la integral sobre la regién encerrada R es nula,

B ro(@) B
pues / Pdz + Qdy = / / o(z,y)dydx = / Odz = 0.
r a J—p(z) o

Recuerde que una funcién impar tiene integral nula sobre intervalos de la forma [ —a, a ].
124. Usando la férmula de Green, calcular la diferencia entre I; = / (x+y)?dx — (x —y)?dye I, =
|1
/ (z +y)?dz — (z — y)? dy, donde T'; es un segmento de la recta que une los puntos (0,0) y (1,1)y
s

I'5 es el arco de la pardbola y = x2.

Solucién Tenemos que:

1 y=x
L —I,= // (x—y —2(a:+y))dxdy—//4:rdxdy )
yy==x

R

%

x 1 1—\
dr = 4/ (CCQ _ $3)d£€ 2 1 "
2 0

1
:/ (/ 4xdy> dxr = / Ty
0 z? 0 z ber3827.tex

(544

125. Demostrar que el valor de la integral /(2:1:y — y)dx + x?dy, donde T es la curva cerrada, es igual al
r
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drea del dominio limitado por esta curva.

Solucién En este caso, /(2:1:y —y)dx + 22 dy = OF
r R
//(2:10 — 22+ 1)dedy = //dacdy = [R|.

R R ber3829.te

126. Demostrar que la integral / o(y)dx + [:cgo’ (y) + x3} dy, es igual al momento de inercia triple de una
r
figura plana homogénea limitada por el contorno I, respecto al eje de ordenadas, donde ¢ es de clase
ClL.
Solucién Se tiene que:

/ o(y)dz + [z (y) + 23] dy = //(go’(y) +32% — ¢'(y))dady = 3//:52 dxdy = 31,.
8 R R
127. Calcular el drea de las figuras limitadas por las curvas cerradas, usando la integral de linea:
a) (v +y)* = 2%y b) (2% + yz)2 = 2a*(2? — y?) o) (Vy+ \/5)12 = zy.
2.8.9 Calculo de residuos

2m
128. Sea I = / Wtent’ con a > 1, verificar que I es la integral sobre la circunferencia unidad de una
0

funcion holomorfa. Deducir el valor de 1.

129. Calcular]:/ dx y]:/ dx
0 0

1+ 22 1+t
: " t dt " int gy :
130. Calcular la integral I = /0 %, donde I = fReJ, con J = /0 FQZCW’ si
la] # 1.

+oo
131. Integrando e—*" sobre el contorno del rectdngulo [Rez| < R, 0 < Jmz < b, demostrar que / et cos 20t dt =

Ve .
132. Integrando (1 + 2™)~! sobre el contorno del sector donde 0 < argz < 2% y |z| < R, probar que
[ = F e

133. Integrando e~ en el contorno del sector donde 0 < arg z < % y |2] < R, demostrar que:

/cos:de:vz/ senxQd:vzlwlz.




Capitulo 3

Integrales de superficie

3.1 Teoria de superficies

Cuando estudiamos las funciones del tipo 2 = f(z,y), donde (z,y) € R C R? abierto, identificamos
su grdfica como una superficie S = {(z,y,2) € R*/(z,y) € R, 2 = f(x,y)}, lo que supone una
correspondencia biunivoca entre S'y R. Es claro que se necesita generalizar esta nocion de superficie,
pues el toro, la esfera y otras figuras de IR? no son de la forma z = f(x,y). Es importante observar que
una superficie puede escribirse tanto explicitamente z = f(x,y), como implicitamente a través de una

funcién F'(x,y, z) = 0, al menos localmente bajo ciertas condiciones (Teorema de la funcién implicita).

3.1.1 Representacion paramétrica de una superficie

Al considerar una superficie que satisface la ecuacién F'(z,y, z) = 0, algunas veces podemos represen-

tar z en funcién de (z,y). Por ejemplo, si 22 + y? + 22 — 1 = 0, se puede escribir z = /1 — 22 — y2
0z =—y/1—22—9y2

Existe otra manera de representar una superficie, la representacién paramétrica por medio de tres ecua-

ciones que expresan z, y, z en funcién de dos pardmetros (u, v):
x = z(u,v), y = y(u,v), z = z(u,v).

El conjunto R C IR? es donde varia (u,v) y los puntos correspondientes (,y, z) constituyen una su-

perficie en el espacio xyz.

Siescribimos 1(u, v) = (z(u, v), y(u,v), z(u,v)), con (u, v)ER, r se denomina representacion paramétrica
de la superficie.

Cuando la superficie se escribe z = f(x,y), tenemos 1(u, v) = (u, v, f(u,v)).

Por otro lado si es posible eliminar u, v en las ecuaciones paramétricas, obtenemos z = f(z, y).

187
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Ejemplo 3.1.1 Representacion paramétrica de la superficie de una esfera

Las ecuaciones x = acosvcosu, y = acosvsen u,

z=asen v,0 <u < 2ry—35 < v < g, representan v

2 »a
2

2 2 2 __
que z° +y° + 2% =a”. mis1.tex

la superficie de una esfera de radio a y centro en el ori-

ISIE] | [SE]

gen. Elevando al cuadrado las tres ecuaciones tenemos — _

Ejemplo 3.1.2 Representacion paramétrica de un cono

Sea r(u,v) = (vsen acosu,vsen asen u,v cos ), !
una representacion paramétrica que describe el cono cir- v

cular recto de la figura adjunta. h

Si elevamos al cuadrado z, y, z y los sumamos se tiene o u

%+ y2 + 22 =2 mis2.tex x 5

Definicién 3.1.1 Una superficie parametrizada es una funcién v:R C R? — R3. La superficie
S = 7(R) y se puede escribir v(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).

Si 1 es diferenciable o de clase C, decimos que la supertficie S es diferenciable o de clase C.

Definicion 3.1.2 Si la aplicacion r:R — 1(R) es biyectiva, la superficie v(R) se denomina superficie

paramétrica simple.

Consideremos una superficie representada por la férmula r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), con

(u,v) € R. Siz, y, z son de clase Cct, podemos considerar los dos vectores:

or (3x Ay 8,2) or (3x Ay 8z>

ou \du’ du’ du v \9v’ v’ v
i j k
O Or _ | 9z Oy 9x | _ (|9W:2)| |0(z2)| |0(x,y)
El producto vectorial u = gu " gu = (‘8(%1}) (w0 | | 9w, 0) | )
z Y z

dv v v
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T mis3b.tex

Si r es diferenciable en (u,, v,) € R, fijando u en u,, obtenemos v — 1(u,, v) de modo que el vector

or _ (9z 9y 0z
tangente a la curva en 1(u,, v,) €8 oo (Uo, Vo) = (81}’ J0 81}) (Uo, Vo).

imilar 7 — (0z 9Y 0z or Or
De manera similar = < ou D 8u> (o, Vo). Como los vectores ou o Son tangentes a las
curvas sobre la superficie r(u,v), el vector % X % determina el plano tangente a la superficie en
T(u,v), siempre que la superficie no presente anomalias, como sucediera si % 0 % fuera 0. El hecho
que % X % # 0, asegura la existencia del plano tangente.

Definicién 3.1.3 Sea R C IR? un abierto y sea S la superficie en R?® dada por v: R — S de clase C*,

se dice que la superficie es regular en (u,v) € R, si or o %(u, v) #0.

ou
- tales OT_OT inuas o bien 2T x T (u. ) —
Los puntos (u, v)€R en los que las derivadas parciales G’ Dy O son continuas o bien 9 (u,v)

0, se llaman puntos singulares de la superficie S o de 1.

Toda superficie tiene mds de una representacidon paramétrica y puede suceder que un punto puede ser

regular para una representacion y singular para otra.

Caso en que la superficie se escribe z = f(z,y)

Sea z = f(x,y) una superficie con (x,y) € R C IR? abierto y acotado, con frontera T, si las derivadas

. 0 . . . .
parciales 2% 8_f son uniformemente continuas sobre R, la funcién f y sus derivadas pueden extender
- r oy

a R

z:f(x,y)

El conjunto S descrito por la funcién f extendida (z = f(x,y), 25
(z,y) € R) tiene por borde I = S\ S.

En el caso en que la superficie S es regular, diremos que S es

regular con frontera. Es obvio que la proyeccién de I sobre el R
o PRSTIBRN R & T,y

plano z = 0, es I'. mis43£t5{" r
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Si T es regular a trozos descrita por z = z(s), y = y(s), 0 < s < s, I/ también es regular a trozos,
representada por las funciones z = z(s), y = y(s), z = f(x(s),y(s)), 0 < s < s,, que llamamos

curva fronterade S (o de S) o simplemente frontera (0.5).

Sea (0, Yo, Zo) un punto de la superficie regular dada por z = f(x,y), como f es de clase C'! existe un
abierto en R? de la forma O x l2zo —€,20+¢[,0 C R? acotado, de modo que corta la superficie en
un elemento S’ regular (con curva borde) especificada por z = f(x,y), (z,y) € O. A este corte S’ lo

llamamos elemento de superficie de la superficie regular S de la forma z = f(z,y).

Los conceptos que venimos de expresar, se aplican a los casos en que © = g(y,z) o y = h(x, z), es

decir cuando se proyecta uno a uno sobre el planox = 0oy = 0.

Se puede decir que S C IR3, es una superficie regular, si para todo (,,¥,, 2,) € S existe un par-
alelepipedo A = [, — §1,%0 + 01 ] X [Yo — 02,90 + 02] X [2, — I3, 2o + 03] que corta la superficie
S en un elemento regular o, el cual se puede describir localmente por las ecuaciones de uno de los tres

tipos siguientes:

Z:fl(xay)v ('rvy)EAZa 'r:fQ(yaZ)a (y,Z)EAg;, y:f3('rvz)7 (ZC,Z)EAy,
donde las funciones f1, f2, f3 tienen derivadas parciales continuas sobre los rectingulos cerrados.

Observaciéon En vez del paralelepipedo A se pudo definir en general un abierto acotado S, de modo

que S, sea la proyeccién sobre el plano u = 0.

Proposicién 3.1.1 Si g(x,y, z) es una funcién de clase C', g:R — R, R C R? abierto tal que
IVg(z,y, z)|| >0, V(z,y, z) € Ry sila superficie S para la cual g(x,y, z) = 0 no es vacia, entonces

S es regular.

Demostracion En efecto, si % (Zoy Yoy Z0) 7 0, por el teorema de la funcién implicita existe U abierto
acotado, para el cual z = f(x,y), (z,y) € Uy g(z,y, f(x,y)) = 0, la funcién f es de la clase C1. As{

la superficie es regular sobre U.

El plano tangente de la superficie S es z — 2, = % (X0, Yo) (X —20) + g—ch (%0, Yo)(Yy—Yyo) y por el hecho

99 9g
of gz (oo Yo%) of gy (Tort %)
que % (xmyO) = - dg s @(foayo) = _6:97’ se tiene %(xo,yo,zo)(x —
&(movymzo) %(xouyoazo)

dg 99 _
xo) + 6_y($oay07 Zo)(y - yo) + &(xoaym Zo)(z - Zo) =0.
La superficie de la esfera 22 + y% + 22 = R2, (R > 0), es regular, pues si (Zo, Yo, z,) € S, una de

las coordenadas es # 0, digamos z, # 0 y existe un abierto (z,,¥,) € O C B((0,0), R) de modo
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que z = f(z,y) = signo(z,)\/R? — 2% — y2, (z,y) € O y tiene derivadas parciales continuas. La

superficie de la esfera es una superficie regular sin frontera. La parte S; de la superficie de la esfera con

z > 0, es una superficie regular con borde I'/, dado por 22 + y? = R2.

La cerradura de S; = S; U T es el hemisferio superior (con o
frontera). Asi S; se proyecta uno a uno sobre el plano zy y no
puede proyectarse uno a uno sobre otro plano que no sea xy. mis5a.tex

Definicion 3.1.4 Una superficie que se puede partir en un niimero finito de elementos regulares se dice

regular a trozos.

Definicion 3.1.5 Una superficie parametrizada S es regular a trozos, si es la union de imdgenes de

superficies parametrizadas v;: R; — R3, R; C R? tales que:
i) R; es un abierto del plano
ii) v; es de clase C' y uno a uno excepto tal vez en la frontera de R;

iii) S, la imagen de 7; es regular, excepto tal vez en un niimero finito de puntos.

Ejemplo 3.1.3 Cuando una superficie S se da en la forma explicita z = f(z, y), podemos representarla
por la ecuacién r(z,y) = (z,y, f(z,y)). La proyeccién de S sobre el plano zy determina R. Ademds,

el producto vectorial es:

i k
ﬁ X ﬁ = 1 0 a_'f = — ﬁ ,— g , 1 ,
Ox ~ Oy g% oz’ Oy
0 1
dy _
mis4gge)‘('..
por lo que % X % # 0, V(z,y) € R. Los tnicos puntos singulares que se pueden dar son puntos en
of of

los que una de las derivadas parciales ==~ no es continua.
q p a9z’ Ty

Un caso tipico es la ecuacién z = /1 — 22 — y2 que representa el hemisferio superior de radio 1,

centrado en el origen, con z2 + 3% < 1.
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ar Or
dx’ Oy

interior del circulo 22 + y? < 1, pero no existen en la circunfe-

Las derivadas parciales existen y son continuas en el

rencia 22 + 32 = 1. Consideremos ahora el mismo hemisferio

anterior, representado por: misS.texz & L

T(u,v) = (cosu cosv,sen u cosv,sen v), % = (—sen wucosv,cosucosv,0),

or _ (— cosusen v, —sen wusen v,cosv), or o Or _ cosvr(u,v), R=1[0,27] x [0,%].
ov Ou = Ov

La imagen de R no es una superficie paramétrica simple, pues al punto (0, 0, 1) (polo norte) se le asocia
[0,27] x{Z} y es el tinico punto singular. Ademds (0, v) = (27, v) de modo que los lados izquierdo
y derecho de S se aplican a la misma curva, que es un arco que une el polo norte al punto (1,0, 0) del

ecuador.

Ejemplo 3.1.4 La definicion de superficie regular implica la existencia de una region la cual corta S, en
un elemento regular o que se representa explicitamente, digamos por la funcién z = f(z,y), (z,y)€A’,

la cual es de clase C*, entonces el vector:

=|F ,F ;£
VIt Lee Lenag

es normal a la superficie y podemos decir que S es una superficie regular localmente orientable!.

n

bl

Ejemplo 3.1.5 Las ecuaciones © = acosvcosu, y = acosvsen u, z = asen v, —% <v <

(SIE]

0 < u < 27, representan la superficie de una esfera de radio a con centro en el origen.

Un calculo breve determina H or X or

Ou = v
que la superficie de la esfera S de radio a es regular, pero esto no es debido a la superficie S sino a

= a?| cosv|. De acuerdo a este resultado no podemos decir

la escogencia de la parametrizacion, pues los polos en los valores v = +7 de los pardmetros no son

singulares.

x

Mis adelante se precisard la nocién de superficie orientable
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Ejemplo 3.1.6 Toro Si consideramos en el plano zy un circulo de radio a con centro en (b, 0), (0 <
a < b), la rotacién del circulo en el espacio alrededor del eje y, genera una superficie T llamada toro.

Sea 6 el angulo de la figura y ¢ el dngulo a través del cual el circulo es rotado alrededor del eje y.

La superficie es representada paramétricamente con ayuda de 6 y ¢ por z = (b + acosf)cos¢, y =
asen 0, z = (b+acosf)sen ¢, 0 < 0 < 27, 0 < ¢ < 27. En coordenadas cartesianas, la ecuacion

del toro es:
F(z,y,2) = (Va2 + 22 = b)* +y* —a® =0,

donde F + F} + F? = 4(va? + 22 — b)*> + 4y > 0 sobre T. Es claro que T es una superficie regular.

3.1.2 Cambio de representacion paramétrica de una superficie

Supongamos que la funcién 1: R — R3, R C R? es la representacion paramétrica de la superficie
S = 7(R) y que la R es la imagen de la regién R C IR? por la aplicacién biyectiva g: R” — R de
clase C*, dada por g(s,t) = (u(s,t),v(s,t)). Asf tenemos que w(s,t) = 1(g(s,t)) y las aplicaciones
m:R — R3, w: R" — R?, representan la misma superficie, es decir r(R) = w(R’) = S (regularmente

equivalentes).

Teorema 3.1.1 Sean r y w dos funciones regularmente equi-

............................ - Y
valentes dadas porw = rog, donde g(s,t) = (u(s,t),v(s,t))
e

es de clase C1, g: R’ — R, entonces: 35/4 \\w

ow ow  Or  Or|0(u,v) ’ g

—— X = — X — :

Os Ot Ou Ovl J(s,t) @

mis9.

donde las derivadas parciales %, % estdn evaluadas en el punto (u(s,t),v(s,t)), o sea el producto

vectorial de w, es igual al producto vectorial de r, multiplicado por el determinante jacobiano de la

transformacién g.

Demostracién Usando la regla de la cadena para varias variables tenemos:

ow_orou orov  ow_orou oron
ds  Ou ds v ds’ Ot  Ou Ot v o’
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donde las derivadas g; g; estdn evaluadas en (u(s, t),v(s,t)). El producto vectorial nos da:
ow Oow _ (Ordu , Ordv Or Qu | 9r dv
S x G = (G5 + 55 < (5 + 5 %)
= (9Or  Or)Oudv  (Or  Or) dvdu
_(3u><3v) 858t+(3 x u) s Ot
8TX8r(@@_@8_):& ar |9(u, v)
T Ou Ou\ds Ot 0Ot o du " Ov | J(s,t)

3.2 Areadeuna superficie

Consideremos en I' un segmento rectilineo horizontal, su imagen por r es una curva situada en la super-
ficie r(I"). Para v fija, 8r es un vector tangente a la curva y cuando u se incrementa Aw, el punto situado

%H Au. Simi-

en r(u,v) se desplaza a 10 largo de la u-curva una distancia aproximadamente igual a

larmente, para  fija un punto de la v-curva se desplaza por el incremento Awv, una distancia aproximada

H H Awv. El area del paralelogramo determinado por %Au y gr Av es la norma de su producto
vectorial:
H ﬁ Au X H H AuAv.
Ju

Recordemos que la norma del producto vectorial puede verse como un factor de proporcionalidad de las
dreas. Asi en los puntos en que el producto vectorial es nulo, el paralelogramo degenera en un punto o

€n una curva.

En cada punto regular los vectores O o O geterminan el plano tangente, que es normal al vector

ou ¥ v
g; X % La continuidad de gr gT implican la continuidad del desplazamiento del plano tangente,
or ., or

en una superficie regular. De este modo vemos que la continuidad de 5— X - no permite la presencia

ou = Ov

de aristas o puntas en la superficie.

Para simplificar, consideremos una superficie regular S de clase C', dada por v(u,v), (u,v) € R, donde

R es un rectdngulo acotado.

Sea P una particién de R es un nimero finito de rectdngulos (en el sentido de 2-dimensional), con lados
paralelos a los ejes coordenados, Ry, ...,R,,, (R = Ry U---UR,,), donde cualesquiera dos partes se

intercambian s6lo en alguna parte de sus fronteras.
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vj |-

i fig81.tex

Sea (uj, vj)€R; un punto arbitrario, a este punto le corresponde un punto P; = r(uj,v;) = (5,95, 2;)€
S;. Cada elemento R; de la particién P, genera una parte de la superficie S; de S, de modo que
(S;)j=1,....m es una particién de S. Sea |S;| el drea de .S;, entonces el 4rea de S es el limite de la suma

de los | S|, cuando ||P|| — 0, es decir:

S lim S
S| = ”PH%OZI B

si el limite existe. Recordemos que |S;| es aproximadamente igual a:

or or
H 5y (Fi)Aus x == (Fj)Av;

’ A’U,jA’Uj,

or  Or
= H% X o (F5)

donde |R;| = Au;Av;. Asi tenemos que:

Br or

8u £ (P dudv.

[S] = lim Z|Sj|: lim

IPlI=0%=3 IPlI=0=

‘AujAv, //‘

El resultado facilmente se generaliza a una regién R acotada y medible. Se observa que si el drea |S]|

existe, es independiente de la particion R y de la escogencia de los puntos P;.

Asfi se ha demostrado el siguiente teorema.

Teorema 3.2.1 Sea S una superficie regular con representacion paramétrica de clase C*, v(u,v) =

(z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) € R C R?, R acotado medible, entonces el drea de la superficie S estd

dado por:
15| = / / H dudy.
Cuando r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u, v)) se tiene que:
1= [+ el +[ g
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Si S se expresa por la ecuacién z = f(x,y) ie. v(z,y) = (z,y, f(x,y)) se tiene que:

IS| = //\/1+ 2+<g—£)2da¢dy.

Si S se expresa por la ecuacién F'(z, y, z) = 0, donde S puede proyectarse uno a uno sobre el plano zy y

_OF
si la ecuacién F'(z,y, z) = 0, define a z como funcién de z, y i.e. z = f(x,y), entonces g—f; = a%x ,
6F 9z
of
9y = oF F en los puntos en que ;é 0 y tenemos:
9z

15| = //\/ y) (?95) dzdy.

Teorema 3.2.2 Si vy w son dos funciones regularmente equivalentes, entonces el drea de la super-
ficie |S| es independiente de la representacion paramétrica usada para describir la superficie S, es
decir si :R — R3, R C R? es la representacion paramétrica de la superficie S = v(R) y R
es la imagen de la region R' C R? por la aplicacion biyectiva g:R' — R de clase C*, dada por

g(s,t) = (u(s,t),v(s,t)), de modo que w(s,t) = 1(g(s,t)), (r(R) = w(R") = S), entonces

Vi R e K

Demostracién Dado que w = 1 o g, donde g es de clase C! y biyectiva, g: R” — R, por la férmula
de cambio de variable tenemos que:

e 8 13 o - 5

— Si consideramos una superficie regular S representada paramétricamente por r(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v)),

donde H - X 32— H >0, para (u, v) € R abierto medible en el plano uv y donde x, y, z son de la clase C'!
en R. Se supone que existe una correspondencia uno a uno entre S'y R. Como R es un abierto medible,
es acotado y tiene frontera y no vacia. La frontera vy se transforma bajo las condiciones de 1, en el borde

I' = S\S de la superficie. No se requiere que la transformacién de ~ en I sea uno a uno.

o =

fig82.tex
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Supongamos que la superficie S es proyectable uno a uno sobre el plano z = 0 i.e. z = f(z,y) y que
r = g1(u,v), y = ga(u,v), (z,y) € R, (u,v) € R de clase C'! es una biyeccién entre los conjuntos

0
abiertos medibles R’ y R de modo que el Jacobiano (z,9) #0

d(u,v)
Sean p = g _of las derivad iales d = = R’
p=gpd= Ty as derivadas parciales de z = f(z,y) = g3(u(z,y),v(z,y)), (z,y) € R,

donde u(x,y) y v(x,y) son las soluciones del sistema x = g1 (u, v), y = g2(u, v), tales que no sélo son

continuas sobre R, sino que son uniformemente continuas, entonces tenemos:

or or
151= // H% arr
R

dudv = //\/1 + p? + ¢? dxdy.
R/

Si las funciones p y g son solamente continuas y acotadas, la igualdad anterior puede fallar, salvo que
se pueda garantizar el cambio de variable en la integral. Ademds si p y ¢ son continuas pero no acotadas
sobre R, la igualdad anterior puede sin embargo, ser vdlida si la integral de la derecha se entiende en el

sentido de la integral impropia.

Si w es un abierto medible, w C R, la parte S(w) de la superficie regular S dada por r(u,v) =

(x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € w es a su vez regular y su drea estd dada por:

dudv.

or Or
sl = [ |5 < 5

La integral anterior tiene sentido cuando w es un conjunto medible arbitrario de R y es natural verla
como la integral del drea de la parte S(w), de una superficie regular S descrita por v = (z,y, 2).

Es obvio que |S(w)| = |S(@)| y en particular |S| = [S(R)| = |S(R)| = |S|. Asf, se puede hablar de
la parte S(w) de la superficie S descrita por 1 = (x,y, z), correspondiente a cada posible subconjunto

w C R. A cada una de estos subconjuntos le asociamos el nimero |S(w)|. Si w1, wa son medibles

|S(w1 Uwa)| = [S(w1)| + [S(w2)]-



198 marisel.tex

Al describir la superficie por la ecuacién F(z,y,z) = 2z — yan WA
f(z,y) = 0, el vector VF' = (— Bf 0f 1) = 1 es normal a X\g A8
Y > 77 2= g(:(:, y) T \

la superficie. Asi:
k
cosy = e , Yy
n] of 2 of 2 L
1+ (@) + (Bﬂ) R&>
x
por lo tanto: fig86.tex ™ AR

|S|_Z/colsv d:z:dy_R//\/1+ <%)2+ <g_£>2 dady.

Este resultado es sugestivo geométricamente, pues si un rectdngulo en el plano zy tiene drea AR, el drea

de la parte correspondiente sobre la superficie es AS ~ AR/ cos .

Ejemplo 3.2.1 Area de la superficie de la esfera Tenemos la representacién cartesiana 22 + y2 +
22 = a2, la representacién funcional z = ++/a? — 22 — 32 y la representacién paramétrica v(u,v) =

(acosucosv,asen ucosv,asen v).

Usando la representacién implicita F'(z,y, z) = 2% + y? + 22 — a2, tenemos que ‘?95 =2z, %Z =2y,

9F _ 9, El hemisferio superior o el inferior se proyecta uno a uno sobre R = {(z,y) € R? /2% + 92 <

0z
a®} en el plano xy. No podemos aplicar la férmula directamente porque %};

pero no se anula en el interior de R, por lo que podemos considerar un disco centrado en el origen R(b)

= 0 en la frontera de R,

de radio b < a.

Si S(b) representa la porcién de superficie correspondiente del hemisferio superior podemos usar la

férmula y tenemos:

V(2z)2 + + (22)2 _//a B /2”/b rdr
|_/~/ |2Z| dudy = z dody = a o Jo va*—r? 40

R(b) R(b)
=2na(a — Va2 — b?) — 27a? cuando b — a.

El 4rea de la superficie de la esfera es 4ma?.

Usando la representacion paramétrica r(u, v) tenemos que H % X % H = |lacosvr(u,v)|| = a?| cosv|,
donde R =]0,27 [ x| -5, 5 [

Las ecuaciones especifican una superficie regular que es la parte de la superficie de la esfera de radio a

obtenida borrando el meridiano u = 0, |v| < 5 y la condicién H % X % H > 0 se da. En particular la
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correspondencia es uno a uno entre S'y R y sin embargo no se establece una correspondencia uno a uno
entre v = R\Ry I' = S\ S. El borde I" de la superficie S es el mencionado meridiano. La superficie de

la cerradura S de la superficie S descrita por T estd dada por:

S| =15| = //a2|cosv|dudv = 47a?.
R

También el 4rea de la superficie S se puede ver como la suma de las 4reas de ocho partes contiguas

de S cortadas por los planos coordenados. Una de estas es la parte o del primer octante descrita por

9 _
z=+va2—22—y2, >0,y >0,2%+y> , con derivadas parciales B_f = —I,
x

a2 —ZC2 _y2
of -y

oy a2 — a2 — 2
debe verse como una integral impropia:

S| = lim // \/1+ of (a—f> dzdy = lim // dxdy
p—ra p—a y2

22492 p2 22492 p2

. Estd 4rea se puede calcular usando coordenadas cartesianas, pero la integral

Ejemplo 3.2.2 Calculemos el drea de la superficie de un toro dada por x = (b + acosf)cosp, y =

asen 0,z = (b+acosf)sen p,0<a<b,0 <0 <2m0< ¢ <2, }

g—; ’ = a(b+acosf)>0.

Para aplicar los teoremas debemos ver a la superficie como una cerradura T de una superficie regular T

descrita por las ecuaciones paramétricas en R =] 0,27 [ x | 0, 2 [. Asf las condiciones se establecen y
B 2m 2
IT|=|T| = / de / a(b+ acosf)df = 2ra-2mh = 47 ab.
0 0

Ejemplo 3.2.3 Teorema de Guldin—Pappus Uno de los teoremas de Guldin—Pappus establece que
una superficie de revolucién obtenida por la rotacién de una curva plana de longitud ¢ alrededor de
un eje situado en el plano de la curva, tiene por drea 27¢h, donde h es la distancia desde el centro de
gravedad de la curva al eje de rotacién. Usaremos la férmula para demostrar este teorema en un caso

especial de superficie de revolucién.

Consideremos una curva T, inicialmente en el plano zz, que gira alrededor del eje z. Sea z = f(x)
su ecuacioén en el plano xz, donde ¢ < = < b, a > 0, la superficie de revolucién S asi engen-
drada puede representarse por la ecuacién vectorial r(u, v) = (ucosv,usen v, f(u)), donde (u,v) €
[a,b] x [0,27]. Los pardmetros u, v pueden interpretarse como el radio y el dngulo polar como se ve

en la figura siguiente.
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Sia < u < b, todos los puntos (z,y, z) a una misma distancia
u del eje z, tienen la misma coordenada z, f(u), de manera que

estdn todos en la superficie.

Asi tenemos que: mis7. tex m»-é'g',
i j K
or or
Fu X P COS v sen v f'(u) | = (—u f'(u) cosv, —u f'(u) sen v,u),
—USen v U Cosv 0
por lo que H% X % = u\/1+[f(u)]’y el drea es:

5] _/02” Lbuwdudv_gﬁ/abumdu_zﬁ/rxds.

En efecto, la integral resultante puede expresarse como / xds, que es una integral de linea respecto a
r
la longitud del arco tomada a lo largo de I". Como esta integral vale ¢, donde Z es la coordenada x del

centro de gravedad de I' y ¢ la longitud de I, entonces el area de S es 27(Z.

Ejemplo 3.2.4 La definicién de drea de una superficie oculta una dificultad, ya que la simple gen-
eralizacion de la definicién de longitud de arco no es vdlida, pues si aproximamos el drea mediante
superficies poliédricas inscritas, de modo que las dimensiones de las caras de la superficie poliédrica
tiendan a cero, el limite de las correpondientes dreas de las superficies poliédricas, puede no esxitir

dependiendo del tipo de superficie poliédrica usada.

eje

Consideremos un cilindro regular de radio R y altura . Sea o la superficie
lateral y |o| el drea de la superficie. Se divide o en partes con ayuda de un
sistema equidistante de planos perpendiculares al eje del cilindro, distanciados
por H/m?3. Denotando C1, ..., C,,s los circulos resultantes del corte de los

planos en la superficie o, y partamos el circulo C' con ayuda de 2m partes

iguales. fig83.tex

El paso siguiente es eliminar de los circulos C}, con indice impar, los puntos con indices pares y de
los circulos C}, con indice par, los puntos con indices impares. Asi quedan un nimero finito de puntos
marcados sobre la superficie o y se construye un sistema de tridngulos con vértices estos puntos, i.e.
se obtiene una superficie o, inscrita en o. Dos puntos de cada tripleta pertenece a un mismo circulo

Cy, y el tercero pertenece a Ci11 0 Cj_1. El nimero de tridngulos es igual a 2m-m?> = 2m? y el drea
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2 2 3
de cada triangulo es % (2Rsen %) \/R2 (1 — cos %) + (%) ~ ;WRQ cuando m — oo. Asi

32
|| ~ 2m4-7;—% = 1 R*m — +00, cuando m — oc.
m

Esto nos indica que el drea no puede definirse simplemente como el limite del drea de la superficie

poligonal inscrita, cuando el maximo didmetro tiende a cero.

Este ejemplo es conocido como el ejemplo de Schwarz? , quien lo di6 a conocer en 1890.

© R*Rcos%
|

v fig84.tex

Ejemplo 3.2.5 Se consideray = f(z) una funcién continua sobre
[a,b]y se desea calcular el drea de la superficie generada al girar el

gréfico de f(x) alrededor del eje .

Se define la parametrizacion x = u, y =

f
f(u) cosw, sobre laregiéon D:a < u < b,0 < v < 27.

2Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) Nace en Hermsdorf, Silesia (hoy Polonia) y muere en Berlin, Alemania.
Schwarz comenzé en Berlin sus estudios en quimica, pero fue influenciado por Kummer y Weierstrass y se interesa en la ge-
ometria. Continué estudiando en Berlin supervisado por Weierstrass hasta su doctorado (en 1864) sobre superficies minimas
(superficies de menor drea), un problema tipico del cdlculo de variaciones, que establecié un puente entre la teorfa de superficies
minimas y la teoria de funciones analiticas. En 1869 fue designado como profesor de matemdticas en el Eidgendssische Technis-
che Hochschule en Zurich y en 1875, acepté un puesto de Matemdticas en la Universidad de Gottingen. Schwarz dio un método
alternativo para resolver el problema de Dirichlet que pronto llegé a ser una técnica usual. Schwarz contesté la pregunta de si una
superficie minima dada rinde realmente un drea minima. Una idea de este trabajo, en que €l construy6 una funcién que usa aprox-
imaciones sucesivas, Emile Picard la usé para la prueba de la existencia para soluciones de ecuaciones diferenciales. Contiene
también la desigualdad para la integral ahora conocido como “la desigualdad de Cauchy-Schwarz o de Cauchy-Bunyakovsky-
Schwarz”. Cre6 métodos generales basado en su magnifica intuicion geométrica. La desigualdad de Cauchy-Schwarz aparece en
aritmética, geometria y en las formulaciones tedricas del trabajo de matemadticos tal como Bunyakovsky, Cauchy, Grassmann, von

Neumann y Weyl.
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9(z,y)
J(u,v)

Asi tenemos

= —f(u)sen v,

= f(u)cosvy el drea es:

|51= // VE@Zsen 2o+ fw?2f () + f(w)? cos?v dudv
D
- Z/|f(u)|\/mdudv — /O%/abu(uﬂmdudv

—2r [ Iy () du.

3.3 Integral de un campo escalar sobre una superficie

En esta seccién nos interesa definir la integral de una funcién f sobre una superficie regular parametrizada

S.

Definicion 3.3.1 Sea S una superficie regular parametrizada por la funcion r(u,v) = (xz(u, v), y(u, v), z(u,v)),

or o —H > 0, para todo

donde (u,v) € R abierto medible, v de clase C' sobre R, de modo que o

(u,v) € R, 1 es una biyeccion entre Ry S.

Sea h(x,y, z) una funcién definida y acotada sobre S y sea P una particion de R en m partes Rj, tales
que dos partes se intersecan a lo sumo en sus fronteras. A cada R; le corresponde una parte S; de la

superficie S'y se considera §; = (x;,yj, 2;), (j = 1,...,m) un punto arbitrario de S,.

Se considera la suma Y, h(&;)|S;|, donde |S;| es el drea de S; y se toma el limite:
j=1

H};,ngtha |S|—// vy,

si existe, le decimos integral de superficie de la funcion escalar h sobre la superficie S.

Se observa que la integral de superficie (si existe) es independiente de la particién de R en las partes R;

y de la escogencia de los puntos &;.

Proposicion 3.3.1 Con las hipdtesis de la definicion ??, la integral de superficie (si existe) es indepen-

diente de la representacion parametrizada de la superficie S.

Prueba Sean (z;,y;,2;) = & = r(uj,v;), (uj,v;) €R;, (j = 1,...,m)yseau = gi(u,0),
v = go(u',v"), (u/,v") € R’, abierto medible, g = (g1, g2) biyeccién de R’ en R de clase C* en R’ y
0
donde Ou,v) , (u/,v") € R, entonces la suma:
O(u’, ")

ih@ //H dudv—>// 2.y, 2

dudv—Zhgj //H
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Corolario 3.3.1 Bajo las hipdtesis de la definicion ??, se tiene:

// x,y,2)dS = //horuv 8T Or
31}
Prueba En efecto:
Zhoruj,vj //H

m
> ot v) \

dudv.

dudv = Zhor uj, vi) iRy =

|R|+€m—>//horuv

cuando ||P|| = ax d(R;) — 0, donde || ||; significa que la expresién se evaldaen &; = (z;,y;, 2;)

8r or

81} dudv,

or ., Or or
p- = = X 5— \ ~X P - Sup H_
YDy (u,v)€ER; ou Ov K (u,v)ER;
Es claro que |€m| = Zl h(é‘])(ﬂ] — ‘ % X _H |R | k Zl(u7 _pJ)|R7| — O, cuando ||P|| — 09
j= I=

con|h(§)| <k, £€8S.

Observacién Si una superficie regular S estd determinada por la ecuacién z = f(z,y), (x,y) € R,
f € C! sobre R, se puede parametrizar S con ayudade z y y: © = 2,y = y, 2 = f(x,%), por lo que

or af of .
2 2 — .
HB:E 14+p*+q¢4,p prekd g—yysetlene.

M35 = [ 1@ )V TFPFE dndy.
S R

Si la superficie regular .S se representa por la parametrizacién (u, v), (u,v) € R abierto medible, de la
formax = u,y = v, z = f(u,v), donde f es continua sobre R y no acotada en la frontera de R. En tal
caso la integral de h sobre .S se da, si la integral de la derecha se considera en el sentido impropio. Esto

sucede cuando la integral se calcula sobre la superficie de una semi-esfera.

Si S es la unién de superficies parametrizadas S;, ¢ = 1, ..., p, que se intersecan a lo sumo en curvas

que forman parte de sus fronteras, la integral de h sobre S esta dada por:

//hdS_i//hdS.

Ejemplo 3.3.1 Sea la helicoide S definido por x = rcosf, y = rsen 0y z = 6,0 < 6 < 27,

0 < r < 1, y se desea hallar la integral de h(x,y, z) = \/a2 + y? + 1 sobre S.

8(I,y)‘r 8(%2)‘8%9 Oz, z)
a(r,0)| 1 o(r,0)| " 0(r,0)

Sabemos que =cosfy f(rcosf,rsen 0,0) =+/r2+1,

es decir:

[Jas= [[reeon |55

27 1
Tdrd@:/ / V2 +1vVr2 +1rdrdd = %w.
o Jo
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Teorema 3.3.1 SiTyw son dosfunciones regularmente equivalentesy la integral de superficie / fds

T(R)

existe, entonces //de también existe y se tiene que //f s = / fds.

w(R") ™(R) w(R")

Demostracién Se tiene que //de = //de = //f(r(u,v)) ’ ? X ?
u (
S r(R) R

Por otro lado w = 1 o g donde g es de clase C'! y biyectiva, g: R’ — R. La férmula de cambio de

dudv.

variable establece que:

o 9
//f[r(u,v)]Ha—; xa—; dsdt
R

auao= [ 10tg(s.0m | 52 5| )
J

_//f(W(s,t))‘ %—V: x %—V;H dsdt = //de.
R/ w(R)

3.3.1 Centro de gravedad, momento de inercia

Si un campo escalar f se interpreta como la densidad (masa por unidad de drea) de una ldmina delgada

adaptada a la superficie S, la masa m de la superficie se define por la férmula m = / / flz,y,2)dS.
s

Su centro de gravedad es el punto (Z, g, Z) determinado por las férmulas:

f_%s//xf(:r,y,z)d& y_%Z/yf(:r,y,z)dS, 2_%5//zf(x,y,z)d8.

El momento de inercia I, de S alrededor de un eje ¢ viene dado por:
I, = //52(:E1 Y, Z)f((E, Y, Z)dS,
s

donde d(z,y, z) representa la distancia de un punto (z,y, z) de S a la recta £.

Ejemplo 3.3.2 Determinar el centro de gravedad de la superficie de una semi—esfera uniforme de radio

a.

Consideremos la representacion paramétrica m(u, v) = (a cosu cosv,asen ucosv,asen v), en la que
0<u<2m,0<v < % En este caso la densidad f es contante, es decir f = ¢y la masa m es 2ra?e

(c veces el drea de .S). Dada la simetria de la esfera, las coordenadas £ = y = 0. La coordenada Z es:

1 1 3
Z= —//zdS = £//a(sen v)a®(cosv)dudv = — 27Ta30/ sen vcosvdy = — a3 = =.
m m m 0 m 2
5 R
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3.4 Superficies orientables

Consideremos una superficie S arbitraria representada por r(u,v) = (z,y,2). La normal a S en el
or , Or
X _

punto (u,v) puede escogerse de dos vectores con direcciones opuestas, a saber 17 = iH%igg

v

bl

or
3ux

(u,v) €R.
El signo + corresponde a un lado de la superficie S (con una familia “continua” de vectores unitarios)

y el signo — corresponde al otro lado de la superficie.

Definicion 3.4.1 Si en cada punto (x,vy, z) de la superficie regular S, es posible asociarle un vector
unitario n(z,y, z), de modo que como funcion sea continua sobre toda la superficie S, entonces se dice

que la superficie S es orientable.

Cuando se habla de superficie regular orientable, no sélo hablamos de .S como superficie regular sino
que también se habla de una funcién 7 (x, y, z) continua sobre .S, que determina o define un lado de la
superficie regular S, i.e. el lado que determina la familia de vectores unitarios 1 (x, y, z) dependiendo

continuamente de (x,y, z).

La misma superficie orientada contrariamente, debe designarse distintamente. Es conveniente denotar
estas dos superficies orientadas opuestas S y S_. Por supuesto la escogencia del lado denotado S es

arbitraria y después que se ha escogido, el otro lado se denota S_.

La definicién supone que la superficie tiene dos lados. Daremos un ejemplo de superficie de un sélo
lado y por lo tanto no orientable. El primer ejemplo conocido de este tipo de superficie fue la cinta de

Mobius.

figb4.tex

En cada punto (z, y, z) de la cinta de Mdbius hay dos normales 1, y 75, sin embargo 17, no determina
un lado dnico de la superficie en (x, y, z), ni tampoco 7). Para ver esto “deslizamos” 1, alrededor de
una curva cerrada I". Cuando 7, regresa al punto de partida coincidiria con 17, y 17, apuntan del mismo

lado de (x, y, z) por lo que la superficie tiene un solo lado. Més adelante volveremos sobre este asunto.

En el espacio 3-dimensional hay esencialmente dos tipos de sistemas de coordenadas, como se muestra

en la siguiente figura. El sistema a) se conoce como sistema de mano derecha y el sistema b) se conoce



206 superf.tex

como sistema de mano izquierda. En el sistema a), la rotacién mds pequefia que se debe realizar, para
hacer coincidir el eje positivo x, con el eje positivo y, dejando fijo el eje z, es un movimiento en sentido

contrario a las agujas del reloj. En el sistema b) el movimiento es en el sentido de las agujas del reloj.
z

Diremos que el sistema de coordenadas zyz estd ori- Y
entado positivamente, si se rige por la ley de la mano x
derecha (sistema a)). En el caso contrario diremos que Y

el sistema estd orientado negativamente. fig67artex a) y b)

Es natural asociar a cada uno de los dos sistemas de coordenadas, un “tornillo” entendido como un
objeto consistiendo de un vector unitario en la direccién positiva del eje z y un circulo (cabeza del
tornillo), cuyo plano es perpendicular al eje z y cuyo borde es orientado en la direccién de la mas
pequeiia rotacién para ir del eje positivo z, al eje positivo y.

El eje z se puede ver como el eje del tornillo y el circulo como la cabeza de un tornillo de mano derecha
(rigidamente conectado a la cabeza), entonces la cabeza es rotada en la direccién de la flecha como se

muestra en la figura a) y el tornillo se dirige en la direccién positiva del eje z.

Consideremos que en el espacio 3-dimensional se escogié un sistema
de coordenadas, el cual se especifica una orientacion de la superficie S.
Esto lleva implicito que es posible dibujar un vector normal 7 (x) a la

xT

superficie en todo punto de S, que sea continuo. fig6Tb.tex

Si en un punto x = (z, y, z) de la superficie S consideramos una bola B((x, y, z), €), corta la superficie
en una parte o (x) conteniendo al punto x. Se escoge la direccién de la curva I'(x) tal que el vector 7 (x)
y el elemento de superficie o(x) formen un sistema cuya orientacién sea coherente con la orientacion

del sistema de coordenadas escogido.
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Si la superficie S tiene un borde I, 1a construccion que establecimos da
una manera para definir la direccién de I'. Consideremos un punto x en
el contorno I, en este punto coinciden la direccién de I' y de la frontera

~ de una pequeiia porcion de la superficie S que pasa por x. Adjunto se ~ - Y
x

muestra una superficie orientada cuya frontera son las curvas I'1 y Iige7c tex

Una superficie .S orientada que se corta en dos superficies S y Sy por '

una curva regular -, las orientaciones de S; y S2 son coherentes con

la orientacion de S. A lo largo de la curva  los bordes de S1 y S2 se
describen en direcciones opuestas. Esta observacion es esencial parala

definicién de una superficie regular orientable a trozos. fig68.tex

Definicion 3.4.2 Una superficie S regular a trozos se dice orientable si cada uno de los elementos
son regulares orientados y si las direcciones correspondientes en los contornos de los elementos son

coherentes en el sentido de que son opuestos entre si a lo largo de toda la frontera comiin.

. . . 4, >/
Si observamos la superficie del cubo, es una superficie regular a trozos -] T
orientable, compuesta por seis superficies cuadradas que son regulares l T l g

. —_—
y orientables. fig69.tex

Definicion 3.4.3 Sea r:R C R? — R3 una parametrizacion de la superficie S regular orientable,

donde 9T x (9_; # 0, para (u,v) € R.

ou "~ 0
or o
L ) o . . ou” v
Sea m (u,v) la normal unitaria, se dice que la parametrizacion v preserva la orientacion si Tor orll —
T T
_ X —_
H Jdu = Ov H

1 (u,v) en todo (u,v) € R. En caso contrario se dice que 1 invierte la orientacion.

3.5 Integral de un campo vectorial sobre una superficie

Definicién 3.5.1 Sea f:T — R? T C R?, acotado y medible, f un campo vectorial de clase C* y

sea S una superficie regular parametrizada por la funcion v(u, v), donde (u, v) € R abierto medible, de
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modo que S C T, la integral de la funcion vectorial f sobre la superficie S se define por:

//fndS // —dudv

Ejemplo 3.5.1 Flujo a través de una superficie

Imaginemos que un fluido es una coleccién de particulas y que a cada particula (z,y, z) le asignamos
un vector v(z,y, z) que representa la velocidad. Este es el campo de velocidad de la corriente, el cual
puede variar o no con el tiempo. Vamos a considerar corrientes estacionarias (corrientes en que la

velocidad v(z, y, z) depende sélo de la posicién de la particula y no del tiempo).

Sea p(x,y, z) la densidad (masa por unidad de volumen) del fluido en el punto (z, y, z), si el fluido es
incomprensible la densidad p serd constante en todo el fluido. Para un fluido comprensible (como el
gas) la densidad puede variar de un punto a otro. Asi se tendrd que la densidad es un campo escalar
asociado a la corriente. El producto de la densidad por la velocidad la representamos por f(z,y,2) =

p(x,y,z)v(z,y, z), es un campo vectorial llamado densidad de flujo de corriente.
Dicho de otro modo, el campo vectorial de flujo f nos dice cuanta masa de fluido circula por el punto
(x,y, 2), en la direccién de v(x, y, z), por unidad de drea y de tiempo.
Sea S = r(R) una superficie paramétrica simple, en cada punto regular de S designaremos con 1 el
vector unitario normal que tenga el mismo sentido que el producto vectorial, es decir:
" RN
Ju = Ov

El producto escalar f-n representa el componente del vector densidad de flujo en la direccién de 7.

La masa de fluido que pasa a través de .S, por unidad de tiempo en la direccién de 7, se define con la

//fndS //f o 2 dudo.

3.5.1 Observaciones sobre las integrales de superficie

integral de superficie:

Si S = r(R) es una superficie parametrizada, el producto vectorial n = O o OF o5 normal a la

ou ~ Ov

superficie S, en cada punto regular de la superficie. Sabemos que en cada uno de estos puntos existen
dos vectores normales unitarios, uno 77 ; que tiene la misma direccién que . y otro 77, que tiene direccion

opuesta:

n

M=
bl
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Sea 1 una de las dos normales 77, 0 775, sea f un campo vectorial definido sobre S y supongamos que

la integral de superficie / / f-n dS existe, entonces podemos escribir:

S//f-n dS:j:R//f(r(u,v))- (% « ?) dudv,

donde el signo + seusasin =mn; y el signo —seusasin = n,.

Supongamos ahora que f = (P, Q, R), v(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), entonces el producto vec-
: ] or L or _ (|9y,2)] |9(z2)| |O(z,y)
torial de r estd dado porn = o X o < 5w, 0) | 3@ o) | |9w0) | )

Sin = n, laintegral de superficie:
//f-n ds = //P(r(u, v)) ’ggz: 12;) ‘ dudv + //Q(r(u,v)) ‘ggi”ig ’ dudv+
5 R R
e 22

y sin = 14, cada una de las integrales dobles del segundo miembro se reemplaza por su inverso aditivo.

Frecuentemente las integrales del segundo miembro se escriben:

//P(:v,y,z)dy/\dz—i—//Q(x,y,z)dz/\d:v—i—/ R(z,y, z)dz A dy
S S S

o bien //de ANdz + / Qdz Ndx + //Rdx A dy, con lo cual tenemos que:

[frama= [[rreml|5s

Debemos tener cuidado con la notacién / Pdy A dz, pues no es integral doble (es una integral de

dudv , etc.

s
superficie), ya que P es una funcion de tres variables (x, y, z) y que se debe tener en cuenta el orden en
9(y, 2) 9(2,y)
0(u,v) O(u,v)

con lo

que aparecen los simbolos dy y dz en la integral de superficie, ya que

cual tenemos: //de ANdz = — //sz A dy.
s

S

Finalmente escribimos //f-n ds = //de ANdz+ QdzNdx+ Rdx Ndy,sin =n;.
s

En el caso en que 7 = 1, la integral del segundo miembro se reemplaza por su inverso aditivo.

3Una justificacion formal del uso del simbolo A se hard mas adelante, cuando se traten las formas diferenciales.
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Notemos que esta férmula es similar a / f-dr = / Pdr+ Qdy+ Rdz.
r r

Si el vector unitario 17 se expresa en funcién de los cosenos directores 17 = (cos «, cos 3, cos ), en-

tonces f-np = P cosa + @ cos 8+ Rcos~ y se tiene:

Z/f.ndSZ Z/(PcosajLQcosgjLRcosv)ds_

Observemos que cosa = cos(n, 1), cos 8 = cos(n,j), cosy = cos(n, k), donde la notacién (n, -)

significa el dngulo formado entre el vector 17 y el eje -.

Teorema 3.5.1 Teorema de Stokes*
Sea S = r(R) una superficie paramétrica regular, donde R es una region limitada por la curva de
Jordan regular a trozos T'. Supongamos que v es una aplicacion biyectiva de clase C? sobre un abierto

U D RUT, sea C la imagen de T pory sean P, Q, R aplicaciones de clase C* sobre S, entonces:

r
S -y

mis10.tex

OR  0Q P OR 0Q oP _gg
//( ay 82) dy/\dz—i—(aZ 8:0) dz/\dac—i—(ax 8y> dxNdy = CPdUC-i-Qdy—i-Rdz,
S

donde la curva I se recorre en el sentido positivo y la curva C' en el sentido que resulte de aplicar a T,

la funcién .

4Sir George Gabriel Stokes Nace el 13 agosto de 1819 en Skreen, Condado Sligo, Irlanda. Muere el 1 de febrero de 1903

en Cambridge, Cambridgeshire, Inglaterra.

En 1832, George asistié a escuela en Dublin. Sigui6 los estudios de la escuela y atrajo la atencién del maestro de matematica por
su solucién de problemas de geométricos. En 1835, a la edad de 16, Stokes fue a Inglaterra y entra al Bristol College de Bristol,

donde prepara sus estudios para Cambridge.

En 1845 publica las teorfas de la friccion interior de fluidos en movimiento. Quizés el evento mds importante en el reconocimiento
de Stokes como un matemdtico importante fue su Informe en investigaciones en hidrodindmica que present6 a la Asociacién
Briténica para el Avance de Ciencia en 1846.

En 1849 Stokes se nombra como profesor de Matemdtica en Cambridge. En 1851 Stokes se eligié a la Sociedad Real, se le otorgd
medalla de esa Sociedad en 1852 y se quedo en la secretarfa de la Sociedad en 1854. Fue profesor de Fisica en la Escuela del
Gobierno de Minas en Londres. Stokes recibié la medalla Copley de la Sociedad Real de Londres en 1893. También es conocido

por sus importantes aportes a la teorfa de series infinitas, al flujo viscoso (ecuaciones de Navier-Stokes), la geodesia y la doptica.
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Demostracion Se van a establecer las siguientes igualdades:

¢de://(—a—deAdy+a—sz/\d:v>
C 3y 82
s
¢Qd ://(—%dy/\dz—i—%d:v/\dy)
ox
gSRdZ—//(——d Adx —i—g—Rdy/\dz)

Demostremos la primera igualdad, pues las otras dos son similares. La idea de la demostracién consiste
en expresar la integral de superficie como una integral doble sobre R y luego usar el teorema de Green
para expresar la integral doble sobre R como una integral de linea sobre I' y por dltimo probar que esta

integral de linea es igual agg Pdzx.

Escribamos 1(u,v) = (X (u,v), Y (u,v), Z(u,v)), entonces:

(- e o) - //( P |90T)) 2P

Sea p(u,v) = Por(u,v) = P(X(u,v),Y (u,v), Z(u,v)), entonces:

ALY o,

oP|aXY)| 9P |aZX)| 0 (ax\ o ( ox
Ay | I(u,v) 0z | O(u,v) | Ou e a0 \Pou )
En efecto:
0 (,0X\_ (90X  Opoy 99z oX .  0°X
Bu(pav)_<8:vau+ Y u+ z u) ov " Poudv
_0 (,0X\__(%rox  Opoy L 9poz)\oX _ 0*X
Ov (p )_ Oz Ov +6y Ov +(9z 8@) ou  Povou’
_Op (9Y 90X QY 90X Op (0Z0X _ 0Z 90X
y sumando tenemos (3u 5 )t (B %)

De esta forma tenemos que (usando la férmula de Green):

//(au( m)‘a%( %if))dud _/F %_dep%xd

donde T se recorre en sentido positivo. Parametrizando la curva I" con ayuda de la funcién g: [a,b] —

T, t — (u(t),v(t)), de modo que w(t) = r(g(t)) sea la parametrizacién de C, entonces:
b
0X 0X _ 0X 0X . _
/Fp(au du+ 9% ) _/a plu(t). o(t)) (L (1) + B (1)) e =

b b
/ P(r(u(t),v(t))):v’(t)dt:/ P(:v(t),y(t),z(t)):v’(t)dt:/CP(x,y,z)dx,

ya que z(t) = X (u(t), v(t)) y que #'(t) = S () + Lo/ (1),
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El teorema de Stokes puede expresarse en una forma mdas simple con la ayuda del rotacional de un campo

vectorial. Sea f un campo vectorial de clase C*, dado por f(z, y, 2) = (P(x,vy, 2), Q(z,y, 2), R(z,y, 2)).

Recordemos que el rotacional es otro campo vectorial definido por:

il (2R 09 0P 9B 9G0P
“\dy 09z’0z 9ox’0ox 0Oy)’

por lo que la integral de superficie del teorema de Stokes se escribe / / rot f-n dS, donde n es el vector

S

unitario normal que tiene el mismo sentido que or , or

Oou =~ Ov’
La integral de linea del teorema de Stokes puede escribirse gg f-dr, donde r es la representacién

c
paramétrica de la curva C. De esta forma el teorema de Stokes se escribe:

//rot fndS :¢ f-dr.
c
s

En el caso en que S estd en el plano xy y 7 = k, la férmula se reduce a:

//(g—cj - g—j) dz dy zgchdx—i- Qdy.
J .

3.5.2 Extensiones del teorema de Stokes

El teorema de Stokes puede extenderse a superficies regulares simples mds generales. Si R es una regién
multiplemente conexa como en la figura abajo (con un nimero finito de agujeros), la imagen biyectiva
S = r(R) tendrd el mismo nimero de agujeros que en R. Para extenderse el teorema de Stokes a tales
superficies seguiremos el mismo tipo de razonamiento que en la demostracién precedente, excepto que
se usard el teorema de Green para regiones multiplemente conexas. En lugar de la integral de linea,
precisamos una suma de integrales de linea, con signos adecuados, tomadas sobre las imdgenes de las

curvas que constituyen la frontera de S.

a— Ir
Fl FZ

O) —
B — e
R

v > Y
> U

T mislla.tex
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Si S tiene dos agujeros como en la figura anterior y las curvas I', 'y, I's se recorren en la direccion

indicada, la identidad del teorema de Stokes toma la forma:

//rot f-ndS :¢ f-dw —|—¢ f-dwy +¢ f-dwa,
/; c cy Cs

donde C, (4, C5 son las imagenes de I', I'y, I's respectivamente y w, wi y wq son las funciones
w(t) = 1(g(t)), wi(t) = r(g1(t)), wa(t) = r(g2(t)). Las funciones g, g1 y g2 son las que describen

I', 'y, I'; en las direcciones inducidas por la aplicacion r a partir de —I', I'y, I's.
El teorema de Stokes se puede extender a algunas superficies regulares no simples (pero no a todas).
Ejemplo 3.5.2 Consideremos el cilindro de la figura adjunta. Es la unién de dos superficies paramétricas

regulares simples S; y Sa, imdgenes de dos rectangulos adyacentes R; y Ry a través de las aplicaciones

T1y T2 respectivamente.

|~ ]

Iy

mis12.tex

Si g; describe la frontera I'; positivamente orientada de Ry y go la frontera I'y de Ry también orientada
positivamente, las funciones wy y wo definidas por wy (¢) = 1(g1(¢)) y wa(t) = 7(g2(t)), describen
las imdgenes C7 y Co de I'; y I'y respectivamente. En este caso las representaciones 11 y T2 pueden

elegirse de modo que estdn de acuerdo en la interseccién I'y N I's.
Si aplicamos el teorema de Stokes a cada punto S y S2 y sumamos, obtenemos:

//rot fn,dS+ //rot fn,dS = f-dwy +§Z§ f-dwa, (1)
b (of} Cs
2

S1
donde 17 y 175 son las normales determinadas por los productos vectoriales de 11 y T2 respectivamente.
Designemos con r la aplicacién de R; U Rz que coincide con 1; en R; y con 12 en Ry y sea 1 la
correspondiente normal unitaria determinada por el producto vectorial 1, i.e. 17 es igual an; en S7 e

igual a ), en Sy. Asf, la suma de las integrales de superficie sobre S; y S2 en el primer miembro de (1)

// rot f-ndS.

S1USo

€s:
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Aqui las representaciones 11 y T2 pueden elegirse de modo que w; y ws tengan direcciones opuestas en
cada curva de C; N C5 como lo indican las flechas en la figura.

Las integrales de linea del segundo miembro de (1) pueden sustituirse por una suma de integrales de
linea a lo largo de las dos circunferencias C y C% que forman el borde superior e inferior de S; U Sa,
puesto que las integrales de linea de cada curva de la intersecciéon Cy N Cs se eliminan. De esta forma

la igualdad (1) puede escribirse:

s,

f'dWl +¢ f'dWQ,
1 C.
S1USo

2
donde las integrales de linea se toman en las direcciones deducidas de las direcciones de I'; y I's.

Las dos circunferencias C y C4 forman la frontera completa de S; U Sy y claramente la integral de

superficie de rot f-n sobre S7 U Ss se expresa como la integral de linea sobre la frontera de Sy U Ss.

La ecuacion anterior es la extension del teorema de Stokes a un cilindro.

Cinta de Mébius
La cinta de Mébius’puede verse como la unién de dos superficies paramétricas regulares simples S; y

So, imagenes de dos rectangulos adyacentes R; y Ra.

1
>
T o~
Si e W

mis13.tex

B

I 1P 1

Se define wi, we, C7 y C5 de la misma forma que se hizo para el cilindro. El borde de S; U S2 en este

caso es una curva cerrada simple C’ y no dos, que es el borde completo de la cinta de Mébius.

Si aplicamos el teorema de Stokes a cada parte S; y Sz obtenemos la ecuacién (1), sin embargo esto
presenta dos dificultades.

Primeramente, las dos normales 17, y 17, no coinciden en direccién en la intersecciéon C; N Cy, por lo

que no se puede definir una normal 7 para toda la superficie tomandon = n,en S;1yn =n,en Sy

como se hizo con el cilindro. Esto no es un grave inconveniente ya que podemos definir n = 17, en

5 August Ferdinand Mabius (1790-1868) Nace en Schulpforra, Alemania. Hizo estudios de matemitica y astronomia en la
Universidad de Leipzig, Gottingen y Halle. En 1915, a los 26 afios fue designado profesor de Astronomia en Leipzig y dirige
la constriccion de un observatorio que va a dirigir. Ah{ permanece hasta su muerte. Trabajé en mecénica celeste, pero sus

investigaciones mds importantes fueron sobre temas de Geometria y Teoria de nimeros.
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S1yen C; NCyy definir n = 0, en el resto. Esta situacion nos determina una normal discontinua,
pero las discontinuidades asf introducidas constituyen un conjunto de medida cero en el plano uv y no

afectan la existencia o el valor de la integral de superficie / / rot f-ndS.

S1US>2
Una dificultad mds seria encontramos al intentar mantener las integrales de linea. En este ejemplo no es

posible elegir las aplicaciones 11 y T2 de manera que w; y wo determinen direcciones opuestas en cada
uno de las curvas de la interseccién C; N C5, lo que se indica con flechas en la figura. Una de las curvas
es recorrido dos veces en la misma direccion y las integrales de linea no se eliminan como ocurri6 en el
cilindro, por lo que la suma de las integrales de linea de (1) no son necesariamente iguales a la integral
de linea sobre la frontera completa de S; U S5 y el teorema de Stokes no puede extenderse a la cinta de

Mobius.

Observacién El cilindro y la cinta de Mdbius son ejemplos de superficies orientable y no orientable
respectivamente. Para una superficie orientable S; U So tomada por dos superficies regulares simples
como las descritas anteriormente, las aplicaciones 11 y T2 siempre pueden elegirse de modo que w; y

wy determinen direcciones opuestas sobre cada curva de la interseccion Cy N Cy. Para una superficie no

orientable, no es posible una definicién de normal. Las superficies no orientables tienen una sola cara.
z
A

. . . n
Otra superficie orientable es la superficie de la esfera, que se puede ver !

como la unién de dos superficies paramétricas simples (hemisferios) Sy
y So que pueden considerarse como imdgenes de un circulo del plano
zy a través de aplicaciones 11 y T2 respectivamente. Se les daa r, wy,

T2
wq, (1, Cs el mismo significado que en los ejemplos anteriores. mis14.tex Sa

Las curvas C y () estan identificadas por la aplicacion r (coinciden a lo largo del ecuador) y la super-
ficie S; U Sy se llama cerrada. Asi, 17, y 17, pueden elegirse de modo que las direcciones determinadas
por wi y we sean opuestas en C y Co, como se indica con las flechas en la figura. Esto sucede porque

S1 U Sy es orientable.

Si aplicamos el teorema de Stokes a cada hemisferio y sumamos los resultados, obtenemos la ecuacién
(1). Las normales 17, y 1, coinciden en la interseccién C; N Cy y podemos unir las integrales sobre Sq

y So en una sobre la superficie de la esfera.

Las dos integrales de linea del segundo miembro de (1) se cancelan y tenemos:

rot f-ndS =0.

S1US>2
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Este resultado es valido para toda superficie orientable cerrada. En el caso que la superficie S es cerrada

se escribe #de.
s

Definicién 3.5.2 Sea f un campo vectorial sobre un abierto R C R?, definimos la divergencia de f y

la denotamos div f por la expresion:

0 0 0y o on on
oxr’' 0y’ 02/ — 0x Oy 0z

Si V-f = 0 se dice que un campo vectorial solenoidal. También se dice que el campo vectorial es

divf = V-f = (

incompresible.

M
En particular el campo vectorial f = —G Somr es solenoidal.

Ir]?

Teorema 3.5.2 Sea f una funcion escalar de clase C*, entonces V xV f = 0, es decir que el rotacional

de un gradiente es nulo.

Prueba V X Vf = (f.y — fyz, foz — foa, fyuz — foy) = 0.

3.5.3 Teorema de la divergencia (Gauss — Ostrogradski)

El teorema de Stokes expresa una relacién entre la integral sobre una superficie y la integral de linea
tomada sobre la curva o curvas que forman la frontera de la superficie. El teorema de la divergencia, o

de Gauss®—Ostrogradski’, analogo al teorema de Stokes, da la relacién entre una integral extendida a un

6Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Nace de 30 de abril 1777 en Brunswick, (hoy Alemania). Muere el 23 de febrero 1855
en Gottingen, Hanover (hoy Alemania). Hijo de un humilde albaiiil, fue un nifio prodigio en matemadticas y continué siéndolo
toda su vida. Su inteligencia 1lam¢ la atencién del duque de Brunswick, quien decidié costearle todos sus estudios, entrando en
1795 en la Universidad de Gottingen. El dia 30 de marzo de 1796 hizo un brillante descubrimiento. Desde hacfa mds de 2000
afios, se sabia como construir con regla y compds el tridngulo equilétero, el cuadrado y el pentdgono regular (asi como algunos
otros poligonos regulares cuyos nimeros de lados son miltiplos de dos, de tres o de cinco), pero ningtin otro poligono regular con
un nimero primo de lados. Demostré que sélo ciertos poligonos equildteros se podian construir con ayuda de regla y compis.
Hizo una labor importante en la Teoria de Nimeros, sintetizada en su obra “Disquisitiones arithmeticae”. También construyé una
geometria no euclidea, basada en axiomas distintos a los de Euclides, pero se negé a publicarla. Lobachevski y Bolyai ostentan
el honor de su descubrimiento al publicarla algo mds tarde. En 1799 Gauss demostré el teorema fundamental del dlgebra. El
1801 demostrd el teorema fundamental de la aritmética: todo nimero natural se puede representar como el producto de nimeros
primos de una y solamente una forma. Fuera del dominio de las mateméticas puras, Gauss gané gran fama por su labor sobre el

planetoide Ceres, del que calcul6 su 6rbita, siendo nombrado director del observatorio de Géttingen en 1807.
"Mikhail Vasilevich Ostrogradski (1801-1862) Nace el 24 de setiembre de 1801 en Pashennaya (hoy Poltava), Ucrania.

Muere el 1 de enero de 1862 en Poltava (hoy Ucrania). Ostrogradski entré a la Universidad de Kharkov en 1816 y estudia fisica
y matemdtica. El dejé Rusia para estudiar en Paris. Entre 1822 y 1827 asistié a las conferencias de Laplace, Fourier, Legendre,
Poisson, Binet y Cauchy. Hizo un rdpido progreso en Paris y pronto comenzé a publicar en la Academia de Paris. Sus trabajos en
este tiempo muestran la influencia de los mateméticos en Paris y escribi6 en fisica y cdlculo integral. Sus trabajos se incorporaron
luego en un trabajo mayor en hidrodindmica que publicé en Paris en 1832. Otros resultados que obtuvo en este tiempo sobre la
teorfa de residuos, aparecen en los trabajos de Cauchy. Ostrogradski fue a San Petersburgo en 1828. El present6 tres importantes
trabajos en teoria del calor, integrales dobles y teoria de potencial, a la Academia de Ciencias. Funddndose en estos trabajos, fue

elegido como académico en la seccion de matematica aplicada.
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s6lido y una integral de superficie tomada sobre la frontera de ese sé6lido.

Teorema 3.5.3 Sea V un sdlido en R? limitado por una superficie orientable Sy sea m la normal

unitaria exterior a S, si f en un campo vectorial de clase C'* sobre V, entonces:

/// divfdrzdydz = #ﬁn ds.
\%4

S

Demostracién Siexpresamos f y 1 en términos de sus componentes f = (P, Q, R), n = (cos «, cos 3, cosy),

/// 6—P+%+6—R dxdydz:#(Pcosa—i—@cosﬁ—i—Rcosv)dS.
or OJy 0Oz
v s

Basta establecer las tres ecuaciones:

/// 5)_P drdydz = #P cosadsS,
ox
s

v

///%dxddeZ #Qcosﬁds,
dy

v OR s

// —d:cdydz:#Rcosde.
0z

v s

Demostremos que la tercera ecuacidn es vdlida para s6lidos especiales del tipo

tenemos:

V ={(z,y,2) e R*/g(2,y) < z < f(x,y), (z,y) €R},

donde f y g son continuas en R y donde R es la proyeccién de V' sobre el plano zy. Asi toda recta
paralela al eje z que atraviese R, corta el s6lido V' a lo largo de un segmento rectilineo que une la
superficie z = g(z,y) a la superficie z = f(z,y) y en algunos casos por una porcién de cilindro S3

generado por una recta que se mueve a lo largo de la frontera de R manteniéndose paralela al eje z.

La normal exterior a .S tiene componente z no negativa en S,
no positiva en Se y es paralela al plano zy en S3. Los sélidos
de este tipo se llaman xy proyectables. S6lidos de este tipo son

todos los sélidos convexos (esferas, elipsoides, conos, etc.) y

otros que no son convexos como el toro con eje paralelo a z. La

idea de la demostracion es sencilla. mis1 55tk

Primeramente se expresa la integral triple como la integral doble extendida a la proyeccién R y luego
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probamos que esta integral doble tiene el mismo valor que la integral de superficie considerada. Es claro

que por la formade V:

e

- / / [R(z.y. f(z,y)) — Ry, g(z,y))] dedy.

R

f(z,y)
/ a—R dz| dxdy

(z,y)

Para la integral de superficie tenemos:

#Rcos'de://Rcosde%—//Rcosde—i—//Rcos'de.
S Sl Sz SS

Sobre S3 la normal 1) es paralela al plano xy, de modo que cosy = 0 y la integral sobre S3 es 0. Sobre

S usamos la representacién paramétrica v(x, y) = (z,y, f(x,y)) y sobre So, v(x,y) = (z,y, 9(z, y)).
or ., or _ ( af of

En S, la normal 7 tiene la misma direccién que oz < oy = “ar "3y 1), por lo que:

S/I/RCOSWdS ZS[/Rd:vAdy = k//R(x,y,f(:v,y))dwdy.

. S 0 Jdyg
En S, la normal 7 tiene direccién opuesta a g)r X % = (——g _3_’ 1), por lo que:

//R cosvydS = —//Rdw Ndy = —//R(w,y,g(gc,y))d:vdy,
Sa Sa R

lo que permite verificar que:

// a—RdxddeZ #Rcosvds.
0z
v s

Se ha asumido que el sélido V' es xy-proyectable para demostrar la igualdad anterior. Es claro que si V/

es xz-proyectable se puede demostrar que:

/// % dxdydz = #Q cos AdS,
dy
v s
P
// 3_ drdydz = #P cos adS.
0z
v s

Asi se tiene que el teorema de la divergencia es vélido para todos los sélidos proyectables sobre los tres

y si V es yz-proyectable:

planos coordenados. En particular es vélido para todo sélido convexo.

Un toro con el eje paralelo al eje z es xy-proyectable, pero no xz-proyectable ni yz-proyectable.
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Para poder usar el teorema de la convergencia a este sélido cor-

tamos el toro en cuatro partes iguales por medio de planos que

pasan por su eje y son paralelos a los planos xz, yz. misl6.tex T

La integral triple sobre el toro completo es la suma de las integrales triples sobre cada una de las cuatro
partes, se tiene que las aportaciones de las caras comunes a las partes adyacentes se eliminan unas con
otras, puesto que las normales exteriores tienen direcciones opuestas sobre tales caras. Por lo tanto,
la suma de las integrales de superficie sobre las cuatro partes es igual a la integral sobre todo el toro
completo. Este ejemplo nos muestra como podemos extender el teorema de la divergencia a ciertos

sélidos no convexos.

Ejemplo 3.5.3 Triangulo esférico

Nos interesamos en determinar el drea de un tridngulo sobre la
superficie de la esfera (tridngulo esférico) ABC, donde los la-
dos son las partes de las circunferencias maximas que pasan por
los (4, B), (B,C), (A,C), con centro (0,0,0) y radio R. Por
razones de conveniencia escogeremos las coordenadas esféricas,

en que el dngulo ¢ se mide desde el eje z. En este caso el drea

del tridngulo es: loisla.tex

Y1 u
Area = RQ/ / sen Ydydp,
. Jo

donde u que estd en funcion de ¢, es la latitud del punto M, donde el lado BC' corta el circulo maximo

que pasa por O A y tiene ¢ como longitud. Asf:

¥1 ®1
Area = Rz/ (1 —cosu)dp = R*A — R2/ cos udep.

o

Se sabe que si a, b, ¢ son los arcos (lados) del tridngulo esférico,

tenemos:

cosa = cosbcosc -+ sen bsen ccos A

cos A= —cosBcosC + sen Bsen C cosa.

lois2.tex
Aplicando la dltima férmula a los dngulos 7 — w — dw, dp, w, u se tiene:

cos(m — w — dw) = — cos(dy) cosw + sen (dy) sen w cosu

cos(m — w) cos(—dw) — sen (m — w) sen (—dw) = — cosw cos(dy) + sen (dy) sen w cos u,
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o sea:
—cosw + sen wdw + o(dw) = — cosw + sen w cos udp + o(dy)
Cj;(g + Elzfﬁ o(1) = cosu + o(1),

®P1 1
es decir z:g = cos u. Asi se tiene que/ cosudp = / dw = w(p1) —w(p,) =T —c— B,

o o

Za

i

por lo que Area=R?(A + B + C — 7).

Observe que si tenemos un tridngulo esférico tri-rectdngulo el

drea es o R2 que es un octavo del drea de la superficie de la \\\2\_/

esfera. lois2b.texz 4~ £

Ejemplo 3.5.4 Helicoides Un helicoide es la superficie generada por una curva que realiza un de-
splazamiento helicoidal alrededor de un eje. Si tomamos como eje el eje z, cuando la curva ha realizado
una rotacién 6, los puntos se han trasladado d6 paralelo al eje z. Sea z = f(r) la ecuacién de la seccién

de la superficie por un plano pasando por z. Las ecuaciones paramétricas del helicoide son:

T =rcosf, y=rsen 0, z = f(r) +ad.

El helicoide es una superficie de revolucién si a = 0. En este caso se tiene que la superficie g(r,0) =

(rcosf,rsen 6, f(r) + ab) es tal que:
i ik

% X % =| cosf sen 6 f'(r)|=(asen 0 —rcosff'(r),—acos® —rsen Of'(r),r),
r

—rsen 0 rcosf «a

%9 38| - Ve EE R y e areacs 5| = [ Ve oy dras
R

O se€a

Ejemplo 3.5.5 Superficie de tornillo de filete de seccion rectangular (escalera de caracol)

4

Esta superficie es un helicoide engendrado por una recta que

corta al eje z un dngulo recto. Aqui se tiene que f(r) = 0.

o Y

El area de una espiral de superficie del tornillo es: lois3a #,x

2m 2
/ / Va2 + r2drdf = 277/ V72 + a2dr = wla [arcsenh — 4+ To 1+ T—;] .
a a a
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Ejemplo 3.5.6 Si un cuerpo rigido B gira alrededor del eje z,

el movimiento rotacional se puede escribir por un vector w a lo

largo del eje z, donde w = ||w|| es la rapidez circular del cuerpo

B, es decir la rapidez tangencial de un punto cualquiera dividido

por la distancia al eje z de rotacion.

fig60.tex

La velocidad v y la velocidad angular de un cuerpo que rota, estd relacionada por v. = w x 1. En efecto,

tenemos que « = ||r|| sen 6, ||v]| = wa = ||w]|||r]| sen § = ||w x 7|

La velocidad v se dirige en sentido contrario a las manecillas del reloj, a lo largo de la tangente a un

circulo paralelo al eje = y de radio o, porloque v =w x 1.

Debido a la relacién de los ejes, podemos escribir w = w(0,0,1), 1 = (z,y, 2) de modo que v =
wx 71 = (—wy,wz,0) y rot v.= 2w(0,0,1) = 2w, o sea para la rotacién de un cuerpo rigido,
el rotacional del campo vectorial de velocidad es un campo dirigido paralelo al eje de rotacién con

magnitud igual al doble de la rapidez angular.

Si f un campo vectorial representa el flujo de un fluido entonces V x f = 0. Fisicamente significa
que (ver ejemplo ??) el fluido no tiene rotaciones o es irrotacional: no tiene remolinos. Sin embargo
podemos decir informalmente que V x f = 0 significa que si colocamos en el fluido una pequefia rueda
con aspas se moverd en el fluido pero no girard alrededor de su eje. Por ejemplo, mediante experimentos
el fluido drenado de una tina es, generalmente irrotacional excepto justo en el centro, aunque el fluido
rota alrededor de la tina. Asi debe tenerse cuidado con la confusién que puede emerger al usar la palabra

irrotacional.

Definicién 3.5.3 Sea f:R C R® — R una funcién escalar, el laplaciano u operador de Laplace3V?

8Pierre-Simon Laplace (1759-1827) Nace el 28 de marzo de 1749 en Beaumont-en-Auge, Francia. Muere el 5 de marzo de
1827 en Paris, Francia. A la edad de dieciocho afios, Laplace se distinguia como maestro y matemdtico en la escuela militar de
la pequefia poblacion de Beaumont. Partié para Paris a solicitar la ayuda del distinguido matemadtico francés D’Alembert. Con
la ayuda de D’ Alambert, obtuvo mds tarde el nombramiento de profesor de matematicas en la escuela Militar de Paris y quedé
asegurado su ingreso en el mundo de la ciencia. EI primer trabajo cientifico de Laplace fue su aplicaciéon de las matemadticas
a la mecdnica celeste. A Newton y otros astrénomos les fue imposible explicar las desviaciones de los planetas de sus Orbitas,
predichas matematicamente. Asi por ejemplo, se determiné que Jupiter y Saturno se adelantaban a veces, y otras se retrasaban
con respecto a las posiciones que debian ocupar en sus Orbitas. Los siguientes afios fueron de fructuosas investigaciones para
Laplace, quién fue aclarando los conocimientos cientificos sobre las fuerzas elementales de la Naturaleza y el Universo. Escribié
articulos acerca de la fuerza de gravedad, el movimiento de los proyectiles y el flujo y reflujo de las mareas, la presesion de los

equinoccios, la forma y rotacién de los anillos de Saturno, el equilibrio de una masa liquida en rotacién, ideé una teoria de la
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2 2 2
estd definido por V2 f = V-V f = ﬂ + rr + ﬂ
Oy? = 022

Si f es una funcion vectorial, V*f = (V2f1, V2fy, V2 f3).

3.5.4 Propiedades de la divergencia y el rotacional

En lo que sigue ¢, ¥ representan funciones escalares y f, g, h funciones vectoriales:

Recordemos que (f-g) =f'-g+ f-g'yque (f x g)) =f xg+fxg.
DV(p+4)=Ve+ Vo
2)V(ep) =cVp,ceR
3) V(py) = oV + 4V
4 V(p/Y) = (Vi — V1) /1)? en los puntos donde ) (x) # O
5) div (f + g) = div(f) + div(g)
6) rot (f + g) = rot (f) + rot (g)
7)V(f-g) = (f-V)g+ (g-V)f +f xrot g+ g x rot f
8) div (¢f) = pdivf + f-divy, o bien V- (pf) = pV-f 4+ -V
9)div(f x g) = g-rot f — f-rot g
10)div rot f=0
11) rot (f x g) = fdivg — gdivf + (g-V)f — (f-V)g
12) rot (pg) = prot g+ Vi x g,obien V x (¢g) = oV x g+ Vp x g
13) rot rot f = Vdivf — V2f
14)rot Vf =0
15) V(f-) = 2(£-V)f + 2f x rot

16) V2 (1)) = V2 + V20 4 2V-Vi)

apuntes3.tex

tension superficial, con Lavoisier, estudi6 el calor especifico y la combustién de diversas sustancias y puso los cimientos para

la moderna ciencia de la termodindmica, inventé un instrumento para medir el calor especifico de una sustancia, al estudiar la

atraccion gravitacional de un esferoide sobre un objeto externo, ide6 lo que se conoce hoy como ecuacién de Laplace, que se usa

para calcular el potencial de una magnitud fisica en un momento dado mientras estd en movimiento continuo. Esta ecuacién no

solo tiene aplicacion en la gravitacion, sino también en la electricidad, la hidrodindmica y otros aspectos de la fisica.

Entre 1799 y 1825, Laplace reunio sus escritos en una obra de cinco volimenes, titulada “Mecdnica Celeste”, en la que se proponia

dar una historia de la astronomia, sistematizando la obra de generaciones de astrénomos y matemadticos y ofreciendo una solucién

completa a los problemas mecdnicos del sistema solar. Mds tarde publicé un volumen titulado “El sistema del mundo”. En 1812

publicé su “Teoria analitica de las probabilidades”, que es un estudio sobre las leyes de probabilidad. En vida atin, fue elegido

para ser uno de los Cuarenta Inmortales de la Academia Francesa.
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17) div (Vi x Vi) = 0

18) V:(oV) = V) = pV2 — V2
19) V2p = (V-V)ep.
Ejemplos
a) Sea 1 el campo vectorial r(z, y, z) = (z,y, z) vector de posicién y sea r = ||r||. Calcular Vr y V-(rr).
or Or Or x z T
V=) G
V-(rr)=rVr4+1Vr=3r+ 7;—2 = 4r.

b) Vf x Vg es siempre comprensible.
Solucion Por 17) se tiene el resultado.

Es importante estudiar las expresiones del gradiente, divergencia y rotacional en coordenadas cilindricas

y esféricas.

Teorema 3.5.4 Las siguientes formulas se cumplen en coordenadas cilindricas:

_of 1of f
IVi=gre T aet g,
3 1 3(rfr) dfe (sz)
i) Vf = = ( + 9o )
r or 00 0z
L 0(rfe) Ofr of. Of: Loof. O(rfs)
m)fo—;( o 20 )ez_(ar_az )eg—i-;(ae— 92 )eT,dondeeT,egyezson

los vectores ortonormales unitarios candnicos y f = f.e, + foeg + f.e. con f,. = f-e., fo = f-ep,

f.=f-e..

€z €p
z
1
B y e = (v,9,2)5
er = (%, 7:0) %ee %,49 1
ey = (—2 Z.0) €o € = -y, —=.0)%
TT? er
2 2y 1
€y = (—xz, —Yz,T +y ToD
e. = (0,0,1) ( )

Teorema 3.5.5 En coordenadas esféricas:

f 19f 1 of
)pVf= e+~ 3¢ €¢ psend)%ee

1 9 19 1 9
ii)v'f__za_(p fo) + sen ¢3¢ (sen ¢fy) + osen fb%
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P af. af, )
i) V x £ = (Ssdg s sen 6o) = 55z 57 ) oo + (5eara 0 — prag (Pf0))eo

+(16<f¢> 1‘2{;)

donde e,, ey y eg son vectores ortonormales unitarios candnicos y f = f,e, + foeq + foes.

La férmula del rotacional se puede recordar facilmente escribiéndola como:

i j k
_|o o o |_(% _0f 0h Ofs 0fz Ofi)_
rot = or 9Jy 0Oz _<8y 8z 0z Ox  Ox Oy =V
fi 2 f3
] : 9 0 9
donde el simbolo V (operador), se escribe como un vector ( D Oy’ 82)'
3f 1, 9fs  Ofs
Observemos que se puede usar V-f = + by + 5, due lo hemos llamado divergenciade f y lo

denotamos por div f.

Con anterioridad se ha usado el simbolo V¢ para designar el gradiente de un campo escalar ¢, o sea
_ (9 9 0o ) Ip dp Op

Ve = (817’35’8,2 v= <8x "0y’ 0z )

Finalmente el gradiente, la divergencia y el rotacional pueden expresarse simbdlicamente por los tres

productos Vo, V-f, V x f.

Teorema 3.5.6 Sea f = (f1, fa2, f3) un campo vectorial de clase C* en un conjunto convexo abierto

S C R3, entonces f es un gradiente en S si'y sélo sirot f =0 en S.

= Sif(z,y,2) = (f(2),9(y), h(2)), div f = f'(z) + ¢'(y) + I'(2) y ot f = 0.

e dp Op v oo 82 0%p 0%
-Sif=Vp= (6:5 Dy s ), entonces div f = + W Y4 FE
0%p 0%

. 0% .
La expresmn + + —2 se conoce como Laplaciano de ¢ y a menudo se representa por V2.
0z

0
Asi, la divergen01a de u?l gradiente Vo es el Laplaciano de ¢, es decir div (V) = V-V = V2.
Cuando V2 = 0, la funcién ¢ se dice arménica, es decir el gradiente de una funcién arménica tiene
divergencia nula.

Cuando ¢ es de clase C? se tiene que rot f = 0, 0 sea rot (V) = 0,V ¢ € C2,

Esto demuestra que rot f = 0 es una condicién necesaria para que un campo vectorial f de clase C*
sea un gradiente, es decir que si rot f # 0 en un conjunto abierto S, entonces f no es un gradiente en S.

Ademds sabemos que si rot f = 0 en un conjunto S abierto y convexo, entonces f es un gradiente en .S.

Definicion 3.5.4 Un campo vectorial con rotacional nulo, se llama irrotacional.
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Ejemplo 3.5.7 Campo vectorial con divergencia y rotacional nulos

_ M2 _(__ Y z
Sea § = RA(0.0} y sea o) = (-~ 7

gradiente de S (aunque f es un gradiente en todo rectdngulo que no contenga el origen). La matriz
2

), (xz,y) € S. Sabemos que f no es un

2xy y2—x

Jacobiana es 5 y vemos que div f =0yrot f =0en S.

1
2 —a? 2y (% +y?)
Ejemplo 3.5.8 Divergencia y rotacional de un rotacional

Sea f = (f1, f2, f3) un campo vectorial, el rotacional de f es un campo vectorial y podemos calcular su

divergenciay su rotacional.

Si f es de clase C? tenemos que div (rot f) = 0y que rot (rot f) = V(divf) — V2f, donde V?f se
define por V2f = (V2P,V2Q, V2R).

3.6 Resumen

El campo escalar f(x,y, z) es una funcién del punto (z,y, z) del espacio.

Las superficies f(z,y, z) = ¢, ¢ es una constante se llaman superficies de nivel del campo escalar.

El campo vectorial f = (f1, f2, f3) es una funcién vectorial del punto (z, y, z) del espacio y denotamos

T = (z,y, 2), el radio vector del punto.

Si se usa la base candnica, cada aplicacion fi, fo2, f3 es la proyeccion del campo vectorial f sobre los

ejes coordenados.

El gradiente estd dirigido por el vector normal 7 a la superficie de nivel en el punto (z,y, z), en el

sentido de crecimiento de la funcién p(z,y, z) y tiene una longitud igual a:

en= o= iwel= | (5) + (50) (5"

Si la direccidn se da por el vector unitario £ = (cos «, cos 3, cos y), entonces:

Oy 9y dp o Op
W—V(pf—%cosa—l-a—ycosﬂ—l-acoyy.

(derivada de la funcién ¢ en la direccion £).

Si f = (f1, f2, f3) es un campo vectorial de clase C, se llama divergencia de f al escalar divf = V-f =

0fr , 0fa  Ofs
6$+ay+az'

Se llama flujo del campo vectorial f = (f1, fo, f3) a través de la superficie S, en el sentido determinado

por el vector unitario de la normal 7 a dicha superficie S, la integral:

Z/f'nds_!/(flcosa+.f2cosﬂ+f3COS"y)dS.
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e Si S esunasuperficie cerrada que limita un volumen V'y n es el vector unitario normal 7 = (cos v, cos 3, cos )

a la superficie S, es valida la férmula de Gauss-Ostrogradski:

#f-ndS:/// divfdzdydz.
s %

e Si la curva cerrada I' limita una superficie bilateral .S, se verifica la férmula de Stokes, cuya forma

¢ f-dr = //rot f-nds,
r
5

donde 7} es el vector de la normal a la superficie S.

vectorial es:

e Un campo vectorial f(z, y, z) se llama solenoidal (incompresible) si en cada punto divf = 0. En este

caso el flujo del vector a través de cualquier superficie cerrada es nulo.

e Si el campo es a la vez potencial y solenoidal, se tiene div(Vy) = 0y la funcién potencial ¢ es
2 2 2

armonica, es decir satisface la ecuacién de Laplace % + g—yg + g—f =0, 0sea V% = 0, donde
x z

2 2 2
vie 0o 4 O 6—2 es el operador de Laplace.

o2 0y* ' 0z
3.7 Ejercicios
3.7.1 Teoria de campos
1. a) Determinar las superficies de nivel del campo escalar U = f(r), donde r = \/m (Cudles

son las superficies de nivel del campo U = g(p), donde p = /22 + y2?

Z

2. a) Demostrar que las lineas vectoriales del campo vectorial f(z,y, z) = c, donde ¢ es un vector cons-

b) Determinar las superficies de nivel del campo escalar U = arcsen

tante, son rectas paralelas al vector c.
b) Determinar las lineas vectoriales del campo F(x,y, z) = (—wy, wz,0), donde w es una constante.
3. Sean u, v campos escalares de clase C'! y ¢ una funcién real derivable. Deducir las férmulas:

a) V(au+ Bv) = aVu + Vo, donde «, /3 son constantes.
b) V(uv) = uVv + vVu.
o) V(u?) =2uVu.

4 v (%) _ vVuv—2qu.

e) V(p(u)) = ¢'(u)Vu.
4. a) Hallar la magnitud y la direccién del gradiente del campo v = 3 + y® + 2z® — 32yz en el punto

(2,1, 1). Determinar en qué puntos el gradiente del campo es perpendicular al eje z y en cudles es igual
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a cero.

b) Calcular el Vu, si u es respectivamente igual a:

i) r ii) 2 iii) 1 ) f(r),r =T+ 2+ 22

¢) Determinar el gradiente del campo escalar v = c-r, donde ¢ es un vector constante y v = (z,y, 2).

(Cudles son las superficies de nivel de este campo y cémo estdn situadas respecto al vector c?

2 2 2
5. a) Determinar la derivada de la funcién v = ‘% + Z—Q + 2—2 en un punto (x,y, z), en la direccién del
a c
vector 1 en ese punto. {En qué caso esta derivada es igual a la magnitud del gradiente?
1

b) Determinar la derivada de la funcién u = = en la direccién £ = (cos ¢, cos 3, cosy) (En qué caso

T

esta derivada es igual a cero?

6. Sea o un campo escalar de clase C! y f, g dos campos vectoriales de clase C*, con f = (f1, fa, f3),
g = (91, 92, g3). Deducir las férmulas:
a) div (of + 8g) = adivf + Adivg, a, B € R.
b) div (pc) = V-c, ¢ es un vector constante.
¢) div (pf) = V-f + divf.
d) rot (af + 8g) = arot f+ Brot g, a, B € R.
e) rot (¢c) = Vg X ¢, ¢ es un vector constante.
f) rot (pf) = Vi x f+ prot f.
r

7. a) Calcular la div (lr).
b) Determinar la div (f) para el campo vectorial central f(x,y,z) = f (r)%r, f derivable.

8. Para cada uno de los siguientes campos vectoriales, determinar la matriz Jacobiana y calcular el rota-
cional y la divergencia:
a) f(z,y,2) = (2 + yz,y*> + z2, 22 + zy) b) f(x,y,2) = (22 — 3y, 3x — 2,y — 27)
c) f(z,y,2) = (z +sen y, —z + x cosy,0) d) f(x,y, 2) = (e®¥, cos(xy), cos(rz?))
e) f(z,y,2) = (z?sen y,y?sen (zz), zy sen (cos 2)).

9. a)Sir = (z,y,2)yr =|r|, calcule rot [ f(r)r], donde f es una funci6n derivable.
b) Sit = (z,y, 2) y a es un vector constante, demostrar que rot (a X 1) = 2a.

¢)Sir = (z,y,%) y r = ||r|, determinar todos los valores de n para los que div (r"1) = 0.

10. Determinar un campo vectorial cuyo rotacional es (z, y, z), 0 demostrar que no existe tal campo.
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Demostrar que rot (rot f) = V(divf) — V21, si f = (f1, f2, f3) es de clase C2.

Demostrar la identidad V-(f x g) = g-(V x f) — f-(V x g), donde f y g son campos vectoriales

diferenciables.

Un campo vectorial f no serd gradiente de un potencial a menos que rot f = 0. Sin embargo es posible

encontrar una funcién real p tal que uf es un gradiente.
Demostrar que si un tal p existe, f es perpendicular a su rotacional.

Cuando el campo es bidimensional f = (P, )), este ejercicio nos da una condicién para que la ecuacién
diferencial Pdx + ) dy = O tenga un factor integrante.

2

Sea f(z,y, 2) = (y?22, 2222, 2%y?), demostrar que rot f no siempre es 0, pero f-rot f = 0. Hallar un

campo escalar y tal que uf sea un gradiente.

Determinar un campo vectorial g(, y, 2), cuyo rotacional es (2, 1, 3) en IR3. ;Cual es el campo vectorial

de clase C'!' m4s general con esta propiedad?

Verificar que el campo vectorial f(z,y, z) = (y — 2,2 — x.x — y) es solenoidal y determinar un campo

vectorial g tal que f = rot g.

Sea f(x,y,2) = (—z,0,zy), determinar un campo vectorial g de clase C! de la forma g(x,y,2) =
(L(z,y, 2), M(z,y, 2),0), tal que rot f = g en todo paralelepipedo rectangular es R3. ;Cudl es el

campo g mds general con esta propiedad?
Si dos campos vectoriales u y v son irrotacionales, demostrar que u X v es solenoidal.

Sear = (x,y, 2), r = ||r||, demostrar que n = —3 es el Unico valor de n, para el cual r"r es solenoidal,
) y’

3

siendo r # 0. Para este n, elegir un paralelepipedo .S, que no contenga el origen y expresar 7~ °1 como

un rotacional en S.

Determinar la forma mas general de una funcién f de clase C' y una sola variable real, tal que el campo

vectorial f(r)r sea solenoidal, donde r = (x,y, 2), r = ||7||.

Sea v un campo vectorial de clase C'! en un paralelepipedo R de R®. Consideremos las dos afirmaciones

siguientes relativas a v:
i) rot v =0y v = rot u, para algtin campo vectorial u de clase C? en R.
ii) 3 campo escalar de clase C? tal que,v = Vo y V2o = 0en R.

a) Demostrar que i)==-ii), es decir un campo vectorial que es a la vez irrotacional y solenoidal en R, es

el gradiente de una funcién arménica en R.

b) Demostrar que ii)==-1) o dar un contraejemplo.
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Sea h un campo vectorial de clase C' en un abierto S, de modo que h = f+ g, donde f es solenoidal y g
irrotacional, o sea existe un campo vectorial u tal que f = rot u y un campo escalar ¢ tal que g = Vo

en S. Demostrar que u 'y ¢ satisfacen en S' la siguiente ecuacion diferencial en derivadas parciales:
V2p = divh, grad (divu) — V*u = rot h.

Seah(z,vy, 2) = (2%y,y?z, 2%z), determinar los campos vectoriales f y g, donde f es un rotacional y g

es un gradiente, de modo que se verifique h = f + g.

Calcular la divergencia y el rotacional de f, si f es igual a:

ar b) rc ¢) f(r)c, donde c es un vector constante.

a) Hallar la divergencia y el rotacional del campo de las velocidades lineales de los puntos de un cuerpo
que gira con una velocidad angular constante w, alrededor del eje z, en direccién contraria a las agujas

del reloj.

b) Calcular el rotacional del campo de las velocidades lineales

v = w X 1 de los puntos del cuerpo, que gira con velocidad

angular w constante, alrededor del eje que pasa por el origen de

coordenadas. dem2386.teX g
a) Calcular la divergencia y el rotacional del gradiente de un campo escalar u de clase C?.
b) Demostrar que div (rot f) = 0, si f es de clase C?.

Demostrar que si f es una fuerza central, es decir que estd dirigida hacia un punto O fijo y depende
solamente de la distancia r hasta este punto (f = f(r)r, donde f(r) es una funcién continua), el campo

serd potencial. Determinar el potencial ¢ del campo.

Determinar el potencial ¢ del campo gravitacional que engendra un punto material de masa m situado

en el origen de coordenadas: f = — mgr. Demostrar que el potencial ¢ satisface la ecuacion de Laplace
r

Vip=0.

Comprobar si cada campo vectorial tiene potencial ¢ y si lo tiene determinarlo:

a) f(z,y,2) = (bz?y — 4xy, 32% — 2,0).

b) f(z,y,2) = (yz, zx, vy).

c) f(z,y,2) = (y+ 2,2+ 2,2 +y).

30.

Demostrar que el campo central f = f(r)r es solenoidal, solamente en el caso en que f(r) = %, donde
r

k es una constante.
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3.7.2 Areade superficie

Hallar el 4rea de las siguientes superficies:
a) La parte del plano 4x + 3y + 2z = 12 que estd en el primer octante.

b) La parte de la superficie 22 = 2xy que estd por encima del rectdngulo situado en el plano z = 0 y
limitado porlasrectasx =0,y =0,z = 3,y = 6.

2

c) La parte del cono 22 = 2% + y? situada por encima del plano z = 0 y recortada por el plano

z = \/5(% + 1).

d) La parte de 22 = 32 + 22 recortada por el cilindro z? = 2py.

e) La parte de y? + 22 = 22 situada dentro del cilindro 2% + y? = a?.

f) La parte de y? + 2% = 2 recortada por el cilindro 2% — y? = a? y los planos y = +b.
g) La parte de 22 = 4 recortada por el cilindro y? = 42 y el plano z = 1.

h) La parte de z = xy recortada por el cilindro z2 + 3% = a2.

i) La parte de 2z = x2 + y? recortada por el cilindro 22 4 y2? = 1.

j) La parte de 22 + y2 + 22 = a? recortada por el cilindro 2% 4 y2 = b2, (b < a).

k) La parte de 22 + 52 + 22 = a? recortada por la superficie por la superficie (2% + y?)? = a?(z% — y?).

I) Laparte de z = ;; i ‘Z2 recortada por las superficies 22 +y? = 1, 22 + y? = 4 que estd en el primer

octante.

m) La parte de (2 cos a + ysen «)? + 22 = a? situada en el primer octante (o < 5)-

Calcular el drea de la superficie terrestre (considerdndola esférica y siendo su radio R ~ 6400Km)
comprendida entre los meridianos ¢ = 30°, ¢ = 60° y los paralelos § = 45°, § = 60°.

Calcular el area determinada por las siguientes superficies:

a) superficie limitada por la esfera 2 + y? + 2% = 3a? y el paraboloide 2% + y? = 2az.

b) superficie de uno de los cilindros de radio a, con ejes que se cortan en dngulo recto, la cual se

encuentra dentro del otro cilindro.

Calcular el area de las siguientes superficies en las condiciones indicadas:
DL+8+2=12=0y=0z=0.

b) 2?2 +y?2=a%22>0,2z=mx,z=nz,m>n>0.

oz —y =z y+z=a,z>0,y>0,2>0.
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d) drea de 22 + 3% = ax, acotada por 2 + y? + 22 = a®.

2 2
, acotada por &= + Yy -
P a? b2

f) drea de 32 + 22 = 2ax, comprendida entre 3> = ax, x = a.

2

e)dreade x> +y2 +22=aqa 1,a >b.

g) drea de 22 + y? = 2ax, comprendida entre z = 0, 22 + 3% = 22

h) drea de 22 — y? = 22, dentro del cilindro 22 + y? = 2ax.

i) drea de y? = 4, acotada por 22 + y? + 22 = bz.

j) drea de z = \/22 + 2, acotada por (22 + y2)? = a?(2? — y?).

Demuestre que las dreas de las partes de las superficies de los paraboloides 2 + y? = 2azy 2% — y? =

2az cortadas por el cilindro 72 + y? = b? son iguales.

Una esfera de radio a estd cortada por dos cilindros circulares, cuyas bases tienen los didmetros iguales
al radio de aquella y que son tangentes entre si, a lo largo de uno de los didmetros de la misma. Hallar

el volumen y el drea de la parte de superficie de la esfera que queda.

En una esfera de radio a se ha cortado un orificio con salida de base cuadrada, cuyo lado es igual también
a a. El eje de este orificio coincide con el didmetro de la esfera. Hallar el drea de la superficie de ésta

cortada por el orificio.

Calcular el 4rea de la parte de superficie helicoidal z = carctan %, situada en el primer octante y que
estd comprendida entre los cilindros 22 + y? = a2, 22 + y? = b°.

Determinar el drea de la superficie de la esfera 22 + y% + 22 = a2, a > 0, contenida dentro del cono
ztga= /12 +3%,0<a<}.

En los siguientes ejercicios eliminar los pardmetros v y v para obtener la ecuacién la ecuacion carte-

siana, probando que la ecuacién vectorial dada, representa la superficie que se da. Calcular el producto

vectorial fundamental 9 x 9 en funcién de u y .

ou ~ Ov’
a) Plano v(u,v) = (zo + a1u + b1v, yo + asu + bav, 20 + asu + bsv).
b) Paraboloide eliptico T(u,v) = (aucosv, busen v,u?).
c) Elipsoide r(u,v) = (asen wcosv,bsen usen v,ccosu).
d) Superficie de revolucién r(u, v) = (ucosv,usen v, f(u)).
e) Cilindro r(u,v) = (u,asen v,bcosv).

f) Toro v(u,v) = ((a + bcosu) sen v, (a + beosu) cosv, bsen u),0<b < a.

En los siguientes ejercicios calcular la magnitud del producto vectorial fundamental en funcién de v y
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v. En la medida de lo posible determine la ecuacion cartesiana.

asen wucoshv, bcosu coshv, csenh v).

u+v,u? + v ud +v3).

(u,v) = (

b) r(u,v) = (u+v,u — v, 4v?).
(u,v) = (
(u,v) = (

ucosv,usen v, su’sen 2v).

Sea S un paralelogramo de lados no paralelos a ningin eje coordenado. Sean S1, So y S3 las dreas de
las proyecciones de S sobre los planos coordenados. Demostrar que el drea de S es \/S? + S3 + S2.

Calcular el drea de la regién que en el plano z + y + z = a, determina el cilindro 2% + y2 = a?.

Calcular el drea de la porcién de esfera 2 + y? + 22 = a2, interior el cilindro 22 + y? = ay, a > 0.

Calcular el drea de la porcién de superficie 22 = 2xy, que se proyecta en el primer cuadrante del plano

zy y limitada por los planos z = 2z, y = 1.

Sea S una superficie de ecuacién vectorial T(u, v) = (ucosv, usen v,u?),donde 0 < u < 4,0 < v <

2.

a) Demostrar que S’ es una porcion de cuddrica. Identificar la cuddrica y dibujarla.

b) Calcular el producto vectorial fundamental Ot o O o funcion de u y .

ou = Ov

¢) Calcular el area de S.

Calcular el drea de la porcién de superficie cénica 22 + y? = 22, situada por encima del plano zy y

limitada por la esfera #2 + y2 + 2% = 2ax.

Calcular el drea de la porcién de superficie cénica 2 + y? = 22, situada entre los dos planos z = 0,
T+ 2z =3.

Calcular el drea de la porcién de paraboloide 22 + y? = 2az, cortada por el plano z = a.

Calcular el drea del toro de ecuacion T(u,v) = ((a + beosu)sen v, (a + bcosu) cosv, bsen u), con

O0<b<a,0<u<2m0< v 2.

Una esfera estd inscrita en un cilindro circular recto. La esfera es cortada por dos planos paralelos
perpendiculares al eje del cilindro. Demostrar que las porciones de la esfera y del cilindro comprendidas

entre esos dos planos tienen la misma 4rea.

2 2 u? +0v2—1
SeaT = {(u,v) € R?/u? +v* < 1} ysear(u,v) = <u2+1§l2+1’u2+$}2+1’u2+v2+1>'

a) Determinar la imagen por T de cada uno de los siguientes conjuntos:

i) La circunferencia u? + v? = 1.
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ii) El intervalo —1 < u < 1.

iii) La parte de la recta u = v situadaen 7.

b) Determinar la superficie S = v(T) y dibujarla.

¢) Determinar la imagen por 1 del plano wv. Indicar con un grifico en el espacio xyz los significados

geométricos de los pardmetros u y v.

Calcular las dreas de las partes de las superficies cilindricas comprendidas entre el plano zy y las super-
ficies indicadas:

a)12+y2=a2,z:a+ %2.

b)y? = 2pz, 2z = \/m

o)y = %(z—l)?’,z:Q—\/E

d) 22 + 3% = a?, 2az = zy.

e) Z—z + :Z—j =1,z=kx,z2=0, (2 > 0), k> 0, herradura cilindrica.

Dy=v2pz.z=y.z="5p.

Calcular el drea de la porcién de superficie helicoidal definida por z = at cosf, y = atsen 6, z = hb,
(0,t) €[0,5]x[0,1],a>0,h>0.

Calcular el drea de la porcién .S del paraboloide de ecuacion z = zy, que se proyecta sobre el plano zy,
dentro del disco D definido por 22 + 3% < 1.

Calcular el drea S de las siguientes superficies:

a)x? +y? =a?, x>0, cortadaporar < z < Br,0<a < B,a>0.

b) 22 + y? + 22 = a2, z > 0, cortada por 2% + y? — ax < 0, a > 0, (ventana de Viviani).

2 n y_2 Ty

C) = = 1, cortada por z = <>

x
z>0,a,b, ¢>0.
a? b2 -

d) 2?2 +y? + 22 = a?, cortadaporz +y < a,x >0,y > 0,2 > 0,a > 0.

e) 2% +y? + 22 — 2az = 0, z > 0, cortada por 2% + y* < z%tan’a, a > 0, €10, 3 [.
3.7.3 Integrales de superficie de campos escalares

Calcular las integrales de superficie siguientes:

4
a) / / (z+ 22+ 3 y) dS, S es la parte del plano % + % + i = 1, situado en el primer cuadrante.
S

b) //a:yz dS, S es la parte del plano « + y + z = 1, situada en el primer cuadrante.
5
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c) / / xdS, S es la parte de la esfera 22 4 y? + 22 = a2, situada en el primer cuadrante.
5

d) //de, S es la semiesfera z = \/m.
5

e) //md& S es la semiesfera z = \/m.
5

f) //:v2y2 dS, S es la semiesfera z = \/m.
5

s
g) //—2, S es el cilindro 22 + y? = a2, limitado por los planos z = 0, z = h y r es la distancia del
r
s
punto de la superficie al origen de coordenadas.
s
h) //—, S es la esfera 22 + y? + 22 = a2, r es la distancia de un punto de la esfera a un punto fijo
,rn
s
(0,0,¢), ¢ >a>0.
. ds . . . 1 o
i) —, S es la parte de la superficie del paraboloide hiperbdlico z = zxy, recortada por el cilindro
r
s
2% 4+ y? = a? y r es la distancia entre un punto de la superficie y el eje z.
Calcular las integrales de superficie / / fdS, donde S es la superficie definida por la ecuacién 22 4% =
s
22,0< 2 <1, f(z,y, 2) = 2%y%2.

Calcular la integral de superficie / / fdS en los siguientes casos:
5

a) f(x,y,2) = zye®?, S en el cuarto de cilindro definidapor 22 +3y*> =1,0< 2 < 1,2 > 0,y > 0.
b) f(z,y,2) =Inz, S es la parte esférica definida por 22 + y? + 22 =1, 3 <z < L.

¢) flz,y,2) = /22 +y?>+ 1y Sesel helicoide z = rcosf, y = rsen 6, z = 6,0 < 0 < 2m,
0<r<1.

d) f(x,y,2) = 22y S es la esfera unitaria 22 + y% + 22 = 1.

Calcular las integrales de superficie / / fdS, donde:
5

a) f(x,y,2) =y*+ 2yz, S es la parte del plano 2z + y + 2z = 6 situada en el primer cuadrante.

b) f(z,y,2) = x + 2, S es la parte del cilindro 2% + y? = 9 situada en el primer octante entre z = 0,

61.

z=4.

El cilindro 22 4+ 4% = 2x corta una porcién de la superficie S, en la hoja superior del cono 22 + 4% = 2.

Calcular la integral de superficie //(:c4 —yt P2 — 22?4+ 1)dS.
5
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Sea S la porcién del plano del plano x + y + 2z = t determinada por la esfera 22 + 3% + 22 = 1. Sea

o(z,y,2) =1 — 22 —y? — 22, si (z,y, 2) es interior a dicha esfera y ©(x,y, 2z) = 0 si no. Demostrar

T (9 _ 42)\2 .
e //‘p(xvy,Z)dS _ ) 1B sl < V3,
s 0 si |t| > /3.

Calcular las siguientes integrales de superficie:

a) #(m—ky—i—z)dS,Seslecubo[0,1] < [0,1]x[0,1],
S

b) #(wz +y?)dS, S eslaesfera x? + y? + 2% = a?.
S

2 2 2
c) //\/:c2 +y2dS, S es la superficie lateral del cono % + % = ZZ)—Q, 0<z<«<hb.
S

3.7.4 Centro de gravedad, masa, momentos de inercia. Aplicaciones

Determinar los centros de gravedad de las superficies homogéneas siguientes:
a) La parte de la esfera situada en el primer octante.
b) La parte del paraboloide 2 + 32 = 2z recortada por el plano z = 1.

Calcular el momento de inercia de las partes indicadas por las superficies homogéneas (la masa de cada

superficie es m).

a) De la superficie lateral del cilindro (de radio a y altera h) con respecto al eje que pasa por su centro

de gravedad y es perpendicular al eje del cilindro.
b) De la parte del paraboloide 2% + y? = 2cz recortado por el plano z = ¢, con respecto al eje z.

¢) De la superficie lateral del cono truncado (radios de la base son by a (b > a), altura h) con respecto a

su eje.

Calcular 1a masa de una esfera, si la densidad de superficie en cada punto es igual a la distancia entre el

punto y un cierto didmetro fijo de la esfera.

Hallar la masa de una esfera, si su densidad de superficie en cada punto es igual al cuadrado de la

distancia entre el punto y un cierto didmetro fijo de la esfera.

Determinar el centro de la placa homogénea R de densidad 1, donde R es la superficie definida por
x =wue’cosv, y =ue’sen v, z = e, (u,v) €D =1[0,1]x[0,1].

Si S es la superficie del paraboloide z = 2 — (22 + y?) sobre el plano xy, calcule:

a) Las coordenadas del centroide de esta superficie.

b) El momento de inercia de esta superficie con respecto al eje z, siendo la densidad de la superficie 1.
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Demostrar que el momento de inercia de un recipiente esférico alrededor del didmetro es %maQ, donde

m es la masa del recipiente y a es su radio.

Determinar el centro de gravedad de la porcién de superficie esférica homogénea dada por 22 +y2 422 =

a?, situada sobre el primer cuadrante del plano zy.

Calcular la masa de una ldmina superficial S, dada por z = 4 — 24/22 + 2 entre los planos z = 0,

z = 4, si la densidad es proporcional a la distancia al eje z.

Un recipiente esférico homogéneo de radio a, estd cortado por una hoja de un cono circular recto, cuyo
vértice estd en el centro de la esfera. Si el dngulo en el vértice del cono es o, 0 < o < 7, determinar el

centro de gravedad de la porcidn del recipiente esférico que es interior al cono.

Una hoja de papel rectangular homogénea de base 27a y altura h se arrolla formando una superficie
cilindrica S de radio a.

a) Calcular el momento de inercia de .S, alrededor de un eje que contiene un didmetro de la base circular.
b) Calcular el momento de inercia de .S, alrededor de un eje que estd en el plano de la base y es tangente

al borde circular de la base.

Calcular la masa de la superficiedel cubo 0 < z < 1,0 < y < 1,0 < 2z < 1, si la densidad superficial

en el punto (z,y, z) es igual a zyz.

Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la cdpsula parabdlica homogénea az = x2 + 32,

0<z<a.

Hallar el momento de inercia de la parte de la superficie del cono z = /22 + 42, 0 < z < h, con

respecto al eje z.

3.7.5 Integrales de superficie de campos vectoriales

Sea S la superficie dada por el paraboloide z = 4 — 22 — y? situada sobre el plano zy, orientado por un
vector unitario hacia arriba. El fluido de densidad p(z,y, z) = ¢ fluye a través de la superficie S, por el
campo de velocidades f(z,y, z) = (z,y, z). Determinar la razén de flujo de masa a través de S.

Sean u y v dos campos escalares de clase C? en un conjunto abierto R de R3.

a) Demostrar que existe un campo vectorial f tal que Vu x Vv =rot fen R.

b) Determinar si cualquiera de los tres campos vectoriales siguientes pueden o no ser utilizados como f

enlaparte a): i) V(uv), ii)uVo, iii)vVu.
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o) Siu(z,y,z) =2 —y>+ 23, v(z,y,2) = x + y + 2, calcular la integral de superficie:

/ Vu x Vu-ndsSs,

en donde S es la semiesfera 2 + y2? 4+ 22 = 1, z > 0y 1 es la normal unitaria con componente z no

negativa.

Sea S la semiesfera 2 + 32 +22 = 1, 2 > 0,sea f(z,y, z) = (z,y,0) y sean el vector normal unitario

exterior a S. Calcular el valor de la integral de superficie / / f-n dS, empleando:

s
a) La representacion vectorial T(u, v) = (sen w cosv,sen usen v, cosu).

b) La representacion explicita z = /1 — 22 — y2.

Sea S la porcién del plano limitada por el tridngulo de vértices (1, 0, 0), (0,1, 0), (0,0, 1), sea f(z,y, z) =
(z,y, z) y sea n la normal unitaria a S que tiene componente z no negativa. Calcular la integral de su-

perficie //f~77 dS usando:
a) La representacion vectorial v(u, v) = (u + v, u — v, 1 — 2u).
b) Una representacion explicita de la forma z = f(z,y).

Sea S una superficie parametrizada de la forma z = f(z,y), f de clase C!, de modo que (x,y) € T,

siendo 7" una regién plana, proyeccién de .S sobre el plano zy.

a)Seaf = (P,Q, R), con P, ), R continuas y 17 la normal unitaria a S, de componente z no negativa.

Usar la representacion paramétrica r(z, y) = (z,y, f(z,y)) para demostrar que:

//fndS //< P—f—Q—z+R> dzdy,

donde P, Q y R se evaldanen (z,y, f(z,v)).

b) Sea ¢ un campo escalar, demostrar que:

i) //go(:v,y,z)dS = //cp(x,y,f(:v,y))\/l + (%)2 + (%>2dxdy.
11)// o(z,y,2)dy Ndz = — // (x,y, f(z,v)) fdxdy
111)// o(z,y,2)dz A de = — // (z,y, f(z,v)) fda:dy

Si S es la superficie de la esfera 22 + y2 + 22 = a2, calcular el valor de las integrales de superficie:
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a) #wzdy ANdz + yzdz A dx + 22dx A dy.

b) #mzdy ANdz +yzdz Adx + 22dz A dy.

Se debe elegir una representacién para que el producto vectorial fundamental tenga la direccién de la

normal exterior.

Calcular las siguientes integrales de superficie:

a) / / yzdy Ndz + xzdz Ndx + zydx A dy, S es la cara exterior de la superficie del tetraedro limitado
porsxzo y=0,2=0,z4+y+2z=a.

b) / / zdx A dy, S es la cara exterior del ehpsmde x + ‘7;2 + Z =1.

c) / / 2?dy A dz 4+ y*dz A dx + 2°dx A dy, S es la cara exterior de la superficie de la semiesfera
5

2 +y?+22=a%22>0.

Un flujo de fluido tiene como densidad de flujo el vector f(z,y, z) = (z, —2z—y, z), sea S el hemisferio

22 + 1% + 22 =1, z > 0y sea i la normal unitaria orientada hacia el exterior de la esfera.

a) Calcular la masa de fluido que atraviesa S por unidad de tiempo en la direccién 7).

b) Calcular la masa de fluido que atraviesa .S, si .S también contiene la base plana del hemisferio. En la

base inferior la normal es —k.

Calcular las siguientes integrales de superficie:

a) #:1: dy Ndz + ydz A\ dx + zdx A dy, S es el lado positivo del cubo formado por los planos = = 0,
s

y=0z=0z=1Ly=1,2z=1.

b) # x2y%zdx A dy, S es le lado positivo de la mitad inferior de la esfera 22 + y? + 22 = a?.

2
=1.

(‘:M|N

c) #Z dz A dy, S es la cara exterior del elipsoide x_2 2—2 +
a

d) # 2dx A dy, S es la cara exterior del elipsoide :c_2 3;—2 + Z_2 =1.

e) # xzdx ANdy+xydy Ndz+yzdz A dz, S es la cara exterior de la pirdmide formada por los planos

S
r=0,y=0,z2=0,z+y+2=1.

f) # yzdx Ndy + xzdy A dx + xydz A dz, S es la cara exterior de la superficie situada en el primer
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octante y formada por el cilindro 72 + y? = a? y los planos 2 = 0,y = 0, 2 = 0, z = h.

2) # y?zdx Ndy+xzdy ANdz +x?ydz A dx, S es la cara exterior de la superficie situada en el primer
s

octante y formada por el paraboloide de revolucién z = x2 + y?2, por el cilindro 22 + y2 = 1y los

planos de coordenadas.

3.7.6 Formula de Stokes

Usando el teorema de Stokes, evaluar //rot fndS, donde f = (v — 2z, 2% + yz, —3xy?) y Ses la
5

superficie del cono z = 2 — \/x2 + y? sobre el plano xy y 1 es la normal unitaria exterior a S.

Verificar el teorema de Stokes para el campo vectorial f = (3y, —2z,y22), donde S es la superficie del

paraboloide 2z = 2 + y2, limitado por z = 2.

—d
Usando el teorema de Stokes en el plano, calcular ¢ ’ Y tomada a lo largo del contorno del

rr+y+2
cuadrado que tiene sus vértices en los puntos A(1,0), B(0,1), C(—1,0) y D(0,—1), recorrido en

sentido contrario de las manecillas del reloj.

Usar el Teorema de Stokes para verificar que las integrales de linea tienen los valores indicados. Explicar
el sentido en el que se recorre I' para llegar al resultado.

a)¢ ydx + zdy + xdz = 7a®+/3, T es la curva interseccion de la esfera 22 + y2 + 22 = a2 y el plano
T+ 13; +2z=0.

b)¢ (y+2)dx + (z +2)dy + (v +y)dz = 0, T es la curva interseccién del cilindro 22 + y% = 2y y
el plzfno z=1y.

c)¢ y2dr 4+ xydy + zzdz = 0, T es la curva de b).
r

d) gﬁ (y — 2z)dz + (2 — z)dy + (x — y)dz = 2wa(a + b), I es la curva de interseccion del cilindro
r

x2+y2:a2yelplano%+%=1,a>0,b>0.

e)gg (y? + 22)dx + (22 + 2%)dy + (2% + y?)dz = 2mab?, T es la curva de interseccion del hemisferio
r

22 + 1% + 22 = 2azx, z > 0 y el cilindro 22 + 3% = 2bx, 0 < b < a.

DD (y2—22)dx+ (22 —2?)dy+ (2? —y*)dz = Ja3, T esla curva de interseccion del cubo 0 < = < a,

r
0<y<a0<z<ayelplanoz +y+z = a.

Sir = (z,y,2), f = (P,Q,R) = a x 1, donde a es un vector constante, demostrar que ¢ Pdx +
r

Qdy + Rdz = 2 / / a-n dS, I' es una curva que limita la superficie paramétrica S'y 1 es la normal
5

adecuada de S.
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Y B T
$2+y2’Q_ x2+y2’
rotacién de la circunferencia (z — 2)2 +22=1, y = 0, alrededor de eje z. Demostrar que rot f = 0,

Sea f = (P,Q,R), donde P = — R = z. Sea D el toro generado por la

pero que¢ Pdx + Qdy + Rdz no es cero, si la curva I' es la circunferencia 22 + y? = 4, z = 0.
r

Usando el teorema de Stokes, transformar las integrales:

a)¢ (22 — yz)dx + (y? + zz) dy + (2% — zy) dz.
r

b)¢ ydr + zdy + xdz.
r

Usando la férmula de Stokes calcular las integrales de linea y comprobar el resultado calculdndolas

directamente.

a)gg (y +2)dx + (z + z) dy + (x + y) dz, T es la circunferencia 22 + y* + 22 = a®, z + y + 2 = 0.
r

b)¢ (y—2)dz+ (z—x)dy+ (x —y)dz, Teslaelipse 22 +y> = 1,0+ 2 = 1.
r

c)gg xdr+ (r+y)dy+ (x+y+z)dz,Teslacurvaxz = asen t,y = acost, z = a(sen ¢+ cost),
r

0<t< 27,

d) ¢ y?dx + 2? dy + 22 dz, donde T es el borde del tridngulo ABC con los vértices en los puntos
r

A(a,0,0), B(0,a,0), C(0,0,a).

(Cudles son las condiciones que se deben dar para que la integral de h'nea¢ Pdx+ Qdy+ Rdz =0,
r

para cualquier curva cerrada I'?
En los siguientes ejercicios calcular y transformar la integral de superficie / / rot f-n d.S, en una inte-

gral de linea usando el teorema de Stokes y calcular la integral de linea.

a) f(z,y,2) = (y?, 2y, 2), S es el hemisferio 22 + y? + 22 = 1, 2 > 0 y 1 es la normal unitaria con
componente z no negativa.

b) f(z,y,2) = (y,2,2), S es la parte de la paraboloide z = 1 — 22 — y2, con z > 0 y  es la normal
unitaria con componente 2 no negativa.

c) f(x,y,2) = (y — x,yz, —xz), S consta de cinco caras del cubo 0 < = < 2,0 <y < 2,0< 2 < 2,
no situadas en el plano zy, n es la normal unitaria exterior.

d) f(z,y, 2) = (w2, —y, 2%y), S consta de las tres caras no situadas en el plano zz del tetraedro limitado

por los tres planos coordenados y el plano 3x 4+ y + 3z = 6. La normal i es la normal exterior del

tetraedro.

Transformar la integral de 11'nea¢ (22 4+ y?)dx + (2% + 2?)dy + (2* 4 y*)dz tomada a lo largo de
r
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cierto contorno cerrado, en la integral de superficie tendida sobre este contorno, aplicando la férmula de

Stokes.

Calcular la integral¢ 22y3dx + dy + zdz, donde T es la circunferencia 22 + y2 = a2, z = 0:
r

a) directamente, a lo largo de la curva I en el sentido positivo,

b) aplicando la férmula de Stokes y considerando la semiesfera z = /a? — 22 — y2 como superficie.

3.7.7 Formula de Gauss—Ostrogradski

Verificar el teorema de la divergencia para el sélido limitado por las superficies 2 = y/a? — 22 —y2 y
z = 0, donde el campo vectorial es f = (222, 2%y — 23, 2zy + y22).

Usar el teorema de la divergencia para evaluar la integral / / (2 + y + 2)dS, donde S es la esfera

S
224y 22 =1.

Solucién Para utilizar el teorema de Gauss, debemos determinar un campo vectorial f = (f1, fa, f3)

sobre la bola sélida V: 22 +y2 + 22 = 1, tal que f-n = 22 +y + z, donde 1 es la normal a la superficie
S.

Evaluar / / f-n dS usando el teorema de la divergencia, donde f = (xy?,22%y,y) y S es la superficie

del cilindro 22 + y? = 1, acotado por los planos z = 1, z = —1, incluyendo las porciones 2% + 2 < 1,

cuando z = +1.

Evaluar //f-n dS en los siguientes casos:

a) f = (xyz, zyz, xyz), S es la superficie del cubo [0,1]°.

(
b) f = ((x +y)2?, (y + 2)2?%, (2 + x)y?), S es la superficie 2% + y? + 22 = 1.
= (1—2? 192 2(2z —y)), S es lasuperficie 2 + > = 1y 0 < 2 < 1.
(

d) f= (2y%2(z — 1), 2%yz(z — 1), 2% — 2?), Seslasuperficie 22 + 4> =1y 0 < 2 < 1.

Sea S la superficie del cubo unidad 0 < =z < 1,0 < y < 1,0 < 2z < 1y sea np la normal unitaria
exterior a S. Si f(z,y,2) = (22,y?, 22) emplear el teorema de la divergencia para calcular la integral

de superficie / / f-n dS. Comprobar el resultado calculando la integral de superficie directamente.
s

Se corta la esfera 22 4 y2 + 2% = 25 por el plano z = 3. La parte menor es un sélido V' limitado por una
superficie Sy constituida por dos partes, una esférica S; y otra plana .S. Si la normal unitaria exterior

aVesm = (cosa,cos 3, cos ), calcular la integral de superficie //(:cz cosa + yz cos § + cosy)dS,
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si:

a) S es el casquete esférico 5.

b) S es la base plana S5.

c¢) S es la frontera completa Sy = S1 U Ss.

Resolver la parte ¢) con los resultados de las partes a) y b) y también usando el teorema de la divergencia.

Seamn = (cos a, cos 3, cos y) la normal unitaria exterior a una superficie cerrada S, que limita un sélido
homogéneo V' del tipo descrito en el teorema de la divergencia. Supongamos que el centro de gravedad
(Z,7, %) yel volumen | V| de V son conocidos. Calcular las siguientes integrales de superficie en funcién

de|V|ydez, g,z

a) #(xcosa—i—ycosﬁ—i— zcosy)dS
b) #(xz cosa + 2yzcos B + 322 cosy)dS

) #@2 cosa + 2xy cos § — xz cosy)dS

d) Expresar # (22 +y?)(z,y,0)-n dS en funcién del volumen |V'| y un momento de inercia del sélido.
S

Verificar las siguientes identidades, donde f y g son campos escalares de clase C!, i es la normal

exterior unitaria a la superficie cerrada S, que limita un sélido V' descrito en el teorema de la divergencia,

8f an,@ Vgm.

a)# ds = ///szd:vdydz

b) # 0f dS = 0, siempre que f sea armoénicaen V.

c) #f ds = /// fVdixdydz+// Vf-Vgdrdydz.
d) #(f;% —gaﬁ> ds = // (fV2g — gV f)dadydz.
S 14

e) #fg—g dsS = #gg—g dS, si f'y g son ambas arménicas en V.

f) #f ds = /// IV f||?dxdydz, si f es arménicaen V.
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Demostrar que V2 f(a) = %gr(l) W # g—j; dS, donde V (t) es un esfera de radio ¢ y centro a, S(t)

S(t)
es la superficie de V() y |V (¢)| es el volumen de V' (¢).
Sean V' una regién convexa de R?® cuya frontera es una superficie cerrada S y i la normal unitaria
exterior a S. Sean fy g dos campos vectoriales de clase C, tales que rot f = rot g, divf = divg
en todo V, y que satisfacen g-np = f-n en todo punto de la superficie S. Demostrar que f = gen V.

Sugerencia Sea h = f — g, encontrar un campo escalar f de clase C? tal que h = Vf y usar una

identidad adecuada para demostrar que / / |V f||?dzdydz = 0. De esto se deduce que h =0 en V.
v

Sea S una superficie paramétrica regular con la propiedad de que cada semi-recta que sale de P, corta

a S una vez a lo sumo. Representemos por €2(.5) el conjunto de rectas que pasan por P y atraviesan S

(ver figura). El conjunto ©2(S) se llama dngulo sélido de vértice en P subtendido por S. Sea X(a) la
drea de X(a)
a?

intersecci6n de (5) en la superficie de la esfera de radio a y centro P. El cociente — , que

se representa por |2(.9)], se utiliza como medida del dngulo sélido 2(.9).

a) Demostrar que este cociente es igual a la integral de superficie

T .
/ / —;7 dS, donde r es el vector que une P a un punto cualquiera
T

5
de Sy r = ||r||. El vector p es la normal unitaria a S en la

direccion de alejamiento de P. ap5638a.tex

Esto demuestra que el cociente |2(.S)| es independiente del radio a, por lo que el dngulo sélido puede

ser medido por el drea de la interseccién de §2(.5) y la esfera unidad entorno a P.

b) Dos planos se cortan a lo largo de un didmetro de una esfera con centro en P. El dngulo de in-
terseccioén de los planos es 6, siendo 0 < § < 7. Sea S la parte menor de la superficie de la esfera

interceptada por los dos planos. Demostrar que |Q2(S)| = 26.

Sean V/(t) un cubo de arista 2¢ y centro en a € R3, S(¢) la frontera del cubo V(t), 7 la normal unitaria

exterior a S(t) y |V (t)| el volumen de cubo. Para un campo vectorial dado f de clase C'* en un abierto

de a, se supone que existe lim —1_ f-n dS'y emplearlo como definicién de divf(a).
t=0 [V ()]

S(t)
Se toman como ejes coordenados xyz, ejes paralelos a las aristas de V' (t), sean P, Q y R los compo-

oP 0
nentes de f relativos a ese sistema de coordenadas. Demostrar que divf(a) = o (a) + 8_Q (a) +
x
OR
0z ().

Sugerencia Expresar la integral de superficie como una suma de seis integrales dobles tomadas sobre

las caras del cubo. Demostrar que multiplicado por la suma de las dos integrales dobles sobre

V)l
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oR
0z

Un campo escalar ¢ tiene la propiedad | V||? = 4¢ y div(¢Ve) = 10¢.

las caras perpendiculares al eje z, tiendan a (a) cuando t — 0.

Calcular la integral de superficie # g% dS, donde S es la superficie de la esfera unidad con centro en

el origen y 3% es la derivada direccional de ¢ en la direccién de la normal unitaria exterior a S.

Usando la férmula de Gauss—Ostrogradski transformar las siguientes integrales de superficie, sobre las
superficies cerradas S que limitan el volumen V', donde cos «, cos 3, cos~y son los cosenos directores

de la normal exterior 7 a la superficie S.

a) #yzdy A dz + zxdz Adx + xydx A dy.

b) #wzdy/\ dz +y?dz Ndx + 22 dx A dy.

0 #wcosa—i—ycosﬁ—i—zcoswds
V2 +y? + 22

d) # GU cos o + 3_ U cos B+ GU cosy) dS, u es de clase C2.

Usando la férmula de Gauss—Ostrogradski calcular las siguientes integrales de superficie:

a) #zQ dy Ndz +y?dz Adx + 22dx A dy, S es la cara exterior de la superficie del cubo: 0 < z < a,
s

0<y<a 0L z<a.

b) # xdy Ndz+ydz Ndx+ zdx Ndy, S es la cara exterior de la pirdmide limitada por las superficies

S
r+y+z=a2x=0,y=0,z=0.

9) #ﬁ dy A dz +y3dz Adx + 23dx A dy, S es la cara exterior de la esfera 22 + y? + 22 = a2.

[ V)

d) # (22 cos a+ y? cos B+ 22 cosv) dS, S es la superficie exterior total del cono I—Q + y_2

%[

s
0<z<hb.

Demostrar que si S es una superficie cerrada y £ cualquier direccion constante, la integral / / cos(n,£)dS =
s
0, donde 7 es la normal exterior a la superficie S.

Demostrar que el volumen de V/, limitado por la superficie S es igual a:

1
V| = g//(:vcosa—i—ycosﬁ—i—zcosw)d&
5

donde cos a, cos 3, cosy son los cosenos directores del la normal exterior 7 a la superficie.
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a) Usando el Teorema de Gauss—Ostrogradski, demostrar que el flujo del vector f = 7, a través de una

superficie cerrada que limita un volumen arbitrario V' es igual al triple del volumen.
b) Determinar el flujo del vector  a través de la superficie total del cilindro 22 + ¢ < a2,0 < 2z < h.

Calcular el flujo del vector f(x,y, z) = (23, y3, 2®) a través de:

x2+y2

a) la superficie lateral del cono 5
a

22

b) la superficie total de este mismo cono.

Calcular la divergencia y el flujo de la fuerza de atraccion f = — m3r de un punto de masa m, situado
r

en el origen de coordenadas a través de una superficie cerrada arbitraria, que rodea dicho punto.

Aplicando la férmula de Gauss—Ostrogradski, transformar la integral sobre la superficie cerrada, en una

integral triple sobre el volumen del cuerpo limitado por esta superficie (cara exterior) # Va4 y?+ 22 ( cos o+
s

cos $+cos 'y) dS. Calcular la integral si S es la esfera de radio a, con centro en el origen de coordenadas.

Usando la férmula de Gauss—Ostrogradski, calcular las integrales de superficie del ejercicio ??, pagina

2?2
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Apéndice A

Formas diferenciales

A.1 Formas diferenciales

La teoria de formas diferenciales nos proporciona una manera simple y elegante de poder describir los
teoremas de Green, Stokes y Gauss. De hecho las formas diferenciales nos proporciona una visién
global que permiten ver estos teoremas como objetos de una teoria matemadtica mds general en el caso

de n dimensiones.

En esta parte, consideramos las formas diferenciales en un espacio de dimension tres.

Definicion A.1.1 Sea U C R? abierto, una forma diferencial de grado 0 sobre U, es una aplicacion

fiU—R.

Definicién A.1.2 Denotamos dx1, dxs, dzs las formas lineales candnicas de R® en Rii.e. dz;: R? —

R, dz;(a1, a2, a3) = a;. En el caso de 3 dimensiones dx1 = dx, dxe = dy, dxs = dz.

Definicion A.1.3 Sea U C R? abierto y sean P, Q, R aplicaciones de U en R, una forma diferencial
de grado 1 sobre U, es la aplicacion w:U — R? tal que w = Pdx + Qdy + Rdz.

Recordemos w(z,y, z) = P(x,y, z)dx+ Q(x,y, z)dy + R(z, y, z) dz. Silas aplicaciones P, Q, R son

de clase C*, se dice que la forma diferencial w es de clase Ck,

Es claro que si Q = R = 0, entonces la forma diferencial w = Pdx es una forma diferencial de grado

1.

Se pueden sumar dos formas diferenciales de grado 1 i.e. siw = Pdz + Qdy + Rdzy wy = Py dx +
Q1dy + Rydz, entonces w + wy = (P + P1)dz + (Q + Q1)dy + (R + R1)dz es también una forma

diferencial de grado 1.

También se puede definir la forma diferencial de grado 1, fw por fPdx + fQdy + fRdz.

247
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Definicion A.1.4 Sean f, g dos funciones lineales sobre R? (i.e. f, g:R® — R, donde f, g son

lineales) se define la aplicacion bilineal f A g:IR?® x R® — R llamada producto exterior de fy g,
por: fAg(x.y) = F(¥)g(y) — f(Y)g(x), x. y € R.

Se observa que el producto exterior f N\ g es una forma bilineal alternada i.e. f Ng= —g A f.

Ejemplo A.1.1 Consideremos el espacio R®,y = (y1,¥2,¥3), z = (21, 22, 23) entonces:

(dwi A dxj)(y,z) = dzi(y)daj(z) — dxj(y)dzi(z) = yizj — ziy;,

dxl dIQ dIg

es el determinante de lamatriz |y, vy, wy3 |, eliminando la primera fila y la columna que es # i
y#J
Se observa que dx; N\ dvj = —dx; N\ dz; y que dz; A dx; = 0.

Definicion A.1.5 Sea U C R3 abierto, P, Q, R aplicaciones de U en R, una forma diferencial de
grado 2 sobre U, es la aplicacion w: U — L(R? x R?, R) tal que:

w(z,y,z) = P(x,y,2)dy ANdz + Q(z,y,2)dz ANdx + R(z,y, z)dx A dy.
Cuando P, Q, R son de clase C* sobre U, se dice que la forma diferencial w es de clase C* sobre U.

Definicion A.1.6 Sean f, g, h tres formas lineales sobre R?, entonces se define la aplicacion f A g A

h:R3 x R® x R® — R, llamada producto exterior de f, g, h, como:

fAgARY,z,t) =] f(z) g(z) h(z) |, Y, z, tER

Se observa que f A\ g A h es una forma trilineal alternada sobre R3 y que:

Y1 Y2 Y3
de Ndy Ndz(y,z,t) =| 21 29 23
1 ta 13
Definicion A.1.7 Sea U C R? un abierto y sea P:U — R una aplicacion, la aplicacion w:U —

L(R? x R? x R3, R) (forma trilineal alternada), donde

w(x,y,z) = P(x,y,z)dx N dy A dz,
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se llama forma diferencial de grado 3 sobre U.

Si P es de clase C* en U, se dice que la forma diferencial w es de clase C*.

Observacion Dado que la dimensién de R? es 3, toda forma p—lineal alternada sobre IR? es nula para

> 4, i.e. toda forma diferencial de grado p > 4 sobre U C R? es nula.

Observemos que si w es una forma diferencial de grado k y 7 es una forma diferencial de grado ¢, de

modo que 0 < k + ¢ < 3, el producto exterior satisface:

) fAw=fw

i) (fw)An=flwAn) =wA(fn)

i) wAn = (=1)*nAw

iv) dz A dy = dzdy, dy Ndx = —dzdy = (—1)dz A dy
de Nde=0=dyANdy =dzANdz

dx A (dy Adz) = (dz A dy) A dz = dedydz.

A.2 Diferencial de formas diferenciales, diferenciacion exterior

Definicion A.2.1 Sea U C R3 abierto y sea w = f una forma diferencial de grado 0, de clase C*
sobre U. Se llama diferencial de w, o diferencial exterior de w, a la forma diferencial de grado 1, dada
por:

of . of . Of

8:cd +8_d +8

Los coeficientes de la forma diferencial dw son las coordenadas de V f.

dw =

Definicion A.2.2 Sea U C R? y sea w = Pdx + Qdy + Rdz una forma diferencial de grado 1, de
clase C' sobre U. Se llama diferencial de w (o diferencial exterior de w) a la forma diferencial de grado
2, dada por:

dw=dP Ndx +dQ Ndy + dR N dz.

Observemos que dP = 8Pda:+—a—d +8Pd dQ = 8Qd —I—%Qd —I—a—Qd dR = aRd:c—l—

OR OR .
Ty dy + 0 dz, entonces:
- OR  0Q oP OR oQ OP

Si f:U — R3 es tal que f = (P, Q, R) de clase C*, los coeficientes de dw son las coordenadas de

rot f.
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Definicion A.2.3 Sea U C R? abierto, w = Pdy Adz + Qdz A dx + Rdx A dy una forma diferencial
de grado 2, de clase C* sobre U, se llama diferencial de w, o diferencial exterior de w, a la forma

diferencial de grado 3:

P
dw=dPANdyNdz+dQ NdzANdx+dRANdx Ady = <(z)—+2—Q+?) dz ANdy N dz.
x Yy z

Si f:U — R3 es tal que f = (P, Q, R) de clase C*, el coeficiente de dw es divf. Observemos que
w es una forma diferencial de grado k y 1 es una forma diferencial de grado ¢ (k + ¢ < 3), entonces

dw An) = (dw An) + (=1)*(w A dn).

Teorema A.2.1 Sea U C R? abierto y sea w una forma diferencial de grado menor o igual a 1, de

clase C? sobre U, entonces d(dw) = 0.
Se denota d*w = d(dw).

Demostracion Si w = [ forma diferencial de grado 0, las coordenadas de dw son las coordenadas de

V f y los coeficientes de d*w son las coordenadas de rot (V f) = 0.

Siw = Pdx + Qdy + Rdz es una forma diferencial de grado 1, denotando f = (P,Q, R), los

coeficientes de la forma dw son las coordenadas de rot fy la coordenada de d*w es div (rot f) = 0.

Si w es una forma de grado > 2, entonces d*w es una forma de grado > 4 i.e. d*w = 0.

A.3 Primitiva de una forma diferencial

Definicion A.3.1 Sea U C R3 un abierto y sea w una forma diferencial de grado p = 1,2, 3, de clase

C! sobre U, se dice que la forma diferencial w es cerrada si dw = 0.

La forma diferencial w de clase C* se dice exacta, si existe una forma diferencial n de grado p — 1 de

clase C? sobre U, tal que dn = w.

n se llama primitiva (exterior) de w.

Teorema A.3.1 Sea w una forma diferencial de grado p = 1,2,3, sobre U C R abierto, de clase C.

i) Siw es exacta, entonces w es cerrada.

ii) Sip =3, entonces w es exacta sobre U.

Sip=1,2,ysiw es cerrada sobre U, entonces w es exacta sobre todo conjunto de la forma [a,b] x [¢,d] x [e, f] C

U.

Demostracion
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i) siw es exacta sobre U, entonces existe una forma diferencial ¢ de grado p — 1, de clase C? sobre U tal

que dp = wi.e. dw = d%p = 0.

ii) Seaw = Pdx+Qdy+ Rdz de clase C! sobre U y supongamos que es cerrada sobre U: dw = 0,

3
es decir rot (P, Q, R) = 0, entonces VB = [] [a;,b;] C U existe f: B — R de clase C? tal que

i=1
Vfi=(P,Q,R),porloquedf =wyw es exacta sobre B.
Las primitivas de w son de la forma f + k, k € R.
Seaw = Pdy A dz + Qdz A dx + Rdx A dy, de clase C! sobre U y supongamos que w es

3
cerrada sobre U: dw = O i.e. div (P, @, R) = 0, entonces VB = [] [as,b;] C U, existe una aplicacién

=1
f = (f1, f2, f3): B — R?, de clase C? sobre B, tal que rot f = (P, Q, R).

Asi, la forma diferencial de grado 1, ¢ = f1dx+ fady+ f3dz es una primitiva de w sobre B, (dy = w)

y w es exacta sobre B.

Todas las primitivas de w sobre B son de la forma ¢ + dn, donde 7 es una forma de grado 0 de clase C*?

sobre B.
Seaw = Pdx Ady A dz de clase C'* sobre U, vamos a probar que es exacta, es decir que existe
una forma diferencial ¢ de grado 2 y de clase C? sobre U:

p=Pidy ANdz+ Pydz Ndx + Psdx A dy,

tal que dy = w. Definamos f = (f1, fa, f3): U — R, entonces debemos tener divf = P.
Una solucién particular fy de esta ecuacién es fo = (Py,0,0), con Py (z,y,2) = / P(t,y, z)dt, es

a

decir la forma diferencial ¢ = ( / P(t,y,z) dt) dy A dz es una primitiva de w sobre B, por lo tanto

w es exacta sobre U.

Todas las primitivas de w son de la forma ¢ = ( / P(t,y,z) dt) dy A dz + dn, donde 7 es una forma

diferencial de grado 1 de clase C? sobre U.

Ejemplo A.3.1 Sean w; = (z + y?)dx + (2y)dy + e*¥3dz y we = sen ydz + sen xdy formas
diferenciales de grado 1, entonces wy + wo = (z + 3% + sen y)dx + (zy + sen x)dy + e*¥*dz.

Si f(x,y,z) = x, entonces fws = xsen y + rsen zdy.
Ejemplo A.3.2

i) Verificar que dx A dydz = dxdydz.

i) Siw=adr +ydyyn = zydr + xzdy + zrydz, determinar w A 7.
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i) Enefecto, dx A dydz = dx A (dy Ndz) = dx ANdy ANdz = dedydz.
i) wAn=(xde+ydy) A (zyde + zzdy + xydz)
= (xdx + ydy) A zydx + (zdx + ydy) ANxzdy + (zdx + ydy) A zydz
= T+ z N dx + x°zdx N\ + zyz +x T N\Ndz +x Ndz
y2dy A d 2zdx A dy 7] 2ydr N d y2dy A d
= (222 — 2y?)dx A dy — 2?ydz A dx + 2y’ dy A d=.
Ejemplo A3.3 Siw =xdr —ydyyn=xdy Adz+ zdx A dy, calcular w A 7.

wAn=(xdr —ydy) A (xdy Ndz + zdz A dy)
= (zdx) A (zdy ANdz) + xdx A (zdx ANdy) —ydy A (xdy ANdz) —ydy A (zdz A dy)
= 2?dx ANdy A dz + zzde N deAdy — vy dy Ady-Adz + yzdy A dy-rdz
=22dx Ady Adz = 22 dedydz.
Ejemplo A.3.4 Seaw = P(x,y, z)dx + Q(x,y, z) dy una forma diferencial de grado 1, de clase C!,

en algun abierto U C R3, determinar dw.

dw = d(Pdz + Qdz) = d(P Adz + Q Ady) = dP A dx + P A d(dz) + dQ A dy + Q A d(dy)

:dPAd:c+dQAdy=(%—Pd:c+%£dy+apdz) d:v—i—(de +%Q de)/\dy
3Pw+ dy/\d:v—i—apdz/\d:v—i—a—Qd:v/\dy—i— yw—i-%—gdz/\dy
:—%de/\dy+a—de/\dy+%—sz/\dx—a—gdy/\dz
(?93 3P> drdy + Loz dr - ;Z?dydz.

Ejemplo A.3.5 Sin = Fdxdy+ G dydz + H dzdx es de clase C', determinar dr).

Se tiene que dn=d(F dzdy) + d(Gdydz) + d(H dzdzx)
=d(F ANdzdy) + d(G A dydz) + d(H A dzdzx)
=dF A (dzdy) + dG A (dydz) + dH A (dzdx),
pues d(dxdy) = d(dydz) = d(dzdzx) = 0. Ademés:

dn= (%—Fd:v—i— %5dy+ %Fdz) Adx Ady + (%Gd:v—i— %2dy+ %Gdz) ANdy Ndz

(3de+%ﬂd +8Hdz)/\dz/\d:1:

_oF G
= aZalz/\d:zc/\dy—i— axdx/\dy/\dz—l——a—dy/\dz/\d:v

fa_F oG
= da:/\dy/\dz—i— xdx/\dy/\dz—l——a—dx/\dy/\dz

(%§+5G+%ﬂ) dx Ndy Ndz = (%—F—l—%-l-é(f#) drdydz.
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Ejemplo A.3.6 Consideremos la forma diferencial de grado 2 en R? definida por:

w=af(x)dy Ndz+ 3y f(x)dz A dx — 4zdx A dy, con f € C* en R.

Determinar f para que w sea cerrada.

Determinar en el caso i), las primitivas de w.
Notemos que f es de clase C!, entonces la forma diferencial w es de clase C'* en R3.

Asf se tiene que:
dw=d(x f(x)) Ndy Ndz+ 3d(y f(z)) Ndz ANdx — 4dz Ndx A dy
=(xf'(x)+ f(x))de Ndy ANdz + 3f(x)dy ANdz ANdx —4dx A dy ANdz
=(zf'(zx)+4f(z) —4)dz Ndy Ndz
y tenemos x f'(x) + 4 f(x) — 4 = 0, por lo que f(x) = x—):l +1, ) eR.
La funcién f es de clase C! sobre R, entonces A = 0. As{ f(x) = 1.

En este caso w = xdy A dz 4+ 3ydz A dx — 4zdx A dy, por lo que w es de clase C*°. De esta forma w

- . 3 del tivo & — OR _9Q _ 9P _0OR _
admite una primitiva en R° del tipo ¢ = Pdx + Qdy + Rdz, donde y 9, = z, 9 o = 3y,
0Q op_ .
or Jy ’

Si buscamos una primitiva particular con R = 0, se tiene que () = —xz, P = 3yz, con lo cual tenemos

la solucién particular ¢y = 3yzdz — xzdy.
Las primitivas son de la forma ¢ = 3yzdx — x + dy + dn, 1 es de clase C2.

Verifiquemos que dy = w. En efecto;
do=3d(yz) Adx — d(xz)dy + d*n = 3zdy A dx + 3ydz Adx — zdx Ady — xdz A dy
=xdy ANdz + 3ydz ANdx — 4zdx N dy = w.

A.4 Aplicaciones de las formas diferenciales

Consideremos la forma diferencial de grado 1, w = Pdx +

Qdy + Rdz sobre U C IR? abierto y sea I una curva simple

orientada contenida en U, entonces: mfd6.tex

/w:/Pda:—i—Qdy—i—Rdz.
r r
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Seat:[a,b] — U tal que 7(t) = (z(t), y(t), z(t)) una parametrizacién que preserva la orientacién de

I', entonces:

b
/F w= / P (), y(t), 2()2’ (£) + Q(a(t), y(t), 2()y/ (t) + R(x(t), y(t), 2(£))2' (1) dt

y la integral no depende de la parametrizacién de I'.

Similarmente, sea una forma diferencial de grado 2; w = Pdxdy + Qdydz + Rdzdy, sobre U C R?
abierto y sea .S una superficie orientada contenida en U, de modo que ® es una parametrizacién de S

ie. »:RC R? — U, ®(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)) € S, entonces:

//w = //dedy + Qdydz + Rdzdx
s s

_R// [P (z(u, ), y(u,v), 2(u,v)) ‘a(u,;})
H

y la integral no depende de la parametrizacién ®.

Finalmente, sea w = f(x,¥, 2)dzdydz una forma diferencial de grado 3 en un abierto U C R® y sea

V' una regién elemental de modo que V' C U, entonces:

/V//“’:/V// fla,y, 2)dwdyd:.

A.5 Elemento de area de una integral doble

En el célculo de la integral doble / / f(z,y)dw, de manera natural denotamos el elemento de drea
s

dw = dxdy = dx A dy, con S C V abierto de R®. No se debe creer que el producto dxdy es el

producto de dos diferenciales, ya que dx dy en realidad representa dz A dy.

Si ¢:U —> V es un difeomorfismo de clase C* tal que ¢~1(S) C U, de modo que ¢(u,v) =

dz Oz

~ —| Qu Qo :

(x(u,v),y(u,v)), con Jacobiano J % % , entonces:
Ou Ov

[0 Ox Jy Jy B
dx Ndy = <% du + %dv) A <% du + P dv> = Jy(u,v)du A dv.

Es importante usar como elemento de drea dw a |dx A dy| por lo que la integral doble se escribird

!/ F(@,y)lda A dy.
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A.6 Formula de Green

Interpretemos en esta dptica la férmula de Green. Sea R una regién acotada en el plano zy, conexa de

frontera a I' contenida en un abierto U C R? y consideremos w = P(z,y)dz + Q(z,y) dy una forma

diferencial de grado 1y de clase C, su diferencial exterior es dw = (?92 %£> dx A dy, por lo que:

JJ(32-5) i [ e o

El elemento de drea dx A dy aparece sin valor absoluto, pues la formula de Green considera conjuntos

R con frontera orientada I'. Si se intercambia z, y la orientacién cambia y la integral cambia de signo.

Denotando OR la frontera de R que es I', la formula de Green se escribe:

o ff

Notemos que dw es una forma diferencial de grado 2 sobre U y R es una superficie en R? parametrizada

por ®:R — R3, ® = (z,y,0). Como Py @ no son funciones de z, 8P 8—8 = 0, por lo que

laigualdad/ w—//dw setransformaen/ Pd:c—i—Qdy—//(%—a—P)d A dy.
oR AR

La segunda integral es una integral doble de una forma diferencial de grado 2.

La primer integral es una integral curvilinea de una forma diferencial de grado 1, primitiva de la anterior.

A.7 Integral de superficie de una forma diferencial de grado dos

Sea S una superficie orientada de representacién paramétrica ®: R — S de clase C* y sea f: U — R?

una funcién continua sobre U C R? abierto, tal que S C U, el flujo de f a través de S es:

//fndS // (u,) (8—‘1) ?f)du/\dv

Consideremos @ (u, v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), en el punto (u,v) las coordenadas de:

<8<I> 8@) (3y 0z Oy 0z 0z 0x 9z 0x Oxr Oy O 3y>
du N\ dv =

ou " Oudv v ou dudv v du dudv v du
ie.ndS = (dy Ndz,dz A dz, dz A dy).

Sif = (P,Q,R), se tiene que f-ndS = Pdy A dz + Qdz A dz + Rdx A dy es una forma diferencial
de grado dos:

//f~ndS://de/\dz—i—@dz/\dx—i—Rd:c/\dy.
S S
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Ejemplo A.7.1 Calcular la integral de la forma diferencial de grado dos:

w=xdy Ndz +ydz Ndx — 2zdzx A\ dy,

sobre la superficie S, cono de revolucién de representacion ¢(u,v) = (ucosv,usen v,u), con 0 <

u<1,0< v < 27

Sobre la superficie S se tiene dx = cosvdu — usen vdv, dy = sen vdu + ucosvdv, dz = du, por lo

que:

dy N dz = —ucosvdu A dv, dz Ndx = —usen vdu A dv, dr A\ dy = udu A dv,

y en consecuencia w = (—u? cos? v — u?sen 2 v — 2u?)du A dv = —3u?du A dv.
Finalmente:
2 1 1
//w =-3 //quu Adv = —3/ / u?dudv = —27T/ 3u’du = —2m.
o Jo 0
S S

A.8 Formula de Stokes
Sea S una superficie orientada en R?, con frontera formada por una
curva cerrada simple 0.5 orientada segun la frontera de S. Considere-

mos una forma diferencial w de grado 1: é

w= Pdx + Qdy + RdZ, mfd7?ie;”.

de clase C'! sobre un abierto U C R?, tal que S C U, la diferencial exterior de w es:
do=dP Ndx +dQ Ndy+ dR AN dz

_ (2R _9Q OP _OR 9Q _op
_<Ty 8Z)dy/\dz—i—(az 8x)d2/\dx+<8:c By dz A dy,

o[-

Ejemplo A.8.1 Retomando el ejemplo anterior w = xdy A dz + ydz A dx — 2z dx A dy, su diferencial

entonces:

dw = drdydz + dy N dz N dx — 2dz A dx N dy = 0, por lo que w es cerrada y existe una forma
diferencial ¢ de grado 1, de clase C sobre R? tal que dp = w.
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Para calcular ¢, se verifica que el campo (x, y, —2z) deriva del vector potencial

(yz, —xz,0), porlo que p = yzdx — xzdy.

La superficie S tiene frontera 05, el circulo z = cosv, y = sen v, z = 1y la

férmula de Stokes da: mfd8.tek d

Z/w:S//ds":/ass":/asdydw—wdy)=—/02qu=—2w.

A.9 Formula Gauss-Ostrogradski

Sea V una regién acotada contenida en un abierto U C IR?, con frontera orientada OV y sea w una
forma diferencial de grado 2, w = Pdy A dz + Qdz A dx + Rdz A dy, de clase C! sobre el abierto U.

La diferencial exterior de w es una forma diferencial de grado tres:

do=dP NdyNdz+dQ Ndz Ndx+ dR Ndzx Ady

_(oP , 9Q | HR
_<ax+—ag+az)d:v/\dy/\dz,

entonces la férmula de Gauss-Ostrogradski se escribe:

We=J

La primera integral es una integral triple de una forma diferencial de grado tres y el segundo miembro

es la integral de superficie de una forma diferencial de grado dos, primitiva de la anterior.

Ejemplo A.9.1 Calcular la integral / / 2xdy Ndz + 5ydz A de — 4zdx N dy, donde S es la superficie

5
de la esfera 22 + y2 + 22 < a? (V) orientada hacia el exterior (S = 9V).

Es claro que P = 2z, Q = 5y, R = —4z, por lo tanto:
oP 0@ OR e\

— + =+ —=2+5-4=3 Y
y la férmula de Gauss-Ostrogradski nos da:

mfd9.tex

4
//wz///3dx/\dy/\dz:3-§7m3:47m3.
v v

Observaciéon La analogia entre los teoremas enunciados es bien clara. Las formulaciones han sido

diversas; se han usado divergencia en regiones de R? (Gauss-Ostrogradski), rotacional para superficies
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en R? (Stokes) y regiones en R? (Green).

Se ha usado tinicamente el concepto de diferencial exterior de una forma diferencial para los tres teo-
remas. Sin embargo se puede enunciar un sélo teorema para los tres casos introduciendo la nocién de

variedad diferencial.

Se entenderd por una 2-variedad orientada con frontera en R?, una superficie cuya frontera sea una

curva cerrada simple orientada.

Similarmente una 3—variedad orientada con frontera en IR, es una regién en R® de modo que su fron-

tera es una superficie orientada.

Se puede enunciar el siguiente teorema unificado que lo llamamos Teorema de Stokes.

Teorema A.9.1 Teorema de Stokes Sea M una k—variedad orientada en R? (k = 2 0 3) contenida

en un abierto U C R3, con frontera OM orientada y sea w una forma diferencial de grado k — 1 sobre

/ dw:/ w.
M oM

U, entonces:



Apéndice B

Funciones eulerianas

B.1 La funcion gama I’

Se llama integral euleriana de segunda especie la integral

o0
[(x) = / t*te~tdt.
0
Esta integral es funcién del pardmetro x, converge en infinito y cero si > 0. BPropiedades

I'(z) es continua.

. / > 0 x—1_,—t
I'(x) es derivable y I'(z) = — 1t e 'dt

o Oz
I'(n+1)=nlsineN*
El cambio de variable t = u? transforma la funcién a I'(z) = 2 / w2 e qy y en particular
0

ri) = 2/ e du = /7.

0
Sin € N la féormula de recurrencia permite calcular

13- (2n — 1)
2n

S = (2n)! V.

T 220y

[(z+1)= 2/0 ure " du =

C(p)T(1 —p) = senpr-

IP(i2)]* = zeen =z

['(22)y/7 = 2271 (2)T(z + 3).

T(@)(z+ )@+ ) D@+ 2Ly = mi=-me(2r) 3D (my).
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Otras definiciones de la funcion I':

. 123k
I(z) = lim *
k—oo (x4 1)(x+2)--- (x4 k)
1 o0
e =ze’” ngl(l + %)cfg”/m7 - es la constante de Euler.

() 1 1. 1 1 1
= _ - _Z - _ le4+1) 4 (=0 ——
I(x) 7+(1 17)+(2 fraclz +1) + +(n x+n—1)+
Féormula de Sterling T'(z + 1) = \/27r:c:vwe_w(1+ 5+ — 139 +--1)

2z 288:E 5184023
Siz>0, T(z+1)=V2rxz"e ™ ie. n>>0, nl = +2mnn"e ™.

B.2 La funcion beta 3
La funcién euleriana {3 estd definida por la integral
Ba) = [ w0
0
La integral existe si p > 0y ¢ > 0. BPropiedades
B(p,q) = B(g,p). En efecto, basta efectuar el cambio de variable u = 1 — ¢.

1

Sit=sen 20, B(p,q) = 2/ sen 2771 0 cos?11 0.
0

Sit= L, / 2271 + 2)PTdz,
z+1 Jg
La funcién {3 se reduce a la funcién I':
L(p)T'(q
B(p.q) = )lta).
I'(p+aq)

En efecto, consideremos el producto I'(p)I'(¢) como una integral doble, es decir

I= IZYEP le=tyi=le " dtdu,

Q

donde el dominio €2 es el primer cuadrante del plano u, t. Consideremos el cambio de variable t+u = «,
aff «@

, U =
1+7 1+ 4

El Jacobiano de la transformacién viene dado por J =

t
— = B, esdecirt = que vade Q a Q’, con ' el dominio o > 0, 8 > 0.
u

, por lo que:

(1+5)?

aP 1[-}? 1 a1 W o B ) Bpfl S ol
[/1+ﬁpl 1+ Bt * u+3ydaW’—A ZTIEFEdBA " le % da,
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es decir

I(p)(e) _ /°° gt a5

Flp+q) Jo (L+p)r+a

1
Efectuando el cambio de variable 1 4+ 5 = 13 osea s = ¢ se tiene
o0 /Bp—l d
/0 W B =B q)-
o] ﬁp—l T

Si0 < p<1setiene dp = .
! p ! /0 1+ sen pmw
B(5,3) =

™

Se puede expresar la integral I,,, ,, = / sen ™ x cos™ x dz por medio de la funcion beta.
0

En efecto, consideremos u = sen 2 z, du = 2sen z cos xdz, entonces:

z 3 m—1 n—1
In :/ sen ™ xcos” xdr = %/ (sen?x)72 (1 —sen?z) 2 2sen xcoszdr =
0 0
1 m-1 n—1 1T m41 n+l
1 m- - 1 S - 1 +1 n+1
i/ou 2 (1—u) 2 duzi/ou 2 M1 —u)2 1du=§[3(mT,n2 )-

B.3 Formula de Wallis

jus jus
2 2
Usando el cambio de variable x = § — u se tiene que [,, = / sen " rdxr = / cos™ zdx'. Ademds:

0 0
3 3 3
n/ sen":vdac:(n—l)/ sen "2 zdr —sen "z cosz| = nl, = (n—1I—o =1, =
0 0 0
nT_IIn,Q. De esta forma tenemos:
n—1n-3 1; n—-1n—-3 17 :
I Tt 510— Tl 59> Sinespar
nglz:‘;)---gllznglz:%--%, si n es impar.

1 John Wallis (1616-1703) Matematico inglés nacido en Ashford y fallecido en Oxford. John Wallis fue el més importante de
los matematicos ingleses inmediatamente anteriores a Newton. Recibi6 las sagradas érdenes sacerdotales, pero dedic6 la mayor
parte de su tiempo a su profesién de matemadtico. Wallis escribié extensos trabajos de matemadticas, siendo el primero en extender
el uso de los exponentes a los nimeros negativos y a las fracciones. También utiliz6 por primera vez el simbolo con el que
actualmente se designa al infinito. Ademads fue el primero en expresar geométricamente los nimeros imaginarios y también fue
el primero en escribir una historia seria de las matematicas. Escribi6 un importante tratado sobre geometria analitica, en el que se
culmina el proceso de aritmetizacién de las secciones conicas que habia iniciado Descartes veinte afios antes. También traté de
introducirse en el andlisis, pero tuvo la desgracia de quedar a la sombra de su joven contempordneo Newton, quien se entregé de

lleno al cdlculo.
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