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Capitulo 1

Topologia en espacios vectoriales normados

1.1 Familias de conjuntos
1.1.1 Imagenes directas e inversas

Sea f:E — F una aplicacién, si A C E definimos f(A4) = {f(z)/x € A}. SiB C F
definimos f~(B) = {x € E/f(z) € B}. Recordemos que A C f~*(f(A))y f(f~Y(B)) c B

y que en general no siempre se da la igualdad.
1.1.2 Familias de conjuntos

Definicién 1.1.1 Sean Ly X dos conjuntos, sea P(X) el conjunto de subconjuntos de X
(P(X) el conjunto de partes de X). Una familia de subconjuntos de X (de partes de X),
es una aplicacion L — P(X) tal que A\ — Ay y se denota por (Ax)rer, con Ay C X (o

Ay € P(X)), para cada ) € L.

Ejemplo 1.1.1

1. SiX =R, L=[0,1], definimos A\ = {x € R/x > \}.

2. Si X =N, L =N, definimos A, = {z € N/z <2n + 1}.
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Reunioén e interseccion de familias

Sea (A;);c; una familia de conjuntos de X (i.e. A; C X, Vi € I), definimos:

NA={zeX/ze A, Viel},

iel

UAd;={zreX/Fi,eltalquexec A, }.
i€l

Observacién Si I = (), por definicién escribimos |J 4; = @; () 4; = X.
el iel

Proposicién 1.1.1 Sean (A;);c; una familia de partes de A, (Bj);c; una familia de

partesde By f: A — B una aplicacion de A en B, entonces

CAVU A = NAA), A\ N A= U A\,

i€l iel i€l i€l
S(UA)N(UB)=UWU@nB)=U U@nB)= U AnB,
i€l jeJ jeJ i€l iel jed (i,4)€IxJ
(NAJU(N B)= N NAUB)=N NAUB)= N AUB;.
icl JjeJ jeJ i€l el jeJ (i,)eIxJ
. f(U A;) = U f(A).
i€l el
- F(N A < ) f(Ad).
i€l el
LU By) = U By
jeJ jeJ
TN By = N B
jed jedJ
. SiI= | Iyentonces |J A, = U U A
keK iel k€K i€},

Demostracion Las demostraciones se hacen aplicando mecanicamente las defini-

ciones. Hagamos por ejemplo la parte 4.

Sea y € f(UIAi), entonces 3 x € UIAZ- tal que f(z) =y = Ji, €[ talquexz € A4;  y
ic i€

f@) =y =ye f(4,) =>y€iLEJIf(Ai)-

Similarmente si y € | f(4i) = Ji, tal que y € f(4;,) = Jx € 4;, tal que f(z) =y

=zc _LGJIAi con f(a:l)EI: y=1yeE f(‘LEJIAi)'

Haga las otras demostraciones como ejercicio.
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1.2 Espacio vectorial normado

Sea E un espacio vectorial sobre R, una normasobre E, || ||: E— R esuna aplicacién
x— x|
de E en R tal que:

IIx|| >0,¥x € Ey|x||=0 < x=0.
[Ax| = A [Ix]], Vx € E, VA eR.
X +yll < x|l + llyll, vx € E, Yy € E.

Un espacio vectorial provisto de una norma, se llama espacio vectorial normado y se

denota por (E,|| |)).

Ejemplo 1.2.1 TR con el valor absoluto es un espacio vectorial normado, (R,| |).
Caso de R™ Recordemos que IR" es un espacio vectorial sobre IR, con las operaciones
usuales, es decir que six = (z1,...,2,), Y = (¥1,.--,¥Un), A € R, entonces:

x+y:(x1+y1a"'awn+ yn)
AX :()\1'17...,)\.7;”).

1.2.1 Definicion de una norma sobre R"

Seax = (z1,...,x,) € R", definimos ||x|| = /27 + -+ - + 22.

Proposicién 1.2.1 Desigualdad de Schwarz!

Sean x = (z1,...,2n), Y = (y1,...,yn) € R", entonces |x-y| < |x|| ||y|, donde x-y =

!Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) Nace en Hermsdorf, Silesia (hoy Polonia) y muere en
Berlin, Alemania. Schwarz comenz6 en Berlin sus estudios en quimica, pero fue influenciado por Kummer
y Weierstrass y se interesa en la geometria. Continué estudiando en Berlin supervisado por Weierstrass
hasta su doctorado (en 1864) sobre superficies minimas (superficies de menor area), un problema tipico del
calculo de variaciones, que estableci6 un puente entre la teoria de superficies minimas y la teoria de funciones
analiticas. En 1869 fue designado como profesor de matematicas en el Eidgenossische Technische Hochschule
en Zurich y en 1875, acepté un puesto de Matematicas en la Universidad de Géttingen. Schwarz dio un
método alternativo para resolver el problema de Dirichlet que pronto lleg6 a ser una técnica usual. Schwarz
contesté la pregunta de si una superficie minima dada rinde realmente un area minima. Una idea de este
trabajo, en que €l construyé una funcién que usa aproximaciones sucesivas, Emile Picard la usé para la
prueba de la existencia para soluciones de ecuaciones diferenciales. Contiene también la desigualdad para la
integral ahora conocido como “la desigualdad de Cauchy-Schwarz o de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz”. Cre6
métodos generales basado en su magnifica intuicién geométrica. La desigualdad de Cauchy-Schwarz aparece
en aritmética, geometria y en las formulaciones tedricas del trabajo de matematicos tal como Bunyakovsky,

Cauchy, Grassmann, von Neumann y Weyl.
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T1y1 + -+ + Tpyn es el producto escalar.
Demostracion V€ R, (v; — \y;)? = 22 — 2\x;y; + A\%y? > 0,Vi = 1,...,n, por lo que:

Ya?—2AY i+ A2 Y y? 20, VAR (1.1)
i=1 i=1 i=1

Para que una cuadrica (en este caso A—2AB+)\2() sea mayor que cero, su discriminante

debe ser negativo. El discriminante de la cuadrica (1.1) en )\ es:

(S ) (50) (54) <0

ie. [x-y| < |x| lull-

i=1 i=1

i=1

Proposicién 1.2.2 La aplicacién de R" — R tal que x — ||x||, es una norma sobre R".

Demostraciéon  Es obvio que ||x|| > 0y ||x]| = 0 <= x = 0y que ||[Xx|| = |A| ||x]], si

x € R"” y A € R. Demostremos la desigualdad triangular ||x + y| < ||x|| + |ly]|.

Seax = (z1,...,7,) ER™, Yy = (y1,-..,yn) €ER™ y como (z; + ;)% = 27 + 2x;9; + v7,

M=

n n n
(@i +9i)* =2 wyi + 3 @7 + ZlyQ < 2(xI[ [[yll + [x]I* + [[yll*,

i=1 =1 =1 i=

por la proposicién 1.2.1, entonces |[x + yl* < [x[|* + 2[x|| [[y] + [lyl* y tomando raiz

cuadrada se tiene ||x +y|| < ||x|| + |||l

La norma definida en la proposicién 1.2.2, se llama norma euclidea® sobre R™.

1.2.2 Otras normas sobre R"

Las aplicaciones R*"—R y R"—R definidas por |[x|1 = |z1| + -+ + |znl,
x—xl x—Ix]le

IX|lco = max{|x1],...,|znl}, six = (z1,...,2,) € R", son también normas sobre R".

Normas equivalentes

2Euclides Nace en el afio 365 a.C. en Alejandria, Egipto y muere alrededor del afio 300 a.C. Muy poco se
sabe con certeza de su vida. Probablemente, fue llamado a Alejandria en el afio 300 a.C. Sin duda que la gran
reputacion de Euclides se debe a su famosa obra titulada “Los elementos geométricos”, conocida simplemente
por “Elementos”. Tal es la importancia de esta obra que se ha usado como texto de estudios cerca de 2000
afos. Esta obra de Euclides es la coronacién de las investigaciones realizadas por los geémetras de Atenas,

asi como de sus antecesores. La forma que emplea fue la deductiva.
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Dos normas || ||,y || ||» definidas en un espacio vectorial F, se dicen normas equiva-

lentes si existen a € R, B € R, a >0, 8> 0, tales que a|[x||, < [[x||y < B|[x||a, VX € E.

Proposicién 1.2.3 La norma euclidea, la norma || |1y la norma || | definidas sobre

R"™ son equivalentes.

Demostracion Puesto que:

x| < [l < nlixlls - (xlloo < X< vVAlXloo:  [xlloo < IIXlh < 7], ¥x € R,

vn
se tiene el resultado.
1.2.3 Espacios vectoriales con producto escalar
Definiciéon 1.2.1 Sea E un espacio vectorial sobre R, se llama producto escalar sobre
E una aplicacién {, ): E x E — R tal que:
1 (xy) = (Y,x)
2. (Y1 +Ys) = (Y1) + (X Ys)
3. (M, y) = (% Ay) = A(x,y)
4. (x,x)>0,six#0y (0,0) =0.

Veamos primero que en todo espacio vectorial con producto escalar, se verifica la desi-

gualdad de Schwarz:
xy)’ < (xx) (yy), Vx, yckE.
En efecto, para todo A € R se tiene:

0 < (x+ Ay, x + Ay) = (x,X) +2) (x,¥) + \? (Y, 1),

por lo que el discriminante del polinomio de grado dos en \ debe satisfacer (x,y>2 —
{x,x) (y,y) <0.

La aplicacion ||x|| = 1/(x,x) define una norma sobre E.

1 x|l = v/{x,x)=0<=x=0
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2. 2xl = /{x, Xx) = /A% (x,x) = [A[][x]
3. Ix+yll* = x+y.x +y) =[x +2 6 y)+[yl* <[]+ 2l [yl + [[ylI* = (Ix] + vl

Asi, se ha establecido que un espacio vectorial con producto escalar es un espacio vecto-

rial normado. El espacio (F, { , )) se denomina espacio pre-hilbertiano®.

Ejemplo 1.2.2 Sea C([a,b],R) el conjunto de funciones continuas de [a,b] en R. Se

b
define (f,g) = / f(x)g(x)dzx, es un producto escalar.

En un espacio vectorial con producto escalar, la norma obtenida del producto escalar

verifica la ley del paralelogramo:
e +yll* + [x = ylf* = 2[x]1* + 2[ly|,
ya que:
x+yx+y)+ x—y.x—y) = [x[* + [[yl* + 2 6cy) +Ix]* + [lyl]* -2 (v

En general, en un espacio vectorial normado no existe un producto escalar asociado a
la norma. Una condicién necesaria y suficiente, para que un producto escalar se pueda
definir de la norma, es que satisfaga la ley del paralelogramo (verificarlo). En este caso,

el producto escalar es de la forma:

) = L(x+y)2 = Ix -yl

Ejemplo 1.2.3 Un ejemplo de espacio vectorial normado cuya norma no sale de un

producto escalar, es C([a,b],IR) el conjunto de funciones continuas de [a,b] en R y

3David Hilbert (1862-1943) Matematico aleman nace en Konisgberg y fallece en Géttingen. Durante
el siglo XIX se puso de manifiesto, cada vez de una manera més evidente, que Euclides no habia partido de
conceptos patentes y que habia supuesto muchas cosas sin especificarlas. Se hicieron esfuerzos para fijar un
ndmero minimo de términos y definiciones bésicas y de éstas deducir rigurosamente la estructura matematica
completa. Esta es la ciencia axiomatica y fueron Hilbert y Peano quienes la fundaron. Hilbert publicé en 1899
“Foundations of Geometry”, en la que por primera vez se exponian satisfactoriamente una serie de axiomas
de geometria. También prob6 que su sistema de axiomas era bastante completo, algo que los griegos habian
admitido de los axiomas de Euclides, pero sin demostrarlo. Asi completé el trabajo de Euclides sin efectuar

cambios en la esencia, pero su fundamento pasé de intuitivo a légico.
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se toma la norma del extremo superior i.e. || f| =
a

sup |f(x)|, ya que las funciones
<z<b

fig:[a,b] — R, dadas por f(z) = x — a y g(x) = b — x no verifican la ley del paralelo-

gramo. En efecto:
I+ g2 +[1F = gl* = 2(b — a)* # 2[|F]* +2|lglI* = 4(b — a)*.

1.3 Abiertos y cerrados de FE
1.3.1 Bolas abiertas y cerradas

Definicién 1.3.1 Sea E un espacio vectorial normado, sea p € R, p > 0y sea x € E.
Llamaremos bola abierta de centro x y radio p y la designamos por B(x, p) (o a veces por
B,(x)), al conjunto B(x,p) ={y € E/||x — y|| < p}.

Se llama bola cerrada de centro x y radio p y se designa por B(x, p), al conjunto definido
por B(x,p) ={y € E/|lx —y|| < p}.

Ejemplo 1.3.1 En R, la bola abierta B(1,2) es el intervalo | —1,3 [y B(1, 2) el intervalo

[~1,3].

En R2, 1a forma geométrica de la bola B((0,0), 1), depende de la norma que se escoja.

\
N

/
S

(-1,1)

(1,1)

(=1,-1)

1, -1

(=1,0)

(0, 1)

(1,0)

(0, -1)

Norma euclidea Norma || [leo Norma || |1

Aunque puede usarse cualquier norma, generalmente nos referiremos a la norma euclidea.

Conjuntos abiertos de E

Definicién 1.3.2 Un subconjunto U C E, se llama conjunto abierto o simplemente un

abierto, si Vx € U, existe p > 0 tal que B(x,p) C U.

Ejemplo 1.3.2
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En R, los conjuntos | 0,1[y ] 1,4oc [ son abiertos.

En R?, el conjunto U = {(z,y)/x > 0} es abierto.

Proposicion 1.3.1 Toda bola abierta es un conjunto abierto.

Demostraciéon Seay e B(x,p) = |x—y||<p,sear =p—|y—x|>0yseazec B(y,r),

entonces:

lz—yll<r=p—Illy—x| = llz=yll+lly —xll <p,

pero [z — x| = [lz =y +y —x|| < [z = y[| + [ly — x|, luego ||z —x|| < p = z € B(x, p).

Resulta que B(y,r) C B(x,p), lo que demuestra que B(x, p) es un abierto.

Proposicion 1.3.2 Sea E espacio vectorial normado, entonces tenemos las siguientes

propiedades:

. E'y () son abiertos.
. Toda reunién de abiertos es un abierto.

. Toda interseccion finita de abiertos es un abierto.
Demostracion

. Es evidente.

. Sea (O;)icr una familia de abiertos de E, sea x € ‘UI O;, entonces existe iy € I tal que
x€0,;, y como O;, es abierto existe B(x, p) C O;,, 0 seea B(x,p) C UI Oy, lo que demuestra
que |J O; es abierto. -

iel
. Sean 01,03, ...,0,,n abiertosyseaxcO;NO0sN---NO, = x €O, parak =1,...,n,

entonces existe p, > 0 tal que B(x,pr) C O, parak =1,...,n.

Sea p = min{p1,...,pn}, entonces p > 0y se tiene B(x,p) C B(x,pr) C Ok, Yk =1,...,n,

osea B(x,p) C O1N---NOy,.
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Conjuntos cerrados de E

Definicién 1.3.3 Un subconjunto F' C E se llama cerrado, si E\F es abierto.
Ejemplo 1.3.3 EnR,[-1,0], [1,+00[, N son cerrados.

Puede haber conjuntos que no son ni abiertos, ni cerrados o que son abiertos y cerrados,

por egjemplo en R, [0,1[ no es ni abierto, ni cerrado. R es abierto y cerrado.
Proposicion 1.3.3 En E tenemos las siguientes propiedades:

1. Ey @ son cerrados.
2. Toda unién finita de cerrados es un cerrado.

3. Toda interseccion de cerrados es un cerrado.
Demostracion

1. Como E\E = @ y () es abierto, por la proposicién 1.3.2 se tiene que E es cerrado.

Similarmente para el conjunto vacio .

2. Sean Fi,..., Fy, k cerrados, entonces F\(Fy U ---U Fy) = (E\Fy) N---N (E\F}), pero
cada E\F}, es abierto, entonces por la proposicién 1.3.2 resulta que E\(F; U---U F}) es

abierto, o sea I U --- U F}, es cerrado.

3. Similarmente, sea (F});cs una familia de cerrados, E\ [\ F; = |J (E\F}) y como cada
jeJ jeJ
E\F} es abierto, resulta que la unién es un abierto por la proposicién 1.3.2'y () F; es
jeJ
un cerrado.
Definicion 1.3.4 Sea E un espacio vectorial normadoy sea A C E, definimos el interior

de Ay lo denotamos A, como el mayor abierto contenido en A i.e. si O es un abierto de

EtalqueOCA:>OC/i.

Recordemos que una familia de abiertos ¥ de FE es una topologia sobre E si:

e O,E€X,
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e Si (0;)ier C T (es una familia de abiertos), |J O; € %.

e Si (Oi)izl,

5.

=

iel

ceey

m es una familia finita de abiertos, () O; € T.
i=1

Al par (F, %) lo llamamos espacio topolégico.

Definiciéon 1.3.5 Sea E un espacio vectorial normado y sea E' C E; se dice que A’ C E’
es un abierto de E' (resp. cerrado), si existe A C E abierto (resp. cerrado) tal que
A =ANE.

1.3.2 Adherencia y puntos de acumulacién

Definicion 1.3.6 Sea A C E, x € E se llama punto adherente de A, si toda bola abierta

de centro x contiene puntos de A, es decir si B(x,p) N A # (), para todo p > 0.

El conjunto de puntos adherentes de A, se llama la adherencia de A y se designa por A.
Ejemplo 1.3.4

Si A=]0,1[, entonces A = [0,1].

Si A =@, entonces A = R.

Proposicion 1.3.4 Sean Ay B subconjuntos de E, entonces:

AC A

. Aescerrado y si F C E es un cerrado tal que A C F, entonces A C F, es decir A es el

cerrado mds pequerio que contiene a A.
. Fescerradosiy sélosi F = F.

.SiAcB=— AcCB.

AUB = AUB.

Demostracion

. Es evidente
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2. Seax € E\A = x ¢ A, entonces existe p > 0 tal que B(x,p) N A = (. Sea z € B(x, p),
existe p’ tal que B(z,p’) C B(x,p). Asi B(z,p')N A = (), lo que implica z ¢ A. Esto
muestra que B(x,p) C E\Ay que A es un cerrado. Sea ahora ' C E cerrado tal que
F D A. Seax € A, supongamos que x ¢ I, entonces existe p > 0 tal que B(x,p) C E\F
(puesto que E\ F es un abierto); pero como A C F'y E\F C E\ A, tenemos B(x, p) C F\A,

es decir B(x,p) N A = () lo que contradice x € A, o sea si x € A implicax € F.
3. F esun cerrado que contiene a F, entonces por 2.) F C Fypor 1.) F C F.

4. SiACc B= AC B por 1l.)ypor2.)AC B, puesto que B es un cerrado que contiene a

A.

5. Como AC A;BC B= AUBC AUB y AU B es un cerrado, luego por 2.) AUB C

AUB. También A ¢ AUB Cc AUB,BC AUBC AUBypor2)A C AUBYy

Bc AUB = AUBcC AUB.

Definicién 1.3.7 Sea A C F, se dice que x € E es un punto de acumulacién de A, si para

cada p >0, B(x, p) N A contiene un puntoy # x.
Ejemplo 1.3.5

Si A=1]0,1], los puntos de acumulacién de A son [0,1].

SiA= {% /m € N}, 0 es el inico punto de acumulacion de A.

Si A = N, A no tiene puntos de acumulacién.

Definicion 1.3.8 Sea E un espacio vectorial normado y sean Ay B dos subconjuntos
de E, se dice que A es denso en Bsi AD B.

El conjunto Aes densoen Esi A=FE.

Definicion 1.8.9 Un espacio vectorial normado E se dice separable, si existe un sub-

conjunto numerable A de E tal que A es densoen Eie A=EF.

Definicién 1.3.10 Sea A C E, se llama frontera de A al conjunto Ft(A) = A N E\A.
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Definicion 1.3.11 Sea E un espacio vectorial normado y sea A C E, se dice que A es
convexo, si Vx, Yy € A, se tiene que x + A\(y —x) € A, VA€ [0,1], i.e. si el segmento de recta

que une a x con Yy estd contenido en A.

1.4 Sucesiones en E

Definicion 1.4.1 Sea (xi)ren una sucesion de puntos de E, decimos que el limite de la
sucesion es x € E y escribimos klingo X = X (0 X — X, cuando k — oo o simplemente
X, — %), si para cada bola abierta B(x,p), existe K € N tal que si k > K, implica que

xi € B(x, p).

Ejemplo 1.4.1 Six; = (1, %, e % + 1), entonces x;, — (1,0, 1), cuando k — oo en R3.

Proposiciéon 1.4.1 Sea (x;)ren una sucesion de E, las siguientes condiciones son equi-
valentes.
. lim x, = x.
k—o0
. Ve >0, existe K € Ntal quesi k > K = ||x;; — x| <e.
. lim |jx — x| =0.
k—oo

Demostracion La demostracién es evidente. Notemos que (||x — Xi||)ken €S una

sucesion de numeros reales.

Proposicién 1.4.2 Si x; — x con una de las tres normas euclidea, | |1 0 || |lco

entonces también lo hace con cualquiera de las otras dos.

Demostracion Es un resultado evidente porque las tres normas son equivalentes.

Proposicion 1.4.3 Sea x;, = (z},...,27) una sucesion de R" y sea x = (z',...,2") en

R", entonces:

lim x; =x <= limz,=2" Vi=1,...,n.

k—oo k—oo
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Notemos que (z})ren es una sucesién de numeros reales y son las componentes de los

vectores (xx ), parai=1,...,n.

Demostracion Supongamos que x; — Xy consideremos por ejemplo la norma euclidea.

Sea ¢ > 0, existe K € N tal que k > K = ||x;, — x|| < ¢, esto implica que:

o — P4 |2l -2 < = |2l -2 <,

es decir que lim z} = 2.
k—o0

Supongamos ahora que zi — z¢, cuando k — oo, para cadai = 1,...,n. Sea ¢ > 0,
existe K; € Ntal que k > K; = [z} —2f| < ==,
Vn
. . 2
Sea K = max{K1,...,K,}, entonces k > K = |z} —2'[> <5, paratodoi=1,...,n,

por lo que para k > K se tiene |z}, — 2> + -+ + |2} — 2" <e? = ||x;, — x|/ <&, 0 sea

que X — X.

Ejemplo 1.4.2 En R! si consideramos x;, = (& + 1,10k 2,(3)%), entonces x;, —

(1,0,2,0).

Definicion 1.4.2 Un espacio vectorial normado E se dice completo o que E es un espa-



14 Capitulo 1. Topologia en espacios vectoriales normados

cio de Banach?, si toda sucesién de Cauchy® es convergente en E.

4Stefan Banach (1892-1945) Matematico polaco, que nace el 30 el marzo de 1892 en Cracovia, Austria-
Hungria (hoy Polonia) y muere el 31 de agosto de 1945 en Lvov, (hoy Ucrania). El padre de Stefan Banach
era Stefan Greczek. La primera cosa en darse cuenta fue que Banach no era el apellido de su padre. Stefan
Greczek fue un oficial de impuestos que no se casé con la madre de Banach, la cual desapareci6é de escena
después del bautizo de Stefan, cuando tenia cuatro dias de nacido y no se supo mas de ella. El nombre que
aparece como la madre de Stefan en su certificado del nacimiento es Katarzyna Banach. Unos creian que era
la sirviente de la madre de Stefan, mientras otros, que era una lavandera que cuidaba a Stefan cuando era
muy joven. En vida, mas tarde Banach traté de determinar quién fue su madre, pero su padre se negé a decir
algo sobre su identidad.
Stefan Greczek naci6 en un pueblo pequeiio llamado Ostrowsko, 50 km al sur de Cracovia. Fue en la casa de
su abuela en Ostrowsko, donde se bautizé Banach. Sin embargo, cuando la abuela de Banach enferm¢, Stefan
Greczek arreglé traer a su hijo con Franciszka Plowa que vivia en Cracovia, junto con su hija Maria. Aunque
Banach no volvi6 a vivir con su abuela, la visitaba frecuentemente cuando crecia. El guardidan de Maria
era un francés intelectual, Juliusz Mien, quien rapidamente reconoce los talentos que Banach tenia. Mien
enseno al joven Banach a hablar francés y en general le dio una apreciable educacién. Banach asisti6 a la es-
cuela en Cracovia y sale la escuela en 1902 para empezar su educacion secundaria en el Henryk Sienkiewicz
Institute, en Cracovia. Por coincidencia, uno de los estudiantes en la clase de Banach fue Witold Wilkosz
que se hizo profesor de matemaética. En 1906, Wilkosz cambia a un mejor Instituto, aunque Banach man-
tuvo contacto con Wilkosz. En sus primeros afios en el Instituto, Banach alcanzé las primeras clasificaciones
en matematica y ciencias naturales. Un companero recuerda a Banach en este periodo de su vida: ... era
agradable en el trato con sus colegas, pero fuera de la matemadtica no se interesaba en nada. Si hablaba,
lo hacia rapidamente, tan rapidamente como pensaba en matematica... Wilkosz era similar. Para ellos no
habia problema matematico que no resolvieran rapidamente. Mientras Banach era muy rapido resolviendo
problemas matematicos, Wilkosz era fenomenalmente rapido resolviendo problemas en fisica, que no eran de
interés para Banach. Las calidades excelentes de sus primeros afnos escolares, dieron paso a calidades méas
pobres cuando se acercé su final escolar. Pasé los examenes en 1910 pero no alcanzé distincion. Al salir de
la escuela, Banach y Wilkosz querian estudiar matematica, pero ambos sienten que nada nuevo se puede
descubrir en matematico y deciden trabajar en otra cosa. Banach escogié estudiar ingenieria, Wilkosz escogio
idiomas orientales. El padre de Banach nunca no le habia dado mucho apoyo a su hijo, pero ahora una vez
sali6 escuela le dijo abiertamente que ahora era su vida. Banach deja Cracovia y se va a Livov, donde entra en
la Facultad de Ingenieria de la Universidad Técnica de Lvov. Es casi cierto ese Banach, sin cualquier apoyo
financiero, tenia que ayudarse ensefiando. Esto le ocupé mucho tiempo y cuando se gradué en 1914, habia
durado més de lo normal. Banach habia visitado Cracovia frecuentemente durante su periodo de sus estudios
en Lvov de 1910 a 1914. No estaban claros los planes de Banach en 1914, pero con la irrupcion de I Guerra
Mundial en agosto, al poco tiempo de su graduacién, Banach se va de Lvov. Lvov estaba, en el tiempo que
Banach estudié alli, bajo el control austriaco desde que se dio la particion de Polonia en 1772. En la época de
la juventud de Banach, Polonia en cierto sentido no existia y Rusia controlaba gran parte del pais. Varsovia
solo tenia una universidad en idioma ruso y se situé en lo que se llamaba “Vistula Land”. Con el inicio de la I
Guerra Mundial, las tropas rusas ocupaban la ciudad de Lvov. Banach no era apto para el ejército, por tener
pobre visién en su ojo izquierdo. Durante la guerra, trabajé construyendo caminos pero en el tiempo que pas6
en Cracovia, gané dinero enseiando en las escuelas locales. También ensefio en la Universidad Jagiellonian
en Cracovia y aunque no es completamente seguro, se cree que asiste a las conferencias de Zaremba. Un
hecho importante ocurrié en la primavera de 1916, que impacté la vida de Banach. Steinhaus, que hacia
el servicio militar, estuvo cerca de tomar un puesto en la Universidad Jan Kazimierz en Lvov. Sin embargo

vivia en Cracovia en la primavera de 1916, aguardando tomar la oportunidad. Caminaba por las calles de
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Cracovia en las tardes y, relaté en sus memorias: ...Durante una de la caminatas oi por casualidad las pal-
abras “medida de Lebesgue”, me acerqué al parque y me presenté a los jovenes matematicos. Me dijeron de
otro comparnero de nombre Witold Wilkosz, que ellos alaban extravagantemente. Los jévenes eran Stefan
Banach y Otto Nikodym. Desde entonces, nosotros tendriamos una base comun y decidimos establecer una
sociedad matematica.

Steinhaus da a Banach un problema que trabajaba sin éxito. Después de unos dias Banach tenia la idea
principal para el requerido contraejemplo. Steinhaus y Banach escriben un articulo en conjunto, que presen-
taron en Zaremba para su publicacién. La guerra atras6 la publicacién y el articulo aparecié en el Boletin de
la Academia de Cracovia en 1918. De estos primeros resultados con Steinhaus, Banach comenzé a producir
importantes articulos matematico rapidamente. Por supuesto, es imposible decir que sin la reunion con Stein-
haus, Banach habria seguido la ruta de investigacion en matemaético. Es también a través de Steinhaus que
Banach conoce a su futura esposa Lucja Braus. Se casaron en Zakopane en 1920. Por iniciativa de Steinhaus,
la Sociedad Matematica de Cracovia fue creada en 1919. Zaremba se encargé de la reunién inaugural y se
eligié como al primero presidente de la Sociedad. Banach diserté en la Sociedad dos veces durante 1919 y con-
tinué produciendo articulos de calidad en la investigaciéon. La Sociedad Matematica de Cracovia siguié y se
volvié la Sociedad Polaca Matematica en 1920. Se le ofrecié a Banach un puesto de asistente de Lomnicki, en
la Universidad Técnica de Lvov en 1920. Trabajé en matematico y presenté una tesis doctoral bajo la tutoria
de Lomnicki. Por supuesto, no la ruta normal a un doctorado, pues Banach no tenia cursos matematicos uni-
versitarios. Sin embargo, se hizo una excepcién en su caso para someter su tesis “On Operations on Abstract
Sets and their Application to Integral Equations”. Esta tesis, se dice que marca el nacimiento de analisis
funcional.

En 1922 la Universidad Jan Kazimierz en Lvov, le otorgé a Banach su habilitacién para una tesis en Teoria
de la medida. El Calendario Universitario de 1921-22 informa: “En 7 el abril de 1922, por resolucién del
Concejo de la Facultad, el Dr. Stefan Banach recibié su habilitacion por un Grado de Docente de Matematica.
Se nombré Profesor extraordinario por decreto del Jefe de Estado emitido el 22 de julio de 1922.”

En 1924 Banach se promovié a Profesor Titular y pasé el ano académico 1924-25 en Paris. Los afios entre
las guerras fueron sumamente ocupados para Banach. Asi, continda produciendo un flujo de articulos im-
portantes, escribi6é sobre aritmética, geometria y textos del algebra para secundaria. También se envolvié
mucho con la publicaciéon de Matematicas. En 1929 junto con Steinhaus, comenz6 una revista nueva “Studia
Mathematica” y Banach y Steinhaus fueron los primeros editores. La politica de la direccién o redaccién de
una publicacién era: “enfocar en investigacion en analisis funcional y temas relacionados”.

Otra publicacion importante empieza en 1931, una nueva serie Monografias Matematicas. Se desarrollan bajo
la direccién de Banach y Steinhaus de Lvov y Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz, y Sierpinski de Varsovia.
El primer volumen en la serie Théorie des opérations linéaires fue escrito por Banach y aparecié en 1932. Era
una version francesa de un volumen que originalmente publicé en polaco en 1931, que rapidamente se volvié
un clasico. En 1936 Banach dio una conferencia plenaria en el Congreso Internacional de Matematicos en
Oslo. En esta conferencia describié el trabajo completo de la escuela de Lvov y también hablé de los planes que
tenian para desarrollar ideas futuras. Otra influencia importante de Banach, fue el hecho que Kuratowski se
qued6 en la Universidad Técnica de Lvov en 1927 y trabajé alli hasta que 1934. Banach colaboré con Kura-
towski y escribieron juntos un articulo. La manera de trabajar de Banach era libre de reglas. A él le gustaba
hacer matematico con sus colegas en los cafés de Lvov. Andrzej Turowicz, también profesor de matematica la
Universidad Kazimierz en Lvov, describio el estilo de trabajo de Banach: “Banach gastaba la mayor parte de
su tiempo en cafés, no sélo por la compania de otros, sino también por él mismo. A él le gustaba el ruido y la
mausica. No le impedian concentrarse y pensar. Habia ocasiones, después que el café cerraba por la noche, que
caminaba por la via férrea de la estacién, donde la cafeteria estaba abierta alrededor del reloj. Alli, sobre un

vidrio de cerveza, pensaba en sus problemas”. En 1939, antes del inicio de la IT Guerra Mundial, Banach fue
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elegido presidente de la Sociedad Matematica Polaca. Al principio de la guerra las tropas soviéticas ocupaban
Lvov. Banach estaba en buenos términos con los matematicos soviéticos antes de que la guerra comenzara.
Visité Moscu varias veces y se le traté bien por parte de la nueva administracién soviética. Esto le permiti6
continuar con su puesto en la Universidad y se nombré Decano de la Facultad de Ciencia de la Universidad,
ahora nombrada Universidad Ivan Franko. El padre de Banach llegé a Lvov huyendo del ejército aleman. La
vida de Banach en esta fase sufre un pequefio cambio, pero continda su investigacién, su escritura del libro
de texto, ensenando y sesionando en los cafés. Sobolev y Aleksandrov visitaron a Banach en Lvov en 1940,
mientras que Banach asistié a unas conferencias en la Unién Soviética. Estando en Kiev, Alemania invadi6
a la Unién Soviética y se volvié inmediatamente a su familia en Lvov. La ocupacién Nazi de Lvov, en el junio
de 1941, signific6 para Banach que viviera bajo condiciones muy dificiles. Fue arrestado bajo sospecha de
traficar en dinero aleman, pero sali6 después de algunas semanas. Sobrevivié a un periodo cuando en Polonia
asesinaban académicos. Su supervisor de tesis Lomnicki murié la noche tragica de 3 el julio de 1941, cuando
muchas matanzas ocurrieron. Hacia el final de 1941 Banach estaba en el instituto aleman de enfermedades
infecciosas, trabajando sobre el acaro de alimentos. El acaro del alimento fue su vida durante la ocupacién
Nazi de Lvov, hasta el julio de 1944. Cuando las tropas soviéticas volvieron a tomar Lvov, Banach renové sus
contactos. Encontré Sobolev en Moscu, pero claramente en ese tiempo estaba gravemente enfermo. Sobolev
dio una disertacion en una Conferencia Conmemorativa de Banach, y dijo: “A pesar de los rastros de los afios
de la guerra bajo la ocupacién alemana y a pesar de la enfermedad grave que minaba su fuerza, los ojos de
Banach todavia eran vivos. Siguié siendo el mismo Stefan Banach sociable, alegre y extraordinariamente
bien intencionado, quien habia visitado en Lvov antes de la guerra. Es asi como queda en mi memoria: con
un gran sentido del humor, con energia, una alma bella y un gran talento”.

Banach pensaba ir a Cracovia después de la guerra, a tomar un puesto matematico en la Universidad Jagiel-
lonian, pero murié en Lvov en 1945 de cancer pulmonar. Banach fundoé el analisis funcional moderno e hizo su
mayor contribucion a la teoria de espacios vectoriales topolégicos. Ademas, contribuy6 a la teoria de la medida
e integracion, la teoria de juegos y la teoria de series ortogonales. En su disertacién escrita en 1920, defini6
axioméaticamente lo que hoy se llamaba un espacio de Banach. La idea fue introducida por otros matematicos
al mismo tiempo, por ejemplo Wiener introdujo la nocién. pero no habia desarrollado la teoria. El nombre
espacio de Banach fue acunado por Fréchet. También se nombraron las algebras de Banach.

La importancia de la contribucién de Banach es que desarrollé una teoria sistemética de analisis funcional,
donde antes habian sélo resultados aislados, fueron armonizados para constituir una nueva teoria. Gen-
eraliza la teoria de las contribuciones que hicieron Volterra, Fredholm y Hilbert en ecuaciones integrales.
Banach demostré numerosos resultados de espacios lineales normados, y muchos teoremas importantes hoy
se nombran por él. El teorema de Hahn-Banach en la extensiéon de un funcional lineal continuo, el teorema
de Banach-Steinhaus sobre familias de transformaciones acotadas, el teorema de Banach-Alaoglu, el teorema
del punto fijo de Banach y el teorema y la paradoja de la descomposiciéon de una bola de Banach-Tarski. La
paradoja de Banach-Tarski aparecié en una articulo dos matematicos en 1926 en Fundamenta Mathematicae
llamado “Sur la décomposition des ensembles de points en partiens respectivement congruent”. El enigmatica
de la paradoja muestra que se puede dividir una bola en dos subconjuntos que pueden ser ajustados a dos
bolas idénticas a la primera. Se necesita el axioma de eleccién para definir la descomposicion y el hecho
que puede tal resultado no es intuitivo, ha hecho que algunos matemaéticos se cuestionen el uso del axioma.
El paradoja de Banach-Tarski fue la mayor contribucién hecha al trabajo de la teoria axiomatica de conjun-
tos, alrededor de este periodo. La funcién abierta de Banach de 1929 también usa conceptos de la teoria de

conjuntos, esta vez introducidos por Baire en su trabajo de 1899.
5Augustin Louis Cauchy (1789-1857) Nace el 21 de Agosto 1789 en Paris, Francia. Muere el 23 de

Mayo 1857 en Sceaux (cerca de Paris), Francia. Agustin Louis Cauchy fue pionero en el andlisis. Investigé
la convergencia y la divergencia de las series infinitas, las ecuaciones diferenciales, los determinantes, la

probabilidad y fisica matematica.
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Definicion 1.4.3 Un espacio E pre-hilbertiano completo se denomina espacio de Hilbert.

1.4.1 Distancia

Definicién 1.4.4 Sea E # Q) y seanx, y, z€ E, llamamos distancia en E una aplicacién

d: E x E — R que verifica las propiedades:
.dx,y)=0<=x=1y

. d(x,y) <d(x,z) +d(z,y).

Al par (E,d) se le llama espacio métrico.

Como consecuencia de la definicién se tiene:

d(x,y) 20, d(x,y)=d(y,x).

Observemos la norma induce una distancia si definimos d(x,y) = ||x — y|| (verificarlo).

La situacion inversa se da, pues si tenemos una distancia en F, se pude definir la norma

Ix|| = d(x, 0) (verificarlo).

Un resultado interesante sucede con los espacios vectoriales normados de dimensién
finita, ya que en estos espacios todas las normas son equivalentes i.e. todos los espacios

vectoriales normados de dimensién finita son completos.
Definicion 1.4.5 Sean Ay B C FE no vacios y sea x € E, entonces:

. se llama distancia de x a A (y se denota) d(x, A) = inf4 IIx —yl|
ye

Ocupo6 diversos puestos en la Facultad de Ciencia de Paris, el Colegio de Francia y la Escuela Politécnica. En
1814 publicé su trabajo de la integral definida que lleg6 a ser la base de la teoria de las funciones complejas.

Gracias a Cauchy, el analisis infinitesimal adquiere bases sélidas.

Cauchy, produjo 789 escritos, pero fue desaprobado por la mayoria de sus colegas. Mostr6 una obstinada
rectitud a si mismo y un agresivo fanatismo religioso. Como un apasionado del realismo pasé algin tiempo
en Italia después de rechazar tomar un juramento de lealtad. Dejé Paris después de la Revolucion de 1830.
Acept6 una oferta del Rey de Piedmont para dar una catedra en Turin donde estuvo hasta 1832. En 1833 se

marché a Praga en atencion a Charles X y para ser el tutor de su hijo.

Cauchy volvié a Paris en 1838 y retoma su cargo en la academia pero no su posicién de profesor por haber
rechazado tomar el juramento de lealtad. Cuando Louis Philippe fue destronado en 1848 Cauchy vuelve a su

catedra en la Sorbonne. Ayudé en los posgrados hasta su muerte.
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. se llama distancia entre Ay B, al valor d(A, B) = ire1lf4 Ix —yl|
X
yeB

. se llama didmetro de A al valor diam(A) = sup ||x —y|.
X,yeA

Es claro que si diam(A) < oo, A es acotado.

1.5 Conjuntos compactos de F

Definicién 1.5.1 Sea A C E, una familia (O;);c; de abiertos de E se llama un recubri-

miento abiertode A, si A C | O,.
i€l

Definicion 1.5.2 El conjunto K C FE se llama un conjunto compacto de E o simplemente
un compacto, si de todo recubrimiento abierto de K, se puede extraer un recubrimiento

finito.

Ejemplo 1.5.1 Todo conjunto finito de £ es compacto, pues de cualquier recubrimiento
abierto basta seleccionar sélo los abiertos que contienen puntos del conjunto y ese sera

un recubrimiento finito.
Proposicién 1.5.1 Sean a € R, b € R, con a < b, el intervalo [a,b] es compacto (en R).

Demostracion Sea (O;);c; un recubrimiento abierto cualquiera de [a,b], entonces
[a,b] C U O;. Debemos demostrar que podemos extraer un recubrimiento finito.

icl
Sea A = {x €[a,b]/[a,x] se puede recubrir con un nimero finito de abiertos O;}, tene-

mos que A # (), puesto que a € A. Ademas A es acotado superiormente ya que b es una

cota superior. Sea entonces m = sup A.

Se tiene que a < m < by existe iy € I tal que m € O;,, pero como O,, es abierto, existe
e>0talque |m—e,m+e[C O;, y dado que m — ¢ no es cota superior de A, existe xo € A

tal que m — e <y < m.

Resulta entonces que el intervalo [a,m ] es recubierto por un nimero finito de los abier-

p
tos O;, pues [a,m—¢e]C J Oy, |m—e,m+e[C O,y = m € A.
k=1

La proposicién queda demostrada si probamos que m = b. Supongamos por el contrario
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que m <b, entonces se puede escoger ¢ >0 tal que siempre se cumpla |m—¢e,m—+e[ C O,
y ademas m + £/2 < b, pero esto implicaria que m + £/2 € A, lo que es imposible porque
m = sup A.

Observacion Un conjunto A C F se dice acotado, si existe una bola abierta B tal que

ACB.
Proposicion 1.5.2 Sea A C E, A compacto, entonces A es acotado.

Demostracion Se tiene que A C |J B(a,p),conacA. (B(a,p)),>o es un recubrimiento
p>0

abierto de A y por lo tanto se puede extraer un recubrimiento finito A C B(a,p;)U---U

B(a, py). Sea p = max{p1,...,pr}, es claro que A C B(a, p).
Proposicion 1.5.3 Si A C E es compacto, entonces A es cerrado.

Demostracién Demostremos que E\A es un abierto. Sea x € E\ A, para cadaac A

‘x —
sea py = w >0, AC UA B(a, pa), pero como A es compacto se puede extraer un
ac

recubrimiento finito. Luego A C B(ay, pa,) U - U B(am, pa,, )-
Sea p = min{pa,, ..., pa,, |, demostremos que B(x,p) C E\A4, o sea B(x,p) N A= Q.

En efecto, tenemos que:
B(x,p) N AC B(x,p) N (B(al, pay) U+ U B(am, pam)) —
(B(x, p) N B(a, pal)) U (B(x, p) N B(as, pa2)> U---u (B(x, p) N B(apm, pam)).
Si existe y € B(x, p) N B(a;, pa,), para algan i = 1,...,m, entonces:
ly=xl<p ¥ y=ail<pa = |x—al < |x—yl + ]y —ail < 2pa

lo que implica que 2p,, < 2pa,. Contradiccién.

Luego cada interseccion es vacia y por lo tanto B(x,p) N A = Q.

Proposicion 1.5.4 Si A C E es compactoy ' C A con F es cerrado, entonces F es

compacto.
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Demostracién Sea (O;);c; un recubrimiento abierto de F, i.e. FF C |J O; y los O;
il
son abiertos. Se tiene A C F U (E\F) C (| 0;) U (E\F) y como F\F es un abierto,
il

resulta que A esta recubierto por una familia de abiertos y basta un namero finito de

estos abiertos para recubrirlo. Asi F € A C (O;, U---UO;, ) U (E\F) y resulta que

Tm

FcCO;U---UO0; ,lo que demuestra que F' es compacto.

T 9

Proposicion 1.5.5 Si A C E es compacto, entonces es cerrado y acotado.

Demostracion Es una consecuencia de las proposiciones 1.5.2 y 1.5.3.

Mas adelante veremos que el reciproco de esta proposicion es cierto en R”™.

Proposiciéon 1.5.6 Propiedad de interseccion finita
Sea K C FE compacto y (F,,)men una sucesion de cerrados de E, tales que F,,, C K,

Foy1 CFLy F # O, para cada m € N, entonces N Fn # Q.
meN

Demostracion Haremos la prueba por contradiccion.

Si ﬂN F,, = (, se tiene UN(E\Fm) = F D K, como K es compacto y cada F\F,, no es
Vaci(i K se puede recubrir ion un numero finito de abiertos K C (E\F,,,)U---U(E\Fy,,)
para ¢ € N finito. Sea mo = max{m,,...,my}, como F,,, C F,,, parai=1,...,¢, implica

que E\F,,, D (E\Fn,)U---U(E\F,,), o sea K C F\F,,, pero también K D F,, , es

decir que F,,,, = (). Contradiccion.
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Teorema 1.5.1 Bolzano®~Weierstrass’

Sea K C FE un compacto, entonces toda sucesion (xi)ren de puntos de K tiene una

subsucesion que converge a un punto x € K.

Demostraciéon Sea Ay = {x,/¢ >k}, como A, C K, Ay, C Ky Apy1 C Ay y Ay # @,

Vk € N y por la proposicién 1.5.6, resulta que [\ Ay # .
kEN

Seax € [\ Ag,como A, C K,Vk €N, x € K. Sea:
kEN

kq :mm{k € N/Xk S .B(X7 ].) n Al}

ko zmin{k} S JN/X]~C S B(X7 %) n Ak1}

km =min{k € N/xx € B(x, 1) N Ak, _, }-

Bernhard Bolzano (1781-1848) De nacionalidad checa, fue filésofo, matematico y teélogo. Hizo con-
tribuciones significantes tanto en la matemaética como en la teoria del conocimiento. Bolzano ingresé a la
facultad de filosofia en la Universidad de Praga en 1796, estudi6 filosofia y matematica. En 1819 fue suspen-
dido de su puesto a causa de presién del gobierno austriaco, quienes se oponian a su pacifismo y su expresion
de la justicia econémica. Liber6 al calculo del concepto infinitesimal. En metafisica Bolzano se opuso a Kant,
reivindicando el caracter constructivo y no simplemente regulativo de algunas ideas metafisicas como las
relativas a Dios y a la inmortalidad del alma. Bolzano, se adelanté a los analistas rigurosos del siglo XIX,
con el concepto de funcién continua y en la demostracién de sus propiedades, en el criterio de convergencia de
series y en la existencia de funciones continuas sin derivadas. Como publicé sus escritos de analisis en Praga,
ciudad entonces alejada de los centros cientificos, o de permanecer inéditos, como su importante obra “Teoria

de funciones”, que aparecié en 1930, la influencia de sus ideas fue escasa.
"Karl Weierstrass (1815-1897) Nace el 31 de octubre de 1815 en Ostenfelde, Bavaria (hoy Alemania).

Muere el 19 de febrero 1897 en Berlin, Alemania. Karl Weierstrass fue mas conocido por su construccion
de la teoria de las funciones complejas por medio de series. Después que Weierstrass habia ocupado varias
posiciones de ensenanza menor, llegé a ser reconocido después que public6 una gran cantidad de escritos
de funciones abelianas en el Journal de Crélle. En 1856 obtuvo apoyo de Kummer y fue aceptado en la

Universidad de Berlin.

Sus exquisitas conferencias en matematicas atraian a los estudiantes de todo el mundo. Los topicos de sus
conferencias incluian: fisica matematica (1856-57), introduccién de la teoria de funciones analiticas (donde
los resultados obtenidos en el afno 1841 no fueron jamés publicados), la teoria de las funciones elipticas y

aplicaciones a problemas en geometria y mecanica.
En las conferencias de 1859-60 Weierstrass presenté “Introduccién al Analisis”. En su curso “Teoria general

de las funciones analiticas” en los afos 1863-64, comenz6 a formular su Teoria de los niimeros reales.

En sus conferencias el afio 1863 Weierstrass prob6 que los nimeros complejos son sélo conmutativos en su
extension algebraica de los niimeros reales. Gauss habia prometido una prueba de esto en el afio 1831 pero
fall6 en el intento.
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Observemos que ninguno de los conjuntos anteriores es vacio, pues xc A, y B(x, %)ﬂAk #+
@, sea cual sea r y k. Ademas k,,, > k,,,_1, para m € N, esto quiere decir que (x,, )meN €S

una subsucesién de (xj)ren. Asi:
Xk, € B(x, L), VmeN = |x;,, —x| <L,
lo que implica lim X, =x.
m—00

1.6 Producto de compactos
Sean E y F espacios vectoriales normados i.e. se tiene (E,|| ||g) ¥y (F,]| ||r), se define

el producto cartesiano de los espacios vectoriales normados E'y F por (E x F.|| ||gxr),

donde [[(x, y)|zxr = x|z + [yllr, sixe Eyy e F.
Se verifica sin dificultad que || | pxr es una norma sobre F x F.

Otras normas inducidas por las normas de E' y F se pueden considerar, por ejemplo,

1, Y)llExr = sup{lix[|e, [yllr}, 0 bien [[(x, y) [ exr = VIXIE + [yl2-

Lema 1.6.1 Sean Ey F espacios vectoriales normados, sean ac E, be F y sea B((a,b), p)
la bola abierta de centro (a,b) y radio p > 0 de E x F, entonces existen bolas abiertas

B(a,a) C Ey B(b,a) € F, (a > 0) tales que B(a,a) x B(b,a) C B((a,b), p).

Demostraciéon Tomemos o = %,0 y sean x€ E, ye F tales que (x,y) < B(a, %p) x B(b, %p),

entonces:
1, y) = (a,b)[| =[x — al| + [[y = bl < 50+ 5p = p = (x,Y) € B((a,b), p).

Teorema 1.6.1 Producto de compactos Sean F y F espacios vectoriales normados y

sean K1 C E compacto, K5 C F compacto, entonces K1 X Ks es un compacto de E x F.

Demostracion Sea (Wi)ie 1 un recubrimiento abierto de K; x K» ,i.e. K1 x Ko C |J W7,
i€l
donde W* es un abierto para cadai € I, W' C E x F. Sea (x,y) € K; x K, entonces

(x,y) € W,ﬁy, para alguin i, por lo que (x,Y) € B((X,Y), pxy) C Way-
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Por el lema anterior, existe una bola abierta BY (x) (bola de centro en x, pero que de-
pende de y) en F'y existe bola abierta B¥(y) C F (bola de centro en y, pero que depende

de x) tales que:

BY (x) x B3 (y) C B((x, 1), pxy) C Wy (1.2)

Los radios de las bolas B} (x) y BX(y) no interesan. Para x € K; fijo, Ko C UK BX(y)
y como K, es compacto se puede extraer un recubrimiento finito, Ky C Bg?;)zu - U
B3 (u,.), px finito. Sea Bi(x) = B*(x)N---N B?”X (x), se tiene que K; C L%{ Bi(x)y
como K7 es compacto, K1 C By(x1) U--- U Bi(xg). -

Sea (x,y) € K1 x Ko, x€ Bi(x;),conre{l,...,q} yye B3 (y,),con s€{1,...,px, }. Como

x € By(x,),x € B{*(x,), por lo tanto B} (x,) x B¥"(y,) C W}

v, 0sea(x,y)e Wy , , para

Px

a ,
alginre{l,...,q} yalginse{l,...,px, }. Esto demuestraque K1 x Ko € J U Wy .

r=1s=1

Corolario 1.6.1 EI producto finito de compactos es compacto.

Teorema 1.6.2 Los conjuntos compactos de R son los conjuntos cerrados y acotados.

Demostracion
(=) Sabemos que si K C R"™ es compacto entonces es cerrado y acotado.

(«<=) Supongamos K C IR" acotado y cerrado, como K es acotado existe una bola B(a, p)

tal que K C B(a,p), con a = (ay,...,a,), entonces:
K Clai—p,ar+p]x-- x[an—p,an+p],

pues B(a,p) C [a1—p,a1+p] X -+ X [a,—p,an+p]. Perocada [a; —p,a;+p] es compacto,
entonces [a; — p,a1 + p] X -+ X [an — p,an + p] es un compacto como producto finito de

compactos y como K es cerrado resulta que es compacto por la proposicién 1.5.4.

Este resultado es valido para espacios vectoriales normados de dimensién finita.
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1.7 Funciones continuas

Definicion 1.7.1 Sean E y G espacios vectoriales normados, sea A C E, f:A — G,
a € A; decimos que [ es continua en a, si para toda bola abierta B(f(a),e), existe una
bola abierta B(a,d) tal que si x € B(a,d) N A, entonces f(x) € B(f(a),e), es decir ¥V e > 0,

35>0tal que ||x —al|<J, x€ A= ||f(x) — f(a)| <e.

Se dice que f es continua en A, si es continua en cada punto de A.

Proposicion 1.7.1 Sea A C Eysea f:A — G, las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1) f es continua en A.

2) Si O C G es un abierto, entonces f~1(0) = U N A, donde U es un abierto de E.
3) Si F C G es un cerrado, entonces f~'(F) = C'N A, donde C es un cerrado de E.

En particular si f: E — G; f es continua en E siy sélo si f~1(O) es un abierto, para

todo abierto O C G siy sélo si f~*(F) es un cerrado, para todo cerrado F C G.

Demostracion

(1=2) Sea O C G abierto y sea x € f~1(0) (o f~1(O) = () abierto), entonces x € A y
f(x) €O = Jex >0tal que B(f(x),ex) C Oy existe §x >0tal que siy € B(x,dx)NA =

fly) e B(f(x),e). SeaU = |J B(x,0x), U es abierto y ademas:
x€A

FUnA)yc U f(B(x,0x) c U B(f(x),ex) C O,

x€eA xX€A
dedonde UN A C f~1(0). Ademas,sixc f1O)y f1(O)# @ = xecAyxeUnA.
(2=1) Seax € Ay sea B(f(x),e) una bola abierta de G. Sea U un abierto de E tal que
F~YUB(f(x),e)) = UNA. ComoxeUNA existe B(x,d) C UysiyeB(x,§)NA = yeUNA,
pero f(UNA) = f(F 1 (B(f(x),€))) C B(f(x),e) = f(y) € B(f(x), <), lo que implica que
f es continua en x.
(2=3) Sea F cerrado de G, f~!(G\F)=UnN A, U abierto de E. Sea C = E\U entonces

se tiene f~1(F) = CnN A.
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(83=2) Sea O abierto de G, G\O es cerrado, f~}(G\O) = CN Ay E\C es abierto de E,

por lo que f~1(0) = (E\C) N A.

Proposiciéon 1.7.2 Sea f: A C E — G, st (x;)ren C A es una sucesion tal que x, — x

y X € A, entonces si f es continua en A, klim f(xk) = f(x).
S

Demostracién Sea ¢ >0, existe § >0tal que ye B(x,0)NA = f(y) € B(f(x),e) debido
a la continuidad de f en x. Por otro lado 3 K € N tal que k > K = x;, € B(x, ), luego

sik > K = f(xx) € B(f(x),¢).

Reciproco Si V(x,),cn sucesion de E convergente a x € E, se tiene f(x,) — f(x),

entonces la funcién f es continua en x.

Proposicion 1.7.3 La funcién constante y la funcién identidad son continuas, es decir:
Si fiACE — Gestal que f(x) =c¢, Vx € A, entonces f es continua en A.

Si f: E — FEestal que f(x) =x, Vx € E, entonces f es continua en E.

Demostraciéon Si f es constante y O abierto en G, entonces f~1(0) = ENA,sic€ O

6 f7HO)=0NA=Q,sic¢ O,loque demuestra que f es continua.

Si f(x) =x y O abiertoen E = f~1(0) = O.

Proposicion 1.7.4 Sean E, F, G espacios vectoriales normados, la composicion de fun-
ciones continuas es continua, es decir si la funcion f: A C E — G es continua en a € A

y st g:G — H es continua en f(a), entonces h = g o f es continua en a.

Demostraciéon Sea ¢ >0, como g es continua en f(a), existe A >0 tal que ||y — f(a)|| <
A= |lg(y)—g(f(a))||<e. Por ser f es continua en a, existe § >0 tal que ||[x —a|| <, x€ A

= || f(x) — f(a)]| < A. Luego, si |x —a|| < J, x € A = ||h(x) — h(a)| <e.

Proposicion 1.7.5 Se tienen las siguientes propiedades:

a)Sean f:ACFEF — G, g:A C E — G dos funciones continuas en a € A, entonces f + g

es continua en ay si A € R, A\f es continua en a.
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b)Sif:ACFE— R, g:ACE — R son continuas en a € A, entonces f-g es continua en

f

ayy también es continua en a, siempre y cuando g(a) # 0.

Demostraciéon La demostracion es similar al caso de las funciones reales f: A C R —

R,g:ACR— R.

Definicién 1.7.2 Sea k = (ki1,...,kn) un vector de enteros positivos o nulos, ¢ € N y
n
sea x € R™, con x = (x1,...,2,), se denota x* = x*z3*---zkin, |k| = > K, entonces
Jj=1
P,(x)= > awX®= Y ..k, " - Th", donde a, = ay, ..., son constantesy la suma
ll<q ll<q

se realiza sobre todos los posibles vectores de enteros positivos con |k| < g, se denomina

polinomio en n varias variables de grado q.

Corolario Todo polinomio en varias variables es continuo en IR". También son conti-

nuas las fracciones racionales donde no se anule el denominador.
Definicion 1.7.3 La proyeccion i-ésima es la aplicacién p;: R" — R tal que:

x=(21,...,2p) — x;, Le pi(x)=uwz;, para i=1,...,n.

Proposicion 1.7.6 Las proyecciones son continuas en todo R".

Demostracion Es evidente de la siguiente relacion:

[N

px) — pi(W)| = | — il < (; 2 —yiP) — Jx -yl

Definicion 1.7.4 Sea f: A C R™ — RP?, las funciones p; o f: A C R" — R se llaman
funciones componentes de f y se designan por f; =p;o f,parai=1,...,p.
La funcién f seescribe f = (f1,..., fp),con f: A CR" — RP tal quex — (f1(x),..., fp(x))

ydonde fi: R" — Restal que x = (x1,...,2,) — fi(X) = fi(x1,...,20).

Proposicién 1.7.7 Sea f:A C R®* — RP con f = (fi,...,fp) ¥y fitA C R — R,
entonces f es continua en a € A si y sélo si cada funcién componente f; de f es continua

en a.
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Demostracion Si f es continua en a, entonces f; = p; o f es continua en a, como
composicién de funciones continuas (proposicion 1.7.4).

Supongamos que fi, ..., f, son continuas en a. Sea ¢ > 0, existe §; > 0 tal que si

Hx_a” <5i7 XxeEA = |fl(x) _.fl(a)| < L? parai = 17"'7p'

VP

Sea 6 = min{ds,...,d,}, entonces ||x — a|| < J, x € A implica

N
Nl

176 = @I = (i) =A@+ + 170 = fp@) < (5 445 ) ==

1.7.1 Funciones continuas y compactos

Teorema 1.7.1 Sea K un compacto de E, f:K — G una funcion continua sobre K,

entonces f(K) es compacto en G.
Demostracion Sea (W;);c; un recubrimiento abierto de f(K).

fE)c UWi = K C f7H(f(K)) c U f7H(Wh).

= i€l
Pero como f es continua f~*(W;) = O; N K, con O; C E abierto y resulta que K C |J O;
i€l
y por ser K es compacto:
KcO;u---Uo

= KCO,NnK)U---U(0;,, NK) =

tm tm

f(K)C f(O,NK)U---Uf(O;,, NK)CW;,; U---UW;

Tm m*

Lema 1.7.1 Si A C R es acotado, entonces sup A€ Ay inf A € A.

Teorema 1.7.2 Sea K C E compacto y sea f: K — R continua en K, entonces existen
acKypBeK tales que f(a) < f(x) < f(B), ¥x € K, es decir la funcion es acotada en K

y alcanza su mdximo y su minimo.

Demostraciéon Por teorema 1.7.1, f(K) es compacto (f(K) C R), entonces es acotado

y existen a = inf{f(x), b= sup f(x). Porel Lema 1.7.1, a € f(K), be f(K), pero f(K) es
x€e x€EK

cerrado ya que es compacto, entonces a € f(K)ybe f(K) yexisten o« € Ky 3 € K tales

que a = f(a) y b= f(B).
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1.8 Continuidad uniforme

Definicion 1.8.1 Sea A C Eysea f: A — G, decimos que f es uniformemente continua

en A, siVe>0,30>0talqueVxec A, Vye A con ||[x —yl|<d = ||f(x) — f(u)| <e.

Note que ¢ sélo puede depender de =y no de x o de y.

Proposicion 1.8.1 Si f:A € E — G es uniformemente continua en A, entonces es

continua en A.

Demostracion (Obvia)

Observacion El reciproco es falso, una funcién puede ser continua en A sin ser uni-

formemente continua en A.

Ejemplo 1.8.1 Sea f:R — R tal que = +— z?, esta funcién es continua en R, sin

embargo para ¢ = 1y § > 0 tenemos ‘% + % —% = g < 4, pero f(% + %) - f(%)
52

14 T 1, lo que muestra que para ¢ < 1 no se puede conseguir ningin § >0 que cumpla

la condicién de la convergencia uniforme.

Teorema 1.8.1 Sea K C FE compacto, f: K — G continua en K, entonces f es unifor-

memente continua en K.

Demostracion Sea ¢ > 0, puesto que f es continua en K, si x € K, existe dx > 0 tal

que y € B(x,dx) => f(y) € B(f(x), 3¢). Asi, K C |J B(x, 36x) y como K es compacto se
xeK

tiene, K C B(X1, 16x,) U+ U B(Xm, 56x,,)-

Sea d = min{30x,, ..., 30x, },si [x—y| <4, (xe K,y € K), x€ B(Xpn,, 5x,,, ), para algin
mo ente 1y m, entonces:

1Yy =%, | < % = Yl + [1% = Ximo | < 30x,0, + 30x,0, = Ox,y = [1F(Y) = F(xmo)I| < 32

Puesto que [|x — X, || < $0x,,, < Ox,,,, también || f(x) — f(xm, )| < 3¢y asi:

Xmg

1£¢) = SN < 1 3) = f o)+ 1F (W) = F (o )| < 56+ 56 =€
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b)
c)
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Definicion 1.8.2 Sea E y F espacios vectoriales normados y sea f: E — F una apli-
cacion, se dice que f es k-lipschitziana®si || f(x) — f(y)|| < klx —y|, Vx, y € E.

Si 0 < k <1 sedice que f es contractiva.

1.9 Aplicaciones lineales continuas

Proposicion 1.9.1 Sea FE y F espacios vectoriales normados y sea f:E — F una
aplicacion lineal, entonces las proposiciones siguientes son equivalentes:

f es continua

f es continua en el origen

f es acotada en la bola unidad

existe M > 0 tal que ||f(x)|| < M||x||, Vx € E.

Demostracion
a)=—=b) Es claro.

b)=>c) Sea € > 0, existe J > 0 tal que si ||x|| < J = || f(Xx)|| < €, entonces si x € E, con

ox ||_ o ox |- e : .
2 ‘ =5 f (2|x||) H = x| Il f(x)]| < e, es decir que si

x € E, con ||x|| < 1, tenemos ||f(x)] < %GHXH < %Te = M, es decir f es acotada en la bola

0 < ||x|| <1, se tiene <6 =

unidad.

X

o)=d) Si|f(x)|| < M,¥xeE,con |x| <1, entonces six € E, con x # 0, ]

‘lyse

8Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) Nace el 4 de mayo de 1832 en Konigsberg, Alemania
(hoy Kaliningrado, Rusia). Muere el 7 de octubre de 1903 en Bonn, Alemania. Su padre era un hacendado.
Empezoé sus estudios universitarios muy joven, bajo la supervisiéon de Franz Neumann. También estudié en
Berlin con Dirichlet. Completé su doctorado en 1853 y fue lector de la tesis de Klein en Bonn en 1868. Sus
contribuciones més notables se dan en teoria de ntiimeros, funciones de Bessel y series de Fourier, ecuaciones
diferenciales ordinarias y parciales, mecanica analitica y teoria potencial. Su trabajo en la interpretacion
mecdnica de la geometria diferencial de Riemann resultaria un paso esencial en el camino hacia la teoria
especial de Einstein de relatividad: Lipschitz se recuerda para la “condicién de Lipschitz”, una desigualdad
que garantiza una solucién extraordinaria a la ecuacién diferencial y’ = f(x,y). Peano dio un teorema de la
existencia para esta ecuacion diferencial, las condiciones garantizan por lo menos una soluciéon. Su trabajo
en la teoria algebraica de niumeros lo dirigi6 para estudiar el cuaterniones y la generalizacion de las dlgebras
de Clifford. Lipschitz redescubrié las algebras de Clifford y fue el primer en aplicarlas para representar

rotaciones en espacios euclideanos.
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tiene

()| = . s deci 6001 < 1.

d)—>a) Es evidente.

Observemos que d) implica continuidad uniforme, o sea que una aplicacién lineal conti-
nua es uniformemente continua.

Definicion 1.9.1 Sean E y F espacios vectoriales normados, el espacio de aplicaciones
lineales continuas de E a F, que denotamos L(FE, F) es un espacio vectorial.

Al espacio de funciones lineales continuas que son invertibles, lo denotamos Isom(E, F)

y es un subespacio de L(E, F).

El espacio vectorial de aplicaciones lineales lo denotamos £(E,F) D L(E, F).

Sea f € L(E, F'), entonces existe M > 0 tal que || f(x)|| < M||x||, Vx € E, por lo que existe

sup ”Jﬂix”)” = sup ||f(y)| y lo denotamos || f||*. Asi, la aplicacién || |*:L(E,F) — R
xXEE lll=1
x#0

es una norma sobre L(E, F).

Se podra escribir || f(x)|| < || f]|*]|x||. En lo sucesivo se prescindira del * en la norma de

la aplicacion lineal, ya que en el contexto es claro la norma que se esta tratando.

Teorema 1.9.1 Si F es un espacio de Banach, entonces L(E, F) también es un espacio

de Banach.

Demostracién Sea (f,),cn una sucesion de Cauchy en L(F, F'), entonces para x € F,
lfm (%) — fn ) < ||f = flllIX||, pero como (f,(x))nen es de Cauchy en F, tiene un
limite que lo denotamos f(x). Asi se ha definido f: £ — F, donde f(x) = lim f,(x).

n—oo

Falta probar que f € L(E,F) y que f, — fenL(E,F).

— f eslineal, ya que f(A\x) = lim f,(Ax) = lim Af,(x) =X lim f,(x) = Af(x),

fxt+y)= lim fu(x+y) = lm (fo(x) + fa(y)) = f() + f(),
— f es continua, pues si € > 0, existe n, € N tal que si n, m > n, se tiene || f,, — f|| <,

por lo tanto:

[l < [ fn = Fonll + [l = I full < € 4 [ fn, I,
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con lo cual tenemos que si x € E:

1FOON = I lim fuGoll = T ()l < (i, |+ €)l1x]

y se concluye que f € L(E, F).

— Finalmente, veamos que f,, — f en L(F, F). Sean € > 0, n, y x dados anteriormente,

entonces si n, m > n, se tiene que:

[0 () = ) < N[ fn = Sl ]| < ellx]],

por lo que, tomando el limite cuando n — oc:

[fm(x) = FO < elix]l,

es decir que si m > n,, se cumple:

[fm = fIl = sup [[(fm = FIX)[I <€,

[Ix[|=1
ie. f, — fenL(E,F),loque verifica que L(E, F) es completo.
Si F = R, L(F,R) es un espacio de Banach, que se llama dual topolégico de F y lo

denotamos E’. Recordemos que al conjunto L(F,R) de formas lineales sobre E se llama

dual algebraico de E' y se denota E*. Es claro que £’ C E*.
Si E es un espacio vectorial de dimension finita, tenemos que £(E, F) = L(E, F).
Si E=F,L(E,E) se denota L(F) y sus elementos se llaman operadores en E.

Definicion 1.9.2 Sean E y F espacios vectoriales normados, una funcion f: E — F se

dice que es un homeomorfismo si f es biyectiva y tanto f como f~! son continuas.

Teorema 1.9.2 Sea E un espacio vectorial normado de dimensién finita y sea 2 C L(E)

formado por los elementos invertibles de L(E), entonces:

L SifeQeceon|f Y =alygel(E),con|f—g|=8<a=geQ

2. Qes un abierto de L(E)
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. p:Q — Qtal que p(f) = f~! es un homeomorfismo.

Demostracion

. En efecto, six € E, ||x|| = | f~L(f(x)|| < a7t f(x)]|, por lo que:

(a=B)lIxIl < 1F I = Blxl < [[F ) = lI[lg = A < [lgx) | (1.3)

i.e. g es inyectiva, o sea g € ), ya que si g(x) = g(y) = 0 = ||lg(x) — g(y)|| > (= B)||x —
Y|l = x = y. Asi se tiene que g es biyectiva i.e. g € Q.

.Sea feQ, [|[f7! = a!yseae>0tal que e < a, entonces B(f,$) C €, pues si g €

B(f,£)=|lg—fll<s<e<a=geq.
. Sien (1.3) tomamos x = g~ 1(y) se tiene:

1
a—pf"

(@ =B)llg™ W < llgla™ Wl = llyll = llg~"I <

Ademds, g — [t =g (f—g)f = If T =g I < SIS — gllllgT 1], es decir que
lp(f) —p(9)ll < M| f — g, con M = m, lo que prueba que p es continua y como

p = p~ !, tenemos que p es un homeomorfismo de Q.

1.9.1 Matrices

Sean E, 'y GG espacios vectoriales normados de dimensiones finitas (n, m y r respec-
tivamente), con bases Bg, Br y B¢ respectivamente. Sea f € L(E, F), sea A(m x n) la
matriz asociada a f por las bases Bg y Br y sea g€ L(F, G) con matriz asociada B(r x m)
por las bases Br y B. La matriz asociada a la composicién g o f € L(E, G), en las bases

Br y Bg es la matriz BA(r x n).
Observemos que si M,, . es el conjunto de matrices m x n, es un espacio vectorial nor-
mado (Banach) que es isomorfo a R™"™.

La norma || ||; en R™ induce una norma en M, «,, de modo que si A € M,,«n, ||Al|} =

sup || Ax||;. Se verifica que:
lIx]l:=1
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n
Allf = sup [|Ax|s = max agjl.
4l = e 4% = a3 o
|All3 = sup ||Ax|2 =  /max A;, donde Ay,...,\, son los valores propios de A’A.
l[x[l2=1 Isisn
n
[Al% = sup [[Ax[oc = max 3 |as].
lIx/|oo=1 I<isn ;=)

Sea F un espacio vectorial normado, la norma u — ||u|| es una aplicacién continua de
Een R, pues | [[uf — [[v][[ < [[u—wv].
La topologia de E es separada® ya que six # y, d(x,y) = r y las bolas abiertas B(x, i),

B(y, ir) son disjuntas.

Ejemplo 1.9.1 Sea X un espacio topolégico y sea C,(X,IR) el conjunto de las funciones

numéricas f: X — IR, continuas y acotadas. Decir que f es acotada significa que

sg)( |f(x)| es finito. Es claro que C,(X,IR) es un espacio vectorial, entonces se define

X

fll = sug |f(z)|. Se puede probar que || f|| es una norma sobre €, (X, R) que se denomina
X

norma (;e la convergencia de funciones. Con esta norma el espacio C,(X,R) es completo,

pues el limite de una sucesién uniformemente convergente de funciones continuas y

acotadas es una funcién continua y acotada.

Ejemplo 1.9.2 Consideremos ahora C,(X, F'), con F un espacio de Banach; asi defi-
nimos ||f|| = sup ||f(x)||F, ||f|| es una norma, es decir C,(X, F) es un espacio vectorial
xeX

normado completo.

Definicién 1.9.3 Sea (u,,),cn una sucesién en E, espacio de Banach, la serie de término
n

general u, es convergentea W€ E, six, = ». u; — u, esdecir Ve >0, 3N € N tal que
~

. . ' =)
sin > N = ||x, —u|| < e. El limite u se denota > u,.
n=0
Definicién 1.9.4 Sea (u,),en una sucesion de E, espacio de Banach, se dice que la se-

rie de término general u,, es normalmente convergente, si la serie de las normas »_ ||u,]||
n>0

es convergente.

9Una topologia T sobre un conjunto E se dice separable siVx, y € E tales que x # y, existe abiertos U y

Vdemodoquexc U,ycVeonUNV = Q.
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Nota Existen series convergentes sin ser normalmente convergentes, como por ejemplo

> (1)

Teorema 1.9.3 Si la serie de término general u,, en E espacio de Banach, es normal-

mente convergente, entonces es convergente y || > u,| < > [[u,]-
n>0 n>0

n

Demostraciéon Sea x,, = > uj, probemos que (x,),cn es de Cauchy, es decir (x,),

k=0
convergeauc E.
n+p
Sea € >0, como ) |u,]| converge, 3N tal que sin,p > N = > |[ui| <€, asi tenemos
n>0 k=n
n+p n+p
que [[xn = Xpipl = || D0 k| < 3 [lug] <e.
k=n k=n
. n o0
Ademas, [[x, [ < > fluxl < 3 [ukll, o sea fluf = | 2 unl < > [[un].
k=0 k=0 n>0 n>0

Ejemplo 1.9.3 Consideremos ahora u,,€C,(X,R), decir que u,, es el término general de

una serie normalmente convergente, con u,, una funcién numérica continua y acotada

sobre el espacio topolégico X equivale a que existe una serie convergente de términos

positivos €, > 0 tales que se verifica Vn € N, |u,(x)| < €,, Vx € X. En efecto, basta

tomar e, = ||[u,| = sup |u,(x)| y tenemos asi la nocién de convergencia en norma de
xeX

una serie de funciones.

1.9.2 Composicion de aplicaciones lineales continuas

Sean F, F', G espacios vectoriales normados y sean f: £ — F, g: F — G aplicaciones
lineales y continuas, entonces g o f: E — G es una aplicacién lineal y continua. Para

todo x € E se tiene que [lg o f(x)[| = [lg(fONI < llgllllFCII < [lglllf[lIx[], por lo que
lg o fII < llgll I 1I-

Definicion 1.9.5 Sea E, F espacios vectoriales normados, la aplicacién f:E — F es
un isomorfismo si:
i) f es lineal y continua.

ii) existe g lineal y continua, g: F — E, tal que go f = Igy fog = IF.
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Es claro que estas condiciones implican que f es una biyecciéon de E en F' y que g es
biyectiva. Sin embargo si f es lineal biyectiva continua, no implica que la biyecciéon
inversa g sea continua. De estas observaciones se tiene otra caracterizacion de los
isomorfismos: Para que f: E — F sea un isomorfismo es necesario y suficiente que

f sea un homeomorfismo (de espacios topolégicos) y que sea lineal.

Senalamos sin demostracion un teorema muy importante en analisis debido a Banach.

Teorema 1.9.4 Banach Si E y F son espacios de Banach, toda aplicacion lineal con-

tinua biyectiva f: E — F es un isomorfismo.
Nota El teorema indica que la aplicacién inversa f~!: F — E es continua.

Definiciéon 1.9.6 Sean E, F espacios vectoriales normados, una aplicacién f: E — F

es una isometria si f es lineal biyectiva tal que || f(x)||r = ||X||z, VX € E.

Esta condicién implica que || f(x)|| es acotada sobre la bola unidad, por lo cual f es una
aplicacion lineal continua. El mismo razonamiento prueba que la aplicacién inversa g
es lineal continua. Asi toda isometria es un isomorfismo, pero el reciproco no es cierto,
pues por ejemplo, una homotecia x —— Ax es un isomorfismo de E en E, pero no es una

isometria si |A| # 1.

Teorema 1.9.5 Sea E un espacio vectorial normado de dimensién finita, entonces E es
un espacio de Banach y toda aplicacién lineal de E en un espacio vectorial normado F

es continua.

Demostracion Sea n = dim F, existe una aplicacion lineal biyectiva f: R” — E y es
un isomorfismo. Como R” es completo, F es completo.

Sea g: E — F lineal, si se prueba que h = go f:R" — F es continua, se tiene que
g = ho f~! es continua. Falta probar que toda aplicacién lineal h: R” — F es continua.
En efecto, h(x) = h( _ilxiei) - i:lxih(ei) o re)| < 21 @il [h(e)|| < MIix|l:, con

M = max{||h(e;)||/i =1,...,n}, asi h es continua.
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Ejemplo 1.9.4 Si F = R, vamos a definir una isometria natural L(R,F) ~ F. Sea
Yy € F, la aplicacion lineal A — Ay de R en F, es continua pues ||Ay| = ||y]||\| y se tiene
una aplicacién p: F — L(R, F') que es lineal. Ademas la aplicacién lineal p(y): R — F

tiene norma ||y||.

Inversamente, sea f:IR — F una aplicacién lineal y sea f(1) € F. Asi se define una
aplicacion ¢ € £(RR, F') que es lineal. Es claro que ¢ y ¢ son inversas una de la otra y

cada una es una biyeccion. Ademads es una isometria, puesto que ||o(y)|| = ||y]l-

Ejemplo 1.9.5 Sea F un espacio de Banach real; entonces £(E,IR) es un espacio de
Banach real, llamado dual topolégico de F y sus elementos son formas lineales con-
tinuas de £. No debe confundirse con el dual algebraico, que comprende las formas
lineales continuas o no. Cuando E es de dimension finita n, el dual topolégico y el dual

algebraico coinciden, el cual es también de dimensién n.
En general designamos con E* el dual topolégico de E que es un espacio de Banach.

Ejemplo 1.9.6 Consideremos L(F, E) espacio de Banach, si F es de Banach. Ademas
go fel(E,E), pero g — go fy f — go f son lineales. Una aplicaciéon de este
tipo se denomina bilineal. En general si en un espacio vectorial normado H se define
una ley de composicién interna (llamada multiplicacién) bilineal se dice que H tiene
la estructura de algebra sobre el campo R. Asi tenemos que L(E, E) es un algebra

asociativa y tenemos una norma tal que ||g o f|| < |lg|| || f]l-

Dado que E es de Banach, diremos que L(E, F) es un dlgebra de Banach. En general se

tiene que [|g o f[| # [|g[[|f[]-

Teorema 1.9.6 Si E es un espacio de Banach y si f € L(E,E), la serie ) %f” es

n>0 """
normalmente convergente. Su suma se representa por ef.

Demostraciéon Por convencién f = I elemento unidad del algebra. Ademas ||f"| <

II7|I™, por lo que la serie de las normas estd acotada por 2;0 %Hf”” = ellfll] serie que es
n=> °
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convergente. Ademas, |[e/|| < el /I,

Nota Observemos que si go f = fo g se tiene e/ 0 e9 = e/*9, En particular e’ = I y
el oe ™/ =Tie. el esinvertible en L(E, E).

Las afirmaciones anteriores son validas para toda algebra de Banach.

Teorema 1.9.7 Sea E un espacio Banach y sea u € L(E, E) tal que ||u|| < 1, entonces

I — u tiene inversa en L(E, E) dada por > u”.
n>0

Demostraciéon La serie > u” =7 +u+---4u” + .- es normalmente convergente
n>0

puesto que ||[u”|| < ||lu||™ y que la serie geométrica ) ||u||™ es convergente, pues ||u|| <1.
n>0

Seav = ) u”, entonces uv = vu que es la suma de la serie ) u”, entonces v(I —u) =
n>0 n>1

(I —u)v =1, es decir v es el inverso de (I — u).

Corolario 1.9.1 Si ||u— I|| < 1, entonces u tiene inversa dada por > (I —u)™
n>0

Teorema 1.9.8 Sean E, F espacios de Banach, sea Isom(E,F) C L(E,F), el subcon-
junto formado por los isomorfismos E — F, entonces
i) Isom(E, F) es abierto en L(E, F)

1

i1) la aplicacion ¢:Isom(E, F) — L(E, F), con o(u) = u~! es continua.

Demostracion Si Isom(E,F) = () se tiene el resultado. Si Isom(FE, F) # @, sea u, €
Isom(E, F).

a) Debemos probar que si u € L(E, F) esta suficientemente préximo a u,, también es un
isomorfismo. Pero para que u: £ — F' sea un isomorfismo es necesario y suficiente que
u;'u: E — E sea un isomorfismo. Busquemos una condicién suficiente para que u;'u

sea un isomorfismo, es decir que ||u|| sea invertible en L(E, F).

Sea us'u = I — v, entonces si |[v|]| < 1 se tiene I — v = uj'u es invertible, pero v =

I—uilu=ut(u, —u) = |v| < [Juzl||lu. — ul|, entonces si |[u — u,| < ﬁ se
o

puede asegurar que ||v|| <1y por lo tanto u es un isomorfismo. Asi queda demostrado

que todo u suficientemente cercano u, es un isomorfismo (B (u07 ¥) C Isom(E, F)).

[
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Observemos que |[u;!|| # m
(e

—1
o

b) Sabemos que u ! =u; (I - v) =T -v)lu;t = ult-ul=[I-v) ! -T]u

pero (I —v)~t = > v*, porlotanto (I —v)" ' —T= > v  ||I-v)1 =1 < |v|* =
n>0 n>1 n>1
v
1 — vl

vl
1=

1

= [lu™t —ugt < Jugt|

1

Por otro lado, si u — u,, ||v|| — 0, entonces u=* — u;! lo que demuestra que ¢ es

continua.

Nota Cuando F y F tienen la misma dimensién finita n y se identifica L(E, F') al
espacio de las matrices de n filas y n columnas. Se sabe que una matriz f es invertible,
si la condicion det f # 0. Por ser continua la aplicacion, f — det f de L en R, la imagen

inversa de R\{0} es un abierto i.e. det™*(R\{0}) = Isom(E, F).

1.10 Aplicaciones multilineales continuas

Definiciéon 1.10.1 Sean Ei, Es,...,E,, F espacios vectorialesy sea f: E1x---xE, — F
una aplicacién, se denomina multilineal, si para cada k = 1,...,ny para cada sistema
de elementos a; € E;, i # k, la aplicacion parcial x, — f(ai, ..., Qp_1,Xk, Qgi1,--., 0y)

de E), en F es lineal.
Observemos que f(A1X1,..., AnXpn) = A1 A f(X1,. -+, Xn)-

Teorema 1.10.1 Sean E,, Es,.. ., E,, F espacios vectorialesy sea f: F1 X ---x E, — F

una aplicacién multilineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:
i) f es continuaen E1 X --- x E,
i) f es continua en (0,...,0) € By x --- X E,

it1) || f(x1,...,Xxn)| estd acotada en el producto de bolas unitarias, ||x1|| < 1,...,[|x,| < 1.

Demostracion
i)=1ii1) Es claro.

ii)==iii) Como f es continua en (0,...,0), dado € = 1, Ip > 0 tal que si ||x;|| < p,
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para todo ¢ = 1,...,n implica ||f(x1,...,%,)|] < 1, por lo que |x;|| < 1, para todo

i=1,...,n = |f(x1,...,x2)|| < pin,lo que prueba iii).

iii)=1) Suponiendo que iii) es cierta, 3M >0 tal que si ||x;|| < 1, i =1,...,n =
lf(x1,...,xp)|| < M,asiVx;€E;,i=1,...,n,setieneque || f(X1,...,Xn)|| < M|x1] - |xn].
Demostraremos que en estas condiciones f es continua en un punto arbitrario (a, ..., a,).
Ahora,
FOet,ooxn) — flag,...,an) = f(x1 —ag, ..., %) + fa1, %X — Q2,X3, ..., X))+
et flag, . U1, Xy — ),

por lo tanto:

[fOersooxn) = flan, oo an)l| < Mlxy — aal - [Ixnl] + Mllag || fx2 — az|| [xs] - - - [Ixnll+
et Mlla] - flana ] [xn — anl].
Six; —ai| <e Vi=1,...,n, se tiene que ||x;|| < |la;|| + €, Vi=1,...,nie. FA>0
tal que ||x;|| < A, Vi = 1,...,n, independiente de €. Asi se tiene que ||f(x1,...,X,) —
flag,...;a,)|| < MA™ 15 ||x; — a;|| < nM A" e, lo cual prueba la continuidad de la
i=1
n
funcion f. Pero si se define la norma ||(x1,...,x,)| = >_ ||xi|| en E; x --- x E,,, basta
i=1
escoger § = —C& .
8 nM A1
Observemos que si L(F1,..., E,; F) es el conjunto de aplicaciones lineales continuas de

E; x --- x E, en F, es un subespacio vectorial del espacio de todas las aplicaciones de

Ey x---xE,enF.Para feL(Ey,...,E,;F) se escribira:

[l =" sup [lf(x1,....xn)l,
Ixili<1
1=1,..., n
entonces ||f(x1,...,x.)|| < [IflllIx1]l - - ||xn||, donde f es el menor de los M > 0 que
satisface || f(x1,..., %] < M|[x1] - [|IXn]l-
Ejercicio 1.10.1
a) Verificar que || f|| es una norma en el espacio vectorial normado L(Ey,...,E,; F)

b) Verificar que si F' es un espacio de Banach, L(E},..., E,; F') es también de Banach.
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Ejemplo 1.10.1 Aplicacién bilineal continua Sean F, F'y G espacios vectoriales
normados y sea ¢: L(F,G) x L(E,F) — L(FE,G) la aplicacién compuesta i.e. p(g, f) =

gof.

Observemos que esta aplicacion es bilineal y que ||g o f|| < ||lgll||f|l, lo cual implica que

p es continua y ||¢| < 1.

Isometria entre L(E, F';G) y L(E;L(F, G))

Vamos a definir una aplicacién ¢: L(E, F';G) — L(E,L(F,G)) de la siguiente manera.
Sea f € L(E, F;G), f(x,y) es una funcién de dos variables x € FE, y € F. Fijada x, la

aplicacion y — f(x,y) lineal de F en G y la representaremos fx. Se tiene:

A= 11FCa W< AT A< LA

es decir fy es una aplicacién lineal continua, entonces x —— fx es una aplicacién
9:E — L(F,G) que también es lineal. Ademas ||g(x)|| < |f]llIx|l, luego g es conti-

nua con |[g|| < [[f]].

Hemos asociado a f €L(F, F; G) un elemento g€ L(E, L(F,G)) que por definicién es p(f).
Es claro que ¢ es lineal y que [|o(f)|| = ||g|| < || f]|..]l¢]l < 1. Vamos ahora a definir una

aplicacion en el sentido inverso:
V:L(E,L(F,Q)) — L(E, F;G).

Partamos de una aplicacién lineal continua g: E — L(F,G). Parax € E, g(x) € L(F, G)

i.e.parax € E,y € F, g(x)(y) es una aplicacién bilineal.

FEx F — G es tal que [g0)@)ll = £l < gl ull < lgllxlliyll, lo que

prueba que f es bilineal, continua y que ||f|| < ||g||. Asi cada g € L(E,L(F,G)) define
f € L(E,F;G) dada por ¢(y). Es claro que v es lineal y que ||f|| < |lg] i-e. ||¥| < 1.
Ahora, las aplicaciones ¢, 1) son inversas una de la otra, por lo que 1) o ¢ es la identidad
de L(E x F,G), sunorma es 1, entonces 1 = ||1) o ¢|| < ||¢]|||¢|l ¥ como ||| <1, ||¢] <1,

se tiene ||| = ||| = 1. Asi ¢ conserva la norma; es una isometria.
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1.11 Ejercicios

1.11.1 Generalidades

. Dar un ejemplo de dos subconjuntos A y B de X tales que B C A y de una aplicacién

f:X — Y tal que f(4\B) # f(A)\/(B).
Dar un ejemplo de aplicaciones f: X — Y y de subconjuntos A C X tales que:

a) f(X\A) C Y\f(4) b) f(X\A) D Y\f(4) ¢) que no se cumpla a) ni b).

. ¢Se relacionan de algtin modo los conjuntos f~1(Y\B) y X\f~!(B), si f es una apli-

cacionde X enY y B CY?

Sea f una aplicacion f: X — Y, probar que las siguientes condiciones son equivalentes:

a) f es inyectiva

b) f(AN B) = f(A) N f(B), para todos los subconjuntos Ay B de X

¢) f71(f(A)) = A, para todo A € P(X).

5.

Dar un ejemplo de una familia de conjuntos (A4;);cs si:
al={1,23 bI=R olI=N dI=[210].

Dar un ejemplo de una familia de conjuntos (A, ),cn que cumpla las siguientes condi-

ciones: @ # A, CR,VneN; A,11 CA,,VneNy ) A, = Q.
nelN

Sea (E,)nen una familia decreciente de conjuntos no vacios, es decir E,, D F,, 11, Vn € N
yE,#@,¥ncN. Sea E = ﬂN E, yseaF,, = E,\E,+1. Demostrar que E;\E = U]N F,
yque F,NF; = Qsii#j. " b

Sea f: E — F una aplicacion; se dice que X C FE es estable si f(X) C X. Demostrar

que:

a) Si X es estable, entonces f(X) es estable.

b) Toda unién de partes estables es estable y toda interseccion de partes estables es esta-

ble.

¢) Si X C F existe un subconjunto D C E que es estable, tal que D D X y tal que si F es
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una parte estable y X C F entonces D C F. Designemos con X esta parte estable, es

decir la parte estable mas pequena que contiene a X.

d) Demostrar quesi X C Y — Xcv.

e)Sea f"(X) = fof" 1(X), f{(X) = f(X)y f%(X) = X, demostrarque X = |J  f*(X).

neNU{0}

f) Demostrar que X = X U f()?) =XU f(/)?)

g)Sea F = f(E)y G = E\F, probar que VX C G, existe Y C F tal que f(XUY) =Y.

h) Si X, es la interseccién de todas las partes estables no vacias de FE, demostrar que

10.

11.

12.

13.

Xo = f(Xo).

n n
a)Sea x = (z1,...,z,) € R", probar que Y z; < \/n,| > 2.
i=1 i=1

b) Probar que x-y = ||x|| ||[y|| cos 8, donde 6 es le angulo formado por los vectores x y y.
Utilice y verifique que ||y — x||* = [|x]|? + [[y[|* — 2||x|| |ly|| cos 6.

¢) Probar que si |x-y| = ||x|| ||y, x ¥y Yy son colineales.

n n n
Sia1 2@22~-~2anyb12b22--~2bn,entonces EaZZbZSnZalbl
: : =

=1 =1 i=

1.11.2 Normas

Sea N:R? — R, N(z,y) = sup |z + ty|, probar que N es una norma sobre R? y
te[0,1]

determinar la bola cerrada de centro (0,0) y norma 1.

Sea FE el espacio vectorial de aplicaciones continuas de [0,1] en R, con la norma || ||

definida por || f||oc = sup |f(t)|. SeapeN, fijo, (f1, f2, ..., fp)€EP, N:R? — R definida

t€[0,1]
p

> zifi

=1

por N(z1,...,xp) = , dar una condicidon necesaria y suficiente para que N sea

o0
una norma en RP.

Sea E el espacio vectorial de aplicaciones de clase C? de [0,1] en R, donde N, N/,

N son aplicaciones de E? en R, definidas por: Vf € E, Noo(f) = sup |f(x)], Ni(f) =
z€[0,1]

[FO)+ sup [f'(x)]y NL(f) = [f(0)] +[f'(0)] + sup [f”(z)|. Probar que son normas
z€[0,1] z€[0,1]

y compararlas.
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14. Sea E el espacio vectorial de sucesiones acotadas en R, u = (un)nen tales que ug = 0.
Se define N (u) = sup |u,| y N(u) = sup |[tup41 — Unp]-
nelN neN
a) Demostrar que N, y N son normas sobre F.

b) Demostrar que Vu € E, N(u) < 2N (u) y que Ju € E\{0} tal que N(u) = 2N (u).

¢) Demostrar que N y N, no son equivalentes.

15. Sea E el R-espacio de aplicaciones continuas de [0,1] en R y sea 0 # g € E. Se define
Noo, Ng: B — R por Noo(f) = P [f (@) y Ng(f) = No(f9)-
ze|0,

a) Probar que N, es una norma si y sélo si el interior de ¢~ ({0}) es vacio.

b) Demostrar que N, N, son normas equivalente si y sélo si g=1({0}) = .

16. Sea (E, || ||) un espacio vectorial normado. Probar:
AV, Y,z t €, [x —y[ + [z -t +[x =z + [y -t > [x -t + [y — z|.
b) Vx, y, z€ E tales que x+y+z = 0 se tiene |[x —y||+ ||y —z||+|z—x[| > 2(|[x| + [y || +]z]).
0 vx, y € £\{0} se cumple x — || > sup{|x|. [yll} || 25 — -
@) ¥x, y € B\{0}, x —yll = 3+ Dl 5 = -
17. Sea E un espacio vectorial normado y 7: E — F definida por T(u) = u <= |ju]| <1y

T(u) = iy <= [ju] > 1. Probar que [ 7(w) — T(v)] < 2[u —v].

18. Sea E un espacio vectorial, N y N, normas sobre E. Sea B; = {x € E/N;(x) <1} y

By = {x € E/Ny(x) < 1}. Probar que si B; = B, = N; = Na.

19. Sea F un espacio vectorial normado y seana,b € E, r >0, s > 0, A # 0. Demostrar que:
a) Bla+b,r+s) = B(a,r) + B(b, s).
b) AB(a,r) = B(A\a, |\|r).
¢) B(a,r)N B(b,s) # @ <= |la—b| <r+s.

d) B(a,r) = B(b,s) <= (a,r) = (b, s).
1.11.3 Topologia de un espacio vectorial normado

20. Demostrar que normas equivalentes definen los mismos abiertos i.e. todo abierto por

una norma es unién de abiertos por la otra norma.
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Dar un ejemplo en R de:

a) Una interseccion de abiertos que no sea abierta.

b) Una unién de cerrados que no sea cerrada.

¢) Demostrar que Q C IR no es abierto ni cerrado.

22.

23.

24.

Sea E un espacio vectorial normado, A C FE abierto y sea x € F; definimos x + A =
{x + a/a € A}. Demostrar que x + A es un abierto.
Si B C E definimos B+ A = {b +a/b € B,ac A}; pruebe que B + A es un abierto.

Sea A= {(z,y) e R?/y = sen%}, B ={(0,y) € R?/]y| < 1}. Demostrar que B C A..

Sea E un espacio vectorial normado, A C F, definimos la frontera de A por Ft(A) =

A N E\A. Demostrar que:

a) §t(A) C A < A es cerrado.

b) Fr(A)N A = ) <= A es abierto.

) 3t(A) = @ < A es abierto y cerrado.

25.

26.

217.

28.

29.

o o

Dar un ejemplo de conjuntos de una parte A C R paralacual A, 4, A, A, A, A

sean dos a dos distintos.

Sea E un espacio vectorial normado. Probar que:

a)Aesabierto<:>/i =A b) AnB —ANB c) 1 = FE\E\A
d) A\B =A\B A =A HA =A

ggACB= A CB.

Sea E un espacio vectorial normado y sea A C E un abierto, demostrar que AU (E\A) =

E.

Sea E un espacio vectorial normado, A un abierto de F y B C E. Demostrar que

ANB = AN B. Dar un ejemplo de abiertos Ay B de R talesque ANB, ANB, ANB,

AN B sean dos a dos distintos.

Sea F un espacio vectorial normado. Demostrar que:
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a)Si Uy V sonabiertosysiU =V =E= UNV =E.
b)SiU y V son abiertosde EysiUNV =0 = U NV = Q.
c)Si FyGsoncerradoscon F' =G =0 = FUG =0
30. Sea E un espacio vectorial normado, sea a€ E y F un cerrado tal que a ¢ F. Demostrar

que existen dos abiertos disjuntos U y V talesqueac Uy F C V.

31. Sea E un espacio vectorial normado y sea A una parte de E, se dice A es una parte
rara (o el conjunto es raro) si y sélo si j = (). Las siguientes tres propiedades son
equivalentes:

a) A es rara
b) A es rara.
¢) E\A =E.

d) Probar que si A y B son raros, entonces AU B es raro.

32. Sea E un espacio vectorial normado, X C E. Probar que las siguientes propiedades son
equivalentes:
a) Todo punto de X es un cerrado de X.
b) Para todo par de puntos distintos de X, existe un vecindario en X alrededor de uno de
los puntos que no contiene al otro.
c) Para todo x € X la interseccion de los vecindarios de x en X es igual a {x}.
d) Para toda parte A de X, la union de partes cerradas de X inducidas en A es igual que

A.

33. Sea F un espacio vectorial normado, X una parte de FE. Las nociones de abierto, cerrado,
interior, adherencia son relativas a X. Las siguientes propiedades son equivalentes:
a) YU C X abierto de X, U es abierto de X.

b) VF C X cerrado de X, ]g es un cerrado de X.
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e) VU, V abiertos de X talesque U NV = ), se tiene U NV = Q.

) VF, G cerrados de X tales que FUG = X, setiene FF UG = X.

34

35.

36.

37.

38.

. Sea E un espacio vectorial normado, a € E, p > 0, probar que B(a,p) = B(a,p) y

o

B(a,p) = B(a,p).

Sea F un espacio vectorial normado y sean A y B dos partes de E, A € R. Demostrar
A+BC A+ B, M\ = \A, A+B c m y 5\02 — A A . Probar ademds que se puede
tener A+ B# A+ By m #2 +B.

Sea E un espacio vectorial normado, F' un subespacio vectorial de E tal que Z; £ @,

probar que F = E.

Sea F un espacio vectorial normado, F' un subespacio de F, demostrar que F es un

subespacio de E.

Sea E un espacio vectorial normado, U un abierto de F, C el cono de vértice 0 sobre U,

es decir C = {XAx/A >0, x € U}.

a) Demostrar que C es un abierto.

b) Demostrar que si0 e U = C = F.

39

40.

41.

42.

. Determinar todos los cerrados de R conteniendo a Q. Dar un ejemplo de una parte de

R que no sea la interseccion de un abierto y un cerrado.

Demostrar que el conjunto {(x,y) € R?/z +y > 1} es un abierto de R? y que el conjunto
{(z,y) € R*/23 + 2%y + zy* + v — (22 + y?) = 0} es un cerrado de R? de interior vacio,

teniendo (0,0) como punto aislado.

Sea (uy,)n>0 una sucesiéon de nimeros positivos tales que u,, — +oo. Para cadan € N

se da un cerrado F), de R incluido en R\ [ —uy, u, |. Probar que |J F, es cerrado de R.
neN

Sea U abierto de R, a cada x € U se asocian los elementos 7/, 2/ de R = R U {—o0, +0c0}
definido por 2’ = inf{y e R/y <=z, |y, [ C U}, 2" =sup{z € R/x <z, |z,2] C U} yse

denota I, = ]2/, 2" [.

a) Probar que I, es el intervalo abierto més grande que contiene a x y esta contenido en
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U.

b) Sea f:U — IR una aplicacién estrictamente creciente y acotada; probar que Vn € N*,
existe a lo sumo un nuimero finito de intervalos I, = ]2/, 2" | distintos, tales que f(z") —
fa)> 1.

¢) Deducir que U es la unién de una familia a lo sumo numerable de abiertos dos a dos

disjuntos.

43. Sea E un espacio vectorial normado, (4;);c; una familia de partes de F.

o o
o —

a) Probarque N 4; c N A, UACc UA, N4 cNAyUA c UA.
iel iel  icl icl iel iel il icl
b) Encontrar ejemplos en que la inclusidn es estricta.
44. Sean FE y F espacios vectoriales normados, A C E, B C F.
a) Probarque Ax B=AxB, AxB =A xB.
b) A x Bescerradoen F x F' <= A es cerrado de F y B es cerrado de F'.
A x B es abierto en E x F' <= A es abierto de F'y B es abierto de F'.

¢) 3t(A x B) = A x Ft(B) UFt(A) x B.

45. Sean FE, F, GG espacios vectoriales normados, A es un abierto de ¥ x F'y B abierto de
FxG.Sedefine BoA={(x,z)e ExG/3y€F, (x,y)€A, (y,z) € B}. Probar que Bo A

es abiertode F x G.

46. Sea E un espacio pre-hilbertiano:

a) Demostrar que Va € F, la aplicacién fy: F — R es continua.
X — (X, a)

b) Deducir que VA C E el ortogonal A+ de A es un subespacio vectorial cerrado de .
47. Sea E el espacio vectorial normado sobre R de aplicaciones continuas de [0,1] en R, con
la norma || ||. Se define F; la parte de F formada por las aplicaciones derivables, M
formada por las aplicaciones mondtonas, P formada por las aplicaciones polinomiales.

Demostrarque £, =M =P = ().

48. Sea E el R—espacio vectorial de aplicaciones continuas de [0, 1] en R, provisto de || | oo,
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1, S, B las partes de F formada por las aplicaciones elementales de F, con valores en
[0,1] y respectivamente inyectivas, sobreyectivas, biyectivas. ;Son I, S, B cerrados o

abiertos en E7?

1.11.4 Frontera

49. Sea E un espacio vectorial normado y A, B dos partes de E, probar que:

a) E\A=E\Ay E\A = E\A

b) Ft(A4), A , B\ A son dos a dos disjuntos

¢) §r(4) = (AN (E\A)) U (AN (E\A4))

d) Fe(A) C Fe(A) y Fe(A ) C Fe(A)
Q) ACT(A) == A =0

f) A es una parte cerrada < Fr(4) C A

g) A es a abierto <= ANFr(A) = @

h) Fe(A) = A\ A

1) §r(AU B) C §r(A) UFe(B)

j) Si A es cerrado, entonces B N §t(A) C Ft(AN B)

k) A= AUgr(A)

1) Si Ay B son abiertos, entonces:

50.

51.

52.

53.

(ANFe(B)) U (BNFe(A)) C Ft(ANB) C (ANFe(B)) U (BUF(A)) U (Fr(A) N Fe(B)).

Dar un ejemplo en que estos conjuntos sean dos a dos distintos.

{Se puede decir que Fr(Fr(A4)) = @, VA C E, donde E es un espacio vectorial normado?
{St(Se(A)) = Fe(A)?

Sea E un espacio vectorial normado y consideremos H = {F C E/F es cerrado}. /La

aplicacién §v: P(E) — H es sobreyectiva?

Sea E un espacio vectorial normado, U C E abierto, probar que Ft(U) = §t(U) = U =

U.

Sea E un espacio vectorial normado y sea A C E. Las tres propiedades siguientes son
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equivalentes:

a)VX eP(E), ANX =AnX.

O
—

b)VX e P(E), AUX = A UX .
c) Fr(A) = Q.
d) Demostrar que §t(A) = () —= VU abierto de E se tiene ANU = ANU.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

1.11.5 Partes densas

Dar un ejemplo de dos partes Ay B de IR, complementarios de R, en biyeccién uno con

el otro y densos en R.

Sea D denso en R, demostrar que D es infinito y que si se quita a D una parte finita se

obtiene un conjunto denso en R.

Sea F un espacio vectorial normado, A, B, X, Y C E. Demostrar que si A es denso en

X (es decir X ¢ A)y Besdensoen Y, entonces AU B es densoen X UY.

Sea F un espacio vectorial normado, D C E, demostrar que D es denso en F < YU

abierto de £/, DN U es denso en U.

Sea E un espacio vectorial normado, D C E denso en F y x € D. Demostrar que para

todo V vecindario de x en D, V es un vecindario de x en E.

Sea F un espacio vectorial normado, admitiendo una parte densa a lo sumo numerable,
demostrar que toda familia de abiertos de E no vacios, dos a dos disjuntos, es a lo sumo

numerable.
Demostrar que Q2 es denso en R2.

Sea E un espacio vectorial normado, A C E que admite al menos un punto de acumu-

lacion en E, entonces A es infinito. Estudiar el reciproco.

Sea D una parte densa de R, demostrar que D es infinito y que si se elimina en D una

parte finita se obtiene un conjunto denso en IR.



63.

64.

65.

66.

67.
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1.11.6 Puntos aislados

Sea F un espacio vectorial normado, X C F, demostrar que para que todo punto de X

sea aislado, es necesario y suficiente que todo punto de X sea abierto en X.

Sea A C R, demostrar que si todos los puntos de A son aislados, entonces A = .

Estudiar el reciproco.

Sea E un espacio vectorial normado, U un abierto de E, x € U, demostrar que si x es

aislado en U, x es aislado en E.

Demostrar que si A C E espacio vectorial normado, no tiene puntos aislados, sucede lo

mismo con A.

1.11.7 Puntos de acumulacion

Sea E un espacio vectorial normado, para cada X C F se denota por X’ al conjunto de
puntos de acumulacién de X en F, llamado conjunto derivado de X. Sean A, B C E, U,

V abiertos de F, probar:

a)AcCB= A"c B

b) (AUB) = A UB' y (AN B) c AN B’. Dar un ejemplo en que no haya igualdad

c¢) A’ es cerrado y ademas A’ = A’ = (A)’

dUNA C(UN A

UNV=0=U0U" NV =@

f) A es cerrado siy sélosi A’ C A. Ademas A = AU A’

g) Si F' es un espacio vectorial normado y C' C F, entonces A’ x ¢/ C (A x C)’. Dar un

ejemplo donde no se da la igualdad

h) Se define A" por A° = A, A"t = (4A")'. Sin > 0, dar un ejemplo de un conjunto A C R

tal que ) #£ A3 £ A% £ A’



68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.
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1.11.8 Convexidad

Sean F un espacio vectorial normado, C1,C>, ..., C,, partes convexasde Fy ay,...,a, €

R. Demostrar que a;C + - - - + a,,C,, es una parte convexa de E.

Sea F un espacio vectorial normado, se dice que una parte A de F es estrellada si y sélo
si existe un a€ A tal que Vx € A el segmento [a,x] C A, donde [a,x] = {da+(1—N)x/\e

[0,1]}. Demostrar que si A es estrellado, entones A es estrellado.

Sea E un espacio vectorial normado, C' una parte convexa de E, probar que C'y C' son

convexas.

Sea E un espacio vectorial normado, U un abierto de F, demostrar que U en convexo si

ysolosiU +U =2U.

Demostrar que la parte de (2, formada por las sucesiones u = (u,),>1 € £?, tales que
o0
> n?u? converge y su limite de convergencia es menor que 1, es una parte convexa
n=1

interi io. (2 1 i torial do d i = d
y con interior vacio. es el espacio vectorial normado de sucesiones u = (uy),>1 de

o) 1
términos reales, tales que >_ u2 converge. La norma se define por [luf, = ( 3 u2)®.
n=1

n

1.11.9 Distancia de un punto a una parte

Sea F un espacio vectorial normado, A C E, A # (), x € E, comparar d(x, A) con d(x, A).

Sea E un espacio vectorial normado, a cada parte cerrada A # () se le asocia la apli-
cacién dy: E — R, definida por d4(x) = d(x, A) = inxf4 d(x,a). Probar que la aplicacién
ac

A — d 4 es inyectiva.

Sea E el espacio vectorial de aplicaciones acotadas de [0,1] en R, provisto de la norma
| fllo = sup |f(x)], sea A C E formado por las aplicaciones continuas y se considera

z€[0,1]

fo € E, definida por fo(z) =1,siz € [0,1], fo(x) =2,siz €]3,1]. Calcular d(fo, A).

Sea E el espacio vectorial sobre R de aplicaciones continuas de [0,1] en R, provisto de

1
la norma | ||ooyA:{feE/f(0):0,/0 F>1).

a) Demostrar que A es una parte cerrada de E.
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b) Demostrar que Vf € A, || f]ls > 1.

¢) Calcular d(0, A).

717.

Sea E un espacio vectorial normado.

a) VX C E,n € N*, se denota por H,(X) = {x € E/d(x,X) < 2}. Demostrar que H,(X) es

un abiertode Fy que (| H,(X)= X.
neN*

b) Deducir que todo cerrado es intersecciéon de una familia numerable de abiertos de E.

¢) Demostrar que todo abierto de E es unién de una familia numerable de cerrados de F.

78.

79.

80.

81.

82.

Sea FE un espacio vectorial normado, ) # A C Ey da: E — R definida por da(x) =
d(x, A). Demostrar que si A es una parte convexa de F, d4 es una aplicacién convexa.

Estudiar el reciproco, suponiendo ademas que A es cerrado.

Sean E espacio vectorial normado, A C FE acotado, definimos el diametro de A por

diam(A4) = sup ||x —y].
XEA

ycA
a) Demostrar que A es acotado y que diam(A ) = diam(A).

b) Pruebe que si A, B C R™ no vacios y acotados diam(A U B) < diam(A4) + diam(B) +
[x —yll, ¥x € A, Yy € B.

¢) Concluya que diam(A U B) < diam(A) + diam(B) + d(4, B).

d)SiANB# @ = d(A,B) =0y que el reciproco es falso.

e) Demostrar que Ft(A) es acotada y que diam(Fr(A)) = diam(A).
1.11.10 Topologia inducida
Sea E un espacio vectorial normado y sean A C B C E, probar que si A es una parte

abierta de B y B una parte abierta de I/, entonces A es una parte abierta de E. Probar

que lo mismo ocurre con las partes cerradas.

Sea E un espacio vectorial normado y sean A, B C Ey C C E tales que C C AN B.
Demostrar que si C es un abierto de A y un abierto de B, entonces C es un abierto de

AU B.

Sea E un espacio vectorial normado, sea (U;);c; un recubrimiento abierto de £ y A una



83.

84.

85.

86.

1.11. Ejercicios 53

parte de E. Demostrar que A es cerrado en E siy sélo si, Vi € I, AN U; es una parte

cerrada de U;.

1.11.11 Sucesiones en un espacio vectorial normado

Sea E un espacio vectorial normado, X C F, demostrar que todo punto de X es aislado

si y s6lo si toda sucesion convergente en X es estacionaria.

Sea E un espacio vectorial normado y sean (x,,).en, (Y,,)nen dos sucesiones en F tales

que x,, — Xy vy, — Y, entonces d(x,,y,,) — d(x,y).

Sea E un espacio vectorial normado y (u,),en una sucesiéon de E tal que (usp)nen,

(U3n41)neN; (U3n42)neN ¥ (U7n41)nen convergen. Demostrar que (u,),en converge.

Sean E'y F espacios vectoriales normados, (x,,)nen € E'Y (Y,,)nen C F sucesiones.

a) Demostrar que si (x,y) es un punto adherente de ((x,,, y”))nelN en E x F, entonces x es

un punto adherente de (x,,).cn ¥ Y es un punto adherente de (y,,)nen.

b) Dar un ejemplo en el cual (x,,)nen, (Y,,)nen admiten al menos un punto de acumulacién,

87.

88.

89.

pero (X, Y,, )neN NO.

Sea E un espacio vectorial normado, (u(,;)),penxn Una sucesion doble en E. Se
supone que Vn € N, la sucesién (u, ,)),cN converge a v,, y que la sucesion (v,,),cn con-
verge a { € E. Demostrar que existe una aplicacién p: N — N, estrictamente creciente

tal que la sucesion (u(, ,(n))nen converge a /.

Sean E y F espacios vectoriales normados, (x,,),cn una sucesion de E; x € E, (Y,,)neN
sucesion en F', y € F. Se supone que x,, — x y que Yy es un valor adherente de (y,,)nen-

Demostrar que (x,y) es un valor adherente de ((x,,,Y,,))nenx en E X F.

Sea E un espacio vectorial normado, (u,,),en C E, para peN se denota U, = {u,,/n>p}.

Demostrar que [ U, es el conjunto de valores adherentes de la sucesién (u,),en.
peEN
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1.11.12 Continuidad

90. Sean F y F espacios vectoriales normados, F' # {0} y X C E. Probar que X es discreto

siy s6lo si toda aplicacién de X en F' es continua.

91. Sean E y I espacios vectoriales normados, f: E — F continua, A C E, demostrar que

si A es denso en E, entonces f(A) es denso en f(F).

92. Sean E y F espacios vectoriales normados y sea f: E — F una aplicacién. Demostrar

que las siguientes propiedades son equivalentes:

a) f es continua.

b) VA€ P(E), f(A) c F(A).
Q) VB e P(F), f-1(B) C f~(B).

O

dVBecP(F), f ' (B)c f~4B).
93. Sean F y F espacios vectoriales normados y sea f: E — F una aplicacién continua.

a) Para A C E, comparar f(Ft(4)) y Ft(f(A)).

b) Para B C F, comparar f~!(gt(B)) y t(f~1(B)).

94. Sean F y F espacios vectoriales normados, f: F — F continua.
a) Comparar para A C F, los conjuntos f(A4")y f(A).

b) Comparar para B C F, los conjuntos f~}(B")y f~1(B)’.

95. Sean E' y F espacios vectoriales normados y sea f: £ — F un aplicacién. Demostrar

que f es continua siy sélo si Vx € FE, 3V, un vecindario de x en FE, tal que la restriccién

de f a V, sea continua en V,.

96. Sean E y F espacios vectoriales normados, F, E5 cerrados en E tales que E; U FEy = E

y sea f: E — F una aplicacion. Demostrar que si las restricciones f|g, y f|g, son

continuas, entonces f es continua.

97. Sean FE y F espacios vectoriales normados y sean f, g: E — F dos funciones continuas,

demostrar que {x € E/f(x) = g(x)} es un cerrado en E y que si F' = R, el conjunto

{xeE/f(x)<g(x)} esuncerradoen Fy {x € E/f(x) < g(x)} es un abierto de E.
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Sean F y F espacios vectoriales normados; D una parte densade 'y f, g: E — F
aplicaciones continuas. Demostrar que si f|p = g|p, entonces f = g.

Sean F y F espacios vectoriales normados, a € E, f: E — F una aplicacion acotada.
En un vecindario de a se define la oscilacién de f en a como w(f,a) = Vig‘f/a(diam( FON,
donde V, es la familia de vecindarios de a. Demostrar que f es continua en a si y sélo si
w(f,a) =0.

Sea E un espacio vectorial normado.

a) Sean a, b € E tales que a # b, demostrar que existe una aplicacién f: E — R continua

tal que f(a) # f(b).

b) Sean F' y G cerrados disjuntos no vacios de F, demostrar que existe una aplicacion

101.

102.

103.

104.

105.

®: E — IR continua tal que ®|p =0y ®|g = 1.

Sean F y F espacios vectoriales normados, f: E — F' continua, (u,),eN una sucesion

de E y a un punto adherente de (u,),en. Demostrar que f(a) es un punto adherente de
(f(un))nen en F.

Sea E un espacio vectorial normado, sea n € N* y ay,...,a, € E. Demostrar que A =

{x € E/ [] IIx — a;|| = 1} es una parte cerrada y acotada de E.
i=1

Sea F un espacio vectorial normado y sean F, G cerrados disjuntos de E. Demostrar
que existen dos abiertos U, V de F talesque F C U, G Cc U, U NV = (. En particular
verificar que si x € E\F, con F cerrado, existen abiertos O, Os tales que x€ Oy, F C Oy

y01ﬂ02:®.

Sean F, F espacios vectoriales normados, f: E — F, una aplicacion f se dice que es
abierta si VO abierto de E, f(O) es abierto de F. Demostrar que f es abierta siy sélo si

Vx € E'y todo vecindario V de x en E, f(V') es un vecindario de f(x) en F.
1.11.13 Homeomorfismos

Sean E, F' y G espacios vectoriales normados, f:F — F, g:FF — G aplicaciones

continuas de modo que f es sobreyectiva y g o f es un homeomorfismo. Probar que [y
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g son homeomorfismos.

Demostrar que en un espacio vectorial normado E # {0}, todas las bolas abiertas (res-

pectivamente cerradas) son homeomorfas.

Encontrar una aplicaciéon f:IR — R uniformemente continua sobre R, biyectiva tal

que f~! sea continua en R, pero no uniformemente continua.

Dar un ejemplo de dos espacios vectoriales normados E y F'y una aplicacién f: £ — F

tal que f sea continua y biyectiva, pero que f~! no sea continua.

Sean F y F espacios vectoriales normados, X C E,Y C F'y f: X — Y una aplicacion.

a) Se supone que [ es continua, inyectiva, sea x € E tal que f(x) es aislado en Y, demostrar

que x es aislado en X.

b) Deducir que si f es un homeomorfismo y si x € X es aislado en X, entonces f(x) es

aisladoen Y.

¢) Demostrar que [0,1], [0,1]U{2}, [0,1]U{2,3} son dos a dos no homeomorfos.

110.

111.

112.

113.

114.

Sean F y F espacios vectoriales normados y f: F — I una aplicacién, demostrar que
f es uniformemente continua si y sélo si V(x,,)nen, V (U, )nen sucesiones de FE tales que

X, — Y, |l — 0, cuando n — oo, implica que || f(x,) — f(YU,,)]| — 0, cuando n — co.

Sean F y I espacios vectoriales normados y sea f: E — F una aplicacién continua,

demostrar que el grafico de f, Gy = {(x, f(x)) € E x F/x € E} es homeomorfo a E.

Sea F un espacio vectorial normado y sean f y g: E — IR funciones uniformemente
continuas sobre F, demostrar que si f y g son acotadas, entonces fg es uniformemente

continua sobre F, pero es falso si f 0 g son no acotados.

1.11.14 Funciones Lipschitzianas

Sea E un espacio vectorial normado, demostrar que d: £ x £ — R, d(x,u) = ||x — Y|l

es 1-lipschitziana, con F x FE provisto de la norma ||(x,y)|| = [|x|lz + ||Vl &-

Sea F un espacio vectorial normado, A una parte no vacia de F, probar que la aplicacion
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x — d(x, A) es 1-lipschitziana.

Sea E el espacio vectorial normado de aplicaciones lipschitzianas f:[0,1] — IR, tal que
f(0)=0,YfecE.Sedenota N(f) =inf{k € Ry / ¥V z, y[0,1], |f(z) — f(y)| < K|z —yl}.
Probar que N es una norma sobre F no equivalente a || |-

Sea E un espacio vectorial normado, A una parte no vacia de £, k € Ry, f: A — R,
k-lipschitziana, demostrar que la aplicacién g: E — R definida por g(x) = sup(f(a) —

acA
k|lx — a||), extiende a f y es k-lipschitziana. Explicitar g(x) en el caso en que E = R,

A=10,1], f(a) =a? k=2.
1.11.15 Completitud

Sea E espacio vectorial normado, (u,),>1 sucesién de Cauchy en E, (v,),>1, definida

por v, = %(ul +---+u,), demostrar que (v,),>1 es de Cauchy en E.

Sean F, F espacios vectoriales normados, (u,,),, una sucesiéon de Cauchyen E, f:F—F

una aplicacion uniformemente continua, demostrar que (f(u,)). es de Cauchy en F.

Sea E un espacio vectorial normado y sean (u,),, (v, ), dos sucesiones de E tales que
|luy, — vpl|lg — 0, cuando n — co. Demostrar que si una es de Cauchy la otra también

es de Cauchy.

Sea F un espacio vectorial normado, (u,),eN una sucesion en F, o: N — N biyectiva.

a) Demostrar que (u,), y (U,(n))n» tienen los mismos valores adherentes.

b) Demostrar que (u,), es de Cauchy <= (u,(,)). es de Cauchy.

121.

122.

123.

Sea E un espacio vectorial normado, o >0, ) # X C Etalque Vx,yc X, x #y —

|Ix —y|| > a. Demostrar que X es una parte completa de F.

Sea E un espacio vectorial normado tal que 3p > 0 para el cual la bola cerrada B(0, p)

sea completa. Demostrar que E es completo.

Sea E un espacio vectorial normado completo, f: £ — F una aplicacion biyectiva uni-

formemente continua tal que Vx, y € E, |[x —y||g < | f(x) — f(y)|[r. Demostrar que la
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imagen por f de toda parte cerrada de E es una parte cerrada de F'.

Sea E un espacio vectorial normado y sea F un espacio vectorial normado completo,
f:E — F biyectiva, uniformemente continua y tal que f~! es continua. Demostrar

que FE es completo.

Sea E un espacio vectorial normado, D una parte densa en E, demostrar que F es

completo <= toda sucesion de Cauchy en D es convergente en F.

Sea E un espacio vectorial normado, sea D una parte densa en E y sea F un espacio
vectorial normado completo, f: D — F uniformemente continua. Demostrar que existe

g: E — F continua unica que extiende a f.

Demostrar que un espacio vectorial normado F es completo <= V(u,)n,en C F tal que

lup, — upa| < 2% converge.

Sea E un espacio vectorial normado, demostrar que E es completo si y sélo si V(F,)n>0

=

de cerrados acotados no vacios de F, decrecientes y tales que lim diam(F,) = 0, se tiene

N F.# 9.

n>=0

Sea F un espacio vectorial normado completo y sea f: F — E una aplicacién tal que
Ja€]0, 5[, parael cual Vx, y € B, | f(x) - f(y)l| < a(||f(x) =x| +|f(y) —y|)). Demostrar

que f admite un punto fijo tnico.

Sea FE un espacio vectorial normado completo, f: E — E aplicacién para la cual 3pcN*

tal que fP sea una contracciéon. Demostrar que f admite un punto fijo dnico.

Demostrar que el espacio vectorial normado de E de aplicaciones continuas de [0,1] en

1
R, provisto de la norma || f||; = / | f(x)|dx no es completo.
0

Sea (X, d) un espacio métrico completo acotado, I el conjunto de homeomorfismos de

X en X. Demostrar que §:1 x I — R definido por §(f,g9) = sup [d(f(x),g(x)) +
xeX

d(f~1(x),g7t(x))] es una distancia sobre 1 y que (I, §) es un espacio métrico completo.

a) Sea F un espacio vectorial normado # {0} y sean a, b€ E, p >0, a >0, demostrar que

B(a,p) C B(b,a) <= [a—b[| < a—p.



1.11. Ejercicios 59

b) Sea E un espacio vectorial normado completo, (a,), una sucesién de E, (p,), una

sucesién en R’ . Se supone que la sucesién (B(a,,pn)), es decreciente y que p, — p.

Demostrar que (a,,), converge y que si a = lim a,, se tiene (| B(a,,p,) = B(a, p).
n—oo neN

134. Sea f: S — S, S C R™ una aplicacién tal que || f(x) — f(y)|| <|[x — y||, six # y.
a) Probar que f posee a lo sumo un punto fijo y dar un ejemplo de funcién de este tipo sin
puntos fijos.
b) Seax € S, po = X, Pnt1 = f(Pn), ¢n = ||Pn — Pnt1ll, » > 0, probar (c,), es una sucesion
decreciente y que existe c = lim c,.

n—oo

¢) Supongamos que existe una sub-sucesioén (py, ) convergiendo a q € S. Probar que

kEN
c=lla—f(a)l =f(a)—f(f(a))lly deducir que g es un punto fijo de f y que p, — .

d) Si S es compacto, deducir que f siempre tiene un punto fijo dnico.

1.11.16 Compacidad

135. Se denota Ko = [0,1], K1 = Ko\]3,2[, K2 = Ki\(J§,2[U]L,8]),...y K = ) K,.
nelN

Demostrar que K es un compacto de interior vacio (X es el conjunto de Cantor!?).

136. Demostrar que una parte K de un espacio vectorial normado F es compacta <=V (F});cr

familia de cerrados de K tales que (| F; = @, 3N € N* y iy,...,iy € I tales que
i€l

NF "
D=9

1

137. Sea E un espacio vectorial normado y sea () # X C E, demostrar que cualesquiera dos
de las tres propiedades siguientes implica la tercera:
i) X es compacto ii) X es discreto 1iii) X es finito.

Solucion

0Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) Matematico ruso-aleman nace en San Pe-
tersburgo (Leningrado, Rusia) y fallecido en Halle, Alemania. Ya en la escuela Cantor, mostré talento por las
matematicas. Se doctoré en 1867 y obtuvo el puesto de profesor en la Universidad de Halle en 1872. Mejor
conocido como el creador de la Teoria conjuntista, Cantor construy6 una estructura légica completa, en la cual
se postulaba que una serie completa de nimeros transfinitos, representaba diferentes 6rdenes de infinitos.
También adelanté el estudio de las series trigonométricas, fue el primero en probar la no numerabilidad de

los ntimeros reales e hizo contribuciones importantes a la teoria de la dimensién.
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1) y ii) = iii) ({x})xex es un recubrimiento abierto de X, pues {x} es abierto en X —>
X se recubre por un nimero finito puntos {x} i.e. X es finito.

i) y iii)) = ii) En efecto iii) = ii).

ii) y iii) = 1) X tiene un numero finito de abiertos.

Demostrar que toda parte compacta K de un espacio vectorial normado F, contiene una

parte densa dentro de K, a lo sumo numerable.

Sea F un espacio vectorial normado, U, V abiertos de £ y K un compacto de E tal que
K c U UV. Demostrar que existen compactos Ky, Ky de E tales que K = Ky U Ky,

KycU,Ky CV.

Sean F, F' espacios vectoriales normados, K C E compacto, L C F'y A una parte cerrada

de K x L. Demostrar que la segunda proyeccion pr,(A) es cerrada.

Sea F un espacio vectorial normado de dimensién finita, (u, ), una sucesion acotada en

E. Probar que el conjunto de puntos adherentes de (u,,),, en E es un compacto de E.

Sea FE un espacio vectorial normado, K una parte compacta de F, (u,), una sucesion

en K, demostrar que si (u, ), tiene un dnico punto adherente, entonces (u,,),, converge.

Sea E un espacio vectorial normado tal que B(0,1) es compacta, demostrar que E es

completo.

Sea E un espacio vectorial normado, F' C E cerrado, K C E compacto, demostrar que

F + K es cerrado. (Es el resultado cierto si K es sélo cerrado?

Demostrar que toda parte A de R que tiene un nimero finito de puntos de acumulaciéon

en IR, es a lo sumo numerable.

Sea f:IR — IR una funcion tal que Vz € R, de, > 0 de modo que f es creciente en

|z — €., + €, [, demostrar que f es creciente en RR.
Demostrar que [0,1] y R no son homeomorfos.

Sea E un espacio vectorial normado, sea e, es, e3 un sistema libreen E ysea f:R — R



1.11. Ejercicios 61

definida por f(t) = |t(cost)e; + t(sent)es + (t> — 1)es]|, probar que existe m > 0 tal que

VteR, f(t) > m.

149. Sea F un espacio vectorial normado, K, L C E compactos, demostrar que K + L es

compacto.

150. a) Sea F un espacio vectorial normado y sean K, . C E compactos, demostrar que la
unioén de segmentos que unen un punto de X y un punto de L, es compacta.
b) Sean E, F dos espacios vectoriales normados, K una parte compactade £, L C F'y

f: K — L continua y biyectiva, demostrar que f~! es continua.

151. Sean E, F espacios vectoriales normados, A C F, f: A — F continua, p: A — A X F
definida por ¢(a) = (a, f(a)) y G = A x f(A).
a) Demostrar que ¢ es continua.

b) Demostrar que G es compacto <= A es compacto.

152. Sea F un espacio vectorial normado, A C E una parte no vacia de F, para cada p > 0 se
define el conjunto V,(A) = {x € E/d(x, A) < p}.
a) Demostrar que V,(A) es un abierto de E'y que A C V,(4).
b) Demostrar que si A es compacto, VU C E abierto, donde A C U, existe p > 0 tal que

V,(A) CU.

153. Sea FE un espacio vectorial normado.
a) Sea (a,), una sucesion en F, que converge a un elemento ¢ € FE, demostrar que {/} U
{a,/n € N} es una parte compacta de E.
b) Sean E y F espacios vectoriales normados, A C F, f: A — F una aplicacion, demostrar
que si la restriccion de f a todo compacto A es continua, entonces f es continua.
¢) Sean F y F espacios vectoriales normados, A C E, f: A — F una aplicacién, demostrar
que si f es inyectiva y si la imagen por f de todo compacto de A es un compacto de F,

entonces f es continua.

154. Sea E un espacio vectorial normado de dimensién finita, ) # A C E acotado, demostrar
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que existen a, b € A tales que diam(A) = ||b — a|.

Sea E un espacio vectorial normado, K C E compacto, K la envolvente equilibrada de
K, es decir el conjunto {\x/x € K, |\| < 1}. Demostrar que K es compacto.

Sea F un espacio vectorial normado, F' un subespacio vectorial de dimensién finita de
E tal que E # F, demostrar que existe x € F tal que ||x|| =1, d(x, F') = 1.

Sea F un espacio vectorial normado, U abierto de F, K compacto de F tal que K C U,
demostrar que existe p > 0 tal que Vx € K, B(x,p) C U.

Sea E un espacio vectorial normado, K parte compacta de E, (U;);c; un recubrimiento
abierto de F, demostrar que 3p > 0 tal que Vx € K, Ji € I, B(x,p) C U;.

Sea E espacio vectorial normado, K C E compacto, p >0, F = |J B(x, p), demostrar

xeK
que F es cerrado.

Sea F un espacio vectorial normado, K C E compacto, (F},), | una sucesién decreciente

de cerrados no vacios de K, F' = [ F,.
neN

a) Si f: K — K es continua, probar que f( () F,) = () f(Fn)

neN nelN

b) Demostrar que la sucesion (diam(F},)),cn decrece y converge a diam(F).

161.

162.

163.

164.

Sean F un espacio vectorial normado, K una parte compacta de £y f: K — K una
aplicacién tal que Vx, y € K, || f(x) — f(y)|| > |[x —y||. Demostrar que f es una isometria

de K en K.

Sean FE, F espacios vectoriales normados, K C F, L. C F compactos y sean f: K — L,
¢g: L — K aplicaciones tales que Vx, X' € K, ||f(x) — f(X)|lr = |x = X/||g, YU, Y’ € L,
l9(y) —9(W)lle = ly — v’ r. Demostrar que f(K) = Ly g(L) = K.

Sea F un espacio vectorial normado, K C F compacto; se define el conjunto I = {f: K —
K/l fx) = f)ll = llx —yll, Vx, y € K}. Probar que I es un grupo con la operacién com-
posicion o.

Sea F un espacio vectorial normado, F' un espacio vectorial normado cerrado de F, G

subespacio vectorial de dimensién finita de £, demostrar que F + G es cerrado.
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Sean F, F' espacios vectoriales normados, K C F compacto, f: K — F una aplicacién
tal que V(x, ), sucesion de Cauchy en K, la sucesiéon (f(x,)), es de Cauchy en F. De-

mostrar que f es uniformemente continua.

Sean E y F espacios vectoriales normados, K C FE compacto, f: K — F una aplicacién
tal que VA, BeP(E)\{Q}, d(A,B) = 0= d'(f(A), f(B)) =0, donde d(A, B) = injf4 la—
ac

beB
b|| y d’ se define de manera anéloga en F. Demostrar que f es uniformemente continua.

Sea f:R — IR continua, demostrar que la imagen inversa por f de un compacto de R

es un compacto de R < lim |f(x)| = +oo.
r—Fo0

Sea K un compacto de R? no reducido a un punto, demostrar que 3!la € R? y 3!p > 0 tal

que K C B(a,p) y sibe R?, § > 0de modo que K C B(b,d) = § > p.

Sea E un e euclidiano de dimension finita, K C FE compacto, para p > 0 se denota
B, = {x € E/K C B(x,p)}, demostrar que I = {p >0, B, # ()} es un intervalo. Si

denotamos py = inf I, precisar B, .

Sea f:R — IR continua, sobreyectiva tal que Vy € R, f~*({y}) es un compacto de R.

Demostrar que f es cerrada (i.e. la imagen de un cerrado es un cerrado).

Sean F y F espacios vectoriales normados, f: E — F' biyectiva y abierta, demostrar:

a) Si (y,,)» C F tal quey,, — v, la sucesién (x,,), C E conx, = f~1(y,,) convergente en

E.

b) Si B es compacto en F, A = f~1(B) es compacto en E.

172.

173.

174.

Sean F y F espacios vectoriales normados, f: F — K una aplicacion, de modo que

K C F compacto, probar que si G es cerrado, f es continua.

Sea F un espacio vectorial normado, probar que F' C E es cerrado si y solamente si

{xe E/d(x,F)=0} C F.

Se define en R la distancia d(z,y) = | arctanz — arctan y|, probar que (RR,d) no es com-

pleto.



175.

176.

177.

178.
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Sea F espacio vectorial normado, F' C F cerrado, (x,), C F' tal que x,, — x, entonces

x € F. Enuncie el reciproco y estudiar su veracidad.

Sea E un espacio vectorial normado, F' C E un cerrado, K compacto, entonces F'N K es
compacto.

Sea F un espacio vectorial normado, demostrar que toda interseccion de compactos
es un compacto y que toda unién finita de compactos es compacta. ;Toda unién de
compactos es compacta?

Sea E un espacio vectorial normado.

a) Dar un ejemplo de una sucesién de cerrados tales que F,.; C F, # (), Vn € N, pero

N F, = 0.

neN

b) Demostrar que si (F},),, es una sucesion de cerrados tales que F,, 1 C F,, F}, # @, VneN

y F,, C K compactode E = (| F, # Q.
neN

¢) Sea (F,),, una sucesién de cerrados de E, tales que F,, .1 C F,,, F,, # (), Vn € N.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

Sea F'= () F, ysea O un abierto tal que F' C O. Demostrar que existe N € N, tal que
nelN

sin>N=—F, CO.

Sea F un espacio vectorial normado y sean F un cerrado, K compacto de F, tales que

KNF = (. Demostrar que existe a>0tal que |[x—y|| > o, Vx€K,VyeK,i.e. d(K,F) > a.

a) Sea U C RR? abierto, demostrar que si (z,y) € U, existen § > 0, € > 0 tales que |z —
S,r+d[x]y—e,y+e[CU.
b) Sea a, b € R tales que a < b, sea O abierto de R? tal que O C R x [a,b] y sea A =

{reR/3Iye]a,b], (z,y) € O}. Demostrar que A es abierto en R.

Sea F un espacio vectorial normado y sea f: E — R continua en a € F tal que f(a) > 0.
Demostrar que 3B(a, p) tal que si x € B(a, p) = f(x) > 0.

Sea C = {(z,y) € R?/12? + 1y* = 1}, demostrar que C es compacto.

Sea A = {(x,y) € R?/2? — 2y > 0}, demostrar que A es cerrado en R?. jEs A compacto?

2 +1
T

(Es el conjunto A = {x € R/0 < sen x cosh z < 1} compacto?



185.

186.

187.

188.

189.

190.

191.

192.

193.

194.
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1.11.17 Aplicaciones lineales

Sean E'y F espacios vectoriales normados, f € L(E, F'), se supone V (X,,),en Sucesién en

E tendiendo a 0, la sucesién (f(x,))nen s acotada. Probar que f es continua.

Sean E y F espacios vectoriales normados, (x,), C E sucesién tal que x,, — x € E,
(fn)n C L(E, F) convergiendo a f € L(E, F'). Demostrar que (f(x,)), converge a f(x) en
F.

Sean E, F'y G espacios vectoriales normados, (f,), C L(F,F), convergiendo a f €
L(E,F), (gn)n C L(F,Q), convergiendo a g € L(F,G), demostrar que (g, o f,), converge

agofenl(E,G).

Sea F un R-espacio vectorial normado y P € R [z ]; demostrar que {f € L(F)/P(f) = 0}

es cerrado en L(E).

Sean /(> el espacio vectorial normado de las sucesiones reales acotadas x = (z,)n,
provisto de la norma ||x|| = sup |z,| y A:£>*° — (>, definida por A(x) = y, donde
neN

Y = (yn)n es tal que Vn € N, y,, = 41 — . Demostrar que A € L(¢*°) y calcular ||A|.

Sea T:{*° — (°° una aplicacién definida por T'(x) = T((xn)n) = (% > xi)nE]N,
=0

demostrar que T € L(¢*°) y calcular ||T|.

Se provee a R [z ] con la norma || P|| = sup |ay|, si P(x) = ap+a1 +- - - +a,a?. Estudiar la
n>

continuidad de las aplicaciones lineales f: P — P’, g: P — zP y calcular las normas

de las aplicaciones, si existen.

Sea n € N* y sea 9, el e de matrices n x n provisto de la norma N definida por N(A) =

sup . |asj|, con A = (a;;). Calcular || f||, si f(A) = tr(A), con f: I, — R.

1<i<n j=1
Sea F el espacio vectorial normado de aplicaciones continuas de [0,1] en R, provisto de

la normal| ||, demostrar que la aplicacién ®: f — e/ es continua sobre E, pero no es

lineal.

Sea FE el espacio vectorial normado de aplicaciones continuas de [0,1] en R, provisto



195.

196.
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de la norma |f||; = /01 |f(¢)|dt y sea T:E — E definida por: Vf € E, Vz € [0,1],
T(f)(z) = /Ox f(t)dt. Demostrar que T' € L(E) y calcular ||T|.

Sea FE el espacio vectorial normado de aplicaciones continuas de [0,1] en R, provisto
dela || ||, F el espacio vectorial normado de aplicaciones de [0,1] en R de clase C!,
provisto de la norma N(f) = || f|lco+ || f/|lcc, T: E — F aplicacion definida por T'(f)(z) =
/Ogc f(t)dt. Demostrar que T € L(E, F) y calcular |T||.

Sea FE el espacio vectorial normado de aplicaciones continuas acotadas de R en IR pro-

visto de la norma || ||, para f € E, a€R, 1, f: R — R definida por t,(f)(z) = f(z +a).

a) jPara ap € R, f € E, se tiene t,f — T,,f, cuando a — ay dentro de E?

b) Demostrar que Va € R, 1, € L(F) y calcular ||t,]-

¢) (Para a € R, T, — T4,, cuando a — ag, dentro de (L(E), || ||o0)?

197.

198.

199.

200.

201.

Sean € N, R, [z] el espacio vectorial normado de polinomios de grado < n, provisto de

la norma ||P|| = sup |P(x)|, z0 € R, demostrar que existe ¢ > 0 tal que VP € R,, [z],
<z<1

|[P(o)| < ¢l P|.

Sea E el e real de aplicaciones continuas de [0, 1] en R, provisto de una las tres normas
1

1 1 3
| llis I ll2s || lls, definidas por || |1 = /O |f(z)|dz, || fll2 = </0 If(fﬂ)lzdw) s 1 fllee =

1
sup |f(x)],sea ® € E, ® > 0y sea Tg: E — R definida por Ts(f) = /f(x)@(x)dx.
0

0<z<1
Demostrar que T es lineal, continua y calcular || 73| en cada uno de los tres casos.

Sea E el espacio vectorial normado de aplicaciones de [0,1] en R con la norma || ||, sea

F:[0,1]> — R una aplicacién continua, con sup |F(z,t)|<1yseaT: E — E tal que si
0<z<1
0<t<1

1
deF, asocia T(®):[0,1] — R definida por Vz<[0,1], T(P)(z) = <I>(m)+/ F(z,t)®(t)dt.
0
Demostrar que 7' es un homeomorfismo de E en E.

Sea F un espacio vectorial normado y sea ® € L(E,R), & # 0, demostrar que Vx € E,

d(x, ker(®)) = |‘|I|’((Ij‘”)|.

Sea E un espacio vectorial normado, f: E — F una aplicacién acotada en B(0,1) y
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aditiva, es decir Vx, y € E, f(x +y) = f(x) + f(y). Demostrar que f € L(E, F).

202. Sean F, F espacios vectoriales normados tales que F es de dimensién finita, f€ L(E, F),
demostrar que [ es sobreyectiva <= f es abierta (i.e. VO abierto de E, f(O) es abierto

de F).

203. Sea E un espacio vectorial normado sobre C, P € C[z], Z, = {f € L(E)/P(f) = 0}.
a) Demostrar que si val(P) = 1, P = a1z +- - -+a,z", a1 # 0, entonces 0 es un punto aislado
de Z,. Recuerde que val(P) = k, si P = agz® + -+ + a,2", con ay # 0, k < n.

b) Demostrar que si dim(E) > 2 y val(P) > 2, entonces 0 no es un punto aislado de Z,,.

204. Sea E # {0} un espacio vectorial normado y sean o > 0, u, v € L(E), demostrar que

uov-—vou#alg.

205. Sea E un espacio pre-hilbertiano de dimensién infinita, ®: £ — R lineal, no continua.

Probar que ker(®) es denso en E 'y que ker(®)* = {0}.

1.11.18 Espacio de matrices

206. a) Sea n € N*, N una norma sobre 9, (R) e de matrices n x n, demostrar que 3o > 0 tal
que VA, BeM,(R), N(AB) < aN(A)N(B).

b) Verificar que si || || es la norma euclidea, ||AB|| < ||A]l || B]|.

207. Sea n € N*, A, P ¢ M, (C) tales que A* — P, cuando k¥ — oo, demostrar que AP =

PA=PyP?=P.

208. Sea N e N*, T = {(A, B) e M, (C)?/AB = BA}.
a) Probar que 7 es cerrado en 9, (C)2.
b) Sea (A,B) €Z, P, K € M, (C) tal que A* — P, B¥ — @Q, cuando n — oo. Probar que
P2=P,Q*=Q, PQ =QP.

cosha bsenha
209. Sean a, b€ Ryt €, calcular et4, con A =

ssenha cosha

210. Sean € N*, A € 9, (C), demostrar que existe a > 0, 3 > 0 tales que |[e*4|| < ael!*l.
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211. Sean € N*, A € M, (R), demostrar que Ik, € N, tal que Vk > ko, se tiene I + A+ --- +

k
% € GL,(R).

212. Sea n € N*, demostrar:
a) Vp € N, el conjunto de matrices A € M, (R) tales que rang(A) < p, es cerrado en M1, (RR).
b) El conjunto de matrices no invertibles de 91, (R) no es compacto si n < 2.
¢) El conjunto de matrices diagonalizables de 97t,,(IR) es conexo por arcos.
d) El conjunto de matrices diagonalizables de 9t,,(C) es denso en 91, (C).
e) O,(R) y U,(C) son compactos (matrices ortogonales en R y unitarias en C).

f) {A€0,(R)/A% = A} es compacto.
1.11.19 Continuidad

213. Analizar la continuidad de las siguientes funciones de R? en RR.
2

e zy .
2 si(zy) #(0,0) = si(zy) #(0,0)
W= o b) f(z,y) = +y
0 o 0 en (0,0).
zyE—y) -
O flay) =4 @ +v7)? si (,y) # (0,0)
0 en (0,0).

214. a) Si (%y%iﬁm(a’b) f(z,y) = Ly si existen los limites }13; f(z,y), 11/13] f(z,y), demostrar que
tim (1im £ () = lim (i /() = L.
b) Verificar que el reciproco es falso.

215. Sean F y F espacios vectoriales normados y sea f: E — F una funcién continua en F,

O C E x F un abierto y sea el conjunto A = {x € E/(x, f(x)) € O}. Demostrar que A es

un abierto de F.

216. a) Sea f:R — R una funcién continua y sea Gy = {(z,y) € R?/y = f(z)} el gréfico de
f. Demostrar que el G es un cerrado de R
b) Dar un ejemplo de una funcién f:IR — R que tenga grafico cerrado en R? y que no
sea continua.

c)Sea f:R — K, donde K C R es un compacto y f una aplicacién tal que su grafico G
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es cerrado en R2. Demostrar que f es continua en RR.

217. Sea E un espacio vectorial normado de dimension finita, F' un espacio vectorial nor-
mado y sea f: E — F una aplicacion lineal, probar que f es continua.

218. Sean E'y F espacios vectoriales normados y sea f: E — F una aplicacién que para por
el punto a € E, tiene la siguiente propiedad: V (a;)ren C E tal que a — a, se tiene que
f(ax) — f(a). Demostrar que f es continua en a.

219. Sea E un espacio vectorial normado y sea A C E, definimos d(x, A) = ing |Ix — al|, para

ac
x e E.
a) Demostrar que la aplicacion £ — R es uniformemente continua.

x —d(x, A)

b) Demostrar que d(x, A) = 0 <= x € A.

Sean F; y F» dos conjuntos cerrados de E tales que F; N Fy = Q.

¢) Demostrar que el conjunto {x € E/d(x, F1) < d(x, F3)} es un abierto de E.

d) Deducir que existen abiertos O; y O, de E tales que O, N Oy = @y F} C Oy, F, C Os.

e) Demostrar que existe una aplicaciéon f: E — [0,1] continua en E, tal que f(x) = 1, si

220.

221.

222.

xeFRyf(x)=0,six € Fs.

Dar un ejemplo en R? de dos cerrados F; y Fj, no vacios tales que F; N [h, = @ y
d(F1, Fy) = 0y que ademds existen abiertos O; y O, de R? tales que F; C O, F» C Oz y

01N 0y = Q.

Demostrar que si f: R™ — R es uniformemente continua sobre un conjunto acotado
A C R™, entonces f es acotada en A (i.e. existe M € R tal que |f(x)| < M para todo

x € A).

Estudiar la existencia del limite en (0, 0) para las funciones f(z,y) siguientes:

Ty 1422+ (z+y)?
D) 7 +y b) =y seny )Ty

34,3

+y 1 —coszy
Q) LY R L v
) 22 1 42 e) % f) ||
9 24 ,2)2

2) sha shy hy & ) (x* 4+ y°)

Ty lz =yl a? —y?
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3,3 4 .2 4,4 P
N Yty zty |z|*[y]
» 28 + 42 k)m D y—xz’a’ﬁelR
|z]*[yl” |y senzseny
m) -————— o, B€R n) ,a€R 0) ——————
a? —xy +y? z? + y| Vil + 1yl
)sen2x—|—sen2y )senx—seny )sena?—shy
sh® z + sh?y shx —shy shx —seny
223. ¢La funcion f(z,y,z) = %@%z tiene un limite en (0,0, 0)?

Tty

ey e tiene un limite en (2, —2,0)?

224. ;La funcién f:(z,y,2) —

225. Sean a, b > 0,¢,d>0y f:R} x R} — R, encontrar una condicién necesaria y
a,b
Ty
T, —_—
(z,y) ¢ + y°
suficiente sobre qa, b, ¢, d para que f admita 0 por limite en (07,07).

226. Determinar la continuidad de las siguientes funciones:

P
IV si(ay) £ 0,0),
a) f(z,y,2) = % b) f(z,y) = PERYIE
0 si (:c,y) = (0,0)
2 —
o) f(z,y) = Srp si(ey) #(0,0),
0 si (z,y) = (0,0).

227. Sea f:IR* x R — IR una aplicacion, se supone que para toda aplicaciéon p: R* — IR tal
que lirrb p(x) = 0, la funciéon x — f(x,p(z)) admite un limite en 0. Demostrar que f

admite un limite en (0, 0).

228. Sea p: R — R aplicacién continua, estudiar la continuidad de f: R?> — IR definida por

Tty
flz,y) = / o(t) dt.

—y
2y six>y?

229. Sea f:IR? — R definida por f(x,y) = 2r lz| <y?, y#0

-2y  siz < —y>

a) Demostrar que f es continua en IR2.

b) Demostrar que no existe (4, «, ) € R x R} x RY, tal que
V(.’)L‘7$/,y> E] _a>a[x]_a7a[x]_ﬁaﬁ[ = |f(x>y> - f(m/,/y)| S A|.’17—£L'/|.

230. Encontrar todos los pares (a, 3) € R? tales que 3M € R, 2%y” < M(z +y), Yo,y > 0.



231.

232.

233.

234.

235.

236.

237.

238.
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Sea I un intervalo de R de longitud >0, f: I — IR aplicacion, a € I tal que f admite un
desarrollo limitado de orden 2, (;Iiy(f(a +z+y)— fla+z)— fla+y)+ f(a)) admite un

limite cuando (z,y) — (0,0), zy # 0?

Para (z,y)eR? se define f, ,:[—1,1] — R por f, ,(t) = 2t +yty F(z,y) = sup fu ().

te[—1,1]
a) Calcular F(z,y).
b) Estudiar la continuidad de F en R2.
Demostrar que f:R?> — R no es uniformemente continua en R?.

(@,y) — V/]2? — 7|
Sea f:R? — IR tal que para todo (¢, yo) €R?, las aplicaciones parciales f(zo,-)y f(-,%0)
son continuas. Demostrar que existe una sucesién (g, )nen de aplicaciones continuas en
R?, convergiendo simplemente a f en R?.

Estudiar la continuidad de f(z,y) = #
Demostrar que si f(x,y) = §, entonces f(z,y) — 1, cuando (z,y) — (1,1).

1

Estudiar la continuidad de f(z,y,2) = [CELEE

¢La funcién f(z,y) = e~v/(==1)” g5 continua en (1,2)?
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Capitulo 2

Calculo Diferencial en R”

2.1 Introduccion

El concepto de diferencial es uno de los que mas ha influenciado el desarrollo de la
matematica. La concepciéon que actualmente se tiene como aceptable, es de reciente
desarrollo. Entre los principales matematicos que ayudaron al desarrollo de sus funda-

mentos tenemos a Frechét! , Hadamard? , Stolz? , Young entre otros.

Cuando se trata la derivada de una funciéon f en R, se tiene que la funcién para ser
derivable en a, debe expresarse en la forma f(a + h) = f(a) + f'(a)h + ho(1), donde
o(1) — 0, cuando h — 0. La derivada f’(a) se interpreta como la pendiente de la recta

tangente a la curva (z, f(x)), en el punto (a, f(a)), pero también se puede interpretar

IMaurice René Fréchet (1878-1973) Nace el 2 de setiembre de 1878 en Maligny, Yonne, Bourgogne,
Francia. Muere el 4 de junio de 1973 en Paris, Francia. Maurice Fréchet era un estudiante de Hadamard
y bajo su supervisién, Fréchet escribié una disertacién sobresaliente en 1906, introduciendo el concepto de
un espacio métrico. El no invent6 el nombre “el espacio métrico” que se debe a Hausdorff. Fréchet realizé
contribuciones importantes en la topologia, la teoria de espacios abstractos, estadistica, probabilidad y el
calculo. En 1906, investiga el funcional en un espacio métrico y formula la nocion abstracta de compacidad y

en 1907 prueba un teorema de representacién para funcionales independientemente de Riesz.
2Jacques Salomon Hadamard (1865-1963) Nace el 8 de diciembre de 1865 en Versailles, Francia.

Muere el 17 de octubre de 1963 en Paris, Francia. Se gradué de ’Ecole Normale Supérieure en 1888 y obtuvo
su doctorado de estado en 1892. Entre los temas que él consideré estan la elasticidad, optica geométrica,
hidrodindmica y problemas de valor de frontera. Ayudé a la creacién de las bases del anédlisis funcional (él

introdujo la palabra funcional).
30tto Stolz (1842-1905) Nace el 3 de mayo de 1842 en Hall (hoy Solbad Hall en Tirol), Austria. Muere

el 25 de octubre de 1905 en Innsbruck, Austria. Otto Stolz estudi6 en Innsbruck, Viena y en Berlin de 1869
a 1871. Sus temas de investigaciéon son muy variados, pero los trabajo mas importantes fueron en analisis

donde él escribi6 uno de los primeros libros en analisis estilo Weierstrass.

73
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como una aplicacion lineal de R en R definida por h — f’(a)h. En este contexto se
puede dar el nombre de derivada para la primera interpretacién y diferencial para la
segunda. La idea de usar la diferencial como una aproximacién lineal de la funcién
en el punto de interés, revelara todo su interés cuando veamos la definicién general de

diferencial en un espacio vectorial normado.

2.2 Derivadas Parciales

Sea U C R? un abierto, sea (a,b) € U y sea f una funcién, f:U — R tal que (z,y) —
F@,y). Si el limite lim £&:0) = Ffla:b) ) Fflathb) = fla,b)

ra T —a h—0 h

existe, decimos que f
es parcialmente derivable respecto a x en (a,b) y que el limite anterior es la derivada
parcial de f con respecto a x en (a,b), o la primera derivada parcial con respecto a
la primera variable de f en (a,b) y la denotamos por f.(a,b), o fi(a,b), o D1f(a,b), o

Daf(a.b), 0 9L (a.1).

Observacion Si consideramos la funcion de una variable real g:I — IR, tal que
of

x — f(x,b) es claro que ¢'(a) = %(a,b), por lo que para derivar parcialmente con

respecto a x, basta derivar como si se tratara de una variable asumiendo que y es una

constante.

Ejemplo 2.2.1 Si f(z,y) = 2%y + 2y + yInx + x, entonces %(x, y) = 2xy + % +1.

Si f es parcialmente derivable con respecto a z, en todos los puntos de un abierto U C
R?, entonces la funcién definida de U en R, tal que (z,y) — % (z,y) sellama la derivada
parcial de f respecto a = o la derivada parcial con respecto a la primera variable y se

0
denota por 0%’ fu, f1, 0 D1 f.

Asi en el ejemplo anterior f,(x,y) = 2zy + % + 1. Similarmente se define

8f _1: f(a7 )7f(a7b)_ : f(a’b+h)7f(avb)
gy (@ b) = lim T2 = iy n

)

como la derivada parcial de f con respecto a la segunda variable en (a,b) o la derivada

parcial de f respecto a y en (a,b) y se denota f,(a,b), o f2(a,b), 0 Daf(a,b), 0 Dy(a,b), o
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%(a,b).

2.2.1 Derivadas Segundas

Las derivadas segundas se definen como las derivadas de las primeras derivadas y las

terceras como las derivadas de las segundas, etc.

Notacién
Bk - s - =1

Ejemplo 2.2.2 Si f(z,y) = 322 + 12 + 22 + 23y + 1,

of _ 3 2 Pf_ o Pf o
>*f 2 2 Of o2 2 s O o 2
. . . o?f  0°f
En el gjemplo anterior se tiene que 920y — Dyon”

Teorema 2.2.1 Teorema de Schwarz
Sea U C R? un abierto, sea (xo,y0) € U y supongamos que f:U — R, fi1,f2 y fi2

existen y son continuas en una bola abierta B((xo,yo),r) C U, entonces fa1(xo,yo) existe

¥ f12(wo,y0) = fa1(wo, yo)-

Demostracion Existen h > 0, k > 0 tales que [xg — h,z0 + h]| X [yo — k,yo + k] C

B((x0,v0),7) C U. Consideremos:

¢($) = f(xvyo + k) - f('r7y0)a (kayO ﬁjOS). (21)
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Como f es continua en (zg,yo) ¥ f1 existe, entonces la funcién ¢ es continua y derivable

en [xg—h,zo+h]y por el teorema del valor medio aplicado a ¢ en el intervalo [xg, zo+h ]:
é(xo + h) — d(xg) = h ¢'(c), con ¢ € | zg, z0 + h .

Pero,

¢'(c) = file,yo + k) — file,y0)- (2.2)

Sea ¢(y) = fi(e,y), para y € [yo, yo + k|, aplicando de nuevo el teorema del valor medio
para g en [yo,yo+k], ©(yo+k)—v(vo) = file,yo+k)—fi(c,90) = k¢'(d), con d€] yo, yo+k [.

Asi, ¢'(d) = fi2(c,d), entonces por (2.1), ¢(xo + h) — ¢(xo) = h kfi2(c,d) y por (2.2):

[f(wo+h,yo + k) — f(zo+ h,yo) ] — [ f(xo,yo + k) — f(z0,90) | = hkfia(e, d).

Dividiendo por & y tomando limite cuando k¥ — 0, fa(xo + h,y0) — f2(x0,v0) = hfi2(c, yo)-
Luego dividiendo por i y tomando limite cuando h — 0, resulta que fa1(zo,y0) =

Ji2(x0,y0)-
Derivadas parciales de funciones de varias variables

Sea U C R" abierto, sea f una funciéon f:U — Ry sea a = (ay,...,a,) € U, entonces

si el limite lim flar,...;a;+h,. .o a,) — flar,. . a4, .., a,)
h—0 h

of

o (a), fz,(a), fi(a), D;f(a), ete. y lo llamamos la derivada parcial de la i—ésima variable

de f evaluada en a.

existe, lo designamos por

Ejemplo 2.2.3 Si f(z,y, z,t) = 22y?2°t*, entonces of _ 4oy 2243, % = 2zy?22t4

ot , etc.

Generalizacion de la proposicién 2.2.1

La proposicién 2.2.1 se generaliza al caso de n variables y al caso de derivadas parciales

. . . Of of 9*f 9 f  0%f
segundas, terceras o de cualquier orden. Por ejemplo si 9c’ Dy’ Dady’ Dydz’ 910z’
o3f

o3f Bf Bf
0xdydz

existen y son continuas en (xg, o), entonces REGIGE = Gy0u0= = 50n 3y =
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2.2.2 Derivadas direccionales

Sea U C R"™ un abierto ac U, ue R", la derivada direccional de f en a en la direccién u,

denotada por el simbolo D, f(a) o fu(a), se define por D, f lim

b

h € R, si tal limite existe.

Observacion Algunos autores requieren que ||u| = 1. Note que si u = (1,0,...,0),

Duf(a) = %(a), siu=(0,1,...,0), Duf(a) = (,)%(a), etc.

2.3 El diferencial

Definicion 2.3.1 Sea U C R"™ un abierto, ac U y sea f:U — RP, decimos que [ es
diferenciable en a si existe una funcion lineal (:R"™ — RP tal que f(a+ h) = f(a) +

¢(h) + ||h|le(h), donde e(h) — 0, cuando h — 0.

La aplicacion ¢:R™ — RP se llama el diferencial de f en a y se denota por df(a) o
Df(a).

Observaciones

1) Note que aunque la funcién f no esté definida en todo IR", el diferencial ¢ si esta
definido en todo R™ y ademas va a depender de a, es decir para otro punto a tendremos
otra funcion lineal /.

2) e:R™ — RP? es una funcion de la cual lo unico que se pide es que ¢(h) — 0, cuando

h—o0.
Proposicion 2.3.1 Si el diferencial de f en a existe, es tinico.

Demostraciéon Supongamos que f es diferenciable en a y que existen dos diferenciales

Ly ¢, entonces {y ¢’ son lineales en R" y
fla+h) = f(a) = £(h)+ [h]e(h) = '(h) + [[h[|e"(h) = £(h)—¢'(h) = |[h][(e(h) —&"(h)),

y para todo A € R, /(Ah) — ¢/(Ah) = |Ah]|(e(Ah) — &’(Ah)), por lo que:

_

() = £'(h) =

[h[((Ah) — £/(Ah)) — 0 si A — 0 = £(h) = ¢/(h), Vh e R™.
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Proposicion 2.3.2 Sea ¢:IR" — RP una aplicacion lineal, entonces { es continua en

R™.

Demostracion Seax = (z1,...,z,)ER™, Yy = (y1,...,yn)ER"™. Seae; = (1,0,...,0),...,

e, = (0,0,...,1) la base canénica de R". Asi,x —y = (z1 —y1)e1 + - + (zn, — Yn)en,
[6(x = y)ll = [[(z1 — y1)l(er) + - -+ + (zn — yn)l(en)]].

Sea [[x —y| = mﬁlx{'xl — 1)y, |Tn — yn|}, entonces:

[e(x —y)ll < [lx =yl (leCe)] +-- -+ [l€(en)])-
Si ¢ = 0, entonces es continua como funcién constante.
Sil#0, [[l(e1)]+ -+ ||l(en)]| = M >0, entonces ||/(x —y)|| < M||x —y|| lo que incluso

demuestra que ¢ es uniformemente continua en R”.

Proposicion 2.3.3 Si f es diferenciable en a € R", f:U C R" — RP, a € U abierto,

entonces f es continua en a.

Demostracién Por la definicion de diferencial se tiene:

IF(a+h)—f(a)l| = [|e(h)+[Rfe(R)], pero lim |[f(a+h)—f(a)] = lim [|((h)+[hfe(h)] =
lim () + [Rfle(h)]| = | lim £(h) +0:0] = | lim £(h)]| = [}¢(0) ] = 0.

Asi, }1li_>n%)f(a+h) = f(a).

Proposicion 2.3.4 Sea U C R"™ abierto, sea ac Uy f:U — R. Si f es diferenciable en
a, entonces Dy, f(a) existe para cualquier direccion u € R" y D, f(a) = (Df(a))(u).
Demostracion Puesto que [ es diferenciable en a, existe una aplicacion lineal /: R —
R tal que f(a+ Au) = f(a) + £(Au) + [|[Au|le(Au), para X € R, entonces:

f(a+ Au) — f(a)
)

1Al
p)

= {(u) + 5 [Julle(Au).

Cuando A — 0, % permanece acotado y entonces D,, f(x) = ;in%) flat )\1)1\) — f(a) =

£(u), lo que muestra que la derivada direccional existe y que su valor es igual al valor

del diferencial en u.
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Corolario 2.3.1 Sea U C R", abiertoac Uy f:U — R, si f es diferenciable en a,

entonces existen todas las derivadas parciales de primer orden de f en ay tenemos:

ly) = %(am +--- 4+ %(a)yw (2.3)

para todoy = (y1,...,yn) € R". Ademds {(e;) = gg (a), donde e; = (0,...,1,...,0) es el

i-ésimo elemento de la base candénica de R".

Demostracién Sea e; = (1,0,...,0),. = (0,...,0,1) la base candnica de R".
Por la proposicion 2.3.4, D, f(a) = g—f(a) existe, al igual que D, f(a),...,De, f(a).
Ademas por la misma proposicion, gf (a) ={(e1),..., %(a) = {(e,), entonces:

Ly) =Ly1e1+ -+ ynen) = yibler) + - +ynlle,) =1 gg (@) -+ yn(r?li( )

Observacion Usualmente se designa por dz;, la i-ésima proyeccion, es decir dz;: R" —

R de manera que siy = (y1,...,yn) € R", y; = dz;(y) y la ecuacién (2.3) del corolario
se escribe Df(a)(y) = {(y) = (66; (a)dzy + - Ba;f (a )dxn) (y), lo que da para el
1 n

diferencial, la siguiente notacion:

4(a) = Df(a) = ¢ = L @doy +++ L (@ya,,

o también

df = f dxl + - f dmn

Gradiente Si f es diferenciable en a € U C R" (U abierto), se llama el gradiente de f

en a y se denota por gradf(a) o Vf(a) al vector Vf(a) = (aag( ),...,%(a)). Resulta

entonces, por la proposiciéon 2.3.4 y la relacién (2.3) de su corolario, que:

Duf(a) = £(u) = Vf(a)u.

2.3.1 Caso de una funcioén diferenciable de R™ en R?

Sea U C R" abierto,acUy f:U — RP, f = (fi1,..., fp) una funcién diferenciable en a,

entonces:
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i) Cada funcién componente f;: U — R es diferenciable en ay df (a) = (df1(a), ..., df»(a)).

ii) La matriz que corresponde al diferencial df (a) es:

@ i@

o
o (a2 (a)

que se llama matriz Jacobiana* de f evaluada en ay se denota por J;(a).
Demostracion

i) Sea ¢ = ({4,...,£,) el diferencial de f en a, es decir /: R — RP una aplicacién lineal
tal que f(a+h) — f(a) = {(h) + ||h|e(h), con e:R" — RR?, donde € = (e1,...,¢p) es tal
que ¢(h) — 0, cuando h — 0, lo que implica ¢;(h) — 0, cuandoh — 0,7 =1,...,n. Se

tiene entonces:
fila+h)—fi(a) = 4i(h)+[[h]ei(h)

fola+h) = fy(a) = £y(h)+[hfey(h).
Dado que ¢ = ({1,...,¢,) es lineal de R™ en R?, entonces cada componente ¢; de ¢, es
una forma lineal de R" en R y como ¢;(h) — 0 cuando h — 0, se tiene que cada f; es

diferenciable en a 'y que D f;(a) = ¢;.

ii) La primera columna de la matriz que corresponde a la aplicacién lineal ¢:R"™ —

RP, donde ¢ = ({4,...,£,), viene dada por ¢(e;), con e; = (1,0...0). Pero l(e;) =

4Karl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) Nace el 10 de diciembre de 1804 en Potsdam, Prusia (hoy
Alemania). Muere el 18 de febrero 1851 en Berlin, Alemania. Jacobi establecié con Abel la Teoria de las
funciones elipticas. Demostré la solucién de integrales elipticas mediante la aplicacién de las funciones,
series exponenciales introducidas por él mismo. Desarroll6 los determinantes funcionales, llamados después

jacobianos y las ecuaciones diferenciales.

El padre de Jacobi era banquero y su familia era muy préspera, fue asi como €l recibié una buena educacién
en la Universidad de Berlin. Obtuvo su Doctorado en 1825 y ensefié matematicas en Koningsberg desde 1826
hasta su muerte. Fue nominado para una catedra en 1832. En 1834 probé que si una funcién uni-valuada de
una variable es doblemente periédica, entonces la razén de los periodos es imaginaria. Este resultado impulsé

enormemente el trabajo en esta area, en particular a Liouville y Cauchy.

Jacobi tenia la reputacién de ser un excelente maestro, atraia a muchos estudiantes. Introdujo un método de

seminario para ensefiar a los estudiantes los ultimos avances matematicos.
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of Ofp

(lr(e1),....lp(e1)) y bi(er) = Dy (a),...,0y(e1) = a—xl(a) y asi sucesivamente hasta
lep) = (l1(en), ..., Ly(ey,)), donde ¢4 (e,) = g—i(a), o lp(en) = g—ﬁ(a).

2.3.2 Criterio suficiente de diferenciabilidad

Hemos visto que si una funcion es diferenciable en un punto a € R", entonces es con-
tinua, existen todas las derivadas direccionales en ese punto y en particular existen
todas las derivadas parciales en ese punto. Sin embargo el reciproco no es cierto. Una
funcién puede ser continua en un punto, incluso pueden existir todas las derivadas di-
reccionales (y por ende todas las parciales) en ese punto y pese a esto, puede suceder

que la funcién no sea diferenciable ahi (ver ejercicios).

(Coémo se puede garantizar entonces, que una funcién es diferenciable en un punto?

Daremos la siguiente condicién.

Proposicion 2.8.5 Sea U un abierto de R?, f:U — R, si f tiene las derivadas parcia-

les continuas en U, entonces f es diferenciable en cada punto de U.

Demostraciéon Sea (a,b) € U, como U es abierto, existen dos ntimeros reales h >0y

k>0talesque [a —h,a+h]|x[b—Fk,b+k]CU.SeaAf = f(a+h,b+k)— f(a,b)
Af=[fla+hb+k)—fla+hb)]+[fla+hb) — f(ab)]. (2.4)

Si las derivadas parciales existen en U, las funciones de una variable z — f(z,y),
y — f(z,y) son continuas y derivables en [a,a + h]y [b,b+ k] y por lo tanto se puede
aplicar el teorema del valor medio a cada una de ellas, en esos intervalos. Asi resulta

de la ecuacién (2.4) que:
Af:kf2(a+h7y1)+hf1(ml7b)7 donde yle[b7b+k[ y xle[a7a+h['

Sea ((h,k) = kfa(a,b) + hfi(a,b). Resulta que /:R?> — R es una funcién lineal.
(h, k) — €(h, k)

Sea ||(h, k)|le(h, k) = Af —L(h, k) = k(fa(a+h,y1) — fa(a, b)) + h(fi(z1,b) — fi(a,b)). Note

entonces que f(a+ h,b+ k) = f(a,b) + £(h, k) + ||(h, k)||e(h, k) y si logramos demostrar
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que £(h, k) — 0, cuando ||(h, k)|| — 0, tendriamos que f es diferenciable y su diferencial

en (a,b) es £. En efecto:

(R, B) | e(h, B) | < [K][f2(a+ R, y1) = fa(a, b)] + [B] | fi(21,b) — fi(a, b)].

Sea ||(h, k)|| = max{|k|, |h|}, entonces de lo anterior se deduce que:

1R, )| e (R, B)| < [I(Rs B)I| (1 f2(a + Ry y1) = fa(a, b)] 4 [ fi(z1,0) = fi(a,b)[)

= [e(h, B)| < [f2la+h,y1) = fa(a, )| + [ f1(21,0) = fr(a, b)].

Si ||(h,k)|| = 0, h — 0, k — 0y entonces y; — b, z; — a, lo que implica que los pares
ordenados (a + h,y1) — (a,b), (x1,b) — (a,b) y como las derivadas parciales f> y f; son

continuas en (a,b) resulta que |(h, k)| — 0, cuando (h, k) — (0,0).

Proposicion 2.3.6 Si U C R" abierto, f:U — Ry si todas las derivadas parciales de

f en U existen y son continuas, entonces f es diferenciable en cada punto de U.

Corolario 2.3.2 Sea f:U C R* — R?, f = (f1,..., fp). Recordamos que f es diferen-

ciable si cada funcion componente fi, ..., f, es diferenciabley que a f;:U C R” — R, se

Of, i_ existen y

le puede aplicar la proposicion anterior, es decir si las derivadas parciales 5
J

son continuas, entonces f es diferenciable.

2.4 Regla de la cadena para varias variables

Sea /:R™ — IR? lineal, en la demostracién de la proposicion 2.3.2 vimos que existe
M > 0 tal que Vx € R™, Yy € R", ||{(x — y)|| < M||x — y||. En particular haciendo y = 0,

se tiene que ||¢(x)|| < M||x||, para todo x € R™.

Proposicion 2.4.1 Sea U C R™ abierto, f: U — RP diferenciable en a € U, sea B C R?
abierto tal que f(U) C B, sea g: B— R diferenciable en f(a), sea H:U — R" definida
por H = g o f, entonces H es diferenciable en ay DH(a) = Dg(f(a)) o Df(a), es decir el

diferencial de H en a, es la composicion de los diferenciales de fen ayde gen f(a).
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Demostracién Sea ¢’ = Df(a)ysea ¢’ = Dg(f(a)) que existen por hipétesis, entonces:
fa+h) = f(a) + ¢ (h) +|h]|g’(h), cone'(h) — 0, cuando h — 0.

Asi:

H(a+h)=g(f(a+h)) =g(f(a) +¢'(h) + [h]'(h)). (2.5)
1Y)
Como g es diferenciable en f(a), g(f(a)+y) = g(f(a))+£¢"(y)+||ylle”(y), con £’(y) — O,

cuando y — 0, de manera que por la ecuacién (2.5):
H(a+h)=g(f(a)) + £"(¢'(N) + [h]je’(h)) + [|¢'(h) + [[hle’(h)[|e” (£ () 4[] (R))
= H(a) + (" o ')(h) + [[R[|¢" (e () + [[€'(h) + [[[[e"(h)[[e” (¢'(h) + [[h][e’(h))
y se tiene que ¢’ o ¢/ es una aplicacion lineal de R” — R".

Sea ¢”(h) = ¢"(¢'(h)) + mny(m + R ()] €”(¢ (h) + |hl’(R)). Asi tenemos:

©

1 oy ’ 1 ’ /
T 16 ) + IRl < il (W + il < M+l )l

ya que existe M > 0 tal que [|¢/(h)|| < M|[h||, Yh € R™. Resulta que:
1O < (M + [[' (W) [Dle" (@ (h) + [hle" ()],

pero si h — 0, ¢/(h) — 0, ||h]le'(h) — 0y &”"(¢'(h) + ||h|l¢'(h)) = £’(y) — O, pues
y — 0. Asi ||©|| — 0, cuando h — 0y como ¢”(¢/(h)) — ¢’(0) = 0, cuando h — 0,

resulta que ¢/(h) — 0, cuando h — 0, es decir:

H(a+h)—H(a) ={"ol/(h)+ |[h]"(h),
con ¢"o{ lineal y ¢"(h) — 0, cuando h — 0. Asi, H es diferenciabley DH(a) = ¢ ol' =
Dg(f(a)) o Df(a).

Corolario 2.4.1 Con las mismas hipétesis de la proposicion anterior Jy(a) = Jy(f(a)) J¢(a),
es decir la matriz jacobiana de la composicion de dos funciones es igual al producto de

las matrices jacobianas de las funciones.
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Este resultado es obvio, ya que a la composicién de dos funciones lineales Dg(f(a)) y
Df(a), le corresponde la multiplicacién de sus matrices. (Resultado fundamental del

algebra lineal).

2.4.1 Regla de la cadena para varias variables

Proposicion 2.4.2 Sea U C R" abierto, f:U — IRP diferenciable en a, sea B C R?
abierto, tal que B O f(U), g: B — R? diferenciable en f(a) = b. Sabemos que H = go f
es diferenciable en a y si denotamos f = (f1,..., fi,---.fp)s 9 = (91,1 G0,---,Gs) ¥
H = (Hy,..., Hy) entonces, Hy es parcialmente derivable y se tiene:

DyH(a) = g(Dige(b))(Dk fi(a)),

parake{l,...,n}, Le{l,... s}

Demostracion Es un resultado inmediato del corolario anterior y la regla de multipli-

caciéon de matrices.

Ejemplo 24.1 Sea fU C ]R‘z - IRS’ f = (flaf2,f3); g:R3 - IR2’ g = (glag2)7 la

funcién h = go f: U C R? — R?, tiene la forma h = (h1, h2), entonces por ejemplo:

Ohy _0g1 0f1 | Og1 Ofz | Og1 Ofs

ou Oxr Ou Oy Ou 0Oz Ou’
que es una forma abreviada de escribir la derivada parcial de h; respecto a u.

Note que h = (hi, h2) = g(f1, f2, f3) = (91(f1, f2, f3), 92(f1, f2, f3)), luego hy = g1(f1, f2, f3),
con f;:UCR?2 —R,i=1,2,3.

2

Si la funcién f:R? — R? es tal que (u,v) — (u?,uv,v?) y la funcién g: R* — R? es tal

que (z,y,2) — (zy,y% + 2), la funcién h = go f = (hy, he): R? — R2. Podemos calcular,

ahy

por ejemplo Dy hs(1,2) = 5

(1,2) de varias maneras.

. h(u,v) = g(f(u,v)) = g(u?,uv,v3) = (udv,u?v? +0v3) y se obtiene que ha(u,v) = u?v? + 03,

% 2uv? %

u ~ 2 gy (L2 =8
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. Si ponemos = = u? = f1(u,v), y = uwv = fa(u,v), 2 = v3 = f3(u,v), entonces:

h(uw) = (hl(u7v)7h2(uvv)) = g(x,y,z) = (gl(x,y,z),gg(x,y,z)) = (xyvy2 + Z),

de donde ho(u,v) = y? + 2 = go(z,y, 2), con y = wv, z = u?, z = v3 y por la regla de la

Ohy _ 092 9z | 092 Oy | 092 H2

A9 G = Do ou T Oy a0z ow

992 _ g 992 _ o, Oz _ o, 9Y _ Ohy _ o2
con e =0, By = 2y, ou = 2u; u =Y por lo que B = 02u + 2yv = 2uwv* 'y
Oha (1 9y —3,

ou
3. Empleando Jacobianos. Como h = g o f, Dh(1,2) = Dg(f(1,2)) o Df(1,2), de donde:

20 0
In(1,2) = Jy(f(1,2)) Jp(1,2), Je(wv)=1] o u |,
0 302
2 0 y oz 0
Jr(1,2)=1 2 1 s Jel(z,y,2) =
0 12 0 2y 1

2 1 0
Jo(f(1,2)) = J4(1,2,8) = ,
0 4 1
2 0
D1hi(1,2) Dsha(1,2) 210 6 1
Jn(1,2) = = 2 1 | = ,
D1ha(1,2) Dsho(1,2) 04 1 0 12 8 16

de donde Dlhl(l, 2) =6, Dlhg(l, 2) =38, Dghl(l, 2) =1, Dghg(l, 2) = 16.
Definicion 2.4.1

- Dos vectores x # 0, y # 0 en R™ son perpendiculares (u ortogonales) si x-y = 0.

- El conjunto {x € R"/(x — a)-n = 0} se llama hiperplano que pasa por a y es normal

(perpendicular) a n.

- Una funcion f: E C R" — R se dice de clase C" sobre E, si todas las derivadas parciales

de orden < r estdn definidas y son continuas en E.
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Observacion Si f es diferenciable, f(x +h) = f(x) + df (x)h + ||h|le(h), con e(h) — O,
cuando h — 0. Podemos escribir f(xo + h) — f(xo) =~ df(xo)h, cuando h esta cerca de
0. La funcién df(x() es lineal y se dice que se linealiza f en un vecindario de xy. En la
practica los resultados obtenidos por df (xo) se aplican mejor en tanto que h es pequeiio,

o bien f(x) — f(xo) & df (xo)(x — %), cuando x estd cerca de x,.
Interpretacion geométrica del diferencial p = 1

Consideremos una funcién f: U C R™ — IR, con U abierto, diferenciable en xy, € U. La
funcién f(xo) + df (xo)(x — xo) es un hiperplano en R"*!, con ecuacién:

Tpy1 = f(Xo) + ZZI gg‘i (%0)(wi — woi)-

Tenemos que b = (xq, f(x()) esta en el hiperplano y es normal al vector

n=(GE0). s g (x). -1),

pues si se define x = (z1,..., 2y, z,11) satisface (x — b)-n = 0.

Observemos que el hiperplano z,1 = f(x0) +df (x0)(x —xo) = f(x0) + V f(x0)-(x —Xg) es
tangente al grafico de f en (xq, f(x0)). Este plano pasa por (xo, f(Xo)) y es normal a 7.
Asi, linealizar la funcion f en un vecindario de xq, es equivalente a confundir el grafico

de f con el hiperplano que le es tangente en xq.

Corolario 2.4.2 Si Vf(x) # 0, entonces V f(x) apunta en la direccién a lo largo de la

cual f crece mds rdpido.

Prueba Sea n un vector unitario, entonces la derivada direccional en la direccién de 0
es Vi(x)m = |Vf(x)| cosd, donde 6 es el angulo entre n y f(x). Este es maximo cuando

0 =0i.e.ny Vf(x) son paralelos.

Corolario 2.4.3 Si f:R® — Res de clase C' y (x,,y,, 2,) es un punto de la superficie
de nivel S definida por f(x,y, z) = k, k una constante de R, entonces V f(x,, Yo, 2,) €S nor-
mal a la superficie en el sentido siguiente: Si v es un vector tangente de una trayectoria

r(t)ent =0, con r(0) = (z,, Yo, 20), entonces V f-v = 0.
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Prueba Consideremos la trayectoria r(¢) en S, entonces f(r(t)) = k = % flr) =

t=0 o
Vf(r(t))~r’(t) = Vf((to, Yo, ZO)'V =0.

t=0

Observe que en el plano, V f(x,y) es ortogonal a la curva f(z,y) = k.

Corolario 2.4.4 Si f:U C R®> — R es diferenciable en (v,,y,,z,) € U abierto, la

derivada direccional de un vector unitario u = (cos a, cos (3, cos ) existe y se tiene:

: _ ) of of
Duf(o, Yo, 20) = V[ (%0, Yo, Z0)u = F-cosa + By cos 3+ 5 cos,

y este vector es mdximo cuando u coincide con V f (o, Yo, 2o) L.€.

of of
RN T %If oy T Ty %yf (0"
¢ () +(a*y) +(:) \/ () +(a@) + ()
of
9z

Of\2, (OF\?, (Of\*
\/(&r) +(5y) +(5)
Observacion Recordemos que definimos la aplicacién dz;: R® — R, con dz;(h) =

h;. A menudo se utiliza para simplificar, dy en lugar de df(x() y escribiendo Az, =

dx;(Ax) (h = Ax) se obtiene:

dy(Ax) = 2 B, (x0)dz;(Ax), ie. dy= Z; D (x0)dx;.
Algunos autores en la formula anterior, consideran dy, dz1, ..., dx, como infinitamente

pequenios, interpretaciéon que no tiene sentido. Esto hace confusa la comprension del
diferencial, que no es mas que una aplicacién lineal y sirve para linealizar una funcién
en el vecindario del punto xy. Es mas natural, considerar los Az; todo lo pequefio que

queramos, lo que se ajusta mejor a la realidad.

Recordemos que df (x() es una aplicacion lineal, en la cual

df (x0)(1,0,...,0) = 2L (xy)

df(x0)(0,...,0,1) = 2L (x)
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n

fe. df (xo)(A%) = Vf(xo)-dx = 3 I () Aa

i=1 2

Asi el hiperplano tangente se escribe y — f(xp) = Vf(x0)-(x — Xo).
Interpretacion geométrica del diferencial p > 1

Sabemos que df (xo) es una aplicacién lineal y se le asocia una matriz, la matriz Jaco-

biana: afy of1
dry 7 Oz,

L I
87:511) ﬁ

En particular, si se linealiza la funcién f en un vecindario de x,

f(x) = f(xo) +df (xo)(x —x0) = f(X0) + J¢(x0)(X —Xo).

Sean f:R"™ — R, g: R? — RR"™ aplicaciones diferenciables, entonces f o g es diferencia-

ble y tenemos que:

a(j;mojg(xo) - i ggf (Q(XO))az; (X0), i=1,...,q.

Sea f=(fi,...,fp); 9=1(91,...,9n) diferenciables, entonces Jy.4(x) = Jf(g(x))J4(x) y

como fog=(fi0g,...,fpog) setiene:

02900 = 32 Gi(g) G200, obien (0 0);(x) = - (A)ilax))(90), 00

i=1 i=1

donde (h); es la derivada parcial de h con respecto a la k-ésima componente.

2.4.2 Teorema de incrementos finitos

Teorema 2.4.1 Sea f: D C R?> — R, una funcién con derivadas parciales en D abierto
convexoy sean a = (ay, az), b = (b1, be) € D tales que (a1,bs) € D, entonces existen c; entre

ary b1, C2 entre as 'y bg tales que f(bl, bg)—f(al, Clg) = (b1 —al)fl.(cl, b2)+(b2—a2)fy(a1, 02).

Demostracion f(bi,b2) — f(a1,a2) = f(b1,b2) — f(a1,b2) + f(a1,b2) — f(a1,a2). Como

f(z,by) es derivable en x en intervalo cerrado de extremos ay, b; se tiene:

f(b1,b2) = f(a1,b2) = (b1 — a1) fu(c1, b2),
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con ¢; entre a; y b;. Similarmente:

flai,b2) — f(a1,a2) = (b2 — a2) fy(a1, c2),
con ¢ entre as y bo.

Observacion La hipétesis de convexidad de D, asegura la existencia en los puntos de

interés de f, f; y fy. Si D es una bola abierta, es un convexo abierto.

El teorema anterior se puede formular con sélo suponer la continuidad de f(z,bs) en el
intervalo cerrado de extremos a1, b; y la existencia de la derivada de esta funcién en el
intervalo abierto de extremos a4, b1; e igualmente para la funcién f(a;,y). El teorema

se puede escribir:
f(b1,02) = f(a1,b2) = (b1 — a1) fu(ar + 01(b1 — a1),b2) + (b2 — az) fy (a1, az + O2(bz — az))
conf;, €]0,1[,i=1,2.

Teorema 2.4.2 Sea f:D C R™ — IR, f con derivadas parciales en D abierto convexo
y sean a = (ai,...,a,), b = (by,...,b,) € D tales que (a1,...,a;,bi11,...,b,) €D, i =

1,...,n —1, entonces:

-

f(b) = f(a) =

(b’L - ai)fz,;(a17 e 7ai—1aci7bi+17 s 7b71)

i=1

con c; :Cli-‘re,‘(bi—ai), 0<91‘<1,7;=1,...,7’L.
Demostracion La demostracion es analoga al caso n = 2.

Observacién Sea f: D Cc R? — R, f con derivadas parciales continuas en D abierto.

Siz=gi(t),y=g2(t),cont e E C R abierto tal que (g:1(t), 92(t)) € D, entonces:
Fg1(t), 92(1)) — f(91(a), g2(a)) = (g1(t) — g1(a)) fa(cr, g2(a)) + (92(F) — g2(a)) fy(91(a), c2),
con ¢c; = gl(a) + 91(gz(t) — gl((l)), 0<0; < 1,:=1,2.

Si F(t) = f(g1(t), g2(t)) se tiene que:

F'(a) = (£ 2 (92,92)) (@) = 5 (51(0), 92(0))g} (@) + 5 (92(0), 92())gh @)
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Teorema 2.4.3 Sea f: D C R" — R, f con derivadas parciales continuas (i.e. de clase
CY) en D abierto y sean g;(t), i = 1,...,n funciones derivables sobre un abierto E C IR,

tales que g(t) = (g1(t), g2(t),...,9n(t)) € D, para todo t € E, entonces F(t) = fog(t) es

derivableen Ey F'(t) = >
i=1 axi

Demostracion Se deja de ejercicio.

Corolario 2.4.5 Sea f(x) una funcién de n variables, de clase C' sobre un conjunto D
abierto y sean g¢;(t1,...,tp), i = 1,...,n, con derivadas parciales sobre E C RP tal que

g(E) C D, entonces F(t) = f o g(t) estd bien definida sobre E y se tiene:

OF (1) _ 5~ 9f 99 o
o, (t) = > 5%(9(13))% t), j=1,....p.

Demostracion Se deja de ejercicio.

Corolario 2.4.6 Sea f = (fi,..., f,) declase C' en D C R™ abierto; sea g = (g1,.--,9n)
de modo que las funciones g;, i = 1,...,n tienen derivadas parcialesen E C Ry g(E) C

D, entonces f o g es derivable parcialmente sobre E y se tiene:

Ofeo9) .\ _ & Ofk 9gi _ .

o bien

0 °0g,...,Jp©°
Jiog(t) = (fla(t?,...,tf(;) g)(t)

_ 8<fv7fp) 8(91;"'3911)
= 6(171,...@”) 9 F, e

Corolario 2.4.7 Teorema del valor medio para funciones de varias variables
Sea f(x) una funcién real de clase C' sobre D C RR" abierto y convexo y sean a =

(a1y...,an), b= (b1,...,b,) € D, entonces existe 0 < § < 1 tal que:

7(b) = f(a) = 30 — @) 9L () = V() (b - a),

=1

conc=a+6(b—a).

Demostracién Parate[0,1], g(t) = (g1(¢),...,gn(t)), con g;(t) = a; + t(b; — a;), es un

punto del segmento a b en R" y son puntos de D por ser convexo. Asi g(t) = a+t(b—a),
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la funcién F(t) = f(g(t)) es derivable en [0,1] y se tiene:

Ahora, F'(1)—F(0) = F'(0), para algin 0<#/ <1, 0 sea f(b)— f(a) = }_ 8f. (9(9))(b; —ay).
Observacién En la férmula anterior ¢ = a + 6(b — a), es un punto en el segmento a b,

mientras que el teorema de incrementos finitos dice que:

£b) = f(a) = = (e~ )

con c; = (al,...,ai +61(bl — ai),...,bn).

Esta formula es mas dificil, pero mas general pues su demostracion no requiere que la

continuidad de las derivadas parciales de f.

2.5 Teorema de la funcion implicita
of

Teorema 2.5.1 Sea f:U C R?> — R, U abierto. Supongamos Jy es continua en U y que
existe (a,b) € U tal que f(a,b) = 0y tal que %Jj(a7 b) # 0, entonces existen dos intervalos
I, Iycon a € I, b € I, tales que:

a) La ecuacion f(x,g(xz)) = 0y las condiciones = € I,, y € I, definen una aplicacion
g: I, — I, continua y verifica g(a) = b, es decir para cada x € I, la ecuacién f(x,y) =0
con la condicién y € I, tiene una solucién tnica, que se denota g(x). Esta solucién de-
pende de manera continua en x. Por otro lado, si para ciertos valores x € 1, la ecuacién

f(z,y) = 0 tiene varias soluciones, entonces la tinica solucién y = g(x) pertenece a I.

b) Si [ es parcialmente derivable en = en (a,b), g es derivable en a y se tiene ¢'(a) =

_fx(a,g(a))
fy(a, g(a))

¢) Si f es parcialmente derivable en x sobre U, g es derivable en I, y se tiene ¢'(x) =

fy(l’,g(x))’s‘ Jy(x,g9(x)) # 0.

d) Si f es de clase C*, para k > 1 sobre U, g es de clase C* en I,. Para k > 2 se tiene:

" _ _[fwx+fxy9/($)] Jy — fa [fxy+fyygl($)]
g"(z) = 2
[fy]
en (z,9(x)).

, donde froz, foy fyy [z y [y se evalian
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Demostraciéon Para simplificar denotemos I, = I, I, = J.

a-i) Vamos a demostrar la existencia de la funcién g sobre un intervalo I (a definir) tal que
a € I. Sabemos f,(a,b) # 0, supongamos fy(a,b) > 0, existe p > 0 tal que B((a,b),p) C U
y tal que f,(z,y) >0, V(x,y) € B((a,b),p) = B, pues f, es continua en (a,b). Sea J =
[b—2p,b+ 1p], entonces (a,y) € B,Vy € Jy f(a,y) considerada como funcién de y € J es
estrictamente creciente. Como f(a,b) = 0 se tiene que f(a,b — %p) <0y f(a,b+ %p) > 0.
Por otro lado el punto (a,b — 1p) € B'y como f es continua en este punto 3 7’ > 0 tal que
Vo€ la—n',a+n |setiene (z,b—p)€By f(z,b—1p) <0. Igualmente 37" > 0 tal que
Vz€la—n",a+n" [setiene (z,b+1p)€By f(z,b+5p)>0. Se define n = min{n’,n", 1p},

I =]a—n,a+n], entonces para cada z, € I, se tiene (zg,y) € B, Vy € J, pues:
I(z0,y) — (a,0)[| < [[(x0,y) — (0, O)[| + [[(w0,6) — (a,b)|| = [y — b] + |20 —a| < 5p+1 < p.

La funcién f(zo, y) como funcién de y, es estrictamente creciente sobre J = [b—2p, b+3p]
pues su derivada es positiva y toma un valor negativo paray = b— %p y un valor positivo
paray = b+ 1p. Asi f(zo,y) se anula para un sélo valor yo € J =]b— 1p,b+ Zp[. Se
puede asociar a cada valor x( € I, un sélo valor yo(€J) tal que f(zo,y0) = 0, esto define
la funcién g buscada sobre I (tal que yo = g(zo), Vzo € I) con g(a) = b.

a-ii) Demostraremos que g es continua en a. Sea € > 0, sea p < 2€ y se construye 7 como
anteriormente, entonces para x € Ja — n,a + n[ la ecuacién f(z,y) = 0 y la condicién
ly — b < %p definen como anteriormente y en funcién de x y por la unicidad se tiene
y = g(z). Se tiene asi que |z —a| <n = |g(z) —b| < Fp<e.

a-iii) Demostremos que g es continua en I. Sea a’ € I arbitrario, pero fijo. Vamos a de-
mostrar que g es continua en este punto. Sea b’ = g(a’), por la construccién hecha en
D, eJy (d,b) € B abierto y 3 B’ bola de centro (a’,b') tal que B’ C B, entonces
fy(z,y)>0,V(z,y) € B y la condicién f(a’,V’) = 0 se satisface. Como en 1) se encuentran
dos intervalos I, J' cona’ € I’, b/ € J', tales que la ecuacion f(z, h(xz)) = 0y la condicién
h(z) € J' con h(a’) = V', definen sobre I’ una unica funcién h(z) continua en 2 = o’. Se

puede escoger I’ de modo que I’ C I'y J' C J. Por la unicidad de g, entonces Vz € I’,
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g(x) = h(z), h es continua en o’ y g también.

b) Se supone que %(a, b) existe (condicion no necesaria en a)); demostraremos que g es
derivable en a. Sabemos que f(a,b) = 0, g(a) = by f(z,g(z)) = 0, Vz € I. Se tiene
entonces sobre [ la igualdad f(z,g(z)) — f(z,9(a)) + f(z,9(a)) — f(a,g(a)) = 0. Por el
teorema de incrementos finitos aplicado a f(x,y), considerada como funcién de y sobre

el intervalo de extremidad g(a) y g(x), se tiene:

f(z,9(z)) = f(x,9(a)) = (9(x) — g(a)) fy(z,g(a) + 0(g(x) — g(a)), 0<O<1.

Por otro lado, f(z, g(a)) considerada como funcién de x es derivable en q, i.e. existe una

funcion e(z) que tiende a 0, cuando z — a y tal que:
f(z,9(a)) = f(a,9(a)) = (z — a)fe(a, g(a)) + (v — a)e(x).

Asi tenemos (9(z) —g(a)) fy (2, g(a) +0(g(x) = 9(a))) = —(z —a)(fz(a, g(a)) + €(x)). Cuando

v — a, g(@) — g(a) ¥ f,(x,9(a) + 0(g(x) — 9(a)) — f,(x.9(a)) # 0. Asi se deduce

iy fala,g(a))
=% (a.gla)’
¢) Se supone que f.(x,y) existe en U, sea a’ € I arbitrario pero fijo. Se va a demostrar
_ Jfald',g(a"))

fyld g(a))’
f(d’,g(a’)) = 0y por otro lado f,(a’,g(a’)) # 0. Para x proximo a a, g(z) estd definida

que g es derivable en o’ y que ¢'(a/) = Tenemos evidentemente que
y los puntos (z, g(z)), (z,g(a’)) € B. Se considera la identidad f(z,g(z)) — f(z,g(a’)) +
f(z,9(a")) — f(a’,g(a’)) = 0y se procede como en b).

d) Si todas las derivadas parciales de f de orden k > 1 estan definidas y son continuas en
U, también estan definidas en un vecindario de (z, g(x)), Va € I. Por c) se tiene que para

k> 1:

oy - Je(@g(x)
9@ =% Gg@) 26)

Para k > 2, el resultado se tiene derivando ¢'(x).
- La conclusién a) se puede expresar de la manera siguiente:
a’) Existe una tnica funcién g definida en un vecindario de a, tal que g(a) = by f(z, g(x)) =

0. Se dice que g es la funcién continua definida en un vecindario de a por la ecuacién
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f(x,y) =0y por la condicién g(a) = b.

- Insistimos sobre el hecho que la funcién ¢ (que es la solucién del problema), en general
esta definida localmente. En efecto, a fin de asegurar que a un = dado sdélo le corre-
sponde un y tal que f(z,y) = 0 (por lo que la relacion dada por g es univoca), se esta
obligado a precisar no solamente el conjunto de definicién de g sino también el de lle-
gada.

- En el enunciado del teorema nos interesamos en el caso f(x,y) = 0, pero si f(z,y) = c se
define F(x,y) = f(z,y) — ¢ = 0y el resultado es valido en general.

- En la medida que se puede determinar las derivadas sucesivas de g en a, aunque no
se conozca g, se puede obtener el desarrollo de Taylor de g en este punto, que da una

aproximacién mejor en la medida que el grado de derivabilidad de f sea elevado.

- Si se considera una funcién f(x1,...,x,,z,41) de n+ 1 variables, se buscan las condicio-
nes en que la ecuacion f(z1,...,2,, Tp+1) = 0 permita definir sin ambigiiedad, x,; en
funcion de z1, ..., z,.

Caso de n + 1 variables.

Sea S = {(x,y) e R" x R/f(x,y) = 0} y sea E C R" tal que (x,y) € S para al menos un
valor y y F C R tal que (x,y) € S para al menos un x € R". Se tiene S C E x F.

El caso méas simple sucede cuando la condicién (x,y) € S estd enteramente determinada
por x € E, es decir que la componente y estd en funcién de x. En este caso f(x,y) =0
define una aplicaciéon g: E — F tal que Vx € E, f(x,y)=0 = y=g(x).

Se dice que g esta definida implicitamente por la relacién f(x, g(x)) = 0, o que se obtiene
resolviendo la ecuacion f(x,y) = 0 con respecto a y, o bien que g se obtiene explicitando
y en la relacién f(x,y) = 0.

Pero en general para ciertos x(€FE), existen varios y € F' tales que f(x,y) = 0 de manera
que esta ecuacion no define una aplicaciéon de F en F.

Sin embargo, si (a,b) € S (es decir, f(a,b) = 0) y si ciertas condiciones se satisfacen para

x € B(a, p), corresponde un tnico y € |b—n,b+ n[tal que f(x,y) =0.
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Teorema 2.5.2 Sea f(x,y) una funcién real de n + 1 variables, de clase C*, k > 1, sobre
un abierto U C R""! y sea (a,b) € U tal que f(a,b) = 0y tal que f,(a,b) # 0, entonces
existe una bola abierta V, de centro a en R"™ y un intervalo I, con V, x I, C U, tales que
la ecuacion f(x,g(x)) = 0 y las condiciones x € V,, g(x) € I, definen la tunica funcién
9: Va — I, es decir para cada x € V,, la ecuacién f(x,y) = 0 con la condicién y € I, tiene
una tinica solucién, que se denota g(x). Claramente g(a) = b; g es de clase C* sobre V, y

ademds

99 o\ _ _Jr(x9(x)
92; %) = T, g(0) @D

Observaciéon El camino utilizado para demostrar el teorema en R2, se aplica al caso
x € R™. Es suficiente reemplazar la bola B((a,b), p) C R? por la bola B((a,b), p) C R"*!
y sustituir las condiciones x€ B(a,n’), x€ B(a,n"”), ..., por las condiciones x € Ja—n',a+

n[,z€ Ja—n",a+n"]... El teorema es valido si se tiene f(x,y) =ce€R.

Corolario 2.5.1 Se considera S = {(x,y) € R""/f(x,y) = 0}, con las mismas hipétesis
del teorema existe un abierto W (a,b) C U, tal que SNW (a,b) = {(x,y) eR" T /x€V,, y =

g(x)}, es decir al interior de W (a,b) los elementos de S son de la forma (x, g(x)).

Demostracion Como V, x I, es un abierto, se define V, x I, = W(a, b) y por el teorema
anterior W(a,b) C U. Ademas (x,y)eSNW(a,b) <= x&Va, yely, f(x,y) =0 <= x€V,,
y = g(x).

- El conjunto S aparece, al menos localmente como una hiper-superficie representando en
R"*! ala funcién g.
Cuando n = 1, esta hiper-superficie es una curva; el grafico de g en W(a,b) C R2.

- En los teoremas de la funcién implicita, la variable y juega un rol particular y f, se
ha supuesto no nula en un punto dado. Es claro que estos resultados son validos si
cualquiera de las derivadas parciales es diferente de 0 en ese punto, es decir si Vf # 0.

Toda variable para la cual la derivada parcial no se anula, puede jugar el rol de y.
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Definicion 2.5.1 Sea f una funcién real con derivadas parciales en ac U C IR™ abierto,
f es regular en a si Vf(a) # 0. Se dice también que a es un punto regular de S =

{xeU/f(x) =c} donde c = f(a).

Corolario 2.5.2 Plano tangente a la superficie de ecuacién f(x) = ¢ Sea f una
funcién de clase C*, (k > 1) sobre U C R" abierto y sea a € U tal que Vf(a) # 0. Se
considera f(a) = ¢, entonces S = {x € R"/f(x) = c} admite en a el plano tangente de

ecuacion (x —a)-Vf(a) =0.

Demostracion Como Vf(a) # 0, una de las derivadas parciales de f en a es no nula,

que para simplificar escribimos f,, (a) # 0. El teorema y el corolario anterior implican

que existe un abierto V; tal que a = (ay,...,a,_1) € Va y una funcién g de clase C* sobre

V; tal que S coincide en el abierto que contiene a a, con la hipersuperficie de ecuacién

Tn =91, 1), (T1,...,Tp_1) € Va.

La funcién g es diferenciable, su grafico admite en a un plano tangente (que también es
n—1 ag

tangente a S) cuya ecuacion es z,, —a, = > T
i=1 9%

(a)(z; — a;). Por laigualdad (2.7), esta
ecuacion se escribe V f(a)-(x —a) = 0.
Observacion A menudo este resultado se expresa diciendo que V f(a) es normal en a,

a la superficie S de ecuacién f(x) = ¢, donde ¢ = f(a).

Ejemplo 2.5.1 Consideremos la superficie 2 = f(x,y) y la curva de nivel T' dada por

f(z,y) = c. Supongamos que f es diferenciable.

Vfesnormalal; Vf(a)u=0.

Dy f(a) =V f(a)u=0=|Vf(a)| |ul]|cosé alolargodeT.

Si G(z,y,2) =z — f(z,y) = 0, el plano tangente a z = f(z,y) en (xo,yo,20) €8: 2 — 29 =
0 0

5%(55072/0)(55 — o) + aijc(xoayo)(y —Y0)-

Sea f(z,y, z) diferenciable y consideremos la superficie f(z,y,z) = ¢. Sea I' una curva

representada por 1(t) en R? i.e. g(t) = f(r(t)) = ¢, entonces ¢'(t) = Vf(r(t))r'(t) = 0,
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por lo que Vf es normal a la superficie f(z,y,z) = c.
Si Vf(a) # 0, el plano tangente es V f(a)-(z — zo,y — ¥, 2 — 20) = 0.
2.5.1 Teorema de funciones implicitas para un sistema de ecuaciones

Teorema 2.5.3 Sean f;(z1,...,2Zn,y1,---,Yp)> j = 1,..., D, funciones reales de n+p vari-

ables de clase C*(k > 1) sobre un abierto U C R"*P. Sea ac R", b€ RP donde (a,b) € U,

a(flv"’vfp)
a(yh e 7yp)
invertible, entonces existe una bola abierta V, y una bola abierta Vi, con (a,b) €V, x W C

tales que f;j(a,b) =0, j =1,...,py tales que la matriz jacobiana (a,b) sea
U, tales que el sistema de ecuaciones f;(x,g1(x),...,gp(x)) =0, 5 =1,...,py las condi-
ciones x € Vo, (¢1(x),...,gp(x)) € W, definen las funciones g;(x), j = 1,...,p (es decir
para x € V,, la ecuacién f(x,y) = 0 con la condicién y € V}, tiene una tnica solucion

Y = (q1(x),...,9p(x)). Se tiene que g;(a) =b;, j = 1,...,p, ademds las funciones g; son

. . 0
de clase C* sobre V,. Las derivadas parciales de g, angj estdn dadas por la formula:

- 8(f1,~--afp)

M(x) = (M(X,g(x))) m(&g(X))?

O(x1,...,xy) oY1, Yp)

donde g = (g1,...,9p).

Observacion En forma condensada, este teorema se enuncia de la manera siguiente.
Sea I’ una aplicacién sobre U C R"*? en R?, de clase C*(k > 1) y sea (a,b) € U tal
que F(a,b) = 0y tal que la matriz g—g(a, b) sea invertible (g—g es el jacobiano de F con
respecto a las ultimas p variables), entonces existen bolas abiertas V,, V4, con (a,b) €

VaxVp C U tales que la ecuacién f(x, g(x)) = 0 define la aplicacién g: Vo, — V;,. Ademas

g(a) = b, g es de clase C* sobre V, y se tiene:

200 -~ (Lxom))  Aixgte.

Demostracion Se razona por induccién sobre p. Para p = 1 el teorema es cierto Vn > 1
por el teorema anterior. Se considera p > 2 y se supone por hipétesis de induccién que

el teorema se verifica parap — 1, Vn > 1.

a(flw--afp)

La matriz jacobiana
J a(yh"'ayp)

(a,b) es regular y se tiene al menos una submatriz de
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fa, ..., .. . .
orden p — 1, que se supone H también regular. Consideremos el sistema de p
2y Yp
ecuaciones:
fj(x7y17y27"'?yp):07 j:17ap (28)
Las p — 1 ecuaciones obtenidas considerando j = 2,...,p, forman un sistema al cual

la hipétesis de recurrencia se aplica; existe una bola abierta Vo, C R"*! de centro
a’ = (ai,...,an,b1), un abierto Vi,y C RP~! de b’ = (by,...,b,) con Voo x Viy C U y
funciones h;(x,y1), j = 2,...,p, de clase C* sobre Vi, tales que V(x,y;) € Va, el sistema
de ecuaciones f;(x,y1,...,yp) =0, j = 2,...,p, con la condicién (ys,...,y,) € Vi tiene
la solucién unica y; = hj(x,y1), j = 2,...,p. Se tiene claramente que h;(a,b1) = b;.

Tomando en cuenta este resultado, se ve que si (x, y1), con (X, 1) €Var ¥ (Y2, ..., Yp) € Vir

es una solucién de (2.8), entonces (x, y1) es una solucién de la ecuacion:

fl(x7y17h2(x7 3/1)» C) hp(x7 yl)) =0.

Consideremos f(x,v1) = f1(x,v1,h2(X,y1),...,hy(x,y1)), esta funcién f es de clase C*

sobre Vo, f(a,b1) =0y fy,(a,b1) # 0. En efecto:

fy1 (a7 bl) = (fl)y1 (a7 b) + (fl)y2 (a’ b)(hQ)yl (a7 bl) ++ (fl)yp (aa b)(h;ﬂ)lh (av bl)

y como f;(x,y1,ha(X,y1),-. ., hp(X,31)) = 0,7 =2,...,p, V(X,y1) € Var, se tiene:

of;
oy

Of; 1 0hs

of; Oh
(a,b) + 0y (a,b) oy @by) 4+ 5

_P = ) —
3yp(a’b)0y1(a’b1) 0, j=2,...,p

Si fy,(a,b1) = 0, laigualdad anterior es valida para j = 1y tendriamos (\; = g%(a, b1))

of; of; f;
By, (B P) + hegp »Typ

O(fr,---, fp)
8(y1, e ,yp)

seria invertible. Asi que si se supone que la matriz jacobiana es invertible, se tiene que

fyl (aa bl) 7£ 0.

Aplicando el teorema en el caso p = 1 a la ecuacion f(x,y1) = 0, existe una bola abierta

(a,b)+---+ A (a,b)=0,j=1,2,...,p, lo que demuestra que las

columnas de la matriz jacobiana (a,b) son linealmente dependientes y no

Va de centro a, un intervalo b; € I, con V, x I, C Vi y una funcién g;(x) de clase C*
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sobre V, tales que Vx € V,, la ecuaciéon f(x,y;) = 0 con la condicién y; € I;, tiene una
solucién unica y; = g1(x). Sea V, = I, x Vir y sean g;(x) = h;(x,¢1(x)), j =2,...,p que
son de clase C* sobre V.

Se verifica que Vx € V, el sistema de ecuaciones f;(x,y) =0, j=1,...,p con y € V, tiene
una solucién unica dada por y; = g;(x), j =1,...,p.

Consideremos g(x) = (g1(x),...,9,(x)) ¥y Fi(x) = fi(x,g(x)), entonces F; es de clase C*

en Vo, y F;(x) =0, Vx € V,, lo que implica:

OF; . _ Of; v of, gy _ o .

8$j (X)— 8$j (xvg(x))—’_kgl ayk(xvg(x))aixj(x)_ov Z_la"'vpa ]—1,...,TL,
Ly Of 0 Ofi . .

k;] 8yfk(x7g(x))ag];(x):_agj(xvg(x))v Zzla"'7pa J=1L4...,N.

En forma matricial se escribe:

Of1s---s )
8(y1, e 7yp)

_8(f17~-~7fp)

g1, 9p) m("vg(x))7

(x.906)) 45 o) =

y como la matriz jacobiana de los f; con respecto a y;, es regular:

8(915--'39;0) _ a(fl,,fp) -t 8(f1,,fp)
m(X) =- (M(X,g(x))) m(x,g(x)).

Corolario 2.5.3 Tomando en cuenta las hipétesis del teorema anterior, consideremos
el conjunto S = {(x,y) € R"™?/f(x,y) = 0}, entonces existe un abierto W, )y C U del

punto (a,b) tal que SN W) = {(x,y) e R"P/x € Va, Yy = g(x)}.

Definicion 2.5.2 Funcion regular en un punto Se dice que f es regular en a si
gx—f(a) es de rango p. En este caso se dice también que a es un punto regular de S =

{xeU/f(x) = f(a)}.

M (a)| # 0y el teorema se

Si f es regular en a, existe i1,. .. ,1, tales que det
aplica. Las variables z;,,...,z;, juegan el rol de las variables y1, ..., y,. Se deduce que
en una bola abierta de a y sobre S las variables z;,, ..., z;, son funcién de las restantes

n — p variables.
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Corolario 2.5.4 Sea f:U C R* — RP, U abierto, f una funcién de clase C* y sea a un
punto regular de S = {x e U/ f(x) = 0}, entonces existe un abierto W,, a€ W, C RP, una
bola By C R™ P centrada en el origen y una aplicacion h: B, — R™ de clase C* tales

que SNW, = h(By) ={z€R"/z = h(x), x € By}.

Demostracion El jacobiano de f es a es invertible, se puede suponer que:

o(f1,--- fp)
det a 0.
a(l‘n_p+17 ce ,.Tn) ( ) 7&
Por el corolario, existe una bola abierta By C R"? de centro a = (ai1,...,an,—p), Un

abierto W,, a € W,y g: B — R? de clase C* tal que SN W, = {(x,g(x)) € R"/x € Bs}.
Se define h = (hy,...,h,) de By = Bg —a = {x ¢ R"?/z—a, z€ Bs} en R" por
hix)=x;+a,i=1,...,n—p, hp_pt;(x) =g;(x+a),j=1,...,py se tiene que h es de

clase C* sobre By y que:
SNWa={(x+a,g(x+a)) e R"/x€ By} ={z€eR"/z=h(x), x € By}.

Teorema 2.5.4 Teorema de Inversion
Sea U abierto, F una aplicaciéon F:U C R" — R", de clase C*, k > 1y sea a c U tal

que I es regular en a, det (a—F(a)) # 0, entonces existe un abierto U,, a€ U, C U tal

ox
que la restriccion de F a U, sea una aplicacion biyectiva (de U,) sobre una bola V}, de
centro b = F(a). La aplicacién F~1:V;, — U, es de clase C* y se tiene Jp-1(F(x)) =

(JF(X))fl, Vx € U,.

(La matriz jacobiana de F~' en y = F(x) es igual a la inversa de la matriz jacobiana de

Fenx=F1(y)).

Demostracién Consideremos H(x,y) = F(x) —y, H:U x R"® — R" de clase C*, si
_ —0. OH _ OF oH

b = F(a), H(a,b) =0, (x,y) = o (x) por lo que det ( I (a, b)) # 0.

Aplicando el teorema anterior, existe una bola abierta V4, en R" de centro b, un abierto

Va, a €V, y una aplicacién tnica G: V, — V, tal que Yy € W, la ecuaciéon H(x,y) =0

con la condicién x € V,, tiene solucién dnica x = G(y).
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En otros términos y tomando en cuenta la definiciéon de H, Yy € V}, existe un tnico
x € V, con x = G(y), tal que F(x) = y. Asi, F es una biyeccién de U, = Vo N F~1(1})
(donde F~1(W4,) = {x € U/F(x) € V4 } es un abierto, pues V4, es abierto y F' es continua)

sobre V4, y G es la inversa de F. La funcién F~! es de clase C* (sobre 13,) y se tiene

O (x,y) = 9.0, P ) = ~1, por lo aue 9 (y) = (P x)

2.6 Formula de Taylor para funciones de varias variables

Proposicion 2.6.1 Sea f: A C R? — R tal que (v,y) — f(z,y), con A abierto, f con
derivadas parciales continuas. Sean © = u(t), y = v(t) funciones derivables, entonces

F(t) = f(u(t), v(t)) tiene por derivada F'(t) %(u(t),v(t)) W () + gfyc (ut), v(t)) V' (2).

Corolario 2.6.1 Si f tiene derivadas parciales de orden dos continuas y u, v son dos

veces derivables, entonces:

9? f
Ox?

O ), 0(0)) w(0) + G (ult), o(0)) 0" 1)

F/I( )

La forma general de F(P)(t) es complicada. Nosotros utilizaremos un caso particular.

Proposicién 2.6.2 Sea A abierto, f: A C R?> — R con derivadas parciales continuas

hasta el orden p. Si definimos F(t) = f(xo + ht,yo + kt) entonces:

" orf ) o\’
F®) () = PYimpn _ 0 .
(t) ngnj:p (n> h™k 92y (xo + ht,yo + kt) (h 97 +k " f(zo + ht,yo + kt)

Demostracion Hacerlo por induccién.

El resultado es valido para el caso de mas de dos variables. Por ejemplo si (z,y,2) —

flx,y,z) conx = xg+ hi, y = yo + kt, 2 = zo + £t:

n'm'r'h L4 axnay’mazr (‘rO + hﬁa Yo + kt, zo + gt)

FO@)= 5

n+m-+r=p

= (hZ +r g +£%)pf.
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Teorema 2.6.1 Férmula de Taylor® Sea A C R? abierto, f: A — R, con derivadas
parciales continuas de orden p. Sean h, k reales tales que el segmento de extremidades
(z0,y0) ¥ (xo + h,yo + k) estd contenido en A (es decir los puntos (xg + th,yo + tk) con

0 <t < 1), entonces la formula de Taylor para dos variables es:

F(wo-+ Ry + K) = o u0) + L (z0,0) + K2 (o, u0) + 5 2L (o, o)t
%%;jgy (o, y0) + ];Té;g(%»yo) + g%(mo»yo) + gﬁ%(fcoayoﬂ
{L,lgaiy;g (z0,%0) + ggzj(mo,yo) +---+ 2N %%%(%,yo)—%
n+%:=p %%%(xo + 60h,yo + 0k), con 0 <6 < 1.

Demostracion Sea F(t) = f(xzg + th,yo + tk) con 0 < t < 1, por la formula de Taylor
para una variable tenemos:
F(1) = F(0) + F'(0) + 5F"(0) + -+ + ﬁF@‘l)(O) + iF@)(e), con0<0<1.

Pero F(t) =4l %%a;j@iggyn(% +th,yo + tk) y reemplazando se tiene el resul-
n+m=1 . .

tado.

Corolario 2.6.2 Para el caso de tres variables tenemos (bajo hipétesis similares):

f(xo +h,yo + k, 20 + 1) = >
g+r+s<p—1
r s q+r-+s
qT+Tr1+S8S=p . . .

he kg5 09T f
T 1T §1 Bzagyazs ("0 Yor 20)

5Brook Taylor (1685-1731) Nace el 18 de agosto de 1685 en Edmonton, Inglaterra. Muere el 29 de
diciembre de 1731 en Londres, Inglaterra. En 1708 Taylor produjo una solucion al problema del centro de
oscilacion, la cual desde que fue difundida hasta 1724, result6 ser la disputa principal con Johann Bernoulli.

En “Los métodos de incrementos directo e inverso” Taylor (1715) agrega a las matematicas una nueva rama
llamada ahora “El calculo de las diferencias finitas”, inventa la integracién por partes y descubrié la célebre
formula conocida como la Serie de Taylor. La importancia de esta formula no fue reconocida hasta 1772,

cuando Lagrange proclamé los principios basicos del célculo diferencial.

Taylor también desarrollé los principios fundamentales de la perspectiva en “Perspectivas lineales” (1715),

junto con “Los nuevos principios de la perspectiva lineal”.

Taylor da cuenta de un experimento para descubrir las leyes de la atraccién magnética (1715) y un método no
probado para aproximar las raices de una ecuaciéon, dando un método nuevo para logaritmos computacionales
717).

Taylor fue elegido socio de la Real Sociedad en 1712 y fue nombrado en ese afio para integrar un comité para

la adjudicacion de las demandas de Newton y de Leibniz de haber inventado el calculo.
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Observacion Volvamos al caso de dos variables. Sea € >0, 31> 0 tal que |h| + |k| <7

orf orf
W(Io + 0h,yo + 0k) — W(xo,yo) <eVn,mconn+m=py
e A apf hm e apf
h™E™ B hmgn OPf _
netm—p ml ’I’L' aajmyn (CCO + 9h, Yo + 9](1) n+§n:=p m| TL' 8.73m(9yn (Io, yO) <
> |}:7|ll |I:L|' €= Z%(W + |k|)Pe, o sea cuando h, k — 0 podemos escribir:
n+m=p . . .
pmgn OPf pmgn OPf / B
i, Tl Gy W0 T Oy +OK) = 30 T Gy (T0:vo) =

(lh| + |k|)Po(1), donde o(1) — 0, cuando (h, k) — (0,0). Asi tenemos que:

0 0
f(zo +h,yo + k) = f(x0,%0) +h5*£(930,y0) +ky£($0,yo) +oeet

hmEn_0°f »
n+§n::p m! nl axmayn (xO’yo) + H(h" k)” 0(1)

_ hm g O f »
_mggp m! nl ammayn ($07y0) + ”(hvk)” 0(1)'

Mas generalmente, sea f: A C R" — IR, A abierto, con derivadas parciales continuas
hasta el orden p, sea h = (hy,...,h,) € R" tales que el segmento de extremidades

X0, Xo + h esté contenido en A (xy + th, 0 < ¢ < 1), entonces la formula de Taylor para n

variables es:

h‘fl th hdn  gutettan f

Xo + h) = 1 L. X
Joo+h) q1+-.~§ngp71 @l gl an! 8%‘{169632---896%"( )

h‘lll hin N +"'+an
qn! Ozt -+ Ozl

(xo + 6h),

+ |
g1+ Fgn=p 91°

con 0 <6 <1ysih— 0entonces:

Y L

gl 027 g o)+ INPo(D).

f(xo+h)= >

|
q1+-+qn<p 0

Ejemplo 2.6.1 Dar el desarrollo de orden dos de f(z,y,2) = (z+ 1)ye* en 0 = (0,0,0)

y utilizar el desarrollo para aproximar f(0.1, —0.1,0.05).



104 Capitulo 2. Calculo Diferencial en R™

fo =ye* fy = (z+1)e? fz = (z +1)ye?
foz =0 fyy =0 fze = (x4 1)ye?
fay = €7 foz = ye* fyz = (xz+1)e*
foze = (x4 1)ye? Jayz = €* Joyy = ye*

fyer = (z+1)€? fozz = Fyyy = fozz = fooy = Fyye = 0.

La férmula de Taylor en (0,0, 0) se aproxima por h = (hq, ha, h3),
f(N) = hy + 3(2h1hs + 2hohs3) + Ro(0, h),
donde:
Ry(0,h) = é(Geeh%lhghg + 30hoe®™2 hyh2 + 3(1 + 0hy)e? 2 hoh2 + (1 + Ohy)0hye®2 h2),
con 0 < 6 < 1. Para |h;| <1y como e < 3 se tiene:
|R2(0,h)| < %(6|h1h2h3| + 3|h1hah3| + 6|hahi| + 2|hah3]),

F(h1,ha, h3) = (—1.1)(0.1)e%05 = —0.1 — 0.01 — 0.05 + Ry = —0.115 + Ry,

con |Ry| < 0.003 i.e. —0.118 < —(1.1)(0.1)e%% < —0.112.

Ejemplo 2.6.2 Sea f(z,y) = yln(z + y), dar un valor aproximado de f(0.02,0.99),

utilizando un desarrollo de orden tres en (0,1).

Y Y
r — :1
! (z+y) Iy n(x+y)+(x+y)
oy _ 2y
Yty (z+y)2 (z+y)
1 2y _ 2 2y
feon = G ey Fow = G ey
_ 2
Syyy = =3 +y) 72+ ( _|_yy)3
. (—=h%2 + k%) (2h% +3h%k — k3)
Asi, f(h,1+k)=h+k+ 5 + 5 + e(h, k)|(h,k)|| y tenemos:

3
£(0.02,0.99) = 0.00985033 + - - - 4 €(0.02, —0.01)(0.005) 2,
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(V][V}

3
2

con (0.005)2 = 0.00001118... Esperando que el resto €(0.02, —0.01)(0.0005)2 no influen-

cie los decimales de orden 7, tenemos f(0.02,0.99) ~ 0.0098508.

2.7 Diferenciabilidad en espacios de Banach
La definicion de diferencial se puede ampliar al caso general de un espacio vectorial
normado completo E. Al igual que en el caso de dimension finita, la diferencial en

espacios de Banach utiliza la aproximacion por una funcion lineal.

Definicion 2.7.1 Sean E y F espacios de Banach y sea U C E un abierto no vacio, la
aplicacion f:U — F es diferenciable en a € U, si existe g € L(E, F) tal que f(a+h) =

f(a) + g(h) + ||h|le(h), donde e(h) — 0O, cuando h — 0.

La aplicacion g: E — F se llama el diferencial de f en a y se denota por g = df(a) o

Df(a). La continuidad de df(a) implica la continuidad de f en a.

Definicion 2.7.2 Se dice que f es diferenciable en U C E, si f es diferenciable en todo

punto de U.

Es claro que la aplicacion lineal ¢ = df(a) depende de a € U, lo que permite definir la

aplicacion a — df (a), que denotaremos df i.e. df:U — L(E, F).

Definicién 2.7.3 Se dird que f:U — F es continuamente diferenciable o de clase C,

si f es diferenciable en U y la aplicacion df:U — L(E, F') es continua.
Al igual que en el caso de R", la diferencial no depende de la norma que se utilice.

Proposicion 2.7.1 Sean E, F'y G espacios de Banach y sea U C E abierto, f:U — F
diferenciable en a € U, sea B C F abierto tal que f(U) C B, sea g: B — G diferenciable
en f(a), sea h:U — G definida por h = g o f, entonces h es diferenciable en ay Dh(a) =
Dg(f(a)) o Df(a), es decir el diferencial de h en a, es la composicién de los diferenciales

de fenaydegen f(a).

La prueba es similar al caso de R™.
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Se verifica sin dificultad que si f € L(E, F), df(x) = f,Vx e U.

Teorema 2.7.1 Sean Ei, E> y I espacios de Banach, si f: E; x E; — F es bilineal

continua, f es diferenciable y su diferencial en (a1, as) estd definida por:
df (a1, az)(hy, hy) = f(hy, az) + f(ai, hy).
Demostraciéon Sabemos que
flar +hy,az + hy) — fag, az) = f(hy, az2) + f(ai, he) + f(hy, hy).

Probemos que ||(hy, hs)|| e(hi, hy) = f(hy,hs), con e(hy, hy) — 0, si (hy,hy) — (0,0),
donde ||(hy, ho)[| = [[hy]| + [[hz].
(e, o)l _ [F1 Rl (R

En efecto, <A (Ml + Ihel]) — 0, si (h1, hy) — (0, 0).

[(he, ha)[[ = [[ha ][ + [[haf|
Generalizacion Sean Ey,...,E,, F espacios de Banach, si f: F; x --- x E, — F es
multilineal continua, donde ||(x1,...,x,)|| = Y_ ||x:||, entonces f es diferenciable y
=1

df(al,...,an)(hl,...,hn) = f(hl,az,...,(ln) + - +f(a1,. ..,an,l,hn).

Ejemplo 2.7.1 En el teorema 1.9.8 se ha definido una aplicacién continua ¢:u — u=!

de Isom(FE, F') (abierto en el espacio de Banach L(F, F')) en Isom(E, F') y nos preguntamos

si ¢ es diferenciable. Su diferencial seria entonces un elemento de L(L(E, F'),L(E, F)).

Teorema 2.7.2 Con las condiciones anteriores, la aplicacién ¢ es de clase C' en el

abierto Isom(E, F') C L(E, F) y su diferencial viene dado por:
do(u)(h) = —u~'hu™!', para he L(E, F).
Demostracion Consideremos:
pu+h)—pu)=u+h) ' —u'=@u+h(u-(u+h)u ' =—(u+h)'hu '

Fijando u € Isom(E, F), probemos que ¢(u + h) — p(u) = —u~thu~! + ||h|e(h), con

e(h) — 0, si h — 0. En efecto:

I(u+hn) ™ hu™" —uthu™ | = ()™ —umHhu ] < [+ )T —u T [fuT R
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y es suficiente probar que |(u+ h)~™! —u~!|| — 0, cuando h — 0, resultado que se
tiene, pues la aplicacién ¢(u) = u~! es continua.

Falta por verificar que ¢ es de clase C, es decir dy:Isom(E,F) — L(L(E, F),L(E, F))
es continua. Para esto veamos la aplicacién lineal ¢ (v, w), con ¢(v,w)(h) = —vhw de
L(E,F)enL(F,E),conveL(F,E),welL(E,F).

Asi la aplicacién continua ¢: L(F, E) x L(F, F) — L(L(E, F),L(E, F)), con ¥(v,w)(h) =
—vhw es bilineal y continua, ya que || (v,w)(h)| = |[vhw| < ||v| ||h| |[w], lo que im-

Lu ) esla

plica [|(v,w)|| = ||v|||[w]|, es decir que la aplicacién u — dp(u) = (u~
composicién de la funcién continua u — (u=!,u=!) de Isom(E, F) en L(F, E) x L(F, E)

y la aplicacién continua (v, w) — (v, w).

2.7.1 Convergencia de una sucesion de funciones diferenciables

Teorema 2.7.3 Sea U un abierto convexo de E espacio vectorial normado completo y
sea (fn)nen una sucesion de funciones diferenciables, f,:U — F, F espacio vectorial

normado completo, tal que:
i) Ja e U tal que f,(a) € I tiene limite

i1) la sucesion de aplicaciones df,,:U — L(E, F) converge uniformemente en U a una
funcién g:U — L(E, F), entonces Vx € U, la sucesion de las (f,(x)), C F tiene un limite
representado por f(x). La convergencia de la sucesion (f,), a [ es uniforme en cada

parte acotada de U y la funcion f es diferenciable y su diferencial es g.

Demostraciéon Observemos que ||df (x)|| < k, Vx € U, entonces si x1, Xz € U, || f(x2) —

x|l < kllxz = x4 |, por lo que || f,(x) — fp(@) = (f4(x) = fo(a))[| < [Ix — a] sup lldfp(y) —
y

df,(y)|l. Por la hipétesis ii), el segundo miembro tiende a 0, cuando p y ¢ aumentan

indefinidamente, entonces el primer miembro tiende a 0, cuando p, ¢ — oo, siempre que

x esté en una parte acotada de U.

Por i) f,(a) — f,(a) tiende a 0, por lo que || f,(x) — f,(x)| tiende a cero uniformemente

en una parte acotada de U.
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Sea f(x) el limite; cada punto de U posee un entorno acotado en el cual f es el limite
uniforme de la sucesiéon de funciones continuas, luego f es continua en el entorno de

todo punto de U i.e. f es continua en U.
Falta probar que f es diferenciable y que df (x) = g(x).

Sea x,, € U, basta probar que f(x) — f(Xx,) = g(x0)(x —Xo) + [|X — X, |l€(X — X,).

l[x —%ol|

Sea p>0,3IN eNtalquen,p > N1 = || fp(x) — fp(Xo) = (fu(x) = fu(xo))|| < p 3

ysip 00, [106) ~ fx) — fub) + fulxa)ll < P2 s >

Por otro lado, ||df,(x,) — g(x,)|| < 3p, sin > N,, por lo que:

lldfn(x0)(x —%0) — g(x0)(x —%,)| < pm.

Ademas si ||x — x,|| <7, se tiene:

1Fa(36) = Fal0) = dfu(0) % = x0)]| = [1x = ol €' (x = o) < pIX e,

pues f, es diferenciable en x, y €¢/(x — x,) — 0, cuando x — x,. Asi tenemos:

1£(¢) = f(x0) = 9(x0) (x = Xo) [ < [[f (%) = f(X0) = (%) + fu(Xo)lI+
[ (%) = fn(Xo) — dfn(x)(x —Xo)|+
[ldfn (%) (x = Xo0) = g(Xo) (X =X, )[| < pllx = X0,
siempre que ||x — X, || < 7.
Definicion 2.7.4 Sean E, F espacios vectoriales normados completos, V' C E abierto,

W C F abierto, se dice que f:V — W es un difeomorfismo de clase C, si f es biyectiva

de clase C' y si la inversa f~':W — V es de clase C*.

2.7.2 Diferenciales de orden superior

Sean FE, F espacios vectoriales normados completos, V C F abiertoy f:V — F una
aplicacion diferenciable en V, se tiene entonces una aplicacion diferencial df:U —

L(E, F) y nos preguntamos si df es a su vez una aplicacion diferenciable.
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Definicion 2.7.5 Se dice que f es dos veces diferenciable en el punto a € U, si la apli-
cacion df es diferenciable en a y la designamos d?f(a), donde d*f(a) € L(E,L(E, F)), es

decir &>f:U — L(E,L(E, F)).

Definicion 2.7.6 Se dice que f es dos veces diferenciable en U, si es dos veces diferen-

ciable en todo punto de U.

Definicioén 2.7.7 Se dice que f es de clase C? en U, si f es dos veces diferenciable en U

y la aplicacién d?f es continua en U.

Recordemos la isometria canédnica entre L(FE,L(E,F)) = L(E,E,F). Mediante esta
biyeccion d? f(a) define un elemento de L(E, E, F), es decir una aplicacién bilineal con-
tinua de E x E en F. Abusando de la notacién se considera d*f(a) € L(E, E, F) de modo

que (h, k) — df*(a)(h, k) = (d*f(a)(h)) (k).

Teorema 2.7.4 Si f:U — F es dos veces diferenciable en el punto a, la segunda
diferencial d*f(a) € L(E, E, F) es una aplicacién bilineal simétrica, o sea d* f(a)(h,k) =

d*f(a)(k,h), Vh k€ E.
Demostracion Consideremos la funciéon simétrica:
Ah k)= f(a+h+k)— fla+h)— fla+k)+ f(a)

y probemos que A(h, k)—d?f(a)(h,k) = (|[h||+|/k||)?e(h, k), donde e(h, k) — 0, cuando

(h,k) — (0,0). En efecto:
[A(h, k) — d*f(a)(h, K[| <[|A(h,k) — df (a+ K)(h) + df (a)(h)]|
+|ldf (a+K)(h) — df(a)(h) — d f(a)(h, k).

Dado que:

ldf (a + k) (h) — df (a)(h) — (@*f(a)(K))(W)|| < []]|df(a + k) — df(a) — d*f(a)(K)],
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y como df (a + k) — df (a) — d*f(a)(k) = ||k|e1(k), donde €;(k) — 0, cuando k — 0, se
tiene que |[h[|df(a +k) — df(a) — d*f(a)(K)|| = [R[l[[K[lle (k)| < (]l + [[k])*[le2 (K)]l.

Para la otra expresion ||A(h, k) — df(a + k)(h) + df (a)(h)||, consideremos la funcién:
B(h) = f(a+h+k) - f(a+h) —df(a+k)(h) + df(a)(h)
y notemos que B(h)—B(0) = A(h, k)—df (a+k)(h)+df (a)(h), porlo que | B(h)—B(0)|| <

Rl Os<u121 |dB(th)||, donde dB(h) = df(a + k + h) — df(a + h) — df (a + k) + df (a).
<t<

Pero:

df(a+k+th) = df(a) + d*f(a)(k + th) + ||k + th|ez(k + th)
df(a+ th) = df(a) + d2f(a)(th) + ||th|es(th)
df(a+%) = df(a) +d*f(a)(k) + [[kl|es (k)
lo que implica que:
ldf (a+k+h)—df(a+h) —df(a+ k) +df(a)|| =
[+ thea(k + th) + [[th[les(th) + [[kfes(K) <
(1l + M) lex(k + e[| + [[h] les(th)I] + [[K[| [ea(k)[| <
(el + lRiDlles (b, %),

donde e5(h, k) — 0, cuando (h, k) — (0, 0). De esta manera tenemos:
[1B(h) — B(0)[| <[ Sup ldB(th)|| < (I + [[kI)?[les (R, k).
Asi, [A(h k) — df(@)(h )| < (] + [K])2(ler (k)] + les(h. k) ) y concluimos que:
IA(h, k) — d?f(a)(h, k)| = (I[r] + [[K])?[le’ (h, X,

donde €’'(h,k) — 0, cuando (h,k) — (0,0). Tenemos una expresién similar para

IA(h, k) — d f(a)(k, h)|| = (k]| + [IK]))*[|e”(h, k)| y se tiene que:

la* f (@) (h, %) — d f(a) (i, )| = (Rl + [KI)?[le (R, K)]].
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Sea p > 0,3n > 0tal quesi ||h|| + ||k|| <7 se tiene ||e(h,k)|| < p lo que implica:
4 f(a)(h, k) — d* f(a)(k, h)[| < p(|[]| + [[K[])*.

Sean ahora h y k arbitrarios no ambos 0 y sea p > 0, entonces existe un \ # 0 tal que

IAR|| + |AK] < 5, por lo que:
1d*f(@)(Ah, XKk) — d? f(@)(Ak, Ah) || = [A?[|d*f(a)(h, k) — d? f(a)(k, h)|| =
(AR + [IAK])2 e (Nh, XK < [AP(R]+ (K[ o,
o sea ha probado que Vh, k € E:
[d*f(@)(h, k) — d® f(a)(k, )| < p(|[h]| + [[K])?,

y como p es arbitrario, d®f(a)(h, k) = d*f(a)(k, h).

Casoenque E=F; X --- X E,

Sea ac U C E, con U abierto de F, sea f:U — I una aplicacién continua, para cada

a=(ay,...,a,) €U, consideremos la inyeccion \;: E; — E definida por:
Ai(xi) = (@1, Qi—1, i, Qig1, .- -5 Gp).

La composicién fo); esta definida sobre el abierto A™! (U) C E;, de modo que a; €} ! ().

La llamamos la i—ésima aplicacién parcial en el punto a.

Teorema 2.7.5 Con las notaciones precedentes, si f es diferenciable en el punto a, en-

tonces la aplicacién parcial f o \; es diferenciable en a;, i = 1,...,n. Denotamos su

diferencial d(f o \;)(a;) = gxf (a) € L(E;, F), que la llamamos derivada parcial de f

respecto a x;. Ademds:

G = X gL@n). hep, i=1...n

Demostracién Sea u;: E; — F la inyeccién canénica u,;(z;) = (0,...,0,2;,0,...,0),

entonces u; es lineal y continua. Se tiene que \;(z;) = a + u;(z; — a;), \;(a) = a 'y por lo
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tanto d)\z(xl) =u;, Va; € E;.

Si f es diferenciable en el punto a, f o \; es diferenciable en el punto a; y d(f o \;) =

of
8331'

df (a) o uy, es decir (a) existe y es igual a df (a) o u;.

n
Observemos que > u; o p; = Ig, donde p; es la proyeccién canénica p;: E — E;, por lo
=1

que:

Ms

df(a) = >_(df(a) o u;) o pi,

=1

0 sea

n

(df(@)(h) = L (df (@) o) opi(h) = 30 8f( a)(hi).

HM:

Corolario 2.7.1 Sea f diferenciable sobre U, una condicion necesaria y suficiente para

of

que f sea de clase C' es que las aplicaciones oIy

:U — L(E;, F) sean aplicaciones con-

tinuas.

Aplicando el mismo razonamiento a df se tiene:

(@ (@) 00 = 3 X (@) ),

lo que permite escribir:

@ saniam = 3 (G @) ) .

o(df)
axi

h es un elemento de F'. Asi, tenemos:

(ag;ljlf)(a)(ki)) (h) = é (% (%{) (a)(ki)> ).

Recordemos que (a)eL(E;,L(E, F)), que 3(if) (a)(k;)€eL(E, F)y que su valor sobre

- o*f af
Si denotamos w0z, (a) oz, (8953 en el punto a, que es un elemento de
L(E;, L(E;, F)) 2 L(E;, E;; F), obtenemos:

)09 = 32 3% (G2 @k ) i) = 5 5 (g @n) ) )

Corolario 2.7.2 Si f:U — F es dos veces diferenciable de n variables reales, se tiene:

Pf oy O
8.131'8.133' o 8xj8xi

(a) € F.
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Es el clasico teorema de Schwarz.

Sea f:U — F una funcién dos veces diferenciable, se tiene que d*f:U — L,(E, F) =
L(E, E; F) de aplicaciones bilineales continuas de £ x £ — F. En general se denota
L,.(E, F) el espacio de aplicaciones multilineales continuas de £ x --- x E — F.

Si la aplicacién d? f es diferenciable, se escribira d* f su diferencial, que es un elemento
de L(E,Ly(F; F)) =2 L3(E, F). Por recurrencia sobre n se tiene que si f es n veces diferen-

ciable, tenemos que d" f(a) € L,,(E, F). De esta manera tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.7.6 Si [ es n veces diferenciable en el punto a, el diferencial d"f(a) €

L.(F, F) es una aplicacion multilineal simétrica de E x --- x E — F, es decir que
si hy,..., h, son n vectores de E y o es una permutacion cualquiera de {1,...,n}, se
tiene:

d"f(a)(hy,...,hy) =d" f(a)(he@a), - -, hom))-

2.8 Ejercicios
2.8.1 Diferenciabilidad

1. Graficar la funcion f(z,y) = ax + by + c.

2 2
2. Considerar la funcién f(x,y) = ZZ—Q - L.
a

a) Dibujar en el plano zy las curvas de nivel a las alturas h = 0, =1, 4.

2
b) Sea G la superficie representativa de f, G = {(z,y,2)/z = ‘7;—2 — w—;} Dibujar en el
a

plano zz los cortes de GG, para los planos verticales y = 0, b, +2b.
¢) Dibujar en el plano yz los cortes de G por los planos verticales x = 0, +a, +2a.

d) Dibujar la figura de la superficie G.

r / /
3. Dibujar f(z,y) = %—Qy Efecttie el cambio de variable z = 2 Y y= Ty .
a

V2’ V2

2
4. Sea f(z,y) = i—z + %2, dibujar las curvas de nivel para h = 1,2,4 y el grafico de f.




10.

11.

12.

13.

14.
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. Graficar la funcién f(z,y) = dzy®, a, b, d > 0.

Linealizar la funcién f(x,y,2) = (v/2yz, 2> — 2yz) en un vecindario de xo = (1,2, 1).

Demostrar que si las derivadas parciales de f existen en una bola abierta B(a, p), p >0

y son acotadas, entonces f es continua en a.

2 2

Sea f:R*> — R, f(z,y) =y

= 05 8i (2,9) # (0,0) y £(0,0) = 0. Calcular las derivadas
T Y

parciales de primero y segundo orden, cuando existan.
Iy2

Seaf:lR2 —)Ra f(l',y):
0 siz=0.

Demostrar que D, f(0,0) existe para todo u € R?, ||u| = 1, pero que f no es continua en

0,0).
2 —y? .
myw S1 (xvy) 7& (070)
Sea f:R? — R, f(z,y) = Y
0 si (z,y) = (0,0).

Demostrar que D15 f(0,0) # D2 f(0,0).
r siy=0
Seaf:R2—>R’f(xay): y siz=0

1 en otro caso.

a) Demostrar que D f(0,0) y D2f(0,0) existen y determinarlos.

b) Sea u = (a;,as2), con a; # 0, as # 0. Demostrar que D, f(0,0) no existe.

Ty .
g si (z,y) # (0,0)

Sea f:Rz —)R’ f('ray) =
0 siz=y=0.

Demostrar que f no es continua en (0,0), pero D, f(0,0) y D2f(0,0) existen y determi-

narlas.

z? arctan % — y% arctan % sizy #0

Sea f:Rz —)Ra f(xay) =
0 sizy =0.
Demostrar que D12 f(0,0) # Doy f(0,0).

Sea A = {(x1,22,23) € IRB/JH +a9+x3+1#0}. Sea f: A — R3, f = (f1, f2, f3), con
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Tk k
r1 +x9+23+1°

y verificar que |Jf(I1,I2,QS3)| = (.Z‘l + o + 23 + 1)74.

= 1,2,3. Demostrar que f es inyectiva, calcular f~!

fr(x1, 2, 3) =

15. Sea f:R?® — R2, f(z,9,2) = (v + 2y + 2%, 29), ¢ R? — R?, g(u,v) = (v* + 3,uw),
sea h = go fyseaa = (1,0,1). Calcular Jy(a), J,(f(a)) y Jun(a). Comprobar que
Jn(a) = Jg(f(a)) o Js(a).

16. Dar un ejemplo de aplicaciones f:R?> — R?, g:IR> — R tales que f admite derivadas
parciales primeras en (0,0) y ¢ admite derivadas parciales primeras en (0,0), f(0,0) =

(0,0), g o f no admite derivadas parciales primeras en (0, 0).

17. Una aplicacién f:U — R de clase C? sobre U abierto de R? (resp. R?) se dice arménica

2 2 2 2 2
sii Af =0, donde Af = a—J; + oy (resp. o°f L o°f + M) es el Laplaciano de f.

ox oy* ox? 0y | 922
a) Para (z,y) €R?,seaz = 2 +iycCy f(z,y) = In|e*® |, probar que f es arménica en R.
b) Demostrar que si f es arménica y de clase C?, entonces %, y% — x% son armonicas.

¢) Verificar que f(z,y,2) = arctan % + arctan §; 4 arctan £ es arménica en R*?.

18. Sean f:R? — R, ¢:R? — R, g(z,y) = f(y,2), : R — R, {(z) = f(x,z). Calcular las
derivadas parciales primeras de g y ¢ en funcién de las de f, suponiendo que f es de

clase C! en R2.

19. Sean D = R*\(R_ x {0}), A =] —m, 7 [ xR}, ®: A — D la aplicacién tal que (6, p) =
2
(pcosf,psend), f:D — R declase C?>, F = fo®, U:D — R, U(z,y) = yQ%(z,y) +
X
0% f
2

x 6—y2(az, y), V.= Uo®. Calcular V (0, p) en funcién de las primeras y segundas derivadas

parciales de F'y de 0, p.

20. Estudiar la continuidad de f:IR? — IR, la existencia y continuidad de las derivadas

parciales de orden 1.

Sy L si(2,9)#(0,0 TV i () £(0,0
2) f(e.y) = (2% +y?) sen 17 o (z,y)#(0,0) by Flooy)— TV si (z,y)#(0,0)
! st (2,9)=(0,0) 0 si(xy)=(0,0)

rseny —ysenz 0.0 el 400

o) fla,y) = 2212 si (z,y) # (0,0) B Flog) = TR si (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0) 0 si(z,y) = (0,0)
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senzy .
o) f(a,y) = ¢ [T+ 14l si (z,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)
y*seny siy #0

g) f(z,y) =
0 siy=0

D) f(x,y) = sen|zy|

z? silz| >y
k) f(x,y) =
y? siz| <.
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el/(@+y?=1) i 22 T2 <1

D flz,y) =
0 siz? +y?>1
(x> +y%)" si(z,y) #(0,0)
h) f(z,y) =
0 si (z,y) = (0,0)
' 1—22—y? siz?+y2<1
D) f(z,y) =

0 siz? +y2>1

21. Se considera la funcioén (z,y) — f(x,y) definida por f(z,y) = xysen (gx * y) six #y,

O f

flz,y) =0, si z =y. Calcular Rl (0,0) y

2f
Jyox

T—y
(0,0).

22. A partir de la definicién, calcular el diferencial de las funciones siguientes en el punto

indicado.

a) Sea f:IR? — R, si f(z,y) = zy, Calcular Df(1,1), Df(x,y).

b) Sea f:R? — R, si f(x,y) = % +y, Calcular Df(1,0), Df(2,1), Df(x,y).

23. a)Si f:IR? — R?, calcular Df(1,1), Df(u,v) y escribir el resultado en forma de ma-

(u,v) — (u?,v)

triz.
b) Si f:R? — R3,
(u,v) — (uv, u?,v)

matriz.

calcular Df(2,1), Df(u,v) y escribir el resultado en forma de

24. Sea f:R? — IR, demostrar que si f es diferenciable en (ai,as), entonces f2(z,y) =

[ f(x,y)]* es también diferenciable en (a;,a;) y calcular su diferencial.

25. a) Calcular el diferencial de f en (0,0), si f(z,y) = |zy|.

b) Sea g(z,y) = /|zy|, {existen %, g—g en (0,0)?

c) (Existe dg(0,0)?

d) Estudiar el diferencial de g en R x {0} y en {0}.



26.

27.

28.

29.
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34.

35.
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Sea f:IR — R diferenciable en a;, g:IR — R diferenciable en a,, demostrar que la

aplicacion H:R? — R es diferenciable en (a;, as).
(@,y) — f(@)g(y)

xy .

V= Sl (xay) 7é (070)

Sea fR2 R, f(z,y) =4 V& TV

0 si (z,y) = (0,0).
Demostrar que f no es diferenciable en (0, 0).

(1’2 + y2) sen ﬁ si (z,y) # (0,0)
Sea f:R? — R, f(x,y) = vy
0 si (z,y) = (0,0).
Demostrar que f es diferenciable en (0,0) y calcular df (0, 0).

xy? .
) 22 + 12 S1 ($7y) # (an)
Seaf:lR —>R, f(x’y): Yy
0 sizx=y=0.

Demostrar que f no es diferenciable en (0, 0).

3y .
Ay o (z,y) # (0,0)
Sea f:lR2 — R, f(x,y) = :

0 siz=y=0.

Demostrar que f no es diferenciable en (0, 0).

Sea N una norma en R", n > 1; demostrar que N no es diferenciable en 0.

Demostrar que el diferencial es independiente de la norma equivalente que se utilice.
Sean f1,..., f, funciones de una variable real, diferenciables en [a,b]. Se define sobre
[a,b]" C R™, la funcién f:[a,b]" — R tal que x — f(x) = i:lfi(xi). Demostrar que

es diferenciable en el cubo [a,b]".

22 _ o2

Ty si (z,y) # (0,0)
Sea f:R? — R definida por f(z,y) = a? +y°

0 si (z,y) = (0,0).

a) Demuestre que f es diferenciable, salvo tal vez en (0, 0).
b) ;Qué sucede en (0,0)? En caso de existir el diferencial, determinarlo.

Sean f1,..., f, aplicaciones definidas sobre £ C IR™ abierto, con valores en R y se

filx +h) — fi(x)

, = A;. Demostrar que f = )_ f; es diferenciable sobre

7 i=1

supone lim
h—0
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E.
36. Sea o > 0, demostrar que la funcién (z,y) — |zy|® es diferenciable en (0,0) sii o > 3.

37. Sea f:R3® x R? — R, tal que (x,y) — x-y y sea g:IR3 x R* — 3, tal que (x,y) —
Xx x Yy, demostrar que f y ¢ son diferenciables y calcular su diferencial (x denota el

producto vectorial).

38. Sea f € L(R?) y F:R® — R? tal que x — x x f(x), demostrar que F es diferenciable y

calcular el diferencial.

39. Sean e N*, f:R"\{0} — R" definida por f(x) = H;‘T, donde ||x|| es la norma euclidea

clasica. Demostrar que f es diferenciable y calcular su diferencial.

40. Demostrar que la aplicacién f: 9, (R) — 9, (R) definida por f(X) = X? es diferen-
ciable y calcular su diferencial.
41. Demostrar que la aplicaciéon f: 9, (R) — 9, (R) definida por f(X) = X? es diferen-

ciable y calcular su diferencial.

42. Sea considera (R",| ||) con la norma usual y sea f:R"\{0} — R la funcién definida
I BN .
por f(xla s 7xn)— H(xlv . ,l'n)H 12::1 Liln41—i-

a) Demostrar que f es extendible por continuidad en 0.

b) ;La aplicacion extendida es diferenciable en 0?
43. Estudiar la diferenciabilidad de f: 9,(R) — R, dada por f(X) = \/tr({ + X' X).

44. Sean € N*.
a) Demostrar que GL,(R) es abierto en 9, (R).
b) Demostrar que la aplicacién f: GL,(R) — 9, (R) dada por f(X) = X! es diferencia-

ble y calcular su diferencial.

@y
45. Sea p:R? — R continua, f: R? — R definida por f(z,y) = / / ©(u,v)dv du. Estu-
o Jo
diar la diferenciabilidad de f.

46. Sea F el espacio vectorial de aplicaciones continuas y acotadas de R en R, provisto de
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£(0)
la norma ||f|| = sup|f(z)|, ®: E — R definida por ®(f) = / f(t)dt. Estudiar el
z€R 0

diferencial de ®.

Sea F el espacio vectorial de aplicaciones continuas de [0, 1] en R, provisto de la norma
Ifll = sup |f(x)|,seap:R — R declase C'ysea ®: E — FE definida por ®(f) = pof.

z€[0,1]
Demostrar que @ es diferenciable y calcular su diferencial.

22 4+ y? siz,y son racionales
Sea f(z,y) =
0 si z,y no son ambos racionales.

Probar que f es continua en un sélo punto. ;Es diferenciable en un punto?

2.8.2 Regla de la cadena

Sean f:R — R de clase C?, g:R? — R dada por g(z,y) =
Demostrar que g es de clase C' en R?.

Encontrar una aplicacién P:IR?> — R de clase C! tal que f:IR> — IR? definida por

flz,y) = (P(x,y), 2zy) tenga por diferencial en todo punto una similitud i.e. si su matriz

relativa a 1a base canénica es de la forma | * b of ¢ b .
b a b —a
Sean f, o: R — R dos aplicaciones de clase C? y sea F':IR? — R definida por F(z,y) =

: O’F OF _ 0°F OF _
f(z 4+ »(y)), verificar qu a2 Oy~ Oxy or 0.

Determinar todas las aplicaciones ¢:IR* — R de clase C?, tales que la aplicacién

. : B . o _ o, f(y)
f:U — R definida por f(z,y) = o(z + y), verifique V(x,y) € U, m(x,y) = 2(:6 rnL

donde U = {(z,y) € R?/x + y # 0}.

Encontrar las aplicaciones ¢: R — IR de clase C? tales que la aplicacién f:U — R
. y . *f *f y

definida por f(z,y) = ¢(%), verifique V(z,y) € U, ——5(z,y) — 5-3(v,y) = -5, donde

X

Ox? oy?
U= {(z,y) e R?/x # 0}.

Encontrar las aplicaciones ¢: R% — R de clase C? tales que f: R*\{0} — R definida

TYZ

. : o3
porf(xaya Z) = @($2+y2+22), VerlﬁqueV(l',y, Z)GRS\{O}U Wyfaz(xvya Z) = m
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55. Transformar las ecuaciones en las derivadas parciales siguientes, utilizando el cambio

de variables en la funcién indicada (f es desconocida de dos variables reales).
a)Qg—g—f—O,u:x—l—y,v:x—l—%/.
b) x —f + yag v/x2 + y2 en polares sobre R* x R.

) wg _ 9 0 en polares sobre R?\{(0,0)}.

oy~ Yor
2 2
d)2xy%+(l+y2)afZO,xZ%,y:%,x>O
o @+t - )8f_0 u=22—y? — 2y, v =y, £y
f)ﬁ—%+3(w—y)f=0,u:xy,v:w+y,x>y-

Ox
g):c—ery f —-2f+2=0,u=2zy,v=

?%\Qd

,x>0.

2 2
h)IQa f+2xy o°f + 20°f

ordy ya—y2:0,x:u,y:uv,x>0.
J_ﬂ_ of _,_ v -
1)81_2 9 28y f=0,g=feY;u=ax+y,r=z—y.

o 82 82 2
3 2(y? _$)6£+2 Wf +8yf (yz—m):O,m:u2+v2,y:u+v,x>%.

k) 2af 28f

922 -y 3y2 —0,u=xy,u=%,m>0,y>0.

2 2
56. Sean A, B, C €R\{0}, (E) la ecuacion en derivadas parciales Ag— + 2B68—§ +C 3yf

0, donde f:IR?> — R es una funcién desconocida, de clase C?. Efectuar el cambio de
variable u =z + ay,v =z + 8y, o, BE R, a # 0, f(z,y) = F(z + ay,z + By), demostrar

que se pueden escoger «, 3 para llevar el sistema (F) a una de las tres ecuaciones:

O*F O*F O*°F | 9*F
1 - 9) OCF _ FE L IE_
(1) Oudv 0 (2) Ov? 0 (3) ou? + Ov? =0

57. Sea f(x,y) = In(2? +y?), u(t) = e, v(t) = e'. Dar el dominio de la funcién y la derivada
de F(t) = f(u(t),v(t)).

58. Sea f(z,y) de clase C?, x = rcosf, y = rsenf i.e. p(r,0) = f(rcosf,rsend). Determinar

Po Po Py P L Of Of O2f 2f 2f
w, 9190’ 9o’ W, en funcién de %, Ty’@’ 87y2, axay.

59. La sustitucién ¢t = g(x,y) de clase C! convierte a F(t) en una funcién f(z,y) de clase C*,

siendo f(z,y) = F(g(z,y)).
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of of

a) Determinar 90 Oy
— sent f 8.f
b) Sea F(t) = , 9(x,y) = cos(x? + y?), calcular 90’ Dy

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

Sea f(z,y), una funcién, de clase C?, x = z(s,t),y = y(s,t) y sea F'(s,t) = f(z(s,t),y(s,t)).

OF OF O*F 9*F O*F

Determinar 9’ 0 920 92 050"

Sea f(x,y) = z, con y = F(x), calcular gz si f, F son de clase C*.

Sea f(x,y) = /ry, u(r) = z, v(z) = senxz. Demostrar que F(r) = f(u(x),v(x)) esta
definida y es derivable en |0, 7 [ y determinar F’(z) usando la regla de la cadena para

varias variables.

Sea f(z,y) = 2% + 2xy + 492, con y(r) = e 2*. Dar la derivada de F(x) = f(z,y(x)),
usando la regla de la cadena para varias variables.

Sea f(r,y) = 2 + y?, v(s,t) = esent, v(s,t) = e *cost, dar las derivadas parciales de
F(s,t) = fu(s, 1), 0(s, 1)),

Si f(x,y,2) = 2%z + y*z + 2%y, probar que f, + f, + f. = (x +y + 2)%

LD+ ()

=>-)" en las nuevas variables u = (2% + ¢?),

D . 1 1
eterminar la expresion oz 2\ oy

v=3(z* —y?).

20%z z 0%z 2@ 0z .0z _ . 2
Determinar la ecuacion y 922 — 2xy D20y +x 0y +y or Ty = 0 en funcién de la
variable r de modo que z = f(r), donde r = \/2? + 32 y f es dos veces derivable.
Sea z = a;f(%), con f de clase C', demostrar que x% + ygz =

2.8.3 Aplicaciones

Determinar la razén espacial de cambio de f(z,y,2) = 222 + 3y?> — 22 en la direccién
hacia afuera de la normal a la esfera z? + y? + 22 = 14, en el punto (—3,2,1).

Determinar la derivada direccional de f(z,y, z) = 2% + y? — 2% en (3,4, 5), a lo largo de

la curva de interseccién de las superficies 222 + 2% — 22 = 25y 22 4+ 2 = 22

Demostrar que la curva « = 2, y = 3t, z = 2/t interseca la superficie 222 + y? + 2z = 15

en un angulo recto, en el punto (1, 3, 2).
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Sea f(z,y) = 2% + 2y — y?, determinar el incremento y el diferencial de f.

Si h es la altura de un cono de 30cm y el radio r de la base es de 10cm, determinar la

variacién del volumen, si 4 aumenta 3mm y r disminuye Imm.
Calcular aproximadamente 1.023-01,
Usando diferenciales, calcular aproximadamente el valor:

i) V26¥/28V17 i) (V15 + v99)2.

+

y?
9 = 3, en el punto

2 2
Determinar el plano tangente y la normal a la superficie % + %6

(2,3,4).
Hallar un vector normal a la superficie 2> + y? — 2z = 1, en el punto (1,1, 1).

Hallar el d4ngulo de interseccién en (—1,2, 1) entre las superficies 22y +z = 3, zIn 2 —y? =

—4.

Encontrar la ecuacion del plano tangente a la superficie dada en el punto indicado:
i) f(z,y) = 2% + % (3,4,25) i) f(z,y) = /25 — 22 — 2, (4, -3,0).

Sea r(z,y,2) = (2,y,2), r(x,y,2) = [v(z,y,2)|| = V/a? +y? + 2%

i) Demostrar que Vr(z,y, z) es un vector unitario en la direccién de r(z,y, z).

ii) Demostrar que V7" = nr"2r, sin € Z.

iii) Encontrar un campo escalar f tal que Vf =r.

La interseccién de las dos superficies dada por las ecuaciones 222 + 3y? — 22 = 25 y
2 442 = 22, conti r 1 punto (\/7,3,4

x? + y* = 2%, contiene una curva I" que pasa por el punto (1/7, 3,4).

i) Determinar un vector tangente unitario t a I' en el punto (1/7, 3, 4), sin usar la repre-

sentacion paramétrica canénica de la curva.

ii) Verificar el resultado usando como parametro a z, para la representacion paramétrica

delacurval.

Las tres ecuaciones F(u,v) = 0, u = 2y, v = V22 + 22, donde F es de clase C!, definen

una superficie en R3. Determinar un vector normal a esta superficie en el punto r = 1,
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1 . : oF _1 OF _
y =1, z=+/3, si se sabe que 8u(1’1)_1’ 811(1’1)_2'

Calcule las derivadas direccionales de f(z,vy,2) = #?+2y*+32? en (1, 1, 0), en la direccién
(1,-1,2) yde f(z,y,2) = (%)Z en (1,1,1), en la direccién (2,1, —1).

Determinar la ecuacién del plano tangente a la superficie = = 2,/y en el punto (2,0,0).

Determinar la ecuacién del plano tangente a la superficie z® + (x + y)2% + 22 + ¢y* = 13

en el punto (2,2,1).
Sea x, a € R", b € RP, probar que:

a) Si f(x) = Ax, A € M, «,,, entonces of = A.

ox
3 / af !/
b) Si f(x) = a’x, entonces il
¢) Si f(x) = x’' Ax, con A matriz simétrica, entonces % = 2Ax.
d) Si f(X) = a’Xb, con X € M,, ,,, matriz n x p, entonces % = ab’.
e)Si f(X) = a’Xa, con XeM,, ,,, (matriz simétrica nxn), entonces g—)f( =2aa’'—D(ada’),

donde D(aa’) es una matriz diagonal, cuyos elementos son los elementos de la diagonal

de aa’.

Sea f:U C R" — IR, U abierto, una funcion con derivadas de orden 3 continuas en U.
Bf ?f _0%f
3:17,;6‘:17? ~ Ox;0x;0x; — ax?&ri

03 f . . .
b) Demostrar que 9%,0%,0%x, es la misma sobre U, si se permuta (¢, j, k).

a) Probar que , sobre U.

2.8.4 Funcion implicita

Demostrar que la relaciéon propuesta define implicitamente y en funcién de z, en un
vecindario del par (a,b) indicado y dar el desarrollo de orden 3 en un vecindario de a, de

la funcién y = ¢(x).

a)e™ +y—1=0, (0,0) b) zy? —sen(zr +y) +y =0, (1,-1)
c)xy—seny+x =0, (0,0) d)1—ye*+2e¥ =0, (0,1)

e’ +y? —3zy—1=0, (0,1) f)2e* v 4t n(z —y) —22+y3 =0, (1,0).
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Demostrar que la relaciéon propuesta define implicitamente y en funcién de = sobre R y

que la aplicacién y = p(z) es de clase C* en R:

Ay +y+r=0 b)y3+ (22 + )y +a2t =0

Oy +(2+1y+1=0 Dy +efy+22=0

Demuestre que la relacién propuesta define implicitamente z en funcién de (z,y) en un
vecindario de (a, b, ¢) y dar el desarrollo limitado de orden 2 en un vecindario (a,b) de la

funcion z = ¢(x, y).

a3+ i+ —rz—x+y—224+1=0,(0,0,1) b)ln(l1+y—2)—2z—2=0,(0,0,0)

o (2 +y?+2)In(z+y+2)—e*+1=0,(0,0,1).

Calcular las derivadas parciales primeras y segundas de la funcion ¢(x,y) = z, definida

implicitamente por lnz =z +y+ z — 1, en (2, —e, e).

a) Sea n € N, demuestre que Vz € R, 3!y € R que satisface y*"*t! +y —z = 0y que la

aplicacion p(z) = y asi definida es de clase C* en R.

b) Vz € R, calcular / p(t)dt en funcién de n, z y p(x).
0

Si f(z,y) = (2% + y?) — 3(2® + y?) + 1 = 0, determinar y' y y”, suponiendo que g—ch £ 0.

. 0z 0z & 29,2 2 _ _ of
Determinar 0 Oy S f(z,y,2z) = 2% — 2y* + 32° —yz + y = 0, cuando 5z # 0.

Sean F'y G funciones definidas por F(z,y,u,v) = u+v—2—y, G(z,y,u,v) = zu+yv— 1.

Si F(z,y,u,v) = G(z,y,u,v) = 0, determinar ggz:z;

_a? v inar W2y Of
Sea f(z,y) = . + )2 1 =0, determinar A’ da?’ si 5, £ 0.
Sea f(z,y) = 2% + y? + 2axy = 0, a > 1, determinar que y”(z) = 0 y explicar el resultado.

R dy  9f
Sea f(z,y) =y —1—y® =0, hallar a5 9y # 0.
. dy d%y . o _ af
Determinar o da2 sif(z,y)=y—x—Iny=0,con Ty #0.
La funcién z viene dada por la ecuacion f(x,y,2) = 22 + y? — 22 — 2y = 0. Determinar

%,g—;,enxzq,y:o,z:l.
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Determinar % g—; %, 88%8211 giy?’ si 5 + Zé + —2 =1.

Si f(x,y,2) = 0, con f de clase C'!, demostrar que % % % = —1, siempre que f, # 0,
fy #0, f= # 0.

Sea z = p(z,y), donde y esta en funcién de z, determinada por la ecuacién ¢ (x,y) = 0.
Determinar g'z siempre que 1, # 0.

Sea z en funcién de (z,y) dada por la ecuacion f(z,vy, z) = 222 +xy? +22 —8z2—2+8 = 0.

Determinar dz y d?z en (2,0, 1), dando claramente las condiciones de existencia.

Determinar dz, d?z, silnz = 2 + y + z — 1. Dar las condiciones de existencia de z en

funcion de (z,y).

Sea z la funcién determinada por la ecuacién 22 + y? + 22 = p(ax + by + cz), donde ¢ es
32 0z

diferenciable y a, b, ¢ son constantes. Demostrar que (cy — bz) %= O + (az — cx) ay = bzx.

Dar las condiciones de existencia de z en funcién de (z,y).

Demostrar que la funcién z, determinada por la ecuacién f(x — az,y — bz) = 0, con f

diferenciable, satisface agz bgz = 1. Dar las condiciones de existencia de z en funcién
de (z,y).
Sea F(%, %) = 0, demostrar que x% + ygz = 2, si F es de clase C*. Dar las condiciones

de existencia de z en funcién de (z,y).

Demostrar que la funciéon z determinada por y = zp(z) + ¥(z), satisface la ecuacién

2 2 .
3 > (gZ) 2853 g; 8813829 * giyg(%f = 0, donde ¢, ¥ de clase C?. Especificar las

condiciones de existencia de z en funcién de (z,y).

Las funciones y(z), z(x) se dan por el sistema 22 + y? — 22 = 0, 22 + 2y? + 322 = 4
Determine v/, 2/, y", 2", paraxz = 1, y = 0, z = 1. Dar las condiciones de existencia de z
en funcioén de (z,y).

Las funciones u, v de las variables z, y se dan por el sistema de ecuaciones implicitas

2z = p(u,v), y = ¥(u,v), con p, ¥ de clase C''. Determinar 94, Ju 9v Ov

dz’ Oy’ 9z’ Oy’
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Sea z = F(r,60), donde r y 6 son funciones de las variables z, y, determinadas por el

sistema de ecuaciones x = r cosf, y = rsen §. Determinar %, %Z
Considerando z como funcion de (z,y), determinar %, %’ Siz = acospcosy, y =

bsen ¢ cos, z = csen .

Sea f(r,y) = 22 + y?, demostrar que los resultados estan acordes con el teorema de la

funcién implicita en el punto (0,1).
Estudiar el conjunto de soluciones de la ecuacién f(z,y) = y> — 2%y = 0.

Sea f(z,y) = y> — vy + 2, demostrar que la ecuacién f(x,y) = 1y la condicién g(1) = 1
definen una funcioén de clase C* en « = 1. ;La ecuacién f(x,y) = 1 define otra funcién
en un abierto de z = 1? En otras palabras se puede encontrar b para que la ecuaciéon y

la condicién h(1) = b definiendo una funcién continua i en un abierto de 1.

Demostrar que la ecuacion e” — e¥ + xy = 0, define y como funcién de x en un abierto de
z = 0. Dar el desarrollo de Taylor hasta el orden 5.

Sea f(z,y) =z —y+ 2In(z + y), demostrar que la ecuacién f(z, g(z)) = 0 y la condicion

1

5. Dar el desarrollo de g

g(3) = 1, definen una funcién g derivable en un abierto de

hasta el orden 2.

Sea f(z,y,2) = 23 + 3xz + 22° + 2y? — y* , probar que la ecuacién f(z,y,g(z,y)) =0y la
condicion g(1, —2) = —2 definen una funcién g(z, y) continua con derivadas parciales en

un abierto de (1, —2). Calcular g,(1,—-2) y g,(1,—2).

Encontrar la ecuacién de la tangente a un circulo y la ecuacién del plano tangente a una

esfera.

Sea f: R — R una aplicacién de clase C' tal que existe k €]0,1[ que cumple Vt € R,
|f/(t)| < k. Sea g:IR? — R? definida por g(z,y) = (z + f(y),y + f(z)), demostrar que g
es biyectiva.

Si e*t¥ = y*, con y > 0, determinar @

ox
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Sea f una funcién de clase C*, determinar las condiciones para que la ecuacién e” sen z =

f(e¥ cos z) defina 2z implicitamente en funcién de (z,y) y calcular g—; sen? z — 9% cos? 2.

ox

Sea f una funcién de clase C'! sobre R?, determinar las condiciones para que la ecuacién

f(n /22 4+ y2 + 22 arctan ﬁ) = 0, defina z implicitamente en términos de (z,y)

ety
9z _ , 0z
y calcular x Jy " Yor
Dado el sistema de ecuaciones 22 + y? + u? — v? = 0, 2y + uv = 0, determinar %, %,
ou v
Jy> dy-
En el sistema de ecuaciones x3 + y3 + 22 — 32yz = 0, ax +y + 2 = 0, donde a # 1,
: dy  dz
determinar Y 0
: 2 _ a2 _ . Jdu OJu Ov Qv
Dadas las ecuaciones 92y + v* = 0, xv — 3u® = 0, determinar 0w Oy 0z Oy
9y + v?
Solucién Sea F:R* — R? dada por F(x,y,u,v) = , entonces I es de
v — 3u?
OF 0 2v . . . .
clase C>*y 3, 0) = es invertible, si uv # 0. Asi, existe g(z,y) = (u,v) de
’ —6u
clase C* tal que F(z,y,g(z,y)) = 0y se tiene:
o(u,v) ( OF )_1 oF 1 r —2v 9y 9z
o(x,y) \O(u, oz, y) ~ 12
(z,y) (u,v) (z,y) uwl e v 0
—9zy + 202 342
_ 12uv 4uv
—9y —9x
2v 2v

Sea F:IR? — TR de clase C!' y sea z = g(x,y) una funcién definida por la ecuacién

0z ., 0z

z = F(z +y,yz). Determinar oz Y Iy

en funcion de las derivadas parciales de F'.

2.8.5 Formas diferenciales

Estudiar las formas diferenciales w siguientes, en dos variables. jEs w cerrada? jw es
exacta? En caso afirmativo, calcular las primitivas de w; si w no es cerrada, buscar una

funcion ¢(z,y) # 0 en el que la forma diferencial wy(x,y) = p(z,y)w(x,y) sea cerrada (¢
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es el factor integrante de w) (Es w; exacta? En caso afirmativo calcular las primitivas

de wy:

a) (2x + 2y + ") (dz + dy)

dy — ydx
p) T4y —yar
(x—y)
0 xdg + y;ly
vty
d) ((1 + 2zy)dx + 2y*dy) cos(x? + y?) + (1 — 2zy)dy — 222%dx) sen(z? + y?)

— ydy

y2dx + 22dy
(z +y)?
(x —y)dz + (x + y)dy
22 +y°
g (1+ 1:2)7%((1 +22)dy + (xy — 222 — 1)dx)

f)

az + by) (zdy — ydx)
(x2 +y2)3/2 ’

i) %dw - %dy, ¢(x,y) depende sélo de 22 + y?
-y Ty

i)(

a,beR

k) (22 + y? — 1)dx — 2ydy, ¢(x,y) depende sélo de

D) y2dx + 22dy, p(x,y) depende sélo de = + y

m) ydr — xdy

Zy—1 ° ¢(z,y) depende sélo de zy

n) 2z(y — 1)dz — (2? — 1)dy, ¢(z,y) depende sélo de x
0) (2 + y? — 1)dz — 2zydy, ¢(z,y) depende sélo de 22 — y?
p) y(1+x)e ¥dx + z(1 — y)e Ydy, p(z,y) depende sélo de =

Q) 1+ (z+y)y)de+ (1 + (z+ y)z)dy, ¢(z,y) depende sélo de zy.

La misma pregunta anterior, para el caso de formas diferenciales en tres variables.

a) 3(2? + 2xy + 2z2)dx + 3(2? + y?)dy + 3(2® + 22)dz

b) (é;)d:r+(%;2)dy+(%32)dz

¢) 2xzdx — 2yzdy + (22 — 22 + y?)dz, p(z,y, z) depende sélo de =z
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d) (y — 2)dz + (2 — x)dy + (x — y)dz, ¢(x,y, 2) depende sélo de y — =

e) yz(y + z)dz + zx(z + x)dy + zy(z + y)dz, ¢(z,y, z) depende sélo de x + y + z.

Sea f:R? — IR de clase C' y w la forma diferencial definida por:

(2% +y* + f(z,y))(ydz — zdy)
I’Q +y2

w(z,y) =

(Cémo escoger f para que w sea exacta en R?\{(0,0)}?

Determinar f, ¢:IR — R de clase C! para que la forma diferencial w definida por

w(z,y, z) = 2zzde+ f(y)g(z)dy + (¥ + 3y*)dz sea cerrada en R3. Calcular las primitivas.

A cada aplicacién p: R*\{(0,0)} — R de clase C' se asocia la forma diferencial w,,

definida sobre R*\{(0,0)}, por w,(z,y) = [(z —yo(z,y))de + (zp(r,y) + y)dy].

1'2+y2

a) Demostrar que w,, es cerrada sii ¢ verifica una ecuacién en derivadas parciales (E).

2
b) Demostrar que pg(z,y) = # es solucion de (F).
x

¢) ¢(La forma diferencial w,,, es exacta en R?\{(0,0)}?
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Capitulo 3

Maximos y minimos de funciones en varias variables

3.1 Matrices simétricas y formas cuadraticas

Recordemos que si A es una matriz n x n simétrica se tiene que A = A’ y que:

Los valores propios de A son reales.

3 P matriz ortogonal (P’ = P~ ') tal que D = P'AP, donde D es la matriz diagonal de

los vectores propios de A.

Definicion 3.1.1 Sea A una matriz simétrica n x n.

. Si todos los valores propios de A son positivos, se dice que A es definida positiva.

. Si todos los valores propios de A son negativos, se dice que A es definida negativa.

. Si los valores propios son positivos o nulos, se dice que A es semidefinida positiva.

. Si los valores propios son negativos o nulos, se dice que A es semidefinida negativa.

. Si existen valores propios positivos y negativos, se dice que A es indefinida.

Teorema 3.1.1 Sea A una matriz simétrica, entonces:

a1l a12
. A es definida positiva si a11 > 0, >0,...,det A >0, (semidefinida positiva si

a1 a2
algin determinante es igual a 0).

131
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a1l @12
. Aes definida negativa si a1 <0, >0,...,(=1)"det A> 0, (semidefinida nega-

a1 Qo2
tiva si algin determinante es igual a 0).

3.1.1 Formas cuadraticas

Sea A = (a;;) una matriz n x n, @Q:R”™ — R tal que x — Q(x) se denomina forma
n n

cuadratica si Q(x) = (x, Ax) = Y > a;;xz;z; = X' Ax. La matriz A es una matriz aso-
i=1 ;=1

ciada a la forma cuadratica.

Proposicion 3.1.1 Una forma cuadrdtica tiene una unica matriz simétrica asociada.

Ny . bij +bji .
Demostraciéon Sea Q(x) = (x, Bx) y sea A definida por a;; = %, A es simétrica y
Q(X) = <X,BX> = Z:l Zl bijxixj = Z:l Zl Qi TiT 5.

=152 =152

Observacion A es unica pues no depende de B. Asi cuando hablamos de la matriz de

una forma cuadratica, siempre nos referimos a la matriz simétrica asociada.

Signo de una forma cuadratica

Sea Q:IR"” — IR una forma cuadratica.

. @ se dice definida positiva si y sélo si Vx # 0, Q(x) > 0 (semidefinida positiva si 3x # 0
tal que Q(x) = 0).

. @ se dice definida negativa si y sélo si Vx # 0, Q(x) <0 (semidefinida negativa si 3x # 0
tal que Q(x) = 0).

. @ se dice indefinida si 3 x;, X € R" tales que Q(x1) >0y Q(x2) < 0.

Proposicion 3.1.2 Sea Q:R™ — R una forma cuadrdtica Q(x) = (x, Ax), con A matriz

simétrica asociada a @), entonces Q(x) > 0, Vx # 0 sii A es definida positiva.

Demostracion

(«<=) Sea A definida positivay sean A\; >0, = 1,...,n sus valores propios, 3 P ortogonal
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tal que PPAP = D). Seau = P'x, x # 0, entonces Q(x) = (x, Ax) = x'Ax = W' P’APu =
u'Dyu= > \u?>0.
i=1

(=) Sea Q(x) >0,x # 0y sea {ey,...,e,} base canénica de R",x = Pe;,i =1,...,n,

Q(x) = ejP'APe; = €Dye; = \; >0, i=1,...,n.

3.2 Maximos y minimos de funciones de varias variables

Definicion 3.2.1 Sea U C R™ un abiertoy f:U — R, se dice que f alcanza un mdximo
(resp. minimo) en un punto xo € U, si existe una bola abierta B(xg, p) C U de modo que

f(xo) = F(x) (resp. f(xo) < f(x)), para todo x € B(xo, p).

Se dice que la funcion f tiene un extremo en X, si ahi alcanza un mdximo o un minimeo.

Proposicion 3.2.1 Sea U C R"™ un abierto, f:U — R diferenciable en xo € U. Si f
alcanza (tiene) un extremo en x,, entonces Dy f(xo) =0, para k =1,...,n, es decir en un

extremo todas las derivadas parciales se anulan.

Demostraciéon Puesto que f es diferenciable en x, existen Dy f(xo) para k =1,...,n.
Supongamos que f alcanza un maximo en el punto x,, entonces existe una bola B(xq, p)

tal que f(xg) > f(x), Vx € B(xo, p) y resulta que f(xo + her) < f(xo) para |h| < p. Asi, si

h>0:

f(xo+ he};:) — f(xo0) <0 — hlingr fxo + he};c) —f(xo) _ Dy f(x0) < 0.
Sih<O0:

S+ hew) = f(x0) o o gy, S0t her) =S (0) _ e

h h—0— h
y como [ es diferenciable en xq, el limite del cociente anterior debe existir y ser igual a

Dy f(xp), lo cual implica Dy f(xq) = 0.

La demostracion es analoga para el caso de un minimo.

Definicion 3.2.2 Sea B C R", f: B — R, se dice que f alcanza un mdximo absoluto

(resp. un minimo absoluto) en xo € B si f(xo) > f(x) (resp. f(xo) < f(x)), Vx € B.
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Observacion La proposicién 3.2.1 se usa para calcular los puntos extremos de una

funcién. Sin embargo hay que tener presente lo siguiente.

a) Si f no es diferenciable en x(, no se puede asegurar la existencia de las derivadas par-

ciales y sin embargo f puede tener un extremo en x;.

b) Las derivadas parciales pueden anularse todas en un punto x; y sin embargo la funcién

puede no tener un extremo ahi.

¢) f puede alcanzar un maximo absoluto en xg€ B, si B no es abierto (o un minimo absoluto
en xg € B) y sin embargo no es necesario que todas las derivadas parciales se anulen en

X0-

Podemos decir que si

1. f:U CR™ — R, con U abierto.

2. f es diferenciable en U, entonces los extremos de f en U se encuentran entre los
puntos x € U tales que Dy f(x) = 0, Vk = 1,...,n. En otras palabras los puntos donde
las Dy f(x) (k = 1,...,n) se anulan, se les llama puntos criticos de f o candidatos a
extremos de f.

{Como se puede discriminar, entre un maximo, un minimo, de otro punto que anula
todos las derivadas parciales (punto estacionario)? Necesitamos el segundo diferencial.

Recordemos que si df es el diferencial de f, definimos el segundo diferencial como d? f =

d(df).

Ejemplo 3.2.1 Sea f:IR?> — R, si f es de clase C?, df = %dm + fdy y el segundo

oy
diferencial es:

2f = d(df)=d (gfd +8f ) ax(%dx—&—g—gdy)dx 8y<6fdx+g£d )d

82f
y?

_*f *f
= 922 dm —|—28 ay drdy +
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Si f:IR?® — R es de clase C?, df = 8f dx + %dy + a—fdz y el segundo diferencial es:

fdz)dx+ —(

of dr + 8f
dy

9z 8 dy +

or_ 0 (Of of
d f‘ax(axd“ayd“a

0 (0f 4oy O 4 OF
8z(6 daz—i—a dy—|—a dz)dz

8f dz) dy +

02
© Oz?

Definicién 3.2.3 Sea f:U C R* — R, xo €U abierto, f de clase C?, la matriz Hy¢(xo) =

f *f *f *f *f *f
a:d +82d +a dz? JrQaadxderQaadxderQaadzdy

2
(35 af (Xo)) se llama hessiano'de f en x,. Asi tenemos que:

dﬂ?l
dzf(Xo) = (dIl, . ,dl?n)Hf(Xo) :

dx,

Foérmula de Taylor de segundo orden
Bajo las hipétesis anteriores, tenemos f(a + h) — f(a) = Df(a)(h) + iW Hy(a + ch)h,
con 0 < c<1,obien f(a+h)— f(a) = Df(a)(h) + sh'Hs(a)h + |[h|%e2(a, h), donde

ea(a,h) — 0, cuando h — 0.

Proposicion 3.2.2 Sea U C R" abierto, f:U — R con derivadas de segundo orden

continuas en xg € U. Si df (xg) =0 (i.e. Dy f(x0) =0, k =1,...,n), entonces:
Si d? f(xo) < 0 se tiene un mdximo en X.
Si d*f(xo) > 0 se tiene un minimo en x.

Si d?f(xo) cambia de signo, xq es un punto de ensilladura y f(xo) no es ni mdximo ni

minimo.
ILudwig Otto Hesse (1811-1874) Nace el 22 de abril de 1811 en Konigsberg, Alemania (hoy Kalinin-

grado, Rusia). Muere el 4 de agosto de 1874 en Miinich, Alemania. Otto Hesse estudia bajo la supervisién de

Jacobi en Konigsberg y fue maestro de fisica y de quimica antes de graduarse en Konigsberg en 1840. Hesse
llega a ser un conferenciante en Konigsberg y publicé durante 16 anos Journal de Crelle. En 1856 fue desig-
nado en Heidelberg y permanecido alli hasta que 1868, cuando se trasladé a Munich. Su trabajo principal se
relaciona con teoria las funciones algebraicas y la teoria de invariantes. El introdujo el determinante hessiano
en un articulo en 1842, en el estudio de curvas cubicas y cuadraticas. Su trabajo fue influenciado por Steiner,
particularmente en la interpretacién geométrica de transformaciones algebraicas. Hesse trabaja en algunos
temas que Cayley trabaja también y ambos producen una teoria de formas homogéneas que publicaron al

mismo tiempo.
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Si d? f(x0) = 0, no hay criterio.
Demostracién Sabemos que f(xo + h) — f(xo) = $h'H(xo)h + ||[h?e2(h). Ahora:

f(xo+h) —f(x0) _ 1 n

Hy(xo) X + e5(h).

[ 2|l [l
Sea h = Au, con ||u|| = 1, entonces flxo+ /\;\12) = f(x0) = 1u'Hy(xo)u+ez(Au) ysiXA — 0,

g2(Au) — 0, por lo que f(xo + Au) — f(xo) tiene el mismo signo que u’H¢(x()u. Asi:

- siu'Hy(xo)u es definida positiva, f(xo +h) > f(xo) y en x( se tiene un minimo.
- si w'Hy(xo)u es definida negativa, f(xo + h) < f(xo) y en x; hay un maximo.

- siu’Hy(xo)u es indefinida, f(xo+h)— f(xo) cambia de signo y se tiene que no es maximo
ni minimo.

- siu’Hf(xp)u se anula y la forma cuadratica es semidefinida positiva (resp. negativa) no
hay criterio. No se puede decidir sin un estudio suplementario si x; es un extremo o no.

Se puede decir inicamente que si Xy es un extremo, es un minimo (resp. maximo).

Ejemplo 3.2.2 Investigue los extremos de f(z,y) = 2% + zy + 3> — 22 — y en R2.

g—x =2r4+y—2=0, % =x+2y—1 =0, tiene como soluciones = 1, y = 0. Analicemos

lo que sucede en (1,0).

0% f 0 f
—=(1 =2 —=(1 =2
81‘2(70) ) 6y2(50) )

(d%£)(1,0) = 2d2? + 2dxdy + 2dy? = 2(dx? + dxdy + dy?).

0 f
yox

(15 O) =1,

Hay que investigar el signo de dz? + dxdy + dy® para
todos los valores de dx y dy, para eso la podemos con-

siderar como una cuddrica en dz; su discriminante es

S

2
%%
S5
K57
%
2248

50
S5
“:»%

S
K
R
X

S

dy? — 4dy? = —3dy® < 0, es decir el discriminante de la

K
K

cuadrica es negativo, esto quiere decir que la cuadrica

tiene signo constante, haciendo dx = 0, la cuadrica se
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reduce a dy? > 0, luego d?f(1,0) = 2(dz? + dzdy + dy*) > 0y f tiene un minimo en (1,0).

2 1 2 1
Si analizamos el hessiano H; = , se tiene 2 > 0, > 0; (1,0) es un

1 2 1 2
minimo.

Ejemplo 3.2.3 Investigue los extremos de f(z,y) = 2* + y* — 222 + 4oy — 292

%=4m3—4$+4y:0, % =4 +dr—dy=0=2"=— = as=—y=2"-u=

0=2z=0,z=+V2,y=0,y=FV2
Hay que analizar los puntos (0,0), (v/2, —v/2), (—v/2,V2).

0% f

o2

0’ rf_ 4(3y* — 1).

= 2— = =
S4B =), g =) =4

W
7
2,

74
7
0 ///%/{
7

En (0,0), el segundo diferencial d?f(0,0) = —4dz?+ 8dzdy —

4dy? = —4(dx? — 2dzdy + dy?) = —4(dx — dy)? < 0, lo que

significa que en (0,0) hay un maximo.

En (vV2,—V2), d*f(V/2, —V/2) = 4(5dx? + dxdy + 5dy?) = d? f(—v/2,+/2). El discriminante

de 5dx? + dxdy + 5dy? (tomando la cuddrica en dz) es dy? — 100dy? <0y como para dz = 0,

la cuddrica vale 5dy* >0y resulta que d* f(v2, —v/2) = d* f(—V/2, /2) siempre es positiva

y entonces alcanza minimo en (v/2,—v/2) y (—v/2,v/2).

Observe que el hessiano H;(0,0) = - es singular y el criterio no se puede
4 —4

aplicar. Es necesario hacer el estudio suplementario que se hizo anteriormente en (0, 0).

20 4
En (v2,-v2), (—v2,v/2) el hessiano es y por lo tanto se verifica que son

4 20
minimos.

Ejemplo 3.2.4 Investigue los extremos de f(z,y,2) = 2? + y* + 22 — oy + z — 22.

of _ o, Of _ oy 2 OF _ o o Pf o Of 5 Pf _, Of
8x_2x y—l—l,a =2 x,az—Qz 2’82_2’8y2_’822_2’8$8y_ 1,
O o, PF ) Asi, 22—y 1 =0, 2 =0,2-1=0— o= -2 y——1
0x0z > Jy0z ) ’ ’ ’ 37 3’



138 Capitulo 3. Maximos y minimos de funciones en varias variables

z = 1y el segundo diferencial d®f(—2,—1,1) = 2da? + 2dy* + 2dz> — dxdz. Para es-

tudiar el signo completamos cuadrados; d*f(—2,—4%,1) = 2 [(dz? — Jdady + dy?) + dz?]

=2 [(dx — fdy)* + Ldy* + dz?], que siempre es positiva por ser la suma de tres cuadra-

dos, d*f(—2,—%,1) > 0 sida? + dy* + dz* # 0y f alcanza un minimo en (-2, —1,1).

2 -1 0
) s 2 -1
En este caso el hessiano Hf(—5,—3,1)=| —1 2 0 |y2>0, =3>0,
-1 2
0 0 2
2 -1 0
~1 2 0|=06>0y setiene que (—2,—%,1) es un minimo.
0 0o 2

3.3 Extremos de una funcion de varias variables con restriccio-

nes
3.3.1 Multiplicadores de Lagrange

Sea f(x) una funcién real de n variables, con p restricciones de la forma g;(x) = 0, j =
1,...,p. Para precisar la situacion, se supone que las funciones f, g;, (j = 1,...,p) estan
definidas en un conjunto U C IR" y se considera S C U definido por S = {xcU/g;(x) =0,
j =1,...,p}. Es un conjunto del tipo que intervienen en el estudio de las funciones
implicitas. Se supone S # (). Nos interesamos en los valores que toma f(x) sobre el
conjunto S, es decir la restricciéon de f a S y en particular en los valores extremos que

llamaremos extremos con restricciones.

En general, para establecer ciertas condiciones sobre la funcién f con restricciones,

haremos uso del teorema de la funciéon implicita. Consideremos el caso n = 2 y una

funcién f(z,y) bajo la restriccién g(x,y) = 0; aplicando el teorema en (a,b) permite

decir que existe una funcién ¢ de clase C! en un abierto de a, V, tal que ¢(a) = by tal

que Vz € V, la restricciéon g(x,y) = 0 implica que y = ¢(x), siempre que g,(a,b) # 0.
9a(a,b)

Ademés QD/(G) = —m
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Si (a,b) es un extremo de f bajo la restriccion g(z, y) = 0, entonces a es un extremo de la

funcién F(z) = f(x, p(z)). La condicién necesaria F’(a) = 0 debe satisfacerse, es decir la

condicion se traduce a f;(a, ¢(a))+fy(a, p(a))¢’(a) = 0, 0 sea f,(a,b)—fy(a, b)% =0.
y\ay
En el caso en que f,(a,b) # 0 se tiene 12(a,b) = 9(0, b). El miembro de la izquierda de

fy(aab) gy(avb)
la igualdad, da la pendiente de la tangente a la curva de nivel de f que pasa por (a,b)

(médulo el signo) y el miembro de la derecha (médulo el signo), da la pendiente de la

tangente en (a,b) a la curva g(x,y) = 0, por lo que esas curvas son tangentes en (a, b).

Por otro lado, si se define \ = —M tenemos que:
gy(a,b)
fz(a,b) + Agz(a,b) =0, fy(a,b) + Agy(a,b) = 0. 3.1)

En resumen, vemos que si (a,b) es un extremo de f con la restriccion g =0(ysi fy g
son de clase C*, k > 1 en un abierto de (a,b) con g,(a,b) # 0), existe ) verificando las

ecuaciones (3.1).

Teorema 3.3.1 Teorema de multiplicadores de Lagrange?
Consideremos f(x), g;j(x), 7 = 1,...,p, funciones reales de n variables (n > p) con
derivadas parciales continuas en acU abierto, U C R", tales que g;(a) =0, j=1,...,py

tales que la matriz jacobiana de los g; sea de rango p en a, entonces si f tiene un extremo

2Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) Nace el 25 de Enero de 1736 en Turin, Sardinia-Piedmont (hoy
Italia). Muere el 10 de Abril de 1813 en Paris, Francia. Lagrange, procedia de una ilustre familia parisiense,
que tenia profundo arraigo en Cerdefia y algin rastro de noble linaje italiano. Pasé sus primeros afos en
Turin, su activa madurez en Berlin y sus dltimos anos en Paris, donde logré su mayor fama. En la escuela, sus
intereses infantiles eran Homero y Virgilio y cuando una memoria de Halley le cayé en las manos, se alumbré
la chispa matematica. A los dieciséis anos de edad, fue nombrado profesor de matematicas en la Escuela
Real de Artilleria de Turin. A los diecinueve afios de edad, obtuvo fama resolviendo el asi llamado problema
isoperimétrico, que habia desconcertado al mundo matematico durante medio siglo. En realidad Lagrange no
solo habia resuelto un problema, también habia inventado un nuevo método, el calculo de variaciones, que
seria el tema central de la obra de su vida. Este cédlculo pertenece a la historia del minimo esfuerzo, que
comenz6 en los espejos reflectores de Heron y continué cuando Descartes reflexioné sobre la curiosa forma de
sus lentes ovales. Lagrange podia demostrar que los postulados newtonianos de materia y movimiento, un
tanto modificados, se adaptaban al amplio principio de economia de la naturaleza. El principio ha conducido
a los resultados atin mas fructiferos de Hamilton, Maxwell, en la obra de Einstein y en las ultimas fases de

la mecanica ondulatoria.
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en a con las restricciones g;j(x) =0, j = 1,...,p, existen \1,...,\, tales que:

of 99, s

ax()+z)\78xl() 0, i=1,...,n 3.2)
Los numeros \; se llaman multiplicadores de Lagrange y la funcién L(x) = f(x) +

n
> Ajgi(x) es llamada funcion de Lagrange o lagrangiano. Con esta notacion escribi-
j=1

mos gl: (a) =0, i =1,...,n o VL(a) = 0. Los puntos a que satisfacen esta condicion,

son puntos criticos bajo restricciones.

Demostracion Consideramos que las funciones f, g;, j = 1,...,p, de n variables (n>p)

a(gla---vgp) ( )

de clase C! en un abierto U C R", a € U y suponemos que e - y(a)es de rango
15, Tn

py que f tiene un extremo en a bajo las restricciones g;(x) = 0.

Sea S ={xcR"/g;j(x) =0, j=1,...,p}. Porhipétesis ac Sy existe un abierto V, C R",

acV, talquexe SNV, = f(x) < f(a) (se supone un maximo para fijar las ideas). Como

6(917--'79[)) 8(917791)) (a)

la matriz jacobiana ————— =+~ Y S
) O(z1,. .., %) o(x1,...,2p)

(a) es de rango p, se puede suponer que

es de rango p.

Por el teorema de la funcién implicita, existe un abierto W,, a € W, C R", un abierto
Va,a€eVa CR"?, a = (apt1,...,an) y funciones ¢;(zp11,...,2,) de clase C' sobre V4

satisfaciendo p;(a) = a;, j = 1,...,p, tales que:
SNWa={xeR"/z; =¢;j(@psr1,--»Zn), j=1,....,0 Y (Tpt1,...,%n) € Va}.
Ademas, sabemos que se puede escoger W, C V,. Se define la funcién de clase C':

h(xp-‘rlw"axn) = f(@l(xp-&-la-"7'7:1’7,)7"'79017(:1717-&-17' ..7$n),$p+]_,... ,l’n),

sobre V3 y VX = (Tp+1,...,%,) € Va se tiene que x = (p1(X), ..., ¢,(X),X) € V,, por lo que

h(x) — h(a) = f(x) — f(a) < 0. Asi, la funcién h tiene un maximo (sin restricciones) y se

gxhk(apﬂ,...,an):(), k=p+1,...,n
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y tomando en cuenta la definicién de h obtenemos:

P 0w
=3 gh@gl@ s gl@=o k=pri.n

dado que p;(a) = aj, j =1,...,p, lo que hace que las derivadas parciales de f se evaltien

en a. Estas ecuaciones se escriben en forma matricial:

( Of (.. OF )) _ <3f @, ... 3f(a)> Oen @) gy (g9

0Tpt1 " 0xy 0xq " Oxp O(Tpt1s---)%n)

Por el teorema de la funcién implicita tenemos:

0(e1,---,9p) (a)(a(gl,...,gp) (a)>1 0(g1,---,9p)
0

O(Tpr1,- - am) o1, xp) (a:p_,_l,...,xn)(a)

y la ecuacion (3.3) se escribe:
of of of of (91,59 ) 991, 9p)
<(“)xp+1(a> 8xn( )) (8:101( >""’8xp( >> (8(x1,...,xi)(a)> 8(xp+1,...,;n)(a)'

Definiendo (A1, ..., \) = <8f (a),... ﬁ( )) (M(a))l,obtenemos:

O0z1 " Oz (1,...,2p
of of - _ _0(g1,---.9p)
<3$p+1 @), 8%( )> N (Al"'"Ap)a(aspﬂ,...,xn)(a)'
Asi of (a) + Zp: Aj 9 (a) =0,i=1 n — p. Por otro lado, dada la definicién
) awp+i = Japrri - = 1,..., p. y
(9f of - g1, -, 9p) '
de los ), ( ™ (a),..., e (a)) =—(A1,..., )\p)a(xl’ ) (a), se tiene el resultado, es
decir
0 g,
51{()+2)\78xi() 0» :1, ,n
Observacion

Es necesario observar que los )\; son nimeros asociados al punto a considerado. La
matriz jacobiana de los g; es de rango p, por lo que los valores \; se determinan de

manera unica.

Si el rango de la matriz jacobiana de los g, es inferior a p en a, es decir si a no es un
punto regular de S, la existencia de los A; en (3.2), no es una condicién necesaria para

que a sea un extremo bajo las restricciones g;(x) = 0.
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Ejemplo 3.3.1 Sea la funcién f(x,y,z) = x? + y*> + 22 y las restricciones g (z,y,2) =
r+y+2z—3=0ygs(x,y,2) = 2—1=0. La busqueda de los puntos criticos se hace

resolviendo el sistema:

g1=0 — z+y+2z—-3=0
g2 =10 — z—-1=0
fo+2(g1)e +XA2(92)2 =0 <= 22+X; =0
fy +2M0(01)y +X2(92)y =0 <= 2y+ X =0
foAA(g): + A2(g2): =0 <= 22+ A+ X2 =0.

La dnica solucibnesx =y =2 =1, \{ = =2, Ay =

0. Se verifica que la matriz jacobiana satisface

111
las hipétesis, pues es de rango 2. Una

001

interpretacion geométrica permite ver que (1,1,1)

es un minimo, ya que f(z,y, z) = x> 44>+ 2> mide

la distancia el punto (z,y, z) al origeny (1,1,1) es

el punto mas cercano al origen, de la recta (z,2 —

x,1).

p
Sea L(x) = f(x) + > A,jg;(x), es interesante considerar los A\; como variables:
j=1

L A) = £09 + 3 Ay ()

OL
Y 0N

suceder que a al cual se le asocia A, sea un extremo sin que (a, A) sea un extremo de L,

= g;, lo que permite escribir las condiciones VL(a, A) = 0. Sin embargo, puede

a pesar de verificar VL(a,A) = 0.

El ejemplo 3.3.1 muestra que (a,A) = (1,1,1,—2,0) no es un extremo de L. En efecto,
L(1+ Az, 1,1,-2+ AN, 0) — L(1,1,1,-2,0) = (Az)? + AzA)

y esta expresion permite tanto valor positivos como negativos.
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Ejemplo 3.3.2 Consideremos f(z,y,z) = 22 + y*> + 22 y las restricciones g;(z,y,2) =
22 +y? + 222+ 22y —dx — 4y +2 =0, go(z,y,2) = 2 — 1 = 0. La restriccion g; (z,y,2) =0
se escribe (W) + 22 =1, es la ecuacién de un cilindro de radio 1, cuyo eje pasa

por (2,0,0) y (0,2,0). La interseccion de las superficies es el conjunto de puntos para los

cuales z =1, z + y — 2 = 0. Es la recta que pasa por los puntos (2,0,1) y (0,2, 1).

Asi el conjunto S que corresponde a esta situacién es la misma del ejemplo 3.3.1. La
funcién f tiene un sélo extremo bajo las restricciones g;(z,y,z) = 0, j = 1,2 hay un

minimo en (1,1,1). Y sin embargo no existen A, A, tales que satisfagan (3.2) en (1,1, 1).

En efecto:
2 0 0
Vf(l,l,l) = 2 ) v.gl(lalal) = 0 ) v92(1a151) = 0 )
2 4 1
a(x,y,z) o 001 ,

pero esta matriz es de rango 1. Esto demuestra que si el rango de la matriz jacobiana de
los ¢g; no es maximal, (3.2) no es necesaria para tener un extremo con restricciones. En
otras palabras, si el rango de la matriz jacobiana de los ¢g; no es maximal en a, puede

ser que f tenga un extremo en a sin que la condicion (3.2) se satisfaga.

Para la busqueda de los extremos se procede en dos etapas.

. Se buscan todos los puntos que pueden ser extremos:

8(917 e agp>

a) resolviendo la desigualdad rang e ) (x)<p,conzelUyg;(x)=0,7=1,...,p.
1y+-+ydn

b) resolviendo las ecuaciones rang M(x) = p, con el sistema de ecuaciones
1.+ &n
g](X):O, .]:17 D
5 (3.4)
of 991 y b () —
azi(x)+)\18m(x)+ Jr/\n(?xq;( ) =0, i=1,...,n,

conx € U.
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Este sistema tiene n+p variables y n+p ecuaciones y a cada solucion (z1,...,2n, A1,..., Ap)
tal que la matriz jacobiana de los g; sea de rango p, corresponde un punto critico

X = (z1,...,Tp).

. Se examina cada uno de estos puntos criticos para determinar si es un extremo o no.

En caso afirmativo, se precisa si es un maximo o un minimo.

La busqueda de los puntos que satisfacen 1.a) o 1.b) se puede realizar de una sola vez,

resolviendo el sistema:

0 3] 7]
’\OaTi(X) + ’\182 (x)+-+ 622

(x) =0, i1=1,...,n, xeU.

6(‘(]17. .. 7gp)
8(xlv cee 71'71) (x>

son linealmente dependientes (si unos de los \; al menos es no nulo) y se estd en el caso

En efecto, si este sistema se satisface con \y = 0, entonces las p lineas de

1.a).

Si A\g # 0, se pude considerar \g =1y se satisface el sistema (3.4), es decir se esta en el

caso 1.b).
Teorema 3.3.2 Sean f, hj, j = 1,...,p funciones reales de clase C* sobre D C R"t™
abiertoy sean tj, j = 1,...,p, x;, i = 1,...,n, funciones definidas sobre un abierto E C

R™, las funciones x; se suponen derivables. Si las condiciones siguientes se satisfacen

paray € E:

) (x(y),yeD

0 P .
i) %fi("(y%y) + 2 W) g, (W) y) =0, i=1,..om,
la funcién ® definida sobre E por ®(y) = f(x(y),y) es diferenciable y se tiene que:

Oh;

0
T%(X(y),y)+—(x(y)7y), k=1,....,m, yeE. (3.5)

0P 3
Ux — ts
. Y) P ()
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Demostracion Considerando las hipétesis sobre f y sobre z, la funcién ® es diferen-

ciable sobre E. Aplicando la regla de la cadena a f(x(y),y) se tiene:

20 (y) = 3 gL ixw W HE W) + GEw).y). k=T
Tomando en cuenta iii) se tiene:
) == 5 3% 4,00 gt x() W) G (0) + g (x(0). )
P n Oh,; ,
- £ (£ eI )+ f e, E= L
j=1 i=1 g

Si se deriva ii) con respecto a y;, se obtiene Z T( (v), )%(y) = —%(x(y),y) y

reemplazando la formula anterior en la ecuacién de gy se tiene la relacién buscada
K’

en el teorema.

Nota En el caso en que hi(x(y),y) es de la forma y; — gi(x,y) y donde los parametros

of

Y no aparecen explicitamente en las férmulas de f, g, y h;, j # k, se tiene Jor = 0,

Yk
ah]‘ L, 37@

oy = O y ademads 8yk(y) = tx(Y).

Corolario 3.3.1 Sean f, hj, j =1,...,p funciones de clase C' en un abierto D C R"t™
yseant;, j=1,...,p, x;, 1 =1,...,n, funciones definidas sobre un abierto E C R, las
funciones x; se suponen derivables en E, entonces si las condiciones 1), ii), iii) del teorema

se verifican y si para un indice k se tiene hi(x,Y) = yr — gx(X,Y) ¥ si las funciones f, g,
of _ Ogr _ Ohy

j # k no dependen de y; (es decir si e = Oy — Ou = 0, j # k), entonces
3;};< ) = te(v).
Teorema 3.3.3 Sean f, hj, j = 1,...,p, funciones de clase C* sobre D C R"P abierto,

(a,b) €D, A= (A1,...,A,) € RP tales que:

hj(a,b) =0, i=1,...,p,
(3.6)

oh
gg(abwzxm (@b)=0, i=1,...n.

Sea L = f+ Ahy + -+ \hy, el lagrangiano considerado como funcién de (x,y) € D y

supongamos que el determinante H(a,b) es no nulo, donde la matriz H estd definida por
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(p <n)
0 e 0 o . O
Jz1 0xy,
o ... o (Om o Oy
- 0x1 oz,
| w2 L |
8.%1 8.%1 ax% 8.’£n811
Oy Ohy 2L 2L
8xn 833” 8xlaxn 83:%
entonces existe un vecindario Wy, de b y funciones tnicas t;, j =1,...,p, z;, i =1,...,n

de clase C' en Wy, tales que, para todo y € Wy, se tiene:

) (x(y),y)eD

) hi(x(y),y)=0, j=1....p

2 8 .
i) 9L (x(v).v) + 3 L) g (x(v).Y) =0, i=1...n

j=1

y tales que el rango de la matriz jacobiana de las funciones h; en (x(y),u) es igual a p.

Demostraciéon Notemos que la condicién det H(a,b) # 0 implica que las p primeras
filas de H(a,b) son linealmente independientes y en consecuencia si se toma en cuenta
las hipétesis (3.6) con p < n, el punto a es un punto critico de la funcién f(x, b) bajo las

restricciones h;(x,b) =0, j =1,...,p, donde b es un vector de parametros fijos.

La demostracion del teorema sale inmediatamente aplicando el Teorema de la funcién

implicita a las funciones u;, j = 1,...,n + p definidas por:
uj(t,x,y) = hj(x,y), i=1....p,
Up+i(6,%,Y) = g—é(x,y) +].Zp:1 tjg—xz(x,y), i=1,...,n.
Las condiciones (3.6) se escriben u(\,a,b) =0, j = 1,...,n+ py se verifica facilmente
O(u1, ..., Un+p)

que la matriz a( = H esregular en (), a,b).

tly ooy bpy X1yeeey Tp)

Como las funciones u; son de clase C' en un vecindario de (), a, b) se tiene por el Teo-

rema de la funcién implicita que existe una bola abierta W}, de centro b, asi como
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funciones t;, j = 1,...,p, de clase C'! definidas de manera unica, tomando valores
en un vecindario de ), asi como funciones z; de clase C! sobre W;, definidas de ma-
nera unica y tomando valor en un vecindario de a, tales que (t(y),x(y),y) € D y que
ui(t(y),x(y),y) =0,j=1,...,n+p, Yy € Wp.

Tomando en cuenta la manera en que los u; se han definido, se concluye que las con-
diciones i), ii) y iii) son satisfechas por las funciones ¢; y z;. Como las funciones en la
matriz H son continuas por hipétesis, se puede escoger W}, de modo que el rango de H

sea igual a p, V(x(y)), con y € Wy,

Observaciones

La férmula (3.5) del Teorema 3.3.2 es valida para todo y € W4, y si p < n el punto x(y)
es un punto critico de la funcién f(x,y) bajo las restricciones h;(x,y) =0, j =1,...,p,

donde los parametros que componen y son fijos (en Wy,).

Si a es un punto critico para y = b, y si H es regular en (a,b) el Teorema 3.3.3 de-
muestra que si se hace variar ligeramente los parametros del modelo a partir de b,
entonces el punto critico se desplaza sobre un camino continuo y derivable, verificando

las condiciones 1), ii) y iii) del Teorema 3.3.3.

En las condiciones ii) y iii) de los Teoremas 3.3.2 y 3.3.3, utilizamos las notacién ¢;(y)
para designar los multiplicadores de Lagrange en tanto que funciones de los parametros
y, dando la notacién tradicional A; para los valores tomados por esta funcién en b

(i.e. A\; =t;(b), a es un punto critico).

En las préoximas secciones se enunciaran las condiciones clasicas de segundo orden que
son suficientes para que el punto critico a de f(x,b) bajo las restricciones /;(x,b) = 0,
j=1,...,p, sea un maximo (o un minimo) y que implican que det H(a,b) # 0. Se ve
facilmente, por continuidad, que si estas condiciones se satisfacen en (a, b), también se
satisfacen en un vecindario de ese punto. Asi, si el punto a satisface las condiciones

necesarias de primer orden del Teorema 3.3.1 (es decir, si a es un candidato a ser un
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extremo de f(x,b) bajo las restricciones h;(x,b), j = 1,...,p y si las condiciones su-
ficientes de segundo orden se verifican, entonces no solamente a es un maximo (o un
minimo) de f bajo las restricciones g,(x) = g;(a), sino que para todo y préximo a b, la
funcién f tiene un maximo (o un minimo) en x(y) bajo las restricciones h;(x,y) = 0,
j =1,...,p. El grafico de la funcién x(y), que es de clase C' es el camino de crestas (o

el fondo del valle).

- La relacion (3.5) del Teorema 3.3.2 es llamada por los economistas por Teorema de la
envolvente, bajo reserva que se aplique a puntos que son efectivamente extremos. La

envolvente corresponde al camino de crestas (o el fondo del valle).

Observemos que en el caso en que las variables x no estan sometidas a restricciones, la

9% 1y Of _
relacion se escribe e (y) = T (x(y),y),k=1,...,n.

- La matriz H, que tiene un bloque de ceros y cuyas primeras filas son iguales a las p
primeras columnas, sale de la familia de matrices hessianas orladas que aparecen en el

estudio de las condiciones de segundo orden.

3.3.2 Condiciones de segundo orden

Teorema 3.3.4 Sean f, g;, j = 1,...,p, aplicaciones de U (C R"™ abierto) en R, a € U,
p <n, de clase C* en una bola abierta B, C U tal que g;(a) =0, j =1,...,p. Suponemos

que:

i) el rango de la matriz jacobiana de los g; en aes igual a p

of dg; .
o ()+2Ajai( a)=0i=1,...,n

it) existen Ai,...,\p

p

Sea S = {xeR"/g;j(x) =0, =1,...,p} ysea L(x) = f(x) + > \;g,(x); asi para todo
i=1

x € S, se tiene L(x) = f(x) y en particular a es un extremo de f bajo las restricciones

gj(x) = 0 si y sélo si es un extremo de L bajo las mismas restricciones.

Demostracién Vamos a razonar sobre L(x) en vez de f(x), pues si a es un extremo

bajo las restricciones g;(x) = 0, se tiene de ii) que VL(a) = 0, (en tanto que en general
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Vf(a) # 0) lo que facilita el estudio del signo de L(x) — L(a). Vamos a estudiar el signo
de L(x) — L(a) utilizando el desarrollo de Taylor de orden 2 de L(x) en una bola abierta

de a. Tomando en cuenta la condicion de primer orden:

n

> Zﬁ: O°L (a)(zp — ap)(z, —a,) + |[x — a]®’ (x — a), (3.7

L(x)—L =
(0 -La)=3 3 5 520

=

con lim &'(x —a) = 0. Vamos a estudiar el miembro de la derecha de esta igualdad

X—a

tomando en cuenta el hecho que x € S. Dadas las hipétesis, se puede aplicar el teorema

de la funcion implicita en un abierto de a. Para simplificar la escritura, se precisa la

hipétesis suponiendo que rang M(a) = p. El teorema se enuncia asi.

155 Tp
Existe un abierto V, C R", a € V,, un abierto Vz de a = (apt1,...,a,) € Va C R" Py
funciones unicas ¢;(xp+1,...,2n), ¢ = 1,...,p con derivadas parciales en V; tales que

VanNS={x=(x1,....20)/(@ps1,- .-, Zn) € Va, ©i(@ps1,...,2n) =24, i=1,...,p}.

Si se escribe X = (zp11,...,%y), Se tiene entonces Yx e Vo NS, x € Va3 y
_ _ n 8@1 _ _ _ _
T —ai = pi(X) —pi(@) = 3 F(@)(@r —ar) + [[X - af] &(x), (3.8)
r=p+1 axr
con lim ¢;(x) =0, i =1,...,p, pues y; es diferenciable en a. Se define:
xX—a

hi=z;—a;, 1=p+1,...,n,
(3.9)

0w .
h;, = =—*(a)h,, t1=1,...,p.
T:Xp;rl azr( )

Estas relaciones se escriben respectivamente:

h=x-a,
(3.10)
" N
- P11y Pp _ .
a(xp+1a s 7xn) (a)
hp hn,

Por el teorema de la funcién implicita, la relacién (3.10) se escribe:

8(917"'79}0) _
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En efecto, como (a) se tiene

a(@la“'a(pp) =) — a(glv--'vgp) a - 8(91,---;9?)
Koo (M) () s

8(£Ep+1,...,1’n a($1,...7IP) (I’p+1,...,l‘n)
entonces:
" N
o @1y Pp _ . _
6(x1)+1a s ’xn) (a)
hy I
o )\ A N
9gi,---,9p gi,---59p .
_( L9 9p) (o _IIL -0 Ip) (g : ,
(8(m1,...,xp)( )> a(xpﬂ,...,xn)( ) )
hn
( N N
gi,---,9p gi,---59p . . .
or lo que a a = 0y se escribe bajo la
por lo que 7 —— (a) B@pin, ”’xn)( ) y j
hy hn
forma:

el
Asi, por las relaciones (3.9) se hace corresponder a todo x € V, N S un elemento h € R™
unico, que satisface (3.11) y para el cual h + a € V. Ademss, todo h € R™ que satisface
(3.11) y para el cual h + a € Vj, le corresponde por las relaciones (3.9) un elemento
x € Va N S; este elemento estd definidoporx =h+a y z; = p;(h+a),i=1,...,p.
Para h correspondiente a x, se tiene evidentemente ilﬁg h = 0 y la relacién (3.8) se

escribe, sirviéndose de (3.9):

x;—a;=h;+||x—ale(x), i=1,...,p, con lim e;(x)=0. (3.12)

Xx—a

Para x # a (en este caso h # 0), definamos p;(x) = &;(x) ||x||;”a||’ i=1,...,py para

x = a, definamos p;(a) = 0, entonces ¢;(x) ||x — a|| = p;(x)|| .
Como ||x — a|| = |h]| < ||h|, se tiene |p;(x)| < |;(X)| y como lim X = a, se deduce
X—a

lim p;(x) = 0. La igualdad (3.12), se escribe entonces (para x € V, N S):

X—a

r;—a; = h; + ||h||pi(X), i=1,...,p. (3.13)
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Definamos ademas p;(x) =0,i =p+1,...,ny p(x) = (p1(x), ..., pn(x)); se tiene entonces
tomando en cuenta la igualdad (3.9) (es decir de x; —a; = h;, i =p+1,...,n),x —a=
h + p(x)|h|, de donde |x — a| < |h]| [1 + ||p(x)||}, VX € Va NS, con lim p(x) = 0.
Ahora utilizando las ecuaciones (3.13) que son validas también para i = p+1,...,n,

con p;(x) = 0, se obtiene:

3 3 0L (a) (g + kO] (4 pr (O] =

k=1r=1 T0T,
5 8L (a)hgh, + i > (a)hip, ()[R +
= =y 0z 0y — =1 8:10 ax "

2 % go k@ + 2 5 P @ (0

Se puede escribir kzl 721 m<a) pi(

h — 0. Se tiene ademas:

> % agaLﬂ(a)hkpk( )[R+ Z 3 (% 83: (a)pr(x) ||| =

X)pr(X)|[h]* = a(x)|[h|?, con a(x) — 0, cuando

k=1r=1 =1r=1

n n 62L ) B
2|h ——F—(@)p,(x) | hy = ||h x)hi,
[ 'El(Elaxkapr“ o= I 32 Aoy

donde G (x) = 2 i 0’L (a)pr(x) — 0, cuando h — 0. Se tiene por la desigualdad de

Cauchy-Schwarz:
n 2 n n
(S ) < (£ om) £,
k=1 k=1 k=1

con Y Br(x)hy — 0, cuando h — 0. Esto permite escribir > Gip(x)h; = T'(x)|h|,
k=1 k=1

con I'(x) — 0, cuando h — 0, de donde 2| h|| Z Z
k=1r=1
Tomando en cuenta estos diversos desarrollos, se tiene:

5 (@) ) nc = [P ().

> i L (@)(on — @) (@ = ar) = 3 i‘ EL (@), + T R + ae) [
k=1r=1 9LEOZy k=1r=1 9TKOTy
Se define ¥(x) = a(x) + I'(x) y tenemos:
> i (% (@)(zx — ar)(zr — ar) = i i 833 (a)hihy + [N)*T(x).
k=1r=1 OTKkOLy k=1r=1 9TKOTy

Asi podemos enunciar el siguiente teorema.
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Teorema 3.3.5 Sean f, g;, j = 1,...,p aplicaciones de U C R"™ abierto sobre R, a € U,
p <mn, de clase C* en una bola abierta B, C U tal que gj(a) =0, j = 1,...,py tales que

las condiciones siguientes se verifican:

. 8(91,...,gp)
1) rang m(a> =D
.. . 0 dg .
ii) existen M1, .. 6f()+ZA]6xJZ() 0,i=1,...,n
P
Sea L(x) = f(x) + > \jg;(x), entonces se tiene:
j=1
a) Si f tiene un mdximo bajo las restricciones g;(x) =0, j =1,...,p, se satisface:
kgzj ; (,maxr( a)hyh, <0, VheR™, (3.14)
. 8(91,...7gp) .
con la condicion m(a) h=0.
b) Si la condicién siguiente se satisface:
kZ:: 2:: 6xk8xT( a)hrh, <0, YVheR", h#0 (3.15)

a)

h satisfaciendo la condicién (3.11), entonces a es un mdximo local estricto de la funcion

f con las restricciones g;(x) =0, j=1,...,p
Estos resultados son vdlidos, con las desigualdades invertidas en el caso de un minimo.

Demostracion

Si f(x) tiene un maximo en a bajo las restricciones g;(x) = 0, existe un abierto W,
acWytalquesixe WoNS = f(x)— f(a) <0.
Se puede suponer W, = V,, donde V, es el abierto cuya existencia se mostré anterior-

mente gracias al teorema de la funcién implicita (si W, # Vj,, se reemplaza W, y V,, con

Wa N Va).

Sea h € R" que satisface (3.11), se puede encontrar v >0 tal que a +th € Va, 0 <t <w.

Como th satisface la condicion (3.11), le corresponde un elemento x(t) € V,N.S tnico, con
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x(t)=a+th y x;(t) = p;(a+th),i=1,...,p. Se tiene entonces que tliﬂrr(l)x(t) =ay
f(x(t)) — f(a) =L(x(t)) — L(a) <0, t€ ]0,v][.

La féormula (3.7) permite escribir:

é Zij kaxr( ) (1 (1) — ap) (@ (1) — ar) + 2||x(t) — a|2e(x(t) — a) < 0, (3.16)
con 0 <t<uw, tlg% e(x(t) —a) = 0. Ademas:
Ix(t) —all < [1+ loe(®)1] 0] con lim p(x(t)) = 0.

Se deduce que:
20e(xlt) — )] (1) — a]> < 20ex(t) — a)] (1+ oe(t))]]) [
y como lim 2=(x(1) — a) (1 +lp(x(t)) ||) = 0, se pude escribir:
[2:(x(t) — )] IIx(t) — all* = ¥ (1) [IR]}%, con Jim (1) = 0.

Ahora, para 0 <t < wv:

2

e @) — (1) —a) = 3 3 50

k=1r=1 kax'f
n 2
2 SOl @, + v

> (@) hih, + V(D) ] =

(3

y tomando en cuenta (3.16) se tiene:

HM: HM:

PP

k=1r=1

o <mm~4wwm+v@nwﬂ<o

Como esta desigualdad es valida Vt € ]0,v[ y como }ir%(\ll(x(t)) +~(t)) = 0, se deduce

que:
n

- 0%L
kX:: Z 8$k8$r (a)hkhr S 0

y como h es arbitrario, satisfaciendo (3.11), se tiene el resultado.

b) Vamos a demostrar que si la condicion (3.15) se satisface, existe un abierto U,, a € U,

talquesixeU, NS y x #a= L(x) < L(a).
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SeaxeV,NS, heR" satisfaciendo (3.11), correspondiendo a x por las relaciones (3.9).

Para esto se considera x € V, N S y la formula (3.7) que es valida:

L) ~ Lia) = § 32 3% 5P () (ax — 0w — o) + <(x — a)x — al

donde ¢(x — a) esta definidaen V,NS, con lim e(x —a) = 0.

xXx—a

Sea h € R" satisfaciendo (3.11) y sea x el vector que le corresponde por las relaciones
(3.9). Como vimos en la parte a) del teorema, (x — a)||x — a||? = n(x)|/h|?, donde 1 esta

definida sobre V, N S tal que lim n(x) = 0. Asi tenemos:
xX—a

L(x) - L(a) = (@)hihy + (n(x) + ()[R

I\J\H

kaxr

Por otro lado, como el conjunto de los h € R"™ satisfaciendo (3.11) y tales que ||h| = 1es

cerrado y acotado, la forma cuadratica Q(h) = Z E 8 8
—1r=1 0Tk

tiene un valor minimo en este conjunto. Sea ¢ este valor; la condicion (3.15) indica que

(a)hih, que es continua,

q < 0. Para todo h € R", satisfaciendo (3.11), h # 0 se tiene Q(h) = ||h|?Q <||h> <

tiene norma 1y h_ satisface (3.11). Para todox € V, N S, se

q|[h||?, puesto que

“h_
[Tl
tiene entonces:

L(x) = L(a) < 3qlh|* + (n(x) + ¥(x)) [h]*.

Como 1 y ¥ estan definidas sobre V, N S y son tales que lim (n(x) + ¥(x)) = 0, existe un
X—a

abierto U,, acU, C V, tal quexe U, NS = 2|n(x) + ¥(x)| < |q|, entonces para xc U, NS,

X # a, se tiene L(x) — L(a) < 0. Asi f tiene un méximo local en a sobre S.

Cuando tenemos funciones i,j=1,...,p verificando las hipétesis del teorema ante-
» 955 ] ) y P

rior y un punto a verificando la condicién necesaria para ser un extremo V1L (a) = 0, si se

quiere estudiar la naturaleza de a, es necesario estudiar el signo de la forma cuadratica

Q(h), donde h satisface las restricciones lineales (3.11).

Como por hipétesis 1) la matriz de este sistema es de rango p, se pueden expresar p
variables h; en funcién de las otras n — p restantes, esto nos lleva a estudiar el signo de

una forma cuadratica con n — p variables.
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Otro método elegante a menudo utilizado, consiste en pasar por la matriz hessiana

orlada de L en a:

Loz (@) o Luw(@) (9)z(a) - (9p)a ()
Liye, (@) o Loy, (@) (91)z,(@) - (9p)a,(a) L"(a) J;(a)
Hi(a) = —
(1), (@) -+ (91)a,(2) 0 e 0 Jy(a) 0
(Gp)ei(@) -+ (gp)e,(a) 0 - 0
y los menores principales orlados det H;(a), donde
Ll‘11‘1 (a) e lell (a) (91)1'1 (a) e (gp)l‘1 (a)
Lﬂhwi (a) e Liﬂi (a) (gl)wi (a) e (gp)wi (a)
H;(a) = , i=p+1,...,n.
(91)a:(@) -+ (g1)a(a) 0 s 0
(gp)ar(@) - (gp)a:(a) 0 T 0

Teorema 3.3.6 Con las hipdtesis del teorema anterior tenemos:

a) Condiciones suficientes

- Si(—1)?det H;(a)>0,i=p+1,...,n, es decir si los determinantes de los H;(a) son todos
del mismo signo que (—1)P, entonces f tiene un minimo estricto en a bajo las restricciones
g;(x) =0.

- Si(=1)idet Hi(a) > 0,3 =p+1,...,n, es decir si los determinantes de los H;(a) son de
signo alternado del mismo signo que (—1)*, entonces f tiene un mdximo estricto en a bajo

las restricciones g;(x) = 0.
b) Condiciones necesarias

- Si f tiene un minimo en el punto a con las restricciones g;(x) =0, entonces se tiene que

(-1)Pdet H;(a) >0, i=p+1,...,n
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- Si f tiene un mdximo en el punto a con las restricciones g;(x) =0, entonces se tiene que

(—=1)'det H;(a) >0, i=p+1,...,n.

Ejemplo 3.3.3 Consideremos una caja rectangular contenida exactamente dentro del
elipsoide 222 + 3y% + 22 = 18, con aristas paralelas a los ejes. Encontrar el volumen

maximo.

Sea L = 8xyz + A\(222 + 3y? + 22 — 18), % = 8yz + 4 z = 0, % = 8zz + 6Ay = 0,
% = 8xy + 2\z = 0, entonces \(4x? — 6y2) = \(6y? — 22?) = 22 = 6y = 222 = 22 =

6= 2=13,y=1v2,2=16,V =8zyz = 48 = A\ = —4. Llamemos a = (1/3,v/2,V6).
4\ 8z 8y 4dx
6z 6A 8x 6y
El hessiano orlado esta dado por Hs(z,y, 2) = ,
8y 8r 2\ 62z
4 6y 2z O
—16 8V6 8V2 4v3
—16 8V6 43
8v6 —24 23 6V2
Hz(a) = ,det H3(a) = —77760, Ha(a) = | 86 —24 62
8v2 2v3 -8 2V6
43 6V2 0

4v3 6v2 26 0
det Ho(a) = 4608.

Como (—1)2det Hy(a) > 0, (—1)%det Hz(a) > 0, tenemos que a = (1/3,v/2,v6) es un

maximo.

Ejemplo 3.3.4 Encontrar las distancia méas corta desde el origen hasta la recta de
interseccién de los planos ax + by + cz = p, a’z + by + 'z = p/, donde a® + b> + 2 =1,

(a/)z + (b/)Q + (CI)Z =1.

Tomemos L = 22 + y? + 22 + A\i(az + by + cz — p) + X2(a’z + 'y + ¢’z — p'), entonces
L, =22+ Ma+ Xaad =0,L, =2y + \b+ Xl =0, L, =22+ A\jc+ Ao¢/ = 0, donde r? =
2% 4+y?+ 22. Multiplicando respectivamente por z, y, z las ecuaciones anteriores se tiene

272 4+ A\ip + Aop’ = 0. Multiplicando respectivamente por a, b, ¢ las mismas ecuaciones

b
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anteriores se tiene 2p + A1 + Aok = 0, con k = aa’ + bb' + cc’. Similarmente multiplicando
22 p

por @', b/, ¢’ tenemos 2p’ + A1k + A2 = 0. El sistema se escribe | 2, 1 £ | =0, porlo
2 k1

que r?(1—k?)+p(p— kp') +p'(pk —p') = 0, es decir r = ([p? + (p')* — 2kpp'] /(1 — k2))%-

3.4 Extremos bajo restricciones en forma de desigualdades (Kuhn-

Tucker)

El estudio del caso en que las variables que intervienen se presentan en forma de de-

sigualdades, es el caso mas general que se puede considerar.

Sean f, g;, j = 1,...,m, funciones definidas sobre U C R" y sea:
S={xeU/gij(x) >0, j=1,...,m},

(m puede ser mayor que n). Se supone que S # () y nos interesamos en los valores que

toma f cuando x € S y en particular en sus valores extremos.

Ejemplo 8.4.1 Sea f(z,y) = 22 + 2%, gi(z,y) = 1 — 22 — 4%, ga(z,y) = 1 + = — 2y,
g3(x,y) = 1—x—2y. Sabemos que f(0,0) =0y f(x,y) >0,V (z,y) # (0,0), i.e. (0,0) es un
minimo de f bajo las restricciones g; = 0, j = 1,2,3 (es un minimo absoluto). Por otro
lado se constata que si nos situamos en el circulo 22 + y? = 2, r <1, f(z,y) =% + 9>
lo que demuestra que f(z,y) sobre el circulo de radio r tiene un méaximo en (0, +r), de

valor 2r2.

Si hacemos variar r de 0 a 1, tenemos que (0,1) es un maximo local y (0,—1) es un
méximo absoluto de f bajo las restricciones g;(z) > 0, j = 1,2,3. Asi f(0,1) = 3,
£(0,-1) = 2.

Se observa en este ejemplo que de manera general, las restricciones en forma de de-

sigualdades no esta limitado por el nimero de variables.
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El punto (0,0) es un minimo libre, (0,—1)

es un maximo bajo la restriccién g, (z,y) = 1Y

1

2

2,2 . i
1—= y® = 0. Sin embargo, no pode ltz—29=0 e 2g=0
mos decir que (0, 1) sea un méximo con res- 1] \ I
\\\ /.'T‘ _IQ—y2:O
tricciones go(x,y) = 0, gs(z,y) = 0, pues N N S0
-1

T ={(z,y)/9;(x,y) =0, j = 2,3} sereduce

a un punto (0, §). Para comparar f(0, 1) con f(z,y) es necesario tomar valores fuera de

T.

Condiciones de Kuhn-Tucker?

Para buscar extremos de f con restricciones en forma de desigualdades, se utiliza

el artificio siguiente: Se considera g;(x) — 23, donde 27 es una variable o pardmetro
suplementario llamada variable cuadratica de nivel. Asi, cuando x € U se tiene g;(x) >
0 <= Jz; € R tal que g;(x) — 27 = 0. En particular g;(x) = 0 <= z; = 0. Se define
z=(21,--,2m), hj(x,2) = gj(x) — z;. El conjunto 5" = {(x,z) €U x R"/h;(x,2z) =0, j =

1,...,m} tiene la propiedad siguiente:
x€S < JzeR™ talque (x,z)€ S’
Se considera entonces la funcion F' de n + m variables, definidas sobre U x R™ por:

F(x,z) = f(x), V(x,z) e U x R™.

3Teorema de Kuhn-Tucker Es lanzado en la teoria de programacién no lineal en 1950. Este teorema
da las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una solucién 6ptima a un problema de pro-
gramacion no lineal. El teorema se probé en un articulo “Nonlinear Programming” escrito colectivamente por
dos matematicos de Princeton: Albert W. Tucker y de Harold W. Kuhn. Pero resulté que este teorema ya se
habia probado, dos veces: anteriormente, primero en 1939 en una tesis de William Karush de la Universidad
de Chicago. Este resultado nunca se public6. El segundo por Fritz John en un articulo rechazado por el
Duke Mathematics Journal, pero luego publicado en una coleccién de ensayos para el volumen de Aniversario
del Courant en 1948. Es curioso el impacto que ha tenido este teorema en el mundo de la historia de la
matematica, pues representa un caso de un redescubrimiento multiple. Teorema también se conoce con el
nombre de Karush-John-Kuhn y Tucker.
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Si f es de clase C* sobre U (abierto de R™), entonces I es de clase C* sobre U x R™ y

se tiene:
OF _of -
81‘1‘()(,2)_8337;()()’ 2_17"'7”’
OF _ -
8zj(x’z)_0’ j=1,...,m,
entonces six € Sysi (x,z) €S (i.e. z = (21,...,2,) es tal que 27 = g;(x), j =1,...,m) se

tiene evidentemente F(x,z) = f(x) y que a € S es un minimo global de f en S si y sélo
si (a,b) con b = (by,...,bn), b7 = g;(a), es un minimo global de F" sobre S’. Si a es un
minimo, (a,b) también lo es y si (a, b) es estricto, a también lo es. Sin embargo puede

suceder que a sea estricto y (a, b) sea no estricto.

Por otro lado, a € S es un minimo local (resp. estricto) de f en S <= (a,b) es un

minimo local (resp. estricto) de F' en S’. En efecto:

a) Demostremos que si a es un minimo de f sobre S, (a,b) es un minimo de F en S’.
Sea (x,z) € S’, F(x,z) = f(x) > f(a) = F(a,b) V (x,z) € S’. Observemos que si b # 0
(es decir la restriccion g;(a) > 0 para algun j), F' no tiene un minimo estricto en (a,b)
aunque f en a sea estricto, pues F(a,b) = F(a,—b) con (a,b) # (a,—b).
Sin embargo, si a es estricto y si b = 0, entonces (a, b) es estricto.

b) Demostremos que si (a,b) es un minimo estricto de F en S’, entonces a es un minimo
estricto de f en S.
Sea x € 5, existe z € R™ tal que (x,z) € S’ y se tiene f(x) = F(x,z) < F(a,b) = f(a).
Notemos que (a, b) es estricto solamente si b = 0.

¢) Demostremos que si a es un minimo local estricto de f en .S, entonces (a, b) también lo
esde Fen 5.
Por hipétesis, existe un abierto V de atal quex € SNV, x # a = f(x) > f(a). Para

cada j, se escoge un intervalo abierto I; de modo que:

- sib; =0 = gj(a) se escoge I; = R,
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- sib; # 0 se escoge I; de modo que b; € I; y —b; ¢ I;.

Se considera W =V x I; x --- x I, es un abierto de (a, b) que satisface:
(a,z2)eWnS = z=hb. (3.17)

En efecto, (a,z) € " = g;(a) — 27 = 0, es decir z7 = g;(a) = b?, 0 sea z; = +b;. Por
otro lado (a,z) e W = z; € I;. Como —b; ¢ I;, salvo si b; = 0, se deduce que z; = b,.

Tomando esta propiedad y a) se tiene que (x,z) e W N S’, (x,z) # (a,b) implica:
xeVnNnS x#a= f(x)=F(x,z) > f(a) = F(a,b),

es decir F tiene un minimo local estricto en (a,b). Observemos que si a es un minimo

local no estricto de f en S, entonces (a, b) también es un minimo local de F en 5.

d) Demostremos que si (a, b) es un minimo local estricto de F' en S/, entonces a también lo
es de f en S. Por hipétesis, existe W abierto de (a, b) tal que (x,z)eWnS’, (x,z) # (a,b)
lo que implica F(x,y) > F(a,b). SeaV = {x € R"/(x,z) € W, para algin z € R™} es un

abierto de a € R"™, entonces x € V N S, x # a = Iz tal que:
(x,2) eWNS', (x,2) # (a,b) = F(x,z) = f(x) > F(a,b) = f(a).

Se verifica similarmente que si (a, b) es un minimo local de F' en S’, a también lo es de f
en S. De manera general, estos resultados son validos también para los maximos. Asi,
gracias al artificio de las variables cuadraticas de nivel, nos lleva a buscar los extremos

de una funcién con restricciones en forma de igualdad.

Definicion 3.4.1 Restricciones saturadas Sea ac S, g;j(a) >0, j =1,...,m, sedice

que la restriccion gy, es saturada en a, si gi(a) = 0.

Definicién 3.4.2 Restricciones regulares Sean g;, j = 1,...,m, funciones diferen-
ciables en a tales que g;(a) > 0. Se dice que las restricciones g;(x) > 0 son regulares en

a, si ninguna de ellas es saturada en a (es decir g;(a) >0, j =1,...,m) o si el rango de la
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matriz jacobiana de las restricciones saturadas en a, es igual al niimero de restricciones.
En otros términos, si gj(a) =0para je€J = {j1,...,jp} ¥y st gj(a)>0, j ¢ J, las restriccio-
nes g;(x) > 0, j = 1,...,m se dicen regulares si la matriz jacobiana de los gj,,...,g;, es

de rango p en a.

Teorema 3.4.1 Kuhn-Tucker Sean f(x), g;(x), j = 1,...,m funciones con derivadas
parciales continuas en un abierto de ac R™, tales que g;(a) > 0y tales que las restriccio-

nes g;(x) son regulares en a, entonces si a es un extremo local de f con las m restricciones,

existen X\, j =1,...,m tales que:
O @+ 30 @) =0, iz1,....n (3.18)
61’7; = ] 8$2 ) ) ) .
Ajgi(a) =0, ji=1,...,m (3.19)
Aj >0, j=1,...,m, si aesun mdximo (3.20)
A; <0, j=1,...,m, si aesun minimo. (3.21)

Estas condiciones son llamadas condiciones de Kuhn—Tucker. La condicién (3.19) se

llama relacién de exclusion.

Demostracion Sea a un extremo local de f sobre S y sea b tal que (a,b) € S’. La dis-
cusion precedente demuestra que (a, b) es un extremo de f bajo la restriccién h;(x,z) =
gj(x) — ,zj2 =0, j = 1,...,m. Las hipétesis hechas sobre funciones g; demuestran que
las funciones h; son derivables, con derivadas parciales continuas en un vecindario de

(a,b). Ademas la hipétesis de regularidad de las restricciones g;(x) > 0, permite de-

mostrar que el rango de la matriz jacobiana en (a,b) enlos h; (j =1,...,m) es m.

En efecto, la matriz jacobiana de los h; esta dada por:

8h1 8h1 (9]11 6h1

a7x1 o axn 8Zl o aZnL

O(hiy... hm)
0Ty Ty 20y e e Zm)

8hm 8hm 8hm 8hm

Oox1 Oz, 0Oz 0Zm
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. Oh,; dg; . )
Por la definicién de h; se tiene que 8;102 = 8acji’ j=1,....mi=1,...,n, 7z = —22;,

. Oh;

j=1...,m ’82 =0,s1j #k.

Sea ¢ el nimero de restricciones no saturadas en a, las m — g restantes son saturadas.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que las ¢ primeras son no saturadas, es

decir b = gj(a) #0,paraj=1,...,qy b; =0,j =q+1,...,m. Asi, tenemos:

9 o)
goh(a) - gP(@) <2y 0 00
89!1 agq
0 - —20.0---0
O, o) oy 90, @ e (@) .
8(1'1, s Ty 21,5 ,Zm) ’ - 9 9 ;
Ja+1 9g+1
B - e 00 0
Igm dGn
8gxl (a) Tin(a) 0 0 0---0

. . 0 Yoy
entonces si las restricciones g;(x) > 0 son regulares en a, el rango de H(a)
1, cotn

es m — ¢; por lo tanto las m — ¢ tdltimas filas de la matriz jacobiana de los h; son li-
nealmente independientes entre ellas y también relativamente a las ¢ primeras, por la
condicién —2b; # 0, j = 1,...,¢. En conclusién se tiene que las m filas de la matriz

jacobiana son linealmente independientes y su rango es m.

Por el teorema de multiplicadores de Lagrange existen )\, ..., )\, tales que:
3x( )+2Ajgh (a,b)=0, i=1,..n, (3.22)
m ah
07F( )+ZAJ0 (a,b)=0, k=1,...,m. (3.23)

Teniendo en cuenta que gh (a,b) = giﬁ (a), gf (a,b) = g mfl (a), las n condiciones dadas

por (3.22) se escriben bajo la forma (3.18) del teorema.
Por otro lado, tomando en cuenta que ?WF(a, b) = 0, ?%(a b) = —2b;,j = 1,...,m,
%(a b) =0, j # k, las m condiciones de (3.23) se escriben \;b; = 0paraj=1,...,m,

es decir se tienen las condiciones (3.19) del teorema pues b7 = g;(a).
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Para terminar la prueba, demostraremos que las condiciones (3.20) son necesarias si a

es un maximo (la condicion (3.21) se prueba de manera parecida).

Se va aplicar el corolario del teorema 3.3.2, considerando las restricciones h;(x,z) —y; =
0,7 =1,...,m. Observemos que las variables estdn dadas aqui por (x, z), los parametros
y intervienen al nivel de restricciones como lo necesita el corolario. Pero este hecho
evidencia la necesidad de otras condiciones enunciadas en el teorema 3.3.3. Asi las
condiciones (3.22), (3.23) y hj(a,b) =0, j = 1,...,m, implican las condiciones (3.6) del
teorema 3.3.3 para (x,z) = (a,b),y =0, t(0) = \.

Para poder aplicar el teorema 3.3.3, hagamos las hipétesis suplementarias de que las
funciones f y gj, 7 = 1,...,n son de clase C? en un vecindario de a (i.e. F'y h; son
de clase C? en un vecindario de (a, b)) y que el hessiano orlado de L(x,z) = F(x,z) +
f:l Ajhi(x,z) es regular en (a,b), entonces existen funciones unicas z;(y), z;(y), t;(v),
Zi_: 1,...,n,j=1,...,m) definidas y de clase C'' en un vecindario V de y = 0, tales que
hij(x(v),z(y)) —y; =0,Vy € V y tales que x(0) = a, z(0) = b, t(0) = A (i.e. tales que las
condiciones (3.22) y (3.23) se satisfagan, si se reemplaza (a, b, \) por (x(y), z(y), t(y)).
Las funciones x, z son continuas, se puede escoger V' suficientemente pequeio para

que f(x,y) esté definido Vy € V y considerar ®(y) = F(x(y),z(y)) = f(x(y)). Por el
0P

teorema 3.3.2 médulo el signo a—y(y) = —t;(y),yeV,j=1,...,m,y en particular
j
%(0) = —)\;. Consideremos j fijo tal que g;(a) = 0y el vector de pardametros y’ cuyas

entradas son nulas salvo la j-ésima que es igual a y;; sea u >0 de modo que —u <y; <u,
Yy ev.

Sea y; € [0,u[ las funciones x(y), z(y) verifican las restricciones h,;(x(y),z(y)) —y; =0
se debe tener para y = y’ y por la definicién de hy; gr(x(y’)) — (2x(y’))? — v = 0,
k=1,...,m.

Dada la forma de y7, se tiene y, = 0, si k # j y y; > 0 se tiene g, (x(y’)) > 0, i.e. x(y’)€S.

Como la funcién x(y) es continua en 0 y como x(0) = a es un maximo (local) de f en S, se
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puede encontrar v’ tal que 0<u’ < utal que y;€[0,u' [ = f(x(y’))—f(a) < 0. Asi, por la
definicién de la funcién ®: f(x(y’))—f(a) = ®(y’)—®(0) = ®(0,...,y;,...,0)—P(0,...,0)
y como ® es derivable en 0, se tiene que (%I)(O) < 0. Se deduce que \; > 0 pues
j

g—;(o) = —)\;. Si gi(a) > 0 se tiene A\, = 0.
Observaciones

— Se han demostrado las condiciones sobre los signos de los );, haciendo hipétesis su-
plementarias sobre las funciones f, g;, j = 1,...,m, suponiendo que el hessiano orlado

de L es regular en (a,b). Estas hipotesis suplementarias no son necesarias y hemos

simplemente utilizado el teorema 3.3.3 para simplificar la demostracién.

Sin embargo, veremos méas adelante, en el estudio de las condiciones de segundo orden
que estas hipétesis forman parte de un conjunto de hipétesis suficientes para que a sea

un extremo.

— Se observa como el teorema 3.3.1, que los valores de los \; asociados al extremo a se

determinan de manera tnica.

— Se demostré que las condiciones Kuhn-Tucker son necesarias para que a sea un ex-
tremo de f bajo las restricciones g;(x) > 0, si estas restricciones son regulares en el
punto a. Sin embargo, si las restricciones no son regulares en a, puede suceder que el
punto sea un extremo y que las condiciones de Kuhn-Tucker no se verfiquen. (Ver el

ejemplo 3.4.4).

— De manera general se dice que las restricciones satisfacen una condicién de califi-
cacion (restriccion de calificacion) en un punto a, si las condiciones de Kuhn—Tucker
son necesarias para que a sea un extremo. Se dira simplemente que las restricciones

califican en a. Asi, si las restricciones son regulares en a, califican en ese punto.

Una condicién de clasificacion clasica es que para que todo x # a satisfaga las con-

diciones (x — a)-Vg;(a) > 0, donde los indices j son los de las restricciones saturadas

(gj(a) = 0), existe una aplicacién x(t) de [0,1] en S, con X(0) = a y tal que 1ir(§1+ %()’c(t) —
t—
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a) = p(x —a), donde p > 0. Esta condicion se expresa geométricamente porque para todo
punto x del cono definido por las condiciones (x — a)-Vg;(a) > 0, j tal que g;(a) = 0,
existe un arco de curva en S en el cual uno de los extremos es a y es tangente a x — a.
Observemos que en este caso de calificaciones por arcos, los valores de los A; no se de-
terminan de manera unica para el extremo a (ver ejemplo 3.4.5).

— El teorema se aplica en la buisqueda de extremos locales de una funcion f(x) bajo las
restricciones g;(x) > 0, j = 1,...,m, cuando las funciones f, g;, j = 1,...,m son deriva-

bles con derivadas continuas en un abierto U.

Se procede en 2 etapas:

1. Se buscan los puntos de U para los cuales una de las condiciones siguientes se satisface:

a) las restricciones no son regulares (ni calificadas).

b) las restricciones son regulares (o calificables) y existen \; (todos positivos, todos nega-

tivos) tales que las condiciones de Kuhn—Tucker se satisfacen.

Se encuentran asi los puntos suceptibles de ser extremos.

2. Se examinan cada uno de los puntos encontrados en 1, para saber si se trata efecti-
vamente de maximo o un minimo. Este estudio puede realizarse directamente con-
siderando los valores de la funcion en un vecindario del punto estudiado o bien uti-

lizando los criterios de segundo orden que veremos mas adelante.

Ejemplo 3.4.2 Determinar los extremos de la
1Y

funcién f(x,y) = x® + 2y% que satisfacen las res- ©,1)

tricciones gi(x,y) = 1 — 22 —y> > 0, go(z,y) = ‘T~ W=0 17e-w=0
(-1,0)] 0,00 [0

1+x—2y>0ygs(z,y)=1—a—2y >0. \\ /

~_ 1 122 y2 _

Sea S = {(z,y) € R?/g;(z,y) > 0, j = 1,2,3} (=1,0)
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Sea L(z,y) = % +2y° + Mi(1 — 2% — y°) + Aa(1 + 2 — 2y) + \3(1 — = — 2y),

Lm:2$—2>\11'+)\2—>\320, Ly:4y—2>\1y—2>\2—2)\3:0,

Ml—a® =) =0, lo(l+x—2) =0, A3(l-z—2y)=0.

— Supongamos que una soluciéon de este sistema de ecuaciones sea tal que las res-
tricciones no son saturadas. En este caso, se debe tener por las relaciones de exclusiéon
Al =X =X3=01ie 2 =0,y =0, puede ser un maximo o un minimo de f (todos los };

son del mismo signo). Pero f(z,y) >0,V (z,y) € S, i.e. (0,0) es un minimo.

— Supongamos que la 1* y la 2* restricciones no se saturan. Este caso \; = Ay = 0, como

se supone que la 3“ restriccién se satura, 1 — x = 2y y se obtiene x = %, Y=z, A3 = %

W

Asi el punto (%, %) cumple las condiciones necesarias para ser un maximo, pues \; > 0,
j =1,2,3. Sin embargo, esta conclusion es falsa. En efecto, si se verifica la 3% restriccion

1—x2—2y = 0, el punto de la forma (z, 3(1—z)) toma el valor f(z,2(1—2)) = 322 — 2+ 1.

La derivada se anula en # = § y como su derivada segunda es 3> 0, (3, 1) es un minimo

1 1
3'3
en el caso en que g3(z,y) = 1 — z — 2y = 0 ((z,y) recorre la frontera de la restriccién

g3(z,y) = 0). Por lo tanto, (%, ) no puede ser un maximo, aunque las condiciones \; > 0

W=

se verifiquen.

— Si se supone que la 1 y la 3% restricciones no se saturan (i.e. \; = A\3 = 0) y la segunda
se satura, se tiene x = —3, y = 1, A = 2 y el punto (—3, 1) cumple las condiciones nece-

sarias (\; > 0) para ser un maximo.

Pero un razonamiento idéntico al caso anterior (si se recorre la frontera de la segunda

restriccién se ve (—3, 1) es un minimo) demuestra que (—3, £) no es un extremo.

11
313
— Si se supone que la 2 y 1a 3* restricciones no se saturan (i.e. A\ = A\3 = 0) y la primera

se satura, se tiene 2z(1 — A1) = 0, 2y(2 — A1) = 0. No se puede tener x = y = 0 pues la

primera restriccién 1 — 22 — y? = 0 no se da, como lo habiamos supuesto.

Siy =0,z # 0y se tiene que z = +1, \; = 1, pero (1,0) satura la tercera restriccién

mientras que (—1,0) satura la segunda. Estos casos no cumplen las condiciones, es de-
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cir no son extremos.
Veamos que efectivamente no son extremos:

f(1+h,k)— f(1,0) = h(2+h) + k*. Observemos que solo podemos tomar valores de h <0
para hacer que (1 + h, k) € S, por lo que puede tomar valores positivos y negativos.

Un estudio similar permite verificar también que (—1,0) no es un extremo.
Siz=0,y==x1, \; =2y el punto (0,1) se elimina pues no esta en S.

El punto (0, —1) verifica las condiciones necesarias de Kuhn—-Tucker para ser un maximo.
Un estudio local del punto muestra que es un maximo y que es un maximo absoluto de
f bajo las restricciones dadas.

En efecto, f(h, —1+k)—f(0,—1) = h2+2(—1+k)?—2. Como k > 0 para que (h, —1+k)€S,
debe tenerse que h%+ (—1+k)? < 1, por lo que f(h, —1+k) — f(0,—1) = A2+ (=1 +k)? +
(1-k)2-2<14+(1-k)?2?-2=k(-2+k) <0, es decir (0, —1) es un maximo. Luego se
vera que un maximo absoluto.

— Si se supone que solamente la primera restricciéon no se satura (i.e. A\; = 0), se tiene
quel+z—2y=0,1—-2—2y=0,0seaz =0,y =12, \a = A3 = 1. Asi el punto (0, 3)
cumple las condiciones necesarias para que sea un maximo. Un estudio local del punto
permite ver que es un maximo.

En efecto, f(h, 1 + k) — f(0,3) = h* + k(2 + k), pero k < 0 para que (h, 5 + k) € S. Asi:
Sih<0=14+h—-2(3+k)>0=h>2k=0< —h < -2k
Sih>0=1-h—-2(3+k)>0= —h>2k=0<h < -2k

Se concluye que |h| < —2k, entonces f(h, 2 +k)— f(0,1) = h>+k(2+k) < 4k? +2k+k* =
5k% + 2k = k(2 + 5k) < 0y se tiene un méximo en (0, §).
— Si se supone que solamente la segunda restriccion no se satura (A, = 0), se tiene
1-2?—y*=0,1-2—2y=0ie z=12=—32. Seeliminaz = —2 pues se tiene que
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Siz =1,y =0, A3 =0, Ay = 1. El punto (1,0) cumple las condiciones necesarias para
ser un maximo, pero un estudio local del punto muestra que no es nada; es suficiente
alejarse de este punto recorriendo el circulo 2% 4 y? = 1 hacia abajo, es decir en el sen-
tido que y? crezca para que f(x,y) aumente y (1,0) no puede ser un extremo.
Observemos que el punto (1,0) presenta la particularidad de ser tal que se tiene a la
vez la tercera restriccion saturada g3(1,0) =0y A3 = 0.

— Si se supone que solamente la tercera restriccién no se satura (A3 = 0), se obtienen los
puntos (—1,0) y (2,%) ¢ S.

Asi para (—1,0), los \; > 0, pero no es un maximo por un argumento similar al anterior.
En este caso se tiene g2(—1,0) =0, A2 = 0.

Asi se han considerado todos los casos posibles, lo que nos permite ver que hay siete
punto verificando las condiciones de Kuhn—Tucker. Este ejemplo simple nos muestra
lo pesado del método de Kuhn-Tucker, la cual es inevitable y también el interés del

estudio grafico cuando sea posible.

Observacion Las condiciones de Kuhn—Tucker son necesarias si las restricciones

—2r —2y
son regulares en el punto considerado. La matriz jacobiana de los g, es 1 -2
-1 =2

Asi, en todos los puntos en que una o dos restricciones son saturadas, la submatriz de
las restricciones saturadas es regular. En consecuencia estamos seguros de no haber

errado un extremo.

Ejemplo 3.4.3 Determinar los extremos de la funcién f(x,y, z) = 40z + 16y + 10z, bajo
las restricciones sobre las variables  +y + z > 100, 4z +y > 200, z < y, x > 0,y > 0,

z>0.

Observamos que los extremos solo pueden ser minimos. En efecto, los puntos de la
frontera (0,y,0) toman valores f(0,y,0) = 16y y que pueden ser todo lo grande que se

quiera.
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El lagrangiano L(x,y, z) = 4024 16y + 10z + Ay (z +y+ 2z — 100) + Ao (4 +y — 200) + A3 (y —

x) + Az + Asy + Xgz es tal que:

L, =40+ X +4Xy — X3+ X4 =0, Mz +y+ 2z—100) =0, Az =0,
L, =16+ A 4+ Ao+ Az + A =0, Ao (47 + y — 200) = 0, Asy = 0,
L,=10+ X + X =0, A3(y —x) =0, Xez = 0.

La solucion del sistema esta lejos de ser inmediata. Nos vamos ha enfocar sobre todo

en las tres primeras restricciones.

— Si las tres primeras restricciones se saturan, la solucién es z = y = 40, z = 20. Como
z,y, z>0sededuce que \y = A5 = Xg =0yasi \y = —10, Ay = =38, A3 = L.
Los A; no verifican las condiciones de Kuhn-Tucker y (40,40, 20) no es el extremo bus-
cado.

— Si s6lo la segunda y tercera restricciones se saturan, A\; = 0, x = y, 4x + y = 200, o sea
x =y =40, =0, A5 =0, \g¢ = —10 (pues A\; = 0) i.e. z = 0. Pero el punto (40, 40,0) no
verifica la restriccion x + y + z > 100 y no es el extremo buscado.

— Si solo la primera y la tercera restricciones se saturan, \y = 0, y = z, x = 50 — %z

Como z es no negativo, debe tenerse 0 < z < 100.
Siz =0, entonces z = 50, Ay =0y comoy =z >0, \s =0, \y = —28, Ay = 12. Los A, no
son del mismo signo y (50, 50,0) no es el extremo buscado.

Si0 <z <100 se tendrd Ay = A5 = \g = 0, Ay = —10, A5 = £ y los \; no tienen el mismo

sino y no tienen el extremo buscado.
z =100, x = 0, y = 0 y la segunda restriccién no se da.

— Si s6lo las dos primeras restricciones se saturan, A3 = 0, z = 3z — 100, y = 200 — 4.

Para tener una solucién no negativa, se necesita 1700 <z < 50.

Si 182 < 2 < 50, entonces © >0,y >0, z>01e. Ay = A5 = Xg = 0, Ay = —10, Ay = —6,

A2 = 7.5 no hay un extremo.
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Siz=102=0,y=2, X =0= X5, asi \y = =8, \; = =8, A\ = —2, es decir los ); son

100

no positivos y (132, 222, 0) es el minimo buscado.

Este punto, es el tnico posible (para estar seguro, se debe continuar analizando los

casos en que so6lo una de las restricciones se cumple).

Ejemplo 8.4.4 Determinar los extremos de la funcién f(x,y) =z +ycony <0, y > 2>

Las restricciones son ¢;(z,y) = —y > 0, g2(z,y) = y —
2% > 0. El lagrangiano es L(z,y) = = +y + M\ (—y) + y

Xao(y — 23) con lo que:
L, =1-3\22=0, A(=y) =0, 770 v
Ly=1-A1+X =0, Aoy —2®) = 0. S

/

Por la ecuacién L, = 1 — 3\o2? = 0, se deduce que \y # 0y x # 0. Asi, y = 23, A\ = 0,

A2 = —1, 22 = —1 y tenemos que no hay punto que verifique Kuhn—-Tucker, pero como
se debe tener z < 0, y < 0, se ve que (0,0) en estas condiciones es un maximo. Pero este

punto no verifica las condiciones de Kuhn-Tucker.

Esto demuestra que las restricciones no son calificadas en este punto. Si lo fueran, las

condiciones de Kuhn—-Tucker se verificarian en este maximo.

Se constata directamente que las restricciones no son regulares en (0, 0) pues:

5(91792)(0 0) = 0-1
Por otro lado, las restricciones no son calificadas por arcos. En efecto, las condiciones
x-Vg;(0) >0, j = 1,2 se escriben (con x = (z,y)) —y > 0, y > 0, por lo que los puntos que

satisfacen estas condiciones son los puntos (z,0) con z € R.

Por otro lado, existe una funcion x(t) = (x(t), y(t)) definida para ¢t € [0, 1] tal que x(0) =

(0,0) y tal que x(¢) € S, z(t) < 0. Por lo tanto, si 111(1)1+ %:zz(t) existe es < 0.
t—

Se deduce que si x = (z,0) con = > 0 (x satisface las condiciones x-Vg;(0) > 0, j = 1,2)
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es imposible encontrar x(t) y v > 0 tales que 111251+ %x(t) = X, puesto que esta igualdad
t—

Lo 1
implica tLH(?Jr fz(t) =z > 0.

Ejemplo 3.4.5 Encontrar los extremos de la funcién f(x,y) = y— 2, bajo las restriccio-

nesx?+y>2>1y<L

Las restricciones se escriben g, (z,y) = 22 +y?> — 1 >0, go(x,y) = 1 — y > 0. Busquemos
los puntos para los cuales las restricciones son calificadas.
) 2x 0 )
Los gradientes Vg (z,y) = , Vga(z,y) = . El tnico punto donde Vg, =
2y -1
(0,0), es en (0,0) y como g; no es nulo, se deduce que todo punto en que g; es nulo

pero g» no, las restricciones son regulares. Por otro lado, Vg, # 0, las restricciones son
regulares en todo punto donde g2 es nulo pero no g;.

El dnico punto en donde las restricciones son saturadas es el punto a = (0,1); en este

0 2
punto la matriz jacobiana de las restricciones es y las restricciones no son

0 -1
regulares.

Observemos sin embargo, que en el punto a = (0,1) las restricciones satisfacen las
condiciones clasicas de calificaciéon. En efecto, el conjunto de x tales que (x—a)-Vg;(a) >
0, (x —a)-Vga(a) > 0, es la recta de la ecuacién y = 1, pues si x = (z,y) se tiene que la
primera de estas desigualdades es 2(y — 1) > 0 y la segunda —(y — 1) > 0.

Todo punto de esta recta es x = (x,1) y para = # 0, (x # a) se considera x(t) = (tz, 1),

€[0,1]. Se tiene entonces x(0) = a, lim l(x(t)—a) = lim 1

(tx,0) = x—a. La condicién
t—o+ t t—o+ ¢

de calificacion se satisface para p = 1.

Las restricciones son por tanto calificadas en todo punto de R? y se encuentran los

extremos resolviendo las condiciones de Kuhn—Tucker.

El lagrangiano es L(z,y) = y — 22 + A\ (22 + y? — 1) + \2(1 — y) y las condiciones de
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Kuhn-Tucker son:
Ly(z,y) = 22+ 2 2z =22(\ — 1) =0, M(z?+y?—1) =0,
Ly(z,y) =1+2\y — A2 =0, A2(1—y)=0.

Siz#0,\ =1ycomo y?=1— 22 se tiene y < 1 (pues z # 0). Asi, A, = 0y la segunda

ecuaciones 1 +2y =0ie. y = —%, 2% = %. Asi tenemos dos candidatos tales que x # 0:
(7§77%)7 (?afé)a con /\1 :1>>\2:0-

Las condiciones ¢;(z,y) > 0, g2(x,y) > 0 se satisfacen en estos puntos y por los signos

de los \; son candidatos a ser maximos.

Consideremos el caso r = 0. Aqui la condicién g;(z,y) > 0 se escribe y> — 1 > 0, o sea

ly| < 1. Como se tiene g>(z,y) =1 —y > 0, se debe tenery =1oy < —1.

Para el punto (0, 1) vimos que las restricciones no son regulares, pero son calificadas por
arcos. Las condiciones de Kuhn—Tucker se reducen en este punto a la uinica ecuacién
1+ 2)\; — Ay =0, la cual tiene una infinidad de soluciones (A1, \2), por ejemplo, (—%, 0),
(0,1), (1,3), (—1,—1),...Las condiciones de Kuhn-Tucker se satisfacen en a, pero no
permiten preveer, en el caso en que a sea efectivamente un extremo (si se trata de un
maximo o de un minimo), pues se satisfacen igualmente con los \; negativos (—11, —1),
que con los positivos (1, 3).

El estudio directo de la funcién f(z) = y — 2 demuestra que tiene un maximo global
estricto en a. En efecto, Vx = (z, y) satisfaciendo g;(z,y) > 0,x # a, setienexz # 0,y < 1
ox =0,y <—1ysededuce f(z,y) =y — 22 <1= f(0,1).

Consideremos ahora los puntos (0,y), y < —1 y veamos para cuales puntos se puede

encontrar \; y )\ tales que las condiciones de Kuhn—Tucker se satisfacen.

Como z = 0, la primera ecuacién se satisface y como y < —1, i.e. y # 1, la cuarta
ecuacion implica Ay = 0 y la segunda se escribe 1 + 2)\;y = 0. Se deduce —% =X #0
y dado que por la tercera ecuacién y> — 1 = 0, se deduce \; = -1y )\ = % Asi, entre

los puntos de la forma (0,y) con y < —1, sélo el punto (0,—1) es un candidato y si es un



3.4. Extremos bajo restricciones en forma de desigualdades (Kuhn-Tucker) 173

extremo es un maximo por el signo de los };.

El teorema de Kuhn—Tucker da las condiciones necesarias para que f tenga un extremo
en a, bajo las restricciones g;(x) > 0, cuando las condiciones son regulares en a. El

siguiente teorema da criterios para precisar la naturaleza de los puntos candidatos.

Teorema 3.4.2 Criterio del hessiano orlado

Sean f(x), g;(x), 7 = 1,...,m funciones de clase C* en un vecindario de a tales que

gi(@) >0, j=1,...,my tales que las restricciones g;(x) > 0 sean regulares en a. Supon-

gamos que las condiciones de Kuhn—Tucker se satisfacen en a, es decir existen \1, ..., \p
tales que:

8f()+2/\JgiJZ() 0, i=1,....n (3.18)

Ajgj(a) =0, j=1...,m. (3.19)

Para facilitar la escritura se supone que las restricciones se numeran de modo que g;(a)>

0,j=1,....,¢, yquegj(a) =0,j=q+1,...,m(porloque \; =0, j =1,...,¢9) y las

.. .o . .. . (9 gdg+1s---459
restricciones son por hipétesis regulares en a, la matriz jacobiana H(a) es
1 codn

de rango m — q < n. Se supone ademds que las variables x; se numeran de modo que la

a(gq-i-h I agm)

matriz cuadrada a) sea regular.
8(1'1, wxqu)( ) g

Condiciones suficientes

Para que a sea un minimo de f bajo las restricciones g;j(x) > 0, j = 1,...,m es suficiente
que:

A <0, j=q+1,....,m, (3.24)

(=1)™"%det Hy(a) > 0, k=m—-q+1,...,n, (3.25)

y para que a sea un mdximo de f bajo las restricciones g;(x) > 0, j = 1,...,mes suficiente
que:

A; >0, ji=q+1,...,m, (3.26)

(—1)* det Hy,(a) > 0, k=m-q+1,...,n, (3.27)
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donde los det Hy(a) son los menores principales orlados de la matriz hessiana orlada H

en a, del lagrangiano L(x) = f(x) + i Ajg;(x):
Jj=1

. (% <a>)/

a *
() 0
oq* , v 9(gg+1,---+9m) ) L. . L.
y donde ——(a) = ——————><>(a). Ademds este minimo (respectivamente mdximo) es
ox 8(331, ‘e ,J;n)
estricto.
Condiciones necesarias
Si f tiene un minimo en a bajo las restricciones g;(x) >0, j =1,...,m se tiene:
A <0, j=q+1,...,m, (3.24)
(—1)""9det Hi(a) > 0, k=m-—q+1,...,n. (3.25")
Si f tiene un mdximo en a bajo las restricciones g;(x) > 0, j = 1,...,m se tiene:
A >0, j=q+1,...,m, (3.26)
(—1)* det Hy(a) > 0, k=m-—q+1,...,n. (3.27")

Observacion Este teorema es similar al caso de restricciones con igualdades (el cual
se utiliza para demostrarlo, utilizando las variables cuadraticas z; usadas en el teo-
rema de Kuhn-Tucker, pues fuera de la condicién de signo de los \; se trabaja como
si se tomara en cuenta las restricciones saturadas (pero que queda bien claro, que las
condiciones de signo (3.24) y (3.26) y el niumero de restricciones m, juega un papel im-

portante, como se vera en los ejemplos 3.4.6 y 3.4.7).

En el caso en que ninguna de las restricciones es saturada en el punto candidato a,
(m = q), la matriz H(a) se reduce a L (a) = F"(a), pues \; =0, j = 1,...,m. Asi somos

llevados al caso en que el candidato puede ser un extremo (sin restricciones).

Demostracion Se considera como en la demostracién del teorema de Kuhn—Tucker, las
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funciones h,(x,z) = g;(x) — zf-,j =1,...,m(z=(21,...,2m)) yun punto b = (by,...,by)
tal que b7 = g;(a).

Se sabe que a es un minimo de f bajo las restricciones de g;(x) > 0,j =1,...,m siy sélo

si (a,b) es un minimo de F(x,z) = f(x) bajo las restricciones h;(x,z) =0,j=1,...,m.
La regularidad de restricciones g;(x) > 0 en a implica la igualdad:

O(ha, -, hn)

LlyeeesyLpyZly.--2m

rang a >(a) =m

y las condiciones (3.18) y (3.19) son las condiciones necesarias para que a sea un ex-
tremo de f bajo las restricciones g;(x) > 0 (y que (a,b) sea un extremo de F' bajo las

restricciones h;(x, z) = 0).

Todas estas condiciones se satisfacen, el teorema 3.3.6 se aplica y para demostrar que
(a,b) es un minimo de F bajo las restricciones h; = 0, es suficiente demostrar que la

condicién suficiente se satisface si las condiciones (3.24) y (3.25) se dan.

Para esto, se considera Ly(x,z) = F(x,z) + > Ajhj(x,z) y el hessiano orlado en (a,b),
j=1

M (a,b) de Ly(x, z) bajo las restricciones h;(x,z) = 0:

oh
0 (a,b)
H(a) = on / B(x, Z) 5
(M(a»b)> Li(a,b)
con %(a, b) = 3 (xha(h,l’xm Z’fjm) =) (a,b). Se ha tomado la matriz hessiana or-

lada con el bloque de ceros en alto a la izquierda, pues esto facilita la escritura, pero no

cambia en nada los resultados. Como se tiene:

Oh; 0 sij#k
(9Zk (X,Z) =
) —22j Sl] = k’,
y como b7 = g;(a),
s #0 sij=1,...,q
5. (a,b) = —2b; = =2, /g;(a)

02 =0 sij=q+1,...,m.
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Vamos ahora a tomar las variables que intervienen en la matriz jacobiana de los h; en el
orden siguiente: z1,...,%4,Z1,...,Tn, Zg+1, - - -, 2m de manera que esta matriz jacobiana

se escriba de la forma siguiente (con las m — ¢ tltimas columnas formadas de ceros):

T S %(a) 8gl(a) 0---0

3171 axn
dg dg
Ot ) | 0 g gt 00
O(Z1y -y 2gy X1y e e vy Ty Zgly - - -5 Zm) 0 ... 0 8g;t1(a)._.8gizl(a)0...o
OGm Ogm
0 0 aixl(a) : 8§Cn()o 0
Por lo tanto se tiene:
Oy _ 9F | <~ 99 .
ﬁxi_axi+J§1)\Jﬁxi’ i1=1,...,n,
%2:72)‘]'2]} 3:17 "z
82L0 92F m , 329]. aQLO B 821_0 B 0 sir 75]
de donde 0x;0z, ~ O0x;0xk + ;1 A Ox;0x),’ 0x;0z; — 0, 02;0z, — . )
J —2)\; slr=j.

Como tenemos n + m variables (x,z) y m restricciones h;(x,z) = 0, para aplicar el
teorema 3.3.6 es necesario utilizar los n + m — m = n menores principales de M (a,b)

obtenidos suprimiendo las s ultimas filas y columnas de M(a,b),con s =0,1,...,n — 1.

Ly 5L
0x;0x,  O0x;0xy

Si se escribe L(x) = f(x) + rzn: A;g;j(x), entonces , pues F(x,z) = f(x),
j=1

vz € R™y se tiene:
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Se denota M;(a,b) la submatriz menor primario principal obtenida suprimiendo las
0,1,...,n — 1. Asi cada uno

dltimas s filas y las ultimas s columnas de M(a,b), s

de estos determinantes puede ser desarrollado segin su (m + 1)-ésima columna y el

determinante obtenido puede ser a su vez desarrollado segin su m-ésima fila, etc. Se

obtiene asi:
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2
q
1) det My(a,b) = (—1)922%¢ (H bi> det N;(a, b), s=0,1,...,n—1,
=1
donde N;(a, b) es la matriz menor primaria principal, obtenida suprimiendo las dltimas

s lineas y las dltimas s columnas de la matriz N(a, b) definida por:

dg dg
i CURRERI T CY
0 : 0
Ogm Ogm
Tora) o Ge(a)
99q+1 G L 9L
0x, (a) --- Txl(a) Tx%(a) " Ox,07, (a)
N(a,b) = : R : : 0
dg Ogm 2 2
Tl (a) o G (a) gla—(a) - T E(a)
—2g41 - 0
0 0
0 e _2)\m
Se tiene que:
H(a) 0
N(a, b) _ O —2>‘\q+1 0 7
0 —2Am

donde H(a) es el hessiano orlado (en realidad no es exactamente la misma matriz
porque el bloque de ceros se encuentra en alto a la izquierda en lugar de abajo a la

derecha, pero esto es equivalente).

Observemos que para s =0,1,...,m — q — 1 se tiene:

i) det N, (a,b) = det H(a) ] (-2))).
Jj=q+1

Dada la condicién (3.24) se tiene \; < 0 y en consecuencia det N;(a, b) tienen el mismo

signo que det H(a), para s =0,...,m —q— 1.
Paras=m —gq,...,n — 1, se tiene:

iii) det Ny(a,b) = det Hy_(;p_q)(a).
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Asfi por la condicién (3.25) se tiene (—1)""9det H,_(,,,_q)(a) >0, paras =m—gq,...,n—1,
por lo que:

(—=1)™"9det Ny(a,b) >0, s=0,....,n—1

y utilizando las relaciones i) se obtiene:
2
q
iv) (—1)™ det M,(a,b) = (—1)m~92%4 (]_[ bi> det Ny(a,b) > 0, s=0,...,n—1.
i=1
Estas n desigualdades iv) permite concluir, aplicando el teorema 3.3.6, que (a,b) es un

minimo de F' bajo las restricciones h; =0, j = 1,...,m, por lo que a es un minimo de f

bajo las restricciones g;(x) > 0,j=1,...,m.

Se demuestra de igual manera que si las condiciones (3.26) y (3.27) se verifican, en-
tonces a es un maximo de f bajo las m restricciones g;(x) > 0. Las condiciones (3.27)
permiten afirmar que los menores principales det M;(a, b) son de signo alternado para
s =m—gq,...,n — 1, (por la relaciéon iii)). Las condiciones (3.26) permiten afirmar
que los menores principales det M;(a,b) son igualmente de signo alternado para s =
0,...,m —q— 1 (por la relacién ii).

Las condiciones necesarias se deducen facilmente del teorema, utilizando las relaciones

1), ii), ii1) y iv) con las desigualdades no estrictas, en vez de las estrictas.

Ejemplo 3.4.6 ;Los puntos (1, %)y (0,—1) son extremos de la funcion f(z,y) = z*+2y?,

si x vy y estdn bajo las restricciones 1 — 22 —y?2 >0, 14+2 -2y >0, 1 —x — 2y > 0?

Se estudio este caso en ejemplo 3.4.2, donde se encontré que siete puntos verifican las
condiciones de Kuhn-Tucker y se estudiaron graficamente su naturaleza. Vamos a
verificar estos resultados en los candidatos (3, %) y (0,—1).

Punto (1,3), M1 =X =0, 3 = 2.

El lagrangiano asociado a este punto (solo se tiene las restricciones saturadas) en (3, 1)

es:

L(z,y) = 2% + 2% + %(1 —x —2y),
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por lo que el hessiano orlado en (3, %) es:

Como se tienen dos restricciones no saturadas ¢ = 2, m = 3, n = 2 y un solo valor
posible de kK = 3 — 2+ 1 = 2. Asi tenemos que buscar el signo del menor principal

correspondiente, que es el det H = —12.

Se tiene que (—1)372(—12) = 12> 0, por lo que (3, +) debe ser un minimo, pero A3 > 0,
entonces se concluye que (4, 1) no es un extremo.

Se llega al mismo resultado si se considera el candidato (— 3, %) .

Punto (0, 1), \; =2, Ay = A3 =0.

El lagrangiano asociado a este punto es L = 22 + 32 + 2(1 — 22 — y?) y el hessiano orlado

es:
-2 010
Hy(0,-1) = 0o ol2 |, det Hy = 8.
0 210

Como )\; >0 (en la tinica restriccién saturada) y (—1)? det H> > 0 (se tiene un s6lo menor
principal orlado puesto que m = 3, ¢ = 2) se concluye que (0, —1) es un maximo.

Notemos que el teorema del hessiano orlado para Kuhn-Tucker, no se puede aplicar a
los puntos candidatos tales como (0, %), porque la condicion m — ¢ < n no se verifica en

este punto,yaquem =3,qg=1,n = 2.

Ejemplo 3.4.7 Determinar los extremos de la funcién f(x,y,z,t) = xy + zt, bajo las
restricciones g1 (z,y,2,t) =2 — a2 —y> >0, go(w,y, 2, 1) =8 — 22 — 2 > 0.
Las funciones f, g1 y g2 son de clase C*° y podemos aplicar el teorema de Kuhn-Tucker.

— Se buscan los puntos en R* que satisfacen g;(z) > 0, j = 1,2 y para los cuales existen

A1 ¥ Ag tales que las condiciones de Kuhn—Tucker se verifiquen:
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i) Anulen las derivadas parciales del lagrangiano L = xy + 2t + A\1(2 — 22 — y2) + X\2(8 —
22 —12).

i) \jgj(z,y,2,t) =0,5=1,2.

Las condiciones se escriben:

2—22 -2 >0, y—2 2 =0,2-2My =0, \1(2— 2% —9?) =0,8—22—12 > 0,t— Aoz =0,
2 — 2ot =0, A2 (8 — 22 —t2) = 0.

— Para A\; = 0 tenemos y = 0, z = 0.

—Para )\; # 0 tenemos 2 — 22 — y? = 0 y no se pude tener z = 0, y = 0. Se concluye que
ambos valores son distintos de cero i.e. 2)\; = % = % — 22 = ¢y? ie. 22 = 1. Ademais
y=2Mz=4\y= X\ ==+i,porloquesizc =y, \; =1 ysiy=—z,\; = —3. Deesta

manera tenemos:

A |0

=
[N

De forma similar se obtiene:

z|0 2 =2 2 =2

t|0 2 -2 -2 2

A2 |0

D=
N[

con lo cual se tienen 25 soluciones (z,y, z,t), A1, A2 distintas.
Analisisdez =0,y=0,2=0,t=0, Ay =0, Ay =0.
Es un candidato libre (no satura ninguna restriccién). Se debe considerar unicamente

el signo de los menores principales del Hessiano de f en (0,0,0,0):

01 0 0

1 0 0 0
H(0,0,0,0) =

0 0 0 1

00 1 0
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Los menores parciales de esta matriz son 0, —1, 0, 1 y la matriz es ni semidefinida, ni
definida en (0,0,0,0) y no es un extremo.

Es claro que la funcién alrededor de (0,0, 0, 0) puede tener valores positivos y negativos.
Anlisis del caso (0,0,+2,42), \; =0, Ay = £3.

Para estos puntos g; > 0, go = 0 y el Jacobiano ar 995 (0,0, —2z,—2t) es de rango

z,Y, %, t) B
1.

Para aplicar el criterio del hessiano orlado para Kuhn-Tucker, tememos el orden z, ¢, x,

y de manera que el primer término del jacobiano 9 (z,atgj 2157 m sea diferente de 0. Asi el
hessiano orlado (con L = f + A2g2) es:
L. Li La Ly | (9): 2 1 0 0 |-22
L. L L Ly | (92)¢ 1 —2x 0 0 | -2t
H=| L. Li L Ly |[(9. |=] 0 o 0 1|0
L. Ly Ly Ly | (92)y 0 0 1 0 0
(92): (92)¢ (92)z (92)y | O -2z =2t 0 0 0

Aqui, n = 4, m = 2, ¢ = 1 (una restricciéon saturada), por lo que se consideran n — (m —

q) = 4 — 1 = 3 menores orlados principales de H:

—2X 1 —2z
4(2’ + t)2, Sl Aoy = %
det Hy = 1 —2x -2t | =8(a(z2+t3) +2t) =
Az — 1), sidg =1,
—2z =2t 0

—2)9 1 0 -2z

1 —2X 0 =2t
det H3 = =0, det Hy = det H = — det Hs.

0 0 0 0

—2z —2t 0 0

Asi, las condiciones del Teorema no se satisfacen, ni para un méaximo, ni para un
minimo.

Se verifica de manera similar que los cuatro candidatos para los cuales \; = i%, Ao =0
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no son extremos.

— Se consideran ahora los 16 candidatos para los cuales \; = i%, Ay = j:%.

2% -2 0 0
Asi tenemos que g; = g2 = 0y el rango de _9(g1,92) = es
8(1.7 y7 Z7 t)
0 0 —2z =2z
2.
Es claro que las condiciones \j <06 Aj >0, j =¢+1,...,mie.j = 1,2, son necesarias
para ver que los ocho puntos que toman los valoresde A\; = §, A\ = —3 6 A =—-1,A=1

no pueden ser extremos.

Finalmente, restan para estudio los ocho puntos para los cuales \; = \y = % O =X =

N

Tomando el orden (z,z,y,t) para que las 2 primeras columnas del Jacobiano sea de

2z 0 -2y 0
rango 2 i.e. 9(g1,92) = , por lo que el hessiano orlado es:
_9, _

-2\ 0 1 0 —2x 0
0 —2)g 0 1 0 -2z
1 0 —2)\1 0 -2y 0
H= ,
0 1 0 —2Xo | 0O =2t
—2x 0 —2y 0 0 0
0 —2z 0 —2t 0 0

donden =4, m =2,q=0yn—(m—q) = 2 menores orlados principales deben calcularse:

2\ 0 1 -2z 0
0 —20 0 0 —2z

detHs=| 1 0 —2)\ -2y 0 |=322%(—-M(2?+?) —xy)

—2x 0 =2y 0 O

0 -2z 0 0 O
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—16z%(z +y)? si Ay =1
1622(z — y)? si Ay = —1,

det Hy = det H = 64(A1 (2% + y?) + 2y) (A2(2? + 1) + 2t)

16(z +y)2(z + )2 si Ay = Ag =

N

16(z —y)%(z —t)? si A = Ao = —

(SIS

Asi, tenemos la siguiente tabla de los 8 candidatos a extremos:

T y z t A Ao detHs detHy f tipo

r 1 2 2 1 3 - + 5 m&ximo
-1 -1 2 2 £ 1 - + 5 méximo

1 1 -2 -2 L 1 - + 5 maximo
-1 -1 -2 -2 £ 1 - + 5 méximo

1 -1 2 -2 -1 -1 4 + -5 minimo

1 -1 -2 2 -1 -1 4 + =5 minimo
-1 1 2 -2 -3 -3 + + —5 minimo
-1 1 -2 2 -1 -I 4 + -5 minimo

Observe que para los primeros 4 candidatos de la tabla se tiene:
(=1)3 det Hy = (—1)(—256) = 256 > 0,

(=1)*det Hy = 1024 > 0,

A1 = A2 = £ >0, i.e. son maximos.

Para los cuatro ultimos candidatos de la tabla se tiene:
(—1)m~9det Hy = (—1)2256 > 0,

(—1)™~9det Hy = (—1)%1024 > 0,

A1 = Ap = —3 <0, i.e. son minimos.
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3.5 Ejercicios

3.5.1 Extremos sin restricciones

185

. Determinar los extremos locales de las funciones siguientes:

a) f(z,y) =22 + 2y +y*> + 2z + 3y
o) f(z,y) = 2® + y> — 3wy

e) f(z,y) = x® + 2% + 92

g f(x,y) = 2* +y* — day

D) f(z,y) = 2%y + In(1 +y?)

k) f(z,y) = e">nv

m) f(z,y) = we’ +ye”

0) f(z,y) = senx + seny + cos(z + y) en ] 0, 7 [*

p) f(z,y) = 2% + y? + cos(x? + y?) en | _%, % [2

— Ly
VI = DT )

D) f(r.y.2) = (x4 2)en W+

* 2
en RY

©) f(r.y,2) = ze? + ye* + ze”

V) f(z,y,2) = ayz(d —x —y — 2)

2. Sea a > 0, encontrar el minimo de f:R? — R definida por f(z,y) =

b) ;f admite un minimo local en (0, 0)?

b) f(z,y) = a® +y°

d) f(z,y) = (- y)* + (z +y)°

D f(z,y) = 2° + 3zy? — 152 — 12y en R* ?
h) f(z,y) = 2%°(1 — 52 — 3v)

i) f(z,y) =z((Inz)®*+y?) en Ry xR

D f(z,y) = (3x + 4y)e~ (@ +v")

n) f(z,y) = (z —y)e™¥

8) fx,y,2) = 32% +ayz+y— 2
w f(z,y,2) = zye* + yze® + zxeY

w) fx,y,2) = a® +y* + 2° — 2ayz

22+ (y—a)?+

3. Sea f:R? — R definida por f(z,y) = (2? — y)(322 — y).

a) Probar que VX € R, g: R — IR definida por g)(z) = f(z, Az) tiene un minimo en 0.

4. Se considera el modelo y = ax + b, se dispone de n observaciones de x y de y denotadas

(zi,9:),i=1,...,ny serequiere estimar gracias a ellas los parametros desconocidos a y

b. Para esto se minimiza la suma de los cuadrados de los errores o residuos y; — ax; — b.

La funcién f(a,b) = Zn:(yz

i=1

— ax; — b)? debe minimizarse, es decir se deben determinar

los valores de a y de b para los cuales f es minima.



10.

11.

186 Capitulo 3. Maximos y minimos de funciones en varias variables

. Encontrar los extremos de la funcién f(z,y,2) = 23z + y3 — 322y — 222

Se consideran p puntos m; € R?,i = 1,...,p, encontrar el punto m € R? tal que la suma

de los cuadrados de las distancia de m a m;, i = 1,..., p, sea minima.

Determinar los extremos de las siguientes funciones:

a) f(z,y) = 2° + 3zy® — 152 — 12y b) f(z,y) = zy(a —z —y)
o) f(z,y) = 22° + ay® + ba” + y? d) f(z,y) = e*(z +y° + 2y)
e) f(z,y) = (2ax — 2%)(2by — 3?) D f(z,y) =senx + seny + cos(z + y)

0<z,y< %77
&) f(w.y) = S22 h) f(z,9) = 9T T T+ oyTTG
N ey
D f(29,2) = @252 -z —y—2) D foy) = Ao —y) +22 — o
K fla,y) =a?+ay+yd+a—y+1  Df(ay) =2 +aoy+P+ L+ 4
m) f(z,y) = 2* + y* — 222 — 4oy — 2y? n) f(z,y) = 23 + y? — 62y — 39z + 18y + 20
o) f(z,y) = 2*y*(12 — 2 — y) p) f(z,y) =22% —doy +y* —x +2y
@ fl@,y) =@+ @+ D)+ -1?) 1 floy) =y +y°
s) f(x,y) = 22 — 2zy + 29> t) f(z,y) = log(2z® +y> + 1)
w) f(z,y) = 2%y +ay® +xy V) f(z,y,2) = 2t +yt + 2t — dayz

La grafica de la funcién g(z,y) = % es una superficie en R3. Determinar los puntos de

la superficie mas préximos al origen (0,0, 0).

. Determinar los valores maximos y minimos de la funcién f(z,y) = 2> +y?> —z—y+1len

D = {(z,y) e R*/z? +y? < 1}.

.
1+ 322 + ¢’

E={(z,y) € R?/0 <2z <1, 0 <y < 1}. Determinar los extremos de la funcién f.

Sea f: E — R una aplicaciéon definida por f(z,y) = sobre el conjunto

Sea f: E — R definida por f(z,y) = 2? — 2y + y? + 3z — 2y + 1, sobre le conjunto
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E={(x,y) € R?/ -2<2 <0, 0 <y <1}. Determinar los extremos de f.
Sea f: E — R definida por f(z,y) = 2* + y* + zy, donde E = {(z,y) € R*/2? — y* = 25}.
Determinar el minimo de f.

Sea E = {(z,y) e R?/4 < 22 +y? <9, 0 < x < y}, determinar los extremos de la funcién

2
f:E—R, definida por f(xvy) = .T?j- Y-

Sea £ = {(x,y) € R/z%? + y? < 1}, encontrar los extremos de f: E — R definida por

_ Tty
flx,y) = 1+x2+y2'

Sea E = {(z,y) € R*/2? + y* < 4} y sea f: E — R la funcién definida por f(z,y) =

7}iné(cos tx + ysentx)/L,

a) Probar que V(z,y) € E, f(x,y) = e*¥.

b) Determinar los extremos de la funcion f.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Determinar la menor distancia entre dos rectas d; y d» definidas por d; = {(z,y,2) €
R¥/r=2—-t,y=3+t z2=1-2t, teR},do ={(z,9,2) ER3/r=1—-5,y=2—35, 2=
3+s, seR}.

Sea o € R, demostrar que la funciéon f:R? — R definida por f(z,y) = 22 + 2y + 3> —

1
(1+ 2% +47)

> tiene un minimo local en (0, 0).

Sea E = {(z,y) € R?/zy # 0}, encontrar el punto estacionario de la funcién f: E — R

definido por f(z,y) = zy + % + % y estudiar su naturaleza.

Determinar los puntos estacionarios de la funcién f:R? — R definida por f(z,y) =

2% — 3x + zy? y estudiar su naturaleza.

a) Determinar los puntos criticos de la funcién f:IR? — R definida por f(z,y) = 127y —

22y — 2y? y estudiar su naturaleza.

b) (El maximo obtenido en a) es un maximo global?

Determinar los puntos criticos de f(x,y) = z? + zseny + i cosy + 5 definida sobre R y

estudiar su naturaleza.
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a) Determinar los puntos estacionarios de la funcién f(x,y) = y? + ycosx — senz — 2

definida sobre R y estudiar su naturaleza.

b) Demostrar que min f(z,y) = —3.
(z,y)€R?

Determinar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = cos(z + y) + seny, sobre R? y

estudiar su naturaleza.

Estudiar los puntos criticos de la funcion f(z,y) = (x + y) + sen(z + y) + cos(x + y), en

R2.

Determinar los extremos de la funcién f(x,y) = zy — In(2? + y?).

Determinar los extremos de la funcién de f(z,y) = a+ (v — y)* + (y — 1)*.

Determinar si z = y = 2z = 0 es un extremo de f(x,y,2) = ar?e? + y?e* + 2%e”.

Determine los extremos de las funciones f(xz,y) en la regién indicada.

a) f(x,y) = 22 — y* sobre E = {(z,y) € R?/0 < 2% + y? < 4}.
(

b) f(x,y) = 2% + 22y — 4z + 8y sobre E = {(z,y) e R?/0 <z < 1,0 <y < 2}.

¢) f(x,y) = 2?y(4 — x — y) sobre E = {(z,y) € R?*/x >0,y >0,0 <z +y < 6}.

d) f(z,y) = e = ¥ (222 + 3y2) sobre E = {(z,y) € R2/0 < 22 + y2 < 4}.

e) f(z,y) =senx + seny + sen (z + y) sobre E = {(z,y) e R*/0 < z,y < 3}.

) f(x,y) = 22 — 2zy +y? — 20 + 2y sobre E = {(x,y) € R?/0 < z,y < 2}.

g) f(z,y) = senzsenysen (x + y) sobre E = {(z,y) € R?/0 < z,y < 7}.

3.5.2 Extremos con restricciones

Determinar los extremos de f(x,y) = 2% + y bajo la restriccién g(z,y) = 23 +y = 0.

Determinar los extremos de f(x,y)=6—4x — 3y bajo la restriccion g(z,y) =

Determinar los extremos de f(z,y) = 22 + y? sujeto a g(z,y) = z* + y*

x2+y

—-1=0.

Determine los valores extremos de f(z,y) = xy con la condicién z + y = 1.

Determinar las distancias minimas y maximas del origen a la curva 52 + 6zy + 532 = 8.

Determinar los ejes de la elipse de ecuacion 222 + zy + 2y?

—-1=0.

2_1:

0.
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35. Determinar la menor distancia del origen a la hipérbola x2 + S8zy + 7y? — 225 = 0.

36. Determinar entre los triangulos rectangulos que tienen area A, el tridngulo de menor

hipotenusa.

37. Sea f(x,y) = x®—3zy?+18y sujeta a la restriccion g(z,y) = 322y —y>—6x = 0, demostrar

que f alcanza dos extremos en los puntos z = y = ++/3.
38. Encontrar la distancia méas corta del punto (1,0) a la pardbola y? = 4z.

39. Determinar los puntos (z,y) y las direcciones para las cuales la derivada direccional de

f(x,y) = 32% + 42, tiene valor maximo, si f(z,y) estd en el circulo 22 + y? = 1.

40. Determine si las funciones f con las restricciones g que se dan a continuacion tienen

extremos:

a) fz,y) =2 +y™, g(z,y) =x+y—2=0,2>0,y >0,m>1.

o
~
=
&
<
~
I
Sl
+
S
=
&
S
~—
I
no
+
|
\

e) fla,y,2) =x+y+ 2z 9(x,y,2) = % + % + % =1.
) f(x,y,2) = ax® + by? +c2?,a,b,¢>0, g(x,y,2) = +y+2—1=0.
g f(x,y,2) = y* + 422 — dyz — 222 — 22y, g(x,v, 2) = 2% + 3y*> + 622 — 1 = 0.
h) f(z,y,2) =2+ 2z, 9(x,y,2) =22 +y> + 22— 1 =0.
D) f(z,y,2) = zyz, g(z,y,2) =zy + 2z +yz — 5 =0.
41. Determinar los ejes de la elipse dada por la interseccién del cilindro 22 +y?> —4 =0yel

planox +y + 2z —2=0.
42. Determinar entre los triangulos de perimetro 2p, los que tienen area maxima.

43. Encontrar los extremos de la funciéon f(z,y,z) = z, bajo las restricciones g(z,y,2) =
22+ y?—2=0,h(z,y,2)=x+y+2=0.

44. Determinar los extremos de f(z,y,2) = zy + 2z + yz bajo la restriccion xyz = 125.
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Determinar los extremos de f(z,y, z) = zyz bajo las restricciones x +y+z = 5, zy +yz +

rz = 8.
Determinar los extremos de f(z,y,2) = x — 2y + 2z en la esfera 2 + y* + 2% = 1.

Determinar los puntos de la curva que es la interseccion de las dos superficies g1 (z,y, z) =

2?2 —ay+y?— 22 =1y g(z,y,2) = 2% + y?> — 1 = 0, que estan mas préximos al origen.

Representar el nimero positivo a de manera que el producto de cuatro factores positivos

sea de suma minima.

Descomponer un nimero positivo en tres sumandos positivos de modo que el producto

sea maximo.
Determinar el punto del plano 2z — 3y + z = 1 mas préximo al punto (3, —2,1).

Determinar el volumen maximo de una caja de base rectangular inscrita en una semies-

fera de radio R.

Determine el volumen maximo de una caja de base rectangular inscrita en el elipsoide
N
Gt EtE =L
2 2 2
Determinar los puntos del elipsoide % + ‘% + ZZ = 1, cuya distancia al plano = + y +

z — 10 = 0 es maxima y minima.

Determinar el elipsoide de volumen minimo con ejes en los ejes coordenados que pasa
por (2,-3,5).

2 2
Un paraboloide eliptico de ecuacion %—p + g—q = z, se corta por el plano z = a. Determinar

el volumen del mayor paralelepipedo recto rectangular que se puede inscribir en esta

figura.

Por el punto (1,1, 2) pasa el plano que forma con los tres planos coordenados un tetrae-
dro. Determinar las ecuaciones del plano, cuando el volumen del tetraedro formado es

minimo.
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Determinar los extremos de f(z,y, 2) = 22 + y* + 22 bajo la restriccién g(z, vy, 2) = 5z? +

9y% + 622 +4yz — 1 = 0.

Determinar los extremos de la funcién f:R?* — R dada por f(z,y,z) = 2% + y? + 22,

bajo las restricciones g(x,y,2z) =x+y+2—1=0, h(x,y,z) =2y — 1 =0.

Determinar los extremos de f(z,y,2) = 2% + y? + 22 sobre R?, bajo las restricciones

g(z,y,2) =% +y?> +222 -4 =0, h(z,y,2) =ayz — 1 =0.
Determinar los extremos de la funcién f(x,y, z) = x+y+z sobre R, bajo las restricciones
9(z,y,2) = (x=4)+2(y—2)+3(2=3) = 0, h(z,y,2) = (x—4)* + (y = 2)* + (2 =3)* =1 =0.
Determinar los extremos de f(z,y,z) = zyz sobre R?, bajo las restricciones g(,y,z) =
2?2 +y?+22<1lyh(z,y,2) =1—2sen(z? +y? + 2%) = 0.
Determinar los puntos extremos de la funcién f(z,y, 2) = zy +zz+yz bajo la restriccién

g(z,y,2) =22 +y> — 22— 1=0.

Determinar los extremos de f(x,y,2) = xy + xz + yz bajo la restriccion g(z,y,2) =
22+ 2+ 22 -1=0.

Determinar en el interior de un tridngulo dado de area A, el punto cuyo producto de las

distancias a los tres lados sea maxima.

Determine los extremos de la funcién f(z,y,z) = 22 + y? + 22, bajo la restricciones

gz, y,2)=x+y+2—-1=0,g2(z,y,2) = 2> +y> — 22 = 0.

Determinar el pie de la perpendicular de (6,2, 3) al plano z = 5z — y + 2 que minimiza

la distancia al punto (z,y, z) en el plano.

Determinar la distancia minima de un punto (zo, o, 20) al plano az + by + cz +d = 0.

Consideremos la funcién f:R® — R de clase C! tal que V(z,y, z) € R3, %(az, y,z) = 4,

%(x,%z) <0, %(x,y,z) = 1. Determinar en E = {(z,y,2) € R3/2?+22 <1, 0 <y < 3},

los maximos y minimos de la funcién.

Sea £ C IR” un conjunto abierto y acotado y sea f: E — IR una funcién continua que es
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constante en la frontera de E y que es de clase C'! sobre E. Probar que f tiene al menos
un punto estacionario.

Sea E C R", una bola abierta y sea f: E — R, una funcién de clase C"' tal que Vx € E,

Of () = af

Te X)) == E(X) = 0. Probar que f es constante.

Sea n € N*, determinar el maximo de la funcién f: R™ — IR definida por f(x1,...,2,) =
kﬁl 737, bajo la restriccion ||x|| = 1, con x = (21,...,z,) € R".

Deducir que Yy € R", kl;[1 Yk < (%) .

SeaneN*y a = (a,...,a,) € R", donde no todos los «; son nulos. Determinar el
minimo de la funcién f: R" — R, definida por f(z1,...,2,) = ||x||?, bajo la restriccién
ax—1=0.
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