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Capitulo 1

Ecuacion paramétrica y ecuacion polar de una curva en el plano

1.1. Curvas en forma paramétrica en el plano

En el estudio de este tema nos situamos en el plano R2, provisto de un sistema ortonormado
de referencia {0,1,j}. Sea I C R un intervalo.

Una funcién f: I € R — R? es una curva de clase C* o clase C?, T = f(I) la trayectoria.
Para t € I, se escribe 7(t) = f(t) = (z(t),y(t)) la coordenada de r(t) en el sistema {i,j}, es
decir r(t) = (x(t),y(t)) = xz(t)i + y(t)j.

1.2. Estudio en un vecindario del punto (z, o)

Sear(t) = (z(t),y(t)) larepresentacién paramétrica a la curva I'. Se demuestra que la férmula
de Taylor-Young se extiende al caso de funciones vectoriales. Con la férmula se puede estudiar
la existencia de una tangente en el punto (g, yo) y la posicién de la curva respecto a la tangente

en dicho punto.

— Si la derivada (2'(to),y'(to)) = v'(to) # (0,0), la curva tiene una tangente, que es la recta
definida por el punto (g, yo) y el vector (z{(t), y((t)) = 1/ (to).

(t) — r(to) = (t — to)r'(to) + o((t — o)),

donde o((t — o)) = (01(t — to),02(t — tp)) es la o de Landau bidimensional, que tiene la
propiedad o;(t — tg) — 0, sit — tg, i =1,2.
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i) Si se dejan las condiciones y si (2" (to),y" (to)) = " (to) ' (to)

no es colineal con (2'(t),y'(t)) = 1'(ty), la curva se sitia en /
el semiplano definido por la tangente y que contiene al vector I o)
(" (t0),y" (to)) = v"(to)- |

1
1(t) = 1(to) = (t — to)r'(to) + g(t — t0)*" (to) + o((t — t0)?).
,r///(to)
i) Si 1”/(tg) es colineal a v’/(tg) (" (to) = ar'(to)) y si " (o) /
1./
no es colineal a 1/(ty), la curva atraviesa la tangente. Se dice )
que (x,yo) es un punto de inflexion. /

1 1
r(t) = r(to) = (t = to)(1 + _(t - to)a)r' (to) + St = t0)*”"(to) + o((t — to)*).
— Si la derivada (2'(to),y'(to)) = 7'(to) = (0,0) y si v"(to) # (0,0), la curva tiene una tan-
gente, que es la recta definida por el punto (zg, yo) y el vector (z((¢), yo (t)) = 1" (to).
v (t0)

iii) Si v (o) no es colineal a 1" (tp) la curva tiene una parte a (t0)
0

cada lado de la tangente. Se dice que (o, yp) es un punto de \
retroceso de primera especie.

1 1
r(t) = (to) = S (t - t0)*r" (to) + G t0)>1" (to) + o((t — to)?).
. . . . ) (to)
iv) Si 1""(to) es colineal a v"'(tg) (v"'(tg) = ar’(tg)) y si
4 (to) no es colineal con 1 (ty), la curva esta del mismo lado |/
' (to)

que en la tangente. Se dice que (¢, yo) es un punto retroceso

de la segunda especie.

1 1 1
T(t) = 7(to) = (¢ — t0) (1 + - (t — to)a)r"(to) + _ (¢ — t0) v (t0) + o((t — t0)").
1.2.1. Ramas infinitas
El estudio de ramas infinitas se basa en el estudio de ¥y como funcién de z.

)Six — xgysiy — +o00siy — —oo, cuando t — tg, la recta x = g es una asintota
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de la curva.

— Similarmente si xt — +00c0x — —ocoy si y — o, cuando ¢ — £g, la recta y = yp es una

asintota de la curva.

i) Si z — +o00, y — +o00, cuando t — tp, se estudia que el limite de y/z para saber si la

curva tiene una direccion asintotica.

-Siy/x — +o005siy/xr — —oo la curva tiene una rama parabdlica en la direccién del eje
Y.
—Siy/x — 0 la curva tiene una direccién asintética del eje .

iii) Si y/x — a # 0 se busca si y — ax tienen el mismo limite b finito, en cuyo caso la recta
y = ax + b es asintética a la curva. Efectuando un desarrollo limitado de y — ax — b en el

punto g, se puede determinar la posicion de la curva respecto a la asintota.

iv) Todo lo anterior vale cuando ¢ — 400 o cuando ¢ — —oo. Para estudiar la posicién de la
curva con respecto a la asintota, se efectiia un desarrollo limitado de y — ax — b en funcién de
1/t.

1 241
-1V T o
Es claro que z y y tienden a infinito cuando ¢ tiende a 1, por lo tanto % =t*+1— 2y

£ +1 2 =t+1—2
t—1 t—1 '

La curva tiene como asintota la recta y = 2x + 2.

Ejemplo Estudiar las ramas infinitas de la curva parametizada: x =

Por otro lado, cuando ¢ — +o00, z — 0y y — 400, la curva tiene por asintota el eje y.

1.2.2. Puntos dobles

Se dice que un punto (g, yo) = 7(to) de la curva parametizada 7(¢) es doble, si existen ¢; # ¢
tal que 7(¢o) = (1), es decir z(tg) = z(t1), y(to) = y(t1).

—Cuando z y y son fracciones racionales se empieza por simplificar ¢ —¢g. Luego se considera
s =11+ tygyp = tite; se calcula sy py se deduce t; y tg, z = z(t1) = z(to), y = y(t1) =
y(to).

Un ejemplo muy frecuente es el siguiente.
ait’> + bit + ¢
oat?+ Bit+n’

ast? + bot + ¢

SupongamOS que 1’(75) = a2t2 + B2t + 72

y(t) =

. Para que (z,y) sean las
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coordenadas de un punto doble, es necesario y suficiente que las ecuaciones de 2° grado
(a1 X2+ /X +7)— (@1 X2+ 01X +¢1) =0
Y(oX? 4+ BoX +72) — (a2 X? + ba X + o) = 0,

tengan dos raices comunes, o bien que los coeficientes son proporcionales:

wal—alzwﬂl—blzx’h—cl
yor —az  yPa—by  yy2—c2

1

Ejemplo 1 Determinar los puntos dobles de la curva x = 2t + t2, y = 2t — ol

1 1

Escribiendo 2t + t2 = 2t; + t%, 2ty — 2 = 2t; — 7 y simplificado por ty — t1, se tiene
0 1

2+tg+t; =0.Seas = —2ysea s/p2 = —2, entonces s = —2, p*> = 1.

—Sip=1=t, t; son raices de la ecuacién t> + 2t + 1 = 0.

Asique tg = t; = —1 que no puede ser tg # t;.

—Sip=—1,ty,t;sonraicesde t?+2t—1 =0 = tg = —1+V2,t; = -1 -2 =z = 1,
y = —o.

2 +3t—2 t—1

Ejemplo 2 Determinar 1 tos dobles de 1 = Y= 5.
Jjemp eterminar los puntos dobles de la curva x 7172 Y PP

— Si se usa el primer método, debemos tener que:

t24+3tg—2 1743t —2 to—1 t1—1

t2—to+2 -t +2° B+to+l B4+t +1°
La primera relacion conduce a que —4(tg — t1)(tot1 — 1 — (t1 +tp)) = 0,0seas —p=—1y
la segunda a que (t1 — o) (t1to — 2 — (t1 — to)) = 0, es decir s — p = —2, que es imposible.
— El segundo método se aplica aqui y equivale a decir que los coeficientes de los polinomios

(r —1)X2 - (x+3)X +22+2y X?+ (y — 1)X + y + 1 son proporcionales, es decir
r—1 x+3 2x+2

y  1l-y  y+1
El primer método no funciona, pues (1, 0) se tiene cuando ¢ — 1y cuando ¢t — +o0.

—z=1y=0.

1.2.3. Estudio del intervalo

- Cuando z(t) y y(t) tienen el mismo periodo 7', el intervalo de variacién de ¢ es un intervalo

de tamano 7T'.
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- Siz(t) y y(t) son impares, la curva es simétrica con respecto al origen. Se toma el intervalo

[0, 400 [0 en el caso de un periodo 7', el intervalo [0,7/2].

—Si z(t) es impar y y(t) par, la curva es simétrica con respecto al eje y.
—Si z(t) es par y y(t) impar, la curva es simétrica con respecto al eje x.
El intervalo se deduce como anteriormente.

— Si x(t) es par y y(t) es par, la curva se recorre dos veces cuando x varfa de —oo a +00. Es

suficiente limitarse al intervalo [0, 400 [.

Ejemplo La curva z = acost, y = bsent tiene periodo 27. Dado que x(t) es par y y(t)
es impar, el grafico es simétrico con respecto al eje x; pero al cambio de variable ¢ por ¢t —
transforma = en —z, conservando a y, entonces el grafico es simétrico con respecto al eje y y

el intervalo [0, 3] es suficiente de analizar.

Nota En algunos casos el grafico hace aparecer una simetria que no es evidente en las expre-
siones de z(t) y de y(t). Se tratard entonces de determinar el cambio a efectuar sobre ¢, para

obtener esta simetria.

1.3. Trazado de una curva parametrizada
1.3.1. Reglas

1. Estudiar la periodicidad y simetria para determinar el intervalo de estudio.

2. Calcular las derivadas z'(t), y/(t); se busca determinar el signo y los puntos donde se

anulan.

. . dy
3. Hacer un cuadro de variacién con seis lineas ¢, z, 2/, 1/, — aportando los valores de x,

x
y significativos y los de z’(t) y y/(t). Indicar la variacién de z(t) y y(t).

4. Estudiar las ramas infinitas.

5. Estudiar los puntos singulares.

6. Construir la curva. Sobre cada intervalo en que x(¢) y y(¢) son monétonos todo sucede

como si y es funcién de x.
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. d
7. Verificar que d—y corresponda con la forma de la curva.
x

8. Buscar las coordenadas de los puntos dobles.

1.4. Curvas en coordenadas polares

Al describir un punto en el plano cartesiano, se recurre a dos ul . (z,y)

ejes perpendiculares y los valores sobre los ejes son los que

caracterizan el punto (x,y). Sin embargo, hay otras maneras

de representar este punto, con ayuda del angulo formado por el )

segmento que une el punto del origen y el eje =, por ejemplo.

Asf tenemos que 7 = \/x2 + y2, & = rcosf, y = rsenf. El punto descrito por el par (r,0)

se denomina coordenadas polares. Al origen se le llama también polo.

Ejemplo La ecuacion r = sen @ se puede expresar en coordenadas rectangulares, dado que

r = /2% + y2, pues r?

=rsenf = 22 +y? =y = 22+ (y? —y + 1) = 1, es decir
2% + (y — 3)? = L ie. es el circulo del radio 3, con centro (0, 3).
Ejemplo

a) Recta que pasa por el origen.

Este caso es muy simple: § = 6.

b) Recta que no pasa por el origen.

La ecuacion general de una recta que no pasa por el origen es ax + by + ¢ = 0, ¢ # 0, por lo
con A =—a/c, B=—b/ec.

que arcosf +brsenf +c=0=—r =

Acosf+ Bsenf’
. . 1 . .
Si se escribe p = —————, considerando « el 4ngu-
VAT B2 o
lo dado por cosaa = Ap, sena = Bp, entonces r =
p _ p

cosfcosa +senfsena  cos(d —a)’
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¢) Ecuacion del circulo de centro (0,0) y radio R

La ecuacioén es simple r = R.

d) Ecuacion el circulo pasando por (0, 0).
La ecuacién cartesiana de un circulo que pasa por el origen es

22 + y? — 2ax — 28y = 0, por lo que 72 — 2arcosf —
20rsenf = 0. Suponiendo que » # 0, r = 2acosf +
23 senf.

e) Conicas con un foco en el origen.

La ecuacién general de una cénica en polares no tiene interés. Examinaremos el caso en que

un foco estd el origen.

Sea D la directriz asociada de la ecuacidn cartesiana z cos a +y sen o — ¢ = 0. La cénica es el
conjunto de puntos M tales que | M O|| = e|| M H]|, donde e es la excentricidad y H la proyec-
cién ortogonal de M sobre D, entonces | MO|| = p, ||[HM]|| = |pcos b cos a+ psen b sen o —
q|- Asi |p| = e|pcos(6 — ozgq— q|, es decir p = epcos(f —a) +eqo p = —epcos(d — a) + eq,

e
por loque py = — 1 —ecos(f — a) °P2= —I—ecosq(ﬁ— a)’
v D
De esta forma, las dos ecuaciones representan el mismo con-
junto de puntos, pues p1(0 + 7) = —p2(0). El valor p = eq se oM
llama pardmetro de la cénica. "
La ecuacion se escribe finalmente p = P ©

1+ecos(d—a)
Inversamente remontando los célculos se ve que, todo punto verificando la ecuaciéon p =

P es tal que ||OM|| = e||[MH]||, donde H es la proyecciéon de M sobre la
1+ ecos(d — )

recta D de ecuacién x cosa + ysena — q¢ = 0.

—Larecta A de ecuacion 6 = « es el eje de simetria.
— Cuando e = 1, se tiene una pardbola y A es el eje de la parabola con vértice (g, Q).

— Cuando e # 1, A es el eje focal de la conica. Se obtienen los vértices reemplazando 6 por «



8 Capitulo 1. Ecuacién paramétrica y ecuacion polar de una curva en el plano

y por a + 7. La distancia entre vértices es 2a = |p(a) + p(a+7)| = | 1_7_ + % , por lo
e —e
quea:|$|,c:ea:e‘ 1—pe2 |, 0% = |a? — 2| = a®|1 — €?| = alp|.

1.5. Estudio de curvas en coordenadas polares

1.5.1. Tangente en un punto
a) Tangente en el origen

Analicemos el caso en que la curva pasa por el origen, es decir
se anula para cierto valor de . Es claro que si la curva pasa
dos veces por el polo, hay dos tangentes y el polo es un punto

doble. —
Ejemplo

i) Consideramos la curva de la ecuacién polar p = acos8;

s

p=0,si 0 = 7, la tangente en O es el eje y.

5
(RISt
E)

ii) La curva p = av/cos 20, se anula en § = +7 y la curva es

tangente a las bisectrices de los ejes.
b) Tangente a un punto distinto al polo
Sea u el vector unitario haciendo dngulo 6 con el eje . Por definicion OM = pu, por lo que

dOM d d
7R = d—g u—+p d—: = p'u+ puy, donde u; es el vector unitario haciendo un dngulo 6 + %

con el eje x.

Y
El dngulo « de la tangente OM es pues tana = p/p’. La %
férmula no tiene sentido si p’ = 0, pero en el caso de que it
dOM . u U
——— = puy, la tangente es paralela a u; y perpendicular a -
OM,esdecira=12 | /

5"

1.5.2. Estudio de la curva en un vecindario del polo

dOM d*OM
Sabemos que siOM = 0ie OM = pu = 0 para el valor o, —39 = p/u, 7652 =
pu+2puy.
dOM d*OM

0 o2 forman una base, la curva en O

- Si p’ # 0 el polo es un punto regular y si
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tiene por tangente la recta § = 6.

dOM d*0OM 3
-Sip =0, 3—0 = 0y el polo es un punto singular. Ademads % = p'u, ddg?{w =
p///u + 3p"u1.
d*OM d*OM
-Sip" #0, 07 s es una base y el polo es un punto de retroceso de la primera
especie.
dPOM

—Sip” = 0, sea p el menor entero (si existe) tal que p(?) £ 0, entonces se tiene que TR

dPtVoM
pPhu, T pPu + (p+ 1)p®u; forman una base en el plano.
— Si p es par, la curva en el polo tiene un punto retroceso de primera especie.
— Si p es impar, la curva en el polo tiene un aspecto ordinario.
1.5.3. Estudio de la curva en un vecindario de un punto distinto al polo

dOM

Sea 6 de modo que OM = pu # 0, con lo cual 29 =
p'u+ pu; # 0. El dngulo « de la tangente con OM estd dado Y
por tana = p/p’.

2 dOM
a) Si T no es colineal a 0 la curva esta en el semi- M
plano delimitado por la tangente en el punto que contiene el 0

¢ d*OM
vector ———
dp?

2 d3

b) Si gz es colineal a y no es colineal a T es un punto de inflexién.

1.5.4. Ramas infinitas

Se analizaran tres casos principales:
a) El radio polar p tiende a co, cuando 6 — 6.

Supongamos que p — o0, cuando § — 0 (o § — k), la curva tiene una rama infinita en la

direccién del eje x.
Siy — a, cuando # — 0 (o § — k), la curva tiene asintota la recta y = a.
Igualmente supongamos que p — oo, cuando § — & (0 6 — T + k7).

Si x = pcos 6 tiene limite b, la curva la curva tiene por asintota la recta x = b.
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Para estudiar el caso general en el que p — oo, cuando 6 —
o, se cae en el primer caso utilizando el sistema auxiliar OX,

OY’, con los dngulos 0y y 0y + 7, con respecto al eje x. Asi

tenemos que Y = psen(f —6y) y la curva admite una asintota
siy s6lo si Y tiene un limite infinito ¢.

Ejemplo

1) Consideremos la curva p = atan 6; p — oo, si § — 7. La curva tiene una rama infinita en

la direccidn del eje y. Asi x = pcosf = acosftan 6 = asend, por lo tanto v — a, cuando

¢ — % y la curva tiene por asintota la recta r = a.

2) La ecuacién polar p = % tiende a oo, cuando cos — %, es decir 0 — 3.
SeaY = psen(f—1%), entonces p = a = - = a
( 3) 2(% — COS 0) 2(COS 3 — COS 0) 4sen(g — %)Sen(g + %)
) P . cos(4 — ) a
y como sen(f — %) = 2sen(§ — %) cos(5 — %), se tiene que ¥ = g——2—6-— — 4

) ) 2 sen(g +%) V3
cuando § — %, valor que se reportard sobre QY para obtener la asintota.

0
0 —

3) Consideremos la curva p = a ,entonces Y = psen(f — 5) = ab

s
3 3
cuando 6 — %

b) El radio p — oo, cuando 6 — =oc / \
A

En este caso se dice que la curva tiene una rama espiral. \ & y

Ejemplo Sip = a6?, p — 00, si § — Fo00 y la curva tiene

una rama espiral.

¢) El radio p — pg, cuando § — +oc 06 — —cc.

Se dice que la curva tiene un circulo como asintota. Mdas precisamente, si p — pg, la curva es

asintética al circulo de centro 0 y radio pg.
Ejemplo

1) Cuando p = af(f — 1) la curva tiene por asintota el circulo de radio a y centro 0, cuando



1.5. Estudio de curvas en coordenadas polares 11

0 — +oo.

2) La curva p = a/(1 + ) tiene como asintota el circulo de centro O y radio a, cuando

0 — —o0.Sif — +o0, tiene el punto O por asintota, pues si § — oo, p — 0.

1.5.5. Intervalo de estudio y simetria

Si p = f(0) es una funcién de periodo 27, la curva volverd sobre ella misma cuando 6 sobre-
pase 27; asi se tomard por intervalo de estudio de tamafio 27.

De manera general si el periodo de f es 2nm se tomarda un intervalo de longitud 2n.

Se estudiara seguidamente f (6 + nr):

a) Sinesimpary si f(6 + nw) = f(0) se tomard un intervalo de tamafio n7 y se completard

la curva asi obtenida con ayuda de la simetria con respecto al origen O.
b) Sinesparysi f(0 + nm) = —f(0) se tiene la misma conclusién anterior.

¢) Sinesimpary f(6 + nmw) = — f(6) se tiene toda la curva haciendo variar ¢ en un intervalo

de longitud n.

Se puede reducir el intervalo de estudio si la curva presenta simetrias.

-Si f(0) = f(—=0)osi f(r —0) = —f(0), la curva es simétrica respecto al eje x.

-Si f(0) =—f(0)osi f(m—0) = f(),lacurva es simétrica respecto al eje y.

— Mas generalmente, si f(a—60) = f(6), la curva es simétrica con respecto a la recta que pasa
por O y tiene dngulo «/2 con el eje x.

En todos estos casos se puede reducir el intervalo a la mitad y completar la curva por simetria.

Es claro que si la curva tiene varias simetrias, se reducird varias veces el intervalo de estudio.

1.5.6. Periodicidad

1) In € N* tal que p(0 + 2nm) = p(6).
. o : o\ _ A : M
2) In, m e N*, primos relativos tales que p(6 + 77 7) = p(f), serd suficiente analizar [0, - |
y por m — 1 rotaciones sucesivas se construye la curva.
3) Si p(0 + q) = p(#) de modo que 21 es irracional se analizard la funcion en [0, ¢ ] y luego
7r
por rotaciones infinitas de tamafio ¢ se obtiene una infinidad numerable de arcos de curva cuya

unién da la curva pedida.
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Ejemplo

1) Para estudiar la curva p = p/(1 — ecos ), se observara que el periodo es 27 y que toda la
curva se obtiene haciendo variar # en un intervalo de tamafio 2. Ademads, como p(0) = p(—6),
la curva es simétrica con respecto al eje = y es suficiente variar € de 0 a m y completar la curva
por simetria.

2) La curva p = asen 6 tiene periodo 27; como p(6 4+ m) = —p(#) es simétrica respecto al eje
x'y como p(6 — w) = p(0) la curva es simétrica respecto al eje y y es suficiente hacer variar 6

en (0,7 ]

1.5.7. Puntos dobles

— Para ver si el origen es un punto doble, se busca en el intervalo de estudio sin tomar en cuenta

las simetrias, los valores de 6 tales que f(6) = 0.

— Un punto distinto de O es un punto doble si f(6 + 2k7) = f(6) osi f(6 + (2k+ 1)7) =
—f(0).

Se observa que la primera eventualidad no se puede presentar si f es de periodo 2.

Ejemplo

1) Consideramos la curva p = a(cos 6 — cos 26); el periodo es 27r. Los puntos dobles distintos
de O se determinan por la relacién f(6 + 7) = —f(6), es decir — cos 6 — cos 20 = — cos 0 +
cos 20 = cos2f) = 0 = ¢ = =7 y los puntos dobles son (%, T (%, -7

0 0 + 2k
2) Sea p = a—_ 1a ecuacién =75 —;]m i z

g_©° 0 _ no tiene SOIUCIOH, pero la ecuacién

3
0 — = 6+ (2k+ )r — tiene una infinidad de soluciones dadas por 26% + [(4k + 2)m —
219 — Z(2k + 1) = 0, ya que b* — dac = 4((2k + 1) — £)? + 437 (2k + 1)m = 4[(2k +

1)%72 + $m2]>0.

s
3

1.5.8. Grafico de una curva en coordenadas polares

En general el sentido de variacioén de p es dificil de determinar y no es interesante, por lo que

no se calculard p'.

Es esencial conocer el signo de p y determinar los valores de # para los cuales p se anula. En
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efecto, se traza la curva barriendo el plano con una recta que gira alrededor de O. Si 6 varia de
« a (B por ejemplo, esta recta barrera un sector angular formado de dos partes simétricas con

respecto a O. La curva se sitda en una u otra parte segun el signo de p.

1.5.9. Reglas

1. Determinar el intervalo de estudio, tomando en cuenta la periodicidad y las simetrfas.
2. Determinar los valores de 6 para los cuales p esta definido.

3. Determinar el signo de p y los valores de 6, para los cuales p se anula.

4. Construir una tabla de variacién con los resultados precedentes (o’ si es necesario).
5. Estudiar las ramas infinitas.

6. Determinar los puntos dobles.

En la préctica se comienza por trazar groseramente la curva. No se buscardn los puntos dobles

a menos que se hagan evidentes en trazo de la curva.

1.6. Ejercicios sobre curvas en forma paramétrica

1. Construir la gréafica de las curvas dadas en forma paramétrica:

a)x = 3cost,y =4sent b)w:t2—2t,y:t2+2t
c)x =cost,y=1t+2sent d):n:2t_1,y:i(t3—|—1).
Solucion
d 4cost 4
a) Se tiene que 0 < ¢t < 27, de modo que 4 _ 2%t —-ctg t. Por otro lado
dx —3sent 3
tenemos que el cuadro de variacién se hace de [0, 27 |. 2(t) = 3cos(t), y(t) = 4sen(t)
4
t | o 3 w 3 27
vlo a0 N\ 4 4
23N\ 0 N3 0 3 -3 3
v | 4 + 0 — -4 — 0 +
] 0 - =3 - 0 + 3 + 0
W - 0 + o — 0 +
dx —4
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b) Tenemos que t € R, x(t) = t2 — 2t, y(t) =t +2t, 2/ (t) = 2t — 2, y/(t) = 2t + 2y
dy t+1

dr ~ t—1
t —0o0 -2 -1 0 1 2 +o00
oo N0 N3 N0 N\ -1 0 St
v+ N 0 N\ -1 0 3 S8 oo
Y - - 0 + + + +
o - - - - 0 + +
e + 0 - - o + + 1 E

-1
En (3, —2) la pendiente es 0; en (—1, 3) la pendiente es co; en (0,0) la pendiente es —1.

¢) La gréfica se repite en el eje y y cada periodo de 27 y se analiza [0, 27 ]. Asi tene-
mos x(t) = cost, y(t) =t + 2sent, z'(t) = —sent, y'(t) = 1 + 2cost = dy _

dz

—% Ademids 2/ (t) = 0,sit = 0, , 27, 3/ (t) :0<:>cost:—%,i.et: %w,
4
gﬂ'.

z(t) = acost
t 0 z 2?77 T %" 377r o y(t) = at + bsent

V3 V3
T ] LNCONCEN 0 S0 <
v | o S5+ Ay \/§\ N -v3/ /32 —2 7 or
v |3 + 1 + - =1 - 0 4+ 1 + 3 2
x'o——l——§—0+§+1+o T
Wl oo - -1 — 0 + 00 — 0 + 1 + .00 1 1
dz
: : 3 4

La grafica tiene tangente nula en (—— Z+V3)y (-4, —V3).

Tiene pendiente co en (1,0), (—1,7) y en (1,27).

Es importante evaluar %+2 =~ 3,57, %’T—F\/g =~ 3,82, 4”4-\/_ =~ 2,45, 37”—2 ~ 2,71,23,
V3 2 0,86.

d) Los valores de ¢ recorren todo IR con z(t) = 271, y(t) = (3 + 1) y con derivadas
2'(t) = 271 In2, y/(t) = 32 Se observa que 2'(t) # 0, Vt€ R, y/(t) = 0,sit =0y
dy it?

M9 ~ 2T
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a(t) =21 y(t) = (1 + 1)
t —00 -1 0 1 +o00
o 1 Y 1 S
T o S L 4
Y + + 0 + +
z’ + + + +
dy
5 + + + +
Notemos que dy = 3t° — 00,81t = —00 dy — 0,81t = +00
d dr  41n22t-1 ’ y dx ’ '

2. Graficar las curvas parametrizadas siguientes

_t+2 _ _ t—5 __t _ _t?
Ar=-+1% y=—-—+—°> b)x = ,Y =
21V T 2 443 21V T
C)x:acos3t,y:asen3t, (astroide) d):L":a(logtan%+cost),y:asent(tractriz)
2
e)x = at?, y = at?(ay? = 23 Tr = 3at’ — 3at folio de Descartes
) y = at’(ay? = 2°) D=ty = Jako )
t t3
r=a(t —sent),y = a(l — cost h) x = =
g ( ),y =a( ) ) el A
: t 1 : t t—2
1) T = . — xTr = . =
e R e B Y D= YT o 1 o)
2 2
2 _ 142t _@+2)" - (t—2)
Kx=t +2t,y— t2 Dx= | ,Y = P
2 2
m) z = (14 2t) ’:(1—1—215) n)x:t(t+2)’ t
(3 —2t)(1 — 2t) 2(3 — 2t) 2 -1 t+1
_ 242 _ 242 a1/t 42/t
0)x = , Y= r=e , te
) i+ T2 t+3 P) Y
qQ) x = cos?t + In(sent), y = sent cost )z =1/cost,y =sent
s)x =tant,y = 1/sent t) x = cos2t, y = sen 2t — sent

u) x = cos4t +4cost, y = sen 3t

Solucion

a) Las ecuaciones z(t) = L2 y(t) = —L=5___ indican que no hay una simetrfa

(t—3)(t—1)
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clara del grafico. Las ecuaciones indefinidas en —1, 1 y en 3.
-1 —-(@+2)2t 2411

Las derivadas son z/(t) =

(#—1)* (2 — 1)
iy~ E=3)E=1) = (E=5)2t=4) _ 2410t =17 pqemds /(1) —
y'(t) = (t—3)2(t — 1)2 = (t—3) (t—1)2 Ad ‘() = 0 <=

2 +4t+1=0iet=-2E£V3,y(t)=0<=t>—10t+17=0iet =52
Sean «, 3, v, § estos valores.
—Cuandot—>3i,y—>:|:oo,x — %.

—Cuandot — —1%, y — —§ , T — F00.

t+1) 4 4 t+9 5
— Cuando ¢t — 1, w:¢—>— _dp =TI 5
vl (t—3)(t+2) 3Y973 3(t+1)(t—3) 6 Y
la curva tiene por asintota oblicua y = % + %

. 4 .
—El cociente — — 1, si z — +o0.
x

+ | —oo o -1 B 1 ¥ 3
20 TR NS B = I N N TN
A NN DN NS 7

Y — 0 + P
o -0 + | + 0o - - - - -
Y + o0 — - oo + + 0 - - 0 +
dz

d
La tangente en el origen es d_y — 1, cuando ¢t — Fo0
x

y la tangente en el origen es la bisectriz.

En el grifico aparece un punto doble que determinarlo

consideramos que los polinomios X% — X —2 -2y
yX? — (4y + 1) X + 3y + 5 tiene dos raices comunes

1
i.e. los coeficientes son proporcionales r_ =
y 4dy+1
T+ 2

- — 3y+5 2)(4y+1) =0, y—z(4
315 y+5+(r+2)(dy+1) y—x(4y+

)=0=12y+7=0,y= -5,z = .

Tfoien TN T

2
b) Sea z(t) = %, y(t) = tt——l; las ecuaciones se indefinen en ¢ = 1, —1, con

-1
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lo cual lim z(t) = oo, lim xz(t) = Foo, lim y(t) = oo, lim =z(t) = 0,
r——1% z—1+

r—1*t r—to00
lim y(t) = ooy lasrectas z =0,y = —% son asintotas.
r—F00
o Yy _ o _tt+2) 3 oy — 3
Ademdssit — 1, . =tlt+1) —2yy—2z= o 5,esdeciry = 2z + 5

es una asintota oblicua.

Se puede determinar la posicién de la curva respecto a la asintota oblicua, haciendo

un desarrollo limitado de y — 2x en un vecindario de ¢ = 1, es decir y — 2z =
3
3 2 a3y =D+ 3 _ _ ¢
5+ [ 1 5] =35+ 1 =5+ t(t—1)+ ot —1). Asila curva
esta sobre la asintota si ¢ > 1 y bajo la asintota ¢ < 1.
2 —
Las derivadas son z/(t) = —%, "(t) = M y tenemos el cuadro de varia-
(1) (t-1)
cion: x(t):t2i1’y(t):tt—21

—0o0 -1
z 0 \:oo|+oo\
O VA
+ +

o|lo|o|o
<
3
B
e
o |k |wv|
/
=%
W~

2! — | — — — - === T
dy
dx

- - 0 + + 0 -

En el grafico se tiene la existencia de un punto doble. Considerando los polinomios
rX?% — X —x, X? — yX +y tienen raices comunes, los coeficientes son proporcionales
.oz 1 T
ie.—-=—-—=——=—=zx=y=—1.

Ly Y

¢) Las ecuaciones © = acos®t, y = asen®t indican que el periodo es 27; haciendo el

cambio de variable ¢ por —t y ¢ por w — t indican la simetria del eje = y el eje .

Si se reemplaza t por § — ¢ se intercambian x y y y la curva es simétrica respecto a la
bisectriz lo que permite que el estudio de [0, 7 .
Las derivadas son z/(t) = —3a cos® tsent, y'(t) = 3asen?t cost, de modo que z'(t) =

0<=1t=0,t€[0,7],4/(t) =0<=1t=0,te[0,%]y el cuadro de variaci6n es:
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e) Las ecuaciones « = at?, y = at® describen la curva ay? = x

Capitulo 1. Ecuacién paramétrica y ecuacion polar de una curva en el plano

t 0 I
a
T a \ 232 a
o ,
Yy 0 e —al -
’ / _3a_ 2\/5':71> a —a a
Yy 0 + 2v2 — a
x’ 0 - —237;5 2v/2
dy
dx 0 - 1 —a

Para determinar la tangente en el punto cuando ¢ = 0, debemos calcular z”(t), y" ().
Asi, 2" = 6acostsen’t — 3acos®t, 2’ = —3a, y’ = 6asentcos’t — 3acos>t,
y" = —3a, es decir la tangente es paralela al vector (—3a, 0),i.e. al eje z. El punto, es

un punto de retroceso de primera especie.

d) Las ecuaciones z(t) = a(log tan % +cost), y(t) = asent estan definidas para ¢ > 0,
tienen periodo 27 y estd definida de | 0, 7 [. El cambio de ¢ en 7 — ¢ muestra que la curva

es simétrica respecto al eje y, por lo que nos limitaremos al intervalo ] 0, 7 ].

1 cos? t
sent sent’
t=2%,9y(t) =0<=t=7%. Ademéssit — 0T, 2(t) — —oo0, con lo cual tenemos el

Las derivadas son 2’(t) = a( —sent) =a y'(t) =acostya/(t) =0 <

cuadro de variacion:

t 0 3 1
z(t) = aln(tan(=t)) + cos(t)
S e / 0 y(t) = asen(t)
Y 0 / a a
y 0 + 0
z’ c© + 0
] + 4o
da [

Dado que z'(5) = ¥'(5) = 0, calculamos las derivadas de orden dos, es decir 2" =

3
cos’ t "o__ nemy _ nemy _ :
a(—2cost — 7), y" = —asent, 2"(5) = 0, 2"(5) = —a, por lo que el eje y es
tangente de la curva en (0, a) y este es un punto de retroceso de primera especie.

3; como al sustituir ¢ por

—t indica que la curva es simétrica respecto al eje x. Asi tomamos el intervalo [0, +00 |

para el estudio.

Las derivadas son 2’ = 2at, y = 3at’ y 2/(t) = y/(t) = 0 <=t = 0. Asf (0,0) es un
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punto singular y la tangente en el punto ¢ = 0 se determina cuando la segunda derivada
2" (t) = 2a, y'(t) = 6at, es decir 2" (0) = 2a, y”"(0) = 0y (2a,0) es tangente a la
curva en t = 0. El punto es de retroceso de primera especie.

Como el cociente = = ¢, la curva tiene una rama parabdlica en la direccion del eje y.
T 2
xEt} =at

t 0 +oo y(t) = at?
T 0 / +o0

Y 0 / 400

y' 0 + .o©

! 0 + .o

& +

f) Folio de Descartes La ecuacién de la curva es 2% + 3 — 3azy = 0y tomando y = tx

la ecuacién se transforma en x3(1 + 3) — 3ata? = 0 = x = % y sustituyendo
3at?
uveda y = ==,
R e

El cambio de ¢t a 1/t intercambia z y y (hay una simetria respecto a la recta z = y) lo
que permite analizar solamente el intervalo | —1,1], ya que cuando ¢ = —1 se indefinen
las ecuaciones.

Sit — —1%, 2(t) — Foo, y(t) — :I:ooycomo% =t — —lyy+z =

_dat —a, la curva tiene por asintota larecta x +y + a = 0.
2—t+1

3 __ 43
Las derivadas son 2/(t) = 3a%, '(t) = 3a% y se tiene 2'(t) = 0 <
1+1¢ 1+t
t = %, y'(t) =0 <=t = 0,t = /2y larecta no presenta puntos singulares. El
cuadro de variacion es:

1

t - 0 E% 1

1 2
= 0 e,

Y +OO\ 0 /a21/3/ %a O

! - 0 + + i

y E
@’ + 3 + 0 - 2

dy

- 0 — 4oo —
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g) Las ecuaciones z(t) = a(t — sent), y(t) = a(1 — cost) describen la curva conocida
como cicloide, que se puede ver como el movimiento efectuado por la vélvula de una
rueda de una bicicleta, cuando la rueda se mueve horizontalmente sin resbalar sobre una

recta.

Se observa que cada 27 unidades de ¢, x aumenta 27a unidades y y retorna el mismo
valor, por lo que se analizard el intervalo [ —m, 7 |, dadas las traslaciones paralelas al eje
x de amplitud 27a. Ademds z(t) es impar y y(¢) es par, por lo que hay simetria respecto
al eje y y es suficiente analizar el intervalo [0, 7 |.

Las derivadas son z'(t) = a(1 — cost), y'(t) = asent y como z’'(t) = ¥/(t), (0,0)
es un punto singular y es necesario analizar en ¢ = 0 las derivadas 2 (t) = asent,
y"(t) = acost. Asi, el eje y es tangente a la curva en (0, 0); es un punto de retroceso de

primera especie.

([:\
Blo|o|o|o|e

+

o

3 t
h) Lacurva z(t) = ———, y(t) = ——.
) ®) 1+t y() 1+t
Al sustituir ¢ por 1/t es intercambiar x y y, por lo que hay simetria respecto a la primera

es la gréfica de la lemniscata de Bernoulli.

bisectriz y como z(t) y y(t) son impares hay simetria con respecto al origen. Asf que se
analizard la curvaen [0, 1].
4 4
Las derivadas 2/(t) = 1_73'52 y'(t) = 3_7'52 indican que 2/(t) = 0 <=t =
(1414 (1+1¢4)
+/1/3,4/(t) =0 <=t =0,t = +V3.
El cociente 2 = t2, indica que el eje x es tangente a la curva en (0,0). En el origen hay

x
un punto doble dado por ¢t = 0, t = 400.
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?‘“
w

a(t) = ) =

1+ ,
.
.
.
@
.
.
.
.
.
7
.
.

2

|
@

.
.

w‘ﬁw
[ V)

\
/

0 —

NI PO FCTTY
[N}

<
o|l=|lO|O| OO

/
/

oo - =1

. . ¢ 1 .
1) Las ecuaciones z(t) = ———,y(t) = ———————seindefinent = 1,t = —1,t = 2.
) O=a v =059

t+1

Asf, cuando t — 1%, z(t) — o0, y(t) — Foo, por que v_ =2
x —_—
2t -1 1
y+2z = Pr R — — es decir tiene por asintota oblicua la recta y + 2z + % =0.
-Siz — —1%, 2(t) — Foo, y(t) — % ylarectay =  es asintota horizontal.

—-Siz — 2%, 2(t) — %, y(t) — oo ylarectaz = % es asintota vertical.

241 iy 2t —3
Ty () = —
(1 1)’ (t=1)*(t-2)
yy'(t) <0,sit> %, y'(t)>0,sit< %, siempre que z # +1,2.

_ t _ t—2
"0 =750 = i

— =2 =

Las derivadas son 2/(t) = —

/
5> por lo que 2/(t) <0

)
\
.
+oo L
S

8
o
\
-
| 8|
+
3
|
3
¢
/
o N
e
who | DN
/
o
Wi

<
=
\
o=
Y
2
|
N
o |4
W
2

+<>o\ 0 \\3\\y 42z + % =0
v | o+ + o

o T - | - - ~
LI . - - 0 + + !
dz ! \

. . t t—2 .
Las ecuaciones z(t) = ——, y(t) = —————=—— se indefinenen t = +1,—2.
D W= 1v0= e+

t—-2)(t+1 2
—-Sit — 1%, 2(t) — 400, y(t) — Foo, con lo cual L t=2)¢+1) — —-,

x t(t+2) 3
y+ %x = % — % y larectay = —%x + % es asintota oblicua de la

curva.

-Sit — —1%, z(t) — oo, y(t) — 3 ylarectay = 3 es asintota vertical.
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-Sit — 2%, z2(t) — —%, y(t) — tooylarectaz = —% es asintota horizontal.
t—2)(t+1
-Sit = oo, z(t) — 0, y(t) — Oy% = % — 1, por lo que la
pendiente de la tangente en el origen es 1.
2 _
Las derivadas 2/(t) = —%, y'(t) = t4 —t) son tales que 2/(t) < 0,

(2 +2) (t = 1)>(t+2)?
y'(t) <0,sit<0o0t>4yy(t)>0,si0 <t <4, siempre que x € R\{—2,—1,1}.

s _ t—2
Cuadro de variacion: Y= (t—1)(t+2)
t | —oco -2 -1 0 1
x 0 \ _% \:ool«koo\ 0 — 00| +oo\ %
_ 3 - [

i 0 \oo+oo\ 2 \ 1 /‘ﬁoo oo/ y:_%x—‘r%
4 - - - 0 + + S
o _ _ | _ _ _
dy _ _
5 + + +

k) Las ecuaciones z(t) = t> + 2t, y(t) = % son tales que y(t) se indefine en ¢ = 0.

- Sit — 0%, 2(t) — 0%, y(t) — +ooi.elarecta x = 0 es asintota vertical.
—Sit — o0, 2(t) — +00, y(t) — 0F i.e larectay = 0 es asintota horizontal.

Observamos que si remplazando ¢ por 1/t, x(t) y y(t) intercambian papeles y la curva
es simétrica respecto a la primera bisectriz, por lo que es suficiente analizar el intervalo
[—1,1]\{0}.

Las derivadas son 2/ (t) = 2(t+1), ¥/ (t) = —2t(1+t)/t*, lo que indica que para t = —1,
las derivadas 2/(—1) = ¢/(—1) = 0, o sea (—1, —1) es un punto singular. Las derivadas
de orden dos z”(t) = 2, y"(t) = 2(3 + 2t)/t* i.e 2" (—1) = 2, y"(~1) = 2, lo cual
verificada que (—1, —1) es un punto en retroceso de la primera especie con tangente, la

rectay = .
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t | -1 0 1
= | -1 0 /3
Y| -1 SreoteoN 3
Y 0o + -

z’ 0o -+ -

ay _

dz *

2 _9)2
1) Las ecuaciones z(t) = (t+2) ,y(t) = (t=2) se indefinen en t = —1, 1 respectiva-

t+1 t—1

mente.
— Si se reemplaza ¢ por —t, x cambia a —y y y cambia a —z lo que demuestra que es
simétrica respecto a la recta y = —x (segunda bisectriz), es decir es suficiente analizar

el grifico en [0, 400 |.

-Sit — 1%, 2(t) — %, y(t) — tooylarectaz = % es asintota vertical, (por lo que

larectay = —%) es asintota horizontal).

- Sit — +oo, x(t) — +oo, y(t) — *ooie. vy lyy—x = —6+ﬁ—
z —

t—l—% — —6. Asilarectay — x + 6 = 0 es asintota oblicua.

Las derivadas z'(t) = M, y'(t) = M, lo que indica que sit = 0, (4, —4) es

(t+1) (t—2)
un punto singular. Las derivadas de orden 2 son 2" (t) = %, y'(t) = — 2

(t+1) (t—1)%
2”(0) = 2, y”"(0) = —2 ylarecta y = —x es tangente a la curva (4, —4). El punto

(4, —4) es de retroceso de primera especie.

Con la informacion construimos el siguiente cuadro de variacién.

@(t) = (tt121)2

() =

<
QIO x| |O

v

g
Ol N
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(1+2t)?
(3—2t)(1 —2t)
ent = % respectivamente.

(1+2t)?
2(3 — 2t)

[\SJ[eN]

se indefinenen t = %,

Jy(t) =

m) Las ecuaciones z(t) = y

-Sit — %i, y(t) — 1, larecta y = 1 es asintota horizontal.

-Sit = 3% 2(t) — £oo, y(t) — :I:oo,% =1-22 — -1, y+zx =
2
% — —4i.e. x +y + 4 = 0 es asintota oblicua de la curva.

-Sit — +o0, 2(t) — 1, y(t) — —o0, larecta x = 1 es asintota vertical.

Las derivadas 2/(t) = 4 (L+ 22(5 — 6t)2, y(t) = (L+ 2t)(7 = 2t), nos permiten
(3 —2t)°(1 —2t) (3—2t)
1—2¢
obtener en ¢t = —% un punto singular (0,0) y como v — — 1, larectay ==
x
es tangente a la curva en (0, 0), que es un punto de retroceso de primera especie.
(1 +2)2 (14212
®O=Gomu-m Y'Y "G

\/
7
7
s
7
’
s
—_
K- -
N\
|
|
|
1
!
!

3 S S N /
B EANIS A N AN o
v [+ 0 1 S5 Ao 8\~ ¥
y -0 + + + + 0 - O
o’ -0 + | + 0 - - - ix*y\+4:0
L + 1 + o0 + - - 0 + ’ [\
‘

Observando el gréfico, nos permite ver la existencia de una simetria sobre larectay = =z,
entonces debemos tener y(t) = x(u), z(t) = y(u), para un cambio apropiado de ¢

por u. En particular debe tenerse que = cambie por — al cambiar ¢ por u, es decir
x

y_l-2 1 1, 342
2 2 1oy o 2(1 - 2u)
(4u + 2)? (14 2u)?
= = a(u) y que
2(4u — 6)(2u — 1) (3 —2u)(1 —2u)
x(t) = y(u), lo que verifica la simetria sobre la recta y = z, pero la simetria no pa-

Asi tenemos que y(t) =

rece como evidente en las ecuaciones originales.

n) Las ecuaciones z(t) = tis + 1), y(t) = t—lt— 7 se indefinenent = £lyent = —1

respectivamente. De esta forma tenemos que:
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1

-Sit — 1%, z(t) — +o0, y(t) — 3 y y = 3 es asintota horizontal.

—-Sit — —1%, z(t) — +oo0, y(t) — o0, por lo que v _ t—_k—2 — —2y también
x

_ _3t 3
y+2z = o1 a2
Larectay 4 2z — % = 0 es asintota oblicua.

) -1 t+1 1 )
-Sit — +o0, z(t) — 1, 2(t) — 1, entonces y = — * — — =, esdecir la
) z—1 2t+1 2
pendiente de la tangente en (1,1) es —5.
2
Las derivadas son z/(t) = —2M, "t) = 1 tenemos el grifico siguien-
(t) @1 y'(t) Tk g g
t —00 -1 1 +oo

<
N
3

T 1 \;oo+oo\\—oo|+oo\ 1 ;L
700/ % / 1 ,,,,,,,,,,,,,,2,,,‘\,\ ,,,,,,,,,,,,,,
+ +

Y’ +
" 1 -1 -
3—3 - - - y+2e |3 =0\
La curva en realidad es una hipérbola. En efecto si se toma ¢t = ﬁ - T =
2 _ 2
y"+2y(1 - y) e e ] — y? + 2zy — 2 — 2y = 0, que la ecuacién de una
Y’ —(1-y)? 2y —1
hipérbola. La hipérbola se recorre totalmente.
: __t2+2 _ 242 - ;
o) Las ecuaciones z(t) = — JY(t) = no se indefinen en R. Ademads se
t“+t+1 t*—t+1
tiene que lim z(t) = lim y(¢) =1, es decir las rectas = 1, y = 1 son asintotas.
t—=to0 t—+oo
2 2
Las derivadas son z/(t) = % y'(t) = _'25_72'5—@, las cuales se anulan
(t*+t+1) (t*—t+1)

en los valores t = 1 + /3, yt=-—-1% V3 respectivamente, es decir t = 1 — V3 &
—0,73205,t = 1+ 3 ~ 273205 yt = —1 — V3 ~ —2,73205, t = —1 + /3 ~
0,73205.

Los puntos donde las derivadas se anulan son z(1 — v/3) = 2 + QT\/g ~ 3,1547,
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y(1—+3) = \/_ ~ 1,1181, z(1 + V/3) = _M ~ 0,8453, y(1 + V/3) =

18?32\/7~16510 2(~1-v/3) = 18+2f~16510 y(~1-V3) = 2(3-V3) =

0,8453, 2(—1 + V/3) = 1732\[ ~ LISL y(~1+ v3) = 2(3+ V3) ~ 3,1547.

~—
|

= —(8V3+ 3) —28,1897, Z—y(l—\/ﬁ)z

dy y'(t
Ademas, 1—v3)= lim
VY=

43
—(5 - 8v/3) ~ —0,4769.

—00  —1-+/3 1-V3 1 1443 143 +oo

z 1.7 el NN | N |

Y 1 el 1 7 ~. -~

Y/ - + + o+ - -

; + - _ 2(34¢3r1- :

-4 + + 56V 18 4+ 213 !

e — + +ooloo — — 7oo+oo+ _ 11;2_:")‘/5.3 : .
Jebve T 3T a4 28

p) Las ecuaciones z(t) = e~ /%, y(t) = te*/* se indefinen en t = 0.
-Sit— 0", z(t) — 0, y(t) — 400y larecta x = 0 es asintota.
-Sit— 07, z(t) — o0, y(t) — 0y larecta y = 0 es asintota.
-Sit — +o0, z(t) — 1, y(t) — +oo y larecta z = 1 es asintota.

Las derivadas son 2/(t) = t%e_l/t, y'(t) = (1 - z)ez/t = ¢/(t) = 0,sit = 2, con

t

z(2) = e~1/2, y(2) = 2e. Asi tenemos el siguiente cuadro de variacién y grafico:
x(t) = eVt y(t) = te?/t

t —00 0 2 +o0
o St/

+°°\ 2e /+oo 26*7‘

3

1

Je

s
\?

<
I
8
N\

Y + - 0

z’ + + +
dy
dx

+ - 0 +

-

q) Las ecuaciones z(t) = cos?t + In(sent), y(t) = sent cost se definen en el intervalo

]0, 7 [ simultdneamente, puesto que sent > 0. El periodo de la curva es 27 y como al
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sustituir ¢ por m — t, x(t) = z(m — t), y(t) = —y(7w — t) la curva es simétrica respecto
al eje z. De esta forma se puede limitar el estudio al intervalo | 0,  [.
-Sit — 0%, z(t) — —oo, y(t) — 0; larecta y = 0 es asintota.

-Sit— 5, x(t) — 0,y(t) — 0.

Las derivadas 2/(t) = (%0?02;, Y/ (t) = cos2t, son tales que 2'(t) = y(t) = 0sit = F,
"(t 1
con lo cual tenemos un punto singular tal que Q) = — Lsit = 7
'(t)  tant

d
Ent — 0", 2/(t) — +o0,y/(t) — 1ie. % — 0.

Ent = 7 tenemos que ( (I —-1In 2) 5 €s un punto singular, cuya segunda derivada nos

indica que es un punto en retroceso de primera especie. En efecto:

2 (t) = —(csc2 +2) coszt+2sen2t—1, y'(t) = —2sen2t, 2" (5) = =2,y (§) = —2.

t 3
x(t) = cos? t + In(sent), y(t) = sent cost

T o0 /2 In 2\ 0 1 B

vlo 5 N0

Y + 0 - -1

! + 0 - 0

dy R

211+ 1+

r) Las ecuaciones z(t) = ﬁ, y(t) = sent estdn definidas en [0,27]\]{Z, 2L} y son

de periodo 27r. Ademads, dado que al sustituir ¢ por —¢, 2:(t) se conserva y y(t) cambia de
signo, la curva es simétrica respecto al eje x. También al sustituir ¢ por 7 —¢, x(t) cambia
de signo y y(t) = y(m — t) y es simétrica respecto al eje y. Limitaremos el estudio al
intervalo [0, 7 [.

Siz — 57, z(t) — +oo, y(t) — 1.

Las derivadas son z’(t) = Sentt’ y'(t) = costie 2/'(t) =0,sit =0,y'(t) =0, si

=T
Tr=3.
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s) Las ecuaciones z(t) = tant, y(t) = p—

Capitulo 1. Ecuacién paramétrica y ecuacion polar de una curva en el plano

3 1
2 z(t) = ,y(t) = sent
s

A

+ \

+ ! N
"

~
o

<

<

x/

dy
dr —1

8 (=N =

L tienen periodo 27 y estdn definidas sobre

10,27 [\{3,, 37“ . El cambio de ¢ por —t cambio de signo las ecuaciones por lo que
es simétrica respecto al origen. El cambio de ¢ por m — ¢ transforma a = por —x y se

conserva y. También es simétrica respecto al eje y. El intervalo de estudio es | 0, 7 |.
-Sit— 0%, z(t) — 0, y(t) — +oo y el eje x = 0 es asintota de la curva.

-Sit — 57, x(t) — 400, y(t) —> 1ylarectay = 1 es asintota de la curva.

1 y'(t) = —<9L  con lo cual tenemos y/(t) # O,

Las derivadas son 2'(t) = ——, 2
0s” t sen” ¢

#'(t) #0en]0, % [y tenemos al cuadro de variacién y grafico siguientes:
z(t) = tant, y(t) =

1
s sent

t 0 3 ’
0/ +oo L
. 1

¥ | +oo \ 1 EEUUPELANNN | I

8

y |+oo — 0

z’ 1 + .00 e | Ty ST
qy - N E

dx " 0 /

t) Las ecuaciones x(t) = cos2t, y(t) = sen2t — sent tienen periodo 27, la curva es

simétrica respecto al eje = y consideramos el intervalo [0, 7 | para el estudio.

Las derivadas 2/(t) = —2sen2t, y/(t) = 2cos 2t — cost son tales que 2'(t) = 0 en
t =0,9(t) =0 <= 4cos’t — cost — 2 = 0, es decir cost = u_g/ﬁ = t; =

arc COS(H—g/@) ~ 0,567829, ty = arc COS(H—g/@) ~ 2,20566.
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z(t) = cos 2t, y(t) = sen2t — sent

t 0 t1 5 t2 ™

1N N S |

v |o N -1\ o 1 1
y 1 + 0 - =2 - 0 + 3

o |0 - - 0 + + 0

Wl — 0O + oo — 0 + oo

dz

En el grifico se observa que hay dos puntos dobles de valor en y = 0. De esta forma
buscamos los valores en t para los cuales x(t) = x(u) con y(t) = y(u) = 0. Ahora
y(t) =sen2t—sent = sent(2cost—1) = 0 = sent = Oi.e.t = 0,m,2m 0 cos t = 5
ie.t= %,%’r Asi concluimos que los puntos dobles son (1,0) y (—3,0).

u) Las ecuaciones z(t) = cos4t + 4 cost, y(t) = sen 3t indican que el periodo es 27 y
como al sustituir ¢ por —t cambia de signo y(t), es simétrica respecto al eje x, es decir

que es necesario considerar el intervalo [0, 7 |.
Las derivadas 2/(t) = —4sen4t — 4sent, y'(t) = 3cost se anulan en sen 4t + sent =

4sentcost(2cos’t — 1) +sent = 0 <= sent = 00 8cos®t —4cost +1 =0 <=
sent =00 (cost — 3)(8cos?t +4cost —2) = (2cost — 1)(cost + 5 + @)(cost—l—
%—@ = 0,esdecirt€ {0, 7} U{Z, Z}U {2, 1T}, Ademds, cos 3t = 0 <= 3t = Z,
3 57 m 5w

1 — T T
7,71.6.t—6,2, G

De esta forma tenemos el cuadro de variacién y el grafico de la curva:

t | o § 5 z 3 < ‘%“ T
s NI RSN 1 N i
y 0 / 1 \ 0 \fsen%\ -1 /cosllo/ 1 \ 0
y 3 + 0 - -1 = — 0 + + 0 - 3
z’ 0 - - 0 + 0 - - 0 + + 0
% .00 — 0 + o0 - 00 + 0 - .00+ 0 - .00

~ 2,9641; 555

—0,587215, cos 1“—0

Los valores que aparecen en la tabla son los siguientes: 21/3 —
1,54508; — 5545 ~ 4,041588; —2v/3— 4 ~ —3,9641; —sen T
0,951056.

Q

1
2

Q
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Capitulo 1. Ecuacién paramétrica y ecuacion polar de una curva en el plano

z(t) = cos 4t + 4 cost, y(t) = sen 3t

.,
-

\
’
\

~~~~~~

Del gréfico notamos que existen puntos dobles, cuando y(¢) = 0 y cuatro puntos dobles
en los cuales x(t) = z(u), y(t) = —y(u).
En el primer caso es simple determinar que los puntos son (%, 0), (— %, 0). En el segundo

caso no es tan sencillo determinar estos valores.

. Graficar las curvas parametrizadas descritas por las ecuaciones x(t), y(t) y precisar los

elementos sefialados:

a)z(t) =2t + 2, y(t) = 2t — t%’ puntos singulares, pardbola asintota, puntos dobles.

b) z(t) =2+ % y(t) =t+ % puntos singulares, pardbola asintota, puntos de inflexién.
o) xz(t) = t2+13, y(t) = t2+ 13— 2t* — 2t°, puntos singulares, pardbola asintota, puntos
dobles.

d) z(t) = i+l y(t) = =1 puntos de inflexion.

+3 2
_ t+1 _ tt+1)
t) = t) = .
Dell) =gy v =TT
f)z(t) =tint, y(t) = lnTt’ simetria.
) z(t) = t?Int, y(t) = tIn?¢
In |¢] 1
h) z(t) = 1 y(t) =In|t + + |» puntos dobles.
Dat) =1 +m2+10),yt) =t+ 1.
2
D x(t) = 137]53, y(t) = In(1 + 2), puntos singulares, puntos dobles.

k) 2(t) = e~ —t, y(t) = t3 — 3t, puntos estacionarios.

) z(t) = t4 4 12, y(t) = e* 3 — 3 + 3¢2, puntos estacionarios.
m) z(t) =tV y(t) =t

n) z(t) = (1 + cost)cost, y(t) = (1 + cost) sen t, (cardioide).
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0) xz(t) = cos 3t, y(t) = sen 2t, puntos dobles.
p) z(t) = sen 3t, y(t) = tan 4¢, puntos dobles.
Solucion
a) Las ecuaciones paramétricas x(t) = 2t +t2, y(t) = 2t — t% estdn definidas en R\{0}.

Asi cuando t — 0, z(t) — 0, y(t) — +oo, por lo que el eje y es asintota.
23 — 1

Sit — +oo, z(t) — 400, y(t) — oo, por lo que % = 1) — 0, es decir

debemos determinar a,b,c € R tales que x(t) — (ay?(t) + by(t) +c) — 0, si t — oo.
2 152 1 _ 42 1_b_a
En efecto, 2¢+t —a(2t—t—2) —b(2t—t—2)—c =t (1—4a)+2t(1—b)—|—c—|—4az—t—2—t—4
siysélosia = %, b =1, ¢c = 0. De esta forma la curva tiene como asintota la parabola
T = iyz +y.
Si tomamos ¢ # wu tales que z(t) = z(u), y(t) = y(u), se tiene que 2t + t> =
2u+u? = 20t —u) = u? -t = —(t —u)(t +u) = t+u = —2. Ademis
2630u% —u? = 2ut? — 12 = 22 (t—u) =t —u? = —(u—t)(u+t) = 2 =1,
por lo que u y t satisface la ecuacion (z — u)(z —t) = 0, es decir 22 + 2z £ 1 = 0.
Siut =1=22+22+1=(2+1)2=0= 2= —1lie u=t=—1solucién que
no sirve.
Siut=—-1=22+22-1=0=2=-1+V2=t=-1xV2,u=-1-2
y sustituyendo z(—1+ v/2) = 1, y(—1 + v/2) = —5.

3 2
Las derivadas son 2/(t) = 2 4+ 2t, ¢/(t) = 2 + % = 2t —;i),_ L = Q(t s 1)(t?,+ t+1)
t t t

ie.2/(t) =0,sit=—1,9'(t) = 0,sit = —1, por lo que (z(—1),y(—1)) = (-1,-3)
es un punto singular.

Asi tenemos que z”(—1) = 2, y"(—1) = —6, 2(—1) = 0, y""(—1) = 24 no son coli-
neales y la tangente estd dirigida por (1, —3) en el punto de retroceso de primera especie
(—1,-3).
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1

a(t) =2t + 1%, y(t) =2t — =
t | —oo -1 0 400 - t
x +oo\ —1 / 0 /Jroo
Yy | —oo / -3 \:00—00/ +oo
Y + - +
z’ - + +
% - - +

2

b) las ecuaciones paramétricas x(t) = t2 + + y(t) =t+ L se indefinen en ¢ = 0.

t
- Sit — 0%, 2(t) — Fo0, y(t) — +oo.
—Sit — to0, z(t) — oo, y(t) — Foo.
. . y(t) t2+1 . .
— Si consideramos —= = — 0, sit — £00, con lo cual debemos determinar
z(t) 3+2
a, b, c € R tales que z(t) — ay(t)? — by(t) —c — 0 = t? + % —a(t*+2+ t%) —

bt—%—i—c:(1—a)t2—bt—2a—c+(2—b)%—t%—>OSiysélosia:1,b:0,
c=2i.e.z = y? — 2 es una pardbola asintota de la curva.

o ) P41 L
— Si consideramos & = — —,sit — 0y tenemos y — %x =1— %tz — 0,
z(t) B+2 2
sit — 0, es decir y = %x es asintota de la curva.

Las derivadas 2/(t) = 2t — 2 y'(t) =1- L son tales que Z(t) =0,sit =1,

t2’ t2
y'(t) = 0,sit? = lie. t = 1. Asf (2(1),y(1)) = (3,2) es un punto singular.
/ 2
' y (t) t — 1 t + 1 1 2 ! 4
B - = — . Ademis, 2"(t) = 2+ &,
i /() 2(t3 — 1) 202+t + 1) 3 emds, z'(t) + 3

y'(t) = 3 por lo que para determinar los puntos de inflexion debemos encontrar ¢ tal

/ /

que (2'(t),y'(t)) = A" (t),y" (t)), es decir que x_// = y_// o bien z'y"” — 2"y’ = 0. Asi
Zz Y

23 =3t+2) 20t —1)>2(t+2)

N
tenemos 'y "y = B = 3

=0=t=—-2yel
punto de inflexién es (3, —3).

De esta forma tenemos el cuadro de variacion y el grafico siguiente:



1.6. Ejercicios sobre curvas en forma paramétrica 33

R -1 0 1 +o0
T | +oo \ -1 — 0 —00\ 3 / 400
v o|—oo -2 NoofteeN\ 2 4o
y + 0 - - 0 +
z’ - - - 0 +
4 - 0 + + 1o+

c) Las ecuaciones x(t) = % + 3, y(t) = t? + t3 — 2t* — 2t estdn definidas en todo R y
son tales que z(t) = 0,sit =0, y(t) =0,sit =0, —1, :l:?.

5
—Sit — +o0, 2(t) — +o0, y(t) — Fooy como t — +o0, se tiene que y = —2x3
es asintota a la curva. — Las derivadas son 2/ (t) = 2t +3t2, /(t) = 2t +3t> — 8> — 10t*
son tales que 2'(t) = 0,sit = 0; ¢t = —%, y'(t) =0,sit =0, p = —0,436011,
8 = 0,519308, a = —0,883296 i.e. hay un punto singular en ¢ = 0, o sea el punto

/
t
(0,0). Ademas y/( ) — 1,sit — 0.
a'(t)
— Si calculamos 2" (t) = 2 + 6t, 3" (t) = 2 + 6t — 24t> — 40t3, 2”(0) = 2, y"(0) =2y
2" (t) = 6, y" (t) = 6—48t—120t2, con 2™ (0) = 6, y""(0) = 6, es decir son colineales.
De esta forma (¥ (t) = 0,y (t) = —48 — 240t i.e. 2™ (0) = 0, 4 (0) = —48, por lo

que (0,0) es un punto de retroceso de segunda especie de tangente, dirigida por (1, 1).

Asi tenemos el cuadro de variacion:

t |0 o« -2 3 0 v oo z(t) =12 + 13, y(t) =12 + 3 — 2+ — 215
3

7 N N :

A N

Y -0+ +0-0+0 - 1

! + +0- -0+ +
& — 0400 -0+ 1+ 0 —

€I

En el grifico que hay un sélo punto doble (0, 0), correspondiendo a los valores t = 0,

t=—1.

t+1 t—-1
37 2

- Sit — 0%, 2(t) = +oo, y(t) — —oc.

d) Las ecuaciones paramétricas x(t) = se indefinen en t = 0.
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—-Sit — 400, z(t) — 0T, y(t) — 0F.

Las derivadas 2/(t) = —%, y'(t) = —tt_—gz se anulan en —% y 2 respectivamente.

Lyt tt—2) . .
También, = — £00, sit — £00, es decir la curva se prolonga en (0, 0)
x'(t) 2t 43
y tiene por tangente el eje y.

— Los puntos de inflexi6n satisfacen z'y” — 2"y’ = 0. De esta forma 2z (t) = M,

45
iy — 20— 3) 2t° +3t=3) _ o ., _ —3+ya
y(t)—T t—4—O,Slt—T.
Los puntos son: w(%\/ﬁ) iy 7\1/851 y y(_?’*'z\/ﬁ) = —%. a(t) = L1 =1

(

, es decir 2’y — 2"y =

=76
+oo
N\ 0

N0 C37-9)

t | —oo f% 0

x 0 / 217 7oo+00\
o NN
Y — - +
z’ + 0 - - -

dy _ _
I 00 4+ 0+

O |k |olw | N

e) Las ecuaciones paramétricas z(t) = i+l y(t) = t(ttjll) se indefinen en 0, 1 y en
)

t(t—1)
1 respectivamente. Ademds z(t) = 0,sit = —1,y(t) =0,sit =0,t = —1.
1

Observamos que w(%) = —y(t), y(?) = x(t), por lo que la curva es simétrica respecto

alarecta y = —x y se analizard solamente el intervalo [ —1,1[\{0}.

y(t)

-Siy = 17, 2(t) — —o0, y(t) — —oo,porloqueﬁ =12 — 1,sit — 1
T

2
ie. y(t) —xz(t) = t+1)° — 4,sit — 1ylarectay = x + 4, es asintota de la curva.

G
Ademis y(t) — x(t) — 4 = (75—2571)2

asintota.

> 0,sit — 1y lacurva estd por encima de la

—Sit — 0%, x(t) — Foo, y(t) — 0, es decir el eje y es asintota, cuando = — +o0.

2 2

Las derivadas son z'(t) = —M, "t) = M, de modo que z'(t) = 0,
(t) 20_1) y'(t) 17 que z'(t)

sit=—1++v2yy/(t)=0,sit =14 +/2. Parael andlisis se conservan las raices que

esténentre —1y1,0seal —v2y+v2— 1.
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t | -1 1-v2 0 V2-1 +1 . :

o 1 /+°°|—°°/—3—2m —00 ”

V0 S 0 S\ o1\ -
Y + 0 - - - :}‘f\
e + + | + 0 - Y
& + 0 - - o+ g '
f) Las ecuaciones paramétricas x(t) = tInt, y(t) = h%—t estdn definidas para t >0y como
x(%) = —y(t), y(%) = —x(t), el grifico es simétrica respecto a la segunda bisectriz y

se analizard el grafico solamente sobre | 0,1].

-Sit— 0%, z(t) — 07, y(t) — —oo i.e. el eje z es asintota de la curva.
-Sit—17,z(t) — 0, y(t) — 0.

Las derivadas z/(t) = 1+ 1nt, y/(t) = 1_757211” ie. 2/(t)=0,sit=e"lyy/(t) =0,si
t = e. Asi tenemos el cuadro de variacion:

_ t+1 _tt+1)
t | o 1 1 =) = t(tfl)’y(t)_ t—1

sl Nt gAs

Y foo/ —e / 0 €
Y + +
—e
! — 0 +
{% c© - oo 4+ 1
"(t 1+1Int "(t
Observemosquey(): +n —>oo,sit—>0+yy()—>1,sit—>1_.

() (1+1Int)? x(t)
g) Las ecuaciones x(t) = t?Int, y(t) = tIn?t estan definidas si t > 0.

—-Sit — 0%, z(t) — 0T y se puede prolongar la curva en ¢ = 0 definidas por (0, 0)

t Int
-Sit — +o0, z(t) — 00, y(t) — 0y yt) LN 0, por lo que la curva tiene

x(t) t
rama parabdlica de direccién asintdtica x.
Las derivadas son 2/(t) = ¢(2Int + 1), /(2 + Int)Int =y se tiene que 2'(t) = 0, si
t=eY2yy(t)=0,sit=10sit=e2
y'(t)
a'(t)

Ademas

— —o0, sit — 01i.e. el eje y es tangente a la curva (0, 0).
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z(t) = t?Int, y(t) = tIn%t
t | o e 2 3 1 +00 647
3 N AN e
v o S E Naw N0 S e
y' + 0 - - 0 + 1
o' - - 0+ + TTHave
BWlo - 0 + o - 0 + =
2e e
h) Las ecuaciones x(t):;n_‘tl‘,y(t):ln|t+%‘esténdeﬁnidas sit#0,t# 1.

-Sit— 1, z(t) — 1, y(t) — In2y se puede prolongar la funcién z(¢) en t = 1.

y() _ (-1

-Sit = 0, z(t) — o0, y(t) — +oo; ademds 2@ W (In(t* + 1) —
In|t]) — 1.
-Sit = 0,y(t) —z(t) = _ttl%‘i‘ — 0T y la curva tiene como asintota la recta

y =z
- Sit — 400, z(t) — 0F ,y(t) — +oc, por lo que la curva tiene al eje y como

asintota.

Las derivadas son z/(t) = ﬂ '(t) = 21 ¢ o tiene que '(t) =0, si
oY e que y :

t=+1ya'(t) :0,si1—%—ln|t| = 0.

Estudiemos la funcién f(t) = 1 — % — In [t], para t # 0, entonces f'(t) = t% - % =

114
12

, con lo cual tenemos el siguiente cuadro de variacion para f(t):
F@)=1-1-mlt|

t —00 0 1 400

I A A \_coo ‘[\

Del gréfico concluimos que existe un tnico ¢ty <0 tal que f(t9) = Oi.e. 2’ (o) = 0. Tam-

biénsit =1, f(1) = 0, es decir 2’(1) = 0. El valor de t¢, se puede aproximar y se tiene
to = —3,591, z(to) =~ —0,278, y(to) ~ 1,353.

El cuadro de variacion para la curva es el siguiente:
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n
t

z(t) =

_ 1
ULyt =+ L)

to

N 0 Ao
voltoo N \(In2 Al 2 7 +oo

y' 0 0 .
o - 0 + + - - m2| 4
RERE!
4y + 00 — 0 + + 0 - -
dx In2
_ Inft]
z(t) P
Observemos que 2'(t) — —3, si t — 1. Ademéds en
el grafico se ve que hay un punto doble, que necesitamos
precisar. Para hacer esto, grafiquemos la funcién z(t), pues , )
0

nos va a a ser de gran ayuda. |

En efecto, del grifico de x(t) se deduce de inmediato que no existe ¢ # wu, tal que
x(t) = x(u),sit<—1yVte]|—1,0], existe u €] 0, 400 [ Gnico, tales que z(t) = x(u).

Si analizamos el grafico de y(t), observamos que hay cua-
y(t) =In|t +

1
t

tro soluciones para cada ecuacién y(t) = ¢, si ¢ > In 2.

1
Las soluciones son t, —t, 7 —%

cién u = t no sirve, pues t # wu.
_Injt|  In|—t¢

. Asi tenemos que la solu-

- Siu=—t, z(t) P =t =0, que no
es valido.
1

In |+
—Siu:%,x(t):#:t% = t = 1, que no es vilido.

11

Siu= -1 (t) = In(t) _ hl’_%’ = tln|t| = t+1=1tt-1 =
B e S T -
t

t2—2t—1=0ie.t = 14+/2, por lo que el punto doble es x(1++/2) = %ln(\/i—k 1),
y(14++v2) = :1n8.

i) Las ecuaciones z(t) = m, y(t) =t+ % se indefinen si ¢ = 0 y debemos
tener ¢ > —2, es decir la curva estd definida para | —2, 400 [ \{0}.

y(t) 241
z(t)  1+In(2+1)

—Sit — 0%, x(t) — +o0, y(t) — o0y tenemos que
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y(t) —z(t) =t —In(2+t) — —In2, cuando ¢t — i.e. y = = — In 2 es una asintota de

la curva.

-Sit — 400, z(t) — +o0, y(t) — 0.

-Sit — —2%, z(t) — —o0, y(t) — —3, es decir larecta y = —32 es una asfntota de
la curva.
. t+1)(t—2) 1
Las derivadas son z'(t) = —l + L _ ( ,y'(t) =1 — -, conlo
) 2+t t2(t +2) ) = t?
cual 2/(t) = 0,sit = —1, —2 y y'(t) = 0 <= t = +£1. De esta forma tenemos que en
t = —1, hay un punto singular. Las derivadas de orden dos y tres =" (t) = 2 _ #,
y un p g y (t) R TN
"t) = l, () = -6 4 2 ,y"(t) = _=6 y s tiene 2"(—1) = 4,
y"'(t) " (t) 1 (ZH)Qy() 2 Y (1)
y"(=1) = =6, 2" (-1) = =3, y"(—1) = —2. Asi el punto (—1,—2), es un punto de
'(t) t—2 3

retroceso de primera especie, de tangente con pendiente = — -
P P g P d) t+D)E—1) 2

— Los puntos de inflexion satisfacen x'y” — 32" = 0, es decir:

t+1)E-2) 2  (t+D(E-1)22+t)* -1 3P4 e

2(t+2) 3 12 3(t + 2)2
t*(t + 1)(t — 4) = 0. La solucién sucede en t = 4, es decir en el punto (1 +1n6, 7).
*0 = e Y0 =T
t -1 0 1 2 +00
T | —o0 / -1 \ <><Jroo\‘1—|—ln3\‘2 +21n2/( +o00 V
Y % / —2 \ <x+00\ 2 / 5 / +oo » o
Y + 0 - 0+ ;
a’ + 0 - - 0 - 0 +
& + 3 4+ + 0 - oo +
j) Las ecuaciones paramétricas x(t) = 14_172_753, y(t) = In(1+t?) estdn definidas, salvo

para 1l 4+t — 3 =0,t € R, i.e. un sélo valor o =~ 1,32471, es decir para R\ {a}.

-Sit = a®, z(t) — Foo, y(t) — In(1+ a?), o seay = In(1 + a?) es asintota de

la curva.

-Sit — %00, z(t) — 0F, y(t) — +00) i.e. el eje y es asintota de la curva.
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2
Los puntos dobles deben satisfacer y(t) = y(u) <= b = —u, por lo que T E
2
1—t+43 — #(t* —1) =0 =t = £1,pues u # t. Asit = 1, u = —1 y tenemos

el punto doble (1,1n 2).

ottt D2 -t +2)

— Las derivadas son z/(t) = LY (t) = 2t porlo que en t = 0,

(14t —1%)2 1412
es decir el punto (0, 0), es un punto singular.
6 4 3 _
20043+ 70 +1) ey 2= DEED) )y

Por otro lado, z”(t) =

(1+t—13)3 (2 +1)?
y"(0) = 2; 2"(0) = —6, y"’(0) = 0, con lo cual concluye que (0,0) es un punto de
/
t
retroceso de primera especie, con tangente dirigida por (1,1), ya que lim i /( ) =
t—0 2/ (t)
2
z(t) = 1+i—t3 Ly(t) = In(1 +£2)
t —00 -1 0 « +o00
voltoo N\ 2 N\ 0 n(1+ae?)” too
y B - 0 + +
2! + 0 - o + | +
%3 - o0 4+ 1 4+ +
. 1

k) Las ecuaciones paramétricas z(t) = e!~1 — ¢, y(t) = ¢3 — 3t estén definidas en todo RR.
-Sit — +o0, z(t) — +o0, y(t) — +o0.
Las derivadas son 2/(t) = e/~! — 1, ¢/(t) = 3t — 3 y se tiene 2/(t) = 0, si t = 1,
y'(t) = 0,si t = +1, lo que indica la existencia de un punto singular en t = 1. Asi,
2"(t) = ety (t) = 6t,2"(1) = 1,y"(1) = 6; 2" (¢t) = e,y (t) = 6,2""(1) = 1,
y"' (1) = 6, lo permite verificar la colinealidad de (2" (1), y"(1)) y de (z”'(1), ¥ (1)).
De esta forma (") (1) = 1, y(®) (1) = 0 y el punto (0, —2), es un punto de retroceso de

segunda especie, con tangente en la direccién (1, 6).
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z(t) = et~ —t,y(t) =13 -3t
t — 1 +oo

—o0 1
w400 \(1-e2N\, 0 / +o
y —oo/ D) \—2 /+oo
+

Y 0o - 0 +
x’ — - 0 +
dy _

dr 0o + 6 +

) Las ecuaciones paramétricas x(t) = t* + 12, y(t) = e’ 73" estan definidas para todo R.

- Sit — o0, y(t) — +o0, x(t) — +o00.

Las derivadas 2/ (t) = 413 +2t, i/ (t) = "3t 3¢(t +2), con lo cual se tiene que #'(t) =
0,sit=0;9(t) =0, sit =0, —2. Asi tenemos para ¢ = 0 un punto singular en (0, 1);
las derivadas ' (t) = 126242, y/(t) = 3(3t4 + 1263 + 1262 + 2t 4 2)e” T3 —6(¢t + 1),
2"(0) = 2, y"(0) = 0; 2 (t) = 24t, " (t) = 3(9t5 + 541> + 108t* + 90t> + 54¢2 +
36t 4 2)el" T3 — 6, 2(0) = 0, y"”(0) = 0,2 (t) = 24, y(®)(0) = 108. El punto
(0,1) es el punto de r?Er())ceso de segunda especie, con tangente de pendiente 0, es decir
Yy (T

0,1). Ademas,
por (0,1). Ademas (0

— 0,81t — 0.

@\
+
o
|
olo|lo|r|o]o

dy _
5 0o+

m) Las ecuaciones z(t) =
- Sit — 400, 2(t

-Sit — 0", z(t
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el/€ ~ 1,4466, e~1/¢ ~ 0,6922.

t ] o : e +00
P IR R SN
Y 1 \671/e / e “+oo
Y’ - 0 + +
z! + + 0 -
j—;’{ 0 0 + oo -

n) Las ecuaciones paramétricas z(t) = (1 + cost) cost, y(t) = (1 + cost)sent tienen
periodo 27r. Como z(t) = x(—t), y(t) = —y(—t), la curva es simétrica respecto al eje

x 'y consideramos el intervalo [0, 7 | para el estudio.

Las derivadas 2/(t) = —sent(2cost+1),y/(t) = (cost+1)(2cost — 1), son tales que
' (t) =0,sit =0, %’r, m;y'(t) = 0,sit =%, m,puest € [0,7].

Asi tenemos un punto singular en (0, 0), para t = 7, es decir un punto de retroceso de pri-
mera especie, de tangente dirigida por (—1,0). En efecto, 2 (t) = — (4 cos? t+cos t—2),
y"(t) = —sent(1l + 4cost), con 2" (7) = —1,y"(7) = 0; 2" (t) = sent(8cost + 1),
y"(t) = —8cos?t — cost + 4, y"(r) = 0, y"(m) = —3 y la tangente es de pendiente
dirigida por (2" (7),y" (7)) = (—1,0).

2(t) = (1 + cos t) cost, y(t) = (1 + cost) sent
i V3L

27
3

=
'S

o | © o |Oo | O
|
=
AN

8
[V}

N
(e}
L+ N
O%I{IJUM ]
wlw
w

e
ol

/
N

Y
z’ 0 — 0
4y oo — 0 + o>
dz

o) Las ecuaciones x(t) = cos 3t, y(t) = sen 2t tienen periodo 2. Como x(t) es par 'y y(¢)
es impar, la curva es simétrica respecto al eje z. Ademds, Vt € [0, 7 |, z(m —t) = —z(t),
y(m —t) = —y(t) y la curva es simétrica respecto al eje y. El estudio se hard en el

intervalo [0, 7 .

Las derivadas 2/(t) = —3sen 3t, y/(t) = 2cos 2t son tales que z/(t) = 0,sit =0, L y
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y'(t)=0,sit =%, yaquete[0,F]
Para determinar los puntos dobles, se debe resolver es sistema z(t) = z(u), y(t) =
yu) <= (u=t méd (F)ou=—-t méd (Z))y(v=t médrov=7%—t¢
méd 7), considerando u, t € | —7, 7 |.

Para la restriccién que estudiamos debemos tener que t,u G [0 % | i.e. tenemos dos pun-
—t= Vs

tos que se determinan resolviendo —5 — ¢ = t4 2 Y- T+t =1t=—13,
obient = {5, pues t € [0, T ]. Tamblen setienet =0y t = &- El cuadro de variacién
es el siguiente:
i 0 4 3 2 x(t) = cos 3t, y(t) = sen 2t
z 1 \ @ \ -1 / 0 )
1
) 0 / 1 \ @ \ 0 S
Y + 0 - - 0 1 Wf\
i 1, -1 1
z! 0o - - 0 + —1 5
Wl — 0 + o - 0 2
dx

-1

p) Las ecuaciones paramétricas x(t) = sen 3t, y(t) = tan4¢, tienen periodo 27 y como

ambas son impares hay simetria respecto al origen. Ademas, Vt€ [0, 7], (7 —t) = z(t),
y(m —t) = —y(t), siempre que exista y(t), lo que indica la simetria respecto al eje y.

3

Siz — +Z,2(t) — sen 3T ~ 0,923879, y(t) — +oo i.e. = sen 3T es asintotica

de la curva. Similarmente, x = — sen % ~ —0,382683, es asintota de la curva.

Las derivadas son a’(t) = 3cos 3t, y/(t) = 4(1 + tan®4t) i.e. 2/(t) = 0,sit = %, 3.
Para determinar los puntos dobles, debemos tener para z(t), ¢ = u mdd (%’T) 0
t=%—u méd (%”)yparay() t=u mdd (§)ot=7F—u mod 7).

Si nos restringimos al primer cuadrante x > 0, y > 0, se tienen tres puntos. Esto se hace
por razones de simetria del gréafico, pues simplifica el andlisis.

Asi tenemos que u = —t—i—%’rk == —t+k2§+k’§ == k%—i—k’%,conkez,
K eZ.

Las soluciones se tienen para k = 1, k' = =2, t = &5 k=2, k' = =3,t = ;Z, k=2,
E=11t= 1291 , es decir son los valores para los cuales = > 0, y > 0.

Dada la simetria con respecto al origen y respecto al eje y, se tiene:
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z(t) = sen3t, y(t) = tan 4t

3T

8
\—sen%\ —1
_Oo/ 0

J’_

8
()
)
=]
oo‘gf

N
8
;

.
5

N
8

y' + + +

z’ 0 + + 0 - - 0
a4y [e's} + [ee} + [ee} — —

dx:

4. Reconocer las curvas parametrizadas siguientes:

a) x(t) = sent + 2cost, y(t) = cost + 2sent

=acos't,y(t) = bsen*t,a,b >0

(t)
x(t)=t+Vt2—=3t+2,y(t)=t—Vt> -3t +2
d) z(t) = 1—2t — ¢ (t):2—3t—t2

(t)

a—t Y R
_ 20+ 2%47 _tr4+t+1
e) x(t) = ==L y(t) = 5——1—=.
) 2+t +2 v(t) t2+t+4
Solucién x(t) = sent + 2cost, y(t) = cost + 2sent
a) Observemos que —z + 2y = 3sent, 2z —y = 3

3cost = (2y —x)? + (2x —y)? = 9, por lo que tene-

mos una elipse de ecuacién 522 — 8y + 5% — 9 = 0,

1z +y\? | (z—y\? _
que se puede escribir (— > + (—> =1
32 NG

3
V5

b) Como z(t) > 0, y(t) > 0, se tiene cos?>t + sen’t = 1 =
g—F\/g,conazzO,yzO.Asftenemosquef—ky—i— 2(t) = acos’ t,
a b ) 2a b y(t) = bsen’t,
Ty Ty T Y9 T Y 2z p} a>b>0
Py e A (A AR (R
ab aa ( a a)2 +a2+b2 a
4 Ty x Ty Yy T oy
2-+2—->— 5 —2—--+ 75 —2(=+7)+1=0,es
b ab a? b b2 (a b) a
decir

(% - %)2 - 2(% + %) +1=0,siz >0,y > 0, con lo cual tenemos el arco de la

parébola situado entre (a,0) y (0,b).
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¢) Tenemos que zy = 3t — 2, 2 + y = 2t = 22y —

3 4=0,conz—y=VtZ2—-3t+2 > 0,
(@ +y) + vy te= z(t) =t +Vt2 — 3t +2,

es decir que la curva formada por dos pedazos de la y(t) =t — V2 =B+ 2
hipérbola con = — 3 > 0, pues t? — 3t +2 > 0O i.e. : P
te]—o0,1]U[2,400]. s b7
d) Tenemos que y = 1—1 +11__t2t — gy x, don- T 2\*)&
de z varfa en un subconjunto de R, dado por z(t) = i §
%ﬁ;ta cont € R. i 5

_1-2 -2 _ 2421 _ (t+1)? -2
1-—t t—1 t—1 '
-Sit — 1%, 2(t) — Fooysit — 4oo, 2(t) — Foo. La derivada z'(t) =

2
ﬁ fe.2/(t) =0,sit =142 Ademds 2(t) =0 <=t = —1 + /2.

Debemos graficar z(t)

t |—o0  —1-v2 1-vV2 —14+V2 1 14+v2 +o0
+ 0 - 0 +

T _ —
—0 /10 SaavaNg 0 NN v

1—2t—1t2
I(t):ﬁ

' y=1+4+2z /
4+2\/§—--'-v ;

[N
N

\
.
w
:
VN
s
‘
\:
.
.

|
)
—
-
)

4-2v2 442v2

Asf tenemos que la ecuacién y = 1 + x, para z € ]| —00,4 — 2¢/2] U[4 + 2Vv/2, + o0 .
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e) En este caso x = 2+%,y =1-
t“+t+2

%zt2+t+2:L:—_3:
Fritd 2) 1 v y-1 202 426+ 7 24+t41
-2 = _y__‘i = $§2 :>y:72533_—$1' m(t):m,y(t):m
Ademads al analizar la variacién de z, se tiene que 1
t2+t+2= " i 5 i.e. t? 4+t + 2 alcanza el minimo
ent = —% y cuando t — +oo, z — 27, es decir % .
2<x§§. | > 2;6

5. Determinar las rectas que son a la vez normales y tangentes a la curva x = 3t2, y = 23

Solucion La ecuacion de la tangente estd dada por y = tz+b,

oseaenx = 3t2, y = 2t3 se tiene que b = —13, es decir v =3ty = 2°
—tx +t3=0.

y 4\/5 ...........

Similarmente la normal es y = —%:E +b=b=2u>+ 3u,

con lo cual se tiene que uy + = — (2u* + 3u?) = 0. Las

. ) o1 3u? + 2ut
rectas coinciden si y sélo si n = —u = %, u # 0,

t#0=t2=3u? +2u' = L = 205 + 3u' —1=0.
u

Definamos z = w2, entonces 223 4+ 322 — 1 = 0 tiene solucién z = —1, es decir que

2234322 —1=(2+1)(222+32—1) = (2 +1)%(22 — 1) = 0y s6lo sirve la solucién

z:%:u%esdeciru:j:%yt:i\/i.

Las rectas son y = v/22+2v/2,y = —/22—2+/2y pasan por los puntos (6, 41/2), (%, —g)
la primera y (6, —4v/'2), (3, @) la segunda.

6. Trazar la curva x(t) = tcost — sent, y(t) = 2cost y verificar que las tangentes de los

puntos singulares pasan todos por el origen.

Solucién La funcién x(t) es impar y y(t) es par, por lo que hay simetria respecto al

eje y y es suficiente analizar el gréfico en [0, +o00 [. Ademads, no existe lfI:ll:l x(t), ni
T—> 00

lim y(t), por lo que no tenemos asintotas.
r—F00

Las derivadas 2/(t) = —tsent, y/'(t) = —2sent y tenemos que z'(t) = 0 = y/(¢) si
: '(t 2 .
y s6lo si t = km, k € Z. La tangente en estos puntos es 1im Q) =—,sik#0y
t—km l‘/(t) k
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. Determinar el valor de a € R, para que la curva z(t) = 2t + -, y(t) = t* +

Capitulo 1. Ecuacién paramétrica y ecuacion polar de una curva en el plano

/
t
m Y0 _
t—0F ' (t)
Asi tenemos que los puntos singulares suceden cuando t = km, k € Z.

Las derivadas de orden dos y tres son: x”/(t) = —sent — tcost, y”(t) = —2cost,
2" (t) = —2cost + tsent, y”(t) = 2sent y evaluados en los puntos z”(km) =
—km(=1), y"(kr) = —2(—=1)%, y""(km) = 0. Se concluye de los puntos son de re-

troceso de primera especie.

t 0 T 2m 3r - (2k—1)w 2k (2k+1)m
el o N\ -m S 2m N\ -Bm—(2k—1)5" 2kr N2k + D
vl2 N\ -2 S 2 N\ -2 -2 2\ —2
vy |0 - 0 4+ 0 - 0~ 0 4+ 0 — 0
10 - 0 4+ 0 - 0 0 + 0 — 0
fle + 2+ 3 v ot & tomw

x(t) = tcost —sent, y(t) = 2cost

-2 -2

La ecuacién de la tangente en los puntos singulares satisface y = 2 5 + by pasa por el

km

punto (km(—1)*,2(—1)), lo que implica que b = 0, es decir que pasa por el origen con

ecuacion y = k%a:
0

2a°
t

1
23 , tenga

al menos un punto doble.

Solucién Se tiene que si existe un punto doble, existen ¢, u € R, ¢ # wu, tales que
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3 3
2t+l3:2u+%,t2—|—2i:u2—|—&.Sideﬁnimoss:t+u,p:tuseobtiene
t U t u
3 3 _ 2 2
2t —u) = L= kD] U +3”t+”):>2p3:t2+2ut+u2—ut:
(tu) (tu)

(t+u)? —ut = s? —p = 2p>+p =52 Ademds, t? —vu? = (t + u)(t —u) =
2a3L=U — sp = 2a’.

ut
3
De esta forma 2p® + p = (2%)2 — 2p° +p3 —4a® = 0,5 = T.La condicién
u#t= (u—1t)?2>0= u+2ut+t>>4ut = (u+1t)? =5s>>4p =

6
4L2>4p:>pg<a6:>p<a2.
p

2a3

La ecuacién de grado 5, f(p) = 2p° + p* — 4a° debe anularse antes de p = a2, para que
la ecuacion f(p) = 0 tenga solucion.

Al analizar f(p) = 2p° + p* — 4a® se tiene que f'(p) = 10p* + 3p? > 0, Vp # 0.
Asf la funcién es estrictamente creciente en R, por lo que debemos tener que Vp < a?,
f(p) < f(a®) = a5(2a* — 3), es decir para que exista solucién f(a?)>0 = |a|> (%)%

8. Determinar el lugar de los puntos singulares de la curva parametrizada x(t) = cos?t +
Asent, y(t) = sen®t + Acost, A € R.

Solucién Los puntos singulares satisfacen 2/(t) = —3 cos® tsent+Acost = 0, y/(t) =
3sen?tcost — Asent = 0 = (3sentcost — \)sent = 0, (3sentcost — ) cost =

0 = 3sentcost = A\, yaquesenty cost nunca valen 0 simultineamente.
Asi, sustituyendo A se tienen las ecuaciones paramétricas de la curva que describe los
puntos singulares, es decir:

x(t) = cos®t + 3sen?tcost = cost(1 + 2sen®t) = 2cost(1 — cos 2t),

y(t) =sen®t + 3sentcos?t = sent(1 + 2cos?t) = 2sent(1 + cos 2t).

9. Determinar los puntos de retroceso de las curvas parametrizadas z(t) = 2t + t%’ y(t) =
t2 + 276, cuando a, b € R.

Solucion Para determinar los puntos de retroceso, debemos anular las derivadas, es de-
. . 1
cir 2/ (t) :2—27%3 =0,7(t) :2t—2t%1.e.t3 =a=b=1t=a3.

so (P — Ba ey da m A _ M4 — a
Ademads, 2’ (t) = prall (t) =2+ Rk (_2415_5) = y"(t) = —12t—4, por lo que
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1 1 1 1 )
evaluados en ¢ = a3 tenemos los vectores 6(a™ 3,1), —12a” 3(2a” 3, 1) que son lineal-
mente independientes, si a = b # 0. Asi, los puntos de retroceso son de primera especie.
Las ecuaciones de los puntos de retroceso satisfacen:

1 1 2 2 1
_ a  _ _ a _ y _ _1 _ 1,2
T = 2a3 + 2—3a3,y—a3+2 1—3a3:> =a3 = gz,08eay = 3x°.

x
a3 a3
1.7. Curvas en coordenadas polares

a) Construir la grafica de las siguientes curvas en coordenadas polares:

b)p= _a
a) p = asen 26 sen(30)
a d) p = a(1 + cos 0) (cardiode)

Op=—" 5,
1—2cos*6 f)p= QM (estrofoide)
cos 6

e)p= am (cisoide)
cos 6 h) p = af (espiral de Arquimedes)
g) p = aV/cos 20 (lemniscata) j) p = ae™? (espiral logaritmica).

i) p = a/0 (espiral hiperbdlica)

Solucion

a) Es claro que p = asen 26 tiene periodo 7, lo que demuestra que la curva es
simétrica respecto a 0. Ademds, p(—6) = —p(0) y la curva es simétrica respecto al
eje ¥, y se puede tomar por intervalo de estudio [0, 5 |. Por otro lado, p(§ — 0) =
asen(m — 20) = asen26 = p(f) y la curva es simétrica respecto a la primera

bisectriz, lo que permite reducir el intervalo de estudio a [0, 7 |.

El sentido de variacién de p es claro y no es necesario calcular p’. La curva tiene la

forma de rosa de cuatro pétalos.

p(0) = asen26

o
S ISE
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b) El perfodo de p = a/sen(16) es 4; ademds, p(6 +2m) = —p(6) y es simétrica
respecto a 0. Como p(—0) = —p(#), la curva es simétrica respecto al eje y, lo
que implica que es simétrica respecto al eje x. Finalmente es necesario variar 6 en
[0,7].

asenf

—Cuando § — 0, p —> oo, porloque y = psenf = 1
sen(50)

= 2acos(30) —
2a y la curva tiene por asintota horizontal y = 2a.

El sentido de variacién de p es claro y tomando en cuenta las dos simetrias tenemos

el grafico siguiente:

p(6) = a/ sen(}0)

0 0 T

P +oo\ a

c) Lacurva p = a =

a
1—2cos?f  cos20’
pecto al origen 0. Ademds p es funcién par de 0 y p(5 — 0) = p(0), lo que indica

es de periodo 7 la curva es simétrica res-

simetria respecto al eje x, respecto a la primera bisectriz y respecto al eje y. Se

estudiard la curva solamente en [0, 7 [, pues el valor 6 = 7 se excluye, pues p si se

indefine.
Para el estudio de ramas infinitas consideremos y = psen(f — §) = p@(sen 0 —
cos @) y como cos 20 = cosZf — sen? 6, se tiene Y = p\/i# a

~ = H ,
. 2 cosf +send 2
sif — 7.

p=a/(l—2cos?0)

d) La curva p = a(1 + cos 0) tiene periodo 27 y como es par es simétrica respecto al
eje x.
El estudio se hard en [0, 7 ]. La derivada p’ = —asen6, se anula en 7y p’ =

—acos f, 1o que indica que el origen es un punto de retroceso de primera especie.
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p=a(l+ cosb)

pPl2a N\ 0

2
e) Cisoide La curva p = a3en”0

o tiene periodo 27, es simétrica respecto al eje x,
pues p(0) = p(—0) y como p(m + 0) = —p(#), se obtiene toda la curva en [0, 7 |.

El estudio se hard en [0, 5 .

Si consideramos X = pcosf = asen? — a, cuando 6 — 5y la curva tiene

por asintota la recta x = a.

2 3

. 1(py _ . sen-t w0 gy osen’(t)

La derivada p'(0) = a o7 Seanulaen0€ [0,5[.p"(0) = 70052(75) + 2asen(t)
T — 3asen®t sen? ¢ —

seanulaen 0 € [0, 5 [, p"'(0) = 2acost + cost +2acos3t y como p =3, la

curva tiene en el polo un punto de retroceso de primera especie.
2 2

sen< 6

= ag==
P , cos@

0 ™

0 2
plo S oo

\
[l
i

-2
. s cos 20 0 1 P
f) Estrofoide La curva de la ecuacién p = a~ o ¢ de periodo 2, par (simétrica
con respecto al eje ) y como p(m+6) = —p(#) se obtiene toda la curva con [0, 7 |,

por lo que el intervalo de estudio serd [0, 5 [ ya que p — —o0,sif) — 5.

La funcién p(0) =0 =20 =Fy 0 =7 €[0, 5.

Sif — 5, X = pcos = acos20 — —a, por lo que X = —a es asintota de la
curva. — qC0820
cos 0

)
o
o |ai
S
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En el origen tiene un punto doble que debemos verificar. En efecto p(f) = 0 <
6==+2.
4
g) Lemniscata de Bernoulli La lemniscata es el lugar geométrico de los puntos
cuyo producto de las distancias a dos puntos fijos F'y F” es igual al cuadrado de la

semi—distancia de estos puntos.

Consideramos como el eje de las coordenadas la recta que une F'y F” y la media-
triz del segmento [ F, F']. Los puntos F'y F” estén colocados en (¢, 0), (—¢,0). La
condicién dada se escribe | M F||-|| M F'|| = 2, es decir ((z —¢)? +32)((x+¢)? +
y?) = c* y en coordenadas polares (p? + ¢ — 2cpcosd)(p? + ¢ + 2cpcosf) =
= (p? + ) —4c?p?cos? 0 = ¢t = p? = 2c? cos 26.

Si escribimos a = v/2¢, se obtiene toda la curva escribiendo p= am, siem-
pre que cos 20 > 0. Ademds, como p(0) = p(—0) y p(m+0) = p(0), los ejes coor-
denados son ejes de simetrfa y se tomard por intervalo [0, 7 |, ya que el periodo de

la curva es 7.

p = avcos 260

S
(=
[l FNE]

La curva tiene un punto doble en el origen, pues p(f) = 0 <= cos20 = 0 <=

6 = £7 y las tangentes en el origen son ortogonales.

h) Espiral de Arquimedes La curva p = a6 no tiene periodo, es simétrica respecto
al eje y, pues p(f) = —p(0) y se analizard el intervalo [0, 400 [ y la curva tiene

t t O el eje x.
por tangente en 0 el eje p(6) = ab

SN
AR Ve S O e
O

i) Espiral hiperbolica La curva p = a/6 es simétrica respecto al eje y, no es

periddica y se analizara el intervalo ] 0, +oo0 |.
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—Si6# — Fo00, p — 0y el origen es un punto asintota de la curva.

—Si9—>Oi,p—>j:ooycom0y:psen9:a% — a,larectay = aes

una asintota.

0 0 +oo

pol+oe N\ 0

j) Espiral logaritmica La curva p = ae™?, a > 0, m > 0 no tiene simetrias ni es

periddica. El origen es un punto asintota. p(6) =

[VE}
3

0 —00 +o0o

P 0 / +oo

iy
—ae 2™

b) Construir el grafico de las siguientes funciones en coordenadas polares:

a)p=acos®+b,a>0,b>0 b)p:&
c) p =sen3f d)p= 72;:%9_ I
Solucién

a) Es claro que si a = b, tenemos un cardioide (ver ejercicio 9ad). Analicemos los
casos a > b, b > a. El periodo de p = acos @ + b es 27 y es simétrica respecto al

eje =. El estudio se hard en [0, 7 ].

Si b > a, la ecuacion p(f) = 0 no tiene solucién y no pasa por el origen.

Qo

Si a > b, la ecuacion p(f) = 0 tiene solucidn, es decir § = arc cos ( — ) anula el

radio y se tiene un punto doble en el origen, pues p(6y) = p(—6) = 0.
p(0) =acosf+b,a>0,b>0

(a>b)
6 0 6o

s
polatb NG 0 N\ b-a
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(a<d)

s

53

p(0) =acos@ +b,a<bd

0
P la+d \ b—a

0
0—1
p=1<=0=0.

b) Lacurva p =

no tiene simetrias, ni periodo y se indefine en § = 1. Ademas,

—-Sif — +oo, p — 1, por lo que se tiene el circulo de centro (0,0) y de radio 1,
como asintota de la curva. Asi, cuando  — —oo, p — 17 y tiene al circulo de

radio 1, en el interior |p| < 1.

Cuando # — +o0o, p —> 17 y tiende al radio 1 exteriormente.

-Sif — 14, |p| — ooy se tiene dos ramas infinitas.

SeaY = psen(d — 1), entonces Y = 986119(9_7_11) — 1,
si @ — 1y la curva tiene por asintota la recta y = 1, en p(6) = 20—

el sistema {u,u; }, es decir en la base u = (cos 1,sen 1),

u; = (—senl,cosl).

Los puntos dobles satisfacen p(6) = p(6 + 2nr), que no
tiene solucién o p(6 + 7 + 2um) = —p(f) que tiene solu-
ciones § = ' = (—(m+2nm —1) £ /(7 + 2n7)2 + 1),

n € 2.
0 | —o0 0 1 400
PN 0 \foo|+oo\ 1
¢) La curva p = sen 36 tiene periodo %’T y como p(0 + §) = —p(0), es simétrica

respecto a la recta que pasa por el origen, con dngulo & con el eje z. También hay

simetria respecto al eje y, pues p(—60) = —p(6), por lo que se analizard la curva en

[0, % ]. Sobre este intervalo, se consideraran las simetrfas para completar la curva,

una rosa de 3 pétalos.
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p = sen 30
™
76
0 5 :
2 A a >
d) La curva p = % tiene periodo 27 y se indefine para cosf = %, es decir
— _m 5m
- T3

C)

Como p(—0) = —p(h), hay simetria respecto al eje y, por lo que

se analizard el intervalo [0, 7 | \{%}.

_ sen 6
. 2 — 0 . p(e)_QCOSG—l
La derivada p(0) = % > 0y p siempre crece.
(2cosf — 1) AN
Si consideramos u = (cos §,sen §), u; = (— Seen e gos %T ) co- “‘\\“‘u/
mo sistema, entonces Y = psen(f — %) senfsen(6 —5) _ X
2(cos ) —cos §) >
senf 2sen (0 — Z)cos 5(0 — Z) _Senﬁcos%(ﬁ—g) 3
dseni(0+ I)sen(0—1I) 2sen $(0 + I) \‘\‘
—3.si0 — Z,esdecir Y = —1 en el sistema {u,u;} es una N
asintota de la curva.
6 0 T 5 ™
o + + 2+
Pl o Sl -1 o
Construir las curvas siguientes definidas en coordenadas polares.
1—cosf cosf
WP 2+ cos2 0 ) p = tan e 1 —cost
2
1—2cos# sen 0 2cos” 0
d e EEEEEE— = - -
)p sen 6 € p 14 cos 6 cos 260 2cosf —senf
_ 2cosf+1 h) o — senf _ 1
& 2senf +1 )P tan 20 € p cos f — cos 20
: tan @ sen 20 1
— tantb K) p= _Senzo -1
ne cos 26 )P 2cosf —1 e p 4 4 cos 30
m) p = tan(36) n) p = tan(36) — 1 0) p = tan(20)
p) p =1+ tan(30) Qp= 2

02 -1
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Solucion

1 —coséf

2 + cos? 0
andlisis se hard en [0, 7 ]. Ademds p = 0,si 6 = 0.

sen (2 + 2cos @ — cos? 6)
(2 + cos? 0)?
cular al radio en § = arccos(1 — v/3) ~ 2,39212 y p(0) = % ~ 0,683012.

a) Lacurva p = es de periodo 2, par (simétrica respecto al eje x) y el

Por otro lado p’ =

, por lo que la tangente es perpendi-

En efecto p/ = 0,si 0 = 0, m 0 cosf = 1 =& V3 y se elimina la solucién
1 + v/3 > 1. Ademis, tenemos que § = 0y el polo es un punto singular de la
curva con p”(0) = %, por lo que la curva tiene un punto de retroceso de primera

especie, en el origen y el eje x es tangente.

p(e) — 1 —cosf

2+ cos2f |-1L
0 0 arccos(1—+3) T +eos 2
2
/ — —=
+ 0 3 /.
3+1 2 f .
o AN 3 ;

b) La curva p = tan @ tiene periodo 7, es impar, (simetria respecto al eje y), p(6 +
7) = p(0) hay simetria respecto al origen y se hard el andlisis en [0, 7 [.
Cuando # — 57, Y = p(f)sen(d — 5) = —senf — —17, por lo que tiene
por asintota la recta Y = —1, en el sistema u = (cos 5,sen ) = (0,1), w =
(—sen §,cos §) = (—1,0).
La derivada p' = 1 4 tan?# > 0y siempre crece, por lo que tenemos el cuadro de

variacion siguiente:
p = tanf

S
o
(ME]
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Observemos que hay un punto doble en el origen y pcos§ = sen = ppcosf =

psen ) = \/x2 + y?x = y, es decir 2%(2? + y?) — 3% = 0.

¢) La curva p = 080 _

tiene periodo 27, es par (simetria del eje ) y como se
indefine en 6 = 0, se estudiard la curvaen |0, 7 |.

cos 02 sen %0 CoS %9 ~ cosfcos %0

—Cuando§ — 07,Y = psenf = Bl = - — 4-00.
2sen” 50 sen 56
La derivada p'(0) = —%2 < 0en]0,7]y seanulaen 7. Por otro lado,
(—1+cosb)
_ 2 )
p(f) = —<os 0 + sen g + 1’ o) = %’ o () = 0, p(w) () = % y tenemos
(cosf —1)
un punto ordinario de pendiente infinita. o= %
— COSs
0 0 3 ™

/

~~—

El polo es un punto doble, pues p(5) = p(—75) = 0.

d) Lacurva p = 7”1;35;089 es de periodo 27, impar y estd definida si 1—2 cos 6 >
0. La férmula estd definida en ] 0,7 [N] Z, 2% [ = [Z, 7 [ y por simetria del eje y,

se completa el grafico.

Sif — 77, Y =psen(f —7) = —v/1 — 2cos§ — —+/3, es decir admite como
asintota la recta y = —+/3, en el sistema 1 = (—1,0), u; = (0, —1).

1 —cosf + cos? 6

ba derivada = e s 6

>0, en [§,7 [y tenemos el cuadro de

variacion: VI _—9%cos0
sen 6
0 % T | - @ ________
o + N
plo S +oo

sen f

1 4 cos @ cos 20
por lo que el estudio se restringe a [0, 7], salvo los puntos que anulan el de-

e) La curva p = es de periodo 27, impar (simetria con el eje y),
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nominador, es decir cosflcos20 = —1 = (2cos?6 — 1)cosf = —1 =
2c0s2 60 —cosf +1 = (cosf +1)(2cos? —2cosf +1) =0 =>cosf = —1,0
sea 6 = . Finalmente el intervalo de estudio serd [0, 7 [.
B sen2 6 . 4sen? 10 cos® 16
1+ cos 6 cos 260 (14 cosf)(2cos?f —2cos + 1)

Cuando @ — 7—,Y = psen(f—m) =

—4 sen? %9 cos? %9

2 2 .
— £, por lo que larecta Y = —£ es asintota
2 cos® 26(2cos? § — 2cos 6 + 1) 5P a g
de la curva en el sistema ortogonal u = (—1,0) w; = (0, —1).
2sen =6 cos 10
Ademds, cuando § — 77, p = SCN g¥ €08 3 — 400

2 cos? 260(2cos® § — 2cos 6 + 1)

Es claro que V60 € ] 0,7 [, p > 0, por lo que tenemos el cuadro«de ovariacion:
P + cos 6 cos 20

6o & 5 F o«
pl o ¥ 1 ¥ 4
2 2
ie}
En el grafico aparecen tres puntos dobles los cuales verifican:
sen(f + ) —senf —senf

0 = — = =
plo+7) pl0) = 1+ cos(f +m)cos(20 +2m) 1 —cosfcos20 1+ cosfcos26’

. 3
) # 0 <= cosfcos20 = 0, es decir 0 = 7, 5, °F.

__ 2cos*f
fLacurvap = 2cosf — sen 6

ne la curva entera variando 6 en [0, 7 ], salvo eventualmente el valor 6, que anula

es de periodo 27 y como p(m+6) = —p(#), se obtie-

el denominador i.e. fy = arctan 2. El estudio de la curva se hard en [0, 7| \{6o}.

Cuando 0 — 6y, Y = psen(0—6y) = % sen(60—6y) = Seng;%(senﬁcos Oo—

cosbfy cosf

— 2 30, — 2 _ 25 -
senfycosf) = —2cos®fcosby — —2cos” Oy = TR T s decir la
curva tiene por asintota la recta Y = —% en el sistema u = (cos 0y, sen by) =
%(1,2), u; = (—senfp,cosbp) = %(—2, 1).

cos 0(3 — cos 20 — 2sen 20)
(2cos @ — sen )2

La derivada p’ = ,por loque p’ en] 0,7 [\{6o} tiene
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el signo de cos 6.

Por otro lado p' = 0,si6 = Z, p"(§) = —4, p”"(§) = 24 y tenemos que el polo es

un punto de retroceso de primera especie. Ademads, cuando 6 = 9@isog29—> Foo.

2cosf — senf

0 0 o

+

IV

o | o |ua

g)Lacurva p = % tiene periodo 27 y no tiene simetrias. Se considerara el
sen
intervalo [ —, 7 | para graficar la curva, salvo los puntos que anulan el denomina-

dor, es decir cuando sen § = —% ie. 6 = —%, —%”.

_ _ 2cosf +1 .
—Cuando 0 — —%,Y = psen(0 + §) = 2een6 +sen %) sen(f + §) =

1 s 1 s 1 s
(2cosf +1)2sen 21(9+ ?r)cosz(e—i— ) cos (-7 = (2cos9+11)cos 2759—# &)
2sen (0 + §) 2cos 5(0 + %)
2\/754‘1 — V341
233 v
2

w= (9 g)w = (3.9

—

y larecta = V311 o agintota de la curva en el sistema

V3

— Cuando § — —%“, Y = psen(f + %’T) — \/_\3/%1 en el sistema v = (—@, -1,
V1] = (%7 _g)
La funcién p = 0 <= cosf = —% i.e. 0 = =% y tenemos un punto doble en el
polo.
La derivada p'(6) = —2(2+cosf + s2en ) <0,en[—m ] \{-F, -2}
(2senf +1) b 2003041
p(0) = 2senf + 1
2 s s 5 4 . .
I - - - - - i
Pl =1 N[N 0 N[N 0 N\ -1
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Los puntos dobles que faltan se determinan por la solucién a la ecuacién p(6 —
2cos(f+m)+1  —2cosf+1

7) = —p(0),con § € [—m,0]. Asi tenemos:

2sen(f) +1 T “2senf+1
2 0+1
_M<:>sen9€os€:—1<:>sen29=—l<:>9:_ll_7r’_%r‘
2senf + 1 4 2 =

h) La curva p = ts;ﬂ

tiene periodo 27, es par (simetria respecto al eje x) de modo
que p(6 + ™) = —p(0), lo que permite considerar toda la curva en [0, 7]. Asi se
considerard el intervalo [0, |, eliminando los puntos que anulan el denominador

ie.tan20 = 0 = sen 20 = 0, es decir § = 0, 5y cos 20 = 0, es decir 6 = T

Sin embargo, cuando 0 — 7, p = % cos 260 — 0y el limite existe, pudiéndo-
se redefinir la curva en 7 como 0. Observemos que el polo es un punto doble (por
0 0 1
la simetria). Ademas %ii)r% ;(?2 7= SS;;IQ 7 cos 29] =3
: - _ m\ _ _ sen@ _ 1 1
Sif — §7,Y = psen(f — §) = —mws%cos@ = —5c0820 — 5 yla

curva tiene como asfntota la recta Y = 3, en el sistema u = (0,1), u; = (—1,0).
2sen f(cos? 0 — 1)(2cos? 0 + 1)

La derivada p' = 2send (cos? 0 cos20—1) =

<
0 J0.7 \{ﬂs}?nQQ sen? 26
, €n yg | oL
_ 0
5 PO = fan20
0 | o T 3 BN
p/ - - 2
1!
p 1 \ ofo \700 g?ll

1

) cos § — cos 2 :
se analizard en el intervalo [0, 7 |, sin los puntos que anulan cos 6 — cos 26, o sea

200529—0059—1:020059:1,0050:—%:9:0,2%.

i) Lacurva p = tiene periodo 27, es par (simetria respecto al eje x) y

1 1
-Sif - 07, Y = psenf = — sen ¢ ___ 2sen(g0)cos(50)
(2cosf 4 1)(cosf — 1) —(2cos 0 + 1)2sen?(30)

cos(36)
(2cos 0 + 1) sen(30)

— 400 y no tiene una recta como asintota.
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27
—Si@—)%’r,Y:psen(O—%’r):— Sen(2 3) —
2(cos 6 — cos 7 )(cos 6 — 1)
1 21 lg_ 2n
2sen 22( 3 I)COS 25 3) 1 - 2\f es decir la
dsen 3(0 + %) sen (0 — &) (cosf — 1) 2\/5( 3)
curva tiene como asintota Y = 2‘[ enel sistemau = (—%, @),ul = (—@, —%)

La derivada p/ = S€U f — 2sen 29 _ sen O(1 — 4 cos 9), de modo que p’ = 0, si

(cos — cos20)?  (cosf — cos 26)?

1

6 = arccos i

p(0) ? cos 6 jcos 20
1 2
0 0 arc cos 5 T

o — 0o +

_|_
N5 -

En el grafico aparecen puntos dobles que se determinan resolviendo la ecuacién
1 1
9471) = —p(6),con fc[—m,0]\{0, Z*}, es deci = = 0520 = 0 =
plo+7) p(6), con 6E[ =, 0]\{0, 5}, es decir cosf —cos20  cosB + cos 20 o8

T 37
9 — 1 °

. cos20  cosf cos 26 .
gente), impar (simetria respecto al eje y) y como p(m — ) = —p(6), hay simetria

j)Lacurvap = es de periodo 7 (por la periodicidad de la tan-

con el eje x. Se analizard el intervalo [0, 5 ] \{%, 5}, ya que cos l cos 20 = 0, si

0=7%,—-5.
—Cuando 0 — )Y = psen(f0 — ) = — sen ¢ Qsen@—
4 pen( 0 cos f(cos? § — sen? ) 2 (
cosf) =
—gsene 1 1 si V2 1.1 V2 1 1t

— —s yenelsistemau = ¥2(1,1), u; = %2 tiene

cos@(cos@+sen9) 2y 7 (L1, =g (-1,1)

larectaY = —5 como asintota.

sen 6

—Cuando 6 — 5,Y = psen(0—3) = — — lylarectaY = 1 es asintota

de la curva con el sistema v = (0, 1), vi = (—1,0).

1+ cos20 — cos? 6
cos? 6 cos? 20

8o, con lo cual tenemos p(fy) = —2(v/5 +1)v/2 + /5 ~ —3,33019.

V6,1 1-v5

La derivada p’ = ,se anula en cos 20 = 1_2 Le. 5 arccos —5=— =
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k]

61

(ME]

0 0
0
P 0

Claramente en el origen hay un punto doble que corresponde a 6 = 0, 7.

sen 20

2cosf —1

3 _ T
y se indefine en 6 = 3,

k) La curva p =

, tiene perfodo 27, es impar (simetria respecto al eje )

si se considera el intervalo [0, 7 |. Asi la curva se analizard

en [0, 7] \{5} y se completard por la simetrfa del eje y.

sen 202 sen 1 (6 — %)cosl(ﬁ -Z)

—Cuando§ - ZY = f—T)= 2 3
3 psen(f =) —2(cos 0 — cos )
260 cos 3(6 — T
_en C(l)s 20— 5) — —3 ylarectaY = —1 es asintota de la curva en el
2sen (0 + %)
sistema ortogonal u = (3, 4), u; = (—

Es importante conocer el signo de p en [0, 7]\ {3}, para la construccién del grifi-

Co.
oy 0 3 3 g
cos @ 1 + 0 - -1
sen 6 0 + 1 + 0
2cosf —1 1 + 0 -1 - -3
P 0 +  tool-ee 0 + 0
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_ sen20
" 2cosf—1

p(0)

Se observa que en el origen un punto multiple, solucién de la ecuacién p = 0, es
decir sen 260 = 0, o bien 0 = 0, 5, 7, 37“, 2m.
1

i 4+ cos 30 . )
estudio en el intervalo [0, 3 |, se efectuara la simetria respecto al eje = y con dos

1) La curva p = tiene periodo 37” es par (simetria del eje z) y se hard el

rotaciones de %’T, alrededor del origen se obtendra la curva.

La derivada p/ = &392 >0, en |0, 5 [, por lo que tenemos el siguiente
(4 + cosb)
cuadro de variacion: )
PO) = To3e
+ cos 30
3
610 3 1 4)1
Plo + o 3 -5
1 1 Ssol o
s /s NN

m) La curva p = tanh(%@) es impar (simetria respecto al eje y) y se analizard la
curva en [0, +o0[.

—Como # — oo, si p — 1, la curva tiene como asintota el circulo de centro 0 y
radio 1.

La derivada p’ = 2sec®(16), en [0, 400 [y p es creciente en [0, 400 .

Para determinar los puntos dobles debemos considerar la ecuacién p(6 + (2n +
1)) :—0(9)<:>9+(2n+1)772—9:>9=m77+%7r,m€Z.
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p(#) = tanh L 50

2 mm

n) La curva p = tan(36)—1 tiene perfodo 27 y se considerard el intervalo [0, 7 ] \{r},

ya que p se indefine en 7.
1oy _ 1
—Cuando 0 —» 7w, Y = psen(& _ 71) — _Sene(sen(ze)l COS(26)) _
cos(50)

—2(sen(36) — cos(36))sen(36) — —2, por lo que la recta Y = —2 es asfntota

de la curva en el sistema u = (—1,0), u; = (0, 1).

La funcién p = 0, si %9 =7 =0= % y para determinar los puntos dobles debe-
mos resolver p(0+m) = —p(6), 0€[0, 7] => tan(30+Z)—1 = cotan (30)—1 =

2010) _ qon?
e (Qf) senl( %) = —2 = cosf =senf = 0 = 2T
sen(50) cos(50

—tan(30) + 1 =
ie. p(3) = V2.

Ademds, cuando 6§ — 7%, p — Fo0. La derivada p’ = (1 + tan?(36)) >0, con

1
2
)

lo cual tenemos:

p(0) = tan %9 -1

0 0 5 ™ 27
/ + + +
—1 / 0 /+oo 700/
o) La curva p = tan(%@) es de perlodo , impar (s1metrlca respecto al eje y) y se

hard el estudio en [0 3n [ (ya que p se 1ndeﬁne en 3 =), luego se utilizard la simetria

respecto al eje y y se completara la curva con tres rotacwnes de , alrededor del

2n

polo 0. Recuerde que si el periodo se escribe de la forma <>, se deben efectuar

m — 1 rotaciones para completar la curva.
sen(6

3
— Cuando § — 31, Y = psen(f — %T“) — _—4) _ _ sen2a _
tan £ ( —T”) tan sa
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2
2a
_3dsena_ 3% —%, cona = 6 — %’T — 0. Asf,larecta Y = —% es
2 @ tan Za
asintota de la curva en el sistema u = (—@, \f) (—@, —@)
La derivada o’ = 2(1 4 tan?(26)) > 0, en [0, 2F [ y p es estrictamente creciente

en el intervalo.

N 3 N »
N : P
o s P
N N P
N S P
s s~ |-
N NE
AN a2
0 0 3T 73 o . N %G
D . N
4 . N . . 4
. N ’ ’
. P
N , , N . N “
N , N . N . N
~ - ~ ’ ~ ’ A ’
~ N, ~ ’
7
< S B <
. AN
AN VE) J3 o BN
oo , . PACEN P . ,
~ . ~ ’, ~ , ~
N . 2 D N . N
N . D N . .
~ v % ~ .
N . p
N ‘
RS
S
N

p)Lacurvap =1+ tan(%@) tiene periodo 47 y se indefine en 27. Su estudio se hara
n 0,47 ] \{27}.

0 19

-Sif — 27, Y = psen(§ — 27) = cos(36) + sen(36)

T senf =
cos(z0)

4sen(10) cos(10) cos(36)
cos(30)
sen(i@)) — —4 ylarectay = —4 es asintota, ya que para el angulo 27, el

(cos(30) + sen(56)) = 4sen($0) cos(30)(cos(36) +

sistema de referencia coincide con el sistema usual.

Para obtener los puntos dobles, se considera el sistema p(6 + 27) = p(0), si 0 €

[0,27 ] o el sistema p(6+m) = —p(0), si #€ [0, 37 ]. La primera ecuacién no tiene

solucidn, pero la segunda nos da que: —(1 + tan(36)) = (1 + tan(3(0 + 7)) =
tan(36) + 1 = 2 — tan?(10) = 3ie. tan(10) = £1/3, es
1-— tan(49) 1 — tan(16) 4 4

decir 20 = 2,28 — ¢ = 4% 5T Laderivada p' = $(1 + tan?($6)) > 0.
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0 0 o 3 4r -2 / \1

o + + +

Vs VANV

q) La curva p = 929_

1 es impar (simetria con el eje y) y el andlisis se hara en el

intervalo [0, 400 [\{1}.

—Cuando§ — 1,Y = psen(f—1) = 0-? 86100(9_—1 1)

asintota en el sistemau = (cos 1,sen 1), u; = (—sen 1, cos 1) i.e.cos1 ~ 0,5403,
sen 1 ~ 0,84147.

y larectaY = 2 es

— Cuando € — +00, el origen es asintético a la curva.

— Para determinar los puntos dobles, resolvemos p(6 + a) = p(6), con a = 2nwy
p(0+a)=—p(d),a=(2n+1)r.
a(0?+ad +1)

El primer sistema es equivalente a resolver @10 +a? 1) =0=0=
—a++Va?—4) = —nr+Vn?r?—1,neZ"
20 6% +af — 1
El segundo sistema equivale a resolver (20 +a)(6" +a ) _ =0=0= —Ea,

02 -1)((0+1)2-1)
t(—atVa?+4),0sead = I +nm, (—(r+2n7m) L /(7 + 2n7)2 + 4), n€L.

La derivada p/ = 241 <0.
(-1
0) = 4
p( 21
0 0 1 +oo
14 - -
Pl 0 Nt 0

d) Transformar las ecuaciones siguientes en coordenadas cartesianas:
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a)p= a b) p — qCosf —send
)¢ cos(30)(cos(30) + sen(36)) — sen?(36) )6 sen 6 cos ¢
C - a d = a%
)¢ cos(360)(2sen(360) — 5cos(36)) + 3 )P =t + cos 6
cos 6 1
S — atan(L6
e)p Ky, f) p = atan(30)
__1 1 _ 1
&p= cosf  senf hyp= 2sen?(16)
i) p= sen 20 i) p— 2
P cos 30 e V1 + cos 20 ++/1 —sen 26
k) p= 1 .
V14 cos 20 4+ /1 + sen 20
Solucion

. a
cos 0 + % sen 6
ecuacion de una recta.

a) La ecuacioén p = :>p0089+%psen9:w+%y:ai.e. es la

b) La ecuacién se escribe p? cosfsenf = a(pcosf — psenf) = xy = a(zx —

y) =
_ _ax
Y= a+u
¢) La ecuacién p = a = a
P senf — 5cos?(30) +2  senf — 3 cosf

psenf — % pcosfh =y — %x = a, que es la ecuacién de una recta.

, ecuacion de una hipérbola equilatera.

pcosf
psend

d) La ecuacion psen 0+pcos = a — x+y = a% = z(z+y)—ay =0,

ecuacion de una hipérbola.

pcosf

psenf
en el origen, con eje, el eje x.

e) En este caso psenf = a ==y = a% — 9% = ax, pardbola con vértice

1 1 1
f) Laecuacién p = asen(?é) _ @2 sen(30) 308(59) _ _asenf
cos(50) 2 cos?(36) 1+ cos®
asenf = /22 + 2+ =a—L— — 22 + 2 + 2/22 + 42 = ay.
/.Z'2 _|_y2
g) Laecuacion psen ) cos @ = sen 0+4-cos ) = p?sen f cos = psen 0+pcos ) —>
x
1
1 1 1 2
h) Se tiene que p = = — p — pcosh = 1 — -
wer 2sen®(16) cos 0 p=p p

— p+pcost =

TYy=x+y=—=1y = p que es una hipérbola.
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1+ pcosh = a2+ =14+ =22+’ =142z +2%ie 9> =1+ 2z,
que es una parabola.

2senflcosf _ _ 2senf
4cos®f —3cos  4cos’f—3
3p? = 2psend = 4a? — 322 — 3y? = 2yie. 2? — 3y? — 2y = 0, que es una

— 4p?cos’h —

i) La ecuacion se escribe p =

hipérbola.

2
V1 +sen20 + /1 — sen 20
V2
|cos(§) — 0] +|cos(§) + 6]
En efecto, 1 + sen20 = senZ + sen2 = 2sen (% + 26) cos(3(5 — 20)) =
2sen(§ 4 0) cos(X — ) = 2cos*(% — 6), yaque sen v = cos(5 — ).

se transforma en

j) La ecuacién p =

p=

De manera similar, 1 — sen 260 = 2 cos (Z + 0) y se verifica el resultado.
La curva tiene periodo 27 y se analizard de [0, |, puesto que dada la relacién
p(0 + ) = p(0) = p(6 + Zr), se analiza de [0, 7] y por una rotacién adicional

de 7 se construye la curva.

: . 2 1
~Si0<0< T p= V2 _
! %cos@—l—‘/_senﬁ—l—‘/_cose—isenﬁ cos f
pcosh =x=1.
_ _< <37r —_ 1 —y=1.
Si 0 ,p= Sen9:>psen9 y=1 .
—Si?ﬂfSHﬁﬂ,pz—L:>pcosﬁzx:—1i.e.la

curva es un cuadrado con vértices (1,1), (—1,1), (—1,—1),
(1,-1).

1 1
k) La curva p = = (ver
VI4cos20+v1+sen20 /2| cosf| + v2|cos(d — F)|
ejercicio 9dj), con periodo 27 y se analizard el intervalo [ —7, =7 371, por la relacién

p(0 4+ 1) = p(@) = p(0 + 2—217r) La curva se completa con una rotacién 7 de la
Y

curva [—F, 3T,
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s _ 1 _ a

<0<ye= 2v/2cos £ cos(0 — §) B
1 _ 1
2v/2cos Z(cos 0 cos T + senfsen §) acosf + fsend
ie.ar + fy = 1.
LT 3T . _ 1 _ 1 : /

TSI sfsge= 2\/5(:05%008(9 - %) ~ a'senf — ' cos 0 e
B’y = 1. Finalmente, se tiene el grafico de un rectangulo.

s T
_SI_Z

o0l

Integrar la ecuacién diferencial z(y')? — 3y(y')? — 3xy’ + y = 0, usando coorde-
nadas polares.
Solucion Sea « al dngulo que forma la tangente a la curva con el eje x, entonces

3/_ N3
tana = /. Ademas% 1‘74_37(@))2

esdecir = 3a+nmrycomoa =60+ v+nm,n€EZ, tanv =

SIS

= tan 3a,

p

=,

= tan 3a, por lo que tan o =
se tiene

20 + 3v = n7. Asi, v = L(n7 — 20) => tanv = ﬁ = tan(3(nm — 20)) =

d d d
p cotan (ﬁ(mr —20)) = 2d_g = 7" = cotan (3(nT — 20))d§ => 7p =
_ 3cos(g(nm — 26))d ; 3) = Inp = —3In|sen(z(nm —20))| + C = p =

2sen(5(nm — 20
k|sen(%(nm — 20))|” 3.

a) Trazar la curva p = cos® § — sen? 6.
b) Determinar los puntos de la curva en que la tangente tiene pendiente 1.

Solucion

a) La curva p = cos® 6 — sen® 6 tiene perfodo 27 y como p(—% — 6) = p(0),

la curva es simétrica respecto a la segunda bisectriz (« = —7%). Se analizard la
curva en [ — T 3—“] y se completa la curva por la simetria planteada. La ecuacién

p=0=cost =senfie. 0 =7.
La derivada p’ = —3sen6 cosf(sen + cos) > 0,si 0 € ] 2,23 [y p/ <0, si
0elt, 5l
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p(0) = cos® 0 — sen? 0

s jus 3
o | 3 2 T - “
o - 0 4+ 0 O
1 NI
0O Nt S0 /

-1

b) Sabemos que x(0) = pcosh, y(#) = psenf y para que la pendiente sea 1,
debemos tener que 2’ (0) = y/(6), es decir p’ sen 6+p cos 0§ = p’ cos §—psen § =
(cos® §—sen3 0)(cos O +sen ) = —3sen O cos (sen O+ cos 0)(cos § —sen ) =
(cos 0 +sen)(cosf —senf)(1+2sen20) =0 =0 = £7,20 = —F —5T es

3 3
v — _ 90T _ T _ T T
decir § = 3 T3 T4 4
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Capitulo 2

Curvas en el plano

2.1. Propiedades métricas de las curvas en el plano

En el estudio de este tema nos situamos en el plano R?, provisto de un sistema ortonor-

mado de referencia {0,1,j}. Sea I C R un intervalo.

Se denotara por C* el conjunto de funciones f definidas de I en R? tales que f tiene sus

derivadas son continuas hasta el orden k i.e. f() es continuaen I,i=1,...,k.

Una funcién f: I — R? es una curva de clase C! o clase C2, T' = f(I) la trayectoria.
Para t € I, se escribe 1(t) = f(t) = (z(t),y(t)) las coordenadas de r(t) en el sistema

{i,j}, es decir v(t) = (x(t),y(t)) = x(t)i + y(t)j.

Definicion 2.1.1 Una funcién f: I —s R? se dice regular si es de clase C'.
Se dice que f es bi-regular si es de clase C2.
2.1.1. Propiedades de primer orden

Definicion 2.1.2 Se denomina abscisa curvilinea sobre I toda aplicacion s: I — R
de clase C* sobre I tal que Vt € I, s'(t) = || f'(t)])-

Dado que la aplicacion I — R es continua sobre [, una aplicacién s: I —
t— [l @)
R es una abscisa curvilinea sobre I" si y sélo si existe ¢y € I tal que Vt € I, s(t) =

71
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t
t 1f(w)ll du.

Asi I" admite una infinidad de abscisas curvilineas que se diferencian por una constante.
El célculo de s se llama la rectificacion de I'. Cuantdo se escoge un elemento tg € I,
para que se defina una abscisa curvilinea s: ¢ — / Il /()] du se dice que f(tg) es el
origen de la abscisa curvilinea sobre I'.

El estudio se puede extender al caso en que f € C'! a trozos en 1.

Sea J C Runintervalo y sea ¢: J — I un cambio de pardmetro de f, es decir ¢ es de
clase C'! sobre .J, biyectiva, ¢! es de clase C'! en I. De esta forma tenemos que ¢’ > 0
0 ¢ <0.

Sea s: I — R una abscisa curvilinea en I', sea ¢ = s o ¢ de clase C Len .J, entonces
Vuel, o'(u) = s'(p(u)@' (u) = [|f'(p(u)[|¢' (u).

Sig'>0,VueJ, o' (u) =@ (u) f'(e)] = [I(f e g) W]

Si <0,VueJ, o'(u) = =l (ew)¢'(w)ll = —[I(f o g)(u)] = —o esuna
abscisa curvilinea.

De esta manera la nocién de abscisa curvilinea no depende del parametraje, depende
solamente de la curva orientada I'. Esta es la razén del porqué se define la nocion de

abscisa curvilinea de I en vez de f. Usando la notacién de la definicién, Vt € I, s2(t) =

IF7 @7 = 2"(t) + (1)

Definicion 2.1.3 Sean s una abscisa curvilinea sobre ', a, be I, A = f(a), B = f(b),
se llama:
/=
longitud (algebraica) de arco AB sobre ' y se deno- B

ta ((AB), el mimero real s(b) — s(a) = ((AB) = /—\F
[ s

— longitud de arco AB de T, el valor absoluto de la longitud algebraica de AB sobre
I.

El contexto indica si la longitud de arco es algebraica (orientada) o aritmética (positiva

o nula).
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Proposicion 2.1.1 (Aditividad de la longitud de arco) Sean I'{, I's dos curvas de
clase C" tales que el extremo de Ty es el origen de Ty, entonces la longitud de la curva

I" obtenida por la sucesion de I'1 y 'y es la suma de las longitudes de 'y y T's.

Prueba La curva I' admite por representacion paramétrica f de . —2
clase C'! a trozos sobre un intervalo I = I;UI», tal que el extremo / \FQ
de I1, es el origen de I5.

Los intervalos I e I3 son intervalos tales que f| It bi 1, 50N representaciones paramétricas
de 'y y I's. Asi tenemos que ¢(T") = / Ilf/ ()] dt = / Hf"l1 (t)||dt—|—/ ||f|’12 )| dt =
I1 I2

ILUly
L(I7) +£(T9).

2.2. Lineas poligonales inscritas en una curva del plano
Sea I un intervalo de R, a, b€ I, tales que A = f(a), B = f(b)
y sea S = {P/P esuna particién de [a,b]} i.e. P€S, P =
(ti)o<i<n talesquen > 1,a =tg <t; <--- <tp_1 <t, =0

Se denota la norma de || P|| = supg<;<,,—1 |ti — tiy1]-

Paratodo P € S, sea /(P) = Z?:_()l |7iTi+1| la longitud poligonal rory - - - T, inscrita en
P,Ti :T(ti),i: 1,...,n.

wstacem) = [ ot | [ poa] = 15 - 61 = )

tit1 tit1 tit1

Por ot lado, ((F72) = [ If@llae < [ pae s [ -
ti t; ti

f(t:)| dt.

Dado que:

Atﬁl £/ ()l dt = (tiva — t) | f ) = 1(tiva — ) f' ()] = H /:z'ﬂ f’(ti)dtH
ﬁ”/t gord +H/tg+ (f'(t:) — £'(6)) e
<Wfttan) = S+ [ 150~ fela
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yque
tit1 tit1
/ AF O = IF ) de < / 1) — f(e) | dt,
ti t;
se obtiene:

tit1
W) < Irivig] + 2 / 1F(6) — £/ de.
t;

Sea € > 0 fijo, como f’ es continua en [a,b], f’ es uniformemente continua y 37 > 0 tal
que Vu,v€[a,bl,si|u—v|<n=|f(u) — f'(v)|| <e. AsiVP = (t;)o<i<n € S tal
que || P|| = maxg<i<n—1 |ti+1 — ti| < 7 se tiene:

—_

UAB) =00 (i ) > S0 [ritiga| = €(P),

P ti+1
(AB) < T (Il +2 [ 190 - el
<U(P) 4+ 2¢ 0 M tisr — t;) = (P) + 2¢(b— a).

lorw=

Finalmente, VP € S, |[P|| < n = 0 < {(AB) — {(P) < 2(b — a)e, es decir
oP) — ¢(AB),si |P|| — o.

Ejemplos
1) Siuna curva plana esta representada por la ecuacién
y = f(x),a < x < b, donde f tiene derivada continua

en [a,b], lalongitud de arco se expresa por la férmula:

s:/iﬂ+ﬁ@ﬁm,

la cual se tiene si se tomat =z, y = f(t). a b

2) Longitud de la cicloide Consideremos el curva x =t —sent, y = 1 — cost, para
27

0 < t < 2m, la longitud de arco estd dada por s = \/(1 —cost)? +sen?tdt =

0
2m 2w 2m
\/2—2cost:2/ ,/#dt:2/ |S€H%|dt:8.
0 0 0

3) Longitud del astroide I" La imagen de una trayectoria de clase C'' no necesariamen-

te es regular. En efecto pueden tener dobleces, ctispides o cambios bruscos de direccién.

Por ejemplo el cicloide tiene picos en los puntos del eje x, cuando ¢t = 27n, n € Z. Otro
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ejemplo es el hipocicloide de cuatro picos o astroide x = a cos® ¢, y = asent, a > 0.

Por razones se simetrfa, £(I") = 8/(I';), donde I'; es el arco variando en [0, 7 .

a
Asi tenemos z'(t) = —3acos?tsent, y'(t) = 3asen®tcost,
s'(t) = /22 +y? = V9a2sen2t cos?t = 3a|sentcost|en

[0, F . por lo tanto:
s

1
(I) = / Sasen2tdt = 2ai.e. ((I') = 8((I'1) = 6a.
0

N
N
N
N
N
N
N

Note que se ha considerado que la curva I' es la unién de cuatro curvas regulares.
4) Longitud de la epicicloide Un circulo de radio 1 rueda
sobre un circulo de radio 4. La trayectoria de un punto del
borde del circulo menor viene dada por x = 5cost — cos 5¢,

y = 5sent — sen dt,

0 <t < 2m, llamado epicicloide. Calcular la distancia reco-

rrida por dicho punto en el transcurso de una vuelta alrededor

(TN

del circulo mayor.

2T
s = V/(=5sent + 5sen 5t)2 + (5cost — 5cosht)2 dt =
0

2w
0

2 2
5/ V2 — 2sentsenbt — 2costcosbtdt =5 \/2—20054tdt:10/ | sen 2t| dt =
0

0

w/2
40/ sen 2t dt = 40.
0

5) Rectificacion de la parabola y = 2pzx.

Calculemos la abscisa curvilinea en todo punto de la pardbola I', (y? = 2pz), tomando

el origen de abscisas curvilineas sobre el punto O.

2
Una representacién paramétrica de I' es x = é—p y=tie o = %, Yy =1= s =
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2 ¢ /4,2 2
1/]t)——l—lysetlenes = u_2 Z%/ \/u2+p2du:%+
t
Eln(u+/u? +p?) (O:QL\/ Fp2+ g n(t+ /P +p%) - Binp.

Proposicion 2.2.1 Sea I' una curva de ecuacion polar p = p(0), donde p: I — R

es de clase C1, entonces denotando s una abscisa curvilinea sobre T' se tiene V0 € I,

S(0) = (62(0) + p(6)).

sen ¢ cos 0
f: I — R? definida por f(0) = p(0)u(), VOl = f'(0) = o' (0)u(0)+ p(O0'(6).
Recordemos que {u, 1} es un sistema ortonormado, por lo que ||f(8)||? = p/'(6)? +
p(0)?.
Ejemplos

cosf —senf . ‘s
Prueba Seau = < ) uw = < ) ; una representacion paramétrica de I' es

B(F):2/O (p2+p’2)7d9:2a/07r[2(1+cos9)]§ df =

a) La cardioide I de ecuacién polar p = a(1+cos ), a>0 tiene
longitud: /_\
™ 1 Jza

4a/ cost9—8a
0

b) Rectificacion de la curva de ecuacion polar p = th g

p +p/2—th20 (1—2thzg+th4g):%(1+th2g)2:
20
s=301+m?d)

Tenemos que p’ = %(1 —thzg), ﬂj\\\
-1 1

Escogiendo como origen de abscisas curvilineas sobre I, el punto de I' correspondiente
0 0
1 21 1 21
af=0,0sea0,V0ecR,s(0) :/0 5(1+th §)dt:/0 (1-3(1—th 5))dt =
_tnh @
6 —th 5"
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Es posible definir dos funciones z = ¢(t), y = ¥(t), 0 < ¢t < 1, continuas en un
intervalo [0,1], tales que cuando el pardmetro varia de ¢ = 0 a ¢ = 1, el punto va-
riable (¢(t),1(t)) que sale de (0,0) en ¢t = 0, recorre todos los puntos del cuadrado
[0,1] x[0,1] y llega a la esquina derecha superior (1,1) para ¢t = 1. Esta curva cono-
cida como curva de Peano literalmente pasa por cada punto del cuadrado 0 < z,y < 1.
En la siguiente figura tenemos la curva I' que se representa por y -
funciones continuamente diferenciables x = ¢(t), y = ¥(t),

C
¢? + ' > 0,0 <t < 1. Cuando t crece continuamente en el

intervalo | 0,1, el punto (x,y) se mueve a lo largo de I" desde A AR

pasando por B y C hasta llegar a B, cuando ¢ — 1. |

Se observa que en el punto B la curva I' tiene una singularidad en el sentido que la parte
de I dentro de un rectangulo de centro B, no puede proyectarse uno a uno sobre cual-
quiera de los ejes de coordenados.

Si una curva I' es no deficiente en este sentido, es decir que cada punto puede ser cu-
bierto con un rectangulo A con lados paralelos a los ejes tales que I' N A, se proyecta
uno a uno sobre alguno de los ejes coordenados, I' se llama una variedad diferenciable

1-dimensional.

2.2.1. Resumen

La diferencial de arco s de una curva plana dada por una ecuacién en coordenadas car-
tesianas (z,y) se expresa por la férmula ds = /dx? + dy?.

Si la ecuacion de la curva tiene la forma:
)y = f(x),ds = \/1+[f'(z))*de.

b)x=p(y),ds=+/1+[¢(y )]Zdy.
o)x=x(t),y=y(t),ds =/2'(t)? + ¢/ (t)%dt.
/ F2+ /
d) F(xz,y) =0, d8—7|dl’| |dy|
|y !F !
Llamando « al angulo que forma la direccién positiva de la tangente (es decir, dirigido

en el sentido de crecimiento del arco de la curva s) con la direccién positiva del eje x,
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tenemos:

T dy
cosa = — seno = —— .
ds’ ds

En coordenadas polares, ds = +/(dp)? + (pdf)? = {/p?> + (%)2(19.

Llamando $ al dngulo formado por el radio polar de un punto de la curva y la tangente a

la curva en este mismo punto tenemos:

dp
COSB—£7 senﬁ—pE.

2.3. Representacion paramétrica en funcion de la abscisa curvilinea

Definicion 2.3.1 Se llama parametraje normal de f, todo parametraje admisible g: I —
R de clase C* tal que Yu € J, ||¢'(uv)| = 1.

Proposicion 2.3.1 Si f es regular, entonces:

1

i) para toda abscisa curvilinea s sobre I, f o s™* es un parametraje normal de f.

ii) para todo parametraje normal g de f, existe una abscisa curvilinea s sobre 1 tal que
-1 -1
g=fostog=fo(-s)""

(Se dice que s y —s son parametrajes normales de I').

Prueba

i) Supongamos que f es regular, es decir que Vit € I, f'(t) #0.Seas: I — s(I) C R
una abscisa curvilinea, la aplicacién s es de clase C! sobre I, J = s(I) es un intervalo
deRyVtel, s'(t)=|f'(t)] >0.

Asf tenemos que s: I — .J es biyectiva, s': J — I esde clase C' sobre Jy fos™!

es un parametraje admisible de f. Ademds, si g = f o s~! tenemos:

vue Nl = gy 6 ) = S I W)l =1,

es decir g es un reparametraje normal de f.

ii) Inversamente, sea g: I — RR? un parametraje normal de f; puesto que g es un
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parametraje normal admisible de f, existe ¢: J — I tal que ¢ es de clase C'! sobre .J,

¢ biyectiva, o' es de clase de C! sobre I, g = f o ¢.

La aplicacién ¢ = p~!': I — J es de clase O sobre I y Vt € I, || f'(t)] = ||(g o
D) O = llg' @) @O = [ (B)]-

Puesto que ¢/ (t) > 00 /(t) < 0en I, se tiene ¥’ (t) = || f'(¢)||, lo que demuestra que

1) 0 —1) es una abscisa curvilinea sobre I'.

Definicion 2.3.2 Se llama vector tangente unitario (orientado) de T' en v(s), el vector
/ t)
Todr (g = ")
ds I @)
Se llama vector normal N al vector unitario ortogonal a T (por rotacion 3); N =
rot (T, %)

El sistema {r, T, N} se llama sistema de Frenet de T

Efectuando un parametraje admisible directo (resp. indirecto) s,

T, N se conservan (resp. cambian a sus opuestos).

Proposicién 2.3.2 Sea f: I — R? un parametraje normal de clase C*, k > 2 de
T, entonces existe una aplicacion p: J — R de clase C* tal que Vs € J, T(s) =
cos p(s)i + sen p(s)j.

Prueba Identificando R? con C, la aplicacion T: s — T(s) es de clase Ck1 k—1>
1 sobre el intervalo J con valores en el circulo unitario U, entonces existe ¢: J — R
de clase C*~1, tal que Vs € J, T(s) = cos ¢(s)i + sen o(s)j.

Ademais si ¢1,92: J — R, son dos aplicaciones, entonces ¢ — @2 €s constante y

multiplo de 27.

Observaciones
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— Con las hipétesis y notaciones de la proposicién anterior te-

nemos ¢ = (i, T) médulo 27, que denotamos ¢ = (i, T)

g—i, sen p = %, tang = Z—Z en todo punto .

/

en que =’ # 0. r

[27], cosp =

— Con un cambio de pardmetro admisible directo (resp. indi-

recto),  se conserva (resp. cambia de signo). &

2.3.1. Caso de coordenadas polares

Sea I' una curva admitiendo una ecuacién polar p = p(6),
donde p: I — R es de clase C?, donde se denota T = %,
=<1, T)[27], u = cosBi+ senbj.

Sisedefine V = gp—fsetiene V =< (u,T) [27], o = 0+V.
Ademéds sip # 0, tanV = 5

y/(e)_sene
tan ¢ — tan 6 2/(0) cosd
En efecto, tan V = - ,donde el vector r = (z(0), y(8)) =
n efecto, tan 1+ tan g tan @ 1+y/(9)sen9 onde el vector = (z(0),y(0))
x'(0) cos 0

(p(0) cos B, p(0) senb).

Asi. tan V. — y'cosf —a'senf _ p'senfcosf+ psen®d — p'senfcosf + psen®d _
’ z'cos®+y'sen  p'sen?d — psenfcosf + p'sen?f + psen b cosd

p

.

p

2.4. Propiedades de segundo orden
2.4.1. Radio de curvatura

La funcién f: I — R? designa una curva regular de clase C2, T' = f(I) su trayectoria,

s una abscisa curvilinea y recordemos que I' admite a s por parametraje normal.

Se denota T = g—;, N =10t (T, 35), ¢ = <(i,T) [27].

Definicién 2.4.1 Se llama radio de curvatura en un punto v(s) de I' el niimero real R

definido por R = 3—;
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Se llama curvatura en v(s) de I' el mismo real K = 1_dp

R ds

Consideremos el parametraje normal de I" en funcién de una abscisa curvilinea s:
VseJ, f(s) = (z(s),y(s)) y se tiene Vs € J, cos p(s) = 2/(s), sen p(s) = ¢/ (s) =
Vse J, a"(s) = —¢/(s)sen(s), y"(s) = ¢'(s) cos p(s) =

Vs J,¢'(s) = cosp(s)y”(s) —senp(s)a"(s) = 2'(s)y" (s) — /' (s)z" (s).

De esta forma {1/(s),r”(s)} es un sistema libre y ¢'(s) # 0, R(s) es un real bien defi-

. 1 s
nidoy R(s) = 76 "0

Se observa que con un cambio de pardmetro admisible directo (resp. indirecto) Ry K

se conservan (resp. cambian de signo).
Ejemplo Calcular el radio de curvatura en todo punto del arco

del deltoide I" dado por x = 2 cost+cos 2t, y = 2sent —sen 2t,
te]o, &

Se tiene que #’ = —2sent(1 4 2cost), ¥y’ = 2(1 — cost)(1 +
2cost)

22 4+ y% = 4(sen?t + (1 — cost)?)(1 + 2cost)?) =

16 sen? L(l +2cost)?,

2
ds t /' 1—cost t t t
i 4sen§ (1—1—2005t),/tan<,0 = % “eni —tan§ = tan(— 5) = 9=-5
[7],¢' =—3 = R=% = —8sen L(l + 2cost).
© 2

2.4.2. Calculo del radio de curvatura

Supongamos que I' estd definida por un parametraje regular de clase C2, z = x(t),
y = y(t) entonces s = /2”2 +y2, 2’ = ' cosp,y = §'senp = 1"’ = 5" cosp —
s’ sen !/,
!, ",/
Y — Y - R=
/2 + y/2

y// — S/l Sen(p + s/ Cos (p(’pl . ZU/y” _ ;U”y/ — 5,2(70/ i.e. (70/ —

s, B (x/2_|_y/2)%

/ 1,11

¢ aly—ay’
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Curva I de la forma y = f(z), f de clase C2, entonces se parametriza I" por = = x,

2 3 2 3
y = f(z). En todo punto donde f” # 0, R = A+ /)2 _(A+y )2.

f/l (x) y/l

Ejemplo Calcular el radio de curvatura en todo punto de la

curvay = —Infcosz|,x €] 5, T [.
3
2 2
Se tiene que y = tanz, y” = 12 — R= (1+% )2 _
cos” x y o !
1 200N !

3
cos? (1 +tan?z)2 =

cos T

Curva tangente en O al eje x

Supongamos que I' es tangente en O y denotemos R, el radio de curvatura en O. La
curva I' admite representacién paramétrica © = x(t), y = y(t) y el punto O de T
correspondiente un cierto valor ¢, de ¢. Supongamos que I' es regular en O, es de-
cir (2'(to),y'(to)) # (0,0) y como I' es tangente en O al eje x se tiene y/'(t,) = 0,
x'(t,) = 0.
En un vecindario de ¢, se puede parametrizar localmente I" de modo que y = f(x),
donde f es de clase C en un vecindario de O con f(0) = f’(0) = 0.
1+ 20)7 4

f"(0) f1(0)”
Por otro lado, por el teorema de Taylor-Young en un vecindario de O:
f(x) = f(0)+xf(0)+ %2]”/(0) + o(z?), por lo que 2;;)

2

x — 0. Asi tenemos R, = lim —.
z—0 2y

Ejemplo Calcular el radio de curvatura en los extremos de una elipse.
22 2
Consideremos la elipse I' de ecuacion cartesiana —S+5= 1,0 < b < a, de represen-

Supongamos que f”(0) # 0, entonces R, =

1
— 77 = R,, cuando

(0)

tacién paramétrica © = acost, y = bsent, t € [0, 27 ].
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Los extremos corresponden a los puntos ¢ = 0, %, T, 37” Para
calcular el radio de curvatura R de I' en (0, —b) efectuamos
el cambio de sistema de referencia por traslacion del origen a
(0, —-0).

La férmula de cambio de sistema son x = X, y = X — b, por

AvAY
VAV,

lo que la representacién paramétrica de I" en un nuevo sistema

X =acost,Y =b(1+sent). X
2
Dado que I" es tangente en (0, —b) al eje X se tiene R = lim_——. Por el cambio de
t——T
2
X? a®cos?t a®sen?u a’u? a?

_ = pr— ~Y = I d
2Y  2b(1+sent)  2b(1 —cosu) bu? cuando
2

u — 0. Asi tenemos que R =

variable u = ¢ + %,

a’
b
Para calcular el radio de curvatura de I' en (a,0) cambiamos

el origen a (a,0) con el cambio de variable x = a — Y,y = y X
X, por lo que una representaciéon paramétrica de I' en este v
X2 wa T

nuevo sistema es X = bsent, Y = a(l — cost) = 57 =

b?sen? ¢ 2. v?
_bisen’t by p=b
2a(1 — cost) @ e a

2.4.3. Calculo del radio de curvatura en polares

Sea I una curva con ecuacién polar p = p(6), donde p es de clase C2, entonces:

1 2 "
s = (P + )2, tanV = £ — (1 +tan? V)V = £—LL /2pp — V=4 =
P P do
o2 _pp//‘
p2+p12

3
ds _ s _ (P> +p*)2

dQO_l—i-V/ p2+2p/2_pp//'

Asi tenemos que R =

2

3
(02(0:))2 _ 1p'(6o)|
2p"%(6)
+cosf),a>0.
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Para €| —m, 7], tenemos que s’ = \/p2 + p2 = a\/(1 + cos 0)2 + sen2 ) = a\/2(1 + cos ) =

0 _ P _ _1+cos® _ _ 4,0 _ 0. x _r.0

2a|0082,tanV—p/— p— ctg2 tan(2—|—2):V 2—1—2:>

r_ 1 — ﬁ — 4_a Q
V_2:>R_d<,p 3 COS 5.
Ejemplo  Calcular los radios de curvatura en O de la curva I' de ecuacién polar
p= 2cos0 +1

2senf +1°
La curva se obtiene haciendo variar § en [—m, 7] y el origen
O corresponde a dos valores —%’r, %’T
Ademis p'(6) = 22+ cosf + se2n 9) , por lo que:
(2senf +1)

R(-%) = Yo/ (-%)| = 3L, RE) = H(®)| =
3-V3

e

ar 1N dN 1

P icion 2.4.1 Fé ladeF t —=—=—N,—=—-——=T.
roposicion 6rmula de Frene 5" I 7
Prueba Dado que T = (cos ¢, sen p) = % = (—sen g, cos cp)ili—f = %N,
dN d 1
o (—cos<,0,—se1a<,0)al—(;7 = —ET.
2.4.4. Centro de curvatura
Definicion 2.4.2 Se llama centro de curvatura en v de
I' el punto v definido por v.= v + RN. Cuando un
cambio de parametraje admisible se realiza, Ry N se e
conserva simultdneamente o cambian de signo y el cen- T

tro de curvatura se conserva.

.
.
W
¥
.

Proposicion 2.4.2 El centro de curvatura v en 7, estd situada en la concavidad local

enrdel.

Prueba La curva I' admite un parametraje normal f: .J — IR? por abscisa curvilinea.

La concavidad local en 1 de I' es el semi-plano limitado por la tangente de I' en r,



2.4. Propiedades de segundo orden 85

—dar _ 1
. o ds IR
colineales de mismo signo. Se concluye que T estd en este semiplano.

conteniendo 1”(s). Pero aqui 7(s) = T, 1”'(s) N = v—ryr” son
Definicion 2.4.3 Se llama circulo de curvatura en v de T, el ‘
circulo de centro v (centro de curvatura en v de I') y de radio ) T

|R|, donde R es el radio de curvatura de T" en . "

El circulo de curvatura de I en 1 es tangente a [ en T, puesto

que estd centrado sobre la normal en T de I'.

Ejemplo Determinar el circulo de curvatura en r, correspondiendo a t = % al curva I’
‘& Lop _ 142 144 . _ 2,3
de representacion paramétrica x = t° — 3t°, y = 51°.

Se tiene que ' = t — 3,y = 212, & = /21 —2)2 + 41 = J2(1 +12)2 =

t|(1 +t2),
_dr 2 YN 1= 92 _ T _ 2t 1—1¢2
T=4r (£ JI)= N = T.7)=(—

as ~ () (1+t2’1+t2)’ rot (T 8) = 1+t2’1+t2)’

' =1— 3t2, y// = 4t, :L'/y” _ x//y/ —_ 2t2(2 _ (1 _ t2) _ (1 _ 3t2)) — 2t2(1 + t2),
3

R=——*—— =1+ v=r+RN = (X,Y), donde
'y’ —x'y
X:t2—2—%+%(1+t2)21__’_—2§2 — 112 3,
Y:§t3+%t(1+t2)21;§ =114 20 - 1p,
Cuandot =31 o=2L y=2 2 =2 ¢y =2 R=20 x=-28 ¢ =0

2.4.5. Resumen

Curvatura de una curva
Se llama curvatura K de una curva en el punto M, al limite v
de la razén del angulo que forman las direcciones positivas

de las tangentes del arco M N = As, cuando N — M,

: A d
es decir K = AILI;IEO A—f = d—i, donde ¢ es el angulo entre

la direccidon positiva de la tangente en el punto M y el eje

x.
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Radio de curvatura

Se denomina radio de curvatura R, el inverso del valor absoluto de la curvatura R =
1
K|
. . 1 .
Las circunferencias son curvas de curvatura constante — = K, donde a es el radio de la
a
circunferencia.
Una linea recta tiene curvatura nula K = 0.
Para calcular la curvatura tenemos (médulo el signo):

i) Si la curva estd dada por la ecuacién explicita y = f(z), K =

iii) Si la curva estd dada en ecuaciones paramétricas x = z(t), y = y(t), K =

_ p2 _|_2p/2 _ pp//
.
(0* +0?)2
Sea I' una curva tangente en O al eje x, existe un vecindario de O en el cual I puede
2y

parametrizarse con ayuda de x y se tiene K = lim —.
z—=0 T

En coordenadas polares, si la curvaes p = f(6), K

2.5. Circunferencia osculatriz (Circulo osculador)

Se denomina circulo osculador de una curva en un punto M
de la misma, a la posicién limite de la circunferencia que pasa
por dicho punto M y por otros dos puntos P y () de la misma
curva, cuando P — My Q — M. M

El radio del circulo osculador es igual al radio de curvatura y su centro (centro de cur-
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vatura) se encuentra en la normal a la curva, trazada en el punto M hacia el lado de su
concavidad.

Las coordenadas X y Y del centro de curvatura se calculan con las férmulas:
1 + y/2

1

/ 12
Siy = f(@). X = - L)y —y

/IL'/2+ /2 x/x/2_’_ 12
y/(// ?/J//)’ =y+ /(// :/y//)
Ty —xY Ty —TYy

Enel caso p = f(0) seusax = f(f)cosf, y = f(#)send en la férmula anterior.

Siz=z(t),y=9yt) = X =2 —

2.6. Evoluta de una curva del plano

Definicion 2.6.1 Se llama evoluta de una curva I del plano, el conjunto de los centro

de curvatura v de I en v, cuando v recorre T".

Ejemplo Determinar la evoluta de la elipse I" con representacion paramétrica x =

acost,y =bsent,a,b>0,t€R.

Se tiene que 2’ = —asent, 3y’ = bcost, s’ = Va2sen2t + b2 cos?t, tanp = l, =
x
3
Q—cottd—(p— ab R_@_(a2sen2t+b2cos2t)7
a “dt a?sen?t + b2cos?t’ dp ab ’
Yy 1
T=dr— (L, y_/) = (a%sen®t + b? cos? t) "2 (—asent, bcost),
ds s s
1
N = (a?sen’®t + b?sen?t)2(—bcost, —asent),v =1+ RN = (X,Y), donde
3
2 o2 2 02 45
X:acost+(a sen t+bb cos® t) —beost _
a (a?sen?t + b* cos® t)2
2 2 2 2 _ 32
acost — cost(asen?t + % cos?t) = % cos® t, b
3
2 o2 2 0s2 )5
Y — bsen i+ (a® sen t:bb cos” t) —asent _

1
(a?sen?t + b cos® t)2

~a/—
2 2 32 a
bsent+sent(%sen2t+bcos2t) :—%senij’t. &

La evoluta v de I" admite representacion paramétrica

2 2 2 2
X=2 gb cos?’t,Y:—%sengt.
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Teorema 2.6.1 La evoluta de una curva T es también la envolvente' a las normales de
T.

Demostracion  Parametricemos I' por la abscisa curvilinea
r:J — R2 7(s) = (2(s),y(s)) y sea N(s) la normal a I" en
r(s).

Una ecuacién cartesiana de N (s) es (con coordenada denotadas X,

Y para que no se confundan con z, y del punto r(s) de I'):
' (s)(X—x(5)) 4y (s) (Y —y(s)) = 0 = () X +1/ ()Y = 2'(s)z(s)+1/(5)—y(s)-
Derivando tenemos z” (s) X + y"(s)Y = 2" (s)z(s) + 3" (s)y(s) + 2"2(s) + y'%(s).
SiVse J, 2'(s)y"(s) — 2"(s)y'(s) # 0 se tiene que:

22 4 o2 2y
X=x- 2y’ — z'y! ;Y =y+ 2y’ — x'y €T
(:E/z +y/2)% 1
Dado que R = ~5———/—,N = (—y',2") obtenemos (X,Y) = r+ RN,

Ty —x'y /12 + 2
o sea la envolvente de las normales a I' es la evoluta de I'.

Ejemplo Determinar la evoluta de la parabola.

La pardbola de ecuacién cartesiana y> = 2px admite por repre-

sentacion paramétrica x = t—, y = t. Un vector tangente en 1(¢)

2p
alest(t) = (1%, 1), por lo que la ecuacién de la normal N(t)
enr(t)aFest( t2)-|-( t) 0:>t + £’ +t

—(r—5z)+y—1t) = -ty =5 +ty

p 2p p 2p?

. 1 3t2 3t2
y derivando nuevamente —r = — +1 — x = — + p,

p 2p? 2p

3
y = —;—2 = py? = 2(z —p).

2.6.1. Resumen: La evoluta de una curva

La evoluta de una curva es el lugar geométrico de los centros de curvatura de dicha curva.

"Ver seccién 2.11, pagina 96
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Si en las férmulas para la determinacion de las coordenadas del centro de curvatura se con-
sideran X y Y como coordenadas de los puntos de la evoluta, estas férmulas nos dardn las
ecuaciones paramétricas de dicha evoluta con pardmetro x o y (o t si la propia curva viene

dada en forma paramétrica).

Ejemplo Determinar la ecuacién de la evoluta de la pardbola y = z2.

2 2
Se tiene que X = = — M = 423 Y = 22 + % = % + 322. Eliminando el

pardmetro x tenemos que Y = % + 3(%)%

2.7. Evolvente de una curva plana

Definicién 2.7.1 Sean Ty C dos curvas de clase C? del plano, se dice que T es una evolvente
de C siy solo si C es la evoluta de T.

Sea C una curva de clase C? del plano, sea s una abscisa cur-
vilinea sobre C, C(s) el punto de C, T(s) = % el vector
unitario tangente en C(s) de C.

Sea I una evolvente de C (si existe) que admite una represen-
tacién paramétrica s € J — 7(s) de clase C? y Vs € J, existe
A(s) € R tal que m(s) = C(s) + A(s)T(s).

Dado que 1, C, T son de clase C'! y que T es unitario, A es de clase C'* sobre .J, se tiene Vs € J,
v(s) = C'(s) + N(s)T(s) + /\(s)% = (1+N(s)T(s)+ 12((83)) N(s), donde R(s) es el radio
de curvatura en C(s) de Cy N(s) =rot (T(s), ).

Por otro lado, Vs € J,1'(s) L T(s)ysetiene N(s)+1=0=VseJ, A(s) = —s+ 5, =
T(s) = C(s) + (s — 5)T(s).

Inversamente, sea s, € R y I' la curva con representacion parametrica r(s) = C(s) + (s, —

5)T(s). Claramente, si I es de clase C y si C es de clase C3, entonces I es de clase C? y se

tiene Vs € J, 1'(s) = C(s) — T(s) + (s, — s)%(s) = S;g(;)SN(S)’ lo que demuestra que la

normal en 1(s) a I estd dirigida por T(s).
Asi, la normal en 7(s) a I" es la tangente en C(s) a Cy C es la envolvente de la normal a I".

Finalmente I" es una evolvente de C.

Teorema 2.7.1 Sea C una curva de clase C*® del plano, sea s una abscisa curvilinea sobre
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C, C(s) en punto de C, T(s) = %(s) el vector tangente unitario en C(s) a C, entonces las

evolventes de C son las curvas definidas por los parametrajes v(s) + (s, — s)T(s), so € R.
Ejemplo Determinar las evolventes de la curva y = ach %, a>0.
1
; r— 2 2 2LVy — o L. '
Se tiene s’ = /2”2 +y? = (1 +sh” )2 =ch :

dC dC dx 1 x
T T amz g

Escogiendo el origen de las abscisas curvilineas sobre C, el

punto (0, a) tenemos que s = ash <.
Las evolventes de C son las curvas Iy, (A€R)), definidas por las representaciones paramétricas:

X = w—i—()\—s)chl = x(A—ash %)chl Y =y+(A—s)th £ =y+(A—ash £)th £,

L x>
a a
En particular, I', tiene representacion paramétrica X = x — ath %, Y = ha =
C =
a

2.7.1. Resumen: Evolvente de la curva

Se denomina evolvente de una curva, la curva tal que con relacién a ella la curva dada es la

evoluta.
La normal M A a la evolvente C es tangente a la evoluta I

la longitud del arco AB de la evoluta es igual al incremento
correspondiente del radio de curvatura AB = |M;B—MA]|,
por cuya razon, la evolvente C recibe también el nombre de
desarrollo de la curva I', que se obtiene desarrollando un hilo

tenso enrollado a la evoluta I'.

A cada evoluta le corresponde una infinidad de evolventes, que responden a las diversas longi-

tudes iniciales que puede tener el hilo.

2.8. Vértices de una curva

Se denomina vértice de una curva al punto de la misma en que la curvatura tiene maximo o
minimo. Para determinar los vértices de una curva se forma la expresién de la curvatura Ky

se determinan sus puntos extremos.

En lugar de la curvatura K se puede tomar el radio de curvatura R = 1 y se busca su punto

K]
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extremo, si es que en ese caso es mas sencillo el cdlculo.

Ejemplo Calcular el vértice de la catenaria y = ach %, a > 0.

Dado que v/ = sh £ T y” = ch %, tenemos que K = 1 y en consecuencia R =
ach? %
ach? 2 Deestaforma R’ = sh %E =0 = 2 = 0. Ademds, R"(0) = %Ch 2@_:1: = %>0

y z = 0 es un minimo del radio de curvatura o el maximo de la curvatura de la catenaria.

El vértice de la catenaria y = a ch % es el punto (0, a).

2.9. Puntos singulares de las curvas planas

Definicién 2.9.1 Sea f de clase C*, un punto (z,,y,) de una curva plana f(x,y) = 0 se lla-

ma punto singular, si sus coordenadas satisfacen simultdneamente las ecuaciones f(z,,Yyo,) =

af (xoayo) =0, 8f (xoayo) 0.

2.9.1. Clasificacion de puntos singulares
Supongamos que f es de clase C'?, que en el punto singular (o, Yo), las derivadas de segundo

2

orden A = g f(xo, Yo), B = 0" fy (0,Y0), C = g ‘5(%, Yo) 1O son todas iguales a cero y
2

sea A = AC — B2, entonces:

a) Si A >0, (x4, y,) es un punto aislado (figura 1).
b) Si A <0, (x,,yo) es un punto crunodal (punto doble) (figura 2).

¢) Si A =0, (zo,y,) puede ser un punto de retroceso de primera especie (figura 3), o de
segunda especie (figura 4), o un punto aislado, o un punto doble con tangentes coincidentes o

tacnodo (figura 5).

(x0,90) (245 y0)
*(z0,%0)
$(), yo (%0, Y0)
hg 1

fig. 2

of Y

2 i Pf
Dado que f es de clase C* tenemos que —=% + 2———=— 8y

02 0xdy
fy = 0, se establece es la ecuacion de grado 2:
o f 0% f 0% f

922 T2 om0y Y T oz W Y =0,

= 0y como

0*f o
+ L)+
Y ayZ(y)
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por lo que ecuacion tiene dos soluciones 3’ reales y distintas (punto doble) si A < 0.

Si A > 0 no hay solucién en R de la ecuacién, es decir no tiene tangentes en (z,,y,), con

f(x0,90) = 0y es un punto aislado.

Si A = 0 un estudio completo presenta serias dificultades, dependiendo de las condiciones
sobre A = 0, B = 0, C' = 0. Observemos que en estas condiciones puede suceder que no
hay solucién (punto asilado), o que haya una tangente (la Gnica solucién), por lo que el punto
(%0, Yo) puede ser un punto de retroceso o un tacnodo.

En el caso A = 0, un estudio de la funcién particular nos dir4 el tipo de punto singular que se
estd tratando.

Ejemplo Demostrar que la curva 32 = ax? + 22 tiene un punto crunodal si a > 0, un punto
aislado si @ < 0 y un punto de retroceso de primera especie si a = 0.

Sea f(z,y) = ax®+ 23 —1y?, las derivadas parciales igualadas a cero son f, = 2ax+32% = 0,
fy = —2y = 0 i.e. los puntos criticos son (0,0), (—3a,0), pero el punto (—32a,0) no estd en
la curva f(z,y) = 0. Asi solamente existe un punto singular (0, 0).

Las derivadas de segundo orden f,,(x,y) = 2a + 6z, f32(0,0) = 2a, fyy(z,y) = -2,
fyy(0,0) = =2, foy(z,y) =0, fzy(0,0) = 0. De esta manera tenemos que A = AC — B% =

—4a. Por consiguiente:

=]

a)Sia>0,A <0y (0,0) es un punto crunodal.

,
el

b)Sia <0, A >0y (0,0) es un punto aislado.

¢) Sia =0, A = 0. Laecuacién de la curva es
2 =y?ie y==+vVz3, cona > 0.

La curva es simétrica respecto al eje x, que es tangente a la curva. El punto (0, 0) es un punto

de retroceso de primera especie.

2.10. Envolvente de una familia de rectas del plano

Sea (D;);er una familia de rectas del plano, indexada por un intervalo I C IR, I no vacio ni
reducido a un punto. Se supone que existen aplicaciones a, b, c: I — R de clase C' sobre I
tales que Vt € I, D, admite ecuacién a(t)z + b(t)y + c(t) = 0.

1) Supongamos que existe un arco parametrado I', x = x(t), y = y(t), t € I tal que z, y son



2.10. Envolvente de una familia de rectas del plano 93

de clase C'! sobre I y tal que V't € I, la tangente 1(t) = (z(t),y(t)) a T seala recta D;.
Se tiene que V¢ € I, a(t)x(t) + b(t)y(t) + c(t) = 0, a(t)2’(t) + b(t)y'(t) = 0.
Derivando la primera ecuacién y restando la segunda se tiene:

VeI, a(t)x(t) +b(t)y(t) + c(t) = 0, d' (t)x(t) + V' (t)y(t) + < (t) = 0.

a(t) b(t)

Supongamos que Vit € I,
porsITeR A (1) V(1)

= 0, entonces el sistema se resuelve con ayuda de la

regla de Cramer.

metrado I' representado por x = z(t),
a(t) b(t

sistema de ecuaciones, ( (t) b(t) )
a

nos da:

7 N
< 8
\/
_l_
VN
(o)
—
~
N—
~ —©
Il
=
[¢]
=
—
e}
=
(@]
a
17
—_
)
S’E
o
=
)
o
(¢]
@)
3
8
a
=

Supongamos que a, b, ¢ son de clase C'?, entonces x, y son de clase C''. Derivando y restando
que Vt e I, a(t)x'(t) + b(t)y'(t) = 0. Asi, si (2/(¢),y'(t)) # (0,0), la tangente en v(¢) a I’
tiene ecuacion a(t)x + b(t)y + c(t) = Oi.e.es D;.

En resumen tenemos una definicién y un teorema.

Definicion 2.10.1 Sea (D;)icr una familia de rectas en el plano de ecuacion a(t)x + b(t)y +
t) b(t

a(t) b(t) £0.

a'(t) v'(t)

— Se llama envolvente de (Dy)ic toda curva T del plano tal que cada Dy es tangente a T.

c(t) =0, donde a, b, c: I — R son de clase Clyvtel,

— T admite en cada punto una tangente y ésta es una recta de la familia (Dy)ie;.

Teorema 2.10.1 Sea (D;)ics una familia de rectas del plano de ecuacion a(t)x + b(t)y +
a(t) b(t)
/

c(t) = 0, donde a, b, c: I — R son de clase C?yVitel,
a'(t) b'(t)

# 0, entonces (Dy)ier
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admite una envolvente T' y T" es la curva parametrizada © = x(t), y = y(t), donde V't € I,

(x(t),y(t)) es la solucion del sistema de ecuaciones de incégnitas (x,7y) € R?:

a(t)r +b(t)y +c(t) =0
&0+ V(1) + () = 0.
Se supone que V't € I, el punto (2'(t),y'(t)) # (0,0).

Para cada t € I, el punto (x(t),y(t)) solucion del sistema de ecuaciones presentes se llama el

punto caracteristico de Dy (o de T").

La recta de ecuacion o (t)x+V (t)y+c (t) = 0 a menudo denotado D; se llama recta derivada
de Dt.

Ejemplos
1. Determinar la envolvente del segmento AB, |AB| = a > 0, fijo. Y 5
AU N
Sean A = (acost,0), B = (0,asent), entonces la recta AB
tiene ecuacion, (denotada D) xsent + ycost = acostsent. a
Derivando se obtenemos xcost — ysent = a(cos®t — sen?t), .
por lo que resolviendo el sistema tenemos: o ! t\f‘ x
x = acostsen’t + acost(cos’t —sen’t) = acos’t
y = acos’tsent — asent(cos?t — sent) = asent.
A
1
Asi 1a envolvente I' de AB es el astroide de representacién pa-
ramétrica = acos®t, y = asen>t. -- ZA

El punto caracteristico de D; de coordenadas (a cos®t, asen?t)

es el punto en el cual D; es tangente a I. !

2. Sea P la paribola de ecuacién y? = 2pz, (p > 0 fijo). Un punto M recorre P, la normal
en M a P corta la pardbola P en un punto N. Del punto medio I de M N se sacan las
normales a P (distintas de M) que cortan P en dos puntos U, V. Determinar la envol-
vente de UV'.
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2
%7
en M a P estd dado por v/ (t) = (]%, 1), o bien por (¢,p). Asi la

Paramétricamente r = M = ( ), t € R; un vector tangente

2
ecuacién normal Ny en M a P es t(ac — é—p) +py —t) =0.

Estudiemos la interseccion de la recta NV; con P, o sea:

T,Y)EN NP <= 2 B <
ta—9p) +ply—1)=0 y—%ﬂiﬂy+0+p%—&
2 2 3 2
de donde tenemos las coordenadas de N: yny = —2% —t, N = y_]];, = 2% +2p + ;—p
3 2
y las coordenadas del punto medio M N: x; = %(:EM +zy) = % +p+ ;—p, yr =
2
s(ym +yn) = 5.
2
SealeRyseaw = (g\_p’ )\) un punto de P, una ecuacién de la normal Ny en W a Pes
_>\_2> ) = (11_3 ﬁ_A_2> (_29_2_ ) _
A(x % +p(y—A) = 0, porlo que I€E Ny <= \ 2 +p+2p % +p 7 A =
3
O@:éaA—)+§%F—A%:O¢:—%#+M%#hv:&ﬁt#x

Esto demuestra que las coordenadas u, v de los puntos U, V son las soluciones de la
ecuacién de segundo grado t2)\? + t3\ — 2p* = 0, de incégnita A € R. El discriminante

4
A:t6+8p4t2>0ysetieneu—|—v:—t,uv:—2l.

2
Una ecuacién de larecta U, V' es (pues u # v):
O T A Vi )
20 2p 2 |=0e= - L ULV, y) =0 < 2pr—(utv)yt+uv =
y—v v—u 2p 2p

4
O<:>2px+ty—2tl2:0.

Se obtiene una representacion paramétrica de la envolvente I de UV resolviendo el sis-

tema:
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4
2py+ty—2t%20 Dy

4p4_ /
y+ t3 =0 Dt?

_ 1 (2t ﬁ) _ 3
por lo que la curva ' es ¢ = 2p( 2 2

4p? . g . ..
—%. Se obtiene una ecuacion cartesiana de I' eliminando ¢, o

t
sea 27py? = 162>,

2.11. Envolvente

Se denomina envolvente de una familia de curvas planas, la curva (o conjunto de curvas) tan-
gentes a todas las curvas de dicha familia.

2.11.1. Ecuacion de la envolvente

Si una familia de curvas dependientes de un parametro variable o, f(x,y, ) = 0 tiene envol-

vente, las ecuaciones paramétricas de esta se determinan por medio del sistema de ecuaciones:

f(z,y,0)=0
falz,y,a) =0.

Eliminando el pardmetro « del sistema, obtenemos una ecuacién de la forma D(z,y) = 0. Es
importante destacar que la curva obtenida de esta manera, llamada curva discriminante, ademas
de la envolvente, si esta existe, puede contener lugares geométricos de puntos singulares de la

familia dada, que no forman parte de la envolvente.

2.11.2. Derivacion formal de las ecuaciones

Consideremos la familia de curvas f(x,y,«) = 0y supongamos que esta familia tiene una
envolvente, cuya ecuacion se escribe de la forma y = ¢(x), que suponemos derivable. Sea
(z,y) un punto de la envolvente, i.e. este punto pertenece a una cierta curva de la familia
f(x,y,a) = 0, entonces a esta curva le corresponde un cierto valor v de modo que o =

a(z,y), por lo que se tiene f(z,y, a(z,y)) = 0.
Se supone que a(z, y) es derivable, no constante en un abierto U C R2.

Si consideramos el coeficiente angular de la tangente a la envolvente en (z, y), podemos derivar
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con respecto a z, considerando y en funcién de z, de modo que tenemos:

of Of Oa Of Of O of of , 0f da  da

/ vJ g gen
8x+8a8w+[8y+8a8y] - Oz ayy aa(8w+8yy) 0

y el coeficiente angular de la tangente a la curva de la familia en el punto (z,y) se deduce de

la ecuacion gf gg " = 0, pues en la curva dada « es constante.

Suponiendo que —f # 0 (en caso contrario tomamos z como funcién de y), el coeficiente
angular k de la envolvente es igual al de la curva de la familia, con lo cual tenemos: gf [€& o +
fo o

Por otro lado, «(z,y) no es constante en la envolvente, por lo que ga + ga Yy # 0y se tiene

of (z,y,a) = 0. De este modo, para determinar la envolvente se debe eliminar « de las

Oa
{ flz,y,0)=0 1)
0.

ecuaciones:
fOé ("L.7 y? a) =

Inversamente, si eliminando « en estas ecuaciones obtenemos y = ¢(x), donde ¢ es una

que

funcién derivable y no constante sobre la curva, entonces y = ¢(x) es la ecuacién de la envol-
vente.

Observemos que si una funcién y = ¢(x) es la ecuacién del lugar geométrico de los puntos
singulares de la familia f(z,y, a) = 0, es decir los puntos en que f, = 0, f, = 0, entonces las
coordenadas de estos puntos también satisfacen (1).

En efecto, las coordenadas de los puntos singulares se pueden expresar en funcion del parame-
tro a: x = f(a), y = y(a), por lo que se tiene f(B(a),vy(a), ) = 0.

3ﬁ

fz = fy = 0, entonces f, = 0, es demr que los puntos singulares también satisfacen (1).

Derivando respecto a « se tiene fm + fy 87 + fo = 0, pero como en los puntos singulares

Ejemplo Determinar la envolvente de la familia de rectas x cosa + ysena — p = 0, donde

p es un constante, p > 0.

La familia de rectas dependen del pardmetro a, entonces tenemos el sistema:



98

rcosa+ysena—p=20

Resolviendo el sistema tenemos y = sen «

z(cos? a + sen?
cos

cos &
rsenw a)
COS T

P COS Q.

sena = p —

Similarmente se tiene que y = psen «, o bien 22 4 y? = p?.

2.12. Ejercicios

2.12.1. Longitud de arco, curvatura, evoluta

—xsena+ ycosa = 0.

L _ — rcosa+

Capitulo 2. Curvas en el plano

1. Determinar la diferencial del arco, el coseno y el seno del 4ngulo que forma la tangente,

con la direccién positiva del eje x, de cada una de las siguientes curvas:

a) 2% + y? = a?

c)y2:2pac
e)y:ach%

QT = acosgt,y = asen’t.

2

2
x

b) —
)5t

vy _

b2
2 2 2
d)z3 +y3 =a3

l,a>b

f) x = a(t —sent), y = a(l — cost)

Solucion
a) ds = (2x)2;- (2y )dzn = %d:p = —%dy; ademads o
_dr _y _dy _ kJ
cosa == gisena = ot = G
21\2 22
=L _|_ =J
b) ds = ) G Ve e A
2—‘3 ya’ K \w
b .
Vbt + 02a* — a?0%22 , Nar — 22,
dr = Y2>—=*% dxr =
abva? — z2 ava? — x2

Vbt + 2y? .
—Y - 27 dy,conc=+a%—b2sia>Dh
by/b? — y?
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2 2
Por otro lado, cos o = dz _ LVAT = T° sena = dy _ —br
ds a0t — 212 s a0t — 212
y? = 2px
¢) En este caso tenemos ¢(y) = = = %y{ & (y) = I_l?y’
ds=,/1+ ]%yzdy = %,\/p2 +y2dy.

_ 1 [ D _ |22 +p
Yy =+/2pzx,y _’/2x’ds_“72w dx.

< _dx _ | 2z _dy _ p p
Ademas, cos o = ds — 72:E+p’sena_ds =

e) Tomando y — ach % = 0 tenemos ds = /1 +sh? %dw =
z ch %
ch Edaj, ds =

i dy = coth %dy, por lo que cosa = dz

ds

a
sech %, sen o = % = tanh %.
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f) ds = \/a2(1 —cost)? + a?sen? tdt = a\/2 — 2costdt =

/ 2t 70 t
a,/4sen 2dt 2asen2dt,

21
_de'_a(l_COSt)_Sen 5_ t z(t) = a(t —sent
T A T afsend]  sent 2 ) =l =5
2 2
sen o = Lntt :cos%.
2a sen & .
2 | 2mwa

g) ds = /(—3acos?tsent)? + (3asen? tcost)2dt =

3asent costdt,

_dxr _ —3acos’tsent _
R 3ase2ntcost = —cost,
sena — Y _ Basentcost _ 4

ds 3asentcost

Calcular la curvatura de las curvas siguientes en los puntos que se indican:
a)y = z* — 423 — 1822 en el origen
b) 22 + 2y + y? = 3enel punto (1,1)

1'2 2

Yy
©) o2 + b2

d)x =12y =t3enel punto (1,1)

= 1 en los vértices (a,0), (0,0)

e) p?> = 2a” cos 26 en los vértices cuyos dngulos polares son § = 0y 6 = 7.
Solucién
a) En este caso i/ = 42% — 1222 — 36, y"" = 120? — 242 — 36, en el origen la funcién
!
b _ _ 36 =36
1+@))2  (1+0%):2
b) Consideremos F(z,y) = 2? +zy+y*—3 =0, F, =22 +y, F, = 2y +x, Fyp = 2,
Fyy =2 Fypy=1.

tiene curvatura K —

3
2
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2 1 3
1 2 3
3 3 0 _ _
En (1,1) la curvatura es K = 5 = El 9)+9+33( ) _ 18 _
(32 +32)% (3v2) 27-2V2
1
3v2
22y _ 2x _ 2y _ 2 _ 2 _
C)SeaF(w7y)_a_+b_2_1_O7Fx_a_29Fy—b_2,Fxx—a_2,Fyy—b_2,ny—0.
2 2z
2 9 2
o2 %2
Y
A
20 o] or-] SEeD
La curvatura K = a2 b’ _la?' o'l _ a?? e B2
2. 3 NG 2. 3
42% | dy°\2 22 | y°\2 22 | y*\2
pvaleve 8T 1t
a b a b a b
1 .
2 2\ 5
a2b2(x_+y_)2
a* bt
IZ‘J‘II(CL()),KV:%:i en(Ob)Kzil :L
) b 22 1 % b2y ) bl 22 1 % a2‘

d) Aqui, 2’ = 2t, 2" = 2,y = 3t%, y" = 6t. Ademds en (1,1) tenemos > = 1y
B=1le=t=1.

/ /

roy

" 7

2 3
Asi la curvatura K - 2 0
S1 1a curvatura = 3 = 3 T = :
(@P+@)H? @+ 132 1BV

e) Setiene que p = \/EG"COS 20’ p/ — M’p” — _ﬂam_ﬂs’
cos 20 (cos20)2

_12-6 6

p?+200)? = pp" _
3
(0* +(0)%)2

entonces K =
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2a? cos 20 + W — v/2a\/cos 20(—+/2a\/cos 260 — ﬂg)
cos (cos20)2

2a° sen? 20
(2a2 cos 260 + o5 20 )2

3\/_(cos 29)7 + 3v/2sen? 20v/cos 26
2a

3\/_ 3 3
== enm, K = —2—.
2a \/_(1 y \/ia

3. Determinar el diferencial del arco, el seno y el coseno del dngulo que forma el radio

De esta maneraen 8 = 0, K =

polar, con la tangente a cada una de las curvas siguientes:

b) p = & (espiral hiperbélica)
a) p = af (espiral de Arquimedes) 0 0
d) p = acos® 5 (cardioid
c)p= asec? g (parabola) ) p=acos 2 (cardioide)
2 = a2 cos 26 (lemniscata).
e) p = a? (espiral logaritmica) D a” cos 26 (lemniscata)

Solucion
a) Se tiene que ds = \/p% + ( ’)2d9:\/@292+a29:a\/92+19,
dp a 0 af 0
cos B =L = enf = = = .
ds ~ /11 V& Pds ~ oz 11 VBTl
a
/ d 0 1
b) ds = a \/92 10,cos 8 = 22 = S ,
ds 5% 02 +1 V2 +1
senf3 =% = 4
“\/492+1 RV ZES
c) Se sabe quep:asec2 9 P —aseczgtang,
— ]2enea 8 4 2 4Q 20, _ 20 / 29 39
ds—\/a sec 2+a sec 2tan 29—asec 9 1+ tan® 260 = asec® 20,
260 0
_@_ a sec tan§ 0 0 _ 9.
COSﬁ_ds_—?,Q —cos2tan2—sen2,

asec
2
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0 20 1 0
senff = p——~ = asec* 2 ———— =COS .
ds 2asec?’g 2
_ 20 s _ 0 9.
d) Como p = a cos 2,p = acos2sen2,
= 2ot 8 20020 028 0 20 209 _ 0
ds—\/a cos 2+a sen 2(:os 29—&0082\/008 2—Fsen 29-&00529,
0 0
—a cos & sen Z
senB:pdi:acoszg 1 7 :cosg,cosﬁ:%:%:—seng.
§ acos 3 § acos 3
e)p=a’=e’Me p =a’Ina,ds = va? +a?1In?af = a’+/1 +1nab,
dp a’lna Ina 0 0 1
cosff = -5 = = ;senff = p— =g ———— =
ds a?V/1+In?a V1+1In?a ds a’/1+In%a
S S
V1+1n2a
— 20
f) p = av/cos 20, p/ = =4SN U,
v cos 20
2 2 2 2
_ ]2 osen®20 4 _  [cos“20 +sen“20 ) _ _al  _ a‘p.
ds \/a cos20 + a cos209 a\/ 0520 0 s 39 pH,
__asen?20
o) 2
cosﬁ:@:M:—sen29,senﬁ:pi:p—:cos29.
ds a ds g2
v/ cos 20

4. Determinar los puntos de la parabola y? = 8z, en que su curvatura es 0,128,

Solucion Dada la simetria de la curva y = ++/8x, analizaremos

la rama positiva y = +/8x. Asi tenemos que y' = \/% y también
2]
3
y”z—if.Ademéus e V2 - =0,128 =
x2 (1—1—%)j 2(x +2)2
27 24 1 28 3 _ 5%
= =42 = (r+2)0° =2 =
53.23 53 2(x +2)3 56 ( ) 29
_ 5 _25-16 _ 9 2 _ _
3:+2—23<:>3:— 3 —8:>y =8r — y = £3.

Finalmente tenemos los puntos (%, +3).
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5. Determinar el vértice de la curva y = e”.

Solucion Recordemos que el vértice de una curva es el punto en que la curvatura tiene

un extremo. Asi que tenemos que iy’ = €%,y = ey K = e’ = Derivando
(1+e*)2
3 1
e”(1+e)2 — 3(1 4 e?)2e%we"2
tenemos K’ = (1+e™) 2( +e™) =0 <<= 1+¢e¥ = 3 «—
(1+ e%®)3
e = % == —% In2=y= \é_ corresponde a un maximo.

Determinar los radios de curvatura de las siguientes curvas:

a)y = 2> b)z—z—i-‘z—z:l
C)ﬂj—yz2 lnTy dyz =acos’t,y=asen>t
e) x = a(cost +tsent),y = a(sent — t cost) f) p = aet?
g) p=a(l + cosb).
Solucion

6 _ 6

i.e. el

a) Tenemos que 3 = 32, 3y = 6, entonces K = 3

(1+(3z))2  (1+9z%)2
3

1 (1492Y2

radio de la curvatura R = = 6

b) Del ejercicio 2¢) tenemos que K = 21 53 —
a2 (L 4 L)2
at v
2 2. 3
a2b? y _ 1
R=a%b?(% s b—4)7 =

3
ab (b2 + aty?)?
¢) Consideremos la funcién F'(z,y) = x— %yz—l—% Iny=0,F, =1,F;; =0, F,, =0,

_ 1,2 1 _ 1 .
Fy=— 2y +@ Fyy——y——2.Lacurvaturaes.
0 0 1
1 1 1
0 —y—— —+=
Y 242 2% 2y
_L 1 1
1 + 0 Y+ =5
K — 2y 2y . 2y . 4y
= > _ ;=
1+ (- 12+ 1)%2 A+iypt-Lyr Ly (W +1)
2 yz

2y
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po W+1)?
4y ’
d) En este caso tenemos x = a cos® t,y=a sen’ t,x' = —3a cos? t sen t,

2" = acost(6—9cos?t), y = 3asen®tcost,y” = asent(6 — 9sen?t) y la curvatura
es:
—3acos®tsent 3asen?tcost
acost(6 —9cos?t) asent(6 — 9sen’t)

3
a®(9cos? tsen?t + 9sen’ t cos? t)2

—3a?sen?t cos? (12 — 9) _ —9sen®tcos?t

3 a3 sen®t|| cos® |

a?(9 cos? t sen? t(sen? t + cos? t))
R= ﬁ = 3a|sent|| cost| = 3alsen 2¢|.
e) Se tiene que z = a(cost+tsent), y = a(sent —tcost), 2’ = atcost,y’ = atsent,
2" = a(cost — tsent), y” = a(sent + tcost). Asi la curvatura es:

atcost atsent

K a(cost —tsent) a(sent+tcost) |

3
(a*t? cos®t + a’t?sen?t)2

a’cost(sent +tcost) — a’tsent(cost —tsent) 22 1 i el radio es R —
= = o5 ie. =

(at)? a’t3
1
f) Lacurvaes p = ae*?, o/ = ake*?, p" = ak?e*?, entonces la curvatura
i — a2e® +2a?k2e — g’k 14k 1 |
(a2e2 4 a2k2e2k9)% aeh (1 + k2)% aeh (1 + /<;2)% oV1+ k2
y el radio de curvatura R = pv/1 + k2.
g) El cardioide p = a(1 + cosf), p' = —asen b, p” = —acos 6, la curvatura es:
K — a?(1 +2cos B + cos® 0) + 2a’sen® 0 + a® cos @ + a®cos® 0 a?(1 +3cosf +2)
= - = = =
(a%(1 + 2cos @ + cos?0) + a? sen? 0)2 a®(2 +2cos )2
3(1+cos) _ 3 3 3 1+cos€z

= = ,yaque

3 3 1 1
a22(1+cosf)2  2a(2+2cosf)2  2a(4cos? g)i 4CL‘COSg‘ 2
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Capitulo 2. Curvas en el plano

0
2 . 3 0
COS —2 . Finalmente R = ZCL‘ COS —2 ‘

Determinar el valor minimo del radio de curvatura de la pardbola y> = 2pz.

2 _ .
Soluciéon Tomamos la rama positiva y = +/2pz, y' =8z
entonces y = —L—, y = —P = ¥ la curvatura :
es: 2pa (2pz)2 p<0 p>0
K — p2 1 = p2 ',"
Far 290 P rod -
(2p)? (L+570)2 (07 +2pa) L
3 1
2 2 2 2
El radio de curvatura es R = (" + gp z) y su derivada R’ = % (" + gp 7) (2p) =
p p
3,2 1 2 _ __D
p(0°+2p2)2 =0 = p° = -2pr= 1= S

Observemos que si p > 0, z > 0y la solucién no vale en el dominio de definicién de la

variable z. Asi R’ > 0 por lo que el minimo lo alcanza en z = 0, i.e. R(0) = p.

Sip <0,z < 0y lasolucién no vale. Como R’ < 0 el minimo se alcanza en z = 0.

- _ P
Finalmente R(0) = = = [p|.
p

. Determinar las coordenadas del centro de curvatura de las siguientes curvas, en los pun-

tos indicados:

a)zy = len (1,1) b) ay? = z3 en (a,a), a > 0.
Soluciéon
a) Lacurvaesy = %, y = —%, y' = % entonces:
x x
1 1
—=(1+=)
/1 12 2( 4 4
Y 4 x 2x
e
1
1+ =)
xS s
Y—y+T—§+T—E+E+§$—%+ﬁ.
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Asien el punto (1, 1) el centro de curvatura es (X,Y) = (2, 2).

3
2 . 3 /x 3 .
b) Tenemos que y = L2 x>0, con derivadas y =2,/ 4 = , entonces:
Vva 2va 4 /azx
3V (1, 9z
X:x—2\/a da’ _§£4a+9w4\/a:ﬂ ~ z(4a+92)
3 2 /a 4a 2a ’
4/ax
9z
1+ == 4
o e N

1/az

En (a, a) el centro de curvatura (X,Y) = (—a, Fa).

9. Determinar las ecuaciones de la circunferencia osculatriz de las siguientes curvas, en los

puntos indicados:

a)y =22 — 6z +10en (3,1) b)y =e"en (0,1).

Solucion

a) Se tiene que ¥’ = 2x — 6, y”" = 2, entonces la curvatura K = 2 7 ysi
(1+ (22 —6)%)2

r=3, K =21ie R:% :%.Ademas

X:x—(2w—6)(1 (2‘;_6)2),}/:y+%‘r—6)2yen(3,l),X:3,Y: %

El circulo osculatriz es (X — 3)% 4 (Y — 3)? = 1.
B ex(l + 62:(:)

el‘

b) Como y = e*, X =
tenemos que X = —2,Y = 3.

2
:w—l—eM,Y:y—kltTem,en(O,l)

3
Por otro lado, la curvatura K = 67”03 en (0,1) es K = % ie. R =22
(14 e%%)2 22
El circulo osculatriz es (X +2)? + (Y — 3)2 = 8.
10. Determinar la evoluta de las curvas:
2 2
2 _ Yy
a) y° = 2px b)?—l—b—z—l.
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Solucion
a) Recordemos que ¢/ = /-, y" = VP (ejercicio 7). Asi tenemos que
2z
(20)}
o () s
3 2¢ +p 3
X:x_u2$2:$+L 22)2 = 3z + p,
— var 2 )

1+ o= 3
Y—\/2p3:—|—( \/Z_))(Q:L")? = 2p:n—2$p#\/2p:n:\/2]73( —27513_ ) =

e} (G -p)?

v 7 = pY?2 = 27(X p)3.
oy b / bx " ab
b) Escribimos y = 2va? — 22,y = ———2& ¢/ = ——— %2 entonces:
a ava? — x? (a2 —x2)
3
o Ya+y bx b2a? (@®—a%)2 o4
Xz‘“z v am(l+a2(a2—x2)> T
(a —b%)a7) =
23, 0 90
a—4(a —-b ),
3
b2\ (a® —a?)2 (@ =0, o 23 ,
Y=y—(1+ = — a“ — x“)2, por lo que se tiene:
Y ( ag(a2_$2)) ab PET ( )2.p q
2
2 2 2 2 __ 12 2
(@X)3 +(v)d = @0 o (@ =08 (2 2y (22,
a a

11. Demostrar que la evoluta de la cicloide 2 = a(t—sent), y = a(1 —cost) es una cicloide

desplazada.

Solucion
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dy y d?y
Recordemos que — = = ue —< =
/1,1 ",/ q d:E ;U/ y q d$2

a'y" — 2"y
(')

; asi tenemos:

: sent ( sen’ ¢ 5 ) :c(f) =a(t —sent), y(t) = a(l — cost)
—cost —
X =a(t—sent)— _a(l cost)

a(l — cost)? .

asent(2 —2cost) .
a(t —sent) + T —cost = a(t —sent),
_ 2 2

Y =a(l—cost)— a(l — 2cost + cos” t + sen 75)(1—cost)2 =a(l—cost)—a(2—

(1 —cost)?
2cost) = —a(l — cost).

Asi, la evoluta es la cicloide con nuevo centro (7a, —2a), con nuevo parametro u = m—t.

12. Demostrar que la evoluta de la espiral logaritmica p = ae*” también es una espiral
logaritmica con el mismo polo.

Solucién Dado que p = ae*?, z = p(A) cos 6,y = p(#) sen ¥,
dy _y'(0) _ cos(f) + ksenf

dv — 2'(f)  kcosf —senf’
d*y _ 2/ (0)y"(0) —"(0)y'(0) _ (k> +1)e M

dax? (z'(0))3 ~ a(kcosf —sen )3’
Finalmente X = —aksenfe? = ake "% ek(9+zr2)cos(9 +
2),

s s . . z. .
Y = akcos ekt = ake F2eF0+2) sen(h + %) i.e. es una espiral logaritmica rotada 7.

13. Demostrar que la curva (desarrollo de la circunferencia) z = a(cost + tsent), y =

a(sent — t cost) es la evolvente de la circunferencia z = acost, y = asent.

. . d
Solucion Consideramos la curva = = a(cost + tsent), y = a(sent — tcost), d—y =
x
Y d2y _ aly — 2y _
dax? («')3 at cos3 t

X =a(cost +tsent) — tant(1 + tan® t)at cos®t = acost,
Y

, por lo que:

= a(sent —tcost) + (1 + tan® t)at cos® t = asent.
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2.12.2. Puntos singulares, envolvente

14. Determinar los puntos singulares de las curvas siguientes:
a)y? = —a? + 2* b) (y — 2°)* =

¢) a*y? = a?z* — 2 d)z?y? — 22 —y2 =0

e) 22 + y® — 3azy = 0 (folio de Descartes) f) y (a — ) = 23 (cisoide)

) (22 +9*)? = a®(2? — 9?) (lemniscata) ~ h) (a + 2)y? = (a — x)2? (estrofoide)

i) (2 + v (2 — a)? = b?2%, a > 0, b > 0 (concoide).

Analizar los casos a = b, a > b, a < b.

Solucion

a)Sea f(z,y) =y>+22—2* =0, f, =20 — 42 =0 = 2 = 0, :L'—:l:\lf,

fy=2y=0=y=0.

Solamente hay un punto singular pues (:l:%,O) no estd en la
curva. Las derivadas de orden dos son f,.(z,y) = 2 — 12z,
fyy(x.y) = 2, fay(z,y) = Oie. foz(0,0) =2, fy,(0,0) = 2,
f2y(0,0) = 0 por lo que A = fop fyy — fxy = 4> 0, es decir

(0,0) es un punto aislado.

b) Sea f(z,y) = (y — 2%)? — 25, fo = 2(y — 2?)22 — 52t = 2(4y — 422 — 523) = 0,
fy=2(y—12%)=0=y=2%ie 2 =0,y =0es el tnico punto singular.

Las derivadas de orden dos son f,, = 4y — 622 — 2023, foy =
—4x, fyy = 2 por lo que A = 0. Es claro que debemos analizar

la curva en (0,0). Despejando y se tiene y = +v/5 + 2, por lo

=

que (0,0) es un punto de segunda especie.
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¢) Consideremos f(z,y) = a*y? — a?2* +2°5 =0, f, =
—4a’23 + 62° = 0, fy = 2y =0 =2 =0,z =
:l:\/ga, y = 0, pero (:l:\/ga,O) no estd en la curva y el
tnico punto singular es (0, 0).

Las derivadas de orden dos son f,, = —12a222 + 3024,

Jyy = 2a*, fzy = 0, por lo que A = 0. De esta forma se

debe analizar la curva en (0, 0).

L . o ata® -2 22—

a curva se escribe y* = — y = :l:a—zm, por lo que (0,0) es un
punto doble.

d) Sea f(z,y) = 2%y?> —2? —9?> =0, f, = 20y — 22 =
20(y? —1) = 0= 2 =0,y = £1, f, = 22%y — 2y =
2y(x> —1) = 0 = y = 0, z = +1. De esta forma

tenemos que s6lo el punto (0, 0) es singular.

Las derivadas de segundo orden f,, = 2y° — 2, fyy =
222 — 2, fu,y = 4xy, por lo que en (0,0), A=4—-0>0
y tenemos en (0, 0) un punto aislado. Se puede representar
2 e y=—ET

x2 -1 \/;p2 —1

e) Sea f(r,y) = 2° + ¢ — 3azy = 0, entonces f, =
322 —3ay =0 = 22 = ay, f, = 3y*> — 3ax = 0 =

vy} = ar = 2% = ay/Jazie. x = a,z = 0 = (0,0) a3 4 y3 = 3azy

es el tnico punto singular pues z = y = a no estd en la \
curva.

Las derivadas de orden dos son f.; = z, fyy = ¥, foy =

la curva por 3% =

—3a, porlo que A = —9a®<0i.e. (0,0) es un punto doble.
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f) Sea f(z,y) = y*(a—z)—3 = 0, entonces f, = —3x2—y? = y?(a —z) = 23
0, fy =2yla—2) = y=00z=aiex=0,y>=—3a? t
solucién que no tiene sentido. Finalmente, el Gnico punto singular I
es (0,0).

Las derivadas parciales de orden dos son f,, = —622, fyy = 2a,

fzy = —2y, por lo que A = 0 en (0,0) y se hace necesario un

andlisis de la curva en (0, 0).

[ .3
La curva se puede escribir y = £ aai s lo que evidencia que (0,0) es un punto de

retroceso de primera especie.
9 Sea f(z,y) = (2* + %) —a®@@® —y?) = 0, fu =
2(2% + y?)2z — 2d’x = 222 +y?) —a®) = 0, fy = 2,22 2022

2(2* + y*)2y + 20y = y(2(2* +y*) + a®) = 0 = (0,0) ;

es el tnico punto singular. 0 =7
Las derivadas de orden dos son f,, = 1222 + 4y®> — 242, _t_z,
foy = 8zy, fyy = 12¢y% — 42% + 242, por lo que en (0,0), Dearfis

A = (—2a%)(2a?) — 0 = —4a* < 0 es un punto doble.

h) Sea f(z,y) = (a + 2)y* — (a — x)2* = 0, f, = y* — 2az +
322 =0, f, =2(a+2)y=0= 2 = —a,y = 0.

Siy=0,322 - 2ar = x(3z —2a) =0 = v =0,z = %a,
pero el punto (%a, 0) no satisface la ecuacion de la curva.

Si x = —a, se tiene que (a — a)y? — (a + a)a? = —2a% = 0 que
no puede ser. El dnico punto singular es (0, 0).

Las derivadas de orden dos son f,, = —2a+ax, fy, = 2(a+x),
foy = 2y y tenemos A = (—2a)(2a) — 0 = —4a® < 0, es decir
(0,0) es un punto doble.

i) Consideremos f(z,y) = (22 + y?)(z — a)? — b%x? = 0, las derivadas parciales igua-
ladas a cero son f, = 423 — 6az? — 2z(y? + a® — b?) — 2ay* =0, f, = 2y(z — a)? =
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0= y=00z=a.

Siz = a, f, = —2ab® # 0y no sirve como solucién.

/a2 2 _
Siy:0:>2:13(2:£2—3a:13—|—a2—b2):0:>g;:0,3;:_ a+ib 3a’
4 — Va*+8b? +3a

) .

Las soluciones (3a £y 22 + 8b2,0)
Enefecto, f(z,0) = 2%(x —a)? —b?2? = 22((z—a)?—b?) = 0 <=2 = 0,2 = a+b,
z=a—b= 30V 22 +802 _ 1p— +va? + 8b? = 4(a+b)—3a = a+4b =
a?+ 8 = (a+4b)? = 8b(b+a) =0=b=0,a=*b.

deben ser soluciones de la ecuacién f(z,y) = 0.

Sia=+4bx = %a, x = 0, pero (%a, 0) no satisface f(z,y) = 0. Finalmente la tnica
solucién posible (punto singular) es (0, 0).

Las derivadas de orden dos son f,, = 12z% — 12az + 2a® + 2y? — 2ay® — 2%,
foy = 4y(z — a), fyy = 2(x — a)?, por lo tanto en (0,0), A = 4a*(a® — b?).

Sia > b, (0,0) es un punto aislado.

Sia < b, (0,0) es un punto doble.

Sia = b, A =0y debemos analizar la funcién en (0, 0). En este caso:

2.2 2 _ 2 2

— (202 2_ 2.2 2 _ _,2,_a‘x _  2a°—a"+2ax—<x
fa,y) = (@) (z—a)"—a"s” = y* = —x oo " o)
) , r—a r—a

w72(2ax—w2) ~ 2 Gig 0, por lo que (0,0) es un punto de retroceso de

(x —a) a?

primera especie.
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(%2 +y%)(z —a)? —b%22 =0
a>b Y=o Yoa<o

15. Determinar cémo varia el punto singular de la curva y?> = (z — a)(z — b)(x — ¢) en

funcién de los valores a, b,c € R, a < b < c.
Solucién Sea f(x,y) = y? — (v — a)(z — b)(z — ¢) = 0, las derivadas parciales son:

fe=—322+2(a+b+c)x + be+ ac + ab,

Va2 —ab—ac+b2—bct+ct—a—b—c
3 b

2:\/a2—ab—ac+b2—bc+62+a+b+c
3

Sia # b # ¢, los puntos (x1,0), (2,0) no satisfacen la ecuacién y? = (z — a)(z —

b)(x — c).

X

,y=0.

Sia=b,x1 =a,z2 = %26 y el punto (%26,0) no estd en la curva f(z,y) = 0.
Sib=c,z; = 2a3+ €, 19 = ¢, pero el punto (%, 0) noestaenlacurva f(z,y) = 0.

Sia=b=c,x1 =29 = a.
Finalmente, tenemos el dnico punto singular (a,0) si a = b < ¢; el dnico punto singular
(c,0) sia <b=cysia= b= ctenemos el punto (a,0) como tnico punto singular.

Las derivadas de orden dos son fy; = —6z+2(a+b+c¢), fyy =2, fzy = 0, por lo que
en (a,0), A =2(—6a +2(a+ b+ c)).

Sia =b<c, (a,0)es un punto aislado pues A = —2(a — ¢) > 0.

Sia<b=c,(c0) esun punto doble pues A = 2(a — ¢) < 0.
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Sia=b=c, A =0, pero tenemos y*> = (z — a)® y cuando = — a™ es claro que (a, 0)

es un punto de retroceso de primera especie.

16. Determinar la envolvente de la familia de circunferencias (z — a)? +y? = &-.
2 2
(:r:—a)2+y2—% =0
Solucion Considerando el sistema de ecuaciones A P
) , 2 i
f(:n,y,a):(:n—a) +y _7:07 E
©)
fa(x,y,a):—2(:E—a)—a:0ysetieneque:n:%:a:
2 : <

2$,p0rloque$2+y2—%:0:y::|:x.

17. Determinar la envolvente de la familia de rectas y = kxz+ %, (p = constante, k pardme-
tro).
Solucion Tenemos que

o _p _
f(x,y,k:)—y k:E 2]€ 07

k)= —r+ L =0=
fe(z,y. k)= -z 12

_p PP _. P _
hr=op —v¥—9p ~9p ¥~V
_p_ 2z 2 _

:>y—k—p p:>y 2px.

18. Determinar la envolvente de la familia de circunferencias de radios iguales a R, cuyos

centros se encuentran en el eje x.
Solucién Sea f(z,y,a) = (x —a)?>+y?> — R2 =0,

folz,y,a) =2(r—a) =0 =2 =a0a = y =
+R.

19. Determinar la curva que envuelve a un segmento de longitud ¢, cuando sus extremos

resbalan por los ejes coordenados.
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Solucion La ecuacion de una recta de esta familia se escribe
y:mzn—l—b:—gzn—l—b:—b(i—l) :—g(:n—a)

a
__Ye—a,

a
2 _ 42
Sea f(wayaa) :y—i—%(m—a)

=y+ G £2a_a2x—\/€2—a2 =0,

2 3 1 2
fa(z,y,0) = —6957—1% =0 = a = z3/3, entonces y + T3 (x —
2 —a2a Ry
12 e%(@%—x%)% 1 2 2 2.3 2 2 9
x303) =y+——F5——23(@3 —L3)=y— ({3 -23)2 =0=y3 =3 —23
x3/03

) 2 2
ie. y3 + 3 =/{3.
20. Determinar la envolvente de la familia de rectas que forman con los ejes coordenados,

tridngulos de drea constante S.
Solucion Sea y = max + b la ecuacién de una recta de la familia,

entoncesS:%(—%)zm:—%. !
Sea f(x,y,b) =y + %bzx—b: 0,

folx,y,b) = %x+1 =0=b= %,i.e.y—l—%S(S—l:E)zx—% =
O:y:%i.e.xy:%&

21. Determinar la envolvente de las elipses de drea constante A, cuyos ejes de simetria coin-

ciden.
2?2
Solucién Se tiene que la elipse v + 2= 1, tiene por
- _ A
drea mab = b = .
2 2242

Sea f(z,y,a) = L5 + IG5 — 1 = 0, fo(r,y,0) =
_ 22 | 2% _ 22A% _ 4 2 _ zA

3 e —O:>y2ﬂ2—a = a” = yr

2 2,2

entonces f(z,y,a) = ;—Ayw + yAgyfrA -1 = :Ey% +

xy%—le:>2xy%:1:>xy:%.
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Observemos que se ha considerado el caso en que xy > 0. Si consideramos el caso zy <0,

2_ _zA O ol G __A
tenemos que a® = yW:>f(3:,y,a)— T yE 1=0=ay= o
Finalmente la envolvente es xy = :l:%.

22. Determinar el cardcter de las curvas discriminantes de las familias de curvas siguientes

(c es el pardmetro):

b)y? = (x — 0)3 (parabolas semictbicas)
a)y = (z — ¢)? (pardbolas cibicas)

d) (a+ x)(y — ¢)? = 2%(a — z) (estrofoi-
¢) y® = (z — ¢)? (pardbolas de Neil)

des).
Solucion

a) Sea f(:E,y,C) =Y - (33‘ - C)3 =0, fc(ﬂi',y,C) = 3(33 -
)2 =0= 2 =cie. y=0.
Se observa que la recta y = 0 es el lugar geométrico de los

puntos de inflexién y también la envolvente de la familia.

b) Sea f(:EvyvC) = y2 - (:E - C)3 = 0, fC(:L'vyvC) =
3z —c)? =0= 2 = 0ie 3% = 0, es decir la curva
discriminante y = 0 es el lugar geométrico de los puntos

cuspidales y la envolvente de la familia.

¢) Sea f(xayac) = y3 - (.Z' - 6)2 =0, fc(xayac) = 2(1’ -
c) =0 = x = cie. y> =0, o sea la curva discriminante
y = 0 es el lugar geométrico de los puntos cuspidales, pero

no es la envolvente.
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— 02 = a2(a —
d) Consideremos la funciéon (a+ gi)(y o) =aia-2)

f(:EvyvC) = (CL—FZE)(y - C)2 _3:2(&_3:) =0,

fe(z,y,¢) = —2(a+x)(y — ¢) = 0 = y = ¢, por lo que
flz,y,c) =2%(a—2)=0=2=0,z = a.

Siz = —a = x = 0 que es imposible. De esta forma
tenemos que la curva z = 0 es el lugar geométrico de los

puntos crunodales y z = a es la envolvente.

La ecuacién de la trayectoria que sigue un proyectil lanzado desde el punto O, con velo-

cidad inicial V,, y formando un dngulo « con el horizonte (no se considera la resistencia

del aire) es y = ztana — % Tomando el dngulo o como pardmetro, deter-
2V cos® o

minar la envolvente de todas las trayectorias del proyectil situadas en un mismo plano

(parabola de seguridad).
2

Solucion Tomamos f(x,y,a) =y — ztana + g% =0,
2V 7 cos”
2 2
_ 2 -3 €T R r-gseno
z,y,a) = —xsec” a+(—2cos? o)== (—sena) = =0=
fal@:y,0) ( ) VOQ( ) cos?a  V?2cos?a
2 2 4
3::Mtanai.e.tana:V—0:>1+tan2azse02a:1+ Vo -
V2 gx 922
:xv(?_ gz? (1+ % ):V_Oz_ gz? gza:2+VO4:V_02_gza:2+Vo4:
gz 2V2 922 g W2 g2? g 2V2g
2 2 2 2 2
V7° — % — ‘2/—0 Yy = ‘2/—0 — % es la envolvente de la familia de trayectorias.
2V; g g 2V
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Capitulo 3

Curvas en el espacio y superficies

En el estudio en el espacio de dimensién 3 se provee al espacio de un sistema de referencia
ortonormado R = {0, 1,j,k}, el producto escalar ( , ) o la norma asociada || || y la distancia
de puntos a, b € R? denotada d(a,b) o la —b| = [|b — a]|.

3.1. Curvas en el espacio

I designa un intervalo de R no vacio ni reducido a un punto, £ € N, k£ > 1.

Definicion 3.1.1 Se llama arco parametrado de clase C*, la aplicacion f: I — R3 de clase
C*.

Definicién 3.1.2 Sea f: I — R3 un arco parametrizado, se llama trayectoria de f la parte

FI)={f®)/tel} C R

Se dice también que f(I) es una curva (del espacio) admitiendo a f por representacion pa-

ramétrica.

Definicién 3.1.3 Sea f: I — R> un arco parametrizado de clase C*.

a) Se llama cambio de pardmetro (de clase C*) de f, toda aplicacion @: J — I, donde J es

1

un intervalo de R tal que ¢ es de clase C* en J, ¢ es biyectivay o' es de clase C* en I.

b) Se llama parametraje admisible (de clase C*) de f, toda aplicacion g: J — R3, con J

intervalo de R de modo que existe un cambio de pardmetro (de clase C*) o tal que g = f o .

Una curva del espacio se puede definir por un sistema de ecuaciones cartesianas F'(x,y, z) =

121
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00 G(z,y,z) = 0. En la prdctica se pasa de una representacion paramétrica de una curva I’
del espacio, a un sistema de ecuaciones eliminando el pardmetro t.

Ejemplo Una representacion cartesiana de la curva parametrizada z = t, y = t2, 2 = t3 es
y =2z =2

Recordemos el teorema de la funcién implicita, en el caso que nos interesa.

Teorema 3.1.1 Sea U C R? un abierto, w = (a,b,c) €U Cc R*y F, G: U — R
dos aplicaciones tales que F(u) = G(u) = 0, F, G son de clase C' en U, de modo que
Fy(u) Fy(u)
Gy(u) Gy(u)
abiertos Wy, W, C R de centro by c, respectivamente tales que:

a) Vo x Wy x W, C U,

= 0, entonces existe un intervalo abierto V, C R de centro a e intervalos

b) existe un tinico par de aplicaciones ¢: V, — Wy, ¥: V, — W, tales que:
VeV, F(:L'a SD(ZL')’T;Z)(:L’)) =0, G(:L'a SD(ZL')’TZ)(:L')) =0, cony,clase ClenU.
Ademds si F, G, son de clase C*, (k> 1) en U, entonces o, 1 son de clase C* sobre V,.

3.2. Proyeccion de una curva en el espacio sobre los planos coordenados

Sea I la curva en el espacio de representacion paramétrica z = x(t), y = y(t), z = z(t), t € I.
Es claro que la proyeccion I', de I" sobre el plano z = 0, admite por representacién paramétri-
cax =xz(t),y =y(t), z=0.

Los resultados son andlogos para las otras dos proyecciones.

Ejemplo Determinar y trazar las proyecciones ortogonales sobre los tres planos de coorde-

nadas de la curva de representacion paramétrica x = cos?t, y = costsent, z = sent, t € R,
llamada ventana de Viviani.

1. La proyeccién I', de I" sobre el plano zy tiene representacion paramétrica x = cos? t,

y = costsent, z = 0o bien z = % + %cos2t, Yy = %sen2t, z =0, esdecirI', en el

circulo (en z = 0) de centro (3, 0,0) y de radio 1.

2. La proyeccion I'y y de I' sobre el plano xz tiene representacion paramétrica r = cos? t,
y = 0, z = sent. Eliminando ¢ se obtiene la representacién cartesiana z = 1 — 22,

y=0,0 < z <1, esdecir I'y es una parabola.
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3. La proyeccién I',, de I' sobre el plano xz tiene representacion paramétrica x = 0, y =

costsent, z = sent, o bien representacion cartesiana z = 0, y?> = 22(1 — 2?).

3.3. Tangente en un punto

Definicién 3.3.1 Sea f: I — R3, r(t) = f(t) un arco parametrado de clase C', T' = f(I)

su trayectoria, 7(t) € T, se dice que 7(t) es un punto regular de T si'y sdlo si v'(t) # O.

Si f es de clase C? se dice que T(t) es un punto bi-regular si {1/ (t),7”(t)} es libre.

Un punto no regular de I' se dice estacionario.

Definicién 3.3.2 Sea f: I — R3, v(t) = f(t) un arco parametrizado de clase C*, T' la
trayectoria de f, ty € I, 79 = 1(to).

a) Se dice que T admite una tinica tangente en v(t}) (resp. v(t;)) si y sdlo si el vector unitario
r(t) — (¢ r(t) — (¢
(0) = vlto) " r(t) ~ v(t)
[7(t) — r(to) [7(t) — r(to)

En este caso se llama semi-tangente en t — tar (resp. t — ty ) al, la semirrecta de origen

si existe) tiene un limite cuando t — tar (resp. t — t ).

To y dirigida por este limite.

b) Se dice que I" admite una tangencia en v(ty) si y sélo si I" admite dos semi-tangentes iguales
u opuestas env(tg) y v(ty ). En este caso se llama tangente en v(to) a T, la recta que pasa por

1o y dirigida por v’ (tg).

Teorema 3.3.1 Sea f: I — R3 un arco paramétrico de clase C*, T' su trayectoria. En todo

punto regular r(t), P admite una tangencia dirigida por ' (t).

Definicion 3.3.3 Sea f: I — R? un arco parametrizado de clase C', T su trayectoria, 7(t)

un punto regular de T, T(t) la tangente en 1(t), se llama:
a) Plano normal env(t) a I, el plano que pasa por r(t) perpendicular a T(t).
b) Plano tangente en v(t) a T, todo plano conteniendo T(t).

De esta forma I admite en v(t) un plano normal iinico y una infinidad de planos tangentes

(que forman la red lineal de planos definida por T(t)).
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Definicién 3.3.4 Sean f: I — R3 un arco parametrizado de clase C*, T' su trayectoria,

(t) un punto regular de T'. Se llama vector tangente unitario (orientado) a ' en r(t), el vector

denotado T(t) definido por ﬂ
@I

Definicion 3.3.5 Se llama hélice toda curva T del espacio, de clase C" regular, tal que existe

un vector unitario fijo v donde el dngulo (v, T(t)) es de medida constante (médulo 27).

Ejemplo

1. Hélice circular a paso constante Sea p >0, h # 0y ['lacurvax = pcost, y = psent,

z = ht, t € R, entonces 7' = (—psent, pcost,h) = kT _ h , por lo

RIITH /2 + 12

que el angulo (k, T) es constante, I" es una hélice circular a paso constante.

t t

2. Similarmente, la curva I, x = e cost, y = e 'sent, z = e~ !, t € R, es una hélice

trazada por el cono de ecuacién cartesiana x> + 32 — 2% = 0.

3. Las leyes de Newton muestran que un planeta moviéndose alrededor del sol con una
Gm]%g r(t) ie. mr” = —GWEM
Ir()]| R
M es la masa del sol, m la masa del planeta, r = ||r|| y G es la constante gravitacional.

trayectoria r(t), obedece la ley mr”(t) = — 1, donde

La relacién usada para determinar la fuerza de atraccién F' = —GmMr/r3 se llama ley
de gravitacién de Newton.
Si consideramos que el cuerpo de masa m se mueve con rapidez constante s en una

trayectoria circular de radio 7y, podemos suponer que se mueve en el plano zy, z = 0,

2 2
T(t) = (o cos %’TO sen %, 0). Ademés a(t) = 1" (t) = (—;f—o cos %, —;f—o sen 7{—‘;,0) =
2
— 5 1(t).

7o
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Asi la aceleracion va en direccion contraria a 1(t), es de-
cir se dirige hacia el centro del circulo. Esta aceleracion

multiplicada por m se llama fuerza centripeta, por lo que:

B e

*m GmM
——71(t) = — t).
2 r(t) " ). ) .

Si T es el periodo de una revolucién, entonces 271 /T = s

y obtenemos

(2m)?
GM ’
es decir, el cuadrado del periodo es proporcional al cubo del radio. Esta ley es una de

2 _ .3
T° =g

las tres famosas leyes de Kepler, que dedujo de los datos astrondmicos experimentales

recogidos por Tycho Brahe durante 30 afos.

4. Al considerar dos conductores, uno con carga po-
sitiva y otro con carga negativa en el que se insta-
la un potencial eléctrico, ¢: R?® — IR, el campo
eléctrico estd dado por E = V¢. Sabemos que E es
perpendicular a las superficies de nivel de ¢. Estas

superficies de nivel se llaman superficies equipoten-

ciales, pues en ellas el potencial es constante.

Las superficies equipotenciales son ortogonales al campo de fuerza eléctrico F.
5. En electrostatica, la fuerza F' de atraccién entre dos particulas de cargas opuestas estd
dado por F' = k% (ley de Coulomb), donde k es una constante y v = (x,y, 2); F' es
T
el gradiente de —k/||r]|.

3.4. Abscisa curvilinea

Sea f: I — R? una curva de clase C', T' = f(I) su trayectoria; para t € I se denota
r(t) = f(t) = (x(t),y(t), z(t)) las coordenadas de r(t) en R.

Definicion 3.4.1 Se llama abscisa curvilinea sobre I, toda aplicacion s: I — R de clase
C1 sobre I tal que Nt € 1, 8'(t) = ||/ (t)].
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Definicion 3.4.2 Sea s una abscisa curvilinea sobre T', a, b€ I, A = f(a), B = f(b), se

llama:

a) longitud (algebraica) de arco AB de T, denotado £ @) el real s(b) — s(a), es decir

b
(7AB) = / 10l dt.

b) longitud del arco AB de T, el valor absoluto de la longitud (algebraica) de AB enT.

Ejemplo Calcular la longitud L de la curva del espacio © = cost, y = sent, z = —Incost,
tel0, %]
Se tiene que 2’ = —sent, 4y’ = cost, 2’ = tant,dedonde 5”2 = /2 +y/? + 2% = 1 +-tan’t =
o 1 1
Z —
sec2ti.e.s’:sect:>L:/ st)ydt = /ﬁd—vzllnl""vﬂ:ln(\/i—k
0 v=sent [ 1 — o2 2 1—wlo

1).

Definicion 3.4.3 Se llama parametrizacion normal de f, toda parametrizacion admisible
g: I — R3 de clase C* de f, tal que Y u € 1, ||¢g'(v)|| = 1.

Proposicion 3.4.1 Si f es regular entonces:

1

a) para toda abscisa curvilinea s sobre I, f o s™" es una parametrizacion normal de f.

b) para toda parametrizacion normal g de f, existe una abscisa curvilinea s sobre I tal que
_ -1 _ -1

g=fostog=fo(-s) "

Se dice simplemente que s y —s son parametrizaciones de f.

c) Observemos que si f es regular y si s es una abscisa curvilinea sobre I, entonces en todo

punto v(s) de T, el vector tangente unitario T(s) = 1/(s).

La diferencial de arco de una curva en el espacio en coordenadas cartesianas rectangulares es

ds = \/ dx? + dy? + dz2, donde z, y, z son las coordenadas del punto de la curva.

Siz = x(t), y = y(t), z = z(t) son las ecuaciones paramétricas de la curva en el espacio, la

longitud del arco en el intervalo [a,b] de ¢ es:

b
(= / V! (02 4y ()2 + 2/ (t)2 dt.
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3.5. El producto vectorial

Definicién 3.5.1 En R?, Se define el producto vectorial de dos vectores, v = (ry,72,73),

u = (uy,ug,us) por:
T X U = (roug — r3U2, r3uUl — T1U3, T1UL — T2UL).
Sir(t) y u(t) son funciones vectoriales:
(ruw) =ru +7u (rxuw) =rxu+1 xu,
Proposicién 3.5.1 Sean, u € R?, entonces:
I) rxu=—-uxr
2) rx (W+vV)=TXU+T XV
3) arxu=(ar) xu=rx(au), a€R
4) rxr=0

5) r(rxu)=u(rxu) =0

6) ||r x u|]| = ||r||||[w||sen 8, donde 0 es el dngulo entre vy u.
Prueba ||t x u||? = (roug — r3uz)? + (r3uy — riusz)?® + (riug — rouy)?
= r%u% — 2rousraus + r%u% + r%u% — 2r3uirius

+rud + r?u — 2ryugrouy + riul.

Por otro lado,
[7[I?lul? sen? 6 = [[r[|*[[w]*(1 — cos® 8) = [[v[|*lul]* — (ru)? =
(r? + 73 +73)(uf + u3 + u3) — (riun + roug + raus)?

v desarrollando esta expresion se tiene el resultado.

Se observa que ||r x ul| es el drea del paralelogramo con lados

TYyU.

T T2 T3
7) r(uxv)=|u wus wus

B1 B2 B3
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8) r(uxv)=uw(vxr)=v(rxu), cualquier permutacion entre v, Wy v es invariante

9) El intercambio del producto escalar y vectorial deja invariante el producto triple:

(U x V) = (rxu)v.

El triple producto v x u-v es igual a + el volumen del paralelepipedo con arista v, wyv

10) rx (uxv)# (rxu) xv

11) v (uxv)=(rv)

c
|
=
£
=

(rxu) xv=(rv)u— (uwv)r

12) 2vw= v+ uf® = rf? = fulf?

drav = ||r +u)? — ||r — ul]?

13) v-u es la norma de la proyeccion de v sobre W e inversamente wi =

proyeccion de T sobre u, wg =1 —

TU
Ju®

u es la componente de v ortogonal a .

14) ||vr x ul|? = ||7||?|w)|? — (r-w)? (Identidad de Lagrange)

15) [l +wfl? + v = ul* = 2r* + 2||u|?

16) (r xu)-(vxw) = Tvoowy

T™W uw

3.6. Nocion de plano osculador en un punto bi-regular

Definicion 3.6.1 Sea f: I — R3 un arco parametrizado de clase C?, T su trayectoria v(t)

un punto bi-regular de T, se llama plano osculador a T, en v(t) el plano pasando por r(t) y

dirigido por {v'(t),7" (t)}.

El plano osculador en r(¢) a I' es tangente en r(¢) a I

Ejemplo Dar la ecuacion cartesiana del plano osculador en todo punto 7(¢) a la curva I' de su

puntuacién paramétrica x = ch ¢,y =sh t, z =¢,t € R.
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Claramente I es de clase C° en todo punto teR y v/ (¢) = (sh ¢,ch ¢,1),1"(t) = (ch ¢,sh ¢,0),

o sea 7(t) es bi-regular. Ademds 1’ x 1 es perpendicular al plano osculador, es decir:

X—chtY—sht Z—t
[(X,Y,Z)—(ch t,sh t,t)] v'xr" = sht cht 1 |=0<= Xsht-Ycht+Z-t=0.
cht sht 0

3.7. Estudio de una curva en el espacio

En esta seccién consideremos siempre que f: I — IR3 es un arco parametrizado de clase C2,

I’ = f(I) su trayectoria, es una abscisa curvilinea sobre I".

Se supone que I estd parametrizada por s(€.J) y se considera un punto bi-regular 7(s) de I,

por lo que todo punto de I" vecino de 7(s) es también bi-regular.

Se denota T(s) el vector unitario (orientado) en r(s) a I, definido por T(s) = 1/(s) = %

Definicion 3.7.1 Se denomina curvatura de T en v(s) y se denota K (s) el real definido por
K(s) = dT(s)

ds

aT
Recuerde que 1(s) es bi-regular y se tiene d(s) # 0ie. K(s)>0.
s

Definicion 3.7.2 Se llama radio de curvatura de T en 1(s) y se denota R(s) el niimero real

1
R(s) = ——.
Se llama vector normal principal a T en v(s) y se denota N(s) el vector definido por N(s) =
dT(s)
R(s)ﬂ = 45 __ Setiene que T'(s) = LN(s), N(s)|| =1, R(s) >0
ds H dT(s) ‘ R(s)
ds

Se observa que el plano osculador en 1(s) a I estd dirigido por {r/(s),r”(s)} y también por
{T(s),N(s)}. Ademds, Vs € I, [T(s)|? = 1 —> Vs € J, T(s)-dgis)
T(s)-N(s) =0.

= 0, es decir que

Definicion 3.7.3 Se llama vector binormal a T en v(s) y se denota B(s), el vector definido
por B(s) = T(s) x N(s).
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El sistema de referencia ortonormado {r(s), T(s), N(s),B(s)} se llama sistema de Frenét de
Ient(s).

Definicion 3.7.4 Se supone ademds que f es de clase C® y que 1(s) es un punto tri-regular
de T, es decir que {'(t), 7" (t),v"(t)} es libre.

Se llama torsion de T en v(s) y se denota T'(s), el mimero definido por T'(s) = B(s)-dlz—gg).
Si T'(s) # 0, se denomina radio de torsion de " en 7(s) y se denota p(s) el nimero definido
__1
Debemos estar alerta para no confundir el real 7'(s) y el vector T(s).
Observacién
T dN

Puesto que T(s)-N(s) = 0, derivando se obtiene diS) ‘N(s) + T(s)- diS) = 0y como

s R N(s) se deduce que T(s)- TR
Por otro lado, N(s)-N(s) = 1 = N(s)-%gs) = 0y como {T(s),N(s),B(s)} es una base
ortonormada, se tiene entonces:
dN(s) dN(s) dN(s) dN(s) 1

= (T(s)- T N(s)- N B B(s) = — T —

Tl = () ST+ (N T NG+ (B(s)- TDB(s) = = =T+

Finalmente derivando el producto vectorial B(s) = T(s) x N(s) tenemos que:
dB(s) dT(s) dN(s) 1 1
= N T =—T B(s) = — —= N(s).
o = TN £ T(5) x T = = T() % Bs) = — —=N(s)

Asi tenemos las formulas de Frenét:

dT(s) 1 dN(s) 1 1 dB(s) 1

- N(s): - — _T(s)+ — B: — — —N(s).
ds R(s) (5); ds R(s) (s) + p(s) ds p(s) (s)

Ejemplo Hacer el estudio métricode lacurval': x = sh 2t — 2,y =ch 2t — 1, z = 4ch ¢,
t > 0.

Se tiene que 2’ = 2ch 2t — 2,y = 2sh 2t, 2/ = 4sh t, s’ = 22 + 92 + 2/ = 4(ch 2t —
1)2+4sh?2t4+16sh?t = 8ch?2t —8ch 2t +8(ch 2t — 1) = 8sh?2t = s’ = 2/2sh 2t.
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dr _ dr dt 1
§)= =22 =—=—(2ch 2t —2,2sh 2¢t,4sh t th 2¢,1, ——
) ds dtds  92,/2sh 275( )= \/5( ht)
dT(s)  dt dT 1 1 sh ¢ 1
S - 1,0,5h t),
ds  ds dt  4sh?2t <ch2t’ ’ch2t> 4sh 2tch2t( /0,5h 1)
1 |ldT(s)||  V1+sh?t 1 . R(s) = 8h tch?s
R(s) || ds || 4sh2tch®¢t 4sh2tcht - ’

_ p(s)4T(s) _ _ _ _ 1 (_ _1
N(s) = R(s)" (Cht 0, —th t) B(s)—T(s)xN(s)_ﬁ< tht1, Cht),
dB(s)  dt dB(s) 1 1 sh ¢ 1 1

== = - L N@s) = -1 —tht

ds ds dt 4sh 2t< ch?t’ 7cht> p(s) (5) <h2 )0, )

dB(s) 1 1 1
MO s p(s) (S):p(s) dsh2tcht " Sshte

3.7.1. Calculo teérico de R(s)y p(s)

Proposicién 3.7.1 Sea f: I — R? una aplicacion de clase C3, T = f(I), 7(t) es un punto
OP o~ IP@ =Pl
[ (&) < v ()] () x x"(t)r"(t)

tri-regular, entonces: R(s) =

Demostracion Se tiene que:

d
/ _ '/ /i 12
T'(t) = —dt—ds—sT():>r(t)——sT+s — =

y

Y(t) = 5" T(s) + s”% d";gs) n 28/8”R(;)2(;)R,(8)8/2N(8) $2 ds ( B ﬁT(s) L1

R(s) dt

"ot '(s)s"? s’ s"
= s"T(s) + (38R (s) — RR(2() ) >N($) — Rz(gs) T(s) + W;(S)B(s)
13

_ (M _ _S s 3s"s" (o) _ s”R/(s) s s'3 s
= ("= T+ B0 = o PING) + B!

, , "o 813 . 8/3 . 813 .
Asi tenemos que 1’ x v = RG) T(s) x N(s) = R(S)B(s) = R(s) = /7//“ -

I
I ]

B
3
Ademés, ' x 1/ = | S 0| = RS( )B( s)ysetiener x 1" = 5 —
s
0
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T/ % T// 2
o(s) = T XTI

3.8. Resumen: Triedro intrinseco de una curva en el espacio
Observemos que en las férmulas desarrolladas, el pardme-
tro de trabajo es s y no ¢, como es el caso en general cuando
) ] B plano normal
se expresa 1. Por esto es conveniente tener versiones de T, r
N y B no en funcién de s, sino en funcién de ¢. Se debe dis-
tinguir entre T(s) y T(¢), entre N(s) y N(¢) y entre B(s) y
B(t).

En todo punto r(¢) que no sea singular se puede construir

un triedro intrinseco formado por tres planos perpendicu-

lares entre sf:
1) un plano osculador en donde estan los vectores 1/(t) y 1’ (t).

2) un plano normal perpendicular a /().

3) un plano rectificante perpendicular a los primeros planos.

La interseccion de los planos forman tres rectas dirigidas por los vectores:

tangente T(¢), normal principal N(¢) y binormal B(¢) que se determinan por las relaciones:
T(t) = v/(t) vector tangente, B(t) = v/(¢) x r"(t) vector binormal, N(¢) = B(t) x T(¢)

(vector normal principal).

Los correspondientes vectores unitarios son 7(t) = ngg ,B(t) = Hggg Ju(t) = H]]:JJEZ;H’
dr(s)
se pueden calcular por las férmulas 7(s) = d;(ss), v(s) = Hdgﬁ’ B(s) = 7(s) x v(s).
ds

Observemos que 7(s) = T(s), B(s) = B(s) y v(s) = N(s).
- Si X, Y, Z son las coordenadas variables del punto de tangencia, las ecuaciones de la rec-

X — Y — Z —
ta tangente en el punto (z,y, z) tiene la forma - Y _ Z, donde T(t) =

T, T, Y.
(T, T, T%).
La ecuacién del plano normal es T,(X — ) + T,(Y —y) + T.(Z — z) = 0.

De manera similar obtenemos las ecuaciones de las rectas binormal y normal y de los planos
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osculador y rectificante.

Ejemplo  Determinar los vectores unitarios principales 7, vy 3 de la curva v = (t,t2,13)

en t = 1. Escribir las ecuaciones tangentes, normal principal y binormal en este punto.

Solucién Se tiene que v = (1,2¢,3t%), 7" = (0,2, 6t), es deciren t = 1:

i K ik
T=(1,23),B=vVx1"=|12 3|=(6,-6,2,N=BxT=]6 -6 2|=

0 2 6 1 2 3
(—22,—16, 18), por consiguiente 7 = L(1,2,3),,8 = L(?), -3,1),v = L(—ll, —-8,9).

V14 V19 V266

Parat = 1,z = 1,y = 1, z = 1, entonces la ecuacion de la recta tangente es (1,1,1) +
t(1,2,3), larectabinormal es (1, 1, 1)+¢(3, —3,1) y lanorma principal (1, 1,1)+¢(—11,—8,9).

Caso en que la curva es la interseccion de dos superficies

Sila curva en el espacio se da como interseccion de dos superficies F'(z,y, z) = 0, G(x,y, z) =
F, F, F,

0, de modo que rang
G, Gy G,

) = 2, permutando los papeles de x, y, z se puede suponer

F, F
que (Gy GZ es de rango 2. Por el Teorema de la funcién implicita existen funciones ¢, 1)
y Uz

de clase C* tales que F(x,p(x),v(z)) = 0, G(z,¢(x),%(x)) = 0, es decir que la curva
admite una representacién paramétrica z = x, y = ¢(z), z = ().
Es claro que derivando F, + F,¢' + F,¢' = 0, G, + Gy¢' + G.¢' = 0, o bien el vector

(1,¢',4) es tangente a ambas superficies y por lo tanto a la curva.

Se puede escribir que T = v = (1,¢/,%'), por lo que tenemos r = (t,,1) asi como

™ =(0,¢",¢") ie.B=1x1",N=BxT.

Significado de la curvatura

Se denomina curvatura de una curva en un punto 1, la expresion Ay
A
K = % = Alirgo | A—f" don-de o es el aingul'o de giro de' la T
tangente (dngulo de contingencia) y As la longitud de arco i.e. AT
dp
K =|=t|.
‘ ds | N

R se llama radio de curvatura.
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<dT
ds A
tangente cuando se pasa de T(s) a T(s + As). Asi <AT (s), N(s)> ~ 2P es decir K =

En efecto, sabemos que K (s) = (s), N(s)> y consideremos Ay el dngulo que gira la

A As
A
Ahmo A—(’D = /(). Asf la curvatura mide el cambio del angulo de la tangente con respecto al
%

cambio de la longitud del arco.

2
Si la curva se da por la ecuacion r = r(s) se tiene que K = % = ||% II.

s

/ t Z t
Si la curva se da en forma paramétrica r = 7(¢) tenemos — = w
K [T

Significado de la torsién
Se llama torsién de una curva en el punto 7(s), la expresion 7'(s) = L = i —T’Z),

p(s

)
donde v es el dngulo de giro de la binormal o el plano osculador (dngulo de contingencia de

29 grado). La magnitud p(s) se llama radio de torsion.

En efecto, T'(s) = — <N( ) @( )> y si At es el dngulo que gira la binormal cuando pasa

" ds
de B(s) a B(s + As) obtenemos 7'(s) = —%.
p dr o d*r dBr
1 2
Si T = r(s) se tiene que ﬁ = H B H _ ds H ds” ds’ , donde el signo menos se
p(s
d
toma cuando los vectores Z(s) y v(s) tienen la misma direccion y el signo més en el caso
s
contrario.
1 / t /! t ! t
Sit = r(t) se tiene :r(BXT(BT (2)
p(s) (&) x ()]

Si designamos por (z,y, ) las coordenadas de r(s) en la base candnica, tenemos que las com-

ponentes de T son 2/(s) = Zwy() Z/*Z 2'(s) = Zj con 22 +y? + 2% = 1.

La normal principal N(s) = R(s) % (s) tiene como cosenos directores 2" (s)R(s), y" (s)R(s),
2"(s)R(s). Como N(s) es unitario R?(s)(x"?(s) + y"(s) + 2"(s)) = 1, o sea:

1

R(s) = .
( ) \/x//2(3)+y//2(3)+21/2(3)
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Por otro lado, B(s) = T(s) x N(s) = R(s)T(s) x ﬂ(s), lo que implica

ds
%(3) :_ﬁN(S) _ <d§/_((93)1-(3) +R(s)%(8)> x %(s) + R(s)T(s) x %(3)
= b5y TR T(s) X N(s) + RO5)T(s) x 2T o)
2
Asi el producto escalar con N es T?s) = —R%(s) <% (), T(s) x dj2;I:9)> = B(s)D(s),

donde:
w'(s) y'(s) 2(s)
D(s) =] 2"(s) y'(s) 2"(s) |-
xl/l(s) y/l/(s) Z”/(S)
Observamos que la curvatura hace intervenir las derivadas de orden dos y es positiva en tanto
que la torsién hace intervenir las derivadas de orden tres y tiene un signo que se interpretard

mas adelante.

Ejemplo Probar que el vector aceleracién r”(t) estd en el plano de T(s) y N(s), y que la
componente de 7(s) en la direccion N(s) no es negativa.

_drdt _ 11 ) 1 d o _
En efecto, T(s) = dtds ~ (50 = 1(t) = §(t)T(s) = 1"(t) (s'"(t)T(s)) =

dT(s) ,dT(s) ds .
Fraa T(s)+s g decir

s"T(s)+ s

como se queria demostrar.

Ejemplo La hélice circular I' dada por las formulas x = acost, y = asent, z = hi, a,

d
t > 0, tiene longitud de arco s con derivada d_j = V2 ()2 +y(t)2 + 2/ (t)2 = Va2 + h2.

dx
d At t

El vector unitario T de la tangente de I tiene como coordenadas: d_i = % = - \/%,

dt
dy  acost dz h Ademis: A’z ~ acost d%y _ asent d’z B
ds a2+ h2 ds a2+ h? “ds?2 a2+ h%2ds? a2+ h2ds?

7
0, 1/R(s) = ||| = =—%—, N = L _ = (—cost,—sent,0), lo que prueba que la
/R = Il = g N = o = ( ) 1o que prucba g
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normal principal de I es paralela al plano xy. Finalmente: B = (hsent, —hcost,a)/(a®+h?),

dB B 2 2 . dB(S) _ h
E_(hcost,hsent,O)/(a +h7), T(s) = — ds ’N(S)__a2+h2'

Formulas de Frenét

dr  v(s) dv. 7(s)  PB(s) dB  v(s) '

ds  R(s)’ ds  R(s) p(s)’ ds  p(s)

Proposicion 3.8.1 Para que una curva I' sea una hélice es necesario y suficiente que su

curvatura sea proporcional a su torsion.

Prueba

(<=) Supongamos que 7'(s) = aK (s), entonces podemos integrar
. . . . N
parcialmente el sistema de Frenét. En efecto la primera y la tercera

. : ar dB
ecuacion nos proporcionan — + o — = 0, T+ aB = h,donde h N

s s
es una constante. Asi (T, h) = 1y como los vectores T y h tienen

normas constantes, el dngulo que forman es constante; resultando

que T forma un angulo constante con una direccion fija.

(=) Supongamos que existe un vector fijo h con el cual T forma un dngulo constante; h =
hiT + hoN + h3B y se tiene:

dh T dN dB  dh dh
=y — 4 hy— +hg— + —— N+ —2B=0,

ds ds ds ds ds ds

pues hq es constante, con lo que:

ha hy hs hy

——=T — — 2 4+ h5)N — + h3)B =0.
R ( R, +hy)N + ( ) + h3)
dT h h

Si K(s) = 0 se tiene i 0, T es fijo y I' es una recta, o bien si ho = 0 i.e. El -3 0,

s P

, R m

h% = 0, por lo que h3 es constante y ; = I = constante.

Definicion 3.8.1 Una hélice que tiene curvatura y torsion constante se denomina hélice cir-

cular
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En el caso de hélices circulares el sistema de Frenét es un sistema lineal con coeficientes

constantes que podemos integrar, de modo que:

T=2La,- l(ag COSws — agsenws)

T R
N = w(ag senws — ag cosws)
B:%a1+%(agcosws—agsenws) w2:#—l—#,

es decir 7(s) = ro + %als + ﬁ(ag senws + as cos ws).

. 1
Vamos ahora a interpretar las constantes. Sabemos que T T+ =B = w’a; y como w? =

R

# + #, way es unitario. Ademds (wa;, T) = wLT’ por lo que T forma con a; un dngulo
constante #, de modo que cosf = # y cuya tangente es igual a ik

itué — (T =41 - L — 1 1 ' —
Situémonos en s = 0, asi T = T Rag, N = wa3, B Ral + 722 0 bien wa;
%(%T + %B) wayg = %( — %T + %B) wag = N, que forma un triedro ortonormal.
Tomemos como vectores de la base e; = was, es = wag, e3 = waj, entonces T(s) =

1

TT(el cosws + egsenws) + iTeg y la curva esta trazada sobre un cilindro de revolu-

w w

cién de radio R Para un giro completo T se desplazada paralelamente al eje del cilindro. La
w

longitud Tﬂ se llama paso de la hélice.
w=T

Ejemplo Hallar la curvatura y la torsién de la hélice circular r(¢) = (cost,asent, bt), a>0.
Soluciéon Se tiene que ' = (—asent,acost,0), 7’ = (—acost, —asent,0),

i ik

7" = (asent,—acost,0) = v'x1" = | —asent acost b |= (absent,—abcost,a?),

—acost —asent O

—asen acost b

1 _ ava®+b? _ a l:

v x 14" = | —qcost —asent 0 | = a’b = 3 2, 2
asent —acost 0 (a2 T bZ)j ¢ g
a2b b

a?(a? +b2)  a? + b2’

Ejemplo Determinar la curvatura y la torsién de la curva dada por la relacién r = (sh 2t —
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2t,ch 2t — 1,4ch t),t > 0.
Solucién Se tiene que 1/ = (2ch 2t — 2,2sh 2¢,4sh t), s? = 22 + % + 22 =

4(ch 2t —1)2 +4sh?2t +16sh?t = 8ch?2t —8ch 2t +8(ch 2t —1) = 8sh?2t = &' =
2v/2sh 2t.

dr _ drdt _ 1 1
= = = 2ch 2t — 2,2sh 2t,4sh t) = —=(th ¢, 1, sech t),
ds  dtds 21/2sh 2t( ) \/5( )
dr dr dt 1 sht 1
— = = h?¢,0, - = 1,0,—sh t),
ds ~dt ds  ash 2 o 0T Gm) = gz O
= H H 1+Sh2t= ! R =8sh tch?t I/:Rd—T:(_l 0, —th t)
4sh 2tch?t 4sh2tch t’ ’ ds cht’” ’
i k
1 1
B=rxv=—|tht 1 —sht|=-L(—thet1,—
V2| 1 \/5( ht)
—— 0 —tht
cht
dg dg dt 1 1 sht v 1 1 .
— = = — ,0,— = —— = - = —————ie
ds dt ds 4sh 2t( ch2t ch2t) p p 4sh 2tch?t
p=8shtch?t.

3.8.1. Resolucion aproximada de las formulas de Frenét

Si se supone que 7(s) tiene derivadas de orden 3 de un vecindario de s,:

T—To= (5= 80)To +—(s— SO)ZT” + = (3 - 30)3TW +o((s — 30)3)-

Ademds como T =1/, N = B =T x N, (r/ # 0) son mutuamente ortogonales, tene-

mos 1(s) —7(s,) = &(s)T+ [3( )N +v(s)B,donde a(s) = (r —1,,T), B(s) = (r — 15, N),
Y(s) = (r—10,B), &(50) = %@—ro,ms o= (0T =1 B(so) = (15, N) = 0,
B"(s0) = (5, N) # 0,¥'(50) =¥"(s0) = 0, ¥"(50) = (v, N) # 0.

La condicién y"(s,) # 0 se introduce adicionalmente. El caso v (s,) = 0 es excepcional.
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Si consideramos la curva I' en direccién de la binormal, la pro-
yeccion I'g de I' sobre el plano de los vectores T y N (plano
osculador), es decir (r — 1,)p = a(s)T + B(s)N, la curva I'g N
no atraviesa la tangente T en 1, pues 1'(s) = o/(s)T + p'(s)N
ie. 1(so) = 7 = Tyasiafs) = (5 — 50) + o(s — 5,)3,
B(5) = B'(50)%(5 — 80)% + o(s — 80)3.

Si se observa I en la direccion de la tangente la proyeccién I'y sobre el plano de los vectores N

T

y B (plano normal de I en 1,), (r—1,)« = B(s)N +v(s)B. La curva I'y estd determinada por

las ecuaciones X = f3(s), Y = y(s), donde (X,Y") es un sistema ortonormado con vectores

Ny B. Asi se tiene X = 3(5—5,)?B"(s)+0((s—50)%), Y = 2(s—50)3y" (s) +0((s — 50)?).
/ 7 !

Ademads: <ﬂ> (Sp) = lim V(s) — lm Y (5) V" (50) =

X s5o0 B(s) 5% B7(s)  B(s0) B
0, y el signo de Y = +y(s) varfa con el signo de s — s,. La curva

tiene un punto de retroceso de 1¢ especie en el origen del sistema
de coordenadas (X,Y). N

Finalmente si se observa I" a lo largo de la normal principal, ve-

mos la proyeccion 'y sobre el plano de los vectores T y B (plano

rectificante de I" en 1,), tenemos (1 — 1,)Nn = &(s)T + y(s)B.

! 2
L X = Y = ti 1 iedad <ﬂ> :Y(So)zo’ a7y —
acurva x(s) Y(s) tiene las propiedades IX (So) B (s0) e (s0)
(X/(SO)Y//(SO) — ‘X//(SO)V/(SO) <d3Y > "
=0, == ) (s0) = s 0.
“,(80)2 ng ( 0) Y ( O) ;é
Asi, la curva 'y tiene punto de inflexién en 1, y la forma depen- r<o 1P 1>0
de de la torsién 7'
T

Dos curvas con igual curvatura y torsiones opuestas tienen la pro- ‘

piedad que una es la imagen de la otra en un espejo y plano.
3.9. Superficies

En esta seccién U designa un abierto de R2, k es un entero > 1 o bien oo.

Definicién 3.9.1 Se llama superficie parametrizada de clase C*, toda aplicacion ®: U —
R? de clase C* sobre U.
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Se dice también que ®(U) es una superficie admitiendo ¢ por representacién paramétrica.

Si S es una superficie admitiendo ®: U — R3 como representacién paramétrica (de clase
C*), entonces (x(u,v), y(u,v), z(u, v)) son las coordenadas de ®(u,v) en R3. Se obtiene una
ecuacion cartesiana de S, eliminando (u,v) en el sistema de ecuaciones * = z(u,v),y =
y(u,v), z = z(u,v).

Ejemplos

1. La superficie de representacién paramétrica x = ucosv, y = usenwv, z = u?, (u,v) €

R2, admite por ecuacién paramétrica (22 + y?)? — z = 0.

2. La superficie de representacién paramétrica x = u+v, y = u? 4+ v%, z = u3 4+ v3, puede

expresarse:
T=u+v T=u+v
y=u?+v2=(u+v)?—2uw = y=22-2ww =
z=ud+v3 = (u+v)® - 3(u+v)uw z = a3 — 3ruw
u+v=x
uv:%(xz—y)
z =% = 3x(2? —y).

Puesto que u, v estdn determinados por la suma o y el producto w, que son los ceros del
2 _
polinomio 2> — o + T, se tiene que I(u,v) € R? tales que u + v = z, uv = % =
2 _
x? — 4% >0 2y — 22 > 0. De esta manera una ecuacién cartesiana de S es 25 —

2
3xy+22z =0,y > %, es decir que S es la superficie de ecuacién cartesiana a3 —3zxy+2z =0,
limitada por la condicién y > %3:2.
En general la determinacién de una representacién paramétrica de una superficie de ecuacién
cartesiana F'(z,y, z) es a menudo delicada. Recordemos el teorema de la funcién implicita en

el caso que nos interesa.

Teorema 3.9.1 Sea V un abierto de R?, (a,b,c) €V C R?, F: V — R una aplicacion; se
supone que F(a,b,c) =0, F es de clase C' en'V, F.(a,b,c) # 0, entonces existe un abierto

U(a,p) centrado en (a,b) y un intervalo abierto W C R centrado en ¢ de modo que:
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a) U(a,b) xW cCV,
b) 3 : Uy — W tal que V (2,y) € Uqp) se tiene F(z,y, o(x,y)) =0,
c) p es de clase C en Ulab)-

Ademds, si f es de clase CF, (k > 1) en V, entonces ¢ es de clase C* sobre Ula,pb)-

Observaciones

La interseccién de dos superficies es en general una curva. Por ejemplo, la interseccién de una
esfera de centro 0 y de radio R(>0) y de un plano situado a una distancia menor que R de 0

es un circulo.

Toda curva puede ser considerada (de una infinidad de maneras) como la interseccién de dos
superficies. Por ejemplo la curva x = t3, y = t*, 2 = t° es la interseccién de dos superficies

g = 2t P = 24

3.9.1. Plano tangente a una superficie

Plano tangente en una superficie definida por una representacion paramétrica
Definicion 3.9.2 Sea ®: U — R3, v(u,v) = ®(u, v) una superficie parametrizada de clase
Cl, S = ®(U), v(u,v) un punto de S.

Se dice que 1(u, v) es un punto regular de ® (o de S) si'y solo si {®,,(u,v), P, (u,v)} es libre.

Se dice que ® es una superficie regular (o que S es una superficie regular) si'y sélo si ¥ (u,v) €

U, v(u,v) es punto regular de S.

Definiendo una nocién de cambio de pardmetro admisible (usando la nocién de C* difeomor-
fismo de un abierto de IR? sobre el abierto U de IR?) se puede demostrar que la nocién de punto
regular es invariante por cambio de pardmetro admisible, lo que justifica la definicién de punto

regular de S, en lugar de ®.

Definicién 3.9.3 Sea ®: U — R?, v(u,v) = ®(u, v) una superficie parametrizada de clase
Cl, S = ®(U), v(u,v) un punto regular de S, se denomina plano tangente en v(u,v) de S, el

plano que pasa por v(u,v) dirigido por {®,(u,v), ®,(u,v)}.

Se puede demostrar que el plano tangente en un punto regular de S no cambia con un cambio

de parametro admisible.
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Ejemplo Demostrar que el punto (2,2, 1) de pardmetro (u,v) = (1,1) de la superficie S, de
representacién paramétrica r = u + v2, y = u? + v, z = wwv, es un punto regular de Sy
determinar una ecuacién cartesiana del plano tangente a S en (2,2, 1).

La aplicacion ®: R? — R3, ®(u,v) = (u + v*,u? + v,uv) es de clase C*, de modo que

90 _ (1,2u,v), g—f = (2v,1,u) y en el punto (u,v) = (1,1); 90 _ (1,2,1), 90 _

ov ov ov
(2,1,1), es decir {g—(f(l, 1), g—(f(l, 1)} es libre y (2,2,1) es un punto regular de S.
La ecuacion del plano tangente satisface:
r—2y—2z-1
(x—2,y—2,2—1)P, x P, =] 1 2 1 |=0<==2+y—-32—-1=0.

2 1 1

Definicién 3.9.4 Sea ®: U — R? una superficie parametrizada de clase C*, S = ®(U) y

sea (u,v) un punto regular de S, se llama:
— (recta) normal en v(u,v) a S, la recta ortogonal en v(u,v) al plano tangente en v(u,v) en S

— (recta) tangente en v(u,v) a S, toda recta que pasa por v(u, v) incluida en el plano tangente

enr(u,v)als.

Nota Observemos que S admite en 1(u, v):
— una normal y sélo una,

—una infinidad de tangentes (cuya unién es el plano tangente en r(u,v) a S).

3.9.2. Plano tangente en una superficie por una ecuacion cartesiana

Sea V' C R3 un abierto, F: V — R de clase C! sobre V, S la superficie de ecuacion
cartesiana F'(z,y, z) = 0, (a, b, ¢) € S. Supongamos que F,(a,b, c) # 0, por el Teorema de la
funci6n implicita existe un abierto V(, 5), R? centrado en (a, b) y un intervalo W de R centrado

en c, tales que:

‘/(%b) xWcCcV

3! 12 Vv(a,b) — W tal que V(az,y) € Vv(a,b)? F(ﬂj,y, (10(3:73/)) =0
@ es de clase C! en Via,b)-



3.9. Superficies 143

La superficie S admite en un vecindario de (a, b, ¢) la representacion paramétrica:
P: ‘/(a,b) —>]R'37 (I)($ay) = ($7y790($7y))7

por lo que @ (z,y) = (1,0, 02 (x,y)) y Dy(x,y) = (0,1, ¢y (2,7)).
Ademis tenemos que {P,(a,b), P,(a,b)} es libre y por lo tanto S tiene en (a, b, ¢) un plano

tangente que tiene por ecuacion cartesiana:
r—a y—>b z-—c
1 0 @u(a,b) | =0<= —pz(a,b)(x—a) —py(a,b)(y —b)+ (2 —¢) =
0 1 ¢y(a,b)

Por otro lado, ¥(z,y) € V(a), F'(z,y,¢(x,y)) = 0, entonces derivando tenemos:

V(z,y) € ey,  Ful@,y,0(z,9) + Fa(z,y,0(2,y)) 2 (2, ) = 0
Fy(@,y, o(x,9)) + Fa(x,y,0(2,y)) ey (z,y) = 0.
Puesto que F;(a,b,c) # 0y que (z,y) — F(x,y, p(z,y)) es continua en (a,b), se tiene en
un vecindario de (a,b), F,(z,y, ¢(x,y)) # 0.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que F(z,y, ¢(z,y)) # 0,V (z,y) € V(o) (basta

restringir V{, ) a la condicién deseada), por lo que tenemos:

Fm(x7y7(10(x7y)) Fy(ﬂj,y,(’p(ﬂj,y))

Pz\ L, Y) = — ) Py\L,Y) = — .
m( ) Fz(ﬂj‘,y, (10(3:72/)) y( ) Fz(l',y,@(:ﬂ,y))
En particular ¢, (a,b) = —%, oy(a,b) = —%, por lo que al sustituir en la

ecuacion cartesiana del plano tangente nos queda:
Fy(a,b,¢)(x —a) + Fy(a,b,¢)(y —b) + F.(a,b,c)(z — ¢) = 0.

Permutando los roles de las variables, este resultado sigue siendo vilido si F;(a,b,c) # 0 0 si
Fy(a,b,c) # 0.

Recordemos que se llama gradiente de F' en a € V C R? la aplicacién VF: V — R?,
a— (Fi(a), Fy(a), Fx(a)).
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Teorema 3.9.2 Determinacion del plano tangente a una superficie definida por ecuacio-
nes cartesianas Sea V' C R3 un abierto, F: V — R una aplicacién de clase C* sobre V,

S la superficie de ecuacion cartesiana F(x,y,z) =0, (a,b,c) € S.

Si VF(a,b,c) # (0,0,0), entonces (a,b,c) es un punto regular de S, el plano tangente en

(a, b, c) a la superficie S es normal a VF(a,b, c) y tiene por ecuacion cartesiana:
(x —a)Fy(a,b,c) + (y — b)Fy(a,b,c) + (z — ¢)F,(a,b,c) = 0.

Ejemplo Dar una ecuacion cartesiana del plano tangente en (1,1, —1) a la superficie S de
ecuacion cartesiana z2y3 + y%23 + 2223 — 1 = 0.

Observemos que F': R?® — R definida por F(z,y, z) = 2%y> + 3?23 + 2223 — 1 es de
clase C*®y que F(1,1,-1) = 0, Fy(x,y, 2) = 22> + 32222, Fy(z,y,2) = 32%y* + 2y23,
F.(z,y,z) = 3y*2% + 2za3, por lo que F,(1,1,-1) =5, F,(1,1,-1) = 1, F,(1,1,-1) =
1, es decir VF(1,1,—1) # (0,0,0) y S tiene en (1,1, —1) un plano tangente de ecuacién
cartesiana 5(z — 1)+ (y — 1)+ (2 +1) =0,0bien 5z +y+ 2 — 5 = 0.

3.9.3. Posicion de una superficie con respecto a un plano tangente

Sea S una superficie de ecuacién cartesiana z = @(z,y), donde p: U — R es de clase
C* sobre el abierto U C R?. Sea (a,b) € U, ¢ = p(a,b) y sea II el plano tangente a S, en
(a,b,c), dirigido por (1,0,p) y (0,1, ¢), donde p = ¢.(a,b), ¢ = ¢y(a,b). Vamos a estudiar

la posicion de S con respecto a IT en un vecindario de (a, b, ¢).

M
h k z,—c
(x,y, 2zp) de I1, entonces zpr = p(z,y) = p(a+h,b+k)yademds | 1 0 p =0,0
0 1 q

bien z, = ¢+ ph + ¢k.

La posicion relativa de Sy 11 estd dada por el signo de zps — z,. Suponiendo que ¢ es de clase
C? sobre U, denotemos r = ¢ (a,b), s = @uy(a,b), t = pyy(a,b), entonces considerando

un desarrollo limitado de orden 2 en un vecindario de (a, b) se tiene:
1
pla+h,b+k) = p(a,b) + ph+ak + - (rh* + 2shk + tk%) + o([|(h, B)]*),

por lo que zps —z, = 5(rh®+2shk+tk?)+o(||(h, k)||*). De esta manera se tiene lo siguiente:
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Si s2 —rt <0, r > 0 entonces la superficie S se sitda, en un vecindario de (a, b, ¢), encima del

plano tangente ITa S en (a, b, ¢).

Sis?2 —rt <0, r < 0entonces la superficie S se sitda, en un vecindario de (a, b, ¢), debajo del

plano tangente ITa S en (a, b, ¢).

Si s2 — rt > 0 entonces la superficie S atraviesa el plano tangente IT en (a, b, c).
3.9.4. Resumen: Plano tangente y normal a una superficie
Caso en que la superficie se da explicitamente z = f(x,vy)

Se denomina plano tangente a la superficie en el punto (z,,¥,, z,) (punto de contacto), el
plano que contiene todas las tangentes en el punto (x,, Yo, 2,) a las curvas trazadas en dicha
superficie que pasan por el punto (2, Yo, 2o)-

Se denomina normal a la superficie a la recta perpendicular al plano tangente en el punto de

contacto.

Si la superficie se escribe z = f(x,y), con f diferenciable, la ecuacién del plano tangente en

el punto (x,, Yo, 20) €8

L —2zo= fm(xoyyo)(X - 1’0) + fy(:L'O’yO)(Y - yO)’

donde (X, Y, Z) estdn en el plano tangente.

X — Y — Z —
Las ecuaciones del plano normal tienen la forma Yo _ Yo _ zo’ donde
fm(l'oyyo) fy(xoayo) -1

(X,Y, Z) esté en el plano normal.

Ejemplo Dar las ecuaciones de la recta normal y el plano tangente a la superficie z =
$22 — y? enel punto (2, —1,1).
Se tiene que z = f(z,y) = %wz — %, fo(z,y) = =, fy(z,y) = —2y, entonces el plano

tangentees z — 1 =2(z —2) +2(y+1)ie. 2 — 2z —2y + 1 =0.

. ) T —2 +1 z—1 )
La ecuacién de la recta normal satisface — 4 = , es decir (z,y,2) =

2 2 -1
(2,—1,1) + (2,2, —1).
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3.9.5. Caso en que la superficie se da implicitamente F'(x,y,z) = 0

En el caso en que la superficie se escribe F'(x,y,z) = 0 tenemos que la ecuacién del plano

tangente en (., Yo, o), donde F(z,, Yo, z0) = 0, es:

F:c(xo;ym Zo)(X - wo) + Fy(wmym Zo)(Y - yo) + Fz(wmyo; Zo)(Z - Zo) - 0

.. X —x, Y — vy, Z — 2z,
La ecuacién del plano normal es = = .
Fx(x07y0720) Fy(x07y0720) Fz(w07?40720)
Ejemplo Dar la ecuacién del plano tangente y de la recta normal a la superficie 3xyz — 2z

a® en el punto que tiene z = 0, y = a.

3:

3:CL3:>Z:—CL.

3

Solucion Debemos determinar el valor de z si x = 0, y = a; entonces —z

—a® = 0, por
lo que F,, = 3yz, F, = 322, F, = 3zy — 32% y en el punto (0, a, —a) tenemos F, = —3a?,
F,=0,F, = —3a%

El plano tangente es —3a?(x — 0) +0(y —a) —3a?(z +a) =0 =z + 2z +a = 0.
y—a z+a
=

Asi el punto de contacto es (0,a, —a) y designemos F(z,y,z) = 3xyz — 2

La recta normal satisface % = obien (z,y,z) = (0,a,—a) + ¢(1,0,1).

3.9.6. Interseccion de dos superficies

Sea I" una curva del espacio definida como interseccién de dos superficies R, S. Supongamos
que las superficies R y S admiten ecuaciones cartesianas R: F(z,y,z) =0, S: G(z,y,2) =
0, donde F', G: V — IR son aplicaciones de clase C' 1 sobre un abierto V C R3.

Sea (a,b,c) € 'y supongamos que {V F'(a,b,c), VG(a, b, c)} es libre, entonces Ry S tienen
en (a, b, c) planos tangentes denotados 11 y I1g respectivamente, por lo que I1 # Ilg.
Vamos a demostrar que I tiene en (a, b, ¢) una tangente 7"y que 7" = I1p N Ilg.

Por hipétesis rang (VF,VG)(a,b,c) = 2y se puede suponer (sin pérdida de generalidad)
F, F,

G, G
Yy z
centro a e intervalos abiertos W;, W, centrados en b, ¢ respectivamente tales que:

—VoexWyxW,.CV
— Jo: Vy — Wy, 0p: V, — Wetales que Vz€V,, F(x, p(z),v(z)) = 0, G(z, ¢(x), ¢ (x)) =

que (a,b,c) # 0. Por el teorema de la funcién implicita existe un intervalo V,, de
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0

— ¢, 1) son de clase C'! sobre V,.

Dicho de otro modo, I" admite en un vecindario de (a,b,c) la representacion paramétrica
v =y =y(r), z=1p(z).

Un vector tangente v en (a, b, ¢) a T tiene por lo tanto coordenadas (1, ¢’ (a), v’ (a)) # 0, por lo
que v-VF(a,b,c) = Fy(a,b,c)+¢'(a)Fy(a,b,c)+¢' (a)F.(a,b, c) = % (z,0(x),¥(x))(a) =
0 = v € IIg. De manera similar se tiene v € Ilg.

Resumimos estos resultados en siguiente teorema.

Definicion 3.9.5 Sean R, S dos superficies, ' = RN S, (a,b,c) € T se supone que (a,b, c)
es un punto de Ry de Sy que los planos tangentes 11y, Ilg en (a,b,c) a Ry S son distintos,

entonces (a, b, c) es un punto regular de T' y la tangente en (a,b,c) a T’ es IIg N Ilg.
Ejemplo Determinar un vector tangente en (—2, —1,3) a la curva I', que es la interseccion
entre las superficies 2% + > + 2% = 18, 2y + yz + 22 = - 7.

Veamos que efectivamente (—2,—1,3) € I'.

Sea F(x,y,2) = 2% +y> + 22 — 18, VF(x,y,2) = (322,3y%,32%), VF(-2,-1,3) =
(12,3,3)

yG(z,y,2) = vy +yz+20+7,VG(x,y,2) = (y + 2,z +z,2 +y), VG(-2,-1,3) =
(2,1,-3).

Ademds VF(—2,—1,3) x VG(-2,—1,3) = (—12,42,6) # (0,0,0) y por el Teorema ante-
rior, I admite en (—2, —1, 3) una tangente dirigida por (—2,7,1).

3.9.7. Superficies usuales

Cilindros

Definicion 3.9.6 Sea v una direccion de rectas y I" una curva, se llama cilindro (o superficie
cilindrica) de directriz T' y de direccion de generatrices v, la union S de rectas de R> de
direccion v que intersecan 1.

Para todo punto M del cilindro S, se llama generatriz de M (sobre S) la recta pasando por M

v de direccion v.

Se llama seccion recta del cilindro S, la interseccion de S con plano ortogonal a v.
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Salvo casos particulares, un punto de un cilindro admite una generatriz y sélo una y el cilindro

una infinidad de directrices.

Sean u un vector dirigiendo v y m: I — R? una representacién paramétrica de I, entonces
una representacion paramétrica del cilindro S de directriz I" y de direccién de generatriz v es
IxR—R3

(t, \) — m(t) + .
Ejemplo Una representacién paramétrica del cilindro de directriz I'(x = t,y = t?,z =
t3te R) y generatrices paralelas au = (2,1, -3)esx =t + 2\, y = 24\ z2=1t—3)\
AeRR.
Sea S un cilindro de directriz I', de direccién de generatrices v. Consideremos un sistema
de referencia R" = {0,1,],K} tal que K dirige v, el cilindro S admite en R’ una ecuacién
cartesiana de la forma f(X,Y) = 0. En el sistema inicial R, S admite una cartesiana de la
forma f(P,Q) = 0, donde P, @ son los (primeros miembros de ecuacién cartesiana) planos.
De esta manera tenemos la regla préctica:
Se tiene que una superficie S es un cilindro cuando admite
una ecuacion cartesiana de la forma f(P,Q) = 0, donde
P, @ son planos secantes. Ademds en estas condiciones v
las generatrices de S son paralelas a la recta de ecuacién
cartesiana P = 0, Q = 0.

. . ., . 2 2 2 _ oy
Ejemplo La superficie S de ecuacién cartesiana e” 9" %" — (z +2)e~2** = 0 es un cilindro,
. ., . 2 2
pues denotando P = z + 2z, Q = y, S tiene por ecuacién cartesiana e’ +@~ — P = (. Las

generatrices de S son paralelas a (1,0, —1).

Proposicion 3.9.1 El plano tangente en un punto regular de un cilindro contiene la generatriz

de ese punto.

Demostracion El cilindro S admite una representacién paramétrica ®: I x R — R?,
®(t,\) = m(t) + Au, donde m: I — R es una representacién paramétrica de I', de cla-

se C'' y u dirige las generatrices.

Dado que @), = u, el plano tangente en M (¢, A) a .S, contiene la recta pasando por M y diri-

gida por u, es decir la generatriz de M.
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Observacion Sea S un cilindro, de directriz I', de direccion de generatriz v y supongamos

que I' sea plana y regular y que v no sea paralela al plano P de I'.

Sea m: I — RR? una representacién paramétrica I' y sea ®: [ x R — R3, ®(¢,\) =
0 _ 1y 0P _
=m(®): 5y

m(t) + Au, entonces es de clase C'! y tenemos que <> u.

ot
Por hipétesis m/(t) # 0, m/(t) € P, entonces {%—?, g—i)}
es libre y todo punto de S es regular. Ademas, el plano

tangente en M a S es el plano que pasa por M y contiene

la generatriz de M y la tangente en ma I

Conos
Definicion 3.9.7 Sea Q€ R3, T una curva, se llama cono S de vértice ) ydirectriz I la union

de todas las rectas que pasan por €) e intersecan .

Para cada punto M del cono 5, salvo (2, se llama generatriz de M sobre .S, la recta QM.
Observaciones o
1. Se impone a menudo la condicién Q2 ¢ I', o sea I es

plana en un plano P, ¢ T.

2. El vértice €2 del cono S no tiene generatriz.

3. Salva casos particulares un cono admite un vértice y

s6lo uno y una infinidad de directrices.

Seam: I — R una representacién paramétrica de la curva I', una representacién paramétri-
ca del cono S de vértice 2y de directriz ' es ®: R? — R3, ®(¢,\) = Q+ A\(Q — m(t)), es
decir si M (t, A) es un punto de S, 2 — M (¢, \) = A\(Q — m(¢).

El vértice € se obtiene para A =0, t € R.

Ejemplo El cono de vértice (1, —1, 1) y de directriz ['(z = t,y = t?, 2 = t3,t € R) admite
por representacién paramétrica z = 1+ At — 1),y = =1+ A(t2 + 1), 2 = 1 + A3 — 1),
(A1) € R2.

Sea S un cono, de vértice €2, de directriz I', se supone que I' es plana y que €2 no estd en el
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plano P de T'. Existe un sistema de referencia ortonormado R’ = {2, I, ], K} tal que el plano

P tiene por ecuacion cartesiana en R', Z = h, h > 0.

La curva I" admite un sistema de ecuaciones cartesianas f(X,Y) = 0, Z = h, entonces para
todo punto M (X,Y, Z) de R? tal que Z # 0, se tiene M € S <= ImecT, I\ € R* de modo
que Q— M = A2 —m) <= I(X1,Y1,\) e RxRXxR" X =XX1,Y =AY, Z = \h,

f(X1,Y1) =0« f (%, %) = 0, de donde tenemos la siguiente regla practica.

Se reconoce que una superficie es un cono cuando admite una ecuacién cartesiana de la

forma f (%, %) = 0, donde P, ), R son planos (secantes en un sélo punto).

Ademais en estas condiciones, el vértice €2 de S esta definido por P =0, Q =0, R = 0.

Ejemplo Consideremos la superficie S de ecuacién cartesiana 22

—2y—2z+1=0.Laecua-
cién se puede escribir (z — 1)? — 2y = 0 y dividiendo por (z — 1)? por ejemplo, consideremos
la superficie S’ obtenida eliminando en S las dos rectas del sistema de ecuaciones cartesianas

(x=0,2=1),(y =0, z=1). Asi, S’ tiene por ecuacion cartesiana —ﬁ 2 g 1 +1=0,

que es de la forma f(%,%) =0,conP=zQ=y,R=2-1, flu,v) =1 —uv. 8

es un cono de vértice (0,0, 1). Se obtiene una directriz de S’, cortando S’ por un plano no

conteniendo €2, por ejemplo el plano zy, por lo que una ecuacion cartesiana de una directriz I

de S"esaxy=1,2=0.

Proposicion 3.9.2 El plano tangente en un punto regular de un cono contiene la generatriz

de ese punto.

Demostraciéon El cono S admite una representacién paramétrica ®: I x R — R3, ®(¢,\) =
Q-+ A2 —m(t)), donde m: I — R? es una representacién paramétrica de T', de clase C!y

Q) es el vértice de S.

Como 22 y © — m(t) dirige la generatriz de M (se supone que €2 ¢ T') el plano tangente en

ot
M a S contiene la generatriz de M.

Observaciones
1. Sea S un cono, de vértice €2, de directriz I'. Supongamos que I" sea plana y regular y que

Q ¢ P, plano de I'. Denotando m.: I — IR? una representacién paramétrica de I, una
representacién paramétrica de S es ®: I x R — R3, ®(t,\) = Q + A(Q2 — m(t)),
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entonces ® es de clase C'y V (¢, \) € I x R¥, %—? = Am'(¢), g—f = Q — m(¢). Por

hipétesis A # 0, m/(t) € P, Q2 — m(t) ¢ P, entonces {%—?, g—f} es libre y todo punto
de S, salvo €2, es regular. Ademds, el plano tangente en M (# ) a S es el plano que

pasa por M y contiene la generatriz de M y la tangente en m a I

2. El vértice €2 del cono es un punto no regular de S.

En la practica, el vértice de un cono el tnico punto no regular de .S, lo que permite

determinar el eventual vértice de un cono a partir de una ecuacion cartesiana.
Ejemplo Determinar que S: 22 + 2y —x2 + 9>+ 22+ 2+ 3y —2+3 = 0esuncono y
determinar su vértice.

Denotando F'(z,vy,2) = 2? +xy —xz+y*+ 2% + 2+ 3y — 2+ 3, se busca un punto Q(z, y, 2)
de S no regular i.e. tal que VF = (0,0,0):

Fy(x,y,z) =0 20 4+y—2+1=0 r=1
Fy(z,y,2) =0 <= x+2y+3=0 — y=-2
F.(z,y,2) =0 —r+22—-1=0 z=1.

Se verifica que el punto (1, —2,1) esta en S. Tomando como nuevo sistema de referencia
R = {Q,1,],K} las férmulas del cambio de sistema de referenciasonz = X +1,y =Y +2,
2z = Z + 1, lo que permite escribir una ecuacién cartesiana de S en R':
(X+1)24+(X+D)Y -2)-(X-1DZ+1)+ Y =22+ (Z+1)2+ (X +1)+3(Y —
2) —(Z+1)+3=0,esdecir X2+ XY - XZ+Y?+2Z%=0.

Sobre esta tltima ecuacion se ve que si un punto m(X,Y, Z) # Qestden S, larectaQ—m C S

i.e. S es un cono con vértice (1, —2,1).

3.9.8. Superficies de revolucion

Definicion 3.9.8 Se llama superficie de revolucion, la superficie S obtenida girando una cur-

va I" alrededor de una recta .
Se dice que A es el eje de S.

Se llama meridiano (o semi-meridiano) de S, la interseccion de S con un semi-plano limitado

por A.
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Se llaman paralelos de S los circulos de eje /A que intersecan T.

Observaciones
1. Salvo excepciones, una superficie de revolucién tiene un eje tnico.
2. Con las notaciones de la definicién, S es la unién de sus paralelos.

Ejemplo El toro es la superficie S obtenida haciendo girar un circulo alrededor de una recta
del plano de un circulo.

z=0

(v—a)? + 22 =12
para a, r €R*, fijos y giramos I" alrededor de z. Se obtiene una representacion paramétrica del
toro S:

En el sistema R consideremos el circulo I" de ecuaciones

x = acost +rcostcosa
y = asenf + rsenf cos «, O, [—m,m].
z=rsen«a

A partir de esta representacion paramétrica, se puede obtener una ecuacion cartesiana de S,
eliminando 0, a:

x = (a+ rcosa)cosf s o )
x*+y°=(a+rcosa)
d0,acR,{ y=(a+rcosa)senfd <= dack,

Z =rsenwx
Z =Trseno

22 +y? —a? — (r? — 2%) =2arcosa
< Ja€eR,
z=rsena

= (22 + 9%+ 22) — (a® +1?))? + 40222 = 4022

= (2?2 +y? +22)2 —2(a® +r?) (2% + 1) +2(a® — 1?22 + (a® —r?)2 = 0.

Sea A una recta, I' una curva, S la superficie de revolucion obtenida haciendo girar I alrededor
de A, P un plano ortogonal a A, w un punto de A, ¥ una esfera de centro w.

Un circulo de eje A, que es la interseccion de un plano a Py una esfera de centro w, admite
por sistema de ecuaciones cartesianas P = \, ¥ = u, donde A, u € R. El circulo interseca

I siy sélo si (\, ) satisface una relacién del tipo f(A, 1) = 0. Se deduce que S admite una
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ecuacion de la forma f(P,X) = 0, donde P y X son (los primeros miembros de las ecuaciones

de) un plano y de una esfera, de donde se tiene la regla prictica siguiente:

Se reconoce que una superficie S es de revolucién cuando admite una ecuacion cartesiana

de la forma f(P,X) = 0, donde P es un plano y X una esfera.

Ademas, en estas condiciones, el eje de S es la recta que pasa por el centro de X y es ortogonal
ap.

Ejemplo La superficie S de la ecuacion cartesiana xy + yz + 2z +x +y + 2+ 1 = 0es
de revolucién pues denotando P = = +y + 2y ¥ = 22 + y? + 22, S tiene por ecuacién
P?2 — %+ 2P +2=0.Elejede S es larecta que pasa por 0, dirigida por (1,1, 1).

3.9.9. Cuadricas

Definicion 3.9.9 Se llama cuddrica a toda superficie de ecuacion cartesiana F(x,y,z) = 0,

donde F' es un polinomio de grado total 2.

Observaciones
1. Una cuddrica tiene una ecuacion cartesiana de la forma:
Az® + 2Bxy + 2Czz + Dy? + 2Eyz + F2* + 2Gx + 2Hy + 212+ J = 0,

con A4, B,....J €R.

El uso del 2 en los coeficientes se justificard mds adelante, cuando se use una forma

cuadratica o una matriz simétrica.

2. Se supone que A, B, C, D, FE, F no son todos nulos. En caso contrario tenemos un
plano, f§ o R3.

3. Toda esfera es una cuddrica.
4. Launi6n de dos planos es una cuddrica.

5. Se observa que la interseccién de una cuédrica y un plano es () o una cénica.
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3.9.10. Busqueda del centro de simetria

Sea S una ecuacion cartesiana
(1)  Ax? +2Bxy +2Cxz + Dy* + 2Eyz + F2* + 2Gx + 2Hy + 21z + J = 0,

sea Q(z0, Yo, 20) € R3 el vértice y sea R" = {Q, 1,7, k} el sistema de referencia. Las férmulas
del cambio de sistema son x = xo + X,y = yo + Y, 2 = 29 + Z, es decir si M es un punto
de R3, tiene coordenadas (z,y,2) enRo (X,Y,Z) enR.

La ecuacion cartesiana de la cuéddrica S en R’ es:
AX? 4+ 2BXY +20XZ + DY? +2EY Z + FZ? + 2(Azo + Byo + Cz + G)X
+2(Bxg + Dyo+ Ez + H)Y +2(Cxo + Eyo+ Fzo+ 1)+ J =0.
El punto € es el centro de simetria de S si:
Axg+ Byo+Czp+G =0
(2) Bxy+ Dyg+ Ez+H =0
Caxo+Eog+Fz+1=0.
ABC
Consideremos la matriz simétrica Q = | B D F

CFEF

Si @ es invertible el sistema (2) admite una solucién dnica (xg, Yo, z0) y S admite a (xq, Yo, 20)

como centro de simetria. Se dice que S es una cuddrica con centro de simetria (g, Yo, 20)-

Si @ no es invertible, el sistema de ecuaciones (2) no admite solucién o bien tiene una infinidad

de soluciones.

Por ejemplo, la cuddrica 22 — 2y = 0 (cilindro) no tiene centro de simetria o bien la cuddrica

de ecuacién 22 + y? = 1 (cilindro de revolucién) tiene una infinidad de centros de simetria.
Observemos que (2) <= V F(xo, yo, z0) = 0.

3.9.11. Cuadricas con centro de simetria

Vamos a considerar el caso en que () es invertible. En este caso tomamos el sistema de refe-

rencia R = {Q,1,, k} por lo que S tiene ecuacién cartesiana:

AX? 4+ 2BXY +20XZ +DY?+2EYZ +FZ%*+ J, =0.
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ABC
Lamatriz@Q = | B D E | es simétrica real y por lo tanto diagonizable, es decir 3P ortogo-
CEF
nal y D diagonal tal que Q = PDP~!.
Denotando ¢ la forma cuadritica de matriz @ en la base {i,j,k}, sea M € R? de coordenadas
x
(X,Y,Z)en R, entonces siw= | y |,v= P luse tiene:

z

MeS—=uQu+J =0 uWPPu+J, =0 VDv+J =0.

Sea {I,],K} la base deducida de {i,j,k} por la matriz de pasaje ortogonal P, es decir por

ejemplo las componentes de I en {i,j, k} forman la primera columna de P. Denotemos R” =
A1 00

{Q,L], KL, D=1 0 Xy 0 | setiene que S tiene ecuacién cartesiana en R”: A1 22 + \ox2 +
0 0 A3

373 + Ji = 0, con (1, ¥9, z3) coordenadas de M en R”.

Dado que @ es invertible, A; AaA3 # 0. Es claro que podemos escribir esta ecuacion cartesiana

en la forma:

2 2 2
X X X
1 2 3 /
S tgtes=e
a2 b2 2 ’

donde a, b, ¢ >0, e = 1, €’ € {—1,0,1}. Esta ecuacion se llama ecuacién reducida de S.
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Cuadricas con centro de simetria

Ecuacion reducida Forma Nombre
P ) )
x Y z .
) + = + ) =0 punto aislado
z
2 2 2
T + y _ = _ 0 O y cono (de segundo grado)
a? b2 2
P ) )
x Y
Zrtpta=! y
2 2 2
x Y z .
= + 7 + z= 1 elipsoide
|
72 y2 22 5 y . .
Stz -5=1 —am— ALl I hiperboloide de un manto
a b c S
i
z2 y? 2P . .
T 4d 2 9 hiperboloide de dos mantos
a? b2 2
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Ecuacion reducida

Forma

Nombre

paraboloide eliptico

paraboloide hiperbdlico

2 2
z Y
2 et !
2 2
w_2 + 7;_2 =1 cilindro eliptico
a
xQ y2 o1e . .
T _Z 1 cilindro hiperbdlico
a2 b2

% = 2py

cilindro parabdlico

157
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3.10. Ejercicios
3.10.1. Ejercicios sobre longitud de arco, movimiento, velocidad, aceleracion

1. Calcular la longitud del arco de las curvas siguientes:
Axr=ty=tz= 2?752,756[0,2]
b)x =2cost,y = 2sent, z = %t,te [0, 7]
c)x =elcost,y =elsent,z=-e', t€[0,t]
d)y =322 2= é:L'g x€[0,6]
e) 22 = 3y, 2zy = 92, desde (0,0, 0) hasta (3, 3,2)
f)y =aarcsen £,z = ¢ ln “ + L :; desde (0,0,0) a (xo, Yo, 2o)-

a?
Solucion
2 2 2
a)ez/ \/1+4t2+4t4dt:/ (1+2t2)dt=(t+§t3)‘0=2+g—6=%.
0 0

4 1 i 1 2 ™
b) (= / (4sen2t+4cos2t+%)2dt = / (4—0—%)2(175 — VAT 49,7
0 T 0 T 0
472 + 9.
c) Se tiene 2’ = el cost — e’ sent,y’ = el cost + el sent, 2/ = e,

22 4 y% + 22 = e?(1 — 2sentcost) + e?(1 4 2sentcost) + e? = 3e? ie.

11 t
e:/ VBeldt = V3el| ' = VB(eh 1)
0

6
d) Si se define x = ¢ se tiene y = %t2,z = %tg :>€:/ \/1+t2+£t4dt =
0
L [° 2 1/1 6
§/0 (t +2)dt:§(§t3+2t)‘0:

e)Seaxr =t,y= %tz, z= %t(%tz) 5
3

3 3
= /0 V145t + gpttdt = %/0 V81 + 3612 + 4t1dt = %/0 (9 + 2t%)dt =

3
Lot + §t3)(0 — 1274 2.27) =5.

(& +2:6) = 42.

N~

213, cont € [0,3]. Asf se tiene que:

f)Seax =t # a, y—aarcsené, = Clea+§ t €[0,t,] de modo que x, = t,,
Yo = a arcsen 92 , 2o = %l a—i—xo . De esta manera tenemos que:

o
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2
,:1’ ,:+l:¢’ ,:< 1 _ 1 )Q:a7:>
' ’ 1_(L)2a 2 att a—t/4 " 202 -2

a

2 at 19,242 4 302 — 22)?
a4y 422 = 14 4 +7 _ 9a* 12a 24t (
EZ/tOMdt:/ % _/to . todt:

0 2(a®—t?) o 2(a®— a—t2 ;

2
%21al ‘a—t _aln‘ —t o—Zo—i-ﬂCo—Zo—Fasenyo

2. La posicién de un punto en cualquier instante ¢ > 0 se determina por las ecuaciones

x = 2t,y = Int, z = t2. Calcular la velocidad media entre los instantes ¢t = 1y ¢ = 10.

10
Solucién El desplazamiento del punto es ¢ = / (4 + 5 T 4t2 dt =

/ \/1+4t2+4td_/ L +22) dt‘
1 1

10
(lnt+t2)‘l — 1010 + 100 — 1 = 99 + In 10,

H~|}—‘

De esta manera v,,, = At 9

3. Demostrar que la ecuacién vectorial 1 — 11 = (19 — 11)¢, donde 11 y T2 son vectores, es

la ecuacién de la recta.
Solucion Sear = (z,y,z), 11 = (r1,%1,21), T2 = (x2,y2, 22), entonces si T — 11 =

(ro =Tt = (z —x,y —y1,2 — 21) = ((22 — 21)t, (Y2 — )t (22 — 21)t) =
r—x1 _ Y—-4% _ 22—z _

T2 — 21 Y2 — Y1 22— 21

4. Determinar “qué son las siguientes funciones vectoriales?

ar=at+c b)r = at? + bt
c)r=acost+ bsent d)r=acht+bsht.
Solucion

a) r — ¢ = at es una recta.
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b) T = at? + bt = (a1t® + bit,ast® + baot, azt? + bst). Efectuando la rotacién a —
(1,0,0), b — (0,1,0) (transformacién ortogonal P tal que Pa = («,0,0), Pb =
(0, 8,0)) tenemos que:

P(z,y,2) = (1,91, 21) = Pat?> + Pbt = (at?,5t,0), 0o sea 1 = at, y; = (2, es

decir y; = 5—332% y tenemos una parabola en el sistema x1, v, 21.

c)Sea P unaarnatriz de pasaje ortogonal talque Pa = («,0,0), Pb = (0, 3, 0), entonces:
P(x,y,z) = Pacost + Pbsent = (z1,y1,21) = (acost, Bsent,0), o sea es una
elipse.

d) Sea P una matriz de pasaje ortogonal talque Pa = («,0,0), Pb = (0,4,0) =
P(z,y,2) = (z1,y1,21) = (acht,fsht,0) = z1 = acht,y; = Bsht, pero
T = am =ao,/1+ (%)2 - (%)2 =1+ (%)2 y se tiene una hipérbola

en el sistema {1, y1 }.

Determinar la derivada de la funcién vectorial r(t) = «(t)a’(t), donde «(t) es una
funcion escalar, a®(t) es un vector unitario, en los casos que 7(t) varfa:

a) s6lamente en longitud

b) sélamente en direccion

¢) en longitud y direccion.

Establecer el resultado geométrico de los resultados obtenidos.
Solucién

a) En este caso tenemos que 1(t) = a(t)a® = v/(t) = o/ (t)a°.

b) Aqui se tiene que 1(t) = aa’(t) = 7/(t) = aa®'(t).

¢) En el caso general tenemos 1/(t) = o/ (t)a® + a(t)a” (¢). Esto significa que el vector
velocidad se escribe como la suma de una componente en la direccién del movimento y
una componente en la direccién ortogonal a’(t), ya que si ||a®(t)||?> = a°(t)-a°(t) =
1= a°(t)-a’(t) = 0.

Deducir una férmula para la derivada del producto mixto de funciones vectoriales a x
b-c.
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Solucién Se sabe que (a X b)’ = a’ xb+axb’yque (a-b)’ = a’-b+ a-b’, entonces
(axbec)=(axb)c+axbc =ad xbc+axb-c+axbc

7. Calcular la derivada, con respecto al pardmetro ¢, del volumen del paralelepipedo cons-
truidos sobre los vectores a = (1,t,¢2), b = (2t, —1,t3), c = (—t2,3,1).

i j k
Solucién Recordemos que el volumen V' = |axb-c|,entonces axb=| 1 ¢t 2 |=
2t —1 3

(442,13, —1-2t%) y axb-c = —t0 #4446 1212 = 14221 = —(>+1)? =
V() =2 +1)2 = V() = 2(t2 + 1)(2t) = 4¢(¢2 + 1).

1t ¢
Recuerde que a x b-c=| 2t —1 ¢
—t2 3 1

8. La ecuacion del movimiento es 1(t) = (3cost,4sent), donde t es el tiempo; calcular la

velocidad y la aceleracién. Construir la trayectoria del movimiento y los vectores de la

velocidad y de la aceleracion en ¢ = 0, %, %

A
: .Y
Solucién Se tiene que 1 = (3cost,4sent,0) = 1/(t) =
(—3sent,4cost,0), 7 (t) = (—3cost, —4sent,0).
X
Es interesante observar que 1"/ = —r. 3

Ent =0, v = (3,0,0), ¥ = (0,4,0), v = |7'| = 4,

v = (=3,0,0),a = "] = 3.
x 3 4 3 4 I
En ¢t = 7T = (—E,E7O)a o= (_%7%70)’ 1
9 16 5 3 4
v =V = \/5+F = ok = (—ﬁa—ﬁao)’
_ "N — 5
a= I = 3.

Ent=72,1r=(0,4,0),7 = (=3,0,0),v = [|| = 3,7 = (0, —4,0), a = ||| = 4.

9. La ecuacion del movimiento es v = (2cost,2sent, 3t), donde ¢ es el tiempo, determi-
nar la trayectoria, velocidad y aceleracién del movimiento. Determinar las magnitudes

de la velocidad y la aceleracién y las direcciones en t = 0, 5.
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Solucion El movimiento r = (2cost,2sent, 3t) es una hélice
circular de velocidad v'(t) = (—2sent,2cost,3), v = ||| =
VA+9 = V13 y la aceleracién v = (—2cost,—2sent,0),
a=|"|=v4=2.

Ent=0,r=(2,0,0),7 =(0,2,3),v = 13,7 = (-2,0,0),

a=2.
Ent = Z, v = (0,2,3), 7 = (-2,0,3), v = V13, 7" =
(0,-2,0), a = 2. z 5 3 Y

Se observa que en este movimiento la velocidad y la aceleracién (magnitudes) son cons-

tantes.

10. La ecuacién del movimiemto es r = (cos « cos wt, sen « cos wt, sen wt), donde o, w
son constantes y ¢ es el tiempo. Determinar la trayectoria, la magnitud y la direccion de
la velocidad y la aceleracion del movimiento.

Solucién La ecuacién del movimiento es:
T = (cos a cos wt, sen « cos wt, sen wt), la velocidad es

" = (—w cos asen wt, —w sen asen wt, w cos wt),

v =|[V'|| = Vw?(cos? a + sen?) sen2 wt + w? cos2 wt = |w|.

" = (—w? cos a cos wt, —w? sen a cos wt, sen wt),

a = || = wi(cos? a+ sen?a)cos? wt + whsen? wt =
2

w?.

+J(cos a, sen )
Y=

A

La trayectoria es una circunferencia en IR3.

11. La ecuacién del movimiento de un proyectil (sin tomar en cuenta la resistencia del aire)
esT = vt — % gt’k, donde v, = (v1,v2,v3) es la velocidad inicial. Determinar la velo-

cidad y la aceleracion en cualquier instante.
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Solucion Se tiene que T = (v1t, vot, v3t — %gt2),
v = (v1,v9,v3 — gt) = v, — gtk, 7" = (0,0, —g),
v=[ = Voi + 03+ (v - gt)a =[] = g.

2
12. Demostrar que si un punto se mueve sobre la pardbola y = ‘%, z = 0, de modo que la
velocidad sobre el eje = es constante, la aceleracion también se mantendrd constante.
2
Solucién La ecuacién el movimiento es v = (z, 2-,0) de modo
dx , , 2x 2
que2E =k =1 = (2, =2 ,0), v = (0, E(az’)2,0) =
(0, £k2,0).

13. Un punto situado en la rosca de un tornillo, que se enrosca en una viga, describe una
elipse circular x = acosf, y = asenf, z = hf, donde 6 es el angulo de giro del tor-
nillo y A la elevacién correspondiente al giro de un radian. Determinar la velocidad del

movimiento del punto.
Solucion Sea r = (acosf,senf, h), la velocidad es:

, o B db do ,do o 5mh

(t) = ( asen@dt,acosﬁdt,hdt) =

fl—f(—asenﬁ,acos 0,h), v = Y| = |d—(Z|\/a2 +h? =

|lw[va? + h2, donde w = % es la velocidad angular del Y
movimiento. z a “

14. Determinar la velocidad de un punto de la circunferencia de una cuerda de radio a, que
gira con velocidad angular constante w de modo que su centro se desplaza en linea recta

con velocidad v,.
Solucion Para simplificar tomemos el movimiento

en un plano, de modo que r = (a cos wt, a sen wt)+
(vot,0) =

(vot + a cos wt, a sen wt), entonces:
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7 = (v, — awsenwt, aw cos wt), v = [|[7'|| = \/(v, — aw sen wt)? + w2a? cos? wt =

V02 — 2av,w sen wt + a2w?.

15. En una esfera de radio a y centro O se considera el movimiento definido en coordenadas
esféricas por 0 = 2t, ¢ = g —t, —g <t< g Estudiar el movimiento y en particular
|I*|| = v en funcién de ¢.

Soluciéon Determinemos las ecuaciones cartesianas de v, para determinar las tres pro-

yecciones x = acost cos2t,y = acost sen2t, z = asent.

La proyeccién sobre el plano 2y es = acost cos2t, y = acost sen2t o bien 72 =
2+ y2 =a? cos®t,osear = acost = acos g con —7 < 6 < 7 (cardioide).

La proyeccion sobre el plano 2z es x = acost cos2t, z = asent = = = acost(l —
2,1 2
1
2sen’t) = av'1 —sen? (1 —2sen’t) = a(l — 2—2)7 (1- 22_2) = 5 (a® = 2%)(a® -

3
a2
222).
La proyeccion sobre el plano yzesy = acost sen2t, z = asent = y = 2a cos’t sent =
2
2z(1— %),
(1-3)

Por otro lado, 7" = (6a sen t(sen? t — %), 6a cos t(cos? t — %), a cost), de donde tenemos

la tabla y graficos siguientes:

t{ O t1 1 t2 3
2] 0 — - - 0 + a
Y12 + 0 — - - 0
2] a + + + + 0
rla N N0 N S0
0 7 NE N N0
1o/ Fa/
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—
o
—a
AY Az Az
a A a W
...... feeedror i DNas i ey
Finalmente v = ||v'|| = ay/sen2t(6sen?t — 5)2 + cos? t(6cos?t — 4)2 + cos2t =

av/'1 + 4cos?t, por lo que se tiene que en ] 0, 5 [ el movimiento se retarday en] —%,0 |

el movimiento se acelera.

16. Determinar el movimiento rectilineo tal que la abscisa x verifica " + 2’ + z = 0, donde
ent =0setiene z = 2’ = 1.
Solucién La solucién 2 + 2’ + 2 = (D? + D + 1)z = 0 = la solucién es de la

forma z = ae® + ae™, 2’ = ace™ + a(a)e®, donde o, @& son raices de la ecuacién

caracteristica ycomoent =0setiene l =a+a,l =aax+aa — a=—a,a = —a.
_13V3, 2y _1
Asf, z = —2%Re(ae®) = —2Re(e 272 T3 ) = —2e 2tcos(§t— %), con lo cual

se tiene un movimiento oscilatorio amortiguado, de pseudo-periodo %.
. ; _1
Los puntos de abscisa extrema estan dados por ¢,, = %—1—271%, n€Z, v, = (—1)"1/3e 2,

1 1
En efecto, © = e 2' cos(@t - 3) - 2¢ 2" sen(@t -3)=0= tan(@t -3)=

5 = ?tn_% = %+n7r,n€Z:>tn: %—F%nﬂ-,neZyseﬁene

1 1
T, = —2e 2" cos(Z + nm) = (—1)"*+1y/3e 2",
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12

Estudiar el movimiento rectilineo definido para |z| < 1, por 2"/ = N L 5> con las con-
-
diciones iniciales z, = 0, ], = 1. Representar la curva en funcién de ¢.
(%)?
Solucién Sea v = 2’ dv_ 2", entonces dv_ — dv_ dvdr
e T dt ’ dt 1— a2 dt  dx dt
x\ dx
(E)E dv  dx lnv—llnl+$+lna v a 1+
1— 2 v 1—a? 21—z B 1z
ent=0,z,=0,2, =v(0) =1=a.
1
El cambio de variable = cos « satisface _fcosa = cotg? @ —> v = cotg @ —
1 —cosa 2 2
dx to & do to & dt 9 sen? & 1 ;
— =cotg - = —sena— =cotg - = — = —2sen” - =cosa— 1 =t =
dt &7 dt 2~ da 2

sena—a+b,peroent:0,m:O:cosa:>a:%i.e.b:%—l.

Finalmente tenemos la tabla y grafico siguientes:

al 0

tE -1\
v —OO\
z 1\

[=NE S KeN INE]

Sean a, b dos vectores en R? no nulos de modo que a 1 b, determinar el movimiento
de los puntos tales que v/ = a + b x /. Verificar que en cierta proyeccién oblicua, la

trayectoria es un circulo. Graficar la funcién vectorial.

Solucién Sin pérdida de generalidad podemos considerar a = ai, a > 0, b = bj,
b > 0, (es la rotacién ortogonal del sistema de coordenadas de modo que a coincida con

iy b coincida con j). Como b x r = (b2',0,—bz’') y v/ = a + b x 1/, tenemos que

2 =a+b,y" =0,z = —bx’ = y = vy, y utilizando nimeros complejos podemos
d ‘
escribir — (¢ +1/) = a — bi(e/ + 1) = o' + 12/ = bﬁ + (A + ip)e b, donde A,
i

14 son reales.

Asi, z), + iz, = % +A+ip = 2 +1i = —i% + (2, + (2], + %))e_bu y se
a

concluye que el grafico es un circulo en el plano y = ¥/, de centro (0, ., — b) y radio

z? + (2 + %)2.
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La trayectoria r se determina integrando de nuevo. Se puede es-

coger el origen O para que y = yit, z + iz = —i%t + %(ajg +
i(z) + %))e‘bit), por lo que tenemos las ecuaciones:

x= —%(z; + g) cos bt + %/O sen bt,

Y= Yol

a 33, 1,/ . b
z——gt—l—?"cosbt—l—g(zo—l—a)senbt, N
es decir T = tA + cos bt B + sen btC, donde A = (0, v/, —%),

/ /
B = (_l(zf/; +4),0,52), C = (%,0,%}(2 + b)), donde

La proyeccion sobre el plano BC paralelamente a A transforma r en un circulo de centro
.1 a
O y de radio A 2+ (2 + 5)2
19. Sobre la pardbola de ecuacién 2> = 2py, determinar las trayectorias para las cuales 1 es
constantemente normal a 17/,

Solucién Puesto que v = (z,y) L v = (2”,y") se tiene xz” + yy” = O, con 72 =

2py = 2py’ = 2xa’ = 2py’ = 22"? + 2z’ = 2p22" + 222" 4 xaz”? = 0.

r_ du

Seau=2a',2" =u , entonces 2p2d—u+w2du fru=0— du _ __zdr

a a constante. De esta forma tenemos a4t = /72 +2p2 —

/22 ¥ 2p2 dx

/3 2
- »* (w + p?In(z 4+ /22 + 2p?) — p*In v/2p) escogiendo el origen en

0= u=

2a 2
t=0.
Sin embargo esta solucién no es tan clara como se deseara, por lo que es conveniente
. ., dt dt dx 1 dx
parametrizar la solucién por z = /2psh a, — = x?+2p? — =
do d:n do ~ a do

2
—\/_p\/sh23:+ \/_pchoz— . chza:>t—ga(2oz—|—sh20z),3::px/§shoz,

donde « es un parametro que rige el tiempo ¢ y el movimiento x.

20. Sea 7(t) el desplazamiento de un punto tal que v L " y v L ", demostrar que se puede
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escoger el origen del tiempo para que ||| = a 'y ||r|| = Va?t? + b, donde a, b € R.
Establecer el reciproco.
Se supone ademds que la trayectoria r estd sobre un cilindro de revolucién de radio ¢

cuyo eje pasa por O. Determinar v distinguiendo los casos b = ¢2, b > ¢2, b < 2.

Solucién Observemos que las derivadas de ||7||> hacen intervenir las condiciones del

enunciado. Ademds 1 L 1 caracteriza los movimientos uniformes.

1d 1 d?
Escl — |2 =1, = — ||r]|® = ||F]? + 1.
setaroque L L2 = 1Ly e
Sit/-r” = 0, entonces ||r'|| es una constante a.
d2

Si ademds 1’ = 0 = T2 = 2a2 = %HTW =

ar?
2a°t = ||7||> = a®t*> + b.
Inversamente, si ||[7||> = a*t2 + by ||| = a, 77" + ||7||* = d?,

v L v = 1" es ortogonal a 7’ y a T, pues 1" + ||7||? =
2

" + a2 =a%ie. " =0.

Consideremos ahora un cilindro de ecuacién 22 + y? = ¢? y expresemos T en funcién
de uyk,esdecirr=cu+zk, v = /0 + k.

Por la primera parte del problema es necesario y suficiente que existan constantes a,
b € R tales que c® 4 2% = a?t? + b, 20" + 2"? = a®.

i) Sib =2, setiene z = +at, = 20"? + a® = a®> = ' = 0 i.e. r es un movimiento
rectilineo uniforme.

a’t

+va?t2 + b — 2

S 2072 — o2 _

Si b # 2, entonces 222 = 2d%*t = 2 =

a*t? _ a’(b — ) )
a’t?> +b—c? a’t’ +b—c?
ii)Sivb>c2, ¢ =+2% ™M __ dondem =b—c?>0 y se obtiene la curva definida

CVEEm?

2 1
por t = msh %, z = am(chz% + a_—;l)g pues 0 = i%arcsh % —
a

t::tmsh% = 22 = a®t? + b — ? = a*? + m? :a2m2sh2%+m2 =

m?(a®sh? % +1) = m?(a®ch? % +a?+1) = a’*m?ch? % +m?(a® + 1).
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2,2
iii) Si b < ¢, sea 2 = b + a’m?, entonces 2% = a?(t?> — m?), c20? = % y se

obseva que las relaciones son incompatibles, es decir el movimiento es imposible.
3.10.2. Plano tangente, normal

21. Determinar las ecuaciones de los planos tangentes y las rectas normales a las siguientes
superficies en los puntos que se indican:

a) El paraboloide de revolucién z = x2 + 42, en el punto (1, —2,5).

2 2 2
b)Elconox——l—y——Z——O en el punto (4, 3,4).

16 9 8
c) Laesfera 22 + y? + 22 = 2Rz, en el punto (Rcos a, Rsena, R).
Solucion

a) Se tiene que la ecuacién de la superficie F(x,y,2) = z — 22 — y?; las derivadas
parciales [, = —2x, F), = 2y, F, = lyen (1,-2,5) se tiene F, = —2, F, =4,

F,=1.
El plano tangente en (1, —2,5) es —2(x—1)+4(x+2)+(2—5) = 0ie. 2z—4y—2—5 =
0.
La recta normal es (z,y,2z) = (—1,2,5) + (2, —4,—1), t € R.

z? y2 22 1, 1
b) Tomamos F'(z,y, z )_16 g "% = =0, F, :§ F:— , F, = —7zyenel
punto (4,3,4) se tiene que F, = 3, F,, = % F, =

1

La ecuacion del plano tangente es 5 (x—4)+ %(y—3)—(z—4) =0= 32+4y—6z = 0.

La recta normal satisface (z,y,z) = (4,3,4) + (3,4, —6).

c)Sea F(z,y,2) = 2* +y*>+2°—2R2 =0, F, = 2z, F, = 2y, F, = 22 — 2R, por lo

que en el punto (R cos o, Rsen , R) tenemos F,, = 2R cos o, Fyy = 2Rsenc, F, = 0.

La ecuacion del plano tangente es 2R cos a(x — Rcosa) + 2Rsen oy — Rsen ) +

0(2—R) =0 = zcosa+ysena— Rcos? a— Rsen? a = xcosa+ysena—R = 0.
2 g2 2

22. (En qué puntos del elipsoide 33—2 + = +
a

2tz = 1, la normal forma 4ngulos iguales con
c

los ejes coordenados?

)
N

2

Solucién Las derivadas parciales de la funcién F(x,y,z) = :E—z + & + 2—2 — 1 son
a c

%l
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o2 p _2% g2

T — (12 » Ly b2 » L'z 62 .
Sea (x,, Yo, 2o) un punto que forma dngulos iguales con los 22 . o2 . 2 .
ejes coordenados, el vector director es (x—g, y—é’, Z—g) enton- a? b2 2
a“ b c

ces
a? v 2 a? +b? + ¢?
£_3x0+y_§yo+2_gzoz 1 = To T Yo+ 2 = 1
a b c A
R e e I S—

a+b*+c VT2

2 2 2

De esta forma tenemos (., Yo, 2o) = i( a b ¢

VT2 +E Vv 2+ 2 Va2 2+ 2

Por el punto M (3,4, 12) de la esfera 22 + y* + 2% = 169 pasan planos perpendiculares
alos ejes x y y. Escribir la ecuacion del plano que pasa por las tangentes a las secciones
que originan aquellos, en el punto M.

Solucién Sea F(x,y, z) = 22 +13%+2%—169, es claro que

el vector (F, Fy, F,) es perpendicular a la superficie de la :

esfera, es decir el vector (2z, 2y, 22)‘ = (6,8,24)
(3,4,12)

es ortogonal al plano que pasa por las tangentes a las sec-
ciones, por lo que la ecuacién del plano 6(xz — 3) + 8(y —

4) 4+ 24(y — 12) = 0, o bien 3z + 4y + 12y — 169 = 0.

Demostrar que la ecuacién del plano tangente a la superficie central de segundo orden
ax? 4 by? + cz? = k en un punto (,, o, 2,), tiene la forma az,x + by,y Fezor = k.
Solucién Consideremos F(x,y, z) = ax? +by? +cz? —k, ;
el vector normal (Fy, F,,F,) = (2ax,2by,2cz) es per-
pendicular al plano tangente a la superficie. Asi en el punto
(Toy Yo, 20) se tiene 2ax,(x—x,)+ 20y (Y —yo) +2¢24 (2 —
Zo) = 0 = azo + byoy + c2oz — ax? — by? —cz2 =0

i.e. ax,x + byoy + czoz = k.

Dada la superficie 2 + 22 + 322 = 21, trazar planos tangentes que sean paralelos al
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26.

217.

plano z + 4y + 6z = 0.

Solucién Consideremos F(x,y, z) = 22 + 2y + 322 — 21, por el ejercicio 24 tenemos
que el plano tangente es x,x + 2y,y + 32,2 = 21 y ademas las derivadas parciales de f
en (o, Yo, 20) sON Fyp = 22,4, Fyy = 4y,, F. = 62, i.e. (22,,4yo,62,) = t(1,4,6) que
debe satisfacer 22 +2y2 + 322 = 21 = z, = %t, Yo =1,20 =t = %t3+2t3+3t2 =
21 = 2142 = 21 = t, = £2 = (T0, Yo, 20) = £(1,2,2).

Finalmente los planos son £ (z + 4y + 6z) = 21, o bien = + 4y + 6z = £21.

2 2 2
. L z .
Dada la ecuacion del elipsoide — + y_2 + — = 1, trazar planos tangentes que interse-

quen en los ejes coordenados segmentos de igual longitud.

2 2 2
Solucion Sea F(z,y,z) = :E—z + y_2 + 2—2 — 1, entonces si (4, Yo, 2o) €S Un punto en

que el plano tangente corta los ejes coordenados en segmentos de igual longitud, asi el

2 2 2
plano satisface%(w—xo)—k%(y—yo)—i—g(z—zo) = 0, yaque F, = 2_925,
_ 2y _ 2z
Fy—b—2,FZ—C—2.
Asi t Lo Yo Zo ‘Tg yg 23 _Po Yo 2o 1=0
si enemosquepx+b—2y+c—22—p—b—2—c—2—¥w+b—2y+c—2z— = 0.
2, 2Yo 2z,

Por otro lado, como el vector normal a la superficie es ( —), sus componen-

2 127 2
a® b ¢
tes son iguales en valor absoluto i.e. 420 = 4¥% — %2 — *x, £y, £ 2, = 1
2 a’ b* 622 2 A
i.e. (ver ejercicio 22) ¢, = :l:—a’ Yo = L, Zo = :l:—c.
Va? +b? + ¢ Va2 +b? 4+ ¢? Va? +0b? + ¢

Finalmente los planos tangentes son & L Y z

Va2 + 02+ Va2 + 02+ 2 Va2 + b7 + 2
1,obien +x +y 4+ 2z = Va2 + b2 + 2.

2

Determinar en la superficie 22 442 — 22 — 2z = 0, los puntos en que los planos tangentes

sean paralelos a los ejes coordenados.
Solucién Sea F(x,y,z) = 22 +y? — 22 — 20 = (x — 1)® + y? — 22 — 1, las derivadas
son I, =2x — 2, Fy =2y, F, = —2z.
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Az

El plano tangente es el punto (z,, Yo, 25) €s: o

2(x — xo) (o — 1) + 2yo(y — Yo) — 220(2 — 2,) = 0.

.
¥

Caso paralelo al eje 2

En este caso debe tenerse que F;, = 0, Fy, = 0, I, = 1, por lo que
si existe un punto (z,, Yo, o) debe tenerse que x, = 1, y, = 0,
—Zy = 2.

Asf debe tenerse 12 + 0% — 22 —2 = —22 — 1 = 0 = 22 = —1 que es imposible. Se
concluye que no hay planos tangentes paralelos a la superficie F'(z,y, z) = 0.

Caso paralelo al eje x

Se debe tener que F, = 2\, F, = 0, F, = 0 = 2, — 1 = £X\, 9o = 0, 2, = 0
Y (o, Yo, 2o) estd en la superficie. Asi pues, x, = 1 + A, y, = 0, z, = 0 con lo cual
w24y 2220, =22 22, = 2o(x,—2) = (1£N)(—1£N) = (A +1)(A=1) =0
i.e. A = £1. Asi tenemos dos puntos (0,0,0) y (2,0,0).

Caso paralelo al eje y

Eneste caso I, =0, F)y = £2\, I, =0 =2, — 1 =0, y, = £, 2, = 0 y el punto
(To, Yo, 7o) estd en la superficie. De esta forma (z, — 1) +y2 — 22 =1 = \? = lie.

A = +1, es decir tenemos los puntos (1,1,0) y (1,—1,0).

28. Demostrar que los planos tangentes a la superficie xyz = m?, forman con los planos
coordenados tetraedros de volumen constante.
Solucién Consideremos la funcién F(x,y,2) = xyz — m?, las
derivadas parciales son F,, = yz, Fyy = vz, I, = xy, por lo que
la ecuacién del plano en el punto (z,, Yo, 2o) €8 YozZo(T — T,) +
ZoZo(Y — Yo) + Tolo(2 — 20) = 0 = Yo2oT + To2oY + ToYoz —
3m? =0 = &+ 7L+ £ =3m”,
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De esta manera tenemos que el volumen es:

v — 1 (3m23:03m2y0
2

9
3 3m?z,) = §m3.

29. Demostrar que los planos tangentes a la superficie /= + /y + /2 = y/a interseca los

ejes coordenados en segmentos cuya suma es constante.

Solucién Sea F(x,y,z) = \/r + /y + /z — \/a, entonces
F, = 1 g -1 g -1 g plano tangente en el

2\/E’y 2\/:'792 2\/5

punto (Z,, Yo, 20) €8

1 1
2\/—(x_wo)+ﬁ(y_yo)+

1
2—\/%(2—20):0:>
VR VEa=0=

Yo

\/_

La suma de los segmentos es \/az, + /aYo + \/0Zo = \/a(\/To + /Yo + \/Z0) =
Vay/a = a.

2 2 2 9 o 9
30. Demostrar que el cono x—+g—2 = 22 y la esfera 22 +y2 + (Z_b%cf = 16)—2(1324—02)

son tangentes entre si en los puntos (0, +b,¢).

Solucién Si (z,, Yo, 2,) €s un punto que estd en el plano tangente a las superficies, se

tiene que satisface las ecuaciones de los planos tangentes, es decir:
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31.

32.

Capitulo 3. Curvas en el espacio y superficies

2520(x_xo)"i_%(y_yo)_%('z_zo):ov ?
2$o($ - xo) + 2yo(y - yo) + 2(z0 - el )(Z - ZO) = 0.
Verifiquemos que en los puntos (0,=+b,c) los planos
coinciden.
En efecto:
£2WF) - FE - =%y F) -2z -0 =0,

2 2
+2b(y Fb) + 2(c — b%)(z —c)
= +2(y Fb) — 20%(z —¢) =0 <=

=2y Fb) — 2 — ) = 0.

¢Qué dngulo forman en su interseccion el cilindro 22 + y? = R? y laesfera (z — R)? +

y2 +22=R%enel punto (%, ?R, 0)?

Solucién Consideremos las superficies F(z,y,2) = 22 + y* — R? = 0, G(z,y,2) =

(x — R)? + y*> + 2% — R? = 0, entonces F, = 2z, F, = 22, F, = 0, G, = 2(x — R),
R V3

Gy = 2y, G, = 2z y el dngulo que forman las superficies en el punto (5, TR’ 0) lo
determinan los vectores normales a las superficies en el punto.
De esta manera los vectores normales son nr = (R,V3R,0), |nr| = 2R, ng =
- : —R*4+ 3R> _ 1
(=R,V3R,0), |ng| = 2R i.e.cos§ = —1ENG _ = =, donde f es el
e |7l AR? 2

us

dngulo formado por los vectores, es decir 6 = 5.

Demostrar que las superficies 22 + y? + 22 = r? (esfera), y = x tan ¢ (plano), 2> =
(2 + y?)tan® v (cono), que sonsuperficies coordenadas del sistema de coordenadas
esféricas 7, ©, ¥ son ortogonales entre si.

Solucion Verifiquemos que en los puntos de interseccién de cada par de superficies los
planos tangentes son ortogonales.

Sean las superficies Fy(7,y,2) = 22 +y* + 22 — 12 = 0, Fa(2,9,2) = y — xtan ¢,
Fy(x,y,2) = —22 + (2 + y?) tan? 4.

a) Sea (%o, Yo, Zo) un punto en que las superficies F(z,y,2) = 0, Fa(z,y,z) = 0 se
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cortan y demostremos que el dngulo formado por los vectores normales son ortogonales.

En efecto, sea ; el vector normal en (x,, Yo, 2,) a la superficie F;(x,y, z) = 0, entonces

—tan, 1,0
M = (Lo, Yo Z0)s 12 = % = M = —L— (T tanp + o) = 0
sec” ¢ 7 8ec”

ya que F2(x07y07 Zo) = Yo — Totanp = 0.

(w, tan? 1, y, tan ¥, —2,) _

. 1
b) Similarmente, 71 = % (%o, Yo, 20), 113 =
V(@2 + y2) tan* ¢ + 22

5 2. _
(2o tan® 1, y, tan® 1, ZO),entonCCS mnz = -

22(1 + tan® ) rv/22(1 4 tan? )

zg) =0, pues F5(xo, Yo, 20) = 0.

(22 tan? ¢+y?2 tan? o —

1 —
V22(1 + tan? ) sec? ¢

(—x, tan ptan? 1) + y, tan? ) =

c¢) Finalmente, 1913 =

1
22(1 + tan®v) sec? ¢

2
tan”y (—zotan @ + y,) = 0, pues Fr(x, Yo, 20) = 0.
V22(1 + tan? ¢)) sec? ¢
33. Demostrar que todos los planos tangentes a la superficie conica z = —xf (%) en el

punto (Z,, Yo, 20 ), donde x, # 0, pasan por el origen de coordenadas.

Solucién Sea F(z,y,2) = z — :nf(%) = 0, entonces F, = f(%) — %f’(%) F, =

f’(%) F, =1, entonces el plano tangente en (z,, Yo, 2o) €8:

(2~ 20) = (F(F2) — F28 (32)) (& — o) + 1 ($2) (0 — o) = f ($2) — F (H2) o -
b e o (2] + {2y — (= = = (1) B ()«
f’(%—‘;)y i.e. el plano tangente pasa por (0,0, 0).

34. Determinar las proyecciones del elipsoide x2? + y? + 22 — 2y — 1 = 0 sobre los planos

coordenados.

Solucion Recordemos que la curva de contacto de la superficie con el cilindro que
proyecta esta superficie sobre algtn plano, representa el lugar geométrico de los puntos
en los que el plano tangente a la superficie dada, es perpendicular al plano de proyeccién.
Asf tenemos que al proyectar la superficie F(z,y,2) = 22 +y? + 22 —a2y—1 =0

sobre la superficie = 0, debemos tener (Fy, F, F,)-(1,0,0) = 22 —y = 0 =
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35.

36.
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Pyttt —ay—1=(x— 3y +32+22-1=2y2+22-1=0.

Similarmente al proyectar sobre y = 0, (Fy, Fy, F;)-(0,1,0) = 2y — 2z = 0 =

Pyt —ry—1=(y— 32+ 222 +22 - 1=322422—1=0.

En la proyeccién sobre z = 0, (Fy, Fyy, F;)+(0,0,1) =22 =0 = 22 +y? + 22 —zy —

l=a?+y>—2y—1=0.

Demostrar que la normal en cualquier punto de la superficie de revolucién z = f (/22 + 32),

f! # 0, corta a su eje de rotacion.
Solucion

La superficie F'(z,y,2z) = f(\/22+y2%) — 2z = 0 tiene
por vector director de la normal en el punto (z,, Yo, 2o)

:(%ﬂvﬁ+%)%ﬂvﬁ+%)

n , ,—1) y la rec-
Vg +ys Vst
ta normal es (2, Yo, o) +t(f’(r)%, fﬁr)yo, —1), donde

r = \/x2 + y2. Para verificar la conclusién debemos de-
terminar que un punto de la forma (0, 0, u) estd en la recta

normal.

En efecto, sit = — %, se tiene que en la recta normal
r
f'er)  f(r)

(wm Yo, 20) + t(Twm r Yo, _1) = (woa Yo, Zo) + ( — Loy —Yo,

(0,0, 2 +

rotacion.

7@

3.10.3. Triedro, curvatura, torsion

Determinar los vectores unitarios principales 7, v, 3 delacurvaxz = 1—cost, y = sent,

z=tenelpuntot = 7.

Solucién Sear = (1 — cost,sent,t), T = (sent,cost, 1), " = (cost, —sent,0),

(%) =(1,1,%).,7(%) = (1,0,1),v"(5) = (0,—1,0) y los vectores unitarios en 5 son:

(x0, 0, 20)

7o)

, por lo que hemos demostrado que la recta normal corta su eje de
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i j k
:HI,’H:%(1,0,1),1346«”: 1 0 1]|=(10-1),8
0 -1 0
i3 k
N=BxT=-2110 -1 |=5(0,20)v=(0,1,0).
10 1

37.

177

Determinar los vectores unitarios de la tangente y normal principal de la espiral conica

T = (e’ cost, e’ sent, e’) en el punto arbitrario. Determinar los dngulos que forman estas

rectas con el eje z.

/

Solucién Sea r = (e'cost,e'sent,e!), T = r

[l = e'v/3,

e'(cost — sent,sent + cost, 1),

7" = (—e'sent+el cost—elsent—el cost,el cost+esent+el cost—elsent,el) =

et(—2sent,2cost, 1), |[*|| = v/5e,

i j k
B =1 x1 =¢e?| cost —sent sent+cost 1 | = e*(
—2sent 2cost 1
sent,?2),
i j K
N =BxT =¢e%| sent —cost —cost—sent 2 |=
cost —sent sent+cost 1
3cost,0),
IN|| = 3v2e™,
T = ﬁ = %(cost—sent,sent—i—cost, 1),v= ”]]:—” =
cost,0).

El 4ngulo con el eje z se determina asi:
1

Tk =cosa = 7

za:arccos%,u-k:cosﬂzoﬁﬂz

38. Determinar los vectores unitarios principales 7, v, 3 de la curva y

punto cuando x = 2.

=X

2

sent — cost,—cost —

—e3(3sent+3cost,3sen t—

—%(sent—i—cost,sent—

,2z=2xenel
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39.

40.

Capitulo 3. Curvas en el espacio y superficies

Solucién Sea z = t, v = (¢,t2,2t), v = (1,2t,2), 7" = (0,2,0), entonces si z = 2

tenemos T = (2,4,4), v = (1,4,2), ||| = V21, T = ”I/” = \/%(1,4, 2),
i j k
B=|1 4 2|=(-4,0,2), HBH:2\/5,B:%(—2,0,1),
02 0
i 3 k
N=|—-4 0 2|=(-810,-16), IN| =2V105, v = ﬁ(—4,5,—8).
1 4 2

Dada Ia hélice circular x = acost, y = asent, z = bt, escribir las ecuaciones de las
rectas que forman las aristas del triedro intrinseco en un punto arbitrario de la curva.
Determinar los cosenos directores de la tangente y de la normal principal.

Soluciéon Sea v = (acost,asent,bt), T = v/ =

z
(—asent,—acost,b), 5mb

IIT|| = Va? + b2, 7" = (—acost,asent,0),

i ik <§
B = 1 x 1 = —asent acost b = —_
—acost —asent 0 72@1
(absent, —abcost,a?), |B| = ava? + b2. T a “
i j K
N =B xT = | absent —abcost a? | = —a(b? + a?®)(cost,sent,0), |[N|| =
—asent acost b
a(a® + v?).
Recta tangente (z,y, z) = (acost,asent,bt) + \(—asent,acost,b), A € R.
Cosenos directores cos o = ——5€NE g 8= —acost cosy = b

Recta binormal (z,y, z) = (acost,asent,bt) + A(absent, —abcost,a?), A € R.
Recta normal principal (x,y, z) = (acost,asent,bt) + A(cost,sent,0), X € R.

Cosenos directores cos @« = — cost, cos § = —sent, cosy = 0.

Determinar las ecuaciones de los planos que forman el triedro intrinseco de la curva
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41.

2?24y + 22 =6, 2% —y? + 22 = 4,enel punto (1,1,2).
Solucién Es claro que si definimos F(z,y,2) = 22+ y*> + 22 — 6 = 0, G(z,y,2) =

9 9., 9 . F, F, 2y 2z
¥ —y“+2°—4 = 0, la matriz = es de rango 2 sobre la curva,
Gy G, -2y —2z

por lo que podemos escribir la ecuacion de dicha curva en funcién de x, es decir existen
funciones ¢, 1 de clase C? tales que F(z, p(z),9(z)) = 0, G(x, ¢(x),¥(x)) = 0. De
esta manera tenemos:

20 + 2(7090/ + 2¢¢/ =0,1+ (70/2 + (’0(’0// + T;Z)Q + TJZ”;Z)” =0,

21 — 20" + 20" = 0,1 — % — " + P2 + Py = 0= 2 = —p/, ' = 0.
En el punto (1,1,2) se tiene (1) = 1, ¢(1) = 2 por lo que ¢/(1) = 0, ¢'(1) = —1,

por lo que el vector tangente es T = (1,¢/(1), ¢/(1)) = (1,0,—1), 7 = ﬁ =
%(2,0,—1).

Ademis usando las ecuaciones de orden 2, 1 4+ ¢/2 + ¢ = 1 + % +Y =0 =
(1) = 2y + e = 0= (1) = 0, es decir ” = (0,",1") = (0,0,—3).

ij k
El vector binormal B=| 2 0 -1 | = (0, —%,0), B = ﬁ = (0,—1,0).
00 -2
i k
El vector normal principal N =B xT = | 0 —% 0 |= (%,0, %), v=N__
| IN]]
1 0 —3
%(1,0, 2).

Plano normal (z — 1,y — 1,2 — 2)-(2,0,—1) =0 = 2z — z = 0.
Plano osculador (z — 1,y — 1,2 — 2)-(0,—1,0) =0 =y = 1.
Plano rectificante (z — 1,y — 1,2 —2)-(1,0,2) =0 = = + 2z = 5.

Determinar las ecuaciones de la tangente, del plano normal y del plano osculador de la

curvar = t,y = t2, z = t3 en el punto (2,4, 8).

Solucién Sear = (¢,t2,t%), v = (1,2t,3t), " = (0,2, 6t), en el punto (2, 4, 8) tene-
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42.

43.

Capitulo 3. Curvas en el espacio y superficies

k

most’ =T =(1,4,12), 7" = (0,2,12), B=7 x 1/ = 12 | = (24, -12,2).

S = e
N s =
[
[\

Recta tangente (2,4,8) + A(1,4,12), A e R.

Plano osculador 12(z —2) —6(y —4) + (2 —8) =0 <= 122 — 6y + z — 8 = 0.
Plano normal (z — 2) + 4(y —4) + 12(2 — 8) <=z + 4y + 122 — 114 = 0.
Determinar las ecuaciones de la tangente, de la normal principal y de la binormal en un
punto arbitrario de la curva x = %t‘l, Yy = %t?’, z = %tz.

Solucién Sear = (¢, 13, 2¢%), v/ = (3,42, 1), v = (3t%,2t,1),

i j k
B=1x1"=| 3 * t|= (1323 1) =t3(—-1,2t,?).
3t2 2t 1
i 5k
N=BxT=| -2 28 —¢t* |=(0+2t4, "+ 22+ 1)t*) =
B2t

B33 +2t,1 — 1, —2t3 — ).

La recta tangente (¢4, 143, 242) + A(t2,¢,1), A € RR.

La recta binormal (3¢, 1¢3, 14%) + A(1, —2¢, %), A € R.

La recta normal principal (3¢4, 33, 212) + A(#3 +2t,1 — ¢4, —2t3 — t), A€ R.
Determinar las ecuaciones de la tangente, del plano osculador, de la normal principal y

de la binormal de lacurvax = t,y = —t, z = %tQ en el punto £ = 2. Dar los cosenos

directores de la binormal en este punto.

Solucién Sear = (t,—t,3t%),7 =T = (1,-1,¢), 7" = (0,0,1),

i j K i j K
B=|1 -1 t|=(-1,-1,0,N=| -1 -1 0|=(-t¢2).
0 0 1 1 -1 ¢

Recta tangente (2, —2,2) + A(1,—1,2), A € R.
Recta binormal (2, —2,2) + A(1,1,0), A € R.
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Recta normal principal (2, —2,2) + A\(—1,1,1), A € R.

Plano osculador (z —2) + (y +2) =2 +y =0.
B

Cosenos directores de la binormal 3 = —— =

= 1
Bl V2

—1,—1,0); eje =, cosa = 75

eje y, cos f = —%, eje z, cosy = 0.

44. Dar las ecuaciones de la tangente y del plano normal a las curvas siguientes:

a) r = Rcos?t, y = Rsentcost,z= Rsent,ent = %.
b) z =22+ 9% 2 =yenel punto (1,1,2).

¢) 22 +y% + 22 =25, 2+ z = 5 enel punto (2,23, 3).
Solucion

a) Consideremos la curva T = R(cos? t,sent cost,sent), ' = R(—2costsent,cos 2t,cost),

ent = T se tiene que la recta tangente es R(3, 1, %) + A(—1,0, %), AeRR.
R

_(r_ R _ Ry 1 _ .
Plano normal (ac 2)+(z \/5)\/5—0<:>x\/§ z=0.

b) Se tiene que y = =z, i.e. z = 222 con lo cual tenemos la curva v = (z,x, 2:172) —
" = (1,1, 4xz) y larecta tangente en (1,1,2) es (1,1,2) + A(1,1,4).
Plano normal: (z — 1)+ (y — 1) +4(z —2) =0 <=z + y + 4z = 10.
¢)Sea F(x,y,2) =22 +y>+ 22 —25=0,G(r,y,2) = v+ 2z — 5 = 0, entonces como
2y 2z
0
(t,y(t),z(t)), v = (1,y,2") y debemos determinar y'(2), z'(2).

es de rango 2, se puede escribir y, z en funcién de x. Asi tenemos la curva

Derivando con respecto a x se tiene 2z + 2yy’ + 222/ = 0,142 = 0 = 2/(2) =
1= 23y (2)=2-3)(-1)=1=y =L AsiT=(1,—1_,~1)loque
(2) (3)(=1) 3 ( 3 )

permite escribir:
Recta tangente (2,2v/3,3) + A(2v/3,1,-2v3), A € R.
Plano normal 2v/3(x — 2) + (y — 2v/3) — 2v/3(2 — 3) = 0 <= 2/3z +y —2v/32 = 0.

2

45. Calcular la ecuacién del plano normal a la curva z = 22 — y?, y = x en el origen de

coordenadas.
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46.

47.
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Solucién Si hacemos x =t = y =t, 2z = 0ie. v = (¢,0), 1(1,1,0) y el plano
normal en (0,0,0)es: (z—0)+ (y—0)+0(z—0) =0<=x+y=0.

Determinar la ecuacion del plano osculador a la curva z = et, Yy = et 2=+ 2tenel

punto ¢ = 0.

Solucién Seat = (ef, e~ /2t) =1 = (e}, —e7!,1/2),1" = (e',e7*,0),
i j k

B=vx1"=|¢e —et 2 |=(-v2et2e2).
el et 0

Ent=0,T = (1,-1,v2), B = (—v2,v2,2) y el plano normal es —/2(z — 1) +
V2@ —1)+22=0<=z—y—+22=0.

Determinar las ecuaciones de los planos osculadores a las curvas:

a)z? +y?+22=9,22 —y% = 3enel punto (2,1,2).

b) 22 = 4y, 23 = 24z en el punto (6,9,9).

¢) 22 + 22 = a?, y? + 2% = b? en cualquier punto (,, Yo, z,) de la curva.
Solucion

a) Sea F(x,y,2) = 22 +9y>+ 22 -9 =0, G(z,y,2) = 22 —y> —3 = 0y como

E, F 2y 2

R = Yooz es de rango 2, si yz # 0, se pueden escribir en funcién de
Gy G, —2y 0

x. Asi se tiene que:
r+uyy +22/=0

z—yy =0

Ademds, 1 + 92 +yy" + 22+ 22" =0, 1 = y? + 9y = ¢'(2) = 3,2 =

-1-443—-4=—-6 = 2"’(2) = —3. De esta forma en (2,1,2), v = (1,2,2),

T” = (Ovyﬂv Z”) = (07 _37 _3) -

<

} = y(2) = £ =2,22(2) = -2(2) = 7 (2) = 2.

ik
B=vx1v"=]1 2 -2 |=(-12,3,-3)yelplano osculador es 4(x — 2) — (y —
0 -3 -3

)+ (2—2)=0<=42—-y+2—-9=0.
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48.

b)Seax =t,y = %tz, z= ﬁt?’, entonces 7 = (1, %t, %tQ) yent=6,7 = (1,3,

2)-

Ademis " = (0,

l\)lr—-

,1t)ie.7(6) = (0,3, 2)porloque B = v/ x1” =

=

12

i j k

2 6 9 |=
01 3
1(9,-6,2).

El plano osculador es 9(z —6) —6(y —9) +2(z —9) = 0 <= 9z — 6y + 2z — 18 = 0.
¢) Sea F(z,y,2) = 2% + 22 — a?, G(z,y,2) = y* + 2% — b, entonces la matriz

2z 0
N es de rango 2, si yx # 0y la curva es expresable en funcién de z. De esta

0 2y
forma tenemos que en (o, Yo, 20), 2’ +2 =0, yy' + 2 =0= 1y = _Z_Z’ o _é_g
_ 2o _ %o
ie. T = ( 330’ yo,l),
2 2
Ademids, 2? +z2” +1 =0,y 4+ +1=0=1=z a—g,y":—b—gle
Lo Yo
i j K
1 a? b2 _ _
T :(————0):>B:T/XT”: YoZo LoZo TLolYo | =
FEREE L 9 2
) [ _a- 2 0
To Y

<b2xo _d*y, bz, a2zo>
’ 2 0 2 2 )’
yo xo yo xo

2
y el plano osculador es (x—:po)b Lo _(y— yo)a y°—|— (z2—20)(— % Z0+b 20) =0 =
x?

o o o yo
2

2
viade — a?yly + (b — a®)23z = 220? — yla® + 2 (b — L )aZy2 = alb? — ypa® +

2
2= ) = P - ),

A&

(13— a2) = V(e + 22) — 2’ (1] + 22) = %
osea b’ r3r — a’ydy + (b? — a?)232 = a®b%(a® — V?).

Determinar las ecuaciones del plano osculador, de la normal principal y de la binormal

2

alacurvay? = x, 22 = zenel punto (1,1,1).

Solucién Consideremos z = ¢, 1 = (¢, V¢, %), 7' = (1 v = (0, L 2).

1
7—72t )
2Vt ) 4t%
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49.

50.

Capitulo 3. Curvas en el espacio y superficies

i 3 k
Asi,parat=1,B=| 1 % 2 | = (%,—2,—%) = %(6, —8,—1) y el plano oscula-
0 -+ 2
dores6(z —1)—8(y—1)—(2—1)=0=6x -8y —z+3=0.
ik
A@mﬁN:BxT:% 6 —8 —1 :—gmﬂa—my
2 1 4
Recta binormal (1,1,1) + A(6,—8,—1), A € R.

)s
Recta normal (1,1,1) + A(31,26, —22), A € R.

Determinar las ecuaciones del plano osculador, de la normal principal y de la binormal
a la hélice cénica x = tcost, y = tsent, z = bt en el origen de coordenadas. Hallar los

vectores unitarios de la tangente, de la normal principal y de la binormal en el origen.
Soluciéon Sear = (tcost,tsent,bt), v =T = (cost — tsent,sent + tcost,b),

" = (—2sent —tcost,2cost — tsent,0).

En el origen, v = (1,0,b), v’ = (0,2,0), B=1" x1" = = (—2b,0,2).

S = e
[N} O =
o o &

i k
N=BxT=2| —b 0 1|=2(0,0°+1,0).
1 0 b

Plano osculador —zb + z = 0.
Recta normal A(0, 1,0), es decir el eje y.

Recta binormal A(—b,0, 1).

- T 1 B 1
Finalmente 7 = = (1,0,b), B = = (=b,0,1), v =
0.1,0) T V241 Bl Vo2 +1

Demostrar que si la curvatura es igual a 0 en todos los puntos de la curva, la curva es una

recta.

Solucién Sila curvaturaes 0 = K = % =" = 2"(t)=y"(t) =2"(t) =0 =
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51.

52.

53.

Zt)=a,y(t)=0b2(@)=c= z(t) =at +d,y(t) =bt +V, 2(t) = ct +  i.e.
r=(d,V,d)+ (a,b,c)t.

Demostrar que si la torsion es igual a 0 en todos los puntos de una curva, esta es una

curva plana.

1 d
Solucién Si — =0—= d—ﬁ - Y _0— (3 es constante i.e. B = (a, b, ¢) y la curva
5 P

I" esta en el plano ortogonal a B.

Verificar que la curva x = 143t +2t2, y = 2—2t+5t2, 2 = 1—t? es plana y determinar

el plano en que se encuentra.

Soluciéon Se tiene 2’ = 3 +4t, ¢y = -2+ 10¢t, 2/ = —2t; 2" =4,y = 10, 2" = -2,
1

2 =0,y"=0,2"=0=11"x7"=0= 5 = 0y por el ejercicio anterior la
curva es plana.
i j K
Tomemos v/ x 1/ = | 3+4t —2+10t —2t | = (4,6,38) y como la curva pasa por
4 10 -2

(1,2,1)ent = 0, tenemos (z—1,y—2,z—1)-(2,3,19) = 0i.e. 2c+3y+192—27 = 0.

Calcular la curvatura de las curvas:

a)x =cost,y =sent,z=cht,ent =0

b)a2? —y?+22=1,9>—-2x+2=0enel punto (1,1, 1).
Solucion

a) Sear = (cost,sent,ch t), ' = (—sent,cost,sht), v/ = (—cost,—sent,ch t)

ik

yent =0, = (1,0,1), 7 = (0,1,0), 7" = (-1,0,1), ¥ x" =] 0 1 0| =
-1 0 1

(1,0,1),

1T x|

X _ A

R [[[1° v2

F, F.
b)Sea F(x,y,2) =22 —y*+22~1=0,G(z,y,2) =y* —2x+2 =0, L
Gy G,
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54.

Capitulo 3. Curvas en el espacio y superficies

2y
en funcién de z. Asi tenemos:

2y 2
< 4 12 es de rango 2 alrededor del punto (1,1, 1), entonces y, z se pueden expresar

r—yy +22 =0,2yy =242 =0=2(2241)=0= (1) =0,y(1) =
1 = v(1) = (1,1,0). Ademds, 1 — y? — yy” + 2% + 22" = 0, 2y + 2yy" +
S =0 = (1) = (.24 () + (1) = 0 = (1) = (0.-3.-3) y
2B

—2(1,-1,1) — L L
s R HT/Hg 32% V6

= o

i

_ 2
rxr=—-311
01

Calcular la curvatura y la torsién de las siguientes curvas en cualquier punto:

a) z = el cost, Yy = etsent, z = et

b) x =ach t,y = ash t, z = at (hélice hiperbdlica).

Solucion

a) Se tiene que 7' = e!(—sent + cost,sent + cost, 1), v’ = e'(—2sent,2cost, 1),

7" = 2e!(—cost — sent, cost — sent, 1),

i j K
xr" =e*| cost —sent sent+cost 1 |=e*(—cost+sent,—sent—cost,2),
—2sent 2cost 1
/ " 1 T
¥ x 1| = e?/6, entonces K = + = Ll e‘tﬁ, s =
H || R H_r/Hg 3 p ”T./ % T//H2
2e3t _ e—t
Gett 3

b) Sear = (ach t,ash t,at), ' = (ash t,ach t,a), v = (ach t,ash t,0), v =
(ash t,ach t,0),

ik
¥ x1"=a?|sht cht 1 |=a?(—shtcht,—1), | x| =a*V2cht—=—
cht sht 0
1 _IPxYl_ Vet _ 1

R 17?2 2a3v2ch3t  2a2ch?t’
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T,/ X T//'T/// . CL3 1

1_ — =
P x> 2a*ch?t  2ach?t

v x4 = a3(—sh?t+ch?t) = a® =

55. Determinar los radios de curvatura y de torsién de las siguientes curvas en un punto ar-
bitrario (x,y, 2).
a) 22 = 2ay, 2 = 64’z

b) 23 = 3p?y, 222 = p?.

Solucién
: _ _ 1,2 1 .3y v _ 1 1 2y .
a) Consideremos = = t, entonces 1 = (t, %t ,&?t ),T = (LEt’ ﬁt ),r =
i k
2
1 1 mo_ 1y n_ |1 t 2| 2_Ll
(O,a7a2t),T —(0,0,az),T X1 = (]]j 2%2 (2 37 a27a)’
4 2 1
Pxr|=L1 2+ £ 1= L d 44622 4 4047 = L2 + 242),
I =y + S = Sl )P = L+ 2a)

2 441
v = % v]| = (1+t_2+t_)2 =L 2402y =L =2 _
a a

4" 2a% R L2 1 9g2)
8a
L (2122 (Qay+22)? _ (y+a)
(t? + 2a2)? 4a? 4a? a
1 g8
13 o (t* 4+ 2a®)*  (2ay +2a*)?  (y+a)?
p (2 +2a%)? P= 43 B 4a3 - a
3 2 2 2 2 2
by Sear = (w, Ly, Do) v = (1,4, — o) = (0,22, 2y 2 = (0, 2, 2B1),
3p? 2z D 22 P’ 2
ik
1 33_2 _i 9 2 92 4 A2
vt = p? 22 | = (57_])_7_3:)’ [v" x || = 5 T p_ﬁ + 2L =
2 - p T x D
o 2z P
p*
pt + 224
232
ot ¥ x ) satyt
T = 1+w_+p_§: 1 494 :>l: = p
Pl = 1 oyt = ety — = Il e
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n— (p* + 22%)?
gt
4,3
Ademdsv/xr/ " = -2 6 8 _1_ 8 p'a® —__ 8= =
L, T oo 2Pttt ()
__(p*+227)
P 8])41'3 '

56. Demostrar que las componentes tangencial y normal del vector aceleracién a se expresan

_dv _ 02 . .
gt 22T, q, = v, donde v es la velocidad, R es el radio de

R

curvatura, T y v los vectores de la tangente y de la normal principal a la curva.
I INJI” dt  dsdt
d_T,U+ dv _ drds +d1)7_ dr 2+dv dv

d G dsd TG T TR T

por las férmulas a, =

Solucién Se sabe que T = v, a =1 =

57. Por la hélice circular v = (acost,asent,bt) se mueve uniformemente un punto con
velocidad v, calcular su aceleraciéon w.
t
Solucion Sea s(t) el desplazamiento de la particula, entonces s(t) = / va? + b2 dt =
0
ds

V= T a’?+b> = 1/ = (—asent,acost,b), V" = (—acost,—asent,0),
2

V|=w=a=-2—.

) e

58. Consideremos 1 = (¢,2, %) una trayectoria de movimiento, determinar en los instantes
t=0,t=1:
a) La curvatura de la trayectoria.
b) Las componentes tangencial y normal del vector de aceleraciéon del movimiento.

Solucién Se tiene que T = (¢,t2,13), 7' = (1,2t, 3t2), 7" = (0,2, 6t), ¥ = (0,0, 6),

i j k
rx =1 2t 3t2 | = (613, —6t,2), ||| = V1 + 42 + 91,
0 2 6t
d 4t + 18t3
7 x || = 2v/1 + 922 + 94, v—— Tra o v #1807
dt /14482 +9t1
1 i 2
_Hr Xr”:2,w7—=@=0,wuzv—:2_

Ent=0,—-=1_"_1
" R~ P
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1 2v1 v 2

Ent=1, - = 9 _ g’wuzv_:ﬂ/ﬁzz/ﬁ:(),%_:@:
R 14v/14 7Vv14 R 7T V14 14 dt

22

N



