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Capitulo 1

Resumen: Integrales de linea y de superficie

1.1 Curvas en R

Definicion 1.1.1 Sea r(t) una funcion de [a,b] en R", tal que r(t) = (r1(t),...,ma(t)),
cuando t varia continuamente en |a,b], los puntos especificados por la funcién r(t) describe

un conjunto de puntos en R", que llamamos trayectoria de la funcién vectorial r(t).

Definicion 1.1.2 Sea r = (r1,...,7,) una funcién vectorial continua definida en el inter-
valo [a,b]. La imagen originada por r se dice que es la curva determinada por ry que une
los puntos r(a) y r(b).

Si r(a) = r(b), la curva se dice cerrada.

Si r(a) # r(b) se dice que es un arco con extremos r(a) y r(b).

Siresunoaunoen [a,b], la curva se dice simple. Si r es uno a uno en el intervalo [a,b[y

r(a) = r(b) se llama curva simple cerrada o curva de Jordan'.

1Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922) Nace el 5 de enero de 1838 en La Croix-Rousse, Lyon,
Francia. Muere el 22 de enero de 1922 en Paris, Francia. Estudiante de la promocion de 1855 de L'Ecole
Polytechnique, entra como Bertrand, en el Cuerpo de Minas. El nuevo académico habia debutado con una Tesis
sobre las Sustituciones. En 1865 y 1866, presenté trabajos llenos de consideraciones delicadas y profundas de
los Poliedros, donde la nocién de simetria y de clase se analizan con una longitud especial. Un afio después,
siguiendo el mismo orden de ideas, pero pasando de la Geometria a la Geometria cinemética, public6 un trabajo
sobre los Grupos de movimientos. Se habia propuesto determinar las diversas maneras en que un sistema
de moléculas puede superponerse a si misma y determinar asi todas las combinaciones admisibles agrupadas
alrededor de 174 tipos, los cuales hacen naturalmente parte del sistemas definido por Bravais en sus estudios
cristalograficos. La obra principal de Jordan es su Traité des substitutions, lleno de resultados nuevos y donde
continia el camino abierto por Galois y Abel, los principios fundamentales de la Teoria de ecuaciones algebraicas
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Si r es constante en [a,b], la curva se dice curva punto.

s w & O

curva curva simple curva cerrada curva de Jordan

Definicion 1.1.3 Una curva T se dice regular sobre [a,b] (resp. |a,b]) si admite una re-
presentacion paramétrica (parametrizacién), con ayuda de una funcién vectorial r(t) con
derivada continua® en [a,b] (resp. |a,b]), de modo que v'(t) # 0, en [a,b] (resp. |a,b]),
o lo que es equivalente, las componentes r.(t) sobre [a,b] (resp. Ja,b]) no se anulan si-

multdneamente.

Definicion 1.1.4 Se dice que 7 es un pardmetro admisible para la curva regular T re-
presentada por r(t), si estd conectado con t por medio de una funcién )\, la cual no sélo es
estrictamente mondtona y continua sino que tiene derivada continua diferente de cero en
[c,d] (resp. | c,d]). En este caso

ri(1)% > 0.
1

> BT =N(r)?

i=1 =
Definicion 1.1.5 Se dice que T es una curva regular a trozos sobre [a,b] (resp. | a,b|) si
puede ser representada por una funcién vectorial r(t) sobre [a,b] (resp. Ja,b|), tal que el
intervalo cerrado [a,b] (resp. abierto ] a,b]) se puede particionar por medio de una divisién

a=1,<t;<---<t, =0b de modo que r(t) es una curva regular sobre cada uno de los

intervalos [a,t1] (resp. | a,t1]), [t1,t2),- .. [tn—1,b] (resp. [tn—1,b].

resolubles por radicales, con aplicaciones de la Teoria de integracién de las ecuaciones diferenciales lineales.
Jordan ayudé a sentar las bases de la teoria de una clase interesante de ecuaciones que aparecen a propdsito
de la divisién de los argumentos en las funciones abelianas. Es conveniente agregar los trabajos sobre la Teoria
de formas, considerado desde el doble punto de vista del Algebra y la Aritmética y finalmente la publicacién
del Cours d’Analyse, que el autor ensena desde 1876 en L'Ecole Polytechnique; trabajo capital a nivel de los
descubrimientos mas elevados y més recientes de la ciencia. Jordan definié el caracter general de sus trabajo,
diciendo que se habia propuesto constantemente profundizar sobre la Teoria del orden, asi como en el dominio de
la Geometria pura y en el Andlisis. Relaciona asi, por su tendencia, sus estudios en la simetria en los poliedros,
los sistemas de lineas y el ensamblaje de moléculas, a sus investigaciones en la Teoria de sustituciones, que el
prevé de alguna manera como la teoria analitica del orden.

r(tL}z—r(t) =r/(t) = (r) (1), ..., (1)

2Se define la derivada de una funcién vectorial r(t) por ]}in%
=
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1.2 Curvas rectificables y longitud de arco de una curva

Az

Sea I' una curva continua dada por r(t) = (r1(t),...,r.(t)), con
a <t < b. Consideremos la particién P del intervalo [a,b], con

la ayuda de los puntos de division a = t, <t; <to <- - <tpy_1 <

tm = b.
Sean a = P,, P1,...,P,_1, P, = b los puntos correspondientes d

y consideremos la linea poligonal inscrita en I'.

Definiciéon 1.2.1 La longitud de la curva T' se define como el limite al cual tienden las
sumas de las longitudes de los segmentos de la linea poligonal inscrita en T, cuando el

mdximo en la particién tiende a cero:

o= lim > | Pe1 Pyl = Tim 30 |[r(tx) —r(te—1)l;
m—eo k=1

con max (tx —tr—1) =|P|| — 0, si m — .

1<k<m
Si el limite existe, la curva T se dice rectificable sobre el intervalo [a,b] de variacion del
pardmetro t. Si el limite no existe, se dice que la curva no es rectificable o que no tiene

longitud de arco.

Definicién 1.2.2 Un aplicacion ¢:U — R, con U C RR™ abierto se denomina campo

escalar o funcion escalar.

Definicion 1.2.3 Un campo vectorial en S C R™ es una funcion f:S C R — R"™, que

asigna a cada x en su dominio S, un vector f(x).

Definicién 1.2.4 Un campo vectorial f definido sobre un abierto U C IR™ se dice campo
gradiente si existe un campo escalar ¢:U — R diferenciable en U, tal que Vp(x) = f(x),

Vx e U.
También se dice que f es el gradiente de .
Teorema 1.2.1 Sea I" una curva regular descrita por r(t) = (ri(t),...,m(t)), a <t <b,

b
entonces la longitud de arco de la curva T estd dada por s = / [’ (t)]| dt y es independiente

del pardmetro t.
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1.3 Integral de linea
1.3.1 Integral de linea para campos escalares

Se define la integral de linea de la funcién f a lo largo de T, cuando el parametro es t€ [a,b]

/fds—/f DI ()] .

— En general, si f:S € R” — R es continua en S y I' una curva contenida en S convexo,

(y no s) como:

I' = r([a,b]), r de clase C', entonces existe la integral de linea a lo largo de la curva ' y

tenemos:

/de—"}E)nOOZf ))As;.

/fds—/f Dl ()] dt = /f

1.3.2 Integral de linea para campos vectoriales

Ademas:

Tn

Consideremos una curva continua I' rectificable orientada,

con representacion paramétrica r(s), 0 < s < ¢, de clase C*, rnm
donde s es la longitud de arco a lo largo de I". ) "

Sea f = (f1,..., f») una funciéon (campo vectorial continuo)

sobre I" o sobre un abierto S D T', donde f1,..., f, son continuas sobre I" (o sobre S). Se

denomina integral de linea de f a lo largo de la curva orientada I' a la expresion:

¢
/f-dr: fldx1—|—~-~—|—fndxn:/(f-u)ds:/ (f-u)ds,
r r r 0

dr = uds representa el elemento de arco de curva en magnitud y direccién.
Si f o r(s) es regular a trozos, el resultado sigue siendo valido.

En el caso general la funciéon f-u puede tener discontinuidades de primera especie ligadas

a algun punto esquina de I'.

Si la curva I' se orienta en sentido contrario, el vector tangente es —u y denotando el

contorno I'_ se tiene fdr = — / f-dr.
r_ r
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Si el parametro de la curva es ¢t (y no s), t € [a,b], entonces:
ﬂ
f dr = f ” ol )| dt = f ))-uds,

y se puede escribir:
/fdr—/ £(e(t))u ()| (1) dt.

Si la curva orientada I'" es cerrada, a menudo se usa el
simbolo S]f rf-dr para indicar la propiedad de ser cerrada y la integral de f es llamada

circulacion del vector f (campo vectorial) sobre I'.

Si f es un campo de fuerza, la integral de linea de f sobre I' representa el trabajo de un

campo f a lo largo de la curva orientada I".
Sin =2,z =x(), y=y(t), la integral de linea / f-dr se escribe / fidx + fady, o bien
r r
/h@wﬂ+ﬁ@ww
r

En tres dimensiones = = z(t), y = y(t), z = z(t) y escribimos:

/f-dFZ/f1d$+f2dy+f3dZ.
r r

Si la curva I' se representa paramétricamente por r(t) = (z(t),y(t), 2(t)), con t € [a,b], se

tiene:

b
/ fodr = / frde + fady + fadz = / (P ()2 (8) + fole () (1) + fo(x(8))2 (1)) dt.
I I a

Si la curva orientada I' puede representarse como la unién de dos curvas orientadas I'; y
Iy, especificada por las mismas ecuaciones correspondiendo a la variacién del parametro

s sobre el intervalo [0,¢] y [¢,£], 0 < ¢ < ¢, entonces

/fdr_/fdr /fdr
I IT's

Sif:S C R” — R" es una funcién continua sobre S, la integral de linea de f a lo largo de

lacurval (r:[a,b] — R™, con T =r([a,b]) C S convexo, r de clase C'), entonces:

/fdr_/ dt.

n b
Sif=(f1,...,fn),r=(21,...,2,), entonces /F f-dr = ki_:l/ Ju(r()z), (t)dt.
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1.3.3 Propiedades de la integral de linea

Es claro que las integrales de linea, al poderse definir a través de las integrales ordinarias,

heredan las propiedades de éstas.

Linealidad /(f + A\g)-dr = / f-dr + )\/ g-dr, \e R.
r r r

Aditividad /f-dr = / f-dr +/ fidr,conT' =T, UT2, I'y = r([a,c]), I's = r([c,b]),
T 1N s

a<c<hb.

Cambio de parametro En general si r(¢t) y w(t¢) son representaciones paramétricas

equivalentes de la misma curva I" rectificable en la misma direccién, entonces / f-dr =
r

/f-dw.

r

Ademés/ f-dr:—/f-dr.
r

Teorema 1.3.1 Sir(t)y w(t) son dos parametrizaciones regulares o regulares a trozos de

T, entonces: / fdr = / f-dw si r y w tienen la misma orientacion y
r r
/ f-dr = — / f-dw si r y w tienen orientaciones opuestas.
r r

1.3.4 Condicion de independencia de la trayectoria

Una condiciéon para que la integral en linea no dependa de la Ey
trayectoria que une los puntos ay b es que f = Vi, con o € C*, @ =1 r
en cuyo caso f; = gxﬁ,i: 1,...,n:
b =r(b)
/f-dr:/fld:c1+--~+fnda:n:/dtp:go(b)—go(a). >
r r r

Se usara el simbolo¢ para indicar que la integral se realiza

sobre una curva cerrada y orientada.

En el caso n = 3, la condiciéon de independencia de la integral

de linea ¢ rPdx + Qdy + Rdz de la trayectoria I, es que ex-

ista una funcidn real ¢ tal que Vo = (P,Q, R), 0o sea P = %,

_Op o, Oy
Q—EZ,R—%.



1.3. Integral de linea 7

iciones 0@ — OR OR _ 0P 9P _ 9Q
Cuando se cumplen las condiciones 0, = Oy or = 02 Oy = o

es nula, si la region encerrada por la curva no contiene en su interior puntos en los cuales

una de las funciones P, Q, R 9Q 9r 99 9R 9P 9P no sea continua o no esté definida.

>0z’ 0y’ Oz’ Ox’ 0z’ Oy

la integral de linea

En general para que se tenga que la integral en linea sea independiente de la trayecto-

ria, debe tenerse que gﬁ = i, i, 7 =1,...,n, en la region S, siempre que una de las
€ (91'1
funciones f;, %, i1=1,...,n,7 =1,...,n, no sea discontinua o no esté definida en S.
J

Definicién 1.3.1 Sea S C R? se dice conexo, si todo par de puntos de S puede unirse por

medio de una curva regular a trozos dentro de S.

Definiciéon 1.3.2 Sea S C R? un conjunto abierto y conexo, se dice que es simplemente
conexo, si para toda curva de Jordan I situada en S, la regién interior de S es también

subconjunto de S.

Teorema 1.3.2 Sea ¢:S ¢ R® — R una funcién de clase C*, donde S es un conjunto
conexo abierto, entonces para dos puntos a = r(a) y b = r(b) unidos por una curva regular

a trozos I' C S, se tiene:

[ Ve = o(e(t) = (x(@).

Teorema 1.3.3 Sea f un campo vectorial definido sobre un abierto S C R", entonces las

siguientes propiedades son equivalentes:
i) Existe una funcién escalar ¢ de clase C* tal que Vo = f sobre S.

ii) La integral de f sobre curva cerrada regular a trozos I' C S es igual a cero:

Sﬁpf-dr =0.

Observacion La integral de linea se puede expresar de varias maneras:

1) Forma vectorial: / f-dr = / f-uds
r r

b
2) Forma paramétrica: / (f1 (t)% + 4 fn(t)ddit")dt

3) Forma diferencial: / fidzy + - - + frpdx,.
r
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Definicion 1.3.3 Si un campo vectorial £ = (f1, f2, f3) definido sobre un abierto S C Ry

donde f1, fs, f3tienen derivadas parciales continuas, entonces definimos el vector:

g (0h 0h Ofi 0f 0f 0h
rOtf_VXf_(ay 0z 0z Oz dxr Oy )’

llamado rotacional del campo vectorial f.

Teorema 1.3.4 Si un campo vectorial f de clase C* en un abierto S C R?, con la propiedad
¢ rf-dr = 0, para cualquier curva cerrada orientable regular a trozos I' C S, entonces

rot f = 0 sobre S.

El inverso de este teorema no es valido para un abierto arbitrario S, salvo cuando S es

conexo.

1.4 Teorema de Green

Teorema 1.4.1 Sea S C R? un abierto, P,Q:S — R funciones de clase C*, sea T una
curva cerrada regular a trozos y sea R la unién de I' y la regién que encierra, de modo
que R C S, con la propiedad de que se puede partir con ayuda de lineas paralelas a los

ejes coordenados x, y, en un niimero finito de partes, cada una de las cuales es del tipo w,

entonces: y
b c
P
//(8—Q—8—)dxdy :¢dex+Qdy, \
dr Oy
R C _4 P B
donde w es una regién del tipo de la figura b) ad- — ; ’ - "
Figura a) Figura b)

junta.

El teorema anterior se conoce como Teorema de Green®. Consideramos ahora que R =

P
U wi es una particién de R, en partes del tipow ysean 'y, k = 1,...,p, las curvas frontera
k=1

3George Green (1793-1841) Nace el julio de 1793 en Sneinton, Nottingham, Inglaterra. Muere el 31 de
mayo de 1841 en Sneinton, Nottingham, Inglaterra. Su padre era panadero en Nottingham y trabajé en la
panaderia con su padre. No se tiene conocimiento cémo llegé a ser uno de los matematicas mas avanzadas de su

tiempo, con clara influencia de las ideas matematicas francesas.

Nadie sin suficientes conocimientos matematicas podria apreciar la importancia del trabajo de Green. Las cosas
cambiaron cuando se contacté con Sir Edward Bromhead. Bromhead habia estudiado matematica en Cambridge
y habia sido un miembro de la Sociedad Analitica y le propuso estudiar en Cambridge. Green va a Cambridge
en octubre de 1833 a la edad de 40. En 1838 y 1839 publica dos trabajos en hidrodinamica (el movimiento de las
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orientadas positivamente de cada region wy. La formula de Green aplicada a cada uno de

las regiones wy, da:

// y)dd Z// 662 61;)dd Zggkad:v—f—Qdy gﬁrpdwr@dy,

La ultima integral se exphca como sigue. La unién C de las Y

fronteras de todas las partes w;, consiste de I'' y la union de un

numero finito de segmentos, cada uno de los cuales esta con-

tenido en R y sirve de frontera comun de dos partes contiguas

de tipo w. Cada segmento es recorrido en dos direcciones op-
uestas. Dado que P(x,y) y Q(x,y) son uniformemente continuas en R, las integrales de la
derecha, tienden a un limite cuando ¢ — 0, la cual es igual a la integral de la izquierda
cuando € — 0, es decir tiene al mismo limite que es la integral doble impropia con singu-

laridades en I". Asi obtenemos:

// 5 )d dy = ggFPd:ﬁ—i—Qdy.

El area expresada como integral de linea

El area de una region plana puede calcularse por %¢ rrdy —
ydx, donde I' es la curva que limita a la regién plana (en el
sentido de integracion positivo).

Si R es la region encerrada por la curva I', podemos aplicar de

teorema de Green y se tiene:

Area(R) ¢de:c + Qdy = —¢p —ydx + zdy.

olas en canales), dos trabajos en reflexion y refraccion de luz y dos trabajos en reflexién y refraccién del sonido.

En mayo de 1840 vuelve a Nottingham padeciendo problemas de salud. Sélo unas semanas antes de la muerte
de Green, se le habia admitido en el Saint Peter’s College de Cambridge. Sesenta afios mas tarde Thomson
recuerda su excitacién y la de Liouville y Sturm, a quienes les mostré el trabajo de Green en Paris en el verano
de 1845. Después de volver a Cambridge, Thomson fue responsable de recolectar los trabajos de Green, con una
introduccion (1850-54). Ni Thomson, ni Maxwell, ni persona alguna, hubiera pensado que la teoria matematica
general de potencial que desarroll6 el hijo de un panadero autodidacta, llevaria las teorias matematicas de
electricidad a la industria del siglo veinte. Su trabajo versé sobre la teoria del potencial en relacién con la
electricidad y el magnetismo, las vibraciones, las ondas y la teoria de elasticidad. Permaneci6 casi desconocido
en Inglaterra hasta después de su muerte.
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Si la curva frontera I' esta dada por x = z(t), y = y(t), a <t <

b, la integral de linea que da el drea, toma la forma:
) b ol o t
Area(R) = %/ (—y(H)2'(t) + z()y'(t))dt = %/ (&) () it

Es evidente que se da la igualdad ¢ ryxdy = —¢ ryyde =

%¢ r.z%d (%) = =£|R|, donde el signo + corresponde al caso

de orientacién del contorno I' = I"; y el signo — corresponde a

la orientacion negatival' =T"_.

Teorema 1.4.2 Si f(z,y) = (P(z,y),Q(x,y)) es un campo vectorial de clase C' en un
conjunto abierto simplemente conexo S del plano, entonces f es un gradiente en S si y sélo

si tenemos que %5 = (Z—g, Y(x,y) €S.

Teorema 1.4.3 Sean I'y,...,T',,, m curvas de Jordan, regulares a trozos que tienen las

propiedades siguientes:

a) Dos curvas cualesquiera T';, T';, i # j, no se cortan.

b) Todas las curvas I's, ..., I, estan situadas en el interior de I';.

¢) La curva T'; estd en el exterior de la curva I'; para cada i # j, i > 1, j > 1.

Sea R la regién que consiste en la unién de I'y con el interior de I'1 que no estd dentro de

cualquiera de las curvas I's, . .., I, (ver siguiente figura).

Sean Py Q aplicaciones de clase C' en un conjunto abierto S que contiene a R, entonces:

9Q OP B -
//<% — a—y) dxdy —gsplPd:c—l- Qdy — kZQ¢FdeSC+ Qdy.
) —

I
|
O AD
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1.5 Formas diferenciales

Definiciéon 1.5.1 Sea U C R" un abierto, se llama forma diferencial (de grado uno) sobre
U toda aplicaciéon w:U — (R",R), tal que existen n aplicaciones f;: U — R de clase C*

sobre U, de modo que Vx € U, w(x) = f1(x)dx1 + - - - + fn(x)dzy.

Recordemos que dz;: R™ — R es tal que dx;(h) = h;, con h = (hy,- -+, hy,) € R™

Definiciéon 1.5.2 Sea U C R" un abierto, w una forma diferencial sobre U se dice exacta

(o que w admite una primitiva sobre U), si existe una aplicacion ¢:U — R de clase C!

sobre U tal que dp = w (i.e. gf = fi, 1 = 1,...,n). La aplicacion ¢, si existe, se llama

primitiva de w sobre U.

Definicién 1.5.3 Forma diferencial cerrada Sea U C R™ un abierto, w una forma

diferencial sobre U, se dice que w es cerrada sobre U siy sélo si g% = 8%’ Lji=1,...,n
J [

Teorema 1.5.1 Sea U C R" un abierto, w una forma diferencial sobre U, si w es exacta

entonces w es cerrada sobre U.

Teorema 1.5.2 Poincaré* Sea U C R"™ un abierto y w una forma diferencial sobre U, si

U es conexo y w es cerrada, entonces w es exacta sobre U.

1.5.1 Aplicaciones a las ecuaciones diferenciales exactas de primer orden

Teorema 1.5.3 Consideremos la forma diferencial exacta w = P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0
en un conjunto conexo abierto S y sea v tal que g—i = P, %% = (Q en todo S, entonces la

ecuacion diferencial Q(z,y)y’ + P(x,y) = 0 tiene por solucion y(x) que satisface la ecuacion

4Jules Henri Poincaré (1854-1912) Matematico francés nacido en Nancy y fallecido en Paris. Poincaré ha
sido calificado por algunos como el tltimo de los matematicos que dominé toda esta ciencia, ya que fue capaz de
realizar un trabajo creador en casi todas las ramas de las matematicas, y también en astronomia, e incluso en
literatura. Se interesé ya de muy joven por las matematicas, graduandose como doctor en 1879, siendo Hermite
uno de sus profesores. Este interés esta documentado por sus escritos filoséficos y por una masa imponente
de trabajos matematicos, en las cuales, entre otras cosas, contribuyé6 a echar las bases de la topologia. Mas
imponente todavia es el conjunto de trabajos en torno a la fisica matematica y la fisica teérica. Su obra cientifica
fue muy notable; ademas de treinta volimenes, un nimero impresionante de articulos, ensayos y memorias,
reunidos en “Tratados y memorias”. Fue uno de los primeros en comprender la importancia de la teoria de la

relatividad de Einstein.
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e(z,y(z)) =c
Inversamente, si la ecuacion p(x,y) = c define y como funcién implicita diferenciable de z,

entonces esta funcién es una solucién de la ecuacion diferencial Q(x,y)y' + P(x,y) = 0.

Definicion 1.5.4 Si la ecuacién diferencial lineal de primer orden Q(z,y)y’ + P(x,y) =0,
satisface que al multiplicarse por el factor p(zx,y), la expresion w = p(z,y)Q(x,y)dy +
w(z,y)P(z,y)dx es exacta, se dird que la ecuacion diferencial ji(x, y)Q(x, y)y'+u(x, y)P(z,y) =
0 es exacta y p(x,y) se denomina factor integrante de la ecuacion original Q(x,y)y’ +

P(z,y) =0.

1.5.2 Caso de funciones de tres variables

Definicién 1.5.5 Se dice que un campo de vectores f definida sobre un abierto U C R3 es
la derivada de un potencial escalar o, si existe una aplicacién ¢:U — R diferenciable en

U, tal que Vo(x) = f(x), Vx e U.

Condicién necesaria Supongamos que f es de clase C' sobre el abierto U C R?, si f es
la derivada de un potencial escalar ¢, se tiene Vo(z,y, z) = f(z,y, 2) i.e. rot f(z,y,2) = 0.
Dado que f es de clase C' sobre el abierto U, la condicién necesaria para que sea asi es que

rot f(z,y,2) =0,V (z,y, 2z) € U, que se traduce en las condiciones:

OR 8@70 opP 8R70 aQ 8P70
oxr 0z 0z Ox oxr Oy

Condicion suficiente Sea U C R? abierto, f € C'(U,R?) un campo de vectores tal que
rot f(z,y,2) =0,V (x,y, z) € U, entonces para todo B = [a,b] X [¢,d] x [e, f] C U, existe un

campo escalar ¢ € C?(B,R) tal que Vi(z,y,2) = f(z,y, 2), V(z,v, 2) € B.

1.5.3 Forma diferencial exacta de una funcion de tres variables

Teorema 1.5.4 Sean P, Q, R funciones de clase C! sobre U = [a,b] x [¢,d] x [e, f] C R3,

la forma diferencial w = Pdx + Qdy + Rdz es exacta siy sélo si V(x,y, z) € U,

on_og  op_on  oq_op
oy 0z’ 0z Oz’ oxr Oy’
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1.5.4 Caso de funciones de dos variables

Si consideramos que R = 0 y que P, Q son independientes de z, tenemos la siguiente

propiedad.

Teorema 1.5.5 Sean P, Q funciones numéricas de clase C! sobre B = [a,b] x [¢,d] C R?,

9Q _ Hp

la forma diferencial w = Pdx 4+ Qdy es exacta en U si y sélo si V(x,y) € B, T

1.5.5 Analisis en los campos gradientes en R3

Supongamos en particular que el campo vectorial f de clase C', deriva de un potencial

escalar op(x,y, 2) de clase C? i.e. f = Vo = (P,Q, R) en un conjunto U C R? conexo.

Sea I' un arco de curva de origen (zg, Yo, 20) y extremo (z1,y1, 21), entonces la integral del

diferencial w = Pdx + Qdy + Rdz = V-dr satisface:

I _ [ 9 Iy 590
—/Fw_/Fde—i-Qdy—i—Rdz—/F&Eda:—i—a—d + dz

1
:/ Vp-dr = ¢(x1,y1, 21) — ¢(T0, Yo, 20)-

to
En las condiciones indicadas, la integral de linea solo depende de 4
los valores del potencial ¢ en los extremos de I'. En otras palabras,
la integral de linea no depende del camino seguido, sino sélo de los
extremos.

En particular, la integral de un gradiente sobre una curva cerrada es nula.

1.6 Teoria de superficies

1.6.1 Representacion paramétrica de una superficie

Definicién 1.6.1 Una superficie parametrizada es una funcién r:R C R? — R3. La
superficie S = r(R) y se puede escribir r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)).

Si r es diferenciable o de clase C', decimos que la superficie S es diferenciable o de clase

Cch.

Definicion 1.6.2 Si la aplicacion r: R — r(R) es biyectiva, la superficie r(R) se denomina

superficie paramétrica simple.
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Consideremos una superficie representada por la formula r(u, v) = (z(u,v), y(u,v), z(u, v)),

con (u,v) € R. Si z, y, z son de clase C!, podemos considerar los dos vectores:

or _(0z 9y 0z or _ (0= 0y 0z
ou  \ou’ou’du)’ v \ov v’ ov)’
i j k
El producto vectorial R T 6_2 7 6_Z = atw )| o o) |" |3, 0) | )
dz 9y 0z
ov v Ov

Definicién 1.6.3 Sea R C R? un abierto y sea S la superficie en R? dada por r:R — S de

clase C*, se dice que la superficie es regular en (u,v) € R, si % X %(u, v) £ 0.

Los puntos (u,v) € R en los que las derivadas parciales Or Or 114 son continuas o bien

ou’ Ov
or ., Or

o0 < %(u, v) = 0, se llaman puntos singulares de la superficie S o de r.

Toda superficie tiene mas de una representaciéon paramétrica y puede suceder que un

punto puede ser regular para una representacion y singular para otra.

Proposicién 1.6.1 Si g(x,y, 2) es una funcién de clase C*, g:R — R, R C R? abierto tal
que |Vyg(z,y,2)|| >0, V(x,y, z) € Ry si la superficie S para la cual g(x,y,z) = 0 no es vacia,

entonces S es regular.

Definiciéon 1.6.4 Una superficie que se puede partir en un nimero finito de elementos

regulares se dice regular a trozos.
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Definicion 1.6.5 Una superficie parametrizada S es regular a trozos, si es la unién de

imdgenes de superficies parametrizadas r;:R; — R3, R; C R? tales que:

i) R; es un abierto del plano

ii) r; es de clase C' y uno a uno excepto tal vez en la frontera de R;

ii1) S;, la imagen de r; es regular, excepto tal vez en un niimero finito de puntos.

Cuando una superficie S se da en la forma explicita z = f(z,y), podemos representarla

por la ecuacién r(z,y) = (z,y, f(x,y)). La proyeccién de S sobre el plano zy determina R.

Ademas, el producto vectorial es:

i j ok
or or of | _ of  of
%Xa_y_ 1 0 % _< axa ayal)v

of

0 1 3y

Oor

por lo que &= x % # 0, V(z,y) € R. Los tnicos puntos singu-

ox

lares que se pueden dar son puntos en los que una de las derivadas parciales

es continua.

1.6.2 Cambio de representacion paramétrica

Supongamos que la funcién r:R — R?, R C R? es
la representaciéon paramétrica de la superficie S =
r(R) y que la R es la imagen de la regiéon R’ C R?
por la aplicacién biyectiva g: R’ — R de clase C!,
dada por g(s,t) = (u(s,t),v(s,t)). Asi tenemos que
w(s,t) = r(g(s,t)) y las aplicaciones r:R — R3,
w: R’ — RR3, representan la misma superficie, es de-

cir r(R) = w(R’) = S (regularmente equivalentes).

Tx’

Teorema 1.6.1 Sean r y w dos funciones regularmente equivalentes dadas por w =ro g,
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donde g(s,t) = (u(s,t),v(s,t)) es de clase C*, g: R’ — R, entonces:

ow Ow _or  Or)duv)
ds Ot Ou ovl d(s,t)

3

Or Or
ou’ dv

producto vectorial de w, es igual al producto vectorial de r, multiplicado por el determi-

donde las derivadas parciales estan evaluadas en el punto (u(s,t),v(s,t)), o sea el

nante jacobiano de la transformacién g.

1.7 Area de una superficie

Teorema 1.7.1 Sea S una superficie regular con representacion paramétrica de clase C1,
r(u,v) = (z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), (u,v) ER C IR2 R acotado medible, entonces el drea de la

superficie S estd dado por: |S| = / / 81‘ du dv.

Cuando r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)) se tiene que:

51 = /N\

Si S se expresa por la ecuacién z = f(z,y) i.e. r(z,y) = (z,y, f(z,y)) se tiene que:

|S| = //\/1+ of (ﬁ) dzdy.

Si S se expresa por la ecuacién F(z,y, z) = 0, donde S puede proyectarse uno a uno sobre

2 2
dudv.

el plano zy y si la ecuacion F(z,y, z) = 0, define a z como funcion de z, y i.e. z = f(x,y),
_OF _9OF
of _ "9z Of _ Oy

Yl _ox YJ 8F .
entonces 9z = OF 'Oy~ OF en los puntos en que # 0y tenemos:
0z 0z
aF\* | (9F\* , (9F\?
oo VB G
! 5] '
R z

Teorema 1.7.2 Siry w son dos funciones regularmente equivalentes, entonces el drea de
la superficie |S| es independiente de la representacion paramétrica usada para describir la

superficie S, es decir si r: R — R3, R C R? es la representacion paramétrica de la superficie
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S =r(R) y Res la imagen de la regiéon R’ C R? por la aplicacién biyectiva g: R — Rde clase

C1, dada por g(s,t) = (u(s,t),v(s,t)), de modo que w(s,t) = r(g(s,t)), (r(R) = w(R') = S),

or Or ow  ow
Vet R s L
R R’

— Si consideramos una superficie regular S representada paramétricamente por r(u,v) =

entonces:

(z(u,v),y(u,v), z(u,v)), donde H% X %H > 0, para (u,v) € R abierto medible en el plano
uv y donde z, y, z son de la clase C' en R. Se supone que existe una correspondencia uno
a uno entre S y R. Como R es un abierto medible, es acotado y tiene frontera v no vacia.
La frontera v se transforma bajo las condiciones de r, en el borde I' = S\ S de la superficie.

No se requiere que la transformacion de v en I sea uno a uno.

— Supongamos que la superficie S es proyectable uno a uno sobre el plano z = 0 i.e. z =
f(z,y) y que z = g1(u,v), y = ga2(u,v), (z,y) € R, (u,v) € R de clase C' es una biyeccién

3]
entre los conjuntos abiertos medibles R’ y R de modo que el Jacobiano 8227 Z; #0
af 3]

—Seanp = 95 4= 3% las derivadas parciales de z = f(x,y) = gs(u(x,y),v(z,v)), (x,y)ER/,

donde u(z,y) y v(z,y) son las soluciones del sistema x = g1 (u,v), y = g2(u,v), tales que no

sélo son continuas sobre R, sino que son uniformemente continuas, entonces tenemos:

or or
151= //H% oo
R

Si las funciones p y ¢ son solamente continuas y acotadas, la igualdad anterior puede fallar,

dudv = //\/1 + p? + ¢? dxdy.
R/

salvo que se pueda garantizar el cambio de variable en la integral. Ademas si py ¢ son
continuas pero no acotadas sobre R, la igualdad anterior puede sin embargo, ser valida si

la integral de la derecha se entiende en el sentido de la integral impropia.



18 Capitulo 1. Resumen: Integrales de linea y de superficie

— Si w es un abierto medible, w C R, la parte S(w) de la superficie regular S dada por

r(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €w es a su vez regular y su area esta dada por:

sor= |22

La integral anterior tiene sentido cuando w es un conjunto medible arbitrario de R y es

dudv.

natural verla como la integral del area de la parte S(w), de una superficie regular S des-
crita por r = (z,y, 2).

Es obvio que |S(w)| = |S(@)| y en particular |S| = |[S(R)| = |S(R)| = |S|. Asi, se puede
hablar de la parte S(w) de la superficie S descrita por r = (z,y, 2), correspondiente a cada
posible subconjunto w C R. A cada una de estos subconjuntos le asociamos el nimero

|S(w)]. Siwy, we son medibles |S(wi Uws)| = |S(w1)] + [S(w2)].
1.7.1 Teorema de Guldin-Pappus

Uno de los teoremas de Guldin—Pappus establece que una superficie de revolucién obtenida
por la rotacién de una curva plana de longitud ¢ alrededor de un eje situado en el plano
de la curva, tiene por area 27/h, donde h es la distancia desde el centro de gravedad de
la curva al eje de rotacion. Usaremos la formula para demostrar este teorema en un caso

especial de superficie de revolucion.

Consideremos una curva I, inicialmente en el plano xz, que
gira alrededor del eje z. Sea z = f(x) su ecuacién en el plano
xz,donde a < x < b, a > 0, la superficie de revoluciéon S asi
engendrada puede representarse por la ecuacién vectorial
r(u,v) = (ucosv,usenwv, f(u)), donde (u,v) € [a,b] x [0,27].

Los parametros u, v pueden interpretarse como el radio y el

angulo polar como se ve en la figura siguiente.

Sia < u < b, todos los puntos (z,y, ) a una misma distancia u del eje z, tienen la misma

coordenada z, f(u), de manera que estan todos en la superficie.
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Asi tenemos que:

i j k
Jor Or
FR cosv senv  f'(u) | = (—uf'(u) cosv, —u f'(u) sen v, u),
—USenv UCcosSv 0

por lo que H % X % ’ =uy/1+[f'(u)]? y el 4rea es (Teorema de Guldin®~Pappus®):
2 b b
|S| = / / uy/ 1+ (f'(u)?dudv = 271'/ uy/ 1+ (f'(uw))?du = 271'/ xds.
0 a a r

En efecto, la integral resultante puede expresarse como / xds, que es una integral de
r

linea respecto a la longitud del arco tomada a lo largo de I". Como esta integral vale z/,

donde z es la coordenada x del centro de gravedad de I' y ¢ la longitud de T", entonces el

area de S es 27/Z.

Ejemplo 1.7.1 La definicién de area de una superficie oculta una dificultad, ya que la
simple generalizacién de la definicién de longitud de arco no es valida, pues si aproxi-
mamos el area mediante superficies poliédricas inscritas, de modo que las dimensiones de
las caras de la superficie poliédrica tiendan a cero, el limite de las correpondientes areas
de las superficies poliédricas, puede no esxitir dependiendo del tipo de superficie poliédrica

usada.

5Paul Guldin (1577-1643) Nace el 12 de junio de 1577 en Saint Gall (hoy Saint Gallen), Suiza. Muere
el 3 de noviembre de 1643 en Graz, Austria. Paul Guldin se llamaba Habakkuk Guldin. EI llegé a ser un
orfebre y trabaj6 en este oficio en su juventud. De origen judio, sus padres eran protestantes, pero Guldin se
convirtié al catolicismo a la edad de 20 y se une a los jesuitas. En este momento cambia su nombre a Paul. En
1609 fue mandado al Colegio Jesuita en Roma, donde estudié bajo la direccion de Clavius. Ensefi6 en el Colegio
Jesuita en Roma y cuando volvié a Graz, fue profesor de matematicas en Viena de 1623 hasta 1637. Guldin
mantuvo correspondencia con Kepler, pero en temas religiosos, no matemaética ni astronomia. Los trabajos méas
importantes de Guldin estdn en 4 volimenes. En el Volumen I se consideran los centros de la gravedad y en
particular discute el centro de la gravedad de la Tierra. El volumen II tiene los teoremas de Guldin.

SPappus de Alejandria (260- ) Matematico griego que nace y muere en Alejandria, desconociéndose la
fecha de su muerte. Junto a Zésimo y Diofanto, formé la retaguardia de la matematica griega. Fue ante todo
un recopilador, que resumi6 toda la matematica griega en ocho libros. Personalmente no anadi6é nada original,
pero su valia radica en que sus libros contienen casi todo lo que hoy sabemos de la matemaética griega. Ademas
coment6 detalladamente el sistema astronémico.
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Consideremos un cilindro regular de radio R y altura H. Sea o

o la superficie lateral y |o| el area de la superficie. Se divide o | R

en partes con ayuda de un sistema equidistante de planos per- \'—/
pendiculares al eje del cilindro, distanciados por H/m3. De- j::::::?:::::\
notando C1,...,C,,s los circulos resultantes del corte de los \_/
planos en la superficie o, y partamos el circulo C' con ayuda l

de 2m partes iguales.

El paso siguiente es eliminar de los circulos C} con indice impar, los puntos con indices
pares y de los circulos Cy con indice par, los puntos con indices impares. Asi quedan
un numero finito de puntos marcados sobre la superficie o y se construye un sistema
de triangulos con vértices estos puntos, i.e. se obtiene una superficie o, inscrita en
o. Dos puntos de cada tripleta pertenece a un mismo circulo Cj y el tercero pertenece

3

a Cry1 0 C,_1. El nimero de tridngulos es igual a 2m-m3 = 2m* y el drea de cada

2 2 3
triangulo es % (2Rsen %) \/R2 (1 — cos %) + (%) ~ ;WRQ cuando m — oo. Asi

4, MR _
2m3

Esto nos indica que el area no puede definirse simplemente como el limite del area de la

|| ~ 2m 7 R?m — +o0, cuando m — oo.

superficie poligonal inscrita, cuando el maximo diametro tiende a cero.

Este ejemplo es conocido como el ejemplo de Schwarz’ , quien lo dio a conocer en 1890.

"Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) Nace en Hermsdorf, Silesia (hoy Polonia) y muere en Berlin,
Alemania. Schwarz comenzé en Berlin sus estudios en quimica, pero fue influenciado por Kummer y Weierstrass
y se interesa en la geometria. Continué estudiando en Berlin supervisado por Weierstrass hasta su doctorado
(en 1864) sobre superficies minimas (superficies de menor area), un problema tipico del calculo de variaciones,
que establecié un puente entre la teoria de superficies minimas y la teoria de funciones analiticas. En 1869
fue designado como profesor de matematicas en el Eidgenossische Technische Hochschule en Zurich y en 1875,
acept6 un puesto de Matematicas en la Universidad de Gottingen. Schwarz dio un método alternativo para re-
solver el problema de Dirichlet que pronto llegé a ser una técnica usual. Schwarz contesté la pregunta de si
una superficie minima dada rinde realmente un drea minima. Una idea de este trabajo, en que él construyé una
funcién que usa aproximaciones sucesivas, Emile Picard la us6 para la prueba de la existencia para soluciones de
ecuaciones diferenciales. Contiene también la desigualdad para la integral ahora conocido como “la desigualdad
de Cauchy-Schwarz o de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz”. Cre6 métodos generales basado en su magnifica intu-
icion geométrica. La desigualdad de Cauchy-Schwarz aparece en aritmética, geometria y en las formulaciones
tedricas del trabajo de matematicos tal como Bunyakovsky, Cauchy, Grassmann, von Neumann y Weyl.
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i . ™
m3 i b=2Rsen —
' m

Ejemplo 1.7.2 Se considera y = f(x) una funcién continua sobre [a,b] y se desea calcular

el area de la superficie generada al girar el grafico de f(x) alrededor del eje x.

Se define la parametrizacion z = w, y = f(u)senv, z =

f(w) cosv, sobre la region D:a < u < b,0 < v < 27.

) oz, o, |
Asi tenemos | Giatg| = () sen, |G| = S0 )
‘ ggz: i; = f(u)cosvy el drea es:

|S| = //\/f(u)2 sen? v + f(u)?f(u)? + f(u)?cos? v dudv
D
= //|f(u)|\/1—|—f’(u)2 dudv = /0 ﬁ/ab|f(u)|\/1—|—f’(u)2 dudv
D
—or [ W@ @

1.8 Integral de un campo escalar sobre una superficie

Definiciéon 1.8.1 Sea S una superficie regular parametrizada por la funcién r(u,v) =
(z(u,v),y(u,v), z(u,v)), donde (u,v) € R abierto medible, r de clase C' sobre R, de modo que

H% % %H > 0, para todo (u,v) € R, r es una biyeccién entre Ry S.

Sea h(z,y, z) una funcién definida y acotada sobre S se define la integral de superficie de h

//h(ac,y,z)dS = //ho r(u,v)
5 R

Si una superficie regular S esta determinada por la ecuacion z = f(z,y), (z,y) €R, f € C*

sobre S por:

o or
ou

g dudv.

sobre R, se puede parametrizar S con ayudade 2y y: v =z, y = 9, 2 = f(z,y), por lo que
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or of of .
e = 2 2 = — = .
HB:U V14+p2+4¢%4,p 900 4 @ysetlene
//h(af, y,2)dS = //h(ff, y, f(2,9)V1+p? + ¢* dzdy.
S R
Si S es la union de superficies parametrizadas S;, ¢ = 1,...,p, que se intersecan a lo sumo

en curvas que forman parte de sus fronteras, la integral de h sobre S esta dada por:
/ / hdS = Z / / hds.
i=1
5;

Teorema 1.8.1 Sir y w son dos funciones regularmente equivalentes y la integral de

superficie / / fdS existe, entonces / / fdS también existe y se tiene que / / fds = / fds.

r(R) w(R") r(R) w(R)

1.8.1 Centro de gravedad, momento de inercia

Si un campo escalar f se interpreta como la densidad (masa por unidad de area) de una

lamina delgada adaptada a la superficie S, la masa m de la superficie se define por la

formula m = //f(:v,y,z)dS.

Su centro de gravedad es el punto (Z, 7, zZ) determinado por las formulas:

0= [at@unas. o= [[useuais. z=— [[areyas
S S S

El momento de inercia I; de S alrededor de un eje £ viene dado por:
I, = / 52(‘T1 Y, Z)f((E, Y, Z)dS,
donde (z,y, z) representa la distancia de un punto (z,y, z) de S a la recta .

1.9 Superficies orientables

Consideremos una superficie S arbitraria representada por r(u,v) = (z,y, z). La normal

a S en el punto (u,v) puede escogerse de dos vectores con direcciones opuestas, a saber
Oor Br

=4 gt OU_ u , (u,v) €R.

15 i1

El signo + corresponde a un lado de la superficie S (con una familia “continua” de vectores

unitarios) y el signo — corresponde al otro lado de la superficie.
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Definicién 1.9.1 Si en cada punto (x,y, z) de la superficie regular S, es posible asociarle
un vector unitario n (z, y, z), de modo que como funcion sea continua sobre toda la superficie

S, entonces se dice quela superficie S es orientable.

La ds que la superficie tie

de {--

sup dle Mobius®.

En cada punto (z,y, z) de la cinta de Mobius hay dos normales 1, y 75, sin embargo 7,
no determina un lado tnico de la superficie en (z,y, z), ni tampoco 7n,. Para ver esto
“deslizamos” 1, alrededor de una curva cerrada I'. Cuando 7, regresa al punto de partida
coincidiria con 1, y i, apuntan del mismo lado de (x, y, z) por lo que la superficie tiene un
solo lado. Mas adelante volveremos sobre este asunto. z

Diremos que el sistema de coordenadas xyz esta ori-
entado positivamente, si se rige por la ley de la mano
derecha (sistema a)). En el caso contrario diremos

que el sistema esta orientado negativamente. b
x a) Y

Definicion 1.9.2 Una superficie S regular a trozos se dice orientable si cada uno de los
elementos son regulares orientados y si las direcciones correspondientes en los contornos de
los elementos son coherentes en el sentido de que son opuestos entre si a lo largo de toda la

frontera comun.

La superficie del cubo, es una superficie regular a trozos orienta-
ble, compuesta por seis superficies cuadradas que son regulares y

orientables.

8August Ferdinand Mébius (1790-1868) Nace en Schulpforra, Alemania. Hizo est
y astronomia en la Universidad de Leipzig, Gottingen y Halle. En 1915, a los 26 afios fug
de Astronomia en Leipzig y dirige la constriccion de un observatorio que va a dirigir. i permanece hasta su
muerte. Trabajé en mecénica celeste, pero sus investigaciones més importantes fueron sobre temas de Geometria

y Teoria de nimeros.
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Definicién 1.9.3 Sear:R C R> — R? una parametrizacién dela

superficie S regular orientable, donde & X 2= 7& 0, para (u,v) € R.

Sea n(u,v) la normal unitaria, se dzce que la parametrizacion r preserva la orientacién
8r 81‘

T

orzentaczon

= n(u,v) en todo (u,v) € R. En caso contrario se dice que r invierte la

1.10 Integral de un campo vectorial sobre una superficie

Definicién 1.10.1 Sea f: T — R3, T C R?, acotado vy medible, f un campo vectorial de
clase C' y sea S una superficie regular parametrizada por la funcién r(u,v), donde (u,v)€R
abierto medible, de modo que S C T, la integral de la funcién vectorial f sobre la superficie

S se define por:

1.10.1 Observaciones sobre las integrales de superficie
= (‘T(u’
Iy,

5

v),y(u,v), z(u, v)), entonces el producto

JLCEINLEE)
I(u, v)
Sin = n, la integral de superficie:

9(u,v)
S//f.n as —Z/P(r(u,v)) ‘%‘ dudv + R//Q(r(u,v)) ‘ggim dudvt
oa

dudv

Supongamos ahora que f = (P, Q, R), r(u,v

)

) =
or _ Or _
vectorial de r esta dado por n = ERel:ni <

)

~
§
=
=
—
S
=
S~—
)
—| —
\.ﬁ\a
SRR
S— | ~—

y si 7 = m,, cada una de las integrales dobles del segundo miembro se reemplaza por su

inverso aditivo. Frecuentemente las integrales del segundo miembro se escriben:

//P(x,y,z)dy/\dz—i—//Q(x,y,z)dz/\dw—i—/ R(z,y,z)dx A dy,
S S S

o bien //de ANdz + //de Adx + / Rdzx A dy, con lo cual tenemos que:
S S S

! de/\dz—R//P[r(u,v)] ‘(‘383

dudv , etc.
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Si el vector unitario n) se expresa en funcién de los cosenos directores n = (cos «, cos 3, cos ),

entonces f-n = Pcosa + Q cos 3 + Rcos~y y se tiene:

!/f-ndS— !/(PCOSQ+QCOSB+RCOS'7)CZS.

Teorema 1.10.1 Teorema de Stokes® Sea S = r(R) una superficie paramétrica regular,
donde R es una regién limitada por la curva de Jordan regular a trozos I'. Supongamos
que r es una aplicacién biyectiva de clase C? sobre un abierto U D RUT, sea C la imagen

de T por ry sean P, Q, R aplicaciones de clase C"' sobre S, entonces:

OR 0Q oP OR 0Q oP B
//<6_y - E) dyNdz+ <E - %> dzNdx+ (% - 8_y> dzNdy _¢0Pda:+Qdy+Rdz,
s

donde la curva I se recorre en el sentido positivo y la curva C en el sentido que resulte de

aplicar a I, la funcién r.

9Sir George Gabriel Stokes Nace el 13 agosto de 1819 en Skreen, Condado Sligo, Irlanda. Muere el 1 de
febrero de 1903 en Cambridge, Cambridgeshire, Inglaterra.

En 1832, George asistié a escuela en Dublin. Siguié los estudios de la escuela y atrajo la atencion del maestro
de matemaética por su solucién de problemas de geométricos. En 1835, a la edad de 16, Stokes fue a Inglaterra y
entra al Bristol College de Bristol, donde prepara sus estudios para Cambridge.

En 1845 publica las teorias de la friccién interior de fluidos en movimiento. Quizés el evento més importante en
el reconocimiento de Stokes como un matematico importante fue su Informe en investigaciones en hidrodinamica

que presenté a la Asociacién Britdnica para el Avance de Ciencia en 1846.

En 1849 Stokes se nombra como profesor de Matemética en Cambridge. En 1851 Stokes se eligié a la Sociedad
Real, se le otorgé medalla de esa Sociedad en 1852 y se quedé en la secretaria de la Sociedad en 1854. Fue profesor
de Fisica en la Escuela del Gobierno de Minas en Londres. Stokes recibié la medalla Copley de la Sociedad Real
de Londres en 1893. También es conocido por sus importantes aportes a la teoria de series infinitas, al flujo
viscoso (ecuaciones de Navier-Stokes), la geodesia y la 6ptica.
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La integral de linea del teorema de Stokes puede escribirse asi:

//rot f-ndS zggcf-dr.
s

En el caso en que S esta en el plano xy y n = k, la formula se reduce a:

//<% - ?9—];) da dy :950% +Qdy.
S

1.10.2 Extensiones del teorema de Stokes

El teorema de Stokes puede extenderse a superficies regulares simples mas generales.
Si R es una regiéon multiplemente conexa como en la figura abajo (con un nimero finito
de agujeros), la imagen biyectiva S = r(R) tendra el mismo ntimero de agujeros que en
R. Para extenderse el teorema de Stokes a tales superficies seguiremos el mismo tipo
de razonamiento que en la demostracion precedente, excepto que se usara el teorema de
Green para regiones multiplemente conexas. En lugar de la integral de linea, precisamos
una suma de integrales de linea, con signos adecuados, tomadas sobre las imagenes de las

curvas que constituyen la frontera de S.

-

Si S tiene dos agujeros como en la figura anterior y las curvas I', I'y, I's se recorren en la

direccién indicada, la identidad del teorema de Stokes toma la forma:

//rot f-ndS zggcf-dw —l—ggclf-dwl +¢sz-dW2,
S

donde C, C;, C3 son las imagenes de I', T';, I'; respectivamente y w, w; y wo son las
funciones w(t) = r(g(t)), wi(t) = r(g1(t)), wa(t) = r(ga(t)). Las funciones g, g1 y g2 son las

que describen I', ', I'; en las direcciones inducidas por la aplicacion r a partir de —I", I'y,
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Ts.

El teorema de Stokes se puede extender a algunas superficies regulares no simples (pero

no a todas).

Definicién 1.10.2 Sea f un campo vectorial sobre un abierto R C R?, definimos la diver-

gencia de f y la denotamos divf por la expresion:

divf:V-f:( 0 0 9 ).f_%Jr%Jr%

Ox’ 0y’ 0z/) Oz By | 0z
Si V-f = 0 se dice que un campo vectorial solenoidal. También se dice que el campo vectorial

es incompresible.

Teorema 1.10.2 Sea f una funcién escalar de clase C?, entonces V x Vf = 0, es decir que

el rotacional de un gradiente es nulo.

1.10.3 Teorema de la divergencia (Gauss-Ostrogradski)

El teorema de la divergencia, o de Gauss—Ostrogradski'® , analogo al teorema de Stokes,
da la relacion entre una integral extendida a un sélido y una integral de superficie tomada

sobre la frontera de ese sélido.

Teorema 1.10.83 Sea V un sélido en R? limitado por una superficie orientable S y sea n

la normal unitaria exterior a S, si f en un campo vectorial de clase C"' sobre V, entonces:

/// divfdxdydz = #f-n ds.
v s

10Carl Friedrich Gauss (1777-1855) Nace el 30 de abril 1777 en Brunswick, (hoy Alemania). Muere el
23 de febrero 1855 en Gottingen, Hanover (hoy Alemania). Hijo de un humilde albaiil, fue un nifo prodigio
en matematicas y continué siéndolo toda su vida. Su inteligencia llamé la atencion del duque de Brunswick,
quien decidi6 costearle todos sus estudios, entrando en 1795 en la Universidad de Géttingen. El dia 30 de marzo
de 1796 hizo un brillante descubrimiento. Desde hacia mas de 2000 afios, se sabia como construir con regla y
compas el tridngulo equilatero, el cuadrado y el pentdagono regular (asi como algunos otros poligonos regulares
cuyos numeros de lados son multiplos de dos, de tres o de cinco), pero ningtn otro poligono regular con un nimero

primo de lados.
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Demostré que sélo ciertos poligonos equildteros se podian construir con ayuda de regla y compas. Hizo una
labor importante en la Teoria de Numeros, sintetizada en su obra “Disquisitiones arithmeticae”. También con-
struy6 una geometria no euclidea, basada en axiomas distintos a los de Euclides, pero se negé a publicarla.
Lobachevski y Bolyai ostentan el honor de su descubrimiento al publicarla algo mas tarde. En 1799 Gauss de-
mostré el teorema fundamental del dlgebra.

En 1801 demostr6 el teorema fundamental de la aritmética: todo niimero natural se puede representar como el
producto de nimeros primos de una y solamente una forma. Fuera del dominio de las matematicas puras, Gauss
gané gran fama por su labor sobre el planetoide Ceres, del que calculé su érbita, siendo nombrado director del
observatorio de Gottingen en 1807.

Mikhail Vasilevich Ostrogradski (1801-1862) Nace el 24 de setiembre de 1801 en Pashennaya (hoy Poltava),
Ucrania. Muere el 1 de enero de 1862 en Poltava (hoy Ucrania). Ostrogradski entré a la Universidad de Kharkov
en 1816 y estudia fisica y matematica. El dejé Rusia para estudiar en Paris. Entre 1822 y 1827 asisti6 a
las conferencias de Laplace, Fourier, Legendre, Poisson, Binet y Cauchy. Hizo un rdpido progreso en Paris y
pronto comenzé a publicar en la Academia de Paris. Sus trabajos en este tiempo muestran la influencia de los
matematicos en Paris y escribié en fisica y calculo integral. Sus trabajos se incorporaron luego en un trabajo
mayor en hidrodindmica que public6 en Paris en 1832. Otros resultados que obtuvo en este tiempo sobre la
teoria de residuos, aparecen en los trabajos de Cauchy. Ostrogradski fue a San Petersburgo en 1828. El present6
tres importantes trabajos en teoria del calor, integrales dobles y teoria de potencial, a 1a Academia de Ciencias.
Fundéndose en estos trabajos, fue elegido como académico en la seccién de matemaética aplicada.



Capitulo 2

Ejercicios de integrales de linea

2.1 Longitud de arco

. Calcular la longitud de arco de la curva r(t) = (r cost,rsent), para 0 < t < 2.

Solucion Es claro que la longitud de arco es la longitud de la

circunferencia de radio r, i.e. 27r. En efecto:

I
2m 2m
L= / I’ ()] dt = / rdt = 27r.
0 0

. Calcular la longitud de arco, velocidad y rapidez de la cicloide (¢ — sent, 1 — cost).

r

Solucién La curva se describe por r(t) = (t — sent, 1 — cost),

por lo que la velocidad es r'(¢t) = (1 — cost,—sent) y ||v'(¢)|| =

V(1 —cost)2 +sen2t = /2 — 2 cost es la rapidez.
Observemos que la rapidez es variable y vale cero en 2nm, n € N. La longitud de arco para

0<u<2mes:

v “ J1—cost v t tu
é(u)z/ \/2—2005tdt:2/ ﬂdt:2/ sen —dt = —4 cos = =—4COSE+4.
0 0 2 0 2 2o 2

La longitud de un ciclo (o sea si u = 27), es {(27) = —4cosm + 4 = 8.

. Una particula se mueve sobre el hipocicloide x = cos® ¢, y = sen®t. Determinar la velocidad

y la rapidez.

29



30 Capitulo 2. Ejercicios de integrales de linea

Soluciéon El desplazamiento de la particula esta dado por r(t) =
(cos®t,sen?t) y la velocidad es r'(t) = (—3cos® tsent,3sen’t cost). La 1

rapidez es:

v(t) = ||r'(t)]| = V9cosTtsen2t + 9sent t cos? ¢
= 3|sent|| cost|.

. Hallar la longitud de arco de la trayectoria r(t) = (|t|, [t — 3],0), -1 < ¢ < 1.

Solucién Es importante destacar que r(¢) no es de clase C?,

pero si dividimos el dominio en los intervalos [—1,0], [0, 3],

N [—

[$.1], cada aplicacién r;(t), i = 1,2,3 definida sobre estos in-

tervalos es de la clase C! en cada intervalo y la curva I es de

la clase C* a trozos. De esta forma:

ri:[—1,0] — R3, ri(t) = (—t,—t + 1,0), r{ (t) = (-1,—1,0);
ro: [0, 3] — R3, ra(t) = (t,—t + £,0), v4(t) = (1,—-1,0);

r3: [2,1] — R3, r3(t) = (t, ¢t — 3,0), r4(¢) = (1,1,0).

La longitud de arco es:

1 0 3 1
- r - - 1 1_ _
e_/_1|| (t)]| dt /_lﬁdt+/0 \/§dt+/% V2dt = V2 + V25 + V2L =2v2

. Calcular la longitud de arco de la curva dada por:

a) r(t) = (6t,3t%,¢3),0 <t < 1. b) r(t) = (sen3t, cos 3t,2t2), 0 < ¢ < 1.
c)r(t) = (t,tsent,tcost), 0 <t < . d) r(t) = (2t,t,12),0 <t < 2.

e)r(t) = (tsent,tcost,\/3t), 0 <t < 1. fr(t) = (V2 et e), 1<t <1.

g r(t) = (t,t, 2t3), 1o < t < t1.

Solucién

a) Tenemos que r'(t) = (6,6t,3t%) y

1 1 1 3
t 1
é:/ \/36+36t2+9t4dt:3/ \/t4+4t2+4dt:3/ (t2+2)dt:3(§+2t)‘ =T.
0 0 0

0
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1
b) En este caso r'(t) = (3 cos3t,—3sen3t,3t2) y
1 1 9
:/ \/9+9tdt:3/ \/1+tdt:3/ \/_du—33u2‘ - (2\/——1)
0 0

c¢) Se tiene que r'(t) = (1,sent + t cost, cost — tsent), por lo que:

éz/ \/1+(sent+tcost)2+(cost—tsent)zdt:/ V2 +t2dt =
0 0

/12 i
(%-ﬁ-ln(t—i—\/t?—i-@)‘o =In (Va2 +2+7) —l—g\/wz—i— —%1n2.

d) Es claro que r'(¢) = (2,1,2¢) y ||t/ ()] = V5 + 4t2 i.e.

2 2
_ 5 20 _ 2,.90,9 2.5 —
é_/o 2¢/3 +1 dt_(t./t +2+21n<t+\/t +2))‘0—

2\/1;3+%1n<4+\/1;3>—— % \/——|—5ln(2\/—+\/—) 1n5.

e) Aqui, r'(t) = (sent + tcost,cost — tsent,/3) i.e.
t\/t 1
E_/ VAt 2dt = ( T ome+ VT )} =3 VB+2In(1+V5) —2m2.
f) La trayectoria tiene derivada r'(t) = (v/2,et, —e7?), [F'(t)| = V2 + 2l + e 2t =ef +ety
1 1
(= / (e +e )dt = (e' — e_t)’ =2(e—e™).
-1

1
g) La derivada r'(¢) = (1,1,¢2) y ||Ir'(¢)|| = V2 + t. Asi tenemos que:

" 2(241)F — (2+1t)8).

to

é_/ V2 tdt = 2(2+1)%
6. Determinar la longitud de arco s(t) = / I’ (¢)]| dt de las curvas:

a) r(t) = (cosht,senh t,t), a =0 b) r(t) = (cost,sent,t), a = 0.

Solucion
a) Dado que r'(t) = (senh ¢, cosht, 1), ||t/(t)|| = \/2cosh®t — 1 4+ 1 = v/2cosh t, entonces:
t
s(t) = / V2 cosh udu = v/2 senh u . = +/2senh t.
0
t
b) Ademas r/(t) = (—sent,cost, 1), |r'(t)|| = V2 y tenemos que s(t) = / V2du = /2t.
0

7. Calcular la longitud de arco de la curva en los siguientes casos:
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a)r(t) = (2t,t%,Int), t > 0 entre los puntos (2,1,0) y (4,4,In2).
b) r(t) = (t,tsent,tcost) entre (0,0,0) y (m, 0, —7).

Solucion

4t + 412 + 1
a)Esclaroque 1 <t < 2, entonces r'(t)=(2, 2t, %), [Ix’ (2)]] z\/4+ 412 + %:VT:

22 + 1
t

1

por lo que:
2 1 9

£:/ (2t+¥)dt:(t2+1nt)‘ =4+4+In2—-1=3+In2.
1 1

b) La variacién de ¢t es [0, 7], v'(t) = (1,sent 4 tcost,cost — tsent), ||r'(¢)|| = V2 + 2, por lo
que:

T 1
é:/ V24 t2dt =1In( 7T2—|—2+7T)+g 772—1-2—51112,
0

ver ejercicio 5c¢).

2.2 Conjuntos convexos

. Determinar cuales de los siguientes conjuntos S de R? son conexos. Para cada uno explicar,

cémo se puede ir de un punto a otro de S por una curva regular a trazos que los une.

a) S = {(x,y) e R*/2? +y? > 0} b) S = {(z,y) € R?/2* + y* > 0}
c) S ={(r,y) e R?/x? + 9% <1} d) S = {(z,y) e R?/1 <2? +y? < 2}
e)S={(z,y) eR?/a®> +y®° > 1y (x —3)2 +y> > 1}

S ={(r,y) eR?/z?+y*><1o(z—-3)2+y?><1}.

Solucién
a) S = IR? es conexo y se puede ir de un punto a otro por una recta.

b) S = R?\{(0,0)} es conexo y se puede ir de un punto a otro por una recta, si la recta no

pasa por el origen. En tal caso, se unen por una linea quebrada.

¢) S es conexo pues en el interior de un circulo de radio 1 y centro (0,0). Se puede ir de un

punto a otro por una recta.
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1

D
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d) S es conexo y todo punto se puede unir con una linea que-

brada que no toque la circunferencia de radio 1 ni la circunfe-

rencia de radio 2.

e) S es conexo y se puede unir todo par de puntos en el plano

usando una linea quebrada que no toque los circulos de radio 1
y centro (0,0) y (3,0).

f) S no es conexo. No se puede ir de un punto de circulo de radio

—

1 y centro (0,0), al circulo de radio 1 y centro (3,0), sin salir de

R
NI

S.

Sea f(z,y) = (P(z,y), Q(z,y)) un campo vectorial en R?, de clase C' en un abierto S. Si f
op _ 9Q

es el gradiente de un cierto potencial ¢, probar que = or en S.

Solucién En efecto, si f = Vi € C?, entonces ¢ es de clase C? y se tiene que:

o _ o Py 0 (09 _0Q
oy  Oydx Oxdy Ox \Oy) Ox

2.3 Integrales de linea

Calcular las siguientes integrales de linea:

a) / ds_ 1 segmento de recta y =
r

T z—2,conze(0,4].

1

2

b) / zyds, I es el contorno del rectangulo con vértices: (0,0), (4,0), (4,2),(0,2).
r

c) / yds, I' es el arco de la parabola y? = 2pz, recortada por la parabola =2 = 2py.
r

d) / (22 +y2)"ds, T es la circunferencia = = acost, y = asent.
r

2 2
e) / xyds, T'es la cuarta parte de la elipse a:_2 + :Z—2 = 1, situada en el primer cuadrante.
T a

D / V2yds, T es el primer arco del cicloide 2 = a(t — sent), y = a(1 — cost).
r

Solucién
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Y
a)Siy=ir-2,y =Ltie JI+y?=,/1+1=2 ‘ i
4
ds _ dx ﬁi 1 ‘47 .
A%—y_A 2_'_%17 ) —\/51D(2—|—217)0_\/51n2 L,

4 2 0 0 \
b)/xyds:/ x~0dx+/ 4ydy—/ 2:17da:—/ 0-ydy = 2 i r
r 0 0 4 2

4 xr
‘ —8416=24. :
0

2
2y2‘ 42
0

c¢) La interseccién de las curvas y? = 2pz, 22 = /2py, ocurre si
3 3
y? = 2p\/2pyie. y2 = (2p)2 = y = 2p.

Por otro lado, y = /2pz, y' = %\/ 23;_p = Vy?+l= \ p;;x’

entonces:
2p \/ 2p 3p t2

/ \/2poda¢:\/ﬁ Vo + 2xdx = l\/ﬁ(p+2x)2 = P

0 V2z 0 3

3 3
%\/1_?((]9 +4p)2 —p2) = %p2(5\/5 — 1).
4
d) La curva I’ esta dada por x = acost, y = asent, \/2'2 + y'2 = r
a, entonces: —q a T
27

/ (172 + y2)nds = / a®adf = 2wa®"+1, W

r 0
e) La curva esta dada por x = acosf, y = bcosb,

0 <6 < Zya2+y? = Va®sen2f+b>cos’f =

\/b2 + (a? — b?) sen? 6, entonces:

-

3
+ 21 3 3
aplot U _ ab <(a+ 8)2 - a2> = Sy (1) = gy (@ rab+17), donde

a=0byp=a®-b

NE]

absen 8 cos 9\/172 + (a2 - b2) sen? 0df =

(=)
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f) Se tiene que 22 + y'? = a?(1 — cost)? + a®sen?t = 2a?(1 — cost), entonces:

2m
/\/des: V/2a(1 — cost)v2a+/T — costdt = Y r
r 0
3 [ 3 2m 3
2a2/ (1 —cost)dt =2a2(t —sent)| =4ma2. m
0 0

Deducir la férmula para calcular la integral / f(x,y)ds en coordenadas polares, si la
r

curva I esta dada por p = p(0), 61 <0 < 6s.

Soluciéon Usando coordenadas polares tenemos x =
p(@)cos y y = p(f)send, 6 < 6 < 63, por lo que

a'(0) = p' cos@ — psend, y' (0) = p’send + pcosh i.e. 0, 7,

22+ = p'? cos? 0+ p? sen? §—2pp’ sen f cos O+ p'? sen? O+ p? cos? 0+2pp’ sen @ cos b = p'%+p?,
02
entonces / fz,y)ds = F(p(0)cosB, p(6)senb)+/p? + p?do.
r 01

Calcular las siguientes integrales de linea:

a) /(:c —y)ds, I es la circunferencia 22 + y° = az.
r

b) / zy/22 — y2ds, T es la curva dada por la ecuacién (z? + y?)? = a?(2? — y2), 2 > 0.
r

¢) | arctan % ds, I es la espiral de Arquimedes p = 26, comprendida dentro de un circulo

r
de centro (0,0) y radio a.

2
d) / xf jZQ , I' es la primera espira de la hélice x = acost, y = asent, z = at.
r

2

az, situada en el

e) / ryzds, T es la parte de la circunferencia 22 + y? + 2% = a?, 2% +y? =
r

primer octante.

) / (22 — /22 + y2) ds, I es la primera espira de la curva = tcost, y = tsent, z = L.
r

g) /(:v +y)ds, T es la parte de la circunferencia 22 + y? + 22 = a?, y = z, situada en el
r
primer octante.

Solucién
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a) Usando coordenadas polares x = pcosf, y = psen0,
la curva se escribe p = acosf, con —5 < 0 < 7. Ademds

"%+ p? = a?cos? 0 + a?sen? § = a2, por lo que:

/(:c—y)ds:/2 (acos? 6 — asend cosb)add =

+0= ga2.

(B
DO

s

3 5 z
2a2 / cos? 6df — % sen? 6“ 2 _ 942
0 -2

jus
4

b) Usando a coordenadas polares la curva (22 + y2)2 = r

a?(#* — y*), * > 0, esta dada por la ecuacién p =

avcos20, =% < 6 < %, entonces p' = %?2299 ie.

2 qan2 2
2 2 _ a“sen” 20 2 _ _a ‘.
L e TR cos29—60829.ASL

I
/Fa:\/xz—y2ds—/_gpcos@p\/cos%\/cgswdﬁ—a?’/_ cos 20 cos 0df =

NH
NS

INE

ISR

L =a%(sen T + Lsen37m) =

1
%(f/_ (cos @ + cos 36)df = %a3(sen9 + %sen39)’74 1173 1

1V2) _ 2V2 3
+§7)—T“'

|

(Y2

c) Se tiene que p = 20 = a = 0 = % i.e. si se usan
I

coordenadas polares tenemos (/p2 + p2 = V4 + 462): ?s
a 3 a T
/arctan%ds = /229\/1+6‘2d6‘ = %(1—1-92)2‘02 = Q:// ‘
r 0

e )F -0 = (e -9)

d) Dado x = acost,y = asent, z = at, > +y? +2/? = 2a2,

entonces:

2 27 9,9 327
/ z7ds / a’t"v2a ;/§a dt = \/iat— = —8\/§a7r3.
r 0 a

:102—i—y2 3 lo 3
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e) Observemos que la interseccién (circunferencia) de Az
a

2 2
2+ y?+ 22 =a’ya? +y? = &, satisface 2? = a? — & =

47 4
3 2 V3

a®iez= 5-a.
4

2
a a \/g
La curva es (2cost,2sent, 5 a), 0 < ¢t <

Vi +y? 2% = %,porlo que:

z s

2 2 o T
/:Eyzds:/ %sentcostﬁa—dt ﬁa‘l—seg t‘2 =
r 0 0

ie.

e}

2 16

f) La curva ' es (tcost,tsent,t) i.e. /a2 +y2+ 22 =
V2 + t2, entonces:

/(22 — Va2 +y?)ds = /%(Qt — V2 +t2dt =
r 0

27 2\/_ 3 //’,/
i 2((1+27%)2 - 1). -

\
e Sty Al RN
N \

3
T@2+)?

g) La curva interseccién se escribe (¢,t,v/a? — 2t2), con O <

t< 12 12 2 — 1 1 s
\/— VIt YT+z yi+l+ 2 2t2 \/a2—2t2

por lo tanto:

/(x—l—y)ds = /ﬂ _V2a__ \/_a\/a2—2t2‘\/_ a >
r 0 CL2 2t
V2a%.

w&
S]

Calcular las siguientes integrales curvilineas:

a)¢riﬂyd8, I esla curva |z| + |y| = a, a > 0.

b) / L, I es el segmento de recta que une los puntos (0,0) y (1, 2).
rvaz?+y?+4

2 2

c) / xyds, I' es la parte de la elipse x—2 + ‘7;—2 = 1, situada en el primer cuadrante.
r a

d) / y?ds, T es el primer arco de cicloide z = a(t — sent), y = a(1 — cost).
r

e) / Va2 +y%ds, T es el arco de la envolvente de la circunferencia = a(cost + tsent),
r

y = a(sent — tcost), 0 <t < 2.

) /(:c2 +4%)%ds, T es el arco de la espiral logaritmica r» = ae™¥, m > 0, desde (0, a) hasta
r
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(—00,0).
g)¢ r(z +y)ds, T es el lazo derecho de la lemniscata r? = a? cos 2¢.

h)/(:zr—l—z)ds,Fesunarcodelacurvax:t,y:%tQ,z:t3,O§t§1.
r

1) / —2—12—2‘d5, I' es la primera esfera de la hélice circular x = acost, y = asent,
rrt+y +z

z = bt.

Solucién
a) La curva T esta dada por |y| = a—|z|, |z| < a. En cada

—r+y=a
caso y' = 41, por lo que ds = /1 + (y/)2dx = v/2dz. De /K/
o/ Tty=—a
esta manera: \

ggpxyds = /aox(a —x)V2dz + /O_a z(x + a)v2dz+

’ ’ 22 | 23
/ x(—&—x)ﬁd$+/o x(z—a)\/idx:2\/§((—a7+?)

—a

1 1
b #Z/ le Pr 4 /B2 +4)| =
)~/F\/CL'2+3J2+4 o Vbr2+4 n(\/_x—f— S )‘0

In \/g2+3,yaque ds = /1 + 4dx = /5dx.
i

¢) En este caso y = 2\/a2—:z:2, 0 <z <a VI+(y) =

40 (b2 — a2)2
\/ a+(2—a)x, entonces:

a®(a? — 2?)
Ty a* + (b2 — a?)2?
ds — b /o2 dr — ©
/Fzzry s /0 rgva?—x A x | \
N A T T o 29(h2 _ 2 _ b 2.4 2_223/2a:
2 J, P a* + (b2 — a?)222(b* — a*)zdx m?)(a + (b% —a*)z?) .
b (@ — ab) = a®b(b® — a®) _ ab(a® + ab + b?)
3a?(b* — a?) 3a?(b? — a?) 3(b+a)
d) ds = /a2(1 —cost)? +aZsen?tdt = a\/2 —2costdt, y
27 a
entonces /des = / a®V2(1 — cost)®?dt =
2 r 0 T
3 T 5 s
%/ J2 Sen%’ % = 16(13/ Sen5udu = I 2ma
0 0

2
32@3/ sen® udu = 32@3%% = 21—556a3, ya que v/2(1 — cost)!/2 =2 ’sen%’.
0
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e) Se tiene que /(z/)2+ (v)2 = /a2(tcost)? + a%(tsent)? =
Va?t? = at, 2* + y? = a®(cos® t + 2t sent cost + t? sen® t + sen? t —

2tsent cost + 1% cos? t) = a?(1 + t?); asi:

27 2m
/\/x2 +y2ds = %/ a*V1+22tdt = La?2(1 4+ 2)%/2| =
r 0

—e

0
2a? ((1+4m)3/2 - 1).

f) La espiral se toma para 6 € |—o00,0], (z/)? + (y')?

b

:(_

27a, a)

_ae e

(ame™" cos — ae™’ sen ) (ame™" sen + ae™? cos )

mo mo 2 + mé mo 2
a?(m?e*™? 4 e2m?) = ¢2e?™% (;m? 1 1), entonces: w

0
/($2+y2)2d82/ atedmf m@(m +1)1/2d9—a \/—/ edmo 19 —
r

o 5m
g) En este caso se tiene r = a./cos2p, -7 < o < 7,
T = a+/COS 2¢ COS @, Y = a/cos 2p sen @, @
N2 ne _ [(_ sen 2¢ _ )2 X
(@) + (v) [( 7mcosg0 Veos2pseny | + ‘Y x
4

( _sen2p 5
cos

39

\/cos 290 senp + /cos 2 cos ) }a a + cos2p @ o530 POT lo tanto

cos 230
V(x m con lo cual la integral:

T
gﬁp (x 4+ y)ds = a+/cos 2¢(sen ¢ + cos @)a\/ﬁdw (—a? cos ¢ + a? sen go)

IS

(A () -

h) Se tiene que /22 + 32 + 2’2 = /1 + 182 + 9¢4, por lo que:

1
/(x—i—z)ds:/ (t+t3)V1 + 182 + 9tidt =
r

L0t + 182 + 1)3/2’ = (@872 1) = L(56v7 - 1),

i) La curva I satisface /2’2 + 2 + 2’2 = Va2 + b2, ademas

ds  _ 2”\/oﬂ 07 Vb1 o
22+ 2+ 22 —5 thQ b arctan a =
r Yy z 0 CL + 0
/2 2
ai—*—b arctan 27Tb

ab
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Calcular¢p\/2y2 + z2ds, donde T es el circulo 22 + y? + 22 = a?, z = v.

Solucién El circulo 2% + 4% + 22 = a?

, T = y tiene por ecuaciéon
paramétrica (asen 7 cos ¢, a cos 7 cos ¢, asen ¢), con 0 < ¢ < 2,

entonces 22 + 3% + 2’ = a2, por lo que:

2m
¢1"\/2y2 + 22ds :¢pad5 = / a?d¢ = 2a>7.
0

Hallar el area de la superficie lateral del cilindro parabdlico y = %xz, limitada por los

planos z =0,z =0,z =z, y = 6.

Solucion En general / f(z,y)ds se puede interpretar
r

geométricamente como el area de la superficie del cilin-

dro que tiene generatriz paralela al eje z, cuya base es T’

y de altura z = f(x,y). Por esta razén el area es / xds
r

en este caso, pues f(x,y) = z = x.

16 4 922 .
5 Asi:

4
Area = / zds = / 2V/16 + 922 dx = %%(164—%2)3/2’ = ﬁ ((16 + 144)3/2 — 163/2) =
.= o

Ademas 22 +y? =1+ (51)2 =

3/2
4627 (103/2 - 1) = 7(10\/_ —1).

Hallar la longitud del arco de la hélice cénica = = aelcost, y = ae’sent, z = ae’ desde el

punto (0,0, 0) hasta el punto (a, 0, a).

Solucion Para obtener este recorrido necesitamos que
t € ]—00,0]. Ademas:
2?2 +y?+2"? = a%e? ((cost —sent)? + (sent+cost)? +1) =
0 0
3a%e?, entonces / ds = / V3aetdt = v/3aet =
T — 00 — 00
\/ga.

Calcular la integral de linea con respecto a la longitud de arco en:

a) / (x + y)ds, siendo I" el tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (0, 1) recorrido en sentido

r
contrario al de las agujas del reloj.
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b) /Fy2 ds, donde T tiene la ecuacion vectorial r(t) = a(t — sent, 1 — cost), 0 < t < 2.

c) / (2 + y*)ds, donde T tiene la ecuacién vectorial r(t) = a(cost + tsent,sent — tcost),
0 §I£ < 27.

d) / zds, donde T tiene la ecuacién vectorial r(t) = (tcost, tsent,t), 0 <t < to.

Sollrlci()n

a) Se divide el camino en tres:
Iy, (¢,0),con 0 <t < 1;

s 2
Do, (t,1—t),conl1 >t >0y

Iy 1

I's, (0,¢),con 1 >t > 0, entonces:

1 0 0 1 1 1 1
/ t|\(1,0)||dt+/ 1|\(1,—1)|\dt+/ t||(0,1)|\dt:/ tdt—/ ﬁdt—/ tdt = —\/2t| =
0 1 1 0 0 0 0

2.
2 27

b) / [a(1 —cost)]*||r/(t)]| dt = / a?(1 — cost)?||(a — acost,asent)| dt =
0 0

27
/ a?(1 — cost)?y/a2(1 — cost)? + a2sen2 tdt =
0

2m 2
a2/ (1 — cost)?ay/(1 — cost)? + sen? tdt = a3/ (1 — cost)?\/2 — 2costdt =
0 0
2m 5 T 5 2 5
\/5&3/ (1—COSt)2dt:\/§a,3|:/ (1_Cost)2dt+/ (1—Cost)2dt:| —
0

0 ™
\/5@3/ (1 — cost)? sentdt+\/— / — cost)? (_?ent)dt:
0 (1+4cost)2 1+cost)§
5 [T (1 —cost)?sent u?
ovaes [z costisent o ms F 238
0 (1+4cost)2 1-cost=u 0 (2—u)2 "7 0 k3
2 2 1 3 5 2
2\/§a3/ AR g = 2v/30% (3k2 — Sh2 + 2E2)| = 220%(8v2 - 16—‘[ + i) =
0 L3 0
256 ;3
15 ¢

2m
c)/ (a?(cost+tsent)?+a?(sent—t cost)?)||(a(sent+t cost—sent),a(cost—cost+tsent)| dt =
0

2
a? / (cos? t+2t sent cost+t% sen? t+sen? t—2t sen t cos t+t2 cos® t)va2t2 cos? t + a2t? sen? tdt =

27 27 2 2 4
a3/0 (1+t2)\/t_2dt_a3/0 (t+t3)dt:a3(%+%) *a3((27r) c)

0 2 4):

2 4
a?’(% + 16I ) = a®(2n? + 4xt) = 2n2a3(1 + 272).
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t() tO
d)/ tH(cost—tsent,sent—i—tcost,1)Hdt:/ ty/(cost —tsent)? + (sent + tcost)? + 1dt =
0 0

to
/ tvcos2t — 2tsentcost + t2sen2t + sen2t + 2tsentcost + t2cos t + 1dt =
0

6+2 (1§ +2)
2

_2\/5

W| rlw

to t2+2 3
/ NPT / 4@ —uz
0 2

2.4 Masa, centros de gravedad, momentos

Un alambre uniforme tiene la forma de una porcion de curva de interseccion de las super-
ficies 22 + y? = 2, y = z, que une los puntos (0,0,0) y (1,1,2). Determinar la coordenada z

del centroide.

Solucién Parametrizando la curva tenemos que:
r=(r,r,20%),0 <2 <1,v = (1,1,42), ||| = V2 + 1622,
mz/FdSZ‘/Ol|r’(x)||d$:/01\/mdx=
(n(VEZ ¥ T+ 2v3r) + 2v3rVBZ 1 1)
(6v2 +In(2v2 + 3)),

o

RN

1 1
zds = / 2222 + 1622 dx = 6—14(2\/§x\/8a:2+1(16x2 +1) = In(v8z% + 1 + 2\/5:1:))\0 =
0
] 102v/2 — In(2v/2 + 3)
101v/2 — In(2v/2+ 3 t == [ zds= :
(101v/2 — In(2v/2 + 3)), entonces z m/rz s 1663 T (@3 § 3)

2 S—

Calcular la masa m de un muelle que tiene la forma de la hélice r(t) = (a cost, asent, bt),
0 <t < 2, sila densidad p(z,y,2) = 22 + y? + 22. Determinar los centros de gravedad y

los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados.

Solucién En este caso tenemos que s'(t) = |r'(¥)|| = '

VaZsen2t 4+ a2cos?t +b2 = Va2 + b2 y lamasam = /pds =
r

2
/($2+y2+22)d8 = / (a2 cos? t+a? sen? t+b212)/a? + b2 dt =
r 0

27 o
VE TR + 2)dt = V& TP + %b2t3)‘ -
0 0
Va2 + b2m(2a? + $72b?),

2m 2m
mI = / zpds = / z(t)(a® + b%t?)s' (t)dt = a/ costva? + b2(a® + b*t?)dt =
r 0 0
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= 4ab?*mva? + b2.

ava? + b2 (2b%t cost + (b*t2 + a? — 2b?) sent)’zTr
my = /prds =a 0277 VaZ + bZsent(a® + b*t?)dt =

(av/a? + b2(—(a® + b?(t> — 2)) cost + 2b%t sen t)‘z7T = —4ab’*m*Va? + b2,

mz = /szds = \/m/o% bt(a? + b*?)dt = Va® + b%(3ba?t? + 1b3t1) (2)71' =

bva? + b2 (2n%a? + 474b?),
ab? = 6rab? . _ 3bm(a® + 27%b%)

6 - —
3a? + 47%h%’ y 3a? + 472p?’ z 3a? + 472h?

oseaxr =

27
I, = /(y2 +22)(2? + 9% + 2?)ds = / (a?sen? t + b*t?)(a? + b*t*)Va? + b2dt =
r 0
—35Va? + b%(5a%(2b%t? + 2a® — b*)sentcost — 10a?b?tsen®t — t(4b*t* + 10a2b%t? + 10a* +

= —LmV/a? + b2(6474b* + 4002672 + 10a* — 5a%b?),

5a2b2)‘ o

2
0
I, = /F(:CQ +22) (22 + 9% + 2%)ds = /OQTF(a2 cos? t + b%t?)(a® + b*t?)Va2 + b2 dt =

xVa? +b2(5a%(2b% + t? + 2a® — b?)sent cost — 10a®b*t sen® t + t(4b*t* + 10ab?t? + 10a +
5a2b2))’zﬂ = +=Va? + VPr(64a’n? + 40a?b* 7% + 10a* + 5a%b?).

I, = /F(:zc2 +y?) (22 +y? + 22)ds = /0% a®(a® + b*t*)Va2 + b2 dt =

‘QTF

a?Va? + b2(a*t + $0%%)| = a®Va? + b2 (2ma® + E700?).
0
Hallar la masa de un alambre cuya forma es la curva de la interseccién de la esfera 22 +

y? + 22 =1yelplano x + y + z = 0, si la densidad del alambre en (z,y, z) es z2.

Solucién Se tiene que la densidad p(z,y,2) = 2% y que I es la curva de interseccién de
las superficies 2% + y? + 22 = 1 y el plano  + y + z = 0. Parametrizando I" tenemos,
2+t + (—r—y)P=1= 222 +2y% + 22y = 1.

Consideremos la siguiente sustitucion z = u+ v, y = u — v, entonces 2(u +v)? 4 2(u — v)% +

2(u+v)(u—wv) = 1, es decir 2u? + 2v% + 2u? + 20v% + 2u? — 2% = 1, por lo tanto 6u? + 2v% = 1.

Si V6u = cosh, v2v = senf, 0 < 0 < 27, se tiene que = = cos + send , _ cost  send

Ve TVt T e T Ve

s=—(z+y)= _2c039’p0r10 tanto r(f) = (cos9 senfl cosf  senf 2cos9) —

V6 Vo T VETVE T VBT e
1(9) — (_senb | cosf _senf cost 2sen6 ' 2:2sen26‘ 2c0526‘ 4en2p—
PO URE T TV Ve e ) T MO =2 ey e




21.

22.

23.

44 Capitulo 2. Ejercicios de integrales de linea

sen?f + cos?0 = 1, ||r'(0)|| = 1. Por lo tanto ds = df y

M = /pdS*/ cosb’ senzb') d@_/% ((30829+sen29+256n9c059)d9:
0

6 2 \/ﬁ
2 27
14+ cos20 , 1 — cos26 n 20 . 4—2(30529
/0 (T3 + TR \/—)d9—/ d9+\/—/ sen 20d6 =
27
Liom 1 | g_2r_1,_2n
3(27r) 6/0 cos 26df + 12O 3 6O 3

Determinar la masa de la curva y = Inz comprendida entre los puntos z; y o, si la

densidad de la curva en cada punto es igual al cuadrado de la abscisa del punto.

.2 . . Y
Solucién La densidad v = z2. La curva I' se escribe:

i _ 1 z? +1
(z,Inzx) ie. /a2 +y? =, /1+ 5= = /=——. La masa

esta dada por: 7 T

T2 3z 3 3
m-Ayds-Aszs—/wl x\/xQ—i-lda::%(:z:Q—i-l)Q Ij-%((z%—i—l)Q—(:c%—i—l)Q).

Determinar la masa de un fragmento de la catenaria y = acosh Z entre los puntos cuyas
abscisas son ;7 = 0, 2 = a, si la densidad de la curva en cada punto es inversamente

proporcional a la ordenada del punto, con la densidad § en el punto (0, a).

Solucién La densidad v = §, con (0,a) = G = d i.e. o = af, v
osea~ = 9. Ademss, y — senh Z 22 = cosh Z; asi S
Y= emas, y' = senh 7 y /14 y* = cosh ; asi
tenemos:
cosh Z
/ ds—a5/ ——% dz = ad. o oz
acosh— .

Calcular la masa de la parte de la elipse = = acost, y = bsent, a > b, situada en el primer

cuadrante, si la densidad en cada punto es igual a la ordenada del punto.

Solucién La densidad es v = y y tenemos que /z/2 + y'2 =

Va2sen2t + b2 cos2 t, entonces la masa es: b
m= /yds—/ bsent\/a2 2 —a?) cos? tdt

/o2 12
—b/ Va? — (a2 - b?) cos%%dt k/
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0 W2 — 22 PR) 2 VaZ—5?
) T i e (B )
Va?—p% - a= —
b2 2b a2_b2
2+\/ﬁarcsen7.

24. Calcular la masa de la primera espira de la hélice + = acost, y = asent, z = bt, cuya
densidad en cada punto es igual al cuadrado del radio polar en ese punto.

Solucién La curva satisface /22 +y2 + 22 = Va2 + b2 y la

densidad es v = a? + b*t?, entonces:

27
/ (a2 + thQ)\/a2 + b2dt = Va2 + b2 (27TCL + 371'3172)
0

25. Calcular la masa del arco de la curva z = e‘ cost, y = e’ sent, z = e?, desde t = 0 hasta un
punto arbitrario, si la densidad es inversamente proporcional al cuadrado del radio polar
y en el punto (1,0,1) esigual a 1.

Solucién La densidad es v = a(e? + th)fl = con

o
2e2t ’

2t Ademas,

7(1,0,1):%:1:>a:2,osea'y:e*

2 +y?+2"2 = (el cost—el sent)?+ (el sent+el cost)? +e?! =

3e?! entonces:
t t
m = / yds = / e 2uy/3e2udu = \/3/ e “du= \/5(1 — e_t).
r 0 0
26. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la primera semi-espira de la hélice

T = acost,y = asent, z = bt, si la densidad v es constante.

Solucién Se tiene que /22 + y2 + 22 = \/a? + b2, entonces:
m = / ~vds = / YVa? + b2dt = myva? + b2,
r 0
%/ acostyva? + b2dt =0,
0

1 [" ST et £022 9
m/ asentyva?+b ﬂ"yx/m =,

_ hva? +b° ¢ br
_m/ vvVa? + b2btdt = m 7_7

27. Calcular el momento estatico de la primera espira de la curva helicoidal conica x = t cost,

S]]
Il

Y|
Il

y = tsent, z = t, con respecto al plano xy, considerando la densidad proporcional al

cuadrado del punto desde el plano zy.



46 Capitulo 2. Ejercicios de integrales de linea

Solucién La densidad v = k22, 2244?42/ = 2+t2, entonces: .

27
Mwyz/zwds:/kzgds:k/ t3V2 + 2dt
r r 0 .-

_k(M_

3 2
2 =
- §(2+t2)2)’0

—k ((2+4w2)%-(2+5472 -2 +2%(

= k(2v2(2n L) Wwﬁ-%) :kS\/_((2 2 1)2 (372 = 1) +1).

28. Calcular los momentos de inercia con respecto a los ejes de coordenadas de la primera

esfera de la hélice x = acost, y = asent, z = %t.

Solucion Tomamos la densidad v = 1; A

2
2 4y + 22 = [a® + %, entonces: m
Iy

‘
I, = y:/r(a:Q—l—zz)ds

27
_ 2 2 h2 2 \/m y‘
—‘/O (a COS t+ mt )Tdt ’—-, y

2.2 2 2 3 2
_ V4a’m* +h 4El+h_.(2ﬁ) = (2 4 Lp2\ /122 5 12
2 22 4x2 3 2 3

2m 2 /122 2
Iz:/ (22 +y?) ds = %dt:a%/zla?w?-kh?.
r

0
29. Determinar la masa del contorno de la ehpse = —|— b2 = 1, si su densidad lineal en cada
punto (z,y) es igual a |y|.

Solucion Usando la representaciéon paramétrica » =
acost, y = bsent, 0 < t < 27 se tiene que /2% +y2 = \—L/a
Va2 sen?t + b2 cos? t, entonces:

27
m:¢p|y|ds:/ bl sent|va?sen?t + b2 cos? tdt =
0

—4b/ Va2 — (a? — b?) cos? t(—sent)dt = —4b/ Va2 — (a? — b2)udu =

u=cost

+a%— a2
4b(ur/a2 — (a2 — b2)u? u2 / \/aQ QQ)— B du =

4b(b—/0 \/mdw/o NG

— (QQ 0 du) y como la integral se repite,
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32.
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pasamos a sumar y dividiendo por dos tenemos:
! 2 JaZ —pZ |1
m = 4b/0 Va2 = (a? — b?)uldu = 2b(b + \/QQ(IiW arcsen aTbulo) =

2 a’b a’® — b?
2 (b + Warcsen —a |

Hallar la masa de la primera espira de la hélice circular x = acost, y = asent, z = bt, si la

densidad en cada punto es igual a /22 + y2 + 22.

Solucién Se tiene que /72 + y2 + 22 = Va2 + b2 y 6(x,y, 2) = Va? + b2, entonces:

o 27 2m 272
_ _ _ t°b=dt
m—/réds— ; \/a2+b2\/a2+b2t2dt_\/a2+b2(t\/a2+b2t2‘0 Jo \/a2+b2t2)

2w 2 2
Va2 + b2 (27r\/a2 + 4mbh? —/ Va2 + b2 dt—i—% / \/ﬁ) y como la integral se repite,
0 a

0
pasamos a sumar y dividiendo por dos tenemos:

9 27
m = %\/a2+bz(2m/a2+4ﬂb2+%m'bt—i_m"o ) -

Va? +b2(7r\/a2+47r2b2+ g—Zm 2bm + ”32+4ﬁb2).

Determinar las coordenadas del centro de gravedad del semi-arco de la cicloide, dada por
x =a(t —sent),y =a(l —cost),0 <t <.

Solucién En este problema tenemos que /2% + 32 =

Va2(1 —cost)? + a?sen?t = a\/2(1 — cost). Ademas:

” 2
m=/ds=/ 2asen%dt:4a/ sen 6df = 4a,
r 0 0

ya que v/2y/1T — cost = 2|sen%|.

E T SRR —

1
m

w(f

syl 4 [ 1) _gg2_4
2a( ycosy‘o +/0 cosydy 3)—2a3—3a.

8l

1 [Ty L_M”( L~ 2cen? L cos L)t =
xrds = 750 /0 (t sent)?sen2dt— m/o tsen2 2sen 5 COS 5 dt =

—

B
B

5 2
2y senydy — %sen3y‘2) = %(/ ysenydy — %) =
0 0

™

T o2 2 [T 2 (2
:%/o %(ﬁ(l—cost))W?dt:am/o 85en3%%=% | sen3ydy=2a%=%a.

<

Determinar el momento de inercia con respecto al eje z, de la primera espira de la hélice

circular x = acost, y = asent, z = bt.



33.

34.

48 Capitulo 2. Ejercicios de integrales de linea

Solucién Sabemos que /2’2 + y'2 = /a2 + b2, por lo

que:

2m
I, :/(:C2+y2)ds:/ a?Va? 4+ b2dt = 2ma®/a? + b2.
r 0

Calcular la fuerza con que la masa M distribuida con densidad constante en la circunfe-

2 z = 0, influye sobre una masa m situada en el punto (0,0, b).

rencia 22 + y*> = a
Solucion Observemos que el efecto de la atraccion sobre el R
GmdM cosf) — GmbdM

a2 +b2 /(a2 +b2)3? 411
entonces la fuerza de atraccion es la integral de linea sobre la y
a !
d1T4
T, a

circunferencia I : 22 4 y? = a2, es decir: %

plano zy es nulo, por lo que dF =

GMmb

Gmb Gmb
r= | T e e T

Consideremos un alambre semicircular uniforme de radio a.

a) Demostrar que el centroide esta situado en el eje de simetria a una distancia 2% del

centro.

b) Demostrar que el momento de de inercia respecto al diametro que pasa por los extremos

del alambre es %M a?, siendo M la masa del alambre.

Solucién

a) Dado que el alambre es un semicirculo, tomemos como su
ecuacién (z — h)? + (y — k)? = a® y definimos x — h = acos®,

y—k =asenf,0 <0 <m,con (h,k) el centro del circulo, o sea

x = acost + h,y = asenf + k. Asi, r'(0) = (—asenb,acosb),

IK(O) =ay M = / ~add = ~ar,

= ’yTlﬂ'/ (acosf + h)yadd = %/ (acos® + h)df =
0 0

T
1 ™
%(sen9+h9)‘0 =h, i

T _ 2a
=k,

g:%/ (asen9+k)7ad9:%/ (asenf +k)do = £ (—acosf + k)
0 0
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entonces el centroide es (h, 2% + k), que se encuentra sobre el eje de simetria a una distan-

cia de % del centro.

b) El didmetro que pasa por los extremos del alambre tiene como ecuacién y = k. Por lo
que la distancia de un punto a este eje es asen 6, con lo cual:

3

I :/ (asen@)zwadb‘:v(f/ sen? 0df = %7@3(9—cosé’sen9) "o yatt = 5 Ma?.
0 0

1 1
o 2 2

Un alambre tiene la forma de un circulo 22 + y? = a?. Determine su masa y su momento

de inercia con respecto a un didmetro, si la densidad en (z,y) es |z| + |y|.
Solucién Parametricemos la circunferencia por z = acost y = asent, 0 < ¢t < 27, entonces
la masa es:

2m
M= / (lacost| + |asent|)||(—asen,acost)| dt =
0

2T

27
/ a(] cost| + |sent|)va? sen? +a? cos? tdt = / a®(| cost| + |sent|)dt =
0 0

s
2 ™ 5T 2m
a2(/ (cost+sent)dt+/ (— cost+sent)dt+/ —(sent+cost)dt+/ (cost—sent)dt) =
0 % ™ %T(
9 b ™ 57 2 9
a ((sent—cost)‘ + (—sent —cost)|, + (—sent +cost)|” + (sent + cost)|, ) = 8a“.
0 b} ™ a7

Ahora el momento de inercia lo tomamos con respecto al didmetro que pasa por el eje z.

La distancia de un punto a este eje es asent i.e.

2m 2m
I, :/ (asent)?a(|cost|+|sent|)va?sen2t + a2 cos? tdt = a4/ sen? t(| cost|+|sent|)dt =
0 0

™ 3
3 g -l
a4(/ (sen? t cos t + sen? t)dt—l—/ (—sen?t cost +sen? t)dt—l—/ (—sen?tcost —sen®t)dt +
) 0 % ™
us
sen?tcost —sen®t)dt ) =
3m
2
z T §7T
a4((l sen®t—cost-+ & cos3t)‘2—l-(—l sen® t—cos t+ 1% cos3t)‘ —l—(—l sen® t+cost— L cos® t) 2y
3 3 3 3 z 3 3 x
1 1 2
(3 sen3t + cost — gcos3t) 3 ) = 4a*.

271'
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2.5 Integrales de linea de campos vectoriales

Calcular la integral de linea del vector r a lo largo de
una espira de la hélice circular x = acost, y = asent,

z=ht,0<t<2m.

Soluciéon En este caso se tiene que:

2m 2
/ r-dr = / (—a®costsent + a?sentcost + h’t)dt = Lh*t?| = 2m2h2.
r 0 0

Calcule la integral de linea del campo vectorial f a lo largo de la curva indicada:
a) f(x,y) = (22 — 22y, y? — 22y), y = 2% desde (—1,1) a (1, 1).

b) f(z,y) = (2a — y,x), r(t) = a(t — sent, 1 — cost), 0 < t < 2.

o) f(r,y,2) = (y? — 2%, 2yz, —2?), r(t) = (t,t3,3),0 < t < 1.

d) f(z,y) = (22 +vy% 22 —y?),y=1—1|1 — x| de (0,0) a (2,0).

e) f(z,y) = (v +y,x — y), la elipse b?z% + a®y? = a?b?, en sentido contrario a las agujas del

reloj.

) f(z,y,2) = (22y,22 + 2,y), desde (1,0,2) a (3,4,1) a lo largo del segmento de recta que

los une.

g) f(x,y,2) = (x,y,22 —y), desde (0,0,0) a (1,2,4), a lo largo de un segmento rectilineo que

los une.

h) f(z,y,2) = (z,y,22 — y), a lo largo del camino dado por r(t) = (t?,2t,4¢3),0 <t < 1.

Solucién
a) Sear(t) = (t,12), r(—1) = (=1,1) y r(1) = (1,1). Asi:
Yy

1 1 1
/f(r(t))~r’(t)dt_/ £(t,t2)-(1,2t)dt =
-1 -1
1 1
/(t2—2t3,t4—2t3)-(1,2t)dt:/ (12 — 263 + 2t (¢4 — 2t3))dt = z
—1 -1 —1 1
1

2 o3 4o _gptyar — (£t £_4_t5‘1 _l_o11l 4 1 1,1, 4
Ll(t 203 4+ 2t° — 4t*) dt = ( 5+ 3 5)71_3 s5t3-5—(-3-g5+3+s)=
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2m
b) /0 £(r(t)) v/ (t)dt =

/ f(a(t —sent),a(l — cost))-(a(t —sent),a(l — cost))' dt =
0

2 :
/ (2a — a(1 — cost),a(t —sent))-(a(l — cost),asent)dt = Ta 2ra
0

27 2
/ (a—i—acost,at—asent)-(a—acost,asent)dtza2/ (1 —cos?t —sen?t +tsent)dt =
0 0

2w

2m
a2/ tsentdt = a*(—tcost +sent)| = —2ma’.
0 0

1 1
c)/ f(r(t))-r’(t)dt:/ £(t, 12, 63)-(t, 12, t3) dt =
0 0
1 1
/(t4—t6,2t5,—t2)-(1,2t,3t2)dt:/ (tt — 10 + 4t5 — 3th)dt =
0 0

! 5 a7y |1
/(—2t4+3t6)dt:(——2t + 3L )‘ :_%JF%ZL, L
0

i
35 AP g

d)lDiVidimos la integzral /F fdr = /0 f(r(t))r'(¢t)dt =
/ f(r(t))-r’(t)dt+/ £(r(¢)).r'(¢t)dt, donde
0 1

r(t) = (t,1=(1—=1) = (t1), si0<t<l

t1-(t—-1)=(t2-1), sil<t<2 asi

1 2
/f(t,t)-(t,t)’dt—i—/ f(t,2—1)-(t,2 —t) dt =
0 1
/(t2+t2,t2—t2)-(1,1)dt+/ +2-t)2t2—(2-1)2)-(1,-1)dt =

0 1

1 2
/(2t2,0)-(1,1)dt+/ (2 +4—4t+12 12 — (4 — 4t +12)-(1 — 1)dt =

0 1

1 2 1 2
/ 2t2dt+/ (2t2 — 4t + 4,4t — 4)-(1,-1)dt :/ 2t2dt+/ (2t2 — 4t +4 — 4t + 4)dt =
0 1 0 1

1 2 1 2

2 2_ — 243 243 _ 442 2,16 _ —(2_ _4

/O 2 dt+/1 (22 —8t-+8)dt = 2t ‘04—(315 At +8t)’1 =2+ -16+16)-(2-4+8) = 2.
e) Dividamos la curva en dos caminos I'; y I's, con I'; dada por

ri(t) = (t, g\/cﬁ —t?), que empieza con ¢ = a y termina con

t = —a y I'y; dada por ra(t) = (¢, —g\/QQ — t?), que empieza en

Yy
b
t = —a 'y termina con ¢t = a. Asi: \TJ—/
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/ (1), (D) dt + [ " E(ea () (1) dt =

— [ V=), 2=y di+ [ £t -2V =)t -2V =) dt =

| le-bva=mes bvm=ma, b -

t+bovaa—e - b/ =), __ﬁﬂdt
/2(t—gm+(t+gm)7%—t—gm+(t \/—)a —aQ—ﬁ)dt
/_C;( \/WJr th )dt = 25/_(1( a2—t2—7—a§2_t2)dt:
-2 e e, L fa--2 [ o g [

—a —a 0

3 (a2 — 242 sen2 5 z
_4b %:;nl‘)a cosxdr = —4ba/ cos2xdr = —2absen2:v‘ 2 -0.
0 0 0

f) La ecuacion de larectaes (1,0,2)+(2,4, —1)t y el segmento buscado se tiene con0 < ¢ < 1.

1
/ f(r (t)dt:/ £(14 2t,48,2 — 1)-(2t + 1,4t,2 — t)/ dt = X
0 (1,0,2) a_ !
/ (1420048, (1+20)% +2 — t,4t)-(2,4, —1) dt = \\
e , i @D
/ (16t + 8t, 4t + 3t + 3,4t)-(2,4, —1)dt = e ey

1 1 1
f (32t + 16t + 16t + 12t + 12 — 4t)dt = / (4817 + 24t + 12)dt = 12/ (462 4+ 2t + 1)dt =
0 0 0

4,3 | 42 o4 _
12(3t +t +t)}0_12(3+1+1)_40.

g) La ecuacién de la recta es (1,2,4)t y con 0 < ¢ < 1 se obtiene

- >

el segmento buscado.

/ B(e(t))r (1) dt = / f(t. 9%, 41)-(t,2¢. 41) dt =
0 0

~
-
B

1 1
/(t,2t,4t2—2t)-(1,2,4)dt:/ (t + 4t + 16t> — 8t)dt =
0 0

1 1 PPt RN \\‘:\\
2 _ — (1643 _ 342\ _ 16 _ 3 _ 23 T el ey
/0(16t 3t)dt = (15¢ 2t)’0_3 3-2, ;
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1 1
h)/ f(r(t))-r’(t)dt:/ £(12,2t,43)- (12, 2t, 4¢3) dt =
0 0

1 1
/(t2,2t,4t5—2t)-(2t,2,12t2)dt:/ (243 + 4t +48t7 — 24¢3) dt =
0 0

2

1 1
/ (4t — 2263 + 48t7) dt = (2t2— %t4+6t8)‘0 =24+6-L =5
0

38. Calcule /(:c2 — 2xy)dx + (y*> — 22y)dy, donde I el arco de parabola y = x> que une los
r
puntos (—2,4) y (1,1).

1 y
Solucién / (2 —2t3) + (¢t — 2t%)2t) dt =
—2

1 1
/ (12 — 2t3 + 2t5 — at*)dt = (55 — 3t* + 515 — gﬁ)\ , =

1 1,1 4 8 16 , 64 , 128y _ 15 o7 _ 132 _ _ 369
s—2t3— s (C3—3 T3 t5) =3+ 21— = 5.

39. Calcule / (z+y) iﬁ _T_ ;ﬁ ) dy, donde T es la circunferencia z? + y? = a?, recorrida en
r

sentido contrario al de las agujas del reloj.

Solucién Partamos I en I'; y I's, con representaciones
(t,va? —12) y (t,—/a? — t2) respectivamente, entonces I'; em- //
piezaent =ay terminaent = —ay s empiezaent = —a'y \
termina en ¢t = a. Asi:

/ (x+y)dx—(x—y)dy+/ (z+y)de —(z—y)dy _
T

Y
a
\Fl
a X
/4

a2

é/a_a((w\/ﬂ)—(t—\/W)iﬁ)dH

é/_ (- V=)~ (1 4V~ B) s Y =

%/a (_(Hm)—“‘— —”f_tf)tﬂt— ) Ve ) W)dt:
(e a4 (s -

@ —v T o Jt=—= Ldt:_i/aaidt
a®J_, Va2 —t2 a’® J_, Va2 —t2 a® Jo Va2 -2
2 2

s
2 2 5
—%/ aiza-cosxdx:—%/ cgsa:
v1—sen a® Jo

40. Calcule / |d$| i |dy donde T es el contorno del cuadrado de vértices (1,0), (0,1), (=1,0) y

2
cosxdr = —4/ de = —47 = —2r.
o 2
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(0, —1) recorrido en sentido contrario al de las agujas del reloj.

Solucién Dividimos el camino de integraciéon en I'y, I's, T's y {

I'4, de modo que:

I'; tal que empieza en (1,0) y termina en (0,1), y = —z + 1.
I3 s
I tal que empieza en (0,1) y termina en (—1,0), y = = + 1.

I'; tal que empieza en (—1,0) y termina en (0,—1),y = —z — 1.
I tal que empieza en (0, —1) y termina en (1,0), y = . — 1.
dr + dy / dz + dy / dzr + dy / dr + dy /0 1—-1 /1 141
+ =+ + b= | m—di+ | — e dit
/n 2|+ [yl " Jr, fel+ 1yl el + 1yl Tl + Tyl [+ 1= o —tti+l

O 11 TS - ! -1
_1-1 AL = [ o 2dt:2t‘ 2t‘ —_242=0.
/1|t|+|t+1| +/0t+1—t /0 +/0 o T2, +

Calcule /(y dx + zdy + zdz), donde:
r

a) I es la curva de interseccion de las dos superficies z +y =2y 22 +y? + 22 = 2(z +y). La
curva es recorrida de tal modo que mirando desde el origen, el sentido es el de las agujas

de un reloj.

b) I es la interseccién de las dos superficies z = 2y y 22 + 2 = 1, recorrida en sentido que

visto desde encima del plano xy, es el contrario al de las agujas del reloj.

Solucién

a) Primero hallemos la interseccién x +y = 2 y 22 +
y? + 22 = 2(x +vy), entonces six = t,y =2ty

=412 - (2-t)2 =42 — 444t — 12 = 4t — 2¢2

Como 2t(2 —t) = 22, se cumple que sit > 0,2 —t > 0,
2>t>0ysit<0=—2—1t <0y no hay solucién.
DividimosT"endoscurvas: I'y,z =t,y=2—tyz=+v4t —2t2, de0a2yly,z=t,y=2—1t

yz=—v4t—2t?,de 2 a0. Asi:

/(yd:v—l—zdy—i—:vdz)—i—/ (ydx + zdy + xdz) =
Fl F2

/02 ((2—t)+\/4t - 2t2(—1)+%) dt+/20 ((2—15)—1—(—\/415 - 2t2)(—1)+t%) dt =
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/2 (( t) — VAt — 22 + —=% 22 —(2—t)— V4t —2t2 + 22 ) dt =
o VAt — 22 Vat—22)

2t(2 — 2t) / (2t — 2t%) — (4t — 2t2) / —9t
24t —2t2)dt = dt =2 | ——=L _adt=
/0 (\/4t — 212 ) o Vit — 22 0 V4t —2t2

2 2
4 Adt__i/ __t  _gt=_9 2/ S A V-
/0 Vit — 2t2 V2 Jo V2t —t2 V2 0o V1-({t—1)2 t-1=

1 2 genz+1 %
—2\/5/ U4l g = —2\/5/ ——== ' - cosxdr = —2\/5/ (senz + 1)dx =
—u? u=sen x ™ — 2 ™
V1—wu -z V1 —senx -z
3

—2v/2(z — cos:z:)’ 2 =—2V2(% —cosZ — (=% —cos(—3))) = —2V2m.

wl

b)Siz=t,y=24V1—-12, z=2tvy1 -2, -1 <t < 1. Se z

divide I' en dos curvas I'; y I's.
Iy: (6, V1—t2,tvV1—t?)vadet=1lat=—-1y

o: (t,—V1—12,—ty/1—t2)vadet=—1lat=1.

(yd:v—l—zdy—i—:vdz)—i—/ (ydx + zdy + xdz) =
1 Iz

/
/ 1(m+t\/—t2( 2t)+f(1_2t2))dt+
[,
/

1 2v1 V1-—1t2
1 2
VT —2(2t) (1 —2t2)
VI—2+ + =
( 2V1 — ¢2 —V1-1t?
t(1 — 2t?) t(1 — 2t2)
Vi—e - —7—\/1—t2+t2—7)dt:
1( V1—1t2 V1—1t2
L (iTE Yoo
_9 ( 2zt )dt 1841207 5
/1 v 1 _t2 1 V1 —t2 t=senx
F L oo b some  2aen®
—2/ 1 —sen x—f—cgg%x 25e0°T o5y dy = —2/ (cos?z + senz — 2sen® z)dx =
2 2
—2/ costd:r—Q/ (senz — 2sen® z)dr = —4/ cos?wdr — 2.0 = —41% = —7.
_z _z 0
2 2

42. Calcular las siguientes integrales curvilineas:
a) /(x2 — 2zy)dz + (2zy + y*)dy, T es el arco de parabola y = z? que va desde (1,1) a (2,4).
r

b) / (2a—y)dx+xdy, T es el primer arco de la cicloide x = a(t—sent), y = a(1—cost) recorrido
r

en el sentido de crecimiento de ¢.

c) / 2xydx — x?dy, donde I' esta descrita por los diferentes caminos que parten del origen
r
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0(0,0) y que finaliza en A(2,1):

©(0,1)

«) sobre la recta OmA.
p
() sobre la parabola con eje de simetria el eje x. m

~) sobre la parabola con eje de simetria el eje y.

0) sobre la linea quebrada O BA. o B(2,0)

€) sobre la linea quebrada OC A.

d) / 2zydx + 2% dy en las mismas condiciones que en c).

)dx — d . . . .
e) gﬁ r+y) x:z: m ; ) Y T esla circunferencia z2+y2 = a2, tomada en el sentido contrario

a las agujas del reloj.

) / y?dx + x2dy, T’ es la mitad superior de la elipse z = acost, y = bsent, en el sentido de
lan agujas del reloj.

g) /F cosydr —senxdy, I' es el segmento AB de la bisectriz del segundo angulo coordenado, si

la abscisa del punto A es 2 y la ordenada del punto B es 2.

h) ¢ = %cd::— in ) , I' es el lazo derecho de la lemniscata 2> = a? cos 2y, recorrida en el

sentido contrario a las agujas del reloj.

Solucion

2
a) [ (2% —2xy)dz+(2zy+y?)dy :/ (22 =223+ 22223 + 1)) dx =
r 1

2 2
2_9.3 4 5 _ (1.3 4.5 _ 1219
/1 (% —2x°+42*+22°)dx = (3:10 5% +5 +3:v )’1 30

2
b) /(2a—y)d:c+a:dy:/ a?[(1+ cost)(1 — cost) + (t — sent)sent] dt =
r 0

2 27
a2/ (1—coszt—i—tsent—seth)dt:a2/ tsentdt =
0 0

o 27
—I—/ costdt) = —27a?.
0 0

a2(—tcost

f Ta 2ma

2
1 2 2 a? 23
c) a)yZ—x,/2:vyd:v—x dy:/ x ——)dx:—
27 Jr 0 2 6
By = %

2
z? /2xyd:c—x2dy /
r 0

»Jkl)—‘
N)I)—l
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1 1 1
a=2y% [ 2oydr —2?dy = | (2-2y34y — 4y*)dy = 12ytdy = Qzﬁ‘ =12
r 0 0 5% o 5

1
)T'= OB+ m,/2xydx—x2dy:/ —4dy:0—|—/ —4dy = —A4.
r 0

2z-0dx — z2-0 + /
OB

BA

22-0-0 — 02 dy —I—/ 2xdr = x2’2

e)F:(T'—i-C'_A,/Zrydx—xQdy:/ =
r CA

oc

d) Observemos que g—Q = %]; = 2z, en la expresion / Pdr+ Qdy = /2:vyd:v + 22dy, con
r r

P(z,y) = 2xy, Q(x,y) = 22, por lo que la integral de linea es independiente de la trayec-

toria, es decir que en cualesquiera de las cinco trayectorias propuestas la integral de la

misma cantidad. Verifiquemos esta situacion:

2
x,/2xydw+x2dy:/ (:102—%%902) dx:%x3‘ =4.
r 0

2 1
x2, 2xydx+:1:2dy: 3dr = lx‘l’ = 4.
0 4% o

1 1 L
v) & = 2y?, / 2zydr + 22 dy = / (4y3-4y + 4yt dy = / 20y dy = 4y° .= 4.
0 0

DNO[—

)y =

By=

=

1
)T = OB+ BA, 2xyd:c+x2dy20+/ 4dy = 4.
0

2

2
e)I'= OC + C'_A,/2xydx+:172dy:()+/ 2xdx::172’ =4.
r 0 0

e) Usando la parametrizacién z = acost, y = asent, 0 < t < 27 I
de — (x —y)d oz
tenemos: ¢F (@ +y) 127 (:127 y)dy =
ety
Iy
/271' a?((sent + cost)(— sen t2) — (cost — sent) cost) g /271' o
0 a 0
f) Usando la parametrizacion z = acost, y = bsent tenemos:
0
/ yide + 22 dy = / (—ab?sen3 t + a®bcosd t)dt =
r ™ ;)/
™ 2
ab?sentdt + 0 = 2ab? [ ~ sen®tdt = 2ab?2 = Lab2. .
0 0 3 3 T a

g) En este caso y = —=z, por lo que:

-2
/cosydw—senxdyz/ (cosz +senz)dr =
r 2

‘ 2

—(senz —cosz)| = —2sen2.
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h) Parametrizando la curva tenemos

43.

. . Y .4
- . L
T =TCOSP = ay/COS2¢ COS ©, Y = T SEN Y = a/COS 2 sen @, : —
, sen 2¢p ’\J
Y s hd — ) N
2'(p) a< \/mcosgp y/cos tpsemp), N

o=-1
y(p)=a <—% sen ¢ + +/cos 2¢ cos <p> , entonces:
SAF zy(ydz — vdy) /”/4 2(0)y (@) (W)’ (9) — 2(@)y (9))de _
27 + 37 nja z(9)? + y(p)?

1 a? cos2¢p cosp senpa? (sen2¢ seny cosp — cos2¢p sen? ¢ — sen2y seny cosp — cos2yp cos® p)dp

_r a® cos 2y B

1

: :

a2/ COS p sen ¢ cos 2¢ = iaQ/ sen 2 cos 2p(2dy) = <a? (l sen? 2<p) ‘Z =0.

2 s
4

e

ISP
ISP

Calcular las integrales curvilineas en las curvas indicadas:

£+Q —

a) / xdy, I es la curva dada por el triangulo con los dos ejes coordenados y la recta o)

r
1, en el sentido positivo.

Yy _

b) / xdy, I' es un segmento de la recta % + 7= 1, desde el punto de interseccion del eje y

r
hasta el punto de interseccion del eje x.

c) / (22 — y?)dz, T es el arco de parédbola desde (0,0) hasta (2,4).
r

d) / (22 — y?)dy, T es el contorno de un cuadrilatero con vértices (0,0), (2,0), (4,4), (0,4)
r

indicados segun el recorrido.

e) / —xz cosydz + ysenxdy, I' es el segmento que une los puntos (0,0) y (7, 27).
r
f) / xydr + (y —x)dy, T eslacurva: o) y =, B y = 2%, V) y? =, §) y = 23.
r
) / 2zydx + 2?dy,Teslacurva: o) y =z, By = 2%, ) y* =2, 6 y = 2.
r
h) / ydx + xdy, I' es la parte de la circunferencia v = acost, y = asent, 0 <t < 7.
i) / ydx — xdy, T es la elipse = acost, y = bsent recorrida en el sentido positivo.
Qda: -z dy .. .
3 / , I' es la semicircunferencia = acost, y = bsent, 0 <t < 7.

k) /(2a —y)dz — (a — y)dy, T es el primer arco de la cicloide = a(t — sent),
r

y =a(l —cost),0 <t < 2.
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x2 dy y 2dx

D , I' es la cuarta parte del astroide x = acos®t, y = asen®t, desde el punto
x3 +vy

(a, O hasta el punto (0,a).

m) / xdx +ydy + (x +y — 1)dz, T es el segmento de recta que va desde el punto (1,1,1)
r
hasta el punto (2,3, 4).

)/yzd:v + zxdy + zydz, T es el arco de la hélice © = beost, y = bsent, z = ;t desde el

plano z = 0 hasta el plano z = a.

0) / vdr +ydy + 2dz I es el segmento de recta que une el punto (1,1,1) y el
Vi +yi 22 —x—y+22
punto (4,4,4).

p) / y?dx + z2dy + 2% dz, T es la curva de interseccion de la esfera 2 + 3% + 22 = a? y del
r

cilindro 22 + y? = az, a > 0, z > 0, recorrida en sentido contrario a las agujas del reloj, si
se observa desde el origen. Ver ejercicio 80, pagina 97

Solucioén

3
a)/xdy—/QO—i-/ 1——dy—|—/ 0-dy =

2 2 ) _
3/0(3 y)dy—§(3y——)’ =2(9-9) =5 I
Yy
b
a 2 1a
b dy = — bgp=_bzZ|" — Ll .
) Fx Yy /0 zgdr iy, 50 | .

2 2
c)/ (xz—yQ)d:c —/0 (xQ—:c‘l)d:c = (%x?’—%ﬁ)}o = %—3—52 =
40-323 56
15 — 15
2 4
d) (x2+y2)dy:/ x2~0—|—/ (2% + (2z — 4)?)2dx +
r 0 2

0 0 4 4
/ (w2+16)-0+/ yrdy =2(3a° - 822 +163) | — | =
4 4

2(128 - 40) _ 64 _ 112
12

3 3 3

e)/—xcosyda:—l—ysen:cdy:/ (—xcos2x + dxsenx)dr =
r 0

(i cos2r — %xsenzz: —4xcosx + 4sen:1:) = A4r.
0
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- y
1 T S
a) [ a?de =1 .
0 3 :
' ' 3.2_1 7
3 2 _ 3 2\ 7. _ _ -
B) ; (w + (z —:c)2x)dx—/0 (323 — 22?)dx 1-5=13 7/
1
1 1
3 4_ 2 (2,13, 12\ —2_1,1_17
7)/ 2y+ (y y))dy /0 (2" —y +y)dy—(5y Y +2y)’0—5 3+5 =3
1 1
_ 41325 303 dy — (Lo lpe 34y 1,1 3 1
5)/ r*+3x (33 x))d:z: /0 (:1: +3z°—3x )da:— (533 —|—23: 1v )‘0 = 5—|—2 1= "9
g)/2;vyd:t+x2dy !
r 1) S
1 . 5
a)/ 3z%dr =1 27 :
0 7S :
1 1 7 E
ﬂ)/ (2$3+2{E3)dI:{E4‘ =1 % Do
0 0 1

1 1 1
v)/ (4y4+y4)dy:/ 5y4dy:y5}0:1
0
1

1
5)/ (2% + 322 )dw—/ 5$4d$=$5’ =1.

0

h)/ydaz+:z:dy_/2 (—a*sen?t +a?cos? t)dt =
0

5
a? / cos2tdt = —a sen Qt‘
0 2

y
2m b
i)/yd:z:—a:dy:/ (—absen?t — abcos? t)dt = /_‘_\F
r 0 T

27
—ab/ dt = —2mab.

)/ y da‘;—xzdy /’T (—a3sen3t—a3cos3t)dt
J fL' +y 0 (l2

Y
3 " 2 2 -
—a( sen® tdt + tdt) = —2a sen® tdt = —2a§ = r
0 0
_4 e
3CL. | a
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k) /F(QOL —y)dz — (a — y)dy =

2
/ (a(l + cost)a(l — cost) — a? costsent) dt =
0

2 z
2
a? / (sen?t — sent cost)dt = 4@2/ sen?tdt +0 = 4a2Z 1 =

) 22

22 2
1)/ dy Yy dx:
:v3 +y3

/5 a? cos® t3a sen? t cos t+a? sen6t3acos2tsentdt:
0

5
a3 (cos® t+sen® t)

(SIE]

4 E 4
3@3/ sen? tcos t + sen” t cos? b — 3a§/ sen?f cos? tdf —
0 sen®t + cos® ¢ 0
) do
6"

™
4

b) 4
3a3 / (seth —sen? t)dt = 3a3 (
0

OJI)&

ol
DNO[—
vl
D[
I[N
—_

m) El segmento de recta se escribe ¢ = (1,1,1) + ¢(1,2,3),

0<t<l=az=1+ty=1+2t2=1+3,0<t<1,ie.

1
/xd:z:+ydy+(:z:+y—1)dz:/ (14-+2(1+2)+3(1+31))dt =
T 0

1 1
/ (14t +6)dt = (762 +6t)| =13,
0

n) Se parametriza la curva con x = bcost, y = bsent, z = at

27

por lo que si z = a = ¢t = 27, entonces:
/ yzdxr + zxdy + xydz =
r

27
/ (—bQSenta—tsent—i—a—tb2cost+b25entcosti>dt:
o 2T 2 2T

2 2

a2(cos2t | 1 1 .2 o
27rb( ) +2tsen2t—|—2sen t)o =0.

o) La curva se escribe (¢,¢,t), 1 <t < 4, entonces:

/ xdx +ydy + zdz [t star _
Va2 g2+ 22—z —y+ 22 1 V3t?

\/§/4dt_3\/§.
1

61

a

2ma

2m 2
2 2
ab / (t(—sen®t + cos? t) + sent cost)dt = 2= / (tcos 2t + sent cost)dt =
0
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p) El cambio de variable 2 = r cost cosf, y = rcosysenf, z = z

rsent), permite la parametrizacién de la curva I': 22 + 3% =

a’cos?1p = a?cosipcos) = costp = cosf i.e. = = acos?h,
y =asenfcosb, z=asenb, con > 6 > 0, por lo tanto: z <
/ y2de + 22dy + 22dz =
r

0
a® [ (sen? 6 cos? 0(—2senf cosd) + sen §(cos? § — sen? 0) + cos® 0)df =

—a? [/ —%(sen29)32d6‘+/ sen? 9d9—2/ sen’ 9d9+M =
0 0 0
2

301 " 3 1l 4137 _ 3 T 3T\ _ @3
a 8/0 sen” udu + 25 3 42-4-2“)]— a*(0+ 5 — ) = 7o’

Calcular las integrales curvilineas siguientes:

a) /(y —z)dz + (2 — x)dy + (x — y)dz, I es una espira de la hélice circular x = acost,
Y zzsent, z=>bt,con 0 <t < 27.

b)¢py dr + zdy + xdz, T es la circunferencia x = acosacost, y = acosasent, z = asena.
a =cte, recorrida en el sentido de crecimiento del parametro.

c) / xydr + yzdy + zxdz, donde I es el arco de la circunferencia 22 + 3% + 22 = 2az, z = z,
situl;ldo por el lado del plano xz, con y > 0.

Solucién

2m
a)/(y—Z)div-i-(Z—CU)dy—i—(x—y)dz:/ [—(asent—bt)asent+
r 0

(bt — acost)acost + a(cost — sent)b] dt =

27 27
/ (—a? + abt(cost + sent))dt + / ab(cost — sent)dt =
0 0

27

2
—2ma? + ab(t(sent —cost)| — / (sent + cost) dt) +0 = —27a? — 2rab = —27ma(a +b).
0

0

b)¢pydw+zdy+xdz: z

2
/ (—a?cos® asen®t + a?senacosacost + acosacost-0)dt =
0

s

2
—4a2 cos? a/ sen?tdt + 04+ 0 = —4a®cos® 2
0

= —ma®costa. ©

1z
272
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c) Determinemos la ecuacion de la circunferencia. Se tiene ta
que z = 7, entonces escogiendo por parametro x se tiene

que y? = 2az — 22? y como y > 0, y = v/2az — 222, con 2ax —

222 > 0,0sea2z(a—z) >0, esdecir 0 < x < a. Asi la curva

es (z,v2ax — 222, z), con 0 < x < a y tenemos:

/Facyd:v—i—yzdy—i—z:vdz:‘/o (:C\/2ax—2x2+x\/2ax—2x2m + 2?) do =
a 3 a 3 1 a
/wﬁ—zwax—x%m:ﬂf”/ (501 £)}Vala + (aa? — o) =
0 0

2 L(3)T(3)
/ ] 2dy+<%—§>aw<m<g%> b= (Vi—Ept +4) -
V2
VERIT(D)AT(R) g + 1) = ¥ (V3T + 1) = a¥(Rr + 1), pues T(}) = /7.

2.6 Aplicaciones

Calcular / (6zy? — y3)dz + (62%y — 32y?)dy, a lo largo de cualquier curva I" desde el punto
r

(1,2) al punto (3,4).

af f2

Solucién f, = 6zy? — y3, f2 = 622y — 3:17y2, L — 122y — 392, 22 = 122y — 342, por lo

0 0 (9
tanto—aﬁ* 0fs CAsi f) = —6Iy —93, fo= —(95:617 y — 3xy? ,@:3x2y2—:17y3+gl(y)

y o = 32%y% — zy3 + go(2). Tomemos © = 3x2y? — zy’.
De esta manera /(6:1:y2 —y3)dx + (62%y — 3zy?)dy = 0(3,4) — ¢(1,2) =
r

3.3242 — 3.43 — (3.12.22 — 1.23) = 3.42(9 — 4) — 2%(3 — 2) = 3.42.5 — 4 = 236.

Calcular la integral curvilinea / xdr + ydy — zdz, a lo largo de cualquier curva I que va
r

desde (1,0,—3) a (6,4, 8).

(f1, f2, f3), com Oh _g_0f 0h _\_0fs 0f2__0fs

Solucién f = (z,,~2) = . 07956— B R T TR T
. . . dy \ oY _ _ _ z?
ex1ste21a funcién potenc1al tal que B Ty = = g, = 2z == =5 + hi(y, 2),
0= % + ha(z,2), o = — % . hs(z,y) y se escoge ¢ = H#
Asi, /xdx—l—ydy—zdz = ¢(6,4,8) — p(1,0,-3) = 36+16 64 159 = -2
r

Calcular / zydr + yzdy + zaxdz, donde T' es la circunferencia que resulta al intersecar
r
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22 +y? + 22 = 4z, con z = z, recorrida en el sentido contrario de la manecillas del reloj,

vista sobre el semieje positivo de la z.

Solucién Seal : 22 +y?+22 =dx, 2z =2 = 22 +y? + 2% = :
(x-1°

)
1 +

dr =222 - 22+ 1)+’ =2 = 5

Seaxz — 1 = cosb, % =senfy z = x, entonces

r(0) = (1 +cosf,v/2senf, 1 + cos),0 < 0 < 21 =

r'(0) = (—sen®,v/2cosf, —send). w o
Como f = (zy,yz, 2x) = £(0) = ((1 + cos)v/2sen b, (1 + cos)v/2sen b, (1 + cos)?) =

(1+cosf)(v/2senf,v/2send, 1+ cosf) y se tiene que/rzcyd:c+yzdy+za:dz:
/(sz(l—l-cos@)[\/isen@,\/§sen9,1+cos9]-[—sen@,ﬁcos@,—sen@]d9
_/(J%(l—l—cos@)[—ﬁsen29+sen90059—sen@]d@
_/(J%(—\/ﬁsen?@+sen90039—sen9—\/§sen290059+sen900s29—sen@cos@)d@

27 z
:—/ \/§sen29d9+0—0—0+0—02—4\/§/2 sen29d0:—4\/§%% = —\/2r.
0 0

Verificar que las integrales tomadas a lo largo de las curvas cerradas, son iguales a cero

para cualquier funcién f integrable.
a)ggrf(évy)(yd:v + zdy).
b) ¢ % xdy yd:z:

c)ggr[f(ﬂy) + flx—y)|de+ [flz+y) — flz—y)]dy.

d)¢rf(£€2 +y? + 22) (wdx + ydy + zdz).
Soluciéon En este problema recordemos que si ¢(x,y) es una funcién diferenciable, te-

nemos que / dp = ¢(x2,y2) — ©(x1,y1), donde (z1,y1) es el punto inicial de la curva I' y
r

(z2,y2) es el punto final de la curvaT. SiT es cerrada,gg rfde = 0.

a) Sea p(z,y) = F(zvy), donde F'(u) = f(u), entonces dp = f(z,y)(ydx + xdy) y se tiene

ggpdgp Sﬁpf zy)(ydz + xdy) = 0.
rdy —ydz

b) Sea ¢ (x,y) = F(F), con F'(u) = f(u), dp = f(§)(— x—dex—l- %dy) = f[(§)——=—ie.

T
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dy —yd
Prao=frs () 2EZ1E 0,

¢) Tomemos ¢(z,y) = F(z +y) + F(z — y), con F'(u) = f(u), entonces:

do = (f(x+y) + flx—y))dz+ (f(x+y) — fx —y))dy, o sea

Prdo =he((o +) + 1o = )do + (£ +9) ~ fa = 9)dy =0.

d) Sea F(u) tal que F’'(u) = f(u), entonces si ¢(z,y,2) = F(2* + y* + 2?) tenemos que

do =2f(2® +y? + 2?)(vdx + ydy + zdz) y por lo tanto:

1
ggpf(gﬂ + 32+ 22)(xdx +ydy + zdz) = Egﬁpdw =0.

rzdy — ydz

PRI sobre la circunferencia I': 22 + 32 = 1, en sentido posi-

Calcular la integral /
r

tivo.

r
Solucién Sea r = cost, y =sent, 0 < t < 2, entonces: L
xdy —ydx . 2 (COSQt—FSGHQ t)dt .y % dt .

DT Ay 0 1+ 3sen?t )y 4-3cos’t
4 2 sec? tdt _4 2 _secXtdt y 2 _sec’tdt - 9 F 2de  _

o (4—3cos?t)sec’t o 4sec’t—3 o l+4tan®te=2tant” J; 1+ 422
2arctan2x‘ =2—7T:7r.

0 2

Calcular las integrales de linea siguientes:
(2.1)

a) 2zydx + 22 dy.
(0,0)
(2,3)
b) / ydr + xdy.
_(172)
(5,12)
c) zdr +ydy (el origen (0,0) no esta en la trayectoria de integracion).

5.4) 22+ 42

(xzyyz)
zdr + dey (los puntos (x1,¥1), (z2,y2) estan situados en circunferencias concén-

@iy VE2+y

tricas, con centro en el origen y de radios con R; y R, respectivamente. El origen no esta

d)

en la trayectoria de integracion).

(2,1,3)
e)/ rdx — y*dy + zdz.
(1,—1,2)

(3,2,1)

) yzdzr + zxdy + xydz.
(1,2,3)
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(5.3,1) zxdy + xydz — yzdx . . . .
g) > (la trayectoria de integracién no corta la superficie z = %).
(7,2,3) (z —yz)
Solucidén
(2,1) (2,1) (2,1)
a) 2xydx+x2dy:/ d(z?y) = 2? y’ =4-0=4.
(0,0)

(2 3) (2,3) (2,3)
b)/ ydx—i—xdy:/ d(xy) —xy‘ :6—2:4.
1,2) —(1,2)

(5,12) (5,12)

rdzx +ydy 1/ 2, 2y _ 17169 13

c)/ 5t =3 dln(z® +y*) = s In 522 =In ==2.
G4 Tty 2 J3.0) 2

(I27y2) (I27y2)
o [T ety (O e

(z1,91)  V z? +y? (z1,91)

(2,1,3) (2,1,3) ) ) ) ) 1,
2 13 . 1.2_(1l2_ 13 ’ _
e) (171.2)xdx ydy+zd2—/112) —3Y +2z)—(2x 3y + z) =
1,9 (1,1 .. 2_10
2-3+5- (g3t =4-5=73.
(3,2,1) (3,2,1) (3,2,1)
) yzdw—i—zxdy—i—xydz:/ d(acyz)zwyz‘ =6-6=0.
(1,2,3) (1,2,3) (1,2,3)
(5,3,1)

N)I@

zedy + zydz — yzdx (5:3,1) T+ yz 5+3 746
2) y+aydz—y _/( A2V L (B3 _TH6) L1y - -

(7,2,3) (z —y2)* 723 2TTUYF 5-3 T7-6

Determinar las funciones ¢(z, y), dadas en los diferenciales siguientes:
a) dp = x%dx + y? dy

b) dp = 4(2* — y*) (zdz — ydy).
(x + 2y)dx + ydy
(z +y)°

c)dp =

2?4 /a2 +y?
d) dp = x dx —
y\/IQ—I—yQ yQ\/xQ—I—yQ

e)dp = (ﬁ +w)dw+ (ﬁ —y2)dy.

f) dp = (2z cosy — y? senx)dx + (2y cosx — x? seny)dy.

ya 2x(1—e”)d D\
8= 117 +(1+2+)y
_ By —=z)dr + (y — 3x)dy
h) dp = @) .

i) dy d:z:—l—dy—l—dz‘

rTt+y+z
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rzdr + ydy + zdz

Y do — .
J) (p \/ 2+y2+22
k) dy yzdx—i—:z:zdy—i—:z:ydz

14+ 22y%2?

_ 2(zxdy + zydz — yzdx)

Vo=

_ _ 3
m) dy = dx Z3dy+3y sz-i-ac .

y : :
n) dp = ez dx + (M + zeyz)dy + ( M + yev® + e’z)dz.
z
Solucion
. Op Oy 1 1 1

a)Setleneque%::ﬁ,a—y:y2:><p=§w3+0(y)=§y3+c2( ) = g(m +9°) +C.

0 0
b) En este caso 8—30 = dz(2? — ?), 3% = —dy(a? —y?) = ¢ = (2 — y2)2 + Ci(y) =
)=

(xz— 2) + Ca(z (IQ—yQ)Q—l-C'.
T 2y Op_ _y
= s == 1 C 1 —
c) 8:1: (:v+y)2+(:v+y)2 Ty~ @+y)? p=Inlz+y| - TFy T 1(y) = In [z +y|
x+y+cz() In|z +y| — x_{y+c
Q) Ao z dp  —a? 4 /a2 +y? a4 y? O () — vaz+y?+1

%_7:624—3/2’@_ N = p="—g—+Cy) ="—F—+

vVt +yr+1

0 T —2 9] 2
Sk A T e A A A L s s AR

y* 2y
In |z — —?+Cg(x):1n|:v— 7—§+C.
f)% = 2zcosy — y?senx Op = 2ycosz — x%seny = ¢ = z%cosy + y?cosx + C4(y) =
or y—y » By Y Y ¥ = yry 1Y) =
y?cosx + w2 cosy + Co(x) = x2 cosy + y? cosx + C.

o 2x(1—¢eY) o Yy v _1
g)a—i—ﬁ,%—ﬁ+1:>¢—i+x2+cl(y)—1+ 5 ty+ Calz) =
eV —1
1JrIQer—FC.

dp 3y—x Oy y— 3x 2y 2y 1
h _——= e = = C —_—

)(996 (a:+2y)3’(9y (x+y)3:>(p (x+y)2+x+y+ 1Y) = (x+y)2+x+y+
Y 1 rT—Y

C. =— c=-2"Y9_ 4c.

N A A

. 0 3] 3]

1)8—90:%:32 8f:>90 Injz +y+ 2[4+ Ci(y,2z) = Inlz+y+ 2|+ Ca(z,y) =

1n|x+y+z|+03(x,y)1.e.u:ln|:z:+y+z|+0.

. Op 890 2
)t = e =2 —p=/r2+y2 422+
J 8x /$2+y2+2’2 /$2+y +Z2 82; /$2+y2+22 ¥ Y
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C.
0 Yz 0 0 Ty
W G =TT Oy~ TT P 0~ TE s P - aetan(eys) + C.
(9<p . 2yz Op 21z Op 2y L
D —: Gop 0~ oy 02~ =y por el ejercicio 50 g) tenemos que
_rtyz
U= F—yn + C.
dp 1 Oy 3 Oy 3y —x+ 2° 3y
m) Tenemos que 38_ =% oy :3—3, 7 j = Z—% - 2—2—1— z, entonces u =
+
L4012 =—F+ 0w 2) = -T2+ S+ Gy =2 -F+ 5 +C.
Yy Yy
. ¥ z 1 Y z 1 ¥
n) Aqui, g—i = ez, %Z = % + ze= gf w + yez + e *, por lo tanto,
Z
Yy Yy Yy

u = zez + C1(y,z) = ez(x + 1) + e¥* + Ca(x,2) = ez(x + 1) + e¥* — * + C3(z,y) =
y
ez(z+1)+e¥* —e *+C.

52. Decidir si los siguientes campos vectoriales poseen o no funcion potencial. Encontrarla en

caso que exista.

a) f(x,y,2) = 2y, 2222, 322y2?).

b) g(z,y,2) = (day — 32222 + 1,222 + 2, —2232 — 322).
¢) h(z,y, 2) = (y?cosx + 23, —4 + 2ysen x, 3x2% + 2).
Solucién

f2 Ofs _ g2 Ofs + s 8f3

a) Sea f; = 2zy3, fo = 2222, f3 = 322y2?, 5 = xz,—ag By y f no tiene

funcién potencial.

b) Si g = 4ay — 32222 + 1, go = 202 + 2, g3 = =223z — 322, %gyl =4z ,%—4 ,%:—6%‘22,
991 _ _gu2, 992 _ o 993 _ 991 _ 992 093 _ g1
gz = —6x°z, 9, = 0, Jy = 0, por lo tanto tenemos que Jy = o1’ r — 02
895 = _(9_ y ¢ tiene funcién potencial ¢.

9 _ _ 9,22 9.2, _ 3.2
Integrando tenemos que T = doy — 3x°z° + 1 = ¢ = 22y — x°2° + = + 1 (y, 2),
g% =222+ 2 = ¢ = 222y + 2y + Y2 (x, 2), % = 2232 - 322 = ¢ = —2322 — 23 +3(x,y).
Asi, ¢ = 22%y — 2322 + 2 + 2y — 23 + C. Verifiquemos que V¢ = g. En efecto:
8¢ _ 2.2 _ 8¢ _ 2 _ 8¢ _ 3 2 __
%—4:1@—3:17 z +1—91,3§—2$ —|—2—ggya———2x z—32° = g3.
c) hy = y?cosz+ 23, ho = —4+2ysenx, hy = 3x22 +2, %]E = 2ycosx, % = 2ycosx, % =322,



53.

54.

2.6. Aplicaciones 69

Ohy 9 Ohy _  Ohs _ . L .

52 =324, 5, = 0, Ty 0, por lo tanto h tiene funcion potencial ).

Integrando tenemos que % =y2cosw + 25 = ¢ = y?senx + 223 + pi1(y, 2),

3_1/1 _ _ N _ o o _ 3
4+2ysenz = 1 = —4y+y’sen x+pa (7, 2), B =3zz°+2 = ¢ = x2°+ 22+ p3(x,y).

Asi, ¢ = 223 4+ 22 + y?®senx — 4y + C. Verifiquemos que Vi) = h.

o o

oY
_ .3 2 _ _ _ _ 2 _
Enefecto, a =z +y COSI—hl,—ag—2ysenx—4—h2y%—3xz +2—h3.

Supongamos que la ecuacién diferencial P(x,y)dz + Q(z,y)dy = 0, tiene un factor inte-
grante p(z,y) que nos permite obtener una familia de soluciones de la forma ¢(x,y) = c.
Si la pendiente de la curva ¢(z,y) = c en (z,y) es tan6, el vector unitario normal n se
expresa 1 = (senf, — cosf). Existe un campo escalar g(z,y) tal que la derivada normal de
¢ viene dada por la formula g% = u(z,y)g(z,y), donde g% = V. Hallar una férmula

explicita de g(x,y) en funcién de P(z,y) y Q(z,y).

Soluciéon Se tiene que p(z,y) = ¢ = 6_<p+%£ =0 = a—(p+%£tan0 =0 =
gso cosf + %— senf =0, 0seasi T = (cosf,senb), V(p-T =0 = Vp es proporcional a 7} i.e.
n = HgiH = 3— p(z,y)g(z,y) = Vo = V- ||V<pH = Vel = ln(z,y)|/P*+ Q% ya
que pPdx + puQdy =0, g = uP, g—j = uQ.

Asi tenemos que g(z,y) = £1/P%(z,y) + Q3(z,y).

Demostrar que las ecuaciones diferenciales siguientes son exactas y en cada caso hallar la

primitiva de la forma diferencial asociada y la solucién de la ecuacién diferencial.
a) (z + 2y)dx + (22 + y)dy = 0.

b) 2zydx + z?dy = 0.

¢) (22 — y)dx — (z + sen? y)dy = 0.

d) 4 sen x sen 3y cos xdx — 3 cos 3y cos 2xdy = 0.

e) (32%y + 8xy?)dx + (23 + 822y + 12ye¥)dy = 0.

Solucidén

a) Sea P(x,y) = x+2y, Q(z,y) = 2x+y, entonces si integramos tenemos que /P(:z:, y)de =
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2 2 2 2
L 4 2zy + C1(y), /Q(z,y)dy - + 2zy + Ca(z), son iguales si Ci (y) = Y Cy(x) = %, 0

2 2 2’
2 2
sea existe ¢ = % + 2zy + % tal que Vo = (P, Q).
2 2
Finalmente la solucién y(x) de la ecuacion diferencial satisface ¢(z,y(z)) = % +2zy+ % =

C, para algun C € R.

b) Tomemos P(x,y) = 2zy, Q(x,y) = =2, entonces /Pd:v = 2%y + C1(y), /Qdy = 2%y +
Ca(x), son iguales si C;(y) = Ca(x) = 0y existe ¢(x,y) = 2%y tal que Vi = (P, Q).

La solucién y de la ecuacién diferencial satisface p(x,y) = 22y = C para algin C € R.

¢) Sea P(z,y) = 2? —y, Q(z,y) = —x — sen’y, entonces /de = %:cg —zy + Ci(y),
/Qdy = —xy — %y + isen?y + Cs(z), por lo que p(z,y) = %x3 —ry — %y + isen2y es
tal que Vo = (P, Q).

La solucién y(x) de la ecuacion diferencial satisface ¢(z,y) = %x?’ —zy— %y + i sen2y = C,
para algin C € R.

d) Consideremos P(x,y) = 4senzcosxsen3dy = 2sen2zsendy, Q(z,y) = —3cos3y cos 2z,
entonces /Pd:c = —cos2zsen3y + C1(y), /Qdy = —sen3ycos2x + Cy(z), por lo que
o(z,y) = —cos2zsen3y es una primitiva de la forma diferencial asociada a la ecuacién
diferencial. La solucién de la ecuacion diferencial es tal que ¢(z,y) = —cos2zsen3y = C
para algin C € R.

e) Sea P(x,y) = 322y + 8xy?, Q(x,y) = 2° + 822y + 12yeY, entonces /Pd:v =23y + 42%y? +
C1(y), /Qdy = 23y + 42%y? — 12e¥ + 12ye? + Ca(z), por lo tanto p(z,y) = 23y + 42%y? —
12e¥ + 12ye? es tal que Vo = (P,Q). La solucién y de la ecuaciéon diferencial satisface

o(z,y) = 23y + 422y? — 12e¥ + 12yeY = C, para algin C € R.

Demostrar que una ecuacién lineal de primer orden 3’ + P(z)y = Q(z) tiene factor inte-

grante u(z) = ef P@4* Resolver la ecuacién diferencial.

Solucioén La ecuacién diferencial se puede escribir dy + (P(x)y — Q(z))dx = 0, por lo que

parala ecuacién diferencial sea exacta debe existir p(x), tal que pdy+(uP(z)y—pQ(z))dx =

0, o sea existe ¢ tal que g—i = uPy — pQ, %% = u. Asi tenemos que ¢ = (/;LPd:c)y —
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/
/quw + C1(y), ¢ = py + Ca(x), por lo que p = /uPdw, ie. y =pP(z) = % = P(x), es

decir j = e Py,

Asi tenemos que ¢(z,y) = e-f Ployde, /e-f P@)dz 0 (2)dz y la solucién de la ecuacion dife-
rencial satisface p(z,y) = C, para algin C € R.

Sea p(r,y) de clase C* un factor integrante de la ecuacién diferencial P(x, y)dz+Q(z, y)dy =

0, donde P y @ son de clase C', demostrar que %—]; - 8_@ Q log || — P(% log | u].

Deducir de esta ecuacion las siguientes reglas para encontrar factores integrantes:

a) Si (%E - g_g) /Q = f(x) es funcién sélo de z, entonces e-f F@)dz oq un factor integrante.
b) Si (8—3 — aP)/P = g(y) es una funcién que depende sélo de y, entonces ej IWY og yn

factor integrante.

Solucién Si i es un factor integrante, debe existir ¢ de clase C? tal que Vo = u(P,Q),
dp Q

02 0 0 0 .
0 sea 5= = uP, Ty = 1@, por lo que 376% = %P—f—u%ﬁ = gﬁQ—i—ua—g, es decir
op _ 90Q o, Op opP 8@ ) a
(ay _ aﬂ)“— 5.0~ 9P = Gy — 55 = Qg loalul — P log|ul.

[ f(@)da es un factor

a) Si (_65 — 8_x)/Q = f(x) sé6lo depende de z, probemos que n = e.
integrante.

J‘ f(z)dz

En efecto si yu = e , entonces debe tenerse que existe ¢ de clase C? tal que Vyp =

: OpP) _ 0pQ) s OwP) 0wQ) _ op 229 _
(/va MQ)’ o bien ql;; ay - 8% Asi aayQ g? ox - ,LLE_ Q - % -
opP opP
—puf(@)Q — p== or =~ Moy~ “(_8? ) 0= = 0, lo que concluye la prueba.
b) Un razonamiento similar prueba que p = e-f 9W)4Y os yn factor integrante.

Usando el ejercicio anterior, determinar el factor integrante y la solucién de las ecuaciones

diferenciales siguientes.

a) ydr — (2 +y)dy =0 b) (23 4 y3)dz — zy?dy = 0.

Solucién

a) Se tiene que (g—cj — %B)/P = _—2_rl = —% s6lo depende de y, entonces p(y) =
3y 1 2z +y

e J ¥ =y 3 es un factor integrante, por lo que ggd.r - T,—dy = 0 es exacta, es decir
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dp 1 Op 1 2z _x _x 1 _x 1
La solucién y de la ecuacién diferencial satisface o(z,y) = y% + % = (C, para algun C € R.
oP 3y° +y° 4 [ Aae
b) En este caso (8_3/ — ) /Q = T T T solo depende de z, entonces e Jade _
3.3 2
e—Inet — %1 es un factor integrante, por lo que x + Y do — y—3dy es exacta. Asi tene-
X X
dp _ 1,y Oy y? 1 y 1y
mos que % = f—i-g, Ty = @ ¢ Injz| — 5% + Ci(y) = —g;-i-Cg(:v) 0 sea
w:—%y—g+1n|x| -
3
La solucion y de la ecuacién diferencial satisface la ecuacion p(z,y) = —% Yot |z| = C,
X

para algin C € R.
Si %5 862 = f(2)Q(z,y) — g(y)P(z,y), demostrar que ef F@da+ [ aw)dy oo 1 factor inte-
grante de la ecuacion diferencial P(z,y)dz + Q(x,y)dy = 0.

Determinar el factor integrante y la solucion de las siguientes ecuaciones diferenciales:

a) (22%y + y?)dx + (22 — xy)dy = 0 b) (e secy — tany)dz + dy = 0.

Soluciéon Por el ejercicio 56 tenemos que (% log |u] = f(x), (% log |u| = g(x) = log|u| =

/ f(@)dz + Ci(y) = / 9(y)dy + () = log || = / f(@)dz + / o(y)dy =

"= e(f f@)da+ [ Qu)dy es un factor integrante.

a) %]; g—Q = 2202 42y—62%—y = —422+3y = f(z)(22°—2y)—g(y)(22%y+y?), entonces f(x) =
51 _ 11 51 1 _ 5 1, _
~5%>9(y) = —57, pues —5 7 (22 —:Cy)—i—%@x?y—i-yz) = b2’ +3y+a’+5y = —4a®+3y,
5 1 1
por lo tanto u = e(f f(w)d”j‘ (@dy _ g=gne—gzlny _ (#5y)”2 es un factor integrante. Asi
0 L1 _5 3 9 1 1 _3 1 11 _3 3
puesa—i:Zp 2y2 4z 2y2’8%:2502y 2 —x 2y2 :><p:—4;c2y2—%gc 2y2—|—01(y):

3
3 3 1 5
—a07y? — 2072y 4 Gy(a), ie. pla,y) = d(ay)? —%(%)2

w

3
La solucién y de la ecuacion diferencial satisface ¢(z,y) = 4(:vy)% — %(%) 2 _ C, para
algun C € R.

b) %—5 - g—g = e®secytany —sec?y —0 = e®secytany —tan?y — 1 = tany(e® secy — tany) —
1 = tanyP(z,y) — Q(x,y), entonces e~ot  tanvdy _ —atinfcosyl — =2 og y, es un factor

integrante. Asi, g =1-—e*seny, %% =e*cosy= p=ux+e “seny+Ci(y) = e “seny+
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Ca(x), o sea p(z,y) = = + e “seny. La soluciéon y de la ecuacién diferencial satisface

o(z,y) =z + e ®seny = C, para alguna constante C € R.

Calcular las siguientes integrales curvilineas de las expresiones diferenciales exactas si-

guientes:
(2,3) (3,4) (1,1)
a)/ xdy + ydx b) xdx +ydy c) (x4 y)(dr + dy)
(-1,2) (0,1) (0,0)
EX
d) M el camino no corta el eje x.
(1,2)
(=,y) (w2,y2)
e) - dﬁ i ij el camino no corta la recta x + y = 0. f) o(x)dz + ¥(y)dy.
(575) ’ (z1,91)

Solucién Observemos que la notacién usada aqui en general es ambigua, pues solo mues-
tra el punto de salida y de llegada de la curva. Sin embargo en este caso no presenta
problema pues al ser diferenciales exactos, la integral es la misma cualquiera que sea la
curva que se use, para ir del punto inicial al punto final. Asi que solamente se ocupa al

punto final y el punto inicial para evaluar la funcion ¢, de modo que dy = Pdz + Qdy i.e.
(az,b2)

p(az,b2) — p(a1,br) :/ Pdx + Qdy.
(a1,b1)

a) Aqui P(z,y) =y, Q(z,y) =z, %5 = %—g =1, p = zy + ¢, entonces:

(2,3) (2,3)
/ :Cdy—l—yd:v::vy‘ + 2 =8.
(

-1,2) (=1,2) -

b) P(x,y) =z, Q(z,y) =y, %—]yj = g—g =0, ¢ = 32 + 1y* + ¢, entonces:

3:4) (3.4)
[y = (e 4| =041 -4 =12
(0,1) (0,1)

0
¢) P(z,y) =z+y = Q(z,y), %5 = a—g =1,¢ =122 +ay+ 3y*+c = $(z+y)* +c, entonces:

(1,1) . NIERY
[ @) = Y] =2

0,0) (0,0)
0
d) P(z,y) = %, Qz,y) = —y—IQ, %j = —ﬁ = 6—?, Y= % + ¢, entonces:

2 —

/(2’1) yder —xdy @ ‘(2,1) B
(

3
1,2) y? Y 1(1,2) 2’

1
2
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0
e) P(x,y) = :v—}—y =Q(z,y), %5 = —ﬁ 8602’ ¢ =In(z + y) + ¢, entonces:
@Y) g + d (2.9)
/11 — In(z+y)| , , =hz+y).
(3.3 T+Y (2:3)

z Yy
D P(z,y) = o(x), Qz,y) = ¥(y), apP _ o _ —gg, o= / o(x)dzx —i—/ ¥ (y) dy, entonces:
xT Y1

(z2,y2) T2 y2
_ / o(t)dt + / oy
(zl-,yl) 1 Y1

Determinar las primitivas de las expresiones y calcular las siguientes integrales:

(z2,y2)
/( o(x)de + P (y)dy = o(z,y)

Z1,Y1)

(3,0)
a) / (z* + 4xy3) dz + (62%y* — 5y*)dy
2,-1)

(1,0
b) / Idy ydx , €l camino de integracién no corta la recta y = «.

G, ” (a: + 2y)da: + ydy

c) > , el camino de integracién no corta la recta y = —z.

(1,1) (z+y)

1,1) y
d) (¢+ )d:c—i—(‘i—i—x) dy.

00 \V2?+y? Y x2 4 92
Solucién

_ .4 3 2,2 r A oP _ 2 _ 0Q :
a) Tenemos que P = z* + 4xy°, Q = 6z°y* — 5y*, entonces Ty = 12zy® = 9y Y existe
9o _ 9p _ _ 15 2,3 _ 5 2,3 -

<pta1que% = P, Iy = Q, osea p = 5T + 2%y + a1(y) = —y° + 22%Y° + ca(x) =

%x5 —y° + 222y + c. Asi tenemos que:

oo 3 (=2
/( )Pd:c—l—Qdy:@(3,0)—@(—2,—1): - ( E —|—1+2-4(—1)) =
—2,—1

243 1 32 47554 7=62.

5 5
_ z oP _ (-9’ +y@—-y) _ x4y
MS“P“g—@%Q;u—m%““m“ﬁy— e
0Q _ (z—y)-20y—=z)z  z+y dp _ _—y Oy _ g _
dx (x —y)* T (- y)3le 0~ @y 0y @-yP 0¥
xﬁy +e(x) = Ify +eoly) = p= a:—y , con lo cual tenemos:
(1,0)
/ Pdz +Qdy = (1,0) — (0, —1) = 1.
(0171)
_r+2y 5y oP _2@+y)?’ —2@+y(@+2y) 2%
c)Sea P = (I+y)2,Q— (x_i_y)z,entonces—a? = EESIE CESILE
oQ 2y I

QL _ Op _ © _ A
7 (x+y),oseaax P’W Q:
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= _ [rEy—z c(z) = _zdy ci(z) =
(p_/(w+y)2dy+cl( )_/ (:v+y)2 W al) /x+ydy /($+y)2+ 1)

1n(:v+y)+x+y+cl / I+y +ydw+02() In(z +y) — —|—cz()por10que

p=In(z+y)+ I—+y + ¢, con lo cual tenemos que:

3 1 1
/Pd:c—i—Qdy:go(?),l)—go(l,l):1n4+1—1n2—§:1n2+1.
_ x 6P Yy _0Q
d)SeaP—\/xz:W'i‘y, m W—i—l—a—x,mnlocueﬂse
tiene que existe ¢ tal queg—(p =P, 6_ =@, o sea:

/x2+y +$y+01 1/xQ_i_y +$y+02 sp:,/x2+y2+xy+cytenem081
/de—l—Qdy:(p(l,l)—(p(0,0) =V2+1.

y?
_rdvtydy a lo largo del cuarto de ehpse Lo + = =1, que

rv1+az?+y2 b

se encuentra en el primer cuadrante, en el sentido de las agujas del reIOJ.

Solucién Sea P = —%_____ (Q = y

/1+x2+y2’ /1+x2+y2’
opP Yy

0Q .
= —— 7 ___~ = X entonces existe ¢ tal
dy (1+22+y?)3%2  Ox v

9] 9]
quea%’ 3% Q= o=V1+22+y?> +cay =
c2(y), es decir ¢ = /1 + 22 +y2 +c. |

Calcular la integral I =

L+a22 +y%+

Asi tenemos que / Pdz + Qdy = ¢(0,b) — ¢(a,0) = V1 + b2 — 1+ a2
r
Demostrar que si f(u) es una funcién continua y I' es una curva cerrada regular a trozos,

la integralggpf(ac2 + y*)(zdx + ydy) = 0.

Solucién Sea F(x / f(t)dt, entonces p(z,y) =
1F(2? +y?%) + c satisface g =P, %f Q. De esta man- !

era tenemos que ¢Ff(£€ + ) (wdr + ydy) = ¢Fd(p =

(‘7'7 b)
<P(aa b) - (p(av b) =0. |

Determinar la funcién primitiva ¢ si:
a) dp = (2z + 3y)dz + (3z — 4y) dy.

b) dp = (322 — 22y + y?)dzx — (22 — 2zy + 3y?) dy.
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dp=e""Y[(1+z+y)de+ (1 —x—y)dyl

d) dp = xd—gy + xd__’_yy

Solucién

a) Sea P(z,y) =2z +3yy Q(z,y) = 3z — 4y, como —3— =3= g—g, entonces existe ¢(x,y) tal
que g =P, gz =Q = ¢ =2%+3zy+ci(y) = 32y — 29> +ca(v) i.e. p = 22+ 30y — 2% +c.

b) Tenemos que P = 322 — 2zy + 4%, Q = —2% + 22y — 3y?, entonces %5 —2r+2y= %

porloque ¢ = 23 — 22y + 92w +c1(y) = —2?y+ay® —y3 +co(x) ie. o = 2° —2?y+ay? -3 +ec.

c)SeaP=e""Y(1+z+y),Q=e""Y(—z—y), entonces %% =—e"Y(1l+z+y)+e V=

oQ
Oz

Q= / Itz +y)de+a(y) = ez +y) +aly) = /ew‘y(l —z—y)dy +ca(x) =
e Y(r+y) + ca(z) le. p = (x+y)e* Y +e.

ap _ 0Q _ 1
entonces ay i (x+ )
dp _ Op 1

8—x—8——$+y:><p In|z+y|+ca(y) =ln|z+y| +ca(x), 0sea p =In|z + y| + c.

—e* Y(x +y), =e" Y(l—z—y)+e* ¥(—1) = —e*¥(x +y), por lo tanto:

d)Sea P =Q = ——5, por lo que existe ¢(z,y) tal que

1
Tty

Calcular las integrales curvilineas de las diferenciales exactas siguientes:

(6,4,8) (a,b,c) (3,4,5)
a) xdxr +ydy+zdz b) yzdx + xzdy + xydz c) vdr +ydy + 2dz
(1,0.-3) (11,1 (000 V12 +y?+ 22
(x’y’%) yzdr + zxdy + xydz . .
d) Tz 2 donde la curva esta situada en el primer octante.

(1,1,1)
Solucién
a) Sea ¢ = 3(2? +y? + 22) + ¢, entonces dy = xdz + ydy + zdz, por lo que:
/(1(6(;4.,83)) vdr +ydy + 2dz = ¢(6,4,8) — ¢(1,0,—3) = 2(36 + 16 + 64 — 1 — 0 — 9) = 53.
b) ééa © =zYyz + ¢, dp = yzdz + zxdy + zydz, por lo que:
/(l(al,bl)c) yzdx + zzdy + zydz = p(a,b,¢) — ¢(1,1,1) = abc — 1.

xdx + ydy + zdz
\/x2+y2+z2 ’

¢) Tomemos ¢ = \/x2 + y2 + 22 + ¢, entonces dp = por lo que:

(3,4,5)
/ dp = ¢(3,4,5) — ©(0,0,0) = /9 + 16+ 25 = /50 = 5v/2.
(

0,0,0)
d) Como la region de definicién esta contenida en el primer octante y no incluye el punto
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(0,0,0), vemos que dy = %d:z: + %dy + %dz, por lo que ¢ = Inzyz + ¢, es decir:

(z,y,7y)

/ dp = ¢(z,y, %) —¢(1,1,1) = 1n(:17y%) —Inl=0-0 =0, o sea que la integral
(1,1,1) ‘ ‘

curvilinea de cualquier curva en el primer octante es nula.

En este problema se trata el trabajo de una fuerza en el plano.

a) En cada punto del plano, sobre un punto material actiia una fuerza cuya magnitud es
constante e igual a F' y cuya direccion sigue el lado positivo del eje 2. Determinar el trabajo
realizado por esta fuerza, cuando el punto se desplaza a lo largo de la circunferencia z? +

y? = a? situada en el primer cuadrante.

b) Sobre cada punto del plano, actia una fuerza F que es igual a (zy,x + y). Calcular el
trabajo realizado por F al desplazarse desde (0,0) hasta el punto (1, 1) a lo largo de:

a)laregiény =z B) la parabola y = x>

~) una trayectoria de dos eslabones, cuyos lados se encuentran sobre los ejes coordenados.
Considere los dos casos.

¢) En cada punto M de la elipse © = acost, y = bsent, esta aplicada la fuerza F cuyo valor
es igual a la distancia al centro de la elipse, dirigida al centro de la misma.

«) Calcular el trabajo realizado por la fuerza F al desplazar el punto M a lo largo de la
elipse situada en el primer cuadrante.

() Calcular el trabajo cuando se recorre toda la elipse.

d) Si la fuerza F = (2:cy, :cz), probar que el trabajo realizado por la fuerza, depende sélo
de su posicion inicial y final y no depende de la forma del trayecto. Calcular el trabajo al
desplazarse desde el punto (1, 0) hasta el punto (0, 3).

e) La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional a la distancia del punto al
plano zy. La fuerza esta dirigida hacia el origen de coordenadas. Calcular el trabajo al

desplazarse el punto bajo la accion de esta fuerza a lo largo de la recta x = at, y = bt,

z = ct, desde el punto (a, b, c) hasta el punto (2a, 2b, 2¢).

f) La magnitud de la fuerza es inversamente proporcional a la distancia que media entre
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el punto de su aplicacion y el eje z. La fuerza es perpendicular a este eje y esta dirigida
hacia él. Calcular el trabajo al desplazarse el punto bajo la acciéon de dicha fuerza a lo
largo de la circunferencia « = cost, y = 1, z = sent, desde el punto (1, 1,0) hasta el punto
(0,1,1).

g) Demostrar que el trabajo de la fuerza de gravitacion de dos masas puntuales, efectuado
al desplazarse una de ellas no depende de la forma de la trayectoria. La magnitud de la
fuerza de atraccién F la establece la ley de Newton F' = @, donde r es la distancia
entre los puntos, m; y mo son las masas concentradas en dichos puntos, G es la constante

de gravitacion.

Solucién

a) La fuerza F = (0, F), por lo que el trabajo es:

r
5 s
T:/F-dr:/Fdx:/ Facostalt:Fasenﬁ‘2 = Fa. -
r r 0 0 =
b) En este caso el trabajo es:
y
T:/F.dr:/xyd:c—i-(:z:—i—y)dy. 1 T4 .
r r v=
)Ty :y = ¢ T—122d—13 n|'_ 4 r
a)T; : y = z, entonces —/0 (22 +22) :c—(gx +x)‘0—§. 4
1
I's T

1 1 1
B) Ty :y = x?, entonces T = / (:c3 + (w+x2)2x) de = / (323 +227%) dw = (%x‘l—i- 2:53)‘ =
0 0

37 7o
3,2_9+8_17
43 12 12°
1 1 1
v I's : [0,1]x{0} U {1} x [0,1], entonces T :/ :z:~0d:c+/ (a:+0)0+/ 1+y)dy =
0 0 0
1
(v+3v2)| =3

1 1

1 1
5)I‘4:{O}><[O,l]U[O,l]x{l},entoncesT:/ ydy—i—/ xdx:%y2’0+%x2‘0:1.
0 0

c¢) La fuerza F es tal que |F|| = |r| i.e. F = —Hr||ﬁ = —r = —(z,y) y el trabajo es:
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a)T:/F-dr:—/(x,y)-(dgc,dy)z—/:vdx-i-ydy:
r r r

s

s
2 .

— (—a2sentcost+bzsentcost)dt: —(bz—az)%t‘2 =
0 2 o

%(CLQ — b2).
2w o Yy
mzuzf Fdrz@ﬁ—bﬂ% =0. :
0 ayz

d) o) El trabajoT:/F-dr:/Qxydx+:v2dy:/d(xzy) =
r r r

(b1,b2)
/ d(a:Qy) =22y
(

ay,az)

B) Si (a1, az) = (0,1)y (b1,b2) = (0,3), entonces T = (—1)2-0 — 02-3 = 0.

e)LafunciénF:—ﬁé :—ﬁ LY )yI‘es (a,b,c)t, 1 <t <2, entonces:
dy | d
T=— | Fdr=k Ld_x+i_+_zz
/r /p I R |

2
/ \/a2+b2+02t Ct+\/a2+b2+czt o a?+b2+c2t

2
pa b+ % = BV P+ 2.
1

a?+b%2+c2c
—k

ie. F = (0,0, ) y la curva I es (cost, 1,sent),

f) Tenemos que ||F|| o 1

0 <t < 7, entonces el trabajo es:

jus
2

T = /Fdr— / - kcost g [? _costdt _
\/x2 + 92 0 \/W 0o V2—sen?t
! 1
ﬁ = —karcsen %‘0 = —karcsen @ = —k%.
. Gm1m2
g) Se tiene que ||F| = ,osea F = —GmymyL 3 entonces el trabajo es:

(b1,b2)
T = / F.dr = / —Gmlmgxdx+ydy+2d32 = / —Gmlmgd(— %) = Gm1m2% T
r r ($2 +y2 +22)§ r (a1,a2)

|
Grvma (bt~ e

o sea que el trabajo realizado por la fuerza F no depende de la forma de la trayectoria;

depende tnicamente del punto inicial y del punto final de la trayectoria.

Un campo esta generado por una fuerza de magnitud constante F, que tiene la direccion

del semi-eje positivo z. Determinar el trabajo realizado por dicho campo, cuando un punto
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material describe en el sentido positivo, el cuarto de circulo z? + 32 = a? que se encuentra

en el primer cuadrante.

Solucién La fuerza f = (F,0), por lo que el trabajo es:

/f-drz/Fd:C—i—Ody Yy
r r a
a r
:/ Fdx = Fa.
0

Hallar el trabajo que realiza la fuerza de gravedad al trasladar un punto material de
masa m, desde la posicién A(x1,y1,21) hasta la posicion B(xza, y2, 22) (el eje z esta dirigido

verticalmente hacia arriba).

La fuerza de gravedad la describimos con f = (0,0, —mg), entonces:

Solucion

TrabajOZ/f-dr:/—mgdz
r r

z2
= / —mgdz = mg(z1 — 22).

Z1

Hallar el trabajo de una fuerza elastica dirigida hacia el origen de coordenadas, cuya

magnitud es proporcional al alejamiento del punto al origen de coordenadas, si el punto de

aplicacién de dicha fuerza describe en el sentido positivo, el cuarto de elipse 2—; + Z—z =1
situado en el primer cuadrante.
Yy
Solucién Se tiene que la fuerza f = —kr = k(z,v), L r
entonces el trabajo realizado por f es: , ! a

w/2
/ f-dr = —k/ xdx +ydy = —k/ (a? cost(—sent) + b? sent cost)dt
r r 0
3 2,13
= —k(* - ag)/ sentcostdt = k(a® — b2)&2t 02 = %k(aQ —b?).
0
Determinar la funcion potencial de la fuerza f(z, y, z) y determinar el trabajo realizado por

dicha fuerza en el camino que se indica, si:

a)X =0,Y =0, Z = —mg (fuerza de gravedad) y el punto se desplaza desde la posicion
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A(l‘l, Y1, 2’1) ala pOSiCiél’l B(l‘g, Y2, 2’2).

b) X = —/LT%, Y = —/LT%, 7 = —/LT%, donde p es la constante y r = /22 + y2 + 22 (fuerza
de atraccion de Newton) y el punto material se desplaza desde el punto A(a,b,c) hasta
infinito.

c) X = —k%2,Y = —k?y, Z = —k?z, donde k =constante (fuerza elastica), estando el punto

inicial de camino en la esfera 22 +y2+ 22 = a? y el final en la esfera 22 +y2 + 22 = 72 (a>r).
Solucién

a) f = (0,0, —myg), el potencial es ¢ = —mgz -+ ¢, por lo que:

B B 22
/ f-dr = / —mgdz = / —mgdz = —mg(z2 — 21).
A A z1

b) La fuerza se puede escribir f = —%r, r = /22 + 92+ 22 y el potencial es o = —u%, ya

r
x Y =z

que dp = —pu (—3, -, —3) (dx,dy,dz) = —%rdr, es decir:
T T T T

o ) 1
/ f-dr = / dp=—pu-— _ .
(a,b,c) (a,b,c) T (ab,c) V a? + b2+ c2

¢) f = —k%r, f-dr = —k*(xdx + ydy + zdz), entonces el

[e'S) I .
A

potencial es ¢ = —3k%(z% + y* + 2%) + ¢, por lo tanto:

/f-dr:/dgoch
r r

En cada caso determinar si f es o no el gradiente de un campo escalar. Cuando f sea un

gradiente, hallar la correspondiente funcién potencial .
a) f(z,y) = (z,y)

b) f(z,y) = (32%y, z3)

o) f(x,y) = (2ze? +y),x%e¥ + z — 2y)

d) f(z,y) = (seny — ysenz + x,cosx + z cosy + y)

e) f(z,y) = (sen(zy) + xy cos(xy), x? cos(zy))

D f(z,y,2) = (z,y,2)

g) f('rvyaz) = (x—i—z,—y—z,:c—y)



82 Capitulo 2. Ejercicios de integrales de linea

h) f(z,y,2) = (2293, 22, 322y2?)

i) f(z,9,2) = (3y*22, 42322, —32%4?)

i) f(z,y,2) = (22% + 822, 323y — 3ay, —4y?2% — 2232)
k) f(z,y,2) = (y%cosz + 2%, —4 + 2ysenx, 3x2% + 2)

D f(z,y,2) = (doy — 32%y* + 1,2(2® 4+ 1), —2232 — 32?).
Solucién

a) Si es un gradiente. Aplicando la formula de construccién de la funcion potencial, tene-

mos:

2 2 2 2
/a:d:z: = "% + A(y) = % + B(z) = /xdy = = "% + % + C sirve como potencial.

b) Si es un gradiente. Si aplicamos la construccion de la funcion potencial se tiene:
/3x2yd:c =23y + A(y) = 23y + B(z) = /:c3 dy = ¢ = 23y + C'y sirve como potencial.
¢) Si es un gradiente. Si aplicamos la construccion de la funcién potencial:

/(2:Cey +y)dz = 2%e¥ + yr + A(y) = 2%e¥ + yx — y* + B(x) = /(xQey +x—2y)dy = p=

x%e¥ + yx — y? + C sirve como potencial.

d) Si, f es un gradiente. Aplicando la construccion de la funcién potencial:
2 2
/(seny —ysenx + x)dr = xseny + ycosx + % + A(y) = ycosx + xseny + % + B(z) =
2 2
/(cos:z: +xcosy+y)dy = ¢ =xseny+ ycosx + "% + % + C sirve como potencial.

e) Si, f es un gradiente. Aplicando la construccion de la funcién potencial:
/(sen:z:y + zycoszy)dr = xzsenxy + A(y) = xzsenxy + B(x) = /:c2 cosxydy = @ =

xsenxy + C sirve como funcion potencial.
) Si, f es un gradiente. Aplicando la construccién de la funcién potencial:

vde = L+ Ay, z), [ yd _ ¥ B dz=24C _22 Y2 o

sirve como funcion potencial.

g) Si, f es un gradiente. Aplicando la construccion de la funcion potencial:

/(a:—i—z)d:z: = x_; + zx + Ay, 2), /—(y—i—z)dy = —%2 —yz + B(z,2), /(a:—y)dz =
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2 2
xz—yz+Clx,y) = p= % - % + xz — yz + C sirve como potencial.
. . . . _ (Op O¢ (’“)cp)
h) f no es un gradiente, pues si fuese el gradiente de ¢, tendriamos f = (%, 30 D>
D¢ 0% 9 L
por lo tanto, Tr0y — Oyox — 3-2zy* = 0, que es una contradiccion.
i) f no es un gradiente, pues si fuese el gradiente de ¢ se tendria que f = ( 9p Op %)
’ oz’ Y’ 0z
D¢ 0% 3 9 .
por lo tanto, Tr0y — Oyox — 8x°z = —6x%y, que es una contradiccién.
. . . . . de dyp dp
j) £ no es un gradiente, pues si fuese el gradiente de ¢ tendriamos que f = ( Qo dy %)

2 2
por lo tanto, 86?8% = 3%8% = 4z + 8y? = 32% — 3z, que es una contradiccién.

k) Si es un gradiente. Aplicando la construccion de la funcién potencial:

/(y2 cosx + 23)dx = y?senz + 23z + Ay, 2), /(—4 +2ysenx)dy = —4y + sen xy? + B(x, 2),
/(3:1022 +2)dz = 223 +22+C(x,y) = ¢ = y?senz + 232+ 22 — 4y + C sirve como la funcién
potencial.

) f es un gradiente. Aplicando la construccion de la funcién potencial:

/(4:17y — 32222 + 1)dz = 22%y — 222% + 2 + A(y, 2), /(2172 +2)dy = 22%y + 2y + B(z, 2),
/(—2x3z —32%)dz = —2%23 — 23 + C(z,y) = ¢ = 22%y — 2223 + 2 + 2y — 23 + C sirve como

la funcién potencial.
2.6.1 Formas diferenciales

Estudiar las formas diferenciales w siguientes, en dos variables. ;Es w cerrada? ;w es
exacta? En caso afirmativo, calcular las primitivas de w; si w no es cerrada, buscar una
funcién p(z,y) # 0 en el que la forma diferencial w; (z,y) = ¢(z, y)w(z, y) sea cerrada (¢ es

el factor integrante de w) ;/Es w; exacta? En caso afirmativo calcular las primitivas de wy:

a) (2z + 2y + ") (dz + dy)

dy = yde
(z —y)?

xdr + ydy
x2 4 2

d) (1 + 2zy)dz + 2y°dy) cos(z? + y?) + ((1 — 2zy)dy — 222dx) sen(z? + y?)

b)

c) ydy

y2dx + 22dy
e) ———
(z+y)?
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(z — y)dx + (z + y)dy

f) .1'2 + y2

g) (1+ :CQ)_%((l + 22)dy + (vy — 222 — 1)dx)
1

h) A1 (2zy?dx + 2(1 — 2%)ydy)

(azx + by)(zdy — ydx)
(22 + y2)3/2 ’

i) a,beR

L1 1 )
j) —— dx — —5 dy, (x,y) depende sélo de 22 + y°
7y ry

k) (22 +y? — 1)dx — 2ydy, ¢(z,y) depende sélo de =

D) y%dx + 22dy, ¢(x,y) depende sélo de = + y

m) ydxr — xdy

, ¢(z,y) depende sélo de zy
zy —1

n) 2z(y — 1)dx — (2% — 1)dy, ¢(z,y) depende sélo de x

0) (2% + y? — 1)dz — 2zydy, ¢(x,y) depende sélo de 22 — y?

p) y(1+x)e ¥dx + z(1 — y)e ¥dy, p(z,y) depende sélo de =

Q) (14 (z+y)y)de + (1 + (z + y)z)dy, ¢(x,y) depende sélo de xy.

Solucion

a) w = 2z + 2y + e*™V)dx + (22 + 2y + e*)dy = Pdx + Qdy; w es exacta en R?, pues
%5 =2+e"tY = g—g Ademas:

g_;J; =2z +2y+ e = f =a® + 2zy + eV + Ci(y)

g—ch =2z +2y+ eV = f =2y +y>+ e + Cy(x)

Las primitivas de w son las aplicaciones f(z,y) = (v +y)?> + e*™¥ + C, C € R.

b) w = sdx = Pdx + Qdy

X dy — Y
@9 @y
8_@ o :zr—l—y . 8_P _ 2
9r = Tw—y? 0y = w es cerrado sobre U = {(z,y) € R?/z # y} y es w exacta sobre

Ui ={(z,y) e R?®/x —y >0} y Uy = {(z,y) € R?/z — y < 0}. Por otro lado, tenemos que:

%:_ﬁﬁfz%_ywl(y) y
9 | REAEETR
By = =yt ow

Las primitivas de w son f(z,y) = 7% 7+ C;,sobre U;, C; €R,i=1,2.
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_ = y—y@ 4y,
c)w—x2+y2dx+ prop dy = Pdz + Qdy.
OP _ 20y 0Q

o Lry 2 -
Ty 17~ Os —> w es exacta sobre R*\{(0,0)}. Ademas:

0
5£:ﬁif = f=3m@ +y%) + Ci(y)

0
Bl —y— £ = i + ) - b+ Galo)

Las primitivas de w son las funciones f(z,y) = 3 In(z® + y?) — 34> + C, C € R.

d)w = ((1 + 2y) cos(x? + y?) — 22% sen(a? + 92)) dx +

(1 = 2zy) sen(z? + y?) — 2y? cos(2? + y?))dy = Pdx + Qdy.

= f=3In(®+y°) —

85

37+ C.

OP 2 2y 2 2\ _ 2 2 2
ay = 2z cos(z® +y°) — (1 4 2zy)2ysen(z® + y°) — 4o’y cos(z? + y*) dP _9Q

e
0Q dy

Ty = —2ysen(z? + y?) + (1 — 2zy)2x cos(z? + y?) — dxy? sen(2? + y?)

y w es exacta sobre R?. Ademais:

of
ox

G == =rcos(@ +y) +ysen(a? +47) + Ca()

=P = f = ysen(2? + y?) + x cos(z? + y?) + C1(y)

f =wcos(x? + y?) + ysen(z? +y?) + C.

oz’

Las primitivas de w es la familia de funciones f(x,y) = z cos(x? + 3?) + ysen(x? + y2) + C.

2

__y 2’ gy —
e)w—(x+y)2dx+($+y)2dy Pdx+Qdy
%% = g—g, por lo tanto w es cerrada sobre U = {(z,y) € R?/x +y # 0} y es exacta sobre

Uy = {(z,y) € R?/x +y >0} y sobre U = {(z,y) € R?/x +y < 0}.

Por otro lado:

of Y xy

il i +Ciy)

or ~Twrgr Ty vy

of _ 42 zy AT
@:mzﬂczx—w+02(y)

T

Las primitivas de w sobre U; es la familia f(z,y) =

r—y
:v2+y2

dzx + Lty dy = Pdx + Q dy.

fw-— rar

Y e -
+y+01,CZ€IR,,Z—1,2.



86 Capitulo 2. Ejercicios de integrales de linea

or _ 0Q  —2%+y? -2y

i AR T por lo que w es exacta sobre R?\{(0,0)} y se tiene:
OF - =Y t(zy) = Lin(a? + y?) — arctan & + Ci (y)
9r 22+ 42 Y) =g @ty retan gz + Gy
=
of  zx+y

TS f(@,y) = 1In(a? +y?) + arctan% + Ca(x)

f(z,y) = 3In(2® + y?) + arctan § + C,

es la familia de primitivas de w. Recuerde que arctan o + arctan é =Z.
_xy—22%—1 5.

%% = \/#—2 = g—g, por lo que w es exacta en R?. Ademas:
x

of  wy—22%-1 B 5
O =Bl )= (- N TTR L)

P =viTE =y =TT +Gol)
flz,y) = (y —2)V1+22+C,

es la familia de primitivas de w sobre IR?.

2(1 — 2?)y
(1—2?)+y*
op _ 4zy((1-2%)—y")  9Q

T (e = 3 i.e. w es exacta sobre U = R2\{(—1,0), (1,0)}.

dy = Pdx + Qdy.

Ahora
af 2xy> - 1— 22 .
ax_(l—_mx)-l-y :>f_—arctan—2—y +ei(y), siy#0
of 2(1 — 2?)y y? . -
o méf:arctanw—l-@(x), siy#£0
_ .2
f(z,y) = — arctan 1 y;v +C, siy#0,
pues arctan o + arctan% = 3.

Cuando y = 0y |z| <1, se tiene que f(z,y) = =5 + C.

Cuando y = 0y |z| > 1, se tiene que f(z,y) = § + C.
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De esta manera tenemos que las primitivas de w sobre U son las funciones:

2
—arctanl—;f——i—(}' siy#0, CeR,

flx,y) = I+C siy=0, |z|>1, CeR
2
-5 +C siy=0, |[z|] <1, CeR.
oo (az+by)y (ax +by)x ,
)w= (:c2+y2)%dx+ (x2+y2)%dy—Pda:+Qdy.
oP _a:v3 + 2b2%y — 2axy? — by® Q 9 ..
Ty = @ 1) =gy T wes exacta sobre R*\{(0,0)}. Asi:
of _ (ax +by)y ay bz
=553 — ] = - +C
ox ;L'Q + yQ)% \/1'2 + y2 \/CE2 + y2 1<y) .
of  ax®+bry ay bx
=3 = f= — +C
ox xz -+ y2)% \/1'2 + y2 \/,’E2 + y2 Q(I)

ay — bx

fay) = ——— vy
. e - . — bx
es decir las primitivas de w es la familia de funciones f(z,y) = 9y —or C, C €, sobre
Vaz+y?
R?\{(0,0)}.

+C,

Y = L dp — gy =

Dw= xzydac o dy = Pdx + Qdy.
%5:—1721?;2;ég—g:x%yzéwnoescerradasobreﬂ{*z:RixIR*JFUIRixIR*_UIR*_><
R} UR* x R*.

Si existe un factor integrante de la forma o(z,y) = g(2? +y?), g€ C!, 2 = 22 + y?, debemos

tener que w; = %’Z)d:r — &ngy es exacta, es decir:
-y Y

/ 2,2 2 ’ 2,2 2 /
g'22%y* — a*g q'22%y* — v’y J'(2) 1
T = - 27y = ¢'(2% + y*)22%y* = 22%y*g = 9z = =

% = Iny = Inz = g(z) = z = 22 + y%. De esta manera tenemos que:

of _a®+y* 1.,y Y
9r = =y Utz =f=75-7+C) y
dy —  ay? __?_f:”:?__xJFC?(y)

2 .2
Finalmente, las primitivas de w; son las familias de funciones f(x,y) = L xyy +C;, sobre

cada uno de los cuatro cuadrantes U;, 1 = 1,2, 3, 4.

k) w = (2% + y% — 1)dx — 2ydy = Pdz + Qdy.
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Dado que m = 0 se tiene que w no es cerrada sobre R?. Si existe un

P Q
y = W7

factor integrante de la forma ¢(z,y) = g(x), g € C' entonces debemos tener que w; =

g(z)(z? + y? — 1)dz — g(z)2ydy es exacta, es decir:

g(x)2y = —¢'(z)2y = gg((:v)) =—-1=1Ing(z) = —xie g(xr)=e".

Finalmente tenemos:

% =(@®+y*—e "= f=—(a>+22+1+y*)e " + Ci(y)
=
g% = —2ye™” = [ = —y’e " + Ca(x)
fle,y) ==z +1)? +y*)e " +C,
es decir las primitivas de w, son las familias de funciones f(z,y) = —((z+1)?+3%)e * +C,

CeR.
D) w = y%dx + 22dy = Pdx + Qdy.
Como 8P =2y # g—g = 2z, w no es cerrada sobre R2.

Si existe un factor integrante de la forma o(x,y) = g(x +vy), g € C, 2 = = + y, entonces

wy = y2g(2)dx + x2g(2)dy es exacta y tenemos que:

2yg +y*g' =2zg +2°¢ = 2(y —2)g = (* —y*)g = az) = =
2 2
ng(z) nz ) 22 @+y)? w1 = @+ 1) T+ @+ Y

es la forma diferencial del ejercicio e).

m)w = a:yy— Tdz — a:yx— dy = Pdx + Qdy.
Tenemos que oP _ + Q = 1 __ ie wno es cerrada sobre U = {(z,y) €
7 (xy - 1)2 (zy —1)% h

R2/xzy # 1}. Si existe un factor 1ntegrante de la forma o(x,y) = g(zy), g € CY, 2y = z,

entonces debemos tener que:

0 (g(Z)y > _ 9 <_ g(Z)I) . W E)ry+9(G) @y —1) —ayg(z) _

Jy\zy—1) " 9z \ wy—1 (zy — 1)? B

—(¢'(2)xy + 9(2))(wy — 1) + zyg(2) / _ 9z _ 1 _
(ry —1)° = g'(@)ay(zy — 1) = g(z) = 9z ~ -1

le —%:>lng(z)=1nzzl ﬁg(z)z%zxyx—;l,sixy#l,xy#o.

De esta manera la region U se particiona en 6 regiones convexas y para cada una va a
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existir una familia de funciones que son primitivas de w. Finalmente tenemos:

o zy —1
6_£:Iyy— 'yxy :%:f:lnm—i—Cl(y)

0 xy — 1
O - e Bl Lyl + Ca)

= f(z,y) = Infz[ —Infy[ + C,

es decir las primitivas de w; son las familias de funciones f(z,y) = In ‘ %’ +Ci,i=1,...,6.
Observemos que en este caso, las aplicaciones son extendibles con continuidad sobre el
conjunto U.

n) w = 2x(y — 1)dz — (22 — 1)dy = Pdx + Qdy.

OP _ 9, 4 3@

Se observa que w no es cerrada en R?, ya que Y

Si existe un factor integrante de la forma ¢(z,y) = g(z), g € C', debemos tener que

!/
gizm Dy = 1) = — L @) — 1)) = 2eg(a) = ~2egla) — (4~ Ng'() = L =
—4r 2 2 _ 1 _ 1 ;.

1wl i1 I S ey T @ o At

of _22=1) _ ,_ 1=V o)

or (z*—-1) x4 —1 1—y

af :>f(xay):x2_1+c

w1 I mteE
Finalmente la primitiva de w, son las familias de funciones f(z,y) = 5, 1=1,2,3,
sobre cada una de las tres regiones U; = | —co, —1 [ xR, Us =] —1,1[ xR, Us =] 1, +o0 [ xR.

0)w = (22 + 9% — 1)dx — 22ydy = Pdx + Qdy.
Es claro que 5 8P =2z ;é 8@ = —2z i.e. w no es cerrada en R2.

Si existe un factor integrante ¢(z,y) = g(z? — y?), g € O, 2 = 22 — 32, tenemos que

F(9() @ + 47 1) = 2 (9()2ey) = g/(2)(=29)(a® + 3 — 1) + 299(=) = —¢/()2(2ey) -
2 2 2\ _ 9/(2) _ 2 2
9(2)2y :19( (=2 =y + 14207 = ~Aygle) = 3 = rory T aET =
_ 1 : _ 1 :
g(z) = G @A es decir ¢(z,y) = Ly es un factor integrante

de w, sobre U = {(z,y) € R*/2* — y*> + 1 # 0}. Asi w es exacta y
aof _ 22 4+y? -1

-~ —x
r -~ @y 17 :>f—7x2_y2+1 +C1(y)

of —2xy

Iy — (2% —y?+1)? f== 2+1+02()

f(CC y) W+Olyl_17253
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son las primitivas de w; sobre cada una de las tres regiones convexas de U, que parten el
plano por la ecuacién 22 — y2 +1 = 0.

pw=y(l+z)e Vdr+z(l —y)e ¥dy = Pdx + Qdy.

L foronci . oP 09 _

a forma diferencial w no es exacta sobre R* ya que Ty = = (1+4+2)(1—-ye V¥ #£ =
(1 — y)e Y. Si w tiene un factor integrante de la forma ¢(z,y) = g(z), g € C', entonces
debemos tener que:

Ba_(g(x)(l +a)ye V) = %(g(ff)x(l —yleV) = g(@)1 +2)(1-yle™? = (¢'(zx)x + g(x))(1 -

ye ¥ = e =1= g(x) =e".

De esta forma tenemos:

of

gy — Y+ 2)e"™ = f = zye”™" + Ci(y)

= f(z,y) = zye” ¥ + C,
g% — (1 - y)e" YV = f = aye™ Y + Co(x)

es la familia de primitivas de w, sobre R?.

Qw=(1+(z+y)y)ds+ (1+ (z+y)x)dy = Pdr + Qdy.

La forma diferencial w no es exacta sobre IR?, ya que %E =x+4+2y# g—g =2x+y. Siw

tiene un factor integrante de la forma ¢(z,y) = g(z,y), 2 = xy, g € C*, se tiene que:
33( 91+ @+ 9)y) = L)1+ (@ + ) = g'()a(1+ (@ + y)y) + 9(2)(2y +2) =
9@y + (z+y)z) +9(2)22 +y) = ¢(2)(@ —y) = 9(z)(=z —y) = % = 1, es decir

g(z) = e* = e™¥. Asi obtenemos que:

% =e(l+ (z+y)y) = f=(z+y)e” +Ci(y)

0 :>f(x7y):($+y)ewy+c7
3% =e(1+ (z+y)z) = f = (z +y)e”¥ + Ca(z)

es una familia de primitivas de w en R2.
La misma pregunta anterior, para el caso de formas diferenciales en tres variables.
a) 3(2? + 2xy + 2zz2)dx + 3(2? + y?)dy + 3(22 + 2%)dz

b)(———)d —i—(l—%)dy—i—(l——)dz
y Y T 22

¢) 2xzdx — 2yzdy + (2% — 22 + y?)dz, p(x,vy, 2) depende sélo de =z
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d) (y — z)dx + (z — x)dy + (z — y)dz, ¢(z,y, z) depende sélo de y — =

e) yz(y + 2)dx + zx(z + x)dy + zy(z + y)dz, ¢(x,y, z) depende sélo de x + y + =.

Solucién

a) w = 3(z? + 22y + 2x2)dw + 3(2? + y?)dy + 3(2* + 2%)dz = Pdx + Qdy + Rdz.

oP _9Q _ . 9P _9R _ . 9Q _ 9R
Dado que = o 61, 95 = 9% 6z, D = Oy = 0, la forma diferencial w es exacta

en R2, por lo que:
P = af:>f a3 + 322
= y+ 3222+ C1(y, 2)
Q= 8f=>f=3962y+y3+02(9672) =

R= 8f:>f—3gc 2+ 23 + Cs(x, y)
fla,y, 2) = 23 + 3 + 23 + 322y + 32%2 + C,
es una familia de primitivas de w.
—(1_ = 1_ =z 1Y -
b) w = 7 5 ) dr + {3 " dy + (& 5 ) dv = Pdx + Qdy + Rdz.
x z

Es claro que debemos tener = # 0, y # 0, z # 0. Ademas:

%522_2:_%,%—5:% 12,(?,;3 % —é:>wesexactaencadaunade10s
ocho octantes de R*? y tenemos:
%:%—ﬁ:ﬁ:%Jr%ﬂLCl(y,Z)
%:%_ﬁzf:% g+ Co(z,2) ¢ =
%z%—j—zﬁf=%+%+03(w,y)

las primitivas sobre cada uno de los octantes, son las familias f(z,y, 2z) = % + % + 2+ G,
i=1,...,8

¢) w = 2xzdr — 2yzdy + (22 — 22 + y?)dz = Pdx + Qdy + Rdz.

Dado que %P =2z ;é 6R = —2x, w no es cerrada en R3.
Si w admite un factor integrante de la forma o(z, y, 2) = g(z), gC?, tenemos % (2xzg(z)) =

2((z2 2%+ y))9(2)), £ (2a29()) = 2 (~2y29(2)) = 0,



92 Capitulo 2. Ejercicios de integrales de linea
2 (2y29(2)) = (22 — a® + y?)g(2)), por lo que:
- 7 v)o(2)), ~

2x(g(2) + 29'(2)) = —229(2) = 29(2) = —29'(2) = g(2) = — 5,

es decir w; es exacta sobre los conexos U; = R? x R y sobre U = R? x R*. Ademas:

0 2

-z — [=Z 1 O,2)

of _ _wy —y? i C
.2 2 2 2

%:szijy:ﬁ:zﬁc L+ Cs(z,y)

es una familia de primitivas sobre cada U;, i = 1, 2.

d)w=(y—2)de+ (2 —x)dy + (x — y)dz = Pdx + Qdy + Rd=.

La forma diferencial w no es cerrada en R?, pues, %P =1 7é 8Q =-1.

Si w admite un factor integrante p(x,vy,2) = g(y — 2), g € C', v = y — z, entonces debemos
.0y _ — D (s O ((y — — O ((r— O (5 — —

tener que: 7 ((y — 2)g) = 7 ((z — 2)9), 62(511 2)9) = 7@ = y)g), 5-((z = 2)g)
6‘1((:5 —y)g), entonces g + (y — 2)¢' = —g = gg % = —% v% = ﬁ, ie. wy
es exacta sobre los conexos Uy = {(z,y,2) € R?*/y > 2z} y sobre Us = {(z,y,2) € R?/y < z}.
Asi:

8_f_ 1 _ =z

(9f:—2z—x —=f=-2"0 =2 4+ L1 0(y,2) :>f—x_z+0-

Iy~ (y—2) y—=z y—z y—=z . y—=z v

of _ z—y_ Ty _ x Y

0: " —ep Ty Ty gz T GY)
son las primitivas de w sobre cada U;, : = 1,2. Observe que Yy ——_2 1.

Yy—z Yy—=
e)w =yz(y+ z)dx + zx(z + z)dy + zy(x + y)dz = Pdz + Qdy + Rdz.

La forma diferencial no es cerrada en R? ya que %5 =2yz+ 2% # g—g =2z + 22

Si existe un factor integrante ¢(z, vy, 2) de la forma g(z+y+z), g€ C', x+y+2 = v debemos

tener que:

Selyzty+2)g(0) = 2 ((za(z+a)g(v) = 2(y+2)g+yzg+y=(e+2)g = 2(a+2)g+ w29+
/

vz(x+2)g = 2y—2)g=(y—z)(z+y+2)g = % = % = g(v) = Ulz - w,por

X
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lo que w; es exacta sobre los conjuntos conexos Vi = {(x,y,2) € R*/x + y + 2 > 0} y sobre

Vo = {(z,y,2) € R®/x + y + 2 < 0}. Asi tenemos:

of _ yzxly+=) __yEy+2)

of _ zx(z+) _ zx(ztz) _ zyz ‘

0~ Gty o) = f=—F39+2 +az+Co(x,2) p = f = PR +Cy,

of _ wy(z+y) __zylz+y)

9z mﬁf— —W+$y+03(17,y)
es una familia de primitivas de w, sobre los conjuntos U;, i = 1, 2.

O (_ayz \ _ yzly+2)
Observemos que 9z (:c+y+ z) CETETLE
Sea f:R? — IR de clase C' y w la forma diferencial definida por:
_ @+ + fa,y)(yde — xdy)
(U(QC, y) - :CQ + y2 .
(Cémo escoger f para que w sea exacta en R?\{(0,0)}?
Solucién Para que w = Pdx + Qdy sea exacta en R?\{(0,0)} debemos tener:
oP 1+ f@y) fulw,y)(@® +y%) —29f(zy) _ 0Q _
Oy 22 (gc2 T y2)2 oz
f(:c,y) oz, y)(@® +y?) — 22f(z,y)
— 1+ 2+y2+$ (:172+y2)2 —
2f(x,y) | yfy(@,y)(@® +y°) = 20°f (2, y) + o ful@,y)(@® +y°) = 22°f(a,y)

2+ 2—|—y2+ 2+ 9°)? =0=

2f yfy +afe _2f _ 9.2 2
24 ot T @ s Vvl afe = 220 4y,
Si tomamos f de la forma f(z,y) = —(2? +y?) +g(z, y), transformamos la ecuacién diferen-

cial en homogénea, pues yf, +zf, = y(—2y+gy) +2(—22+g:) = —2(2> +y*) + 29, +yg, =
TGy +ygy = 0.

Podemos resolver esta ecuacion diferencial escribiéndola g, + gy%

h(f),heOlyaqueggﬁ—gyf:h’(f)( = )—i—h’(—)}cg—o.

=0,y tomando g(z,y) =

Asi tenemos que f(z,y) = — (22 +y?) + h (%), con h € C', w es exacta.

Determinar f, g: R — IR de clase C'! para que la forma diferencial w definida por w(z,y, 2) =

2zzdx + f(y)g(2)dy + (2* + 3y*)dz sea cerrada en R®. Calcular las primitivas.

Solucién Para que w = 2zzdz + f(y)g(2)dy+ (z* + 3y?) dz = Pdz + Qdy+ Rdz sea cerrada
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debemos tener:

0 15]
9P _ 0= SO0 _OR _ 5, S0 BR  f()g() =y = 1P = g(e) =aeR =

oy =T 9 09z " or
fy) = ay, 9(2) = F=ap,

Asi tenemos que las primitivas de w satisfacen:

%22202 = f=a2’2+Ci(y,2)

0

P SO
%:xhr%y? = f =222+ 1y%2 + Ca(a,y)
o) = s+ Jas? + .

A cada aplicacién ¢: R?\{(0,0)} — R de clase C" se asocia la forma diferencial w,, definida
1

sobre R?\{(0,0)}, por wy(z,y) = 22

[(z —yo(z,y))de + (zo(z,y) + y)dy].
a) Demostrar que w,, es cerrada sii ¢ verifica una ecuacién en derivadas parciales (E).
2

xig es solucion de (F).
Y

b) Demostrar que ¢g(z,y) = o

¢) ;La forma diferencial w,,, es exacta en R?\{(0,0)}?

Solucion

a) La forma diferencial w, = dy = Pdx + Qdy es cerrada si

12 PR
%—]yj = g—g sobre R?\{(0,0)}, es decir que:

2(2y) (e mye) @ +y7) ~2y(ye) | y(2e) (v —ae.) (@ 4y - 220
@ + y7)2 1 y7)? @ + y7)2 @ 1 g2

= (¢ —29:) (@ +1%) + (¢ — ypy) (@ + %) = 2(2* + y?)p = 0 = 2, + Yy, = 0, es decir

la ecuacién diferencial en derivadas parciales que debe satisfacer ¢ es:

2
b) Verifiquemos que ¢y = a?xi—mﬁ satisface la ecuacion diferencial (E).

dp dp  (2x(x? +y?) — 227) 202y 22%y? — 22%y?
En efecto, To + yay =z &+ 7 y(xz AP A e S L 0.

¢) w,, es exacta en R*\{(0,0)} ya que:

orP 2xy 22 (2?2 4+ y?)? — 2%9y2(2? + y?)2y x(x® + 222y — 3zy? + 293)

_(’“)5 _(xz +y2)2 - (xz +y2)4 - (xz +y2)3 ’
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0Q _ 3% (2 +¢*)* — 2%2(a® + y*)22 N 2zy(2? + y?) — 223y

Ox (.’L‘Q +y2)4 (IQ +y2)2
(23 + 22%y — 3z +29%) . 9p _0Q )
B @2 + y%)° e Gy =5, enRR \{(0,0)}.

Hallar el trabajo realizado por la fuerza f(z,y) = (2 — y2, 22y), al mover una particula en
sentido contrario al de las agujas del reloj, recorriendo una vez al contorno del cuadrado

limitado por los ejes coordenados y las rectas x =ay y =a, a > 0.

Soluciéon Se divide el camino en cuatro caminos: 1o Ts
Fl? (t,O),OStSG, F27 (aat)aogtgay F37 (tua)?a2t207 Iy I
0 a

Ty, (0,t), a >t > 0, entonces el trabajo es:

0 In 1 7

/ far= | fe@)@)dt+ [ fe@)@)d+ [ fe@)@)d+ [ £ E)dt =
r r Iy s Ty

a 0 0
/O f(t,0)~(1,0)dt+/0 f(a,t)-((),l)dt+/a f(t,a)-(l,O)dH—/a £(0,1)-(0,1)dt =
" 0)-(1 O)dt+/a(a2—t2 2at)-(0 1)dt+/0(t2—a2 2at)-(1 O)dt+/0(—t2 0)-(0,1)dt =
‘/0 (t bl bl o 9 I u 9 I u 9 I -

a

a a 0 a
/ tzdt—l-/ 2atdt+/ (tz—a2)dt:/ (t2+2at+a2—t2)dt:(at2+a2t)‘ = 2a°.
0 0 a 0 0

Un campo de fuerzas bidimensional f viene dado por la ecuacién f(x,y) = (cxy,x%9?),
siendo c una constante positiva. Esa fuerza actia sobre una particula que se mueve desde
(0,0) hasta la recta 2 = 1, siguiendo una curva de la forma y = ax’, en donde a >0y b > 0.
Encontrar el valor de a (en funcién de ¢) tal que el trabajo realizado por esa fuerza sea

independiente de b.

1 1
Solucién / e — / £(r(t))r' (£) dt = / £(t, at®)-(1, abtb~1) dt —
T 0 0

1 1 b+2 3p3b+6 |1
/0 (Catb-i-l’a2t2b+6),(17abtb—1)dt:/0 (cat®*! + a3bt3+5) dt = (01?2-2 + a32t+6 )’0:

ca_ a®b —_ca_ a®b _ _3ca + a®b _ 3ca + a3b
b+2 " 3b+6 b+2 " 30b+2) 30B+2)  30b+2) 3(b+2) "
3ca+a®b _ 3ca+ adV
3b+2) — 30 +2)

(3ca + a3 ) (b + 2) = 3cab’ + 6ca + a®bb’ + 2a3b = 3cab + 6ca + 243V + a®b’ = 3ca(b’ —b) +

= (3ca + a®b)(V/ +2) =

Ahora como la integral no depende de b,

2a2(b — ') = 0 = 3ca —2a® = 0, pues b — b’ # 0 = 3¢ — 2a? = 0, ya que a # 0, es decir

a =

3c
5 -
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Un campo de fuerzas f en el espacio de tres dimensiones viene dado por la formula f(x, y, z) =
(yz,zz,2(y + 1)). Calcular el trabajo realizado por f al mover una particula recorriendo
una vez el contorno del tridangulo de vértices (0,0,0), (1,1,1), (—1,1, —1), en este orden.

Solucion Se divide la curva en tres:

Ty: (¢, t,8),con0 <t <1,

Iy (1—2¢,1,1—2¢),con0<t<1y

R R

Pg: (—1+4+¢,1—t,—1+41t),con1 >t > 0, entonces el trabajo es:

(=1,1,-1)

1 1 0
/f(t,t,t)~(1,1,1)dt+/ f(1—2t,1,1—2t)-(—2,0,—2)dt+/ F(—14t, 1—t, —14+8)-(=1,1, —1)dt =
0 0 1

1 1
/(t2,t2,t2+t)~(1,1,1)dt+/ (1—2t, (1 —2t)%,2 — 4¢)-(—2,0, —2) dt —
0 0
1
/(—tQ,tQ,—t—t2)-(—1,1,—1)dt:
0
1 1 1
/(t2+t2+t+t2)dt+/ (—2(1—2t)—2(2—4t))dt—/ 2+ +t+t2)dt =
0 0 0

1 1
/ (12t — 6)dt = (61> — 6t)’ —0.
0 0

Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas f(z,y,2) = (y — 2,2 — 2,2 — y), a lo
largo de de la curva de interseccién de la esfera 22 + y2 + 22 = 4 y el plano z = ytan6, en
donde 0 < ¢ < 7. El camino es recorrido de modo que, observando el plano zy desde el eje
z positivo, el sentido aparezca contrario al de las agujas del reloj.

Solucién Siy =t = z = ttan6, 22 + > + t’tan’0 = 4 —
2?2 =4 —12(1 + tan?0) = 4 — t?sec’ ) = x = £V4 — 2 sec2 0.
Ahora bien, 4 — t?sec?6 > 0, lo que implica 4 > t?sec’ ) —

> 12, 0 sea ——2— —£_
sec2g — sech =~ secH

Dividimos el camino en dos.

N = — — 2 2 = = —_ 2 < < 2
I'itx 4 —t2sec’ 0,y =t, z=ttand, con socd = t < Socd y
Ty 4—t?sec?0,y=1t,z=ttan6, con secd = t < i

Asi el trabajo es:
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2
Sec@ e
/ " f(—v4 —t?sec?0,t, ttan6)- (M,l,tmﬂ)dt—l—
V4 —t2sec?d

2
sec 0

4 —t2sec?f

2
sec 0 can
/ ¢ f(vV4 —t?sec?0,t, ttanb)- ( M,l,tan@) dt =

sec 0

sec 0 car
¢ (—(t—ttan@,ttan@—i—\/4—tzsecze,—\/él—tzsec29—t)-(M,l,tan9)—|—
,seQCG 4 —t2sec? 6
2
(t—ttan@,ttan@—\/4—t25e(329,\/4—tzseczb‘—t)-(—M,l,tan@))dt—
4 —t2sec?f

2

sec 6 (t — ttan 9)t sec2 0

/_seie (_ NI, —ttanf — V4 — t2sec? 0 + tan O(v/4 — t?sec? 0 + 1) —
. 2

(t — ttanf)t sec 9+ttan0—\/4—t2sec29+tan9(\/4—t236029—t))dt:

V4 —t2sec? 0
2

sec —t. 2
(— 2(t — t- tan O)t sec” § —2v4 —t2sec? 0 + 2tan0v/4 — t2 sec? 9) dt =

-2 V4 — 12 sec? 6
2
secd /1%(1 — tan ) sec? 0 — -
=N 29( Vi —2sec? 0 + V4 —t?sec 9(1—tan9))dt_
2 N
sec 6 sec 6
_2(1—tan0)/ , t bei/f—i-;‘; 2;ec edt 41— tand) 1 » _
“sec - sec —Socd 1— (tS€2C9)2 t:se:«e
1
2du 8(1 — tanb) /
—4(1 — tan 0 -
( o )L1 secv/1 — u? sec \/1—u2u o
8(1_senz) z
{5 | G5t dr = 8m(send — cos).

2

cosf

Calcular el trabajo realizado por un campo de fuerza f = (32, 2%, 2?), a lo largo de la curva
de interseccién de la esfera 22 + y? + 22 = a? y el cilindro 2% + y? = ax, siendo z > 0,
a > 0. El camino es recorrido de modo que, observando al plano zy desde el eje z positivo,
el sentido sea contrario al de las agujas del reloj. Ver ejercicio 43, pagina 59
Solucién Determinemos la interseccién entre x2 + 32 + 22 =
a?y 2? + y? = ax. Es claro que z > 0 y como az + 22 = a?,
= Va2 —az >0. Asi, a®> —ax >0 = a >z > 0. Ademas,
y=var—@oy=—vaz —2=. P o

Dividimos la curvaenT'y: © = ¢,y = vat —t2, z = Va? —at,cona >t >0yen s © = ¢,
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= —vat —t2, z = Va2 — at, con 0 < t < a. El trabajo es:

0
— 2t
£(t,Vat — 12, 2—t~(1, a S )dt
(t Va Va? —at) Wat — 27 2v/a? — at +

2t —a
f(t,—vVat —t2,va2 — t-(l, ,— a )dt:
(t, —Va Va at) 2Wat — 2 2v/a? — at

_ t— 12, a2 — t,tz-(l, a— 2t — a )_
/0 ((a o” —at,t%) 2vVat — 27 2v/a?2 —at
t—12 a2 — tt2-(1 2ica___ a ))dt:
(a @t —attY) "2Wat — 27 2v/at —t2
a 2 _ at)(a — 2t) 2 (a® —at)(2t —a) 2
_ t—t2 +((l a _ at _ t—t2 _ at )dt:
/0 ((a ) 2\/at—t2 Wa —at (at=#%) W12 oo
_/a (a* = at)(a —2t) dt — — * a3 — 22t — a®t + 2at> dt — /a a —3a2t+2at2
0

at — t2 N 2
v \/——— at — 2 \/ —1)
—a/ a? —3at—|—2t / (2t —a)( t—a) / Qdu:
2t—a) au—‘ra 1—u2 2

3 [t -1 -1 s 2
-4 Md = _a_/w senz(senz )cosxdx =— / (sen? x —senx)dx =
u _

ﬁp\ﬁl

2 _ 1 — u? u=sen T 2 Cos &

w
w

_a’ _a_—senx-cos:v—i—x% __a°
/sen:vd:v— 5 D) ‘_%— 2(

Otra manera de resolver el problema es la siguiente.

Sea I' la curva de interseccion; la proyeccion de I' en el z

2
plano zy es la curva z2 4 32 = az, es decir (:c - %) +y? =

a _a_a _a Y m —
T Sea x 2—20059,y—2sen9,2—\/a x2 —y2,

entonces x = %(1 +cosf), y = % senf, z = ga\/l — cosd, PP

por lo tanto r(f) = (%(1 + cos@),%sen@, ga\/l —cosf), donde 0 < 6 < 21 y r'(f) =

\/_ sen 6
(—gsene —COS9 m)
Dado que 0 se mide en el sentido contrario a las agujas del reloj, tenemos W = + / f-dr,
r

no
V)

pero como f = (y2, 22, 2%) = (aZ sen? 6, & (1 — cosf), %(1 + cos6)?),

2w 2 2 \/5@ 9
W = / (%senQH,%(l — cosf), & (1 + cos0)?)-( — £sen6, L cosf, Y= —SLL_)df =
0

2 2 "4 /1 —cost
3 27 3 27 3 27 2
-a sen® 0do + % (cosf — cos? ) a*v2 (1 + cosf)”send do =
8 Jo 4/, 16 J,

V1 —cosf
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_G_3.0+G_3/2F6059d9_a_3/27760529d9_|_CL3\/§ " sen @ + 2sen 6 cos § 4 cos? Osend o _
8 4 0 4 0 16 0 \/—ysene‘

™

3
0+ 20— a 4/ cos?0df +0 = —a3
0

.

slm _ _a®

22 4

sen f + 2sen f cos @ + cos? fsen
V2| sen g]

Sea f(x,y) = (P(z,v)), (Q(z,y)) un campo vectorial en R?, de clase C! en un abierto S. Si

aQ

f es el gradiente de un cierto potencial ¢, probar que —3— —<enS.

4 4

Observe que tiene integral nula en [0, 27 ].

Solucién En efecto, si f = Vi € O, entonces ¢ es de clase C? y se tiene que:

or _ Py e 9 (00 _0Q
dy  Oydx Oxdy Ox \dy) Ox

Aplicar el resultado anterior para verificar que f no es un gradiente. Determinar una

curva I tal que¢pf~dr # 0.

a) f(z,y) = (v, —=) b) f(z,y) = (y, 2y — ).
Solucién
a) f no es un gradiente dado que si f = (y,—z) = (P, Q) =1# g—g = —1. Seal la

curvar = (cost,sent), 0 <t < 2w, entonces ||r'(t)|| = 1 y tenemos que:

2w
¢Ff'dr = / (—sen®t — cos® t)dt = —2m.
0

b) f no es un gradiente pues —3— =14# 6Q =y—1. SeaT = (cost,sent), 0 <t < 2m,

entonces: )
™
ggpfdr = / (—sen?t + (costsent — cost) cost)dt
0

27 2
= / (=1 +cos?tsent)dt = —2m — fcos?t| = —2m.
0 0
Se considera el campo vectorial f(x,y, z) = (P(z,y, 2), Q(x,y, 2), R(x,y, 2)) de clase C! sobre

S C R? abierto. Si f es un gradiente de una cierta funcién potencial o, demostrar que
op _0Q 9P _9R 99 _0R o g

dy — 0x’ 0z 0Ox’ 0z Oy

Soluciéon Si f = Vo de clase C', entonces ¢ es de clase C?, por lo que P = g—i, Q=

oP _ %0 _ 9o _ 9 (aw) oQ

0y —
R = 5 ¥ entonces Yy 8yax dzdy — Oz \ Oy oz’ en 5.



84.

85.

100 Capitulo 2. Ejercicios de integrales de linea

De la misma manera se prueba que 9P _ 9R 9Q _ %% en S.

0z Oz’ 0z

En cada uno de los siguientes campos vectoriales aplicar el ejercicio anterior para de-

mostrar que f no es una gradiente. Determinar un camino cerrado I" tal que gg rf-dr # 0.

Solucién

8P

a) f no es un gradiente, pues =0 # 8R = 1. Consideramos la curva cerrada I" que

aparece en la grafica adjunta, entonces:

¢pf-dr :¢pydx + zdy + zdz zggp:vdz =

1 0
O+/ 1dz+0+/ 0dz = 1. 1
0 1 i

b) f no es un gradiente, pues %]; =x# Q = 2.

=N
-

Tomamos la curva I' cerrada que aparece en el grafico, entonces:

¢pf~dr :¢p:17yd:17 + (22 + 1)dy + 2%dz :¢p:17yd:17 + (2% + 1)dy =

,_.
—

1 0 0
0+/(12+1)dy+/ :cd:c—i—/(Oz—f—l)dy:Q—%—l:%.
0 1 1

Sea f = (y, z,yz) un campo de fuerzas.
a) Determinar si f es o no conservativo.

b) Calcular el trabajo realizado al mover una particula sobre la curva dada por r(¢t) =

(cost,sent,e), 0 <t <.
Solucion

a) El campo de fuerza f = (P, @, R) no es conservativo, pues debe tenerse que f = V, para

alguna funcién ¢, pero _(9_ =1# 862

b) Sea I 1a curva dada por r(t) = (cost,sent, e?), 0 <t < 7, entonces:
s s
/ f-dr = / (sent, et,sente’)-(—sent,cost,el)dt = / (—sen?t + e’ cost + e*! sint)dt =
r 0 0

(%(2 sent — cost)e?! + (sent + cost)e’ + & sent cost — %t)
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86. Un campo de fuerza f esta dado por f(z,y) = (x + y,z — ).
a) Demostrar que el trabajo realizado por la fuerza f, al mover una particula sobre la curva
r(t) = (f(t),9(t)), a <t < b, de clase C', depende sélo de f(a), f(b), g(a), y(b).
b) Dar el trabajo realizado cuando f(a) =1, f(b) = 2, g(a) = 3, g(b) = 4.
Solucién

a) El trabajo realizado es:
/ f-dr = /(I +y,x —y)-(de,dy) = /(56 +y)de + (z —y)dy =
r r r
b

b
/ (F+)f +(f — g)g')dt = / FOF ) + (FBa(t)) — gty (1)) dt =

a a

b

L(f2(8) + 2f (D) g(t) — g2(1))

3 (F2(0) +2£(b)g(b) — g*(b) — f2(a) — 2f(a)g(a) + g*(a))
y s6lo depende de f(a), f(b), g(a) y g(b).

b)/f~dr:%(44—16—16—1—64—9):3.
r

87. Un campo de fuerzas viene dado por la ecuacién f(r,0) = (—4senf,4senf). Calcular el

trabajo utilizado al mover una particula desde (1,0) al origen, siguiendo la espiral de la

ecuacién polar r = e~%.

Solucion Consideramos la curva I' dada por w(f) = Y

ol

r(cosf,senf) = (e~ cosf,e ?senf), 0 < 0 < +oo, w'(0) =
(—e %cos — e send, —e Psend + e~? cosh), el trabajo 1w

realizado es: \“y

/ f-dw = / 4e~%(senf cos + sen? @ —sen? § + sen 6 cos 0)df) =
r 0

/ 8e~?senf cosfdf = —4e~?(1 cos 20 4 15 sen 29)’
0

0
Observamos que la integral de linea es convergente.

88. Un campo de fuerzas radial o central f en el plano, se puede expresar en la forma f(z, y) =
f(r)r, donde r = (z,y), r = ||r|| y f es continua, demostrar que el campo es conservativo.

dp

Solucion El campo f = (f(r)z, f(r)y) es conservativo. En efecto, si g—i = f(r)z, Iy
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f(r)y, consideremos g(r) = /T tf(t)dt.
0

Sea p(z,y) = g(v/2> +y?) = g(r), entonces % = g% = rfE = [()a, % =
g’(?‘)g—; = f(r)y.

Notemos que ¢(z,y) =

/ tf(t) dt.

0
Calcular el trabajo realizado por la fuerza f(z,y) = (3y? + 2, 16x) al mover una particula
desde (—1,0) a (1,0), siguiendo la mitad superior de la elipse b%z2 + y* = v2. ;Sobre qué

elipse se hace el minimo trabajo?

=

Solucion La curva I' esta dada por r(t) = (cost,bsent), 0 < ¢ < 7

2
ie. z? + z—z = 1. El trabajo es I

/f-drz—/ (3b%sen?t + 2,16 cost)-(—sent,bcost)dt =
r 0

T

- / (—3b%sen3t — 2sent + 16bcos? t)dt = — ((b2 sen?t + 8bsent + 2b% + 2) cost + 8bt) ’ =
0 0

— ((2b® + 2) + 8bm — (20> + 2)) = 4b* + 4 — 8bm.

Ademss si f(b) = 4b? + 4 — 8br, entonces f/(b) = 8b — 87 = 0 => b = T, es decir el trabajo

minimo se obtiene cuando b = 7.

Un fluido se desplaza en un plano zy de modo que cada particula se mueve en linea recta
desde el origen. Si una particula esta a una distancia r del origen, su velocidad es ar™.

Determinar una funcién potencial de la velocidad, que sea una gradiente.

(z,y)
Soluciéon La velocidad v(z,y) en cualquier punto (z,y) tal

que r = y/x2+y? es la misma, ||v(z,y)| = ar", es decir
v(z,y) =ar" (L, %) =ar" 'r.

ar™tl
n—+1

X

De esta manera tenemos que 99 _ ar"ta, 9% _ ar" "ty = p =
dy

YD +C.

Sin=-1,p=alogr+C.

Si ¢ y ¢ son funciones potenciales para un campo vertical f en un conjunto convexo abierto
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S c R", demostrar que ¢ — v es constante en S.

.. o dp _Op Oy o Op _ Jp 0P _
Solucién En efecto, sea p = ¢ — 1), entonces, 37 = 95 Bz = 0, gy =0y Ty~ 0, por

lo que p = constante en S.

Sea S el conjunto R™\{0}, sea r = ||x| = /2% + .- + 22 y sea f un campo vectorial sobre

S dado por f(z) = rPx, p € R.

a) Determinan una funcién potencial para f en S.

/
b) Determinar o, si f(z) = < T(QT) x, g de clase C! en R.
Solucion
a) Es claro que f(z1,...,z,) = (rPz4,...,7Px,), entonces si f = V, para algin ¢ se tiene

o _ppt2
T,Z—l,...,né@—m—FC.

Sip:—2,f:%(a71 ---,xT”),esdecircpzlnr—i—C.

ro
b) Si f(x) = wx, % = g’(r)%, i=1,....n= p=g(r)+ C, ie. o(x) = g(||x]]) + C.

Sea f un campo vectorial definido en S = R?\{(0,0)}, dado por la formula f(z,y) =

<_;2_3|J_—y2_7 EQi—yf) = (fl(xvy)va('rvy))‘
an(:Z? ): afl _ y2_$2

a) Probar que % W = m.

x, y en coordenadas polares, x = rcosf, y = rsenf, r > 0,

b) Sea S’ = R*\{(z,y) eR?/y = 0,z < 0}, si (z,y) € S’ expresar /

/

—7 < 6 < 7, demostrar que 6 viene dado por la formula:

arctan% sixz >0,
0= % sixz =0,

arctan% + 7 sixz<0.

Deducir que 90 _ Y 90 _ __x

a$__$2+y2,6_y_$2+y2’

para (z,y) € S'.

Solucién

. 0 22 +9?) — 2y(y y?—az2 0 2?2 4+ y? - 2z(x y? — z?
o) Se tene que i} =~ @ +)y2>2 - T +y2>2( - T
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b) Dado que x = rcosf, y = rsenf = tanf = %, si z # 0. Observemos que para 0 <6 < 7,
0 <tanf < ooy para —5 <6 <0, —oo < tanf <O0.

Y
T

Y

<= 0 = arctan 5, = > 0.

Siz>0,y>0,0<6<3,porloquetant =

)

Six>0,y<0,—g<9<0,tan9:%(E)Gzarctanf,gc>0.

Six<0,y>0,§<0<w,tan9:%<O<:>9:arctan%+ﬂ',x<0.

Si:c<0,y<0,—7r<9<—§,tan9:%>O<:>9:arctan%+7r,:c<0.

Siz=0=rcost = 0= 7.

Haciendo el cambio de variable tenemos F(r,0) = f(z(r,0),y(r,0)) = (Lgne, LOQS@) =
T T
%(— senf, cosf).
. 90 _ 1 A Y 00 _ 1 1 _
Usando la formula de 6 tenemos o = W(?) =m0y - WQSE =
ngf_—yg, es decir # es una funcién potencial en S’.

Este ejercicio hace ver que la existencia de la funcién potencial depende no sélo del campo

vectorial f, sino también del conjunto en que esta definido el campo vectorial.

Si P(z) = ze ¥, Qz,y) = —a?ye V" + 1 e calcular ggFPd:v + Qdy, donde T" es la

z? +
frontera del cuadrado de lado 2a, determinado por las desigualdades |z| < a y |y| < a,

circulando en el sentido contrario a las manecillas del reloj.

Solucién S]f rPdz + Qdy =
/a ve~dx + /a —a?ye V' + L )y +
—a —a a +y —a T

—a 2 - 2
—a*q —a2ye ™V + 1 ) dy=o0.
/a re :c—i—/a (aye —i—a +y) Y -

2.7 Foérmula de Green

Calculargg ry?dz+xdy en cada caso y usar el teorema de Green para verificar el resultado:
a) I es el cuadrado de los vértices (0,0), (2,0), (2,2), (0, 2).
b) I es el cuadrado de los vértices (£1,+1).

¢) I es el cuadrado de los vértices (+2,0), (0, +2).
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d) T es la circunferencia de radio 2 y centro (0, 0).
e) I tiene la ecuacion vectorial r(t) = (2cos®¢,2sent), 0 < t < 2.

Solucién Recordemos que si Py @ son de clase C' en un abierto, el teorema de Green

permite escribir:

¢dea:+Qdy = // — = dyd:z: = //(1 — 2y)dydx.
R
a)¢ry2dx+wdy :/ Od:v—i—/ 2dy+/ 22d:1c—|—/ 0dy = S
Iy T2 s Ty

Ty I

2 2
/2dy—/4d:17:4—8:—4. 5
0 0 Tl x

2 2 9
Por otro lado, //(1 —2y)dydx = / dx / (1—2y)dy = 2(y — y°) .= —4.
0 0

r
b)¢py2dx+xdy— / (1 )de—l—/ 1dy—|—/ (1)2dx + .
e -1 r,
/ dy—/ dx+/ dy+/ dx+/ —dy = T4 1
|
24+2-2+2=4. —1|1,

Ademas, //(1 —2y)dydx = [1 /71(1 —2y)dydx = 2(y — y?) 1_1 =2(0—(-2)) =4.
R

c)ggpy%l:v + xdy =

/F (z — 2)2dz + wdx + / (2 — 2)2de + o(—da) +

I y+ax=2
/ (x+2)2dac—|—xdx+/ (=2 — 2)?dz + 2(—dz) = : !
s L4 y+z=—2

0

2 0 -2
/ (22 — 3z + 4)dz + / (22 — bz + 4)dx + / (22 + bz + 4)dz + / (22 + 3z + 4)dx =
0 2 0 -2

0

/2(590 3x)d:c+/0 (3x—5x)dr = /2 2xdw+/0( 2z)dx = xQ‘z—i—(—xQ)‘ =4+(—(-4)) = 8.

2

2+x 2—x
También tenemos que // (1-2y)dydx = / / (1-2y)dydzx +/ / (1-2y)dydx =
2—x

0 24z 2 0
/ (y—y )‘ , da:—i—/ (y — %) 2dx—/ (2x+4)d:17+/ (4 —2z)dx = (2 +42)| +
-2 —2-a 0 T —2 0
2

-2
(4x—x2)’024+4:8.
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2m
d)¢py2da:+xdy :/ (4sen? t(—2sent) + 2cost(2cost))dt = y
0
2 z 2 T
—8/ (sent — cos? tsent)dt+16/ cos? tdt = )
0 0 ¥
27
—8(cost+lcos3t)’ +165L =0+ 47 = 4n.
3 0 22
Vi—2? 2 ) Vi—z?
Se tiene que [[(1 — 2y)dyd (1 - 2)dydz = - ) dz =
i qu//( y)dydx //4962 y)dydx [Q(y U p—

/2\/ —$2d/£€_8/ cos? 0db = 16 %%zélw.

271'
e) ¢py2dx +zdy = / [4sen’t(—6cos?tsent) + 2cos® t(6sen? t cost) | dt =
0

27 27
—24 / sen” t cos? tdt + 12 / cos* tsen? tdt =
0 0
us

v
2
0+12 4/ cos? t(1 — cos? t)dt = //\\
0
£ R 137 5\ _ 3 \\
48( cos™ tdt — cos tdt) = 48—5 ( — —) =57
0 0 ’

En este caso tenemos que y = 4(2%/3 — 2?/3)3/2) —2 < ¢ < 2, entonces //(1 — 2y)dydx =
R

(22/2_12/2)%/2

2 2
/ / 1—2y)dyd:17:2/ (22/3—I2/3)3/2dI:4/ (22/3 — g2/3)3/2 g =
22/3—m2/3)3/2 —92 0

1 1
2
8/ (1—(—)2/3)3/2dx = 16/ (1—u2/3)3/2du = 16/ 3cos’ fsen? 0 df =
0 2 r=2u 0 Yu=sen 0 0
p 13 5. 3
48/0 (cos* O — cos® 9)d0_4851g(1_6):§ﬂ-'

Si I' es una curva cerrada simple en el plano x,y y representamos con I, al momento de

inercia (alrededor del eje z) de la regién interior a I', demostrar que existe un entero n € N
tal que nl, :¢px3dy —y3dz.

Solucion Consideremos S la region limitada por I'; la inercia res-

pecto al eje z es //(:c2 + y*)dzdy. Llamando ‘?)—5 = 22, %Q y2y @r

S T
1
usando el teorema de Green tenemos, / / (22 +y*)dxdy :Sﬁ r3 x3dy— ?

S
1
3 y3drie. n =3, es decir nl, :ggpﬁdy — y3dx. @F

<
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Sean u, v funciones de R? en R de clase C'' en un conjunto U conteniendo el circulo 22+ <
1, que lo denotamos S. Se define f(z,y) = (v(z,y),u(z,v)), g(x,y) = (uz — Uy, Uz — Vy).

Determinar el valor de la integral doble / f-gdxdy, si se sabe que en la frontera de S se

tiene u(z,y) =1, v(z,y) = y.

Solucion Se tiene f-g = (@ - g_Z)

p) (%—3—5)“=
Ov Ov Ov 81})_8( )

v+
(v— + u—) - (UB_ +ug, uv) — %(uv), entonces:

[ﬁwm_ﬂ( 2 () iy = \\J:/

2m
ggp(uv)dx + (uv)dy :¢pyd:1: +ydy = / sent(cost — sent)dt =
0

s

—4/ sen®tdt =0 — 4
0

2T

27
/ (costsent — sen? t)dt = 1gen2t = —m.
0

2

1r
0 22
Si f y g son funciones reales de clase C' en un conjunto abierto conexo S del plano, de-
mostrar que Sﬁ rfVgdr = —¢ rgV f-dr, para toda curva de Jordan I' regular a trozos
contenida en S.
Soluciéon Se tiene que el producto fg es de clase C' sobre S,

por lo que el campo vectorial V(fg) = fVg+ gV f cumple que
¢FV(fg)-dr = 0, pues la curva de Jordan I' es cerrada. Asi

‘O}

tenemos que:

gﬁpwfg)-dr =gﬁr<fv9 + gV f)dr =0 =>g§rfv9-dr - —gﬁrgw-dr.

Sean u, v funciones de R? en R de clase C? en un abierto conexo S del plano. Sea R una

region de S limitada por la curva Jordan I' regular a trozos. Demostrar que:

1) ggruv dr +uvdy =

JGE-5) (G- 5) y
i () ies (ol - &
// < 525y ”a(fgy) dady. I
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Solucion

i) Dado que se tienen las hipétesis del Teorema de Green, llamando P = Q = uv se tiene:

¢puvd:c—|—uvdy //<8—Q—8—P>dd //( 3u u?—v?)dxdy
) Y
ou Ou ov Ov
—//<”(%‘a—y)+“<%‘a—y))dmy'
R

ii) Denotando P = vaz e vQ= @ — 8“ , se tiene por la férmula de Green:
1 Ju 81} 81} 8u 3@ 8P _
/ / ou Bv 0% v Ou 0%u 5)11 ou 0%u ou v 0%v
-—— Ve —— — V= + — — tu dxdy =
ox 8y 3x8y Oz Oy Oxdy Oy Ox Oxdy Oy Ox dzdy dy

0% 0°u
2 // <u dzdy Bzvay) dedy.
R

Si f(x,y) = (Q(x,y), —P(z,y)) es de la clase C' sobre un abierto S C R? y si I una curva
contenida en S, demostrar que / Pdr + Qdy = / f-nds, donde 7 es el vector normal a la
r r

curval'.

Solucion Sea r(t) = (z(t),y(t)), a < t < b, la representacion paramétrica de I". Recorde-

"(t

mos que/ Pdx+Qdy = / F.dr = / Hr’E ;H ds = / F-Tds, donde T es el vector tangente
r r

unitarioy F = (P, Q).

Por otro lado:

o W) @)y e [ o
Jrnas= [@.-p) T = [P iy ds = F T = [ pie+ iy

Sean f, g funciones de clase C2? en un conjunto abierto S del plano. Supongamos que R

es una region contenida en S, cuya frontera es una curva de Jordan I" regular a trozos.

Pu . Q*u

Demostrar las identidades siguientes, donde V?u = 52 5 + 6—2‘

a)¢pg%ds:/ V2gdxdy.
R

b)gﬁpfgﬁds:/ (fV2g + V f-Vg)dzdy.

c)¢ f o) ds = / (fV2g — gV?f)dxdy (férmula de Green)



102.

2.7. Férmula de Green 109

d) Si f, g son arménicas en R, verificar que:

99 45 —hrg 2L gﬁ 99 _// . gﬁ 99 4 —chp 21 44 =
¢1"f an ds —¢pg an ds, rf an ds = Vf-Vgdxdy, r an ds = 377 ds = 0.
R

Solucién
a) Sabemos que g—g = Vgm, entonces por el ejercicio 100 y

usando Green: s

gf gﬁds_¢pVgnds—¢p— dx—i—ggd ( ?
//<—+—) drdy = //Vzgdxdy.

R

_ _+99 H_ ;09 . op _ _0fdg _ 0% 0Q _ 9fdg , ,0%
b)SeaP— fa(_y,Q_fax?entonces'@_ 8@8_ fa PR or 6w8:v+f6;52

tenemos:

gﬁrf@ds_gﬁp f dx+f@d _//(———> xdy://(Vf-Vg+fV29) dx dy.

R

¢) Usando b) se tiene que:
dg 0
gﬁp (fa gaj;) dSZ/ (fV?g+V[fNg—gV’f—VfVg)dudy
R

— //(fV29 — gV?f) dady.

R

d) Si f, g son arménicas, V2 f = V2g = 0, entonces usando c) se tiene:
9g of gg 9g gg of
¢F<f3n 8n>d8_0:> of ds = pga ds.
Por b) tenemos¢pfg% ds = / (fV?g+ VfVg) dedy = //Vf~ng:cdy, pues V2g = 0.
R R

Usando a) y el hecho que V2f = V2g = 0, tenemos:
gﬁpﬁds:/ V2gdxzdy =0, pﬁds=/ V2 fdzdy = 0.
on on
R R

Seav(z,y) = (y°,z°), c>0ysear(z,y) = (z,y). Consideremos una regién plana R’ bordeada
por una curva de Jordan I" regular a trozos. Calcular div (v x r) y rot (v x r) y aplicando el

Teorema de Green, demostrar que ¢ rv x r-dw = 0, donde w es la funcién que describe la
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curval'.

Solucién Sin pérdida de generalidad, consideremos las variables y las funciones vecto-

riales como elementos de R3 i.e. v(z,y, z) = (y°,2¢,0), r = (z,y,0), entonces:

i j k
vxr=| ge oz 0 |= (0,05 —2) = rot (v x 1) = (c+ (¥ 2°,0) = (¢ + Lv,
T Y 0

por lo quediv(v xr) = (¢c+1)(04+0+0) = 0. Ademésggpv X

r-dw =g§pv x r-tds = 0, ya que: r

vxrt=(0,0y —2T).(t;,t2,0) = 0.

Definiendo v x r = (P, @, R) y aplicando Green se tiene:

¢1"V X r-dw :gﬁFde +0dy + (ytt — 2t1)dz :gﬁFde + 0dy

:Z/(Z_i —%) dacdy:R/l/(O—O)dxdyzo.

Demostrar que el teorema de Green puede expresarse en la forma:

//(rot v)-kdzdy :ggpv-tds,

R

donde t es el vector unitario tangente a I y s es la longitud del arco.

Solucién Tomemos v(z,y, z) — (P(x,y), Q(z,1),0), rot v = (0,0, 22 _ 9P '+ _ (4.4 0)
IR s Y ) ) ) ) s Uy 8(17 8? ) IR )

dr = (dz,dy,0), v-tds = v-dr = Pdz + Q) dy, entonces:

ggpv-tds :¢1"V'dr :¢de:v + Qdy = //(g—cj — 2—5) dzdy = //rot v-kdxdy.
R R

Una region R esta limitada por una curva de Jordan, regular a trozos I'. Se conocen los
momentos de inercia de R alrededor de los ejes x e y que valen respectivamente a y b.

Calcular la integral de linea¢ rVrt.m ds, en funcién de a y b.

En laintegral r = (x,y), r = ||r|, n representa el vector unitario normal exterioraI'y s es
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la longitud de arco. La curva se recorre en el sentido contrario a las agujas del reloj.

Solucién Se tiene que Vr* = 472 (x,y) y V2(r*) = 1222 + 12y2 = 122, entonces:

4
¢FV(T4)-7] ds :¢p%%ds = //Vz(r4)d:cdy = 12//(172 +y?) dxdy
R R
= 12//x2d:cdy +12 //yzda:dy =12(a+0).

R R

Sea f un campo vectorial en el plano, dar una definicién de la integral de linea / f x dr.
r

Esta definicion debe ser tal que, pueda obtenerse como consecuencia del teorema de Green,

/rf X drzk//(divf)d:vdy.

R

la féormula siguiente:

Solucion Seaf = (P,Q,0),t = (t1,t2,0) el vector unitario tangente a la curva I". Se define
la integral / f xdr = / f x tds.
r r

De esta forma tenemos que f x t = (0,0, Pty — Qt1), entonces:

/fotds: (O,O,/F(—Q,P,O)-tds)
:k//(g—i - (— %)) dzdy :k//(divf)d:vdy.
S S

Transformar la siguiente integral curvilinea¢p Va2 +y?de + y(zy + In(x + /22 + y?)) dy,

usando la férmula de Green, donde I es la curva que limita la regién R.

Soluciéon La formula de Green establece que:

Y
I =¢FPdCL‘+Qdy = //(g—f —~ %5) dzdy, L
J .

ycomog—g=y(y+x+\/i2+y2-(l+\/w2x+y2)): z

1 — 2 y oP _ __ Y 0@ _ 9P _ o
y(y-i— m) = + W, —65 = \/TTyQ’ entonces O —65 = y“ y tenemos
Im://yzd:rdy.
R

Usando el Teorema de Green, calcular las siguientes integrales curvilineas:
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a) g§p2(:v2 +y?)dz + (z + y)?dy, T es el borde del tridangulo de vértices (1,1), (2,2), (1,3)
recorrido en el sentido positivo. Verificar el resultado calculando la integral directamente.
b)¢ r —x?ydx + 2y? dy, T es la circunferencia x2? 4 32 = a recorrida en el sentido contrario
a las agujas del reloj. Verificar el resultado directamente.

c) Sﬁ r(z + y)dr — (x — y)dy, T es la curva que une los puntos A(1,0) y B(2,3) por una

parabola cuyo eje es el eje y, y la cuerda BA. Verificar el resultado directamente.

d) S]fpew (y?dx + (1 + xy)dy), I' es una curva que une los puntos A y B situados sobre el

eje x y el segmento AB, de modo que el area limitada por I" es igual a R.

Solucién

. 8@ Y
a) Se tiene que _6_ = 4y, = 2(z 4 y), por lo tanto r y==
% %5 = 2(z — y) y tenemos:

—xz+4
// x—y d:vdy—/ (/ 2(x—y)dy>d:v= y+z=4
—x+4

2 2 2
/ (2zy — y?) dx = —/ (4% — 162 + 16)dz = —4/ (x —2)%de = —3(z — 2)3’ =
1 x 1 1

40— (1)) = —4

Por otro lado:
2 1 1
¢p2($2+y2)dx+(x+y)2dy:/ (4x2+4x2)dx+/ 2(x2+(4—x)2+16)d:v+/ (1+y)?dy =
1 2 3
(82— (42”160 —32416))de— L(1 1 )3’3_ (42 + 522 — 160) *_56 5256 _ _4
\ 3v Y 3 3 7373 77w

b)Sea P = —z2y, Q = 9Q %B = y? +22, entonces:

oz Y .
) 2 g _
9& 22ydx + zy dy—//(x +y?)drdy = Y .
R
27 a a
/ (/ r3d7°) df = 27&7‘4’ = %wa‘l. K/
0 0 0

Por otro lado parametrizando la curva I" con z = acost, y = asent, 0 < t < 27, tenemos

que ' = asent, y' = acost, por lo que:

2 4 2
gﬁp — 2?ydr + vy’ dx = / (a*sen?tcos? t + a* sen?t cos? t)dt = aZ / sen?(2t)2dt =
0 0
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ME]

1ag [ Fon? — 9g% 2 —oggtlm _ 1 4
70 8/0 sen (2t)2dt_2a/0 sen udu—2a22_27ra.

c)Enestecason:c—i—y,Q:—:c—i—y,%% zl,g—g =—1yg—§—%§:—2.
La parabola se escribe y = az? + b, y(1) = 0 = a + b,
y(2) =3—4a+b=a=1,b= —1. Ademas larecta AB
se escribe y = 3z + b, y(1) =0=3+b = b= —-3. De

esta manera tenemos que:

gﬁr(ﬂy)dw—(w—y)dy = //—2dwdy = —2/12 (/513 dy) do = —2/12(3x—3—x2+1)d:c =
R

2

2
_2/ (32— 2>~ 2)do = 2 (327 Ja* ~20) | = 2 (6~ 3 —4—d+Lr2) =}
1

1

Por otro lado, calculando la integral directamente tenemos:

2 1
gﬁp(x—i—y)dx—(:v—y)dy:/ (2:63—:102—:10—1)d:v+/(6x—6)dw=%—3=—%.
1 2

r
d) Sea P = y?e, Q = (1 +xy)e™¥, %g = xe™y? + 2ye™V,
R
g—g = ye™ (1 + zy) + ye™ = 2ye™ + xye”?, por lo que
g—Q - %E =0, es decir: @
T Y ' A B
ggpe”(fd:v + (1 4+2y)dy) = //Od:vdy =0.
R
. xdy —ydz .
Calcular la integral . examinando dos casos:
a) el origen (0,0) esta fuera de la curva T,
b) cuando la curva rodea n veces el origen (0, 0).
. __ Y _ T . y
Solucion Sea P = g Q= T entonces: -
op @4yt -2® 2 -y
65 (x2 i y2)2 (I2 i y2)2 :
0Q 4y —2u® 22—y Py
or - (.IQ +y2)2 - (IQ +y2)2 - (IQ +y2)2‘ | T

r

a)Si(0,0)¢R,/%://Odazdy:u
R
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b) Si (0,0) € R, tomamos como regiéon R\C,,((0,0),¢€), 0 < e < 1, donde C,,((0,0),¢€) es el
circulo de centro (0,0) y radio €, recorrido n veces. El valor de € se escoge suficientemente
pequeino para que no corte la curva I'. Asi tenemos:

rzdy — ydz _ xdy yd:z: oQ or B B
ggFixz T2 ¢Cn 22 ¥ o2 By drdy = Odxdy =0 =
R

\Cn

xdy — ydx xdy — ydx 2 e2(cos? t + sen? t)dt
r—o. .2 Yo 3 .3 = 2 = 2mn.
5+ y = +y 0 €

Demostrar que si I' es una curva cerrada, entonces Sﬁ rcos(z,n)ds = 0, donde R es la

longitud de arco y 1 es la normal exterior.

Solucion Si consideramos el recorrido positivo tenemos que T =n
dy
cos(z,n) = cos(y, T) = a5 entonces: r

ggpcos(:r,n)ds :¢p%ds:¢pdy20. | L

Usando la férmula de Green, determinar la integral I = S]f r(xzcos(z,n) + ysen(z,n))ds,

donde s es la longitud de arco y n es la normal exterior a la curva .

Solucion Se tiene que sen(x,m) = —cos(z,T) = —%.
Ademas cos(z,n) = cos(y, T) = %, entonces: Y

ol 32~ F
//(1+1)d:vdy:2|R|. i

Calcular la integral ¢ r— + y , tomada sobre el borde del cuadrado con vértices (1,0),

(0,1), (—1,0), (0,—1), en el sentido contrario a las agujas del reloj.

Solucion
da:—dy 2d:c d:v—dx+ OM_‘_
'z Ffy 0 2z + 1 o, 1

! dr — dx
/ 2r—1 _217’0 - 217’71 = -2 —(=2(-1)) = -4 />+y—1
0
r+y=-—1

2 Q('rvy) =

Sean S = {(z,y) € R?/2% + 3> > 0}, P(z,y) =

Y —x
r
Tty 71 en Syseal una
curva de Jordan regular a trozos contenida en S.
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i) Si (0,0) es interior a I, demostrar que la integral gﬁ rPdx + Qdy toma el valor +27 y

analizar cuando el signo es positivo.
ii) Calcular el valor de la integral / Pdzx + Qdy, cuando (0,0) es exterior a I'.
r

Solucién
i) Sea IV la curva (cosf,senf), 0 < 6 < 27, entonces

1 S
por el teorema de invariancia de la integral de linea Y
r
_ op _ 0Q
Sﬁp Pdx + Qdy —ggde:r—i-Qdy, pues = o en p/ﬁ
S abierto y conexo. De esta forma tenemos que si IV es é)) %
la circunferencia de centro (0,0) y radio 1:

2m 2
gﬁp/de +Qdy = / (senf(—senf) + (— cosh) cos 6)do = —/ df = —2m
0 0

En el caso en que la parametrizacion se efectia de manera negativa i.e. (cosf, —sen6),

0 <60 < 2m, se tiene:

27
Pdz+ Qdy = / (—senf(—senf) + (— cos)(— cos 9))dd = 2.
r 0

La integral es 27 cuando el recorrido se efectia en el mismo sentido que el movimiento de

las agujas del reloj.

i) Si (0,0) es exterior a la curva I" que contiene la region R se tiene:

gﬁrpdl'-i-Qdy—// a_cg_a_z; d dy://xz_(:fQ;(yx)_y)dxdy—O
R

Sean r = (z,y), r = ||r]| y f(z,y) = <%oyg_r,_6g>§r>, para r > 0. Sea I" una curva de

Jordan regular a trozos situada en el anillo 1 < 22 + y? < 25. Determinar todos los valores

posibles de la integral de linea de f a lo largo de I'.

Solucion Es claro, por el teorema de invariancia de la in-

tegral de linea, que hay sélo dos valores +2m, si la curva I’ % :\

encierra a (0,0), o vale 0 si la curva I" no encierra a (0,0), pues

dlogr vy _Ologr
dy 2 +y* ox

= xz_fyg (ver ejercicio 112).
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Una regién conexa con un sélo agujero se llama doblemente conexa (el anillo 1 <z2+y? <25

es un ejemplo). Si Py Q son de clase C' en una regién abierta R doblemente conexa y

si %5 = @, en todo R, ;cuantos valores distintos posibles existen para las integrales

ox

Pdzr + Qdy, donde T es una curva de Jordan regular a trozos en R?
r

Solucion SeanI”y v las fronteras de la regién R de modo que y

la curva ~y esté contenida en la regién contenida por I".

Si P, Q est4an definidas de R? en R y son tales que no tienen

discontinuidades en la regiéon encerrada por v, se tiene que

¢FPd$C + Qdy =0.
Si hay discontinuidades en el interior de ~, la integral ()) r Pdx + Qdy puede tomar dos

valores segun el sentido de orientacion de la curva T,
Si P, @ tienen discontinuidades en el interior de v, pero I' no encierra a -, tenemos que
91§Fde 4+ Qdy = 0.

Finalmente, los distintos valores que pueden tomar las integrales de linea / Pdz + Qdy,
r

donde I' es una curva de Jordan en R, son tres.

Resolver el ejercicio 114 para regiones triplemente conexas, es decir regiones planas con

dos agujeros solamente.

Solucién  Aplicando el Teorema de Green para re-

giones multiplemente conexas tenemos ¢ rPdx + Qdy —

Z¢kad$€ +Qdy = // (6_P - @> dxdy = 0. De esta

manera tenemos que si I" es una curva de Jordan en R re-

gular a trozos puede suceder lo siguiente:

a) I'” no contiene a I'; ni a I'y, por lo queggp/de + Qdy =0.
5@

b) IV contiene a I'; solamente _6_ —~ continuas en la region contenida en I';, por lo que

ggF/Pd:c + Qdy :¢F1Pd17 +Qdy =0.
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¢) I'V contiene a I'; solamente, con %%, %—g con discontinuidades en la regién contenida en

T'y, por lo que¢p/Pd:v + Qdy =¢F1de + Qdy =0 o +a.

d) I'V contiene a I's solamente, con %5, g—g continuas en la region contenida en I';, por lo
que¢p/Pd:c + Qdy :¢F2Pd:17 + Qdy = 0.
opP 0Q

e) IV contiene a I's solamente, con I o discontinuas en la region contenida en I's, por

lo que¢dea: + Qdy :¢F2Pd:z: + Qdy =0 o £b.

f) I'” contiene a I'; y I's, con g—g, %—]; continuas en I'; y discontinuidad en el interior de I's,
por lo queggp/de + Qdy =¢F1de + Qdy + Pdr+Qdy=0+b=+b0o0+0=0.
s
g) IV contiene a I'; y I's, con 92 Oy discontinuas en I'; y continuas en el interior de I's,
por lo que¢p/de + Qdy =¢F1Pd:c + Qdy +¢p2de +Qdy=04+0=000+a=+a.
2Q

h) IV contiene a I'; y I's, con Dy

interior de I', por lo queggdex—i- Qdy =(Pr,Pdx+ Qdy +(Pr,Pdz +Qdy=0+0=00

, %5 discontinuas en el interior de I'; y discontinuas en el

t+a+00+tb+00a+bo—a—b.

En conclusion hay 7 maneras distintas. Observe que a — b 0 —a + b no es permitido pues
I’y y I'3 tienen siempre el mismo sentido (o signo) y que las curvas en forma de 8 no se

permiten.

Sean P, @ funciones de clase C' tales que %% = %—g en todo punto excepto en tres puntos.
Sean I'1, 'y, I's tres circulos como se muestra en la figura adjunta y sea I, = Sﬁ r,Pdr +
Qdy. Supongamos que I; = 12, I, = 10, I3 = 15.

a) Determinar el valor / Pdr + Qdy, siendo T" la curva en
T Iy

forma de ocho. Q

b) Dibujar otra curva cerrada I" a lo largo de la cual / Pdx +
Qdy = 1. Indicar en el dibujo el sentido en que recorre el

camino.

¢)Sil; =12,1, =9, I3 = 15, demostrar que no existe camino cerrado alguno I" a lo largo

del cual/Pda:+Qdy:1.
r



117.

118 Capitulo 2. Ejercicios de integrales de linea

Solucion

a) Consideremos la curva I = I} UTY% como en el grafico, entonces:

¢de:c+Qdy=/ Pd:c—i—Qdy:/
Uty r

b) —2I; + I, + I3 = 1. Se dan dos vueltas alrededor de I'; en sentido contrario, mas una

Pd:v—i—Qdy—i—/ Pdr+ Qdy=12—-15= -3.

’ /
1 F2

vuelta a I';, mas una vuelta a I's.

c¢) Si existen a, b, ¢ € Z tales que 12a + 90 + 15¢ = 1, entonces

hay dos casos para analizar: 9b par y 15¢ impar 6 9b impar y @@

15¢ par.

Si 9b par y 15¢ impar, entonces 12a + 9b + 15¢ = 1 = 12a + 18V’ +30¢' + 15 = 1 =
2(6a4+9V' +15¢ +7)+1=1= 6a+ 9’ +15¢' +7=0 = 3(2a+ 3V’ +5¢ +2) + 1 = 0, pero
2a + 3V 4 5¢ + 2 € Z y se concluye que 2a + 30’ + 5¢' + 2 = —% que es una contradiccién.

De manera similar se analiza el caso 9b impar y 15¢ par.

Finalmente tenemos que no existen enteros a, by c tales que 12a + 9b + 15¢ = 1.

1 1 1
(x—1)2+y2+x2+y2+ (z+1)2 +y?

Sea I}, = / Pdx 4+ Qdy, donde P(z,y) = —y y
Ty
r—1 x z+1
o) = s T T v+

ferencia menor 22 + y? = % (con el sentido contrario al de las agujas del reloj), I's es la

. En la figura adjunta I'; es la circun-

circunferencia mayor 22 4 y? = 4 (con el sentido contrario al de las agujas del reloj) y I's
es la curva unién de las tres circunferencias v, : (z — 1)2 +¢? = 1, 10 1 22 + 9% =
v3 o (z+1)2 492 = i, dibujadas en los sentidos que se indican en la figura. Si I, = 67 e

I3 = 27, hallar el valor de I;.

Q

.. . OP
Solucién Primeramente observemos que — =

—. En efi :
3y B n efecto
Yy
or 1 PR N 1 -
y— @-12+2 22+ @+ 1)ty RN\
Y1 x
(z+1)2+9%)* (22 +9y?)?  ((z+1)2+y?)? x@/@}\y
Y= (z 1) N y? — @’ Y — (z+1)
(@ —12492)2  (@2+92)?  (z+1)2+92)?
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0Q (z+1)*+y*—20@—-1D(@—-1)  22+y>—22? (z4+1)?+y*—2(x+1)?
O ((z=1)*+y?)? (@ +y?)? (x+1)%+y°
y? — (z - 1) y? —a? y? — (z+ 1)
T @D @ (@ D)2 )
Asi, por la formula de Green se tiene:

0://(‘2—2—%—5) d:cdy:/r Pd:c—i—Qdy—zB:/ Pdx +Qdy =
) >

=1

67T—(27T—/ Pdz + Qdy + 27), o sea —/ Pdw—i—Qdy:/ Pdr + Qdy = I; = 2.
Y2 Y2 Iy

Calcular el area de las figuras limitadas por las siguientes curvas:

a) la elipse x = acost, y = bsent. b) la astroide x = acos®t, y = asen3t.
c) la cardioide x = a(2 cost — cos 2t), y = a(2sent — sen 2t).

d) el lazo del folio de Descartes z3 + y® — 3azy = 0, a > 0.

e) la curva (z + y)? = axy.

Solucioén

y
21 b
a) Area= %ggpxdy —yde =1 / (ab cos? t + absen? t)dt = /_‘X
0 T

27
%ab/ dt = mab.
0

b) En este caso zy’' —yx’ = 3a? cos* t sen? t+3a? sen* t cos? t = 3a? sen? t cos? t(sen? t +cos? t) =

3a2sen? tcos? t = 2a2 sen? 2t.
1

2
Area = %¢ xdy —ydr = %/ (xy’ — ya')dt Y
0 a
2m %
= i/ 3a%sen? 2t(2dt) = %cﬂ/ sen? 2¢(2dt) /\\
0 0 —a a
_3 2 2 2 _ 3 21w _3__ 2
—2a/0 sen udu—2a22—8ﬂ'a. \/
¢) Para el cardioide zy’ — yz’ = a?[(2cost — cos2t)(2cost —

2cos2t) 4+ (2sent — sen2t)(2sent — 2sen2t) | =

a®[4cos’t — 2costcos2t — 4costcos2t + 2cos® 2t + 4sen®t —

L)
NID)

4sentsen2t — 2sentsen2t + 2sen? 2t | =
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a®(6—6 cost cos 2t —6sent sen 2t) = 6a(1—cost(cos? t—sen? t) —2sen? t cost) = 6a(1—cost)?,

2
entonces Area = l¢pxdy —ydr =1 / 6a%(1 — cost)?dt = 3a%(2m — 0) = 6ma>.
0

2 2

Y T

d) Usemos la representaciéon paramétrica del folio de 0
_ _3at _ 3at?® .
Descartes © = =t s el lazo corresponde a AN .
t €[0,4+o0[. Como y = xt se tiene que zy’ — yr’ = x-2't + '*X\
<
-

2% — z-2't = 22, es decir: o
L _1 _ 1 [T 9422 3o [T 324t _ 3 o 371‘00732
Area = #pxdy ydr = 2/0 7(1+t3)2dt_ 50 e 5a”(1+17) , = 5o
Otra manera de enfocarlo, es usando la formula Area = %gﬁ x%d (%) que nos lleva al

mismo valor.

. . .. . YA 3=
e) La curva asi definida no nos queda claro la regién donde esta (@+y)” = azy N
Ay
<N

definida. Para simplificar consideremos el cambio de variable

u=x+y,v=1c—y, entoncesz = S(u+v),y=2(u—v)yla

ecuacion de la curva se transforma en u3 = %(u2 —v?), es decir z
= +u|\/1 - 4 1-4y>0,1 implica u < ¢
v = =|ul — gt conl—gu>0,loqueimplicau < 7. N

Graficando tenemos que la curva, es de la forma que aparece
en la figura i.e. la region que nos interesa es para 0 < u < %.
Observemos que con este cambio de variable de (z,y) a (u,v)

lo que hicimos fue rotar los ejes (z,y) a (u,v) de modo que se

simplificara el término x + y y pasarlo a u.

De esta manera tenemos que siy = zy/1 — %x:

2 4 2 4
B e o 1N e PR L (BT
xy—ywzac( 1—ax+74)—:v l—gz=x 2 =
a \/1_617

222

&l 4 a
1 ,s1y>0y0§:v§4.
a\/l—a
2
Siy = —=z 1—%1: (parte inferior de la curva), xy’ — yx’ = 2 g << %,

a\/l—%x
0 2 a/4 9
(/ 7—2x4 dx—l—/ D : dx) =
o/t a1 —gx O ay/1-gz

por lo tanto, Area = %¢ redy — ydx =

No|—
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a/4 9
R 1 S I B [ P e
\V1-Zz
a

a-
30°

Observemos que se pudo usar la férmula:

P a/4 0
Area:—¢pyd:1::— < ; —xw/l—%xdm—l—/ﬂxa/l—%xdm) =

a/4 a/4 1
2/0 x\/l—%xdx 2- 16/ %x\/l—%xd(%x) = %aQ/O a(l— )% de = La?B(2,3) =
L POT) 1) e
8 @) 8 5551“(5) 81 30
Una circunferencia de radio b rueda sin resbalar sobre otra N

circunferencia fija de radio a, por fuera de la misma. Supon-
gamos que % €IN*, entonces determinar el area limitada por la
curva (epicicloide) que describe un punto fijo sobre la circun-

ferencia de radio b al rodar sobre la circunferencia de radio a.

Analizar el caso en que a = b (cardioide).

Solucién Las ecuaciones paramétricas de la curva son & = (a + b)cost — bcos & —li)_ bt,
y = (a+ b)sent — bsen & —li)_ bt, 0 < t < 2m, que es el ciclo de la epicicloide ya que _zi— b

@41=n+1€eN.

b
Asi tenemos 2y’ — yz’ = —(a + b)(a + 2b)(cost cos & 2’ bt | sentsen ® _ZL— by _ 1), por lo que:

2
Area = %¢pxdy —ydx = %/ —(a+ b)(a+ 2b) (costcos a —IL_ bt 1 sentsen & —IL— by 1) dt =
0

%(a + b)(a + 2b)27r + 0 = 7(a + b)(a + 2b), usando el hecho de que % =ne€Nyque
cosacos B = 1 (cos(a — B) + cos(a + ), senasen 8 = $ (sen(a — 3) + sen(a + B))

Sia =b, el area es 6ma>.
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Una circunferencia de radio b rueda sin resbalar por otra cir-
cunferencia fija de radio a permaneciendo dentro de ella, de
modo que % € N*. Calcular el area limitada por la curva
(hipocicloide) descrita por un punto fijo de la circunferencia

movil al rodar dentro de la circunferencia de radio b.

Analizar el caso particular en que a = % (astroide).

Solucion Las ecuaciones paramétricas que describen el movimiento, estan dada por

a—>b
b

a—2>

b t.

x = (a —b)cost + bcos t,y = (a —b)sent — bsen
Notemos que son las mismas ecuaciones del epicicloide sustituyendo b por —b. Tomando en
cuenta esta observacion, la expresion del xy’ — yx’ del hipocicloide es la misma expresién

que el epicicloide sustituyendo b por —b (verificarlo):

a—2> a—>b
t —sentsen

zy’ —yx’ = —(a — 2b)(a — b)(cost cos t—1).

Asi tenemos que:

Area=

2
/ —(a —2b)(a — b)(cost cos & _[i_ by sentsen & ; by 1)dt
0

%
=1(a—b)(a—2b)21+0=m(a—b)(a — 2b),

ya que cos a cos 8 = $(cos(a— 3) +cos(a+ 3)), senasen B = §(sen(a— 3) +sen(a + B)) y que

a

2 eN.

b

b L1y Aren — 7la3q — 31g2
Sib= ;a,Area = n5a-7a = gma’.

Transformar las integrales de linea tomadas a lo largo de las curvas cerradas T, en el
sentido positivo, en las integrales dobles sobre los dominios limitados por estos contornos:
a)¢p (1 — :cz)yda: + a:(l + IQ)dy.
b) ¢1" (emy + 2x cos y) dx + (emy — 2% sen y)dy.
Solucién

oQ

a) Tomando P = (1 — 2?)y, Q = z(1 + y?), entonces %5 =1-—2a2, 5 = 1+ 4?2, con lo cual
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tenemos:

ggr(l —at)yde + x(1+y?)dy = //(x2 +y*)dz dy.

b) Sea P = e®¥ 4+ 2z cosy, Q = e*¥ — 22 seny, entonces %—]yj = ze™ — 2z seny, (?9_? = ye™ —

22 seny, por lo tanto:

Sﬁl" (e”¥ + 2z cosy)dz + (e — x? seny)dy = //(y —z)e™ dxdy.
5

Calcular la integralggp (1—2?)ydz+2(14y?)dy, donde I es la circunferencia 22 + y* = a?,

directamente y aplicando la formula de Green.

Solucion Tomando la parametrizacion z = acost, y = asent, 0 < t < 27, entonces:
/ (1 — xz)yd:c + a:(l + yQ)dy =
r
27
/ ((1 — a?cos? t)asent( — asent) + acost(l + a2 sen? t)acos t)dt =
0

27 27
4 24(1 — cos? 2 —geA(ml _ml3) _ 1 .4
4a /0 2 cos t(l cos t)dt—i—a /0 cos2tdt = 8a ( 9 224) aTat

Por otro lado:

2m a 4
/ (1 — :cz)ydy—l-x(l +y2)dy = //(:c2 +y2)d:cdy :/ (/ r3dr> do = 277% = %71'0,4.
r 0 0
5

2

2
Calcular la integral /F(:cy + 2+ y)dx + (xy + © — y)dy, donde T es la elipse % +4L =1

b2
y cuando I es la circunferencia z? + y? = ax. La integral debe calcularse directamente y

usando la férmula de Green.

Solucion
b
r
a) Usando la parametrizacion x = acost, y = bsent, tenemos: /_I-\ "

[t o4 o+ oy o - y)dy =
r
2
/ ((absentcost +acost+ bsent)(—asent) + (absentcost + acost — bsent)bcost)dt =
0

27
/ (—a*bsen?tcost — a?sentcost — absen® ¢t + ab? sent cos® t — b?sent cost + abcos® t)dt =
0

2m 2m 2 2m
—azb/ sen2tcostdt—ab2/ cos?(—sent)dt— (a2+b2)/ sentcostdt+ab/ cos 2tdt =
0 0 0 0

0+0+0+0=0.
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Usando la formula de Green tenemos:

/F(xy—l—x—l-y)dx—l-(a?y—l—x—y)dy://(y—l—l—(x—i—l))dxdy://(y—x)da:dy:
R R

2 1 1 2
/ (/ (brsent — ar cos t)abrdr) dt = ab/ (/ (brsent — ar cos t)dt) rdr =
0 0 0o \Jo

1
ab/ 0-rdr = 0.
0

b) La circunferencia se escribe r = acosf, —5 < 0 < 3,

entonces © = rcosf = acos? 6, y = rsenf = asenf cosb,

por lo tanto: 2 a,

/F(xy+x+y)dx+(xy+x_y)dy: w
/

B

{(a2 cos? @ send + a cos® 6 + asen 6 cos ) (—2a cos O sen ) +

(SIE]

(a? cos® O sen 6 4 a cos? 6 — asen 6 cos ) a(cos? § — sen? 9)} df =

™

2 2 2
-2 lag/ B cos? @ sen? 0dO + a2/ W cos® @sen 0df + a2/ W sen? 0 cos? 0 df

2 2 -2

+

s

2 2 2 2
a3/ﬁcos595en9d9—a3/ﬁcos39sen39d9+a2/ﬁcos46‘d9—a2/ﬁcos26‘sen26‘d9+
-2 -2 -2 -2

3 5
aQ/Trsen390059d9—a2/ﬁcos39sen9d6‘=

2 2
2 2 2
—2a3-2/ (00549—cos6 9)&59—3@2/7r sen? 0 cos? 9d9—l—a2/7T cos? 0d6 =
0 -2 2
437131 5y _aoml(;_ 3 oml13 _  3dma®l _ _1_ 3
4’553 (1-5) =3a®55(1 - 3) +a’555 = =45 = —g7

Usando la formula de Green tenemos:

z acosf
/(xy—l—:v—l—y)dw—i—(xy—i—x—y)dy: //(y—:v)d:vdy = /2 </ (sen@—cosﬁ)r2dr> df =
r Z \Jo
R 2

/

N

1

1 2 2 1.3 1
—a?’cos?’ﬁ(senﬁ—cosﬁ)dﬁz—a3 0—2/ cos* 0d6 =——a3E—:——a37T.
3 3 0 3 8

(NE]

Demostrar que la integral / (y2a® + e¥)dx + (zy® + eV — 2y)dy es igual a cero, si I es una
r

curva cerrada simétrica respecto al eje y.
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Solucién Sea P(x) = y*r3+eY, Q(z,y) = 2y° +xe¥ —2y, g
0
entonces a—g — %5 =3 +e¥ —2yx® —e¥ =y — 2yx3, por
lo tanto la simetria respecto al eje y implica que
o(z,y) = y® — 2yx3, satisface p(x, —y) = —¢(z,y) y la integral sobre la region encerrada R

B pre(z) B
es nula, pues / Pdx 4+ Qdy = / / o(z,y)dydx = / 0dx = 0.
r a J—p(z) a

Recuerde que una funcién impar tiene integral nula sobre intervalos de la forma [ —a, a].

Usando la formula de Green, calcular la diferencia entre I; = / (x +y)2de — (z —y)?dy e
Iy

I, = / (x + y)?dr — (v — y)?dy, donde I'; es un segmento de la recta que une los puntos
2

(0,0) y (1,1) y I's es el arco de la parabola y = 2.

Solucién Tenemos que:

11—Ig://(—2(x—y)—2(a:+y))dxdy://4:17da:dy
R R
—/01</;4xdy>d:c—4/01:cy

z 1
Z2dx—4/0 (xz—:c3)d:c
_4(1 1) _ 1
=1(3-1) =%

Demostrar que el valor de la integral / (2zy — y)dz + 22 dy, donde T es la curva cerrada,
r

es igual al area del dominio limitado por esta curva.
)

r
Solucién En este caso, /(2:cy —y)dz + 2% dy =
r
//(2:6—29c+1)dxdy://d:vdy:|R|. .
R R

Demostrar que la integral / o(y)dz+ [:vcp’ (y) +:v3] dy, es igual al momento de inercia triple
r
de una figura plana homogénea limitada por el contorno I', respecto al eje de ordenadas,

donde ¢ es de clase C'.

Solucion Se tiene que:
/ e(y)dz + [z (y) + 23] dy = //(go’(y) +32% — ¢'(y))dady = 3//:52 dxdy = 31,.
r
R R

Calcular el area de las figuras limitadas por las curvas cerradas, usando la integral de
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linea:

a) (z+y)* =22y b) (x2 + y2)2 = 2a? (:102 — y2) c) (\/E + \/y) 12 _
Solucion

a) Parametricemos la curva, con la sustitucién % = u, entonces

4 _ .4 Yva _ 2 i _ U

, para u € R.

2
— u
YT
Cuando u €0, +oco [ genera la curva I sobre la cual vamos a calcular la region que encierra.
Enlos intervalos | —1,0[y ] —oo, —1], se generan las otras dos ramas de la grafica. Ademas,

r_ —3u—1 /7_2'“(”_1) /o I u? _ 1 _ 2 1
SO ) R (s ) L S vt L s ) L (7R s A Ty

para u € [0, +oo [. Asi tenemos que:

" oo 2 oo
Area— 1 d_dzlf u_d:;/(l_z Lo )d
ea 2¢ny V=9 ) w+ P72 ), \w+ ¥ @w+07 " w+1o)
=3~ o + 3 — 5 )‘“:1424
2\ (w+1)7 "3w+1)° Bu+1)p/lo 2105 210
b) La lemniscata de Bernoulli con la sustitucion u = %, se
V1= W/ —_ p)
escribe: z = i\/_a 1 u , Y \/_au 1-u , Jul < 1.
2au(u” — 3 a(3u? -1
Ademas, 2’ = + \/_ ( ) y =F \/_( )Q,por

\/1—u2(u +1)2’ \/1—u2(u +1)

lo que el area es (dos veces por razones de simetria):

1 1 2a°(1 - u?) / Y 902du / b2
dy — ydr = 1.2 du= [ —20°du_ d
2¢Fx y y X = 2 ‘/_ (u + 1)2_ U . (u2 + 1) . u2 + 1 U

1
( 7:_ T + arctan u) — 2¢? arctan u} =

¢) En este caso usamos la sustitucién y = 2t?, >0, y >0,

7\ 12 7\ 12 r
entonces x6(1+\/;) :xy:>x4(1+\/;) =5 =a'=
£ 2| 2/t

A+ = a+ep™ Y = T+ e® 575
216

De esta manera vemos que el grafico es el mismo para¢€]—o0o0,0]0¢€[0,+oo[. Usaremos

5 3
Vi ¢3 , 5t—1 ,_ t2(t—5)

el intervalo [O,+OO[1.e. T = (1+t)3’y7 (1+t)3,$ = —m,y = —W.
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Asi el area es:

Aren — 1, o[ 1 [T 2 4 2
Area_2g§pxdy yde 2/0 (t+1)5dt 2/0 ((t+1)6 (t+1)5+(t+1)4)dt
1
2

_%(_S(t—?-l)5+ S e

(t+1)*  3(t+1)3
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Capitulo 3

Ejercicios de integrales de superficie

3.1 Teoria de campos

. a) Determinar las superficies de nivel del campo escalar U = f(r), donde r = /22 + y2 + 22.
¢(Cuales son las superficies de nivel del campo U = g(p), donde p = /22 + y2?

b) Determinar las superficies de nivel del campo escalar U = arcsen \/ﬁ
Solucién

a) Si U = f(r) = ¢, constante tenemos que si existen varios valores de r = «, tales que

f(a) = ¢, entonces r = \/x2 + y2 + 22 = « son esferas concéntricas de radio «.

SiU = f(p) = ¢, p = /2% + y2, se tiene que si existe & de modo que f(a) = ¢, a = p =

v/ 2?2 + y2, tenemos cilindros.

b) Si U = arcsen ——=—— = ¢, se tiene que o = senc = —=2——, 0sea z = a/22 + y2 es
/ZC2 + y2 a /1'2 + y2 Yy

un cono.

. a) Demostrar que las lineas vectoriales del campo vectorial f(x,y,z) = c, donde ¢ es un

vector constante, son rectas paralelas al vector c.

b) Determinar las lineas vectoriales del campo F(z,y,z2) = (—wy,wz,0), donde w es una

constante.
Solucidén
a) Se debe tener que r'(t) = f(r(t)) = c = 2'(t) = 1, y'(t) = 2, 2/ (t) = cg i.e. x(t) = ct + a,

129
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con a vector arbitrario.

b) Se tiene que 2/(t) = —wy(t), ¥'(t) = wz(t), 2'(t) = 0, ya que r'(t) = f(r(t)), entonces
y'(t) = —w?y(t), 2" (t) = —w?z(t), 2 = ¢, 0 sea y(t) = asenwt, z(t) = acoswt, z = ¢ =

x2+y2=a2,z:c.

3. Sean u, v campos escalares de clase C' y ¢ una funcién real derivable. Deducir las

féormulas:

a) V(au+ Bv) = aVu + Vv, donde «, 8 son constantes.
b) V(uwv) = uVv +vVu.
¢) V(u?) = 2uVu.

Vv (%) _ vVuv—2qu‘

e) V(p(u)) = ¢'(u)Vu.
Solucion

a) Sabemos que (au+ﬁv) = a——i—ﬂ o’ donde te{z,y, z}, entonces se tiene que la expresién

ot
V(au + Bv) = aVu + V.

b) Seat € {z,y, z}, entonces 9 (uwv) = Quy, 4 @u es decir V(uv) = vVu + uVo.

ot ot ot
¢) Seat € {x,y,z}, entonces gt( 3 = 2u‘?91;, por lo que V(u?) = 2uVu.
pOu _,,0v v v
9 Yot "ot u) — vVu —uVv
d) Site {x,y,z} tenemos i ( ) = ,i.e. V (U) = 2 .
e) Similarmente si t € {z,y, 2}, at((p(u)) ¢ (u )%1; — V(p(w)) = ¢ (u)Vu.

4. a) Hallar la magnitud y la direccién del gradiente del campo u = 2% + 4> + 2 — 3zyz en el
punto (2,1, 1). Determinar en qué puntos el gradiente del campo es perpendicular al eje z

y en cudles es igual a cero.

b) Calcular el Vu, si u es respectivamente igual a:

i)r ii) 72 iii) 1 iv) f(r), r = /22 + % + 22
¢) Determinar el gradiente del campo escalar v = c-r, donde c es un vector constante y

r = (z,y,2). (Cuales son las superficies de nivel de este campo y como estan situadas

respecto al vector c?
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Solucion

a) Se tiene que u(z,y, z) = 23 +1y°+ 22— 3zyz, entonces Vu = (322 —3yz, 3y —3zz, 322 —3zy),

Vu(2,1,1) = (9,-3,-3) = 3(3, -1, —1), |[Vu| =3V + 1+ 1 = 3/11.

L . ,—1,—1
La direccién del gradiente n = ”gZH _8 T ),

Si Vu-(0,0,1) = 0 <= 22 = xy i.e. en la superficie z? = ry tenemos que Vu L eje z.

2
Finalmente, Vu = (0,0,0) <= 2% = yz, y? = 12, 2% = 2y — (%) = % = y3=23=12%0

sear =y =z

: _ Yy _1 0, _ 1t
b) 1) Vr = (%,7,%) = I, pues ET— F,Slté{x,y,z}.

ii) Vr? = (2z,2y, 22) = 2r.

2(2)
i) V (%) = —%(m,y,z) = —r%r, pues —~ = _r%’ site{x,y,z}.

: _ ! —

iv) V(f(r)) = f'(r)Vr = ——=r.

¢) Se tiene que u = c1x + cay + c32, con ¢ = (¢, ca, c3), entonces Vu = (c1,¢2,¢3) = c. De
esta manera u = ¢-r = o = c1x + coy + c3z es un plano normal a ¢, es decir las superficies

de nivel son planos perpendiculares a c.

2
. a) Determinar la derivada de la funcién v = % —|— Zz + %5 en un punto (z,y, z), en la di-

reccion del vector r en ese punto. JEn qué caso esta derlvada es igual a la magnitud del

gradiente?

b) Determinar la derivada de la funciéon v = % en la direcciéon £ = (cos «, cos 3, cosvy) (En

qué caso esta derivada es igual a cero?

Solucién
2 2
a) Tenemos que u = :v_2 + z—z + %5, entonces Vu = (2—52”, %, 2—5) y por lo tanto % =
C a C
Yy z\ _ 2 Y 22\ _ o1
Vur (rvrvr) —7<p+b—z+g) = 2uz.

1/2
Ademas a“:||Vu|\<:>2 2+y—+ 2 =2 x—2+y—2+z—2 — 1 esde-
or at b 2 2 ) \x? +y?r+ 22

cir hay igual siy sélo sia = b= c, V(x,v, z) € R3.

S|

b) Como u = 5, Vu = —%(m,y,z) =Vul = —T%(:ccosa—i—ycosﬁ—l-zcos"y) = %Z-r.

ou
Y o0~
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Si%:%f-r:0<:>rJ_f.
. Sea ¢ un campo escalar de clase C! y f, g dos campos vectoriales de clase C!, con f =
(f1, f2, f3), 8 = (91, 92, g3). Deducir las formulas:
a) div (of + Bg) = adivf + Bdivg, a, B € R.
b) div (pc) = V-c, ¢ es un vector constante.
¢) div(¢f) = Ve-f + pdivf.
d) rot (af + Bg) = arot f + Brot g, a, B € R.
e) rot (¢c) = Vp x ¢, ¢ es un vector constante.

D) rot (pf) = Vo x £ + prot £.

Soluciéon
a) af + fg = 9 (af, ) = i 99: ; _

g= (afl +Bglaaf2+6927af3+ﬁg3) y como at(afz—"ﬁgz) =« ot +ﬁ ot ’ 1= 17 2737
t € {z,y, z}, entonces div (af + fg) = adiv(f) + Adiv(g).

, . 0 0 0
b) div (pc) = div(c1p, cap, c3p) = cla—i + 028_Z + 038—f =c-Vo.

. o _ Oy Oft | Op Ofs | Op 0fs _
¢) div (pf) = div (v f1, pf2, 0f3) = 8_xf1 + L + ggfz + Yy =+ WJ% + Y, =
pdivf + Ve f.

i j K
d) rot (af = 9 9 0
) rot (of + g) e 5y 5
afi +Bg1 afs+ Bg2 afs+ Bgs
i ok ik
-0 9 0 0 90 0 |—qgrotf t o
Ox Oy 0Oy + Ox 0y Oz arot f 4 frot g
afi afs afs Bg1 Bg2 Bgs
i j k i j k
t -0 9 90 |= 8_‘/7 8_‘/7 8_<P . v4 )
e) ot (i) Ooxr Oy 0z Ox Oy 0z pxce
pcr  Pe2 PC3 c1 Co c3

O oty = Qe O .
f) Sabemos que 8t((pfl) =5 fito 50 0= 1,2,3,t € {z,y, 2}, entonces:
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i ik i ik i j k
rot(pf) =| & 0 9 |= 9p Jp 09 |, <p@ 7 9 (pﬁ = Vpxf+eprot f.
or Jy 0z or Jdy 0z or TJdy "oz

oft efe ¢fs fi fo f3 fi f2 f3

. a) Calcular la div (%r)

b) Determinar la div (f) para el campo vectorial central f(z,y,z) = f (r)%r, f derivable.

Solucion

1 y T_'r_Q T_y_Z 7»__2 2(:172+y2+z2) 9
a) div (Lr) = div (%,F,%): S e - =2
bydiv(r) = div () (£.4.3)) = 2 (f0F) + & (F0)¥) + & (10%) =

=
—~
3
S~—
==
==
+
~
—~
3
S~—
=N
I
=
—
S
~—
+
~
—
S
S~—
=0

. Para cada uno de los siguientes campos vectoriales, determinar la matriz Jacobiana y

calcular el rotacional y la divergencia:

a) f(w,y,2) = (2% +yz,y° + 22,2° + 2y) b) f(z,y,2) = (22 — 3y, 3z — 2,y — 2x)
c) f(z,y,2) = (2 + seny, —z + x cosy,0) d) f(z,y, z) = (e, cos(xy), cos(rz?))
e) f(z,y,2) = (z?seny, y*sen(xz), xy sen(cos 2)).

Soluciéon Recordemos que si f = (P, @, R), entonces:

orP oP QP

Oz Ty 0z
=| 92 9@ 0Q
ox Jy 0z ’
OR OR OR
ox Jy 0z

rot f = OR _0Q 9P _9R 9Q _ 9P
65 0z’ 0z ox’ Ox 65 ’

Wwp— 0P L 9Q  0R

20z oy
a)Jr=| 2 2y ¢ |srotf=(z—2,y—y,2—-2)=(0,0,0),divf =2z + 2y + 22.

Yy x 2z
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0 -3 2
WJ=| 3 0 -1 |,rotf=(14+1,242,3+3)=(2,4,6)=2(1,2,3),divf =0+0+0=0.
-2 1 0

0 cosy 1
¢ Jt=| cosy —xzseny —1 |,rot £=(0+1,1-0,cosy—cosy) = (1,1,0),

0 0 0
divf =0—xseny +0 = —xseny.

ye*Yy re®Y 0
d)Jr=| —ysen(zy) —zsen(zy) 0 )
—2%sen(x2?) 0 —2z2sen(xz?)

rot £ = (0 — 0,0 + 22 sen(z2?), —ysen(xy) — re®) = (0, 2% sen(z2?), —y sen(zy) — ze™),
divf = ye*¥ — wsen(zy) — 2z sen(xz?).

2x seny x2cosy 0
e) Je = | —y?zcos(xz) 2ysen(zz) xy? cos(zz) )
ysen(cosz) xsen(cosz) —xyycos(cosz)sen z

rot f = (zsen(cos z) — zy? cos(w2),0 — ysen(cos 2), y?z cos(xz) — 2 cosy) =

(x sen(cos z) — zy? cos(xz), —y sen(cos 2), y?z cos(xz) — 2% cosy),

divf = 2z seny + 2y sen(zz) — xy cos(cos z) sen z.

9. a)Sir=(z,y,2)yr = |r||, calcule rot | f(r)r], donde f es una funcién derivable.
b) Sir = (x,y,2) y a es un vector constante, demostrar que rot (a x r) = 2a.
¢)Sir = (z,y,2) y r = ||r||, determinar todos los valores de n para los que div (r"r) = 0.
Solucion
a) rot (f(r)r) = f(r)rot £+ Vf(r) xr = f'(r) (%, %, %) x (z,y,2) = 0.
b) Se tiene que a x r = (a2z — asy, asx — a1z, a1y — asx) = rot (a X r) = (2a1, 2a2, 2a3) = 2a.
¢) div (r"r) = div (r"z, "y, r"z) = nr" 1 x_: +r" 4 nrnl y; +7" 4 nrnl ZT—2 +r" = nrt43r" =

(n+3)r"=0=n=-3.

10. Determinar un campo vectorial cuyo rotacional es (x,y, z), o demostrar que no existe tal
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12.
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campo.

Solucion No existe tal campo, por que si existiera f tal que rot f = (z,y, 2z), entones

div (rot f) = div(z,y,2) =14+ 1+ 1 = 3 = 0 que es imposible.
Demostrar que rot (rot f) = V(divf) — V2f, si f = (f1, fo, f3) es de clase C?.

Jy 9z’ 0z oz’ dx Oy

(52f2 CPh O PhH Pfs Pfs Pfa Pfa | Pfs Pfs Pfs 0Pfs n 62fz)
dzdy  Oy? 922 | 0x0y’ Jxdz  §2 9x2 | 0xdy’ 0x0z P2 oy? ' Oyoz
9*fr " 9*f n *f1 9*fa n O*fy | 0*fs O*fs | O*fs n 32f3) _

Ox? oy* 0227 022 oy? 0227 0z oy* 922/

V(divf) — V2f, ya que:
V(divf) = V (afl 0f af3> _

Solucién Se tiene que rot (rot (f1, f2, f3)) = rot (8f3 _0f 0K _0fs Ofs _ 8f1> =

v(dive) - ( n

o Yoy T oy

*f1 + Pfa | 0fs 52f2+ d*f1 + DPfs 9*fs  0*h + 9% f
9z ' 0xdy ' 9x0z’ 0y®> ' OxOy ' Oydz’ 9,2 ' Oxdz = Oxdy )

Demostrar la identidad V-(f xg) = g-(V xf) —£(V x g), donde f y g son campos vectoriales

diferenciables.

Solucion Se tiene que:

fxg=| f fo f3 |=(feg93—92f3,91f3 — f193, f192 — 91f2)

g1 92 93
y
V-(fxg)= %93 +f2% - %fé —gz% + %—gylj% +91%—f; - %—‘293 - f1%—gy3+
%92 + %fl - %fz —91%-

Por otro lado:

Vg (Ofs _0fr 0K _Ofs 0fs _Of
“\ Oy " 9200z 9z 9x Oy )

dgs 09 0g1  Ogs Ogp O
ng:(ai;_ﬂﬂ_ﬂﬂ_ﬂ)’
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entonces:
o 0 15) 5] 0 0
V-(f xg) =(91,92,93) (—3% - %’ % N 8—{5’ 8_{02 B 79%) a

993 992 Og1 _ 0Ogs 9g2 9Og¢
(f1: f2: f3)- < Oy 0z’ 0z ozr’ Oz Dy

=g(Vxf)—f(Vxg).
Un campo vectorial f no sera gradiente de un potencial a menos que rot f = 0. Sin embargo

es posible encontrar una funcion real y tal que uf es un gradiente.
Demostrar que si un tal ; existe, f es perpendicular a su rotacional.

Cuando el campo es bidimensional f = (P, Q)), este ejercicio nos da una condicion para que

la ecuacién diferencial Pdx + QQdy = 0 tenga un factor integrante.

3<P dyp

Solucién Supongamos que 3y, ¢ tales que uf = Vpie. ufi = g—i, wfa = v nfs = B

Observemos que:

o _ op df1 3u Ofs _ Ofi 0fs _(Op, Ou
—&fl‘FM f+ = 5>~ 5. = %J%_&fl / 1.

0x0z 0z "oz 0z ox

0%p 0%
Considerando las otras funciones 90z Tidy 6y se tiene que:

f.rotfzfl(%%_%>+f2(%_%>+fg(%_%>

n(%n-%n) n(Rn-%n) n(Fn-%n)
= r + r + r =

Si 1 es un factor integrante de Pdx + Qdy = 0 = uf-dr = (uP, uQ)-dr = V-dr = 0, por lo

que la solucién satisface ¢(z,y) = c € R.

Sea f(x,y,2) = (y?22, 2222, 2%y?), demostrar que rot f no siempre es 0, pero f-rot f = 0.

Hallar un campo escalar p tal que uf sea un gradiente.
Solucidén Es claro que rot f = (2y2? — 2222, 2292 — 2292, 2222 — 2y22) # 0y
f-rot f = 2%y?222(2y — 22) + 22y?22(22 — 22) + 2?y%2%(2x — 2y) = 0.

Por otro lado, existe y tal que uy?z> gtp, pa?z? — %f, pziy? = g_‘%’ =

(p:yzz/,udx—i—cl(y, 2) =222 /udy—i—CQ( 2) = x?y? /udz—i—%(x,y).

En particular, haciendo ¢; = ¢; = ¢3 = 0, a:Q/udy = yQ/,udx = /ud:c = a17?, 0 sea
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w=2a1x = 2a2y = 2a3z = 2xyz, por lo que 99 _ 25%y32%, es decir ¢ = 2a3y°23.

ox
Determinar un campo vectorial g(z,y,2), cuyo rotacional es (2,1,3) en R?. jCudl es el

campo vectorial de clase C! mas general con esta propiedad?
Soluciéon Se tiene que rot g = (2,1,3) = (f1, f2, f3), entonces como div (rot g) = 0, If =
(P,Q, R) tal que rot f = (2,1, 3) y se tiene que:

OR _9Q _, 9P _OR . 0Q 9P _

oy 0z 7 0z ox ' 0x Oy
Tomemos P = 0, entonces R = —z + c(y,2), Q = —2z + g—g(y,z)dz =3x+ci(y,2)y
Q=3r—2z,R=—x.
Otra manera de de determinarlo, es tomando P =0, Q = / f3(t,y,0)dt — / fi(z,y, t)dt,
0 0
R= —/ fa(t,y,z)dt,osea P =0, Q = 3z — 2z, R = —u.
0
El campo vectorial g de clase C' mads general es, g = (0,3 — 2z, —2) + Vi, donde ¢ es una
funcién de clase C' en R?.
Verificar que el campo vectorial f(x,y,z) = (y — 2,2 — .z — y) es solenoidal y determinar
un campo vectorial g tal que f = rot g.

Solucién Notemos que divf =04 0+ 0 = 0, por lo que el campo f es solenoidal y existe g

tal que f = rot g.

x z 2 2 X 2
SiPzO,Q:/(t—y)dt—/(y—t)dt:%—xy—i—%yz,R:—/(z—t)dt:—z:v—i—%.
0 0 0

Sea f(z,y,2) = (—=z,0,7y), determinar un campo vectorial g de clase C' de la forma
g(x,y,z) = (L(z,y,2), M(z,y, 2),0), tal que rot f = g en todo paralelepipedo rectangular es

R3. ;Cuél es el campo g mas general con esta propiedad?

Solucién Tomando en cuenta que divf = 0, 3g tal que f = rot g, entonces tomando g3 = 0,
g = (32y? 32%,0) y el campo mas general que se puede tomar es 1 (zy?,22,0) + Vo(z,y), ¢
de clase C! independiente de z.

Si dos campos vectoriales 1y v son irrotacionales, demostrar que u x v es solenoidal.

Solucion En efecto, div(u x v) = u-rot v—v-rot u=u-0 —v-0 = 0.
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Sear = (z,y,z), r = ||r||, demostrar que n = —3 es el unico valor de n, para el cual r"r es
solenoidal, siendo » # 0. Para este n, elegir un paralelepipedo S, que no contenga el origen

y expresar r—3r como un rotacional en S.
2

2 2
Solucidén Se tiene que div (r"r) = div (r"(z,y, 2)) = nr" ! (IT + yT + ZT) +rr et 4t =

(n+3)r" =0siysélosin=-3.

Por otro lado, »r3r = rot g = nr"! (1:% % T%) = (f1, f2, f3), con divg = 0, por lo que si
tomamos g3 = 0, g2 = / fi(z,y, t)dt = /0 (xz_i_“;jzdt_i_tz)g = (x2—|—y2)\;§22—|—y2+,22,
91—/f25€y, dt—/ f3(z,t,0)d :/%_Oz(ﬁjuy%\/y;ﬂuzz’
en todos los puntos en que z # 0.

Finalmente g = ( @ iZyQ) @ _-f-x;j ) conrot g = 0.

Determinar la forma mas general de una funcién f de clase C'! y una sola variable real,

tal que el campo vectorial f(r)r sea solenoidal, donde r = (z,y, z), r = ||r||.

Solucion Es claro que div (f(r)z, f(r)y, f(r)z) = f/(r) (%2 + y—: + ZT—Q> +3f(r) = f'(r)r +

3f(r)=0= J}I((T)) 3 = Inf(r) = =3Inr +1Incie. f(r) =cr 3.

Sea v un campo vectorial de clase C' en un paralelepipedo R de R®. Consideremos las dos
afirmaciones siguientes relativas a v:

i) rot v =0y v = rot u, para algin campo vectorial u de clase C? en R.

ii) 3 campo escalar de clase C? tal que,v = Vpy VZp = 0en R.

a) Demostrar que i)=—ii), es decir un campo vectorial que es a la vez irrotacional y

solenoidal en R, es el gradiente de una funcién armoénica en R.

b) Demostrar que ii)=-1) o dar un contraejemplo.

Solucién

a) Sabemos que v = rot u = divv = 0 y existe ¢ de clase C? tal que Vo = v =
(g—i, g—j, g—f) Asi tenemos que divv = divVyp = V2¢ = 0 en R.

b) Si existe ¢ de clase C? tal quev = Vi y V?¢ = 0 en R, entonces existe un campo vectorial
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u tal que v = rot u. Ademas rot v =rot (V) = 0.

22. Sea h un campo vectorial de clase C' en un abierto S, de modo que h = f + g, donde f es
solenoidal y g irrotacional, o sea existe un campo vectorial u tal que f = rot uy un campo
escalar ¢ tal que g = Vi en S. Demostrar que u y ¢ satisfacen en S la siguiente ecuacion

diferencial en derivadas parciales:
V2p = divh, grad (divu) — V*u = rot h.

Solucién Es claro que h = rot u + Vi, entonces rot h = rot (rot u) + 0 = V(divu + V3u).

Ademaés divh = divf + divg = 0 + divg = div (V) = V3.

Nota Se puede demostrar que todo campo vectorial h de clase C! se puede expresar en

la forma h = f + g, donde f es solenoidal y g es irrotacional.

23. Sea h(x,y,2) = (2%y,y%z,2%r), determinar los campos vectoriales f y g, donde f es un

rotacional y g es un gradiente, de modo que se verifique h = f + g.

Solucién Se tiene que divh = 2xy+2yz +222 = V2, conlo cual sih = f+g = rot u+ Ve,

debemos tener divu — V2u = rot h, rot h = (—y?, —22, —2?),

)

oy 0% 9% Do oo
dlvh—dlvg—2:vy+2yz+29c2—W—i—w—i—@—vcp:>

15]
3—5=w2y+w22+01(:v,y72)=><p=%w3(y+2)+cé(:v,y,2)
9 2 2 1,3 ’

gy~ +2y° + Cao(w,y, 2 = ¢ = 3y°(z + 2) + Cy(w,y, 2)

% =y2* +22% + C3(2,y,2) = ¢ = 32°(2 +y) + Ci(x,y, 2),

por lo que podemos tomar:

= %x3y + %y?’z + %23.%' +C,

g =V = (a%y — 32% %% — 32°, 2% — 31%),
f=h-g=3(2y"

24. Calcular la divergencia y el rotacional de f, si f es igual a:

ar b) rc ¢) f(r)c, donde c es un vector constante.
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Solucién
ik
a)divr =div(z,y,2) =3, rot r = 5% 3% % = (0,0,0) = 0.
[ TR
b) div (rc) = div (rc1, res, res) = cl% + CQ% + 03% = %I"C.
ik ik
= 0 90 0 |=| 0 OJr 0Or |—= -1
rot (rc) 55 Oy 9 95 Oy 9 Vr xc=gzrxc.
rcy TCa2 TC3 1 C2 C3

) div(f(r)c) = f'(r) (%cl + e+ %03) = f'(r)Vr-c.

Como Q(f(r)ci) = f’(r)tci, tenemos que:

ot I3
i j k i 3 k
rot (f(r)c) = a% z% % :fff”) c oy - :fﬁr)rxc
f(r)er f(r)ea f(r)es c1 ca2 cC3

a) Hallar la divergencia y el rotacional del campo de las velocidades lineales de los puntos
de un cuerpo que gira con una velocidad angular constante w, alrededor del eje z, en

direccion contraria a las agujas del reloj.

b) Calcular el rotacional del campo de las velocidades lineales
v = w X r de los puntos del cuerpo, que gira con velocidad

angular w constante, alrededor del eje que pasa por el origen

de coordenadas.

Solucion Sea r el vector de posicién del movimiento circular r = (a cos 6, asen6,0),

v(t) =1'(t) = (—asen6,acosb, O)Ccll—?, w C(ii_? es la velocidad angular.

Se denota w = wk el vector velocidad angular y se tiene que:
i j k
wXr=wkxr=uw 0 0 1 | =w(—asenb,acosh,0) =v=w(—y,xz,0).

acosf asenf 0
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a) Asi tenemos div (v) = w(a%(_y) + ;%(a:) + %(0)) —0,

i j K
rot v=wrot(kxr)=w| & 0 0 =w(0,0,2) = 2w.
lxm =l 5 & 9 | =002
-y 0
b) Sea m un vector unitario en direccién del eje de rotaciéon, w = wn y v = wn Xr =

i3k

Wl m  me ny | =wlmez—n3y, xn3 — 2n1,my — n2x), entonces div (v) = w(0+0+0) = 0.

x y z
i j k
rot (v) = 6% a% % =w(m +n1,m2 +1m2,m3 +13) = 2wn = 2w.

2z — M3y  IN3 — 2N MYy — 127

a) Calcular la divergencia y el rotacional del gradiente de un campo escalar « de clase C?.

b) Demostrar que div (rot f) = 0, si f es de clase C.

Solucién
i j K

a) Se tiene que Vu = (%,g—z,%) y rot (Vu) = % (% % =
Ou Qu Ju
or Oy Oz

0%u 0*u  0%u %u  O*u Pu \ _ _
(63/82 = 020y 9205~ 9205 0xy Byax) = (0,0,0) = 0, por el teorema de Schwarz.

. _ 3o (Ou Ou Ou) _ 9*u , 0*u | J*u
div (Vu) = div (%7@’%)_W+W+W'

: iy (Ofs _Of2 Ofr  Ofs Ofa Ofy
b) div (rot f) = div ( By " 0:0 0 " or dr Oy
DPfs  D0*fa [ O*fH 9Pfs | 9 fa 9N

- = 2
= 0z0y ~ 9z0z | Oyoz  Oyor | 920z 020y 0, por ser f de clase C*.

Demostrar que si f es una fuerza central, es decir que esta dirigida hacia un punto O fijo y
depende solamente de la distancia r hasta este punto (f = f(r)r, donde f(r) es una funcién

continua), el campo sera potencial. Determinar el potencial ¢ del campo.

Solucion Tenemos que rot £ = rot (f(r)r) = Vf(r) xr+ f(r)rot r = #T)r xr+ f(r)0 =0,
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es decir existe ¢ campo escalar de clase C! tal que f = V. Asi tenemos:

%:xf(r), %zyf(r), %ﬂf(r):w:/?‘f(”dr

To

0 0 .
ya que 6? 6;{7% :Tf(r)% =tf(r),site{z,y,z}.

28. Determinar el potencial ¢ del campo gravitacional que engendra un punto material de

masa m situado en el origen de coordenadas: f = —ngr. Demostrar que el potencial ¢
satisface la ecuacién de Laplace V2 = 0.
Solucion Usando el ejercicio 27 tenemos que f = _%r’ con f(r) = 3, entonces ¢ =
—m/ r—dr——m/ Ldr— l——)
Ademas 8— + A —|— i (p = V2p = V(Vyp) = Vf = divf = 0 (ver ejercicio 9, pagina 134),

y?
si (z,v, ) ;é (0,0,0).

29. Comprobar si cada campo vectorial tiene potencial ¢ y si lo tiene determinarlo:
a) f(z,y,2) = (52%y — 4wy, 322 — 2,0).
b) f(z,y,2) = (yz, 2z, zy).
c) f(z,y,2) =(y+z,z+z,z+y).
Solucién

a) Verifiquemos que rot f # 0, por lo que f no tiene potencial p. En efecto:

)
rot f = a% ;% % = (0,0, 6z — 5z — 4z) = (0,0, 22 — 522) # (0,0,0).
5x2y —4xy 322-2 0

j k

Drotf=| & 9 0 |=(z—z —(y—y),2—2) = (0,0,0), entonces f tiene un potencial
or Oy 0Oz
yz  zx xy

¢ de modo que Vp = f porloque% = yz U = zx 9 =zy = p=ayz+c1(y,z) =

5 or 5 8? > 92 ! 1\Y9>

xyz + co(x, 2) = zyz + c3(x,y), 0 sea p = xyz + c.
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i j k
c) rot f = 8% 3% % =(1-1,-(1-1),1-1) = (0,0,0), por lo tanto existe un

30.

31.

32.

y+z x+z Tty

S

campo escalar ¢ tal que Vo = f — 6_1;;

0
xy+xz+ci(y,z) =xy+ 2y +co(x,z) =axz+yz+c3(z,y) = p=zy+zz+yz+ec

Demostrar que el campo central f = f(r)r es solenoidal, solamente en el caso en que
flr)= T%, donde % es una constante.

Solucién En efecto, por el ejercicio 7b) y escribiendo f = (rf(r))L, se tiene que divf =
() + (rf(r)2 = f(r) +rf(r) + 2f(r) = 0 = % =3 —Inf(r)=-3lr+c=

=
Inr=3 +c= f(r) = kr=3.

Determinar si el campo vectorial f = r(c x r) es solenoidal, donde ¢ es un vector constante.

ik
Solucién Tenemosquef=7r| ¢, ¢y 3 | =r(c2z—cay,c3x—c12,c1y—cax), entonces
x Yy z

divf = %x(@z —c3y) + %y(cP,:z: —c1z)+ %z(cly — cox) = 0, es decir f es solenoidal.

3.2 Areade superficie

Hallar el area de las siguientes superficies:
a) La parte del plano 4x 4+ 3y + 2z = 12 que esta en el primer octante.
b) La parte de la superficie 22 = 2xy que esta por encima del rectangulo situado en el plano

z =0y limitado por lasrectas =0,y =0,z = 3, y = 6.

2

¢) La parte del cono 2?2 = 2% + y? situada por encima del plano z = 0 y recortada por el

plano z = \/5(% + 1).

d) La parte de 22 = 32 + 22 recortada por el cilindro 2% = 2py.

e) La parte de y? + 22 = 22 situada dentro del cilindro 22 + y? = a>.

f) La parte de y? + 22 = 22 recortada por el cilindro 22 — 32 = a? y los planos y = +b.
g) La parte de 22 = 42 recortada por el cilindro 4% = 4z y el plano = = 1.

h) La parte de z = zy recortada por el cilindro 2% + y? = a2.

i) La parte de 2z = 2 + 3? recortada por el cilindro z2? + 32 = 1.

j) La parte de 2% + y% + 22 = a? recortada por el cilindro 22 + y? = b2, (b < a).

k) La parte de 22 + y2 + 22 = a? recortada por la superficie por la superficie (22 + y?)? =
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a®(z? —y?).
T4y

1) La parte de z = P

recortada por las superficies 22 + 3% = 1, 2% + 32 = 4 que estd en
el primer octante.

m) La parte de (z cos o + ysen«)? + 22 = a® situada en el primer octante (« < %).

Solucién
a) Se tiene que z = 6—2x—%yyque J1+224+22 =
14+4+9=Y2

1=

2
42z 7
El area es |S| = //dS / / = dy)d

2
%/0 (4 — 20)da = %(41:—3;2)’0:14.
X
16v2
b) La superficie es z = /2zy, entonces z, = %,zy: Z
1e.,/1+z2+22:|x+y|.E1éreaes:
S| = //dS / /x+yd)d:v:
0
3 3 6 3
1 2 Y2 1 46
Sl (L (B a)ae= 35 [ (v 325 fae = 5 [} (v i)
1 (26242 V3 _ _
\/5(2 2u +8\/—\/_)’ = 4V33Y% 1 8v3v3 = 12+ 24 = 36,

)22 =22+¢y%2=0,z2= \/5(% + 1) Las superficies

se intersecan cuando 2% = 22 + % = 2( L trt 1)

2
(36 - 2) + (%) = 1, es decir tenemos una elipse en el

2v/2

plano zy. T it2v2

2 2
La superficie es z = \/2? + y? y /1 + 23 + 2} = \/1 + (%) + (%) = /2, entonces:

15| = //dS = / V2dxzdy = v/2 Area (R) = v/2:2¢/2-21 = 8.
S R
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d) 22 = 22 +y2, 22 = 2py. F

Las superficies se intersecan cuando z2 = z? + ¢? =

2py = 2?2 + (y — p)? = p? i.e. proyectado sobre el plano

»»»»»»»»

xy, es un circulo de centro (0, p) y radio p. e

La superficie es z = /22 +y?, \ /1 + 22 + 27 = V2, por lo que el area es dos veces el drea
sobre S: Area = 2//dS = 2/ V2dxdy = 22 Area (R) = 21/2mp?.
S R

)2 +22 = a2, 22 + 4 = a.
Al intersecar las superficies se tiene y? + 22 = a2 — 3?2,

a a

V2
es dos veces el area de la superficie z = \/y? + 22, sobre

2 2
la elipse (%) + (%) =1, porlo que ,/1+ 22 + a2 =

2 2
es decir (L> + (g) = 1. Asi tenemos que el area,

V2
V2, es decir:
Area = 2//dS = 2/ V2dxdy = 2v2 Area (R) = 2\/5% am = 27ma’.
S R

D y?+22=2% 22 —y?=da? y==b
Las superficies se intersecan cuando y?+ 22 = a?+y? —
z = +a. El area que debemos calcular es dos veces

(arriba y abajo del plano x = 0) la integral de la su-

perficie arriba y como , /1 + 22 + 22 = v/2 tenemos:

a b
Area:2//d5'=2\/§ (/ dy)dzzSﬁab.
—a b
S

g)z2:4x,y2:4x,x:1.

La interseccion se da en 2z = +y, ademas z = 2\/x, 2, =

L, 1+22+22= x_—i—l’ or lo que:
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1 2\/5\/— 1
+1 2 3
5:2/ / T g dx:2/ 4VT+ 1de =8-2(x +4)3
5] o(,mﬁy) 0 2(+4)

h) z = 2y, 2% + ¢ = 2.

Se tiene z = vy, 2. =y, 2y = vy /1 + 22 + 22 = /1 + 22 + 92,

entonces:
|S] = //dS: //\/1+x2+y2da¢dy =
S R

3

14+7r%)2
(L +r7)z)

2m a )
/ (/ \/1+r2rdr)d6‘:—
0 0 3
D)2z=a24+y% 22 +9y? =1.
Las superficies se cortan en z = 1 y la proyeccién de la inter-

seccién sobre el plano z = 0 es 22 + y? = 1. Ademas tenemos

que z, =z, z, = yi.e. /14 22+ 22 = /1 + 2% 4 32, entonces:

L, =5 (B

|S] = //dS = //\/1 + 2?2 4+ y?dedy = gw(\/g— 1) usando el ejercicio i) con a = 1.
S R

D +y?+22=ad% 22 +y? =03 b<a.
Las superficies se intersecan en z = ++v/a? — b%2. Ademas
z = £y/a?2—x2—9y2, 2z, = :l:%, zZy = :I:% ie.

1+ 22+ 22 = £, entonces el drea es dos veces el area

deSlerea:2//dS:2//;dxdy:
fa2 — 22 — 2
Sl T

27 b .
2‘/0 (‘/O \/ﬁrdr) d9:4ﬂ—a(_(a2_,r2)§) .

K) 22 + 92 + 22 = a2, (a2 + y?)? = a2(22 — y?).

Las superficies se intersecan en una curva I' cuya
proyeccién es (22 + y?)? = a?(2? — y?), que en coor-

2 = g%cos20 i.e. r = avcos26,

denadas polares es r

S
Mm
|
N
ISP

JU[2F, 52 ). Asi el area es 4 veces el area de

I

= 4ra(a — vVa? — b?).

AL

i
v r = avcos260 ° %
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la superficie 5"y como /1 + 22 + 22 = &:
z av/cos 26
. Z! d
Area:4//d8:4//+dxdy:4/ (/ ﬂ)d@:
[aZ — 22 — 32 —z\Jp a2 _ 12
5 T

av/cos 20

m/fjmo
T4
4a2(g +2\/§(? - 1)) =2a%(7 +4 — 4V2).

df = —4a2/j(\/1—60529—1)d9=4a2(g—2/4 ﬁsenb‘d@) =

D)z= w:z: iz , 224+ 9?2 =1, 22 + y? = 4, en el primer octante.
L fici z+y of 2% 4+ 2zy — 2
a superiicie z = — e satisface z, = —W, Zy =

x2 —2:cy y? 2 2 _ \/x4+2x2y2+y4+2
TP s/l 25+ 2 ey s

entonces:

(22 + y?2)?
5] = //dS //V - 2 dwdy —
2 Vrt+2 3vV2 V3 V2 V2 .
/ (/ ﬁdr)dez%(T—7+71n(\/§+\/§)—T1n2),yaque.
ST 2 Voo s N
/%ﬂdrz%ln(W)—i-%\/r‘*—i—a?—i—C.

T

m) (zcosa+ysena)® + 22 =a?, 0<a < Z.

La superficie z = \/a? — (z cosa + y sen o)? satisface que

\/1+ 22 + 22 = 2, entonces el area es:
dzd
|S|=//d5=//9dxdy:// oy .
) /) 2 J Va? — (zcosa + ysen)?

)Y

Realicemos un cambio de variable ortogonal por rotacion a:

U=xcosa+ysenw r=ucosa+usenw cos o sen «
= ie. J= =1,
v=—xcosa+ ysena Y =usena — vCcos o —seno  cosa
por lo que:
t

5] /a(/uco R )d /a (cot o + tan a)udu

=a —_)du=a

0 —utan a VQQ—UQ 0 \/a2—u2
_ cos’a+sena( 2 a2\ = 2¢2
- Sen & Cos & 0 - sen 2o
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Calcular el area de la superficie terrestre (considerandola esférica y siendo su radio R ~
6400Km) comprendida entre los meridianos ¢y = 30°, ¢» = 60° y los paralelos § = 45°,
0 = 60°.

Solucién Tomamos z = \/R? — 22 —y2, \ /1 + 22 + 22 = % y el
Rrdr
areaes: |S| = [[dS = —_—.
151 !/ //\/RQ—TQ
T

Sobre la esfera x = (Rcosv)cos = rcost, y = (Rcost)senf =

rsenf ie. r = Rcosvy, z = Rsen, dr = —Rseny di.

Como r = Rcos® es decreciente y como 3 <1 < 7, & < ¢ < 7, entonces:

5SS %
B 3 %RQCOSMJ(—RsenU)dU)) oo T 3
1S]= /1 (/z Rsen )d@—R (3 - 6)/1 cospdy
6 3 4
2 3 2 2
a2 o |0 — AR (@ _ \/75) = TE (/3 — V3) ~ 3,40826 x 10°Km®.
4

Calcular el area determinada por las siguientes superficies:

a) superficie limitada por la esfera 22 + y? + 22 = 3a? y el paraboloide 22 + y? = 2az.

b) superficie de uno de los cilindros de radio a, con ejes que se cortan en angulo recto, la
cual se encuentra dentro del otro cilindro.

Solucién
a) Las superficies se intersecan cuando 22 + 2az + a® = 4a?, o

sea z +a = *2ai.e. z = a, pues z = —3a no esta en la esfera.

El area buscada es el area de la esfera mas el area del

paraboloide sobre el circulo z2 + 3% = 2a2.

Parala esfera |/1+ 22 + 22 = ”Sa.
s f1+22+22= %\/a2+:172—|—y2.

ISINS

Para el paraboloide z, = £, z, =

El 4rea de la esfera es:

27 \/511 \/— \/ﬁ
a 3ardr
_ _ a _ _voarar _ 2 _ .2
|S|—S//d5—/ \/§Z d:z:dy—/o ( ; 3a2—1"2)d9 2V/3ra\/3a2 — r .
R

=27v3a%(V3a — a) = 2mV3a?*(V3 - 1) = %wa2(9 —3V3).
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El area del paraboloide es:

27 V2a 3
|5|=//d5=/ ( 1\/002+7°27°dr)d9=2—7T(a2+r2)5
0 0 a 3a
S

= 271%(3\/5@‘9’ —a®) = %wa2(3\/§ —1).

w

Finalmente el 4rea total es %waQ(Q —3V3) + %waz(?,\/g —-1)= %waQS =16,42,

b) Haciendo coincidir los ejes de los cilindros con los ejes z,y

tenemos las ecuaciones z2 + 22 = a2, y? + 22 = a? y escogemos
Yy
X a
z =+va? —z?, entonces z, = +%, 2, =0, \ /1 + 22 + 22 = .

Asi el area es ocho veces del area del primer octante, o sea:

¢ zdx

B B a T a B B - >
|S|—8S//d5—8/0 (/0 7mdy)d:c—8a ; 7m—8a( a? — x?)

Calcular el area de las siguientes superficies en las condiciones indicadas:

b)z2 +y2=a2 2>0,2=mz, 2 =nx, m>n>0.
)l —y? =22 y+z=a,2>0,y>0,2>0.

d) area de 22 + 42 = ax, acotada por z2 + y? + 2% = a?.

e) area de 22 + y? + 22 = a2, acotada por Z—z + z—z =1,a>b.

f) area de y? + 22 = 2az, comprendida entre y? = az, z = a.

g) area de 22 + 32 = 2ax, comprendida entre z = 0, 22 + y? = 2%
h) area de 22 — y? = 22, dentro del cilindro 22 + y? = 2ax.

i) area de y? = 4z, acotada por 22 + 32 + 22 = 5z.

j) drea de z = /22 + y2, acotada por (22 + y2)? = a?(2? — y?).

149
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Solucion
a)Setienez:c(l—%—%),zx:—g,zy:—%,entonces
2 2
|S|:// ¥+b2+1dxdy
R
CUe 111 1,1, 1 b2 |
_ _ X
_/O ; c F—I—?—I—C—Qdyd:c_c ?+?+c_2(bx_a7)o
_ 1 1 11, _ 1 1 1 1 _ 1
=c ?+b—2+c—2§ab—§abc F+b_2+c_2_§\/a2b2+a202+b202'

b) Notemos que la proyeccion sobre z = 0 no es posible, pues no tenemos una superficie
con las condiciones requeridas. En efecto la proyecciéon da un segmento de curva y =
+va? — 22,0 < z < a. De esta forma debemos proyectar la superficie, por ejemplo sobre
x=01e z= f(y,2z) = /a? —y%

4

. ., . 2 .
La interseccién de la superficie con cada plano es y? + 25 = a?, 3> + 5 = a? ie. z =
m

+tmy/a? — y?, z = £tn/a?® — y2.

Asi la region R de la integral, es la region acotada por las elipses. El area es el doble de la
integral de superficie sobre R, es decir:

|S|:2//,/1+xg+x§dydz
R z
y? : ’
:2// 1+ — 5 +0dydz ] z
a” —y a
R -

A= ma

(™)

3

a my/a?—y?
=2 —% ___dzd
/;a /n\/azy2 V a? — y2 s
:2/ (m —n)ady = 4(m — n)a®. L

c)Setienequeac:\/224-y2=>30y=\/QZjL Q’xZ:\/2y+ 2’
z Y Z Y

por lo que:

s 1 2 Y aydr =3 [[daya
||_R// TR TR T R//yz_

\/i/oa/aaZdydz_\/i/oa(a—z)dz_\/ﬁ<az—§)

2 2
d) Es claro que 2% + y? = ax = (:1: - —) +y? = (II’ circulo de radio % y centro (%, 0).

yk"d y+Z:a
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La interseccién de las superficies se da cuando 22 + az = a?, por lo que el drea buscada es
4 veces la integral sobre la region limitada por z > 0, z > 0, z = Va2 — az y la superficie
y = Vaxr — 22.

En el grafico solamente aparece la mitad de la su-
perficie intersecada por la esfera. Observemos que

proyectamos sobre el plano y = 0 y no sobre el plano

z = 0, como en general se hace.

(a —2x)?

— 2z
Deestamanera, y, = —%—2 _ . =0=— /1+¢y2 +y2=/1+ = &
Y 2vVaxr — x2 Y Yo T Yz 4(ax — 2?)  2v/ax — 22

2

ver=ar g dzd
lo tanto |S| =4 dzdr =2 —_— =
por lo tanto | 5] //\/72:5 // Jiva—=

3
d:v—2a2 —dw=4(ﬁ :v’ =
2 [ | Y7y
e) La superﬁme es la esfera z = /a2 — 22 — 92, 2
2 2 __ a 3 .
VJ31t+zs+2 = —\/m, entonces se tiene:

—x -y
T = 2 2 3%y = 2 2 2’
Var—x%—y Vat -zt —y

a
|5|=2//¢W72_y2dyd$:
_ a dydr =
/_a/ \/1__\/a2—:v2—y2 ydx

2VaZ—z2

2a arcsen ——=t—— ‘
va — 2 Va2—z?
2 b b,
4a / arcsen § dr = 8a? arcsen 2

—a

dr =

f) La superficie es z = =+/2az — y2 y la regién estd dada por R: 0 < 92 < az, 0 < z < a.

__a - _ Y 2 2 20z —y’+a®+y®  2az + >
\/2ax—y2’zy_ \/an—y2’1+z””+zy_ 2az — > T 2ax —y?°

La superficie es dos veces el darea de la superficie de z = /2az — 32, sobre la regién R, es

Ademas, z, =

decir:
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2

|S|:2/ vavrta,
2ar —y
/ /\/ﬁ \/—\/2:C+a dy '

Vaz v/ 2ax — y?

y Ve
2va V2x + a arcsen dr = -
\/_/0 V2ax ' —vaz ; L)

a 1 E
4\/5/ V2x + aarcsen — dx =

0 V2
1 am V2x + a(2dz -1 a7r2x+a%2 —1 ar ((3a)3 — a3 :la2w3\/§—1.
2 0 2 3o 3 3
g) La interseccién de las superficies es 2ax = 22

Proyectando sobre el plano y = 0, tenemos que la region
de intersecciéon es 0 < z < 2a, —vV2ax < z < V2ax,

y = £v2az — 22, yz_:t\/%,yz—02>1+yg+

_ 2
y2=1+4 Qaia—x;—?x = 2axa— —- Asf tenemos que:
2a V2az 2a \/ﬁ)ﬁ 5 2a
S dydx =2 ——=—dx = 2v/2a22(—+/2a — = 8a?.
15 = / /\/ﬁ \/2ax—:c2 yar “ 0 AV 2a—z . V222 “ I)O “

h) Cuando z = 0, x = +y, luego el cilindro interseca al paraboloide dentro de los limites

—z <y <z, cuando 0 < z < ay dentro del circulo —v2az — 22 < y < v/2ax — 22, cuando

a <z <2a.

La superficiees z = &+/22 — 42, z, = +——L |
22 — 2

.ty 2 2 _
2y = \J31+25+ 2
Y /xz_yz /:1:2—y

El area buscada esta dada por:

V2ax—x2 \/§ZC

2a
5_2/ A ayies2 [
15 —z \/ —y? V2az—a? \/2? — y?

—— dydx.

Sin embargo, el calculo directo no nos permite determinar la integral facilmente. De esta
forma pasamos a coordenadas polares, lo que permitira simplificar los calculos.

Siz = rcost, y = rsenf, en la regién de integracion tenemos que —5 < 6 < T y r varia
de 0 al circulo de centro (a,0) y radio a, es decir 22 + y? = 2ax = r varia de r = 0 hasta

r =2acosfie. 0<r <2acosf. Asi tenemos que:
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2a cos @ % 3
lS / / \/_TCOSHd dez/ i COSH do =2 / cos” 0dé —
2| = Vcos 20 ,% 2 v cos 26 V2a® ~Z Vcos 260

b cos? f(cos 6 df) (1 —sen? ) cos 0 df
4 =4 =
\/_ / V C082 0 —sen? 6 \/_ / \/1 — 2sen? 6 u=sen 6

2a cos 6

I

1.2
u?du — 4242 l 2v2Y dy] _

v 1 L 1
/2 diu_/2 _uPdu | _ / L_/ 2v3’ 7Y
o V1=2u* Jo  V1-2u?|y=vau o V1i—y?* Jo V1-y?
4a? (arcsen 1-5 (2y\/1 — +—arcsen y)‘ ) = 4a? (% — ig) = %mﬂ = || = 3ma?,

z 2?de 1 7 _ 24 1.2 z
ya que / \/7 = arcsen + C, \/7 2:cx/a T+ 5a” arcsen g +C.
i) Tenemos las superficies y? = 4z, 22 + 3% + 22 = 5. .

2 2
Al intersecarse las superficies tenemos una curva sobre Tty

la esfera, como se indica en el grafico adjunto. Usando

las ecuaciones de las superficies, esta curva se puede ver

también como la interseccién del cilindro z2 + 22 = z, o

bien (z — 1)? + 2% = 1 y la esfera 22 + y2 + 2% = 5.

z::l:% 4—y?

Observemos que cuando z = 0 se tiene que las superficies se cortanen z = 0, x = 1.
Siz=0,y=0,z=0ysiz=1,y==+2,2=0.

Dado que debemos calcular el 4rea de la superficie z = +y? dentro de la esfera, necesita-

4y
mos parametrizar la curva de interseccion para asi obtener la proyecciéon = = 0 y tener la
regiéon de integracion.

Parametrizando la curva tenemos (z,y, 2) = (2, £2y/2, vz — 2?), donde 0 < = < 1.

2 4

Sobre el plano = = 0 se tiene (0, +2\/z, +vz — 22) y como y = +2\/z = yZ =z, % =
Y2 1

22 = £V —22 = Z % j:% 4y? —yt = j:% 4 — 2, es decir sobre el plano

z = 0 se tiene que la proyeccién de la curva esta dada por (0, +y, i% 4—y2),0<y <2,

yaque 0 <z < 1.

Ahora, z, = %y, r,=0=/1+22+a2= %\/4+y2, por lo que:

4y 4— y 2
|5|—2/ / 2\/4+y2dy=%/ yWA— A+ ydy =
4y\/4* 0 u:%
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1
= T.
0

1 1 —
8/ VI—vludu =, / \/1—x2d:v:4(“%+%arcsenx>
0 e=u® Jo

. . . . / 1
Si se hubiera escogido f(z,z) = y = £v/4x, tenemos que el area es // 1+ e donde S es

S
la regién y = 0, 22 + 22 = z, es decir:

1 Vr—x? 1 1
1 1
122// 1/1—|——dzd3::4/ 1/I+ dx:4/ V1—22de =m.
0 J-vz—z? z 0 €z 0
Dz= 22+ 12, (22 +y2)? = a?(a? — 2).

La curva z = 0, (22 + 3?)? = a%(2® — %?) es una lemnis-

cata dada por (al pasar a coordenadas polares) r = av/cos 20,

L, 1+ 22 4+ 22 = /2, entonces: S = acos20
/1172 + y2 Yy

0€[-Z,2] U [2,ZX]. Por otro lado, z, =

ISE

z aVcos 20
1
|S] :2//\/§dydx:2\/§/ / rdrd9:\/§a2/ cos 20d6 = /24>
_= Jo s
R 4

4

36. Demuestre que las dreas de las partes de las superficies de los paraboloides x2? + y? = 2az
y 22 — y? = 2az cortadas por el cilindro z2? + y? = b? son iguales.
Solucién Tenemos las superficies x2 + y? = 2az, 22 — y? = 2az y el cilindro 22 + y? = b
Tomemos la superficie 22 +y? = 20z = 2z, = &, 2, = %, entonces se tiene que /1 + 22 4 22 =

%\/cﬂ + 22 + 2, por lo que |S1] = % //\/a2 + 22 + y2dzdy.
R

En la otra superficie, 2> — y? = 2az, se tiene z, = %, z, = —% = /1+22+22 =

% a? + 22 + y? y claramente también: |S3| = % // a? + 22 + y2dxdy = |S1|. No es nece-
R

sario calcular la integral; sin embargo lo haremos.

1 27 b
|51 :%// a? + 2% + y2dxdy = 2—/ / Va? 472 (2rdr)df =
aJo 0
R

b 3
=T (@4 1)? o) =

2 3
—9orZ 2)3
71'3(@ +7r%) T3

37. Una esfera de radio a esta cortada por dos cilindros circulares, cuyas bases tienen los
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diametros iguales al radio de aquella y que son tangentes entre si, a lo largo de uno de los
diametros de la misma. Hallar el volumen y el area de la parte de superficie de la esfera

que queda.

Solucion Primeramente determinemos el area y el volumen sobre los cilindros. Dado

que el area y el volumen buscados son dos veces el area y el volumen para un sélo cilindro,

2
a a2

tomamos las superficies son 22 + y? + 22 = a2, 2% + ( — 5) =4 ie 2% + 9% = ay, sobre

la regién R.

En coordenadas polares, la region de integracion
esr = asenf, 0 < 6 < w. El volumen de la

esfera buscado, es cuatro veces el volumen de

z =/a? — 2% — y2, sobre R: @
x2+y2:ag/2
asen
—4// a? —x? —y? dxdy—Z/ Va2 —r22rdrdd =
0

3
—2/0 3 (a® —r%)2

4 2 4 2
3 a®(m—2 / cos® 0)df = 3 a®(m—2- §)' El volumen requerido es el volumen sobre la esfera
0

menos V, es decir:

aa Yy

asen @ 4

d9:——/ (a®| cos® 0] — a®)df = éULS/ (1—|cos® 6])df =
0 3 0 3 0

— a
9
Por otro lado, sea z = y/a? — 2% — 4?2, z, = —%, 2, = —%, \/14 22+ 22 = 2, entonces el

area de la esfera buscada, es cuatro veces el area de la esfera sobre R:
d:cdy / /mn@ 2rdrdf
S| =4 dxdy = 4a = 2a - " =
151 = // v // Ja% — 1%
df = —4a/ (a]cosf| — a)dbd = 4a2/ (1 —|cosf|)do =
0

aben@
—2a/ 2v/a? — r?
0 0 0
/2
4a? (7r - 2/ cos@d@) = 4ma® — 8a>.
0

El drea es el drea de la esfera menos el drea calculada, es decir 47a? — (47a? — 8a?) = 8a?.

En una esfera de radio a se ha cortado un orificio con salida de base cuadrada, cuyo lado
es igual también a a. El eje de este orificio coincide con el didmetro de la esfera. Hallar el

area de la superficie de ésta cortada por el orificio.
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Solucién Sea z = \/a? — 12 —y? = | /1 + 224+ 22 =&, .

ad:cdy /2 ra/2 adzdy
51- |y T
0 0 a? —x% —y

y e a/? a A
4a/ arcsen ————| dx = 4a/ arcsen ——— dx. 5
0 a2 — ;CQ 0 0 2 CL2 — IQ
azr
2a? —a)2
_ a _ _ a”—x _ axdx
Sea u = arcsen m, dr = dv = du = L a2 - \/3@2 —41’2(0/2 —ZCQ)’
4(a® — 2?)
a/2 a/2
- S| a ar?dzx _
x = v, entonces 7 = x arcsen e =2, + o (@ —22)V3aZ 42
a/2 2 2 2
a 1 (a* — 2% 4+ a*)dx
a T =
5 arcsen 73 a/o V32 — 422 (a2 — :v2)
a/2
a 1 dx 3 dx
5 —= + —— .
g aresen Iz +a / Vaz—42 )y VB - )
. V3 _ V3 _a _ a _ 1 _
Sea z = aTSent, dr = a7costdt — T = 9 =9 3sent =—> sent = % =t =

1 ,
arcsen ——=. Asi tenemos que:
V3 a

a

/2 2 d(E arcsen —=
—a €L
A m / \/T / 2 arcsen \/g .
\/— 3a

También:

a

2dx
\/_a

/ V3a2 — 4x2(a —2?) 2a / \/1_ Q_x 1_(%)2)

P 5 1 arcsen
a arcsen —- dt o arcsen —= \/g dt _ 4 aretan (tant) Vel _
2/, 1 — 3 gen? o 4 —3sen?t 2

1 sen“t 0
1
a arctan V3 = garctan g.
24/1-1
3
2 _ 42 t
Recuerde que, / 5 gll‘ 5 = 12 5 arctan w +C.
p*—g*sen*ar  ap\/p® —q
- S| f V3
Finalmente, - = aarcsen f + aarctan ¥~ = |S| = 4a*(arcsen - —5 +arctan ).

Calcular el area de la parte de superficie helicoidal z = carctan %, situada en el primer

octante y que est4 comprendida entre los cilindros z2 + 32 = a2, 2% 4 y? = b
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Solucién Se tiene que z = carctan & = 2z, = ¢ L__ < Ly, = —C . =F =
q 1 » 1+(%)2y 2y 1+(%)2 %

2,2 22 2 2 2
L, J1+22422= 1+Cw+c —\/C ot )
a:—i—y x—i—y ¢ +y

Asi tenemos que:

24 2 24 2
C—Zi—zyddy—/ /\/c—i—r rdr d9— \/02+r2dr—

b
bt VI -2
_g<b\/b2+62—a\/a2+c2+czln7+ te )

1 1
T [57’ 02+7’2+§C21n(7’—|— 7’2—|—02)}

2 a a++va?+ c?
Determinar el drea de la superficie de la esfera 22 + y? + 22 = a2, a > 0, contenida dentro
del cono ztg o = /22 + 32,0 < a < §. .
Solucién Si ztg a = 2 = tg a = %, entonces la superficie
se parametriza por ®(0,p) = (asen pcosf, asen psenb,acosp),
con (A, ¢9) € D=[0,21] x [0,«]. Ademas:
i j k
00 0D _ = —a? 0 6
96 ¢ dp — | —a senpsenf asenycosf 0 = —a”sen p(sen pcos b, sen psend, cos p),
acospcosf acospsenf —asenp
entonces H 9% , 0P H = |a®sen ¢| y el area es:
2 « «

//dS: / / a? sen pdpdf :27m2/ sen pdp = 2ma’(1 — cosa).

S o Jo 0
En los siguientes ejercicios eliminar los parametros u y v para obtener la ecuacion la

ecuacion cartesiana, probando que la ecuacién vectorial dada, representa la superficie que

Or

Hy €0 funcion de u y v.

se da. Calcular el producto vectorial fundamental 81' X
a) Plano r(u,v) = (xo + a1u + b1v, yo + asu + bav, 20 + asu + bsv).
b) Paraboloide eliptico r(u,v) = (au cosv, busen v, u?).

c) Elipsoide r(u,v) = (asenwu cosv, bsenusenv, ccosu).

d) Superficie de revolucién r(u,v) = (ucosv,usenv, f(u)).

e) Cilindro r(u,v) = (u,asenv,bcosv).

f) Toro r(u,v) = ((a + beosu)senv, (a + bcosu) cosv, bsenu), 0 < b < a.
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Solucién

To ai by :
a) Notemos que r(u,v) = [ yo | + | ag |u+ | by |v =

20 as b3
Xo + au + bo, z

es decir que x — xg = au + bv, donde a y b son vectores no colineales i.e. a x b # 0. De
esta manera tenemos que a x b es ortogonal a a y b, entonces x — xgp_La x b, por lo que

(x —xp)-a x b =0; es decir:

(z — z0)(azbs — asba) + (y — yo)(asby — a1bs) + (2 — 20)(a1bz — azby) = 0.

Ademas,
ik
or Or
90 X gp = | @ a2 a3 |= (agbs — azby, azby — a1bs,a1bs — azb;) = a x b.
by by b3

b) r(u,v) = (aucosv, busenv,u?) = (z,y, 2).

2 2
Observemos que (%) + (%) = u?cos?v + u?sen?v =
u? = z. Por otro lado:
i j K
0 0
6_r X 8_r = acosv bsenv 2u |= (—2bu2 cos v, —2au> sen v, abu).
u v

—avsenv bucosv 0

¢) r(u,v) = (asenucosv,bsenusenv,ccosu) = (z,y, ).

V)

. 2 2
Se tiene que L + Z—Q + & = sen? ucos? v + sen? usen? v + cos® u = sen? u + cos® v = 1.
a c
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También:
i j k :
A
or _ Or _ :
%X%— acosucosv bcosusenv —csenu 1

—asenusenv bsenvcosv 0

= (besen? u cos v, acsen® u sen v, absen u cos u).

d) r(u,v) = (ucosv,usenv, f(u)) = (z,y, ).

Observemos que =2 + y? = u?cos?v + u?sen?v = u? i.e.

z = f(v/2? + y?). Ademas: . ‘, Y

i j K

or Or

D x 90 CoS v senv  f'(u) | = (—uf'(u) cosv, —uf'(u) senv,u).
—USenv U Ccosv 0

e) r(u,v) = (u,asenv,bcosv).
2 2
En este caso y_2 + Z—2 = sen?v + cos?v = 1, z = u € R i.e. es un cilindro y el producto
a
vectorial es:

. . K
or Or 1 J

u X 0 = 0 0 = (0,bsenv,acosv).

0 acosv —bsenv




160 Capitulo 3. Ejercicios de integrales de superficie

D) r(u,v) = ((a + beosu)senw, (a + bcosu) cosv,bsenu) =

(z,9,2),0<b<a.

Notemos que x? + y2 = (a + bcosu)2 = \/x? + y2 —a=

2
bcosu = (\/:CQ + 12 —a) + 22 = b2, Asi:

i j k
% X % = —bsenusenv —bsenucosv bcosu
(a+bcosu)cosv —(a+ bcosu)senv 0

= (b(a + bcosu) cosusenv, b(a + bcosu) cosu cosv, b(a + bcosu) senu)
= b(a + bcosu)(cos usen v, cosu cos v, sen u).

42. En los siguientes ejercicios calcular la magnitud del producto vectorial fundamental en

funcion de v y v. En la medida de lo posible determine la ecuacion cartesiana.
a) r(u,v) = (asenu cos hv,bcosucoshv, csenh v).

b) r(u,v) = (u + v,u — v, 4v?).

o) r(u,v) = (u+wv,u?+ 0% ud +v3).

d) r(u,v) = (ucosv, usenv, $u’sen 2v).

Solucién

a) r(u,v) = (asenucos hv,bcosu cos hv, csen hv) = (z,y, 2).

2 2 2
Es claro que £ + Z_Q — %4 =sen® wcosh? v + cos? u cosh? v — senh 2 v = cosh? v — senh 2 v = 1.
a c
i j k
Or ., Or
= X = = J—
ou S ov acosucoshv —bsenwcoshv 0
asenusenh v bcosusenh v ccoshv
= (—besen u cosh? v, —ac cos u cosh? v, ab cos® u cosh v 4 absen? usenh v)
= (bcsenwv cosh? v, —ac cos u cosh? v, absenh v cosh ),
1
2 2 2\ 2
H@ « or|l — |abe| cosh v (sen2u + cos’ u) cosh? v + sen]% v)*
ou "~ Ov a b c

b) r(u,v) = (u +v,u — v,4v?) = (2,9, 2).
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Notemos que (z — y)? = 40° = 2.

i j k
or , Or _ = —8u, —
0 =] 1 1 0 |=(8v,—8v,—2),
1 -1 8v

H@ X @H = V/6A0Z £ 640° +4 = V12802 + 4 = 21 & 3202,
ou =~ Ov

o) r(u,v) = (u+v,u? +v%u3 + %) = (z,y, 2).
Claramente se tiene que 72 = (u + v)? = u? + v? + 2uv = y + 2uv,

2 _ 2
2= w403 = (uto) (v —uwvtu?) = £ = y—uv = y— = 5 y_ 3y 5 L — 22 = 32(3y—a?).

Ademas:
i k

or  Or _ 2 | = 2 _ 6uv. 302 — 3u2. 20 —
S X u=| 1 2u 3u = (6uv? — 6uv, 3v* — 3u?, 2v — 2u)

1 2v 30?2

= (v —u)(6uv, 3(u+v),2),

= |v — u[V36u2v? + 902 + 902 + 18uv + 4.

|5 5

d) r(u,v) = (ucosv,usenv, su*sen2v) = (z,y, z).

Observemos que zy = u?senvcosv = fu?sen2v = z.

i j k
or _ Or

PN
ou v COS vV sen v u sen 2v

—vsenv ucosv u2 cos 2v

2 2 2

= (u®sen v cos 2v — u? cos v sen 2v, —u? cos v cos 2v — u? sen v sen 2v, u)

2
H % X % H =u* sen? v cos? 2v + u? cos? v cos? 2v — 2u sen v cos v sen 2v cos 2u+
u? cos? v cos? 2v + u? sen? v sen? 2v + 2u? sen v cos v sen 2v cos® v + u?
=u? cos? 2v + ut sen? 2v + u? = ut + u?,
H& % &H = |ulva® T 1.
ou”~ Ov
43. Sea S un paralelogramo de lados no paralelos a ningun eje coordenado. Sean Si, So y S3

las areas de las proyecciones de S sobre los planos coordenados. Demostrar que el area de
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Ses\/ST+S3+S3.

Solucién Sea az + by + ¢z + d = 0, la ecuacién del paralelo-

gramo que al proyectarse sobre los planos coordenados, deter-

mina las regiones Sy, Sy y S3. Si proyectamos sobre el plano

VE T+ 2
vy, 2y = =%, 2, = —%, 1422422 =Y T2 TC +Cb ¢ por lo

que el area de S es: z &

V2 +a? + b2 2 +a?+b°
|5|:// ds — Sl
(& C
S1
. V2 +a? + b2 VA +a?+b? c oo 2 ISP
Similarmente, |S| = T|Sg| = ——5—|93]. Asf, a® + 0%+ = T
1

|S|%b? B |S|%a? B |S|2a? + |S]2b? + |S|?c? B |S|2(a® + b2 + ¢2)
|Sa[? S5 15117 + [S2]* + [S3[? [S1]% +[S2[* + [S3[?
|S5]%, 0 sea |S| = /S? +S2 + S2, yaque |S;| = S;,i =1,2,3.

2

Calcular el drea de la region que en el plano x+y+2z = a, determina el cilindro 22 +y? = a>.

= [S]? = |S1]* + 1% +

Solucién

Seaz=a—x—vy, /1 +22+22=+1+1+1,porlo que:

Area = //\/gdxdy = /3md?.
R

prae

Calcular el drea de la porcion de esfera 2% + y? + 22 = a2, interior al cilindro 22 + y* = ay,

a > 0.

Solucién Sea z = \/a® — 2% — 2, 2z, = L, 2, = &,

\/1+ 22422 =% Seax = rcost, y = rsenf, entonces

el area buscada es dos veces el area de z sobre la region

y -
22 +y? = ay. Asi:

. % asen Ordr % asen 6
Area:2//9d:pd :a/ . d9:a/ —2v/a2 =12 do =
e y =\ = 7%( ),

u m
2@/ ﬁ(a— acosf) df = 2a*(0 —sen@)’ 277 = 2a*(m — 2). Ver ejercicio 37, pagina 154.

2 2



46.

47.

3.2. Areade superficie

163

Calcular el area de la porcién de superficie 22 = 2zy, que se proyecta en el primer cua-
drante del plano xzy y limitada por los planos z = z, y = 1.
.2 o _ Yy o €T
Solucion Sea z = +/2xy, 2, = j:\/m, Zy = i\/m,
entonces:

y» 2 frtyl  z+ty
Sr2r2= 1+ L 4+ 2
Tty + 2y + 20y \2zy A\ 2xy’

yaquez >0,y > 0= x +y > 0. Asi tenemos que:

2V2(3 1
Area_Q// " = | V2 U
0 0

2/ \/§3x+1)dx
0 3V

= %\/iﬁ(x + 1)‘O

Sea S una superficie de ecuacién vectorial r(u,v) = (ucosv,usenv,u?), donde 0 < u < 4,

0<v <27,

a) Demostrar que S es una porcion de cuadrica. Identificar la cuadrica y dibujarla.

or

b) Calcular el producto vectorial fundamental 9 x 9T en funcién de u yv.

8 ov

c¢) Calcular el area de S.

Solucion

a) Es claro que r = ucosv, y = usenv, z = u?, por lo

que z2 + y?> = u? = z es un paraboloide de revolucién.

Observemos que r = u, v = § en coordenadas polares.
b) Tenemos que:

i ik
Oor 81‘

_ 2 2
Bu v =| cosv senv 2u |= (—2u®cosv, —2u’senv,u),

—usenv wucosv 0
H% X %H = V4u* +u? = uv4u? + 1,

por lo tanto:
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. 2w 4 2 Eavt .
c) Area= / </ uv4u? + ldu) dv =27 (4u 1—5 1): = 65@ 1 21 = %71'(65\/@ -1).
0 0

0
Calcular el drea de la porcién de superficie conica 22 + y? = 22, situada por encima del

plano zy y limitada por la esfera z2 + y? + 22 = 2ax.

Soluciéon Se tiene que la interseccion de las superficies
es 22 + y% + 22 = 2az, 2? +y? = 2% = 22? = 2az ie.
z = y/ax. Ademas 222 + 2y? = 2ax = 2% + 9% = ax i.e.
(:c — %) ’ +y? = ( %) ’ es la proyeccion de la interseccion

de las superficies sobre z = 0. De esta forma el area que

buscamos es el area

de la porcién de superficie z = /22 + y2 sobre el circulo x? 4+ y? = az. Asi se tiene que

T .21 2. .2
vty +x°+
zm—%wzy—%,\/l"'zg"'zg—\/ 52—1-7;2 L = V3, 0sea:

Area = //\/id:vdy = V2Area(R) = V21 (g)Q = V2 ma?.

4

Calcular el 4rea de la porcién de superficie conica 2% +y2 = 22, situada entre los dos planos
z=0,x+4+2z=23.

Solucién La interseccion del cono con el plano,
3—=x

2
sobre el plano zy es: 22 + y?> = ( 5 ) —
2 2 _

(z+1)2 3
12 = S+ L =

(—1,0) y de ejes 2 y V/3.

1, o sea es una elipse de centro

. . . 1)?
El area que buscamos es la integral de superficie de z = /22 + y2, sobre la elipse w

Y S z y
= = 1. ea z., — , 2oy = ,
VR T Va2

+

3 1+ 22 + 22 = /2, entonces:

Area = [[2dzdy = v2(2)(V3)1 = 2/67.
I

Calcular el 4rea de la porcién de paraboloide z2 + 3% = 2az, cortada por el plano z = a.
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Solucion Cuando z = a, la interseccion de la superficie

2, 2 2 . . z® +y?
es r° + y~ = 2a”. Asi la superficie es z = 5q sobre

el circulo 22 + y? = 2a?, z, = £, 2, = %, 1+ 22422 =
%\/aQ + 22 +y? yel areaes:

. 1 1 27 \/511
Area = //— Va2 + 2?2 4+ y2dady = 2—/ </ va?+ r22rdr> o
a a Jo 0
R

\/§a
,

= %(a2 + rz)%% —2n ((a2 + 2a2)% — a3) = %—2(3\/3(13 —a®) = %w(?)\/g —1)a?.
Ver ejercicio 36, pagina 154.

Calcular el area del toro de ecuacion r(u,v) = ((a + bcosu)senv, (a + bcosu) cosv, bsenu),

con0<b<a,0<u<2r,0<v<2m.

Soluciéon Se sabe que H% X %

b(a + bcosu), ver ejercicio 41f), pagina 157. El area es:

2 2
Area= / </ b(a + bcosu) du> dv
0 0

2
= 27rb/ (a+bcosu)du
0

= y/b%(a + beosu)?(cos? usen? v + cos? u cos? v + sen? u) =

27
= 27b (27m + bsenu‘O ) = 472ab.

Una esfera esta inscrita en un cilindro circular recto. La esfera es cortada por dos planos
paralelos perpendiculares al eje del cilindro. Demostrar que las porciones de la esfera y

del cilindro comprendidas entre esos dos planos tienen la misma area.

Solucién Consideremos la esfera z2 + y? + 22 = o2

y el cilindro 22 + % = a°.

Analicemos el caso en que
tomamos los planos z = b, 2 = a, 0 < b < ¢ < a. Los otros

casos se analizan de manera similar (—a <b<0<c<a,

—a<b<c<0).
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El area entre los planos z = b, z = c es 2mwa(c — b).

El area entre z = by z = ¢ de la esfera es la integral de la esfera z = \/a? — 22 — y?, sobre

el anillo Va2 — 2 < \/CCQ +12 < Va2 - b2

. _x _ Yy 2 2__a 7 .
Asi tenemos que z, = Sy2y=%,4/1+ 2z +z25=%. El area es:

27 VaZ—c? /a2 —c2
. 2rd a?—c
Area://gd:rdy:g/ / T d9:ﬂ'a(—2(a2—r2)%)
z 2 Jo Vaz=pz Va*—r? Va?=b?
R
= 27a ((a2 — a2 +b2)7 — (a2 — a? +62)%) = 2ma(c — b).
= 2 /02 2 < - 2u 2v u? +0v? -1
. SeaT = {(u,v) e R®/u* +v* < 1} y sear(u,v) <u2+v2+1’u2+v2+1’u2+v2+1 .

a) Determinar la imagen por r de cada uno de los siguientes conjuntos:
i) La circunferencia u? + v? = 1.

ii) El intervalo —1 < u < 1.

iii) La parte de la recta u = v situada en 7.

b) Determinar la superficie S = r(T) y dibujarla.

¢) Determinar la imagen por r del plano uv. Indicar con un grafico en el espacio xyz los
significados geométricos de los parametros u y v.

Solucion

a)-1) Si u?+v? = 1, r(u,v) = (u,v,0), o sear(u,v) describe

u

un circulo de radio 1 en el plano zy, ya que r(u,v) =

(u, £2v1—u2,0), -1 <u<1.

ii) En este caso —1 < u < 1, v = 0, por lo que r(u,0) =

2 u? —1 Y !
(u?j— 70T 1> = (2,9,2) y tenemos que z? + 2% =
4u2—|—u4—2u2—|—17(uz+1)2 .

W17 @iy - L porletantor(u0)

es un semicirculo con z < 0.

iil) Siu = v, (u,u) €T, se tiene u?+v? = 2u? < 1 = |u|

1 . _ 2u u  2uP—1)\ _
o Ademas r(u,u) = (2u2+1’2u2+1’2u2+1> —

(z,y,2) i.e. x = y, entonces:

IN
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_ A+ et — P41 (2u® +1)?
(2u? +1)2 (2u? +1)2
de la esfera z2 + y2 + 22 = 1 sobre el plano z = y, con z < 0, 0 sea tenemos un semicirculo

2 4 y? + 22 =1, con z = y, es decir es la traza

en la parte inferior de la esfera z2 + y? + 22 = 1.

2u 2v u? + 0% —1
w4+ w4+ vP 4+ 1w+ 0+ 1
A A ot ot 4+ 14 200 0% — 202 — 02
= (W + 02 +1)2 =

b) Observemos que si r(u,v) = ) = (z,y, 2), entonces:

22 +y? + 22
(202 +1)

3 = 1
(u* +v*+1) ’

con lo cual tenemos una esfera con z < 0, pues (u,v) € T

(i.e. u? +v? < 1), 0 sea es la parte inferior de la esfera

224+ +22=1.
¢) Cuando u? + v? > 1, se tiene que 2% + 4% + 22> = 1, con

z >0, pero z < 1, ya que cuando u,v — +oo se tiene que
z — 1. De esta manera tenemos la representacion de la
parte superior de la esfera sin el punto (0,0,1), o sea es

la semiesfera z2 + y2 + 22 = 1, z > 0, sin el polo norte.

Calcular las areas de las partes de las superficies cilindricas comprendidas entre el plano

xy y las superficies indicadas:

2
a)x2+y2:a,z:a+%.

b) y? = 2px, 2 = /2px — 422
c)yQZ%(x—1)3,z:2—\/E
d) 22 + 4% = a?, 2az = xy.

2

2 2
e) % + Z—2 =1,z=kx,2=0, (2 >0), k>0, herradura cilindrica.

ﬂy:v%%2=%w=%p
Solucién

a) Se tiene que si proyectamos sobre el plano xz, la superficie

esy =+tVa2—22y J1+y2+y2 = ﬁ. Asi tenemos

que el area es dos veces el area de y = v/ a2 — 22 sobre el plano

2 .
xz,con—agxSa,OSzﬁa—l—%,esdecu‘:
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Area_2//ds_2/ﬂ / \/%xzdz dz

_2La(a+ ) d:z:_2< 72—:02 7a772_x2d:c
= 2(a arcsen & — 1:10\/ a? — 22+ % arcsen a) =2(a’r + %azw) = 3ma?.

—a

b) La proyeccion de la superficie y = ++/2px sobre
el plano zz, genera la regién 0 < z < /2px — 42, z

0<z< g Ademads /1 +y2 +y2 =

que el area es dos veces el area de y = /2px sobre la

p—52:v, por lo

region:

P P

; 5 \/ 2px—4x2 5

Area = 2/ </ 2:82;]9 dz) de =2 \V/p? —4a?dx
0 0

0

p
B (2p\/p2—41?2+p_2 2;5)’5 P12
= (VT 2= ,

3
2 se proyecta sobre el plano

¢) La superficie y = +2(z—1)

xz, sobre la region 0 < z < 2 —/z, 1 < z < 4, por lo
3

tanto el area es dos veces el drea de y = 2(z — 1)2 sobre

la region. Ademas y, = Vo — 1,1e. /1 +y2+y2 =z

Asi el 4rea es: @
4 27\/5 4

_ e —o(4.E 1a\[P_ 11

2/1 (/0 \/Edz)d:c—2/ (2yT — x)dw = 2(3:172 5% )‘1 3

d) Hemos resaltado la superficie sobre el primer cua-

drante del plano zy. Por razones de simetria ésta area

es 4 veces el area sobre este cuadrante. En este caso

Va? — 22, por lo que /14 y2 + y?2
p q Y2+ y? \/7

Al proyectarlo sobre el plano zz, se tiene que z =

N )
sc%ix 0 <z < a, por lo tanto, el area es:

z/ a2 —x2

Area_4//dS_4/ / Ldz)dx:zl/fdx:x?
a2_$2 0 2
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e) El plano z = kxz corta el cilindro x— + Zz =1, de

modo que al proyectarse sobre el plano 2y, se genera

la figura 0 < 2 < k%\/bQ— 2, —p < y < b. Ademas

2

bt 4 (a2 —-b )y2
/ 2 2 2"\ 7 )T 2 .
1+, + 2z = \/ (7= y2 , entonces el area es:
. b kyV/02—y? [t )y
Area = / / y dz | dy = =4
-b \Jo b (b -y )

b

% (lcy\/b4 +cy? + %b‘l In (cy + /b* + c2y2)) ‘ )=

% ( cbab + Lb* In(cb + ab) + %cbab— Lp*In(ab - cb)) ’fb‘g (cab2 + bt 1ng_jg) -
ka(a + Usd 1n at C) donde ¢ = va? — b? y se ha supuesto que a > b.

) b kg /b2 —y? b
Sia =b, el drea es Area = / / b g )ay= / kbdy = 2kb?.
—b < 0 V0% —y? —b

f) Proyectando la superficie y = +/2px sobre el plano zy,

tenemos la region 0 < 2z < y, 0 < y < %p. De este modo

2 /2 1 2
tomamos z = %—p, J1+al+a2 = # i.e. el area es:
1 30/ v 1 3p
p/ (/ \/p2+y2d2) dy:yp/ Vp? +y?2ydy =
0 0 0

4
‘gp

o

3
2+1_96p2)2 125 2

30+ = 0

Calcular el area de la porcion de superficie helicoidal definida por x = atcos6, y = at senf,

z=ho, (0,t) €[0,5]x[0,1],a>0,h>0.

Solucion Dado que A(S) = //d:z:dy =

g
//H@_@ X 8_<I>H dfdt, donde ®: D — R? es una

00 _
a0

(—atsen b, atcosb, h), %‘f (acosb,asend,0) =

%—? X %—? (—ahsenf, ah cos, —a’t),

representacion paramétrica de S, tenemos

2 272
90 = aV h? + a?t?.

9 | 00

Se observa que 50 BT

por lo que ’ H H H H H Asi tenemos que:
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5 1
A(S) = a/ / VI a2 dtdo = %ﬁah/ L+ (4)*at =
0 0

1
0
iw(hzln (%+,/1+Z—z) +am).

Calcular el area de la porcion S del paraboloide de ecuacién z = xy, que se proyecta sobre

el plano zy, dentro del disco D definido por z2 + 2 < 1.
Soluciéon Dado que z = ¢(z,y) sobre D, entonces S tiene

por representacién paramétrica ®: D — R3, ®(z,y) = z
A
1 0
@y o), 22 = o [ G2=1 1 | |2 x5 -
99 99
ox dy

AP\ ? dp\? .
\/14—(%) +(3§) , por lo que:
T 1
A(S)://\/l—i-yz—l-:z?d:z:dy:/ /0\/1+p2pdpd0:2?77(1+p2)
D

Ver ejercicio 32h), pagina 143.

SIS
—
\
Y
—
N
&
|
[t
~—

0

Calcular el area S de las siguientes superficies:

a) 22 +y2 = a?, 2 >0, cortada por ax < z < Bz, 0 < a < 3, a > 0.
b) 22 + 4% + 22 = a2, z > 0, cortada por 22 + 3> — ax < 0, a > 0, (ventana de Viviani).
c)x—2+y—2—1 cortadapor z = 24, 2 >0,a,b 0

ag b2_9 porz= —7,220,aq, ,¢>U.
d) 22+ 42 +22=0a? cortadaporz +y <a,z>0,y>0,2>0,a>0.
e) 2% + y* + 22 — 2ax = 0, z > 0, cortada por z% + y? < z?tan’ o, a > 0, v €]0, Z [.
Solucién

a) Pasando a coordenadas cilindricas tenemos:
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5= S//dsz / (" o) - |

CE 04)(12/27T cosfdf = 2(B8 — a)a’.
2
Ver ejercicio 35b), pagina 149.

b) Pasando a coordenadas esféricas, con —5 <6 < 7,

< ¢ < Z, tenemos z? + y> —ax < 0 <= 6 < ¢, pues

a? cos? ¢ < a® cos ¢ cos ) <= cos ¢ < cosd. Finalmente: y aa
2, (2 b .
A(S) =2/ (/ a2cos¢d¢)d9:2a2/ (1 —senf)df = 2a[6 + cos ] . = (r — 2)a®.
0 0 0
Ver ejercicio 37, pagina 154.

x+y

i =1, recortada por z = :c_cy, z > 0.

c¢) El area se encuentra sobre el cilindro

Usando la representacién paramétrica ®: D — R3 definida

por ®(u,v) = (acosu,bsenu, a—bv senucosu), donde D =
[0,5]U[m, 28] x[0,1] (ya que z > 0), se tiene que:

0% _ ab 0% _ ab

O = (—asenwu, bcosu, v cos 2u), Jo = (0,0, %2 cosusenu),

’ (?3(11;) X (?3(11;) = %b|cosusenu|\/a2 sen? u + b2 cos? u, por lo que:

|S] = //— | cos usen u| /a2 sen? u + b2 cos® ududv =
c

b (2 b o[
2 sen u cos uy/a? sen? u + b2 cos? udu = « / Vb2 + (a? — b2)tdt,
c ¢ Jo

0
usando la sustitucién ¢ = sen? u.
Sia=b, |5 =%

Sia # b, tenemos | S| = / Vb2 + (a2 — b2)t(a® — b?)dt =

2ab 2 2 12\ 2 1_2;‘()@ _b3_2ab(a —|—b2—|—ab)
Se(a? — 7y T (@ b)t)%— 3ca? — 02~ 3c(atD)
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d) Pasando a coordenadas esféricas, tenemos 0 < 0 < 7, '

0<¢p<Fysecumple) <z+y<a<+=

1
0< (cos@+senf)cosp < 1 <> arccos (m) <¢p<

(SE]

Asi se tiene que el 4rea buscada es: B

3, (3 2
A(S) :a2/ (/le . cos¢d¢) d9:a2/ sen(arccosm)cw:

TCCOS 65O +sen 0

/\/ do — a/ v2cosfsenf do 2 Z\/cos2ad
—Z - VCOS 2

a

(cos0 + sen 0) cosf +send oz oz V2cosa
7 5.2 1 — .2
aa2 [ Neos2a 0 7 VI=2u?, o o 2Vl
“cosa : ) _ 12 _
0 u sen « 0 1 u v=+2u 0 2 v [B=arcsen v

3 cos? > dt /OO 1
207 [F S5 Snap = gar [t [ ( )dt =
@ /0 53— sonZB W ionp 2 /0 CroI+e) ), 2+ 12 1+t2

a2( V2 arctan —t= Wi + 2arctant)’0 = %77(\/5 —1)a?

e) Usando coordenadas esféricas x = r cosf cos ¢, y =

rsenfcos¢g, z =rseng, con —5 <0 < 5,0< ¢ < 3,

pues z > 0. Ademas, 22 + y> + 2% —2ax =0 < r =

1
tan? o

2a cosfcos ¢, x2 + 3% < z%tan’ o <= tan? ¢ >

= F-—a<¢< 3.  +2a

En efecto, tan® ¢ > cotan®a <= tan¢ > +cotan o <= tan¢ > tan( — a) o tan¢g >
tan(§5 +a) <= ¢ > 5 —-a0¢ >3 +a.

Este ultimo resultado no es viable, pues 0 < ¢ < F y0 < a < 7.

De esta manera S tiene la representacion paramétrica ®: D — R3, definida por ®(6, ¢) =
2a cos 0 cos p(cos O cos p,senfseng,sen¢), D = [-5, 5| x [§ —a, T ].

Si consideramos el sistema ortonormado {u, v, k}, dado por los vectores u = (cosd,sen 6, 0),

v = (—sen#,cos0,0), k = (0,0,1), i.e. v=1u’), la representacion paramétrica es ®(0, ¢) =
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2a cos 0 cos ¢(cos pu + sen ¢k) y asi tenemos:

%—? = —2asenf cos? pu + 2a cos f cos? pv — a sen f sen 24k,

= 2a cos ¢(— sen 6 cos pu + cos O cos ¢pv — sen 6 sen k),

%% = —4a cosfsen ¢ cos pu — 2a cos § cos 2¢k,

= 2a cos O(— sen 2¢u + cos 2¢k),

u A k

od 09
Wxa—¢z4a20059005¢ —senfcos¢g cosfcos¢ —senfsen

—sen 2¢ 0 cos 2¢

= 4a? cos  cos? ¢(cos f cos 2¢u + sen Ov + cos  sen 2¢k)

H%_%) X %% ’:4a20050c052¢,

y el area es:

A(S):/2 (/; 4a2cos9cos2¢d¢) d9:4a2/2

_r _
2 2

3
cos 0 df /77 cos? pdg

570(

N

=4a*(a — senacos ).

El mismo resultado se obtiene sin el cambio al sistema ortonormado {u, v, k}.

3.3 Integrales de superficie de campos escalares

58. Calcular las integrales de superficie siguientes:

4 . .
a) //(z + 27+ 3 y) dS, S es la parte del plano % + % + i = 1, situado en el primer octante.
S

b) / / zyzdS, S es la parte del plano x + y + z = 1, situada en el primer octante.
S
c) //:v dS, S es la parte de la esfera 22 + y? + 22 = a2, situada en el primer octante.
g
d) //de, S es la semiesfera z = \/m.
g
e) // a? — 22 —y2dS, S es la semiesfera » = /a2 — 22 — y2.
g
f) //x2y2 dS, S es la semiesfera » = /a2 — 22 — ¢2.
g

ds . .. . .
g) //T_Q’ S es el cilindro 22 +y? = a2, limitado por los planos z = 0, z = h y r es la distancia
5
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del punto de la superficie al origen de coordenadas.

dsS . .
h) //—, S es la esfera 22 + y? + 22 = a2, r es la distancia de un punto de la esfera a un
/r'n.
S

punto fijo (0,0,¢), ¢>a > 0.

d
i) / / TS, S es la parte de la superficie del paraboloide hiperbélico z = zy, recortada por el
5

cilindro 2% 4+ y? = a? y r es la distancia entre un punto de la superficie y el eje z.

Solucién z
f
a) Sea z = 4 — 2z — %y, entonces /1 + 22422 =
1+4+ 1—96 = —”361, por lo tanto:
4 4 4 p
(z4+2z+-y)dS = [[ = V6ldedy = = V61 Area(R) = | i\
3 3 3 , .y
'S R xr 42
V61 2.3 —

b) Se tiene que z = 1—z—y, \ /1 + 22 + 22 = V/3, entonces

//xyZdS://xy(l—x—y)\/gdxdy:
o R
\/5/01 </01—$xy(1—x—y)dy> de — | »

V3 01 (%xyZ _ %;ﬂyz _ %xyi*) };ﬂd:v _ \/§/1 (17(1 - x)2(1 —2?  a(l ;x)g) o

0

0 6

5! 6-5- 120°
c) Se tiene que z = a?2—22—y%, =z > 0, y > O,

2 2 a . z
J31t+zs+ 2= \/m,entonces. :‘
a/ i
//:vdS://x—d:vdy:
[a? — 22 — 2
S T

2 ¢ arcosf 3 “ ridr
_ rdr) df = a/ cos@db‘/ —_— =
~/O ( o Va2 —r? 0 0o vaz—r? e
a 2
a-l- (—%m/cﬂ —r2 4+ %aQ arcsen %) 3

—_ T _ T
o Y22 T g%

d) Se observa que como y es impar y simétrica en la regién 7', / / ydS = 0. En efecto:
S



3.3. Integrales de superficie de campos escalares 175

a
//de://y—ﬁ dedy =
S 7 a® —xr° -y

2 27
rdr
—_— sen9d9 =0.
o Vaz—1r2 Jo
e) La superficie S es la semiesfera z = (/a2 — 22 — y2,
entonces:

// a? — 2?2 —y2dS = // a? —x? —y? = =
Ny — 2

a-Area (T) = ma®.
f) La superficie z = \/a? — 2% — y? satisface , /1 + 22 + 22 = ———%——, entonces:
[a? — 22 — 42
27 a .4 2 2
r*sen” 6 cos® O rdr
x dS—a// dxd :a/ (/ )dé‘:
Z/ Va —xQ—y Y 0 0 a?—r?

3 1 (" (r?)2(2rdr) w1
a-4 sen® 6 — sen d@-—/ Y g (1=Z _/ -
/0 ( ) 2 Jo a2 — 12 2 2 4/ 2 )y VaZ—u

112
=T (1—6a5) = Ewaﬁ.
15 15

o 8

awl2<—§a2u—gu2—1—6a4) vVaz—u

4 15 ) 15

g) El cilindro 22 + y2 = a? se proyecta sobre el plano yz, dando
a T como regién de integracion: —a <y < a,0 < z < h y como

superficie z = /a2 — 32 i.e. \/mf /1+y T

\/? entonces la integral es dos veces la integral sobre
)

el cilindro x = \/a? — y2, es decir:

/Ry S i
2 /22 a2 + 22 o —a AJaZ — 2 a? + 22
S 7 Ve Ty @y

yl* 1 2" T, h h
= 2a arcsen a‘_a-a arctana‘o = 2(5 + 5) arctan g = 27Tarctana.

h) En este caso tenemos que r = ||(z,y,2) — (0,0,¢)|| =

Va2 +y? + (z — ¢)?2 = Va2 + 2 — 2zc. La superficie es

= /a2 — 22 —y2, por lo que \/m = ﬁ’ en-

tonces:

a)Sin#2,2>0
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//dS //a dxdy /2” (/“ rdr )d9
_ = — o a n
4 r 7 Z (a? + 2 —2zc)2 0 0 Va2 (a? + ¢ —2cvVa—1r?)2

a? —r?
0 2 2 *%H
B 2mwa —2cdu Ta (a +c* — 20u) ’a
= —_— I = — — m
u=vaZ=rz  2¢ J, (a2 + ¢ — 2cu) 2 c —5+1 0
2ra (a2 — 2ca + 02)7§+1 — (a2 + 62)7§+1 _ 2ma ( 1 1 )
¢ n—2 (n=2)c\ (c—a)"2 (a2+02)% 1)’

B)Sin#£2,2<0,r=+va?+ 2zc+ 2, por lo que:

2 2 ey
g g R (a2+c2+2zc)% 0 0 Vaz—r2(a?+ 4 2cVa® —r?)
2

_Ta 0 2cdu _ma (a? + %+ 2cu)7%+1 a
€ Ja (a2 42 —|—2cu)% ¢ _% +1 0
—2ma 9 o —5+1 9 2 —%4—1) _ 2ma ( 1 _ 1 )
g (@ + ¢ 200 (@) ) = G @ryi ! g/

Sumando ambas integrales, tenemos la integral de superficie sobre toda la esfera i.e.

R e S R

Sin = 2 se tiene que:

d a —a)?
* Para z > 0, —S:—Eln(a2+c2—2cu) :—ﬂlnu.
r2 0 c a? + c2

a 2

*Paraz<0// :—ln +62—|—2cu)ozﬂl (:2_|:|—ac)2'

Asi // 27m c—i—a‘
c—a

i) La superficie z = zy satisface /1 + 22 + 22 = /1 + 2% + 42,
donde —va? — 22 <y<+va2—22, —a<z<ayr=x2+192

En la grafica adjunta aparece representada la superficie. Asi

tenemos que:
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s V1 + a2 m
// // +f v ddy—/ / Vigr2l drd9—27r/ V14 r2dr
x —i—y
= 27r(§r\/1+7°2 + %ln (r—i— val +r2))‘0 = w(a\/l +a?+1n (a—|— V1 +a2)).
Calcular las integrales de superficie / fdS, donde S es la superficie definida por la
ecuacion 2% +y? = 22,0 < 2z < 1, f(,y, 2) = 2%y?2.
Solucién Parametrizando la superficie S por x = vcosu, R
y = vsenu, z = v, en D = [0,27] x [0,1], tenemos la funcién
®: D — R3, ®(u,v) = (2,9, 2), por lo que:

foi foi

Em = (—vsenu,vcosu,0), £ = (cosu,senu,1),
0% 0P _ _ _ ok} 0P
50 % au (vcosu, —vsenu, —v), 5 < 5o = /2v. Observemos que H (%
’ (?9(11;) , pues son ortogonales. De esta forma:

2T
//f x,y,2)dS = // 6/2 cos® usen ududv—\/_/ cos? usen udu/ vodv =
—\/—/ cos? u — cos? u)du = = f%g(l—g):%

Calcular la integral de superficie / fdS en los siguientes casos:
S
a) f(z,y,2) = xye™, S en el cuarto de cilindro definida por 2? + > = 1,0 < 2 < 1, 2 > 0,

y > 0.

b) f(z,y,2z) =1Inz, S es la parte esférica definida por 2? +y? + 22 =1,1 <z < 1.

) f(z,y,2) = /22 + 42+ 1y S es el helicoide z = rcosf, y = rsend, 2 = 0,0 < 0 < 27,
0<r<i1.

d) f(z,y,2) = 22y S es la esfera unitaria 22 + y? + 22 = 1.

Solucién
a) Pasando a coordenadas cilindricas tenemos la z
A

1
parametrizacién de la superficie ®:D — IR3, = Uiy
®(0,z) = (rcosb,rsend,z),r=1,donde D =[0,27] x [0,1], '

%—3 = (—sen#, cosb,0), %—f =(0,0,1),

a0 % —H = 1y finalmente:
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s

3 1 3 z
//de:/ /cos@sen@e“osedzdt?:/ sen@(emse—l)cw:(—ecose—l—cosG)’ —e—2.
o Jo 0 0
S

b) Usando coordenadas esféricas tenemos ®: D — R?, 2

®(0,9) = (v,9,2), con x = rcos¢cos, y = rcospsend, \
z=rsen¢, D =[0,27] x [~F, 5 ], por lo que: lb
9o _ (—rcos ¢psen b, rcos pcosb,0), i 3

00

%% (—rsen¢cosf, —rsen psend,rcos p) =
10808 - ST R R — st 1.

2m 1
Finalmente, //de = / /: In(sen ¢) cos pd¢ = 27T/1 Intdt =n(In2 —1).
S v 7 2
c) Sea ®(r,6) = (rcosf,rsenb,f) 90 _ (cos @, send 0) 90 _

> or 69
92,00 _ =(senf, — cosf, —

(—rsend,rcosf,1), or X o0

V7?2 + 1y tenemos

od 09
//de //f (rcosf,rsend, H)Ha aeHdrdG—

27
/ / \/T2+1\/T2—|—1d’l”d9:/ %d@:%ﬂ'.
o Jo 0

d) Con la parametrizacion de la esfera del ejercicio b) tenemos ’ 2% %% H = | cos @], 0 sea:

// 249 — //sen ¢H3<1’ aq>H o Z
_/ﬂ/%SGHQ ¢| cos p| dpdf

:271'/2 sen? ¢ cos pdp = Zmsen® (;5} = 3.

T2

61. Calcular las integrales de superficie / fdS, donde:
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a) f(x,y,2) =y* + 2yz, S es la parte del plano 2z + y + 2z = 6 situada en el primer octante.

b) f(r,y,2) = x + z, S es la parte del cilindro 22 + y? = 9 situada en el primer octante entre

z=0, z=4.

Solucién

a) Se tiene que z(z,y) = 3(6 — 2z —y), \/1+22+22 =
,/1+1+l=% entonces: z

//(y +2y2)dS = //y +y(6 — 2z —y))dzdy =
//2(31 —xdydac—G/( x)?de =

S CERR IS

b) En este caso consideremos
y(:z:,z):vg—:sz, Yo = g_x 5 Y. =0,
— X
VIFZ+y? = ——=2—

entonces:

//:v—i—z )dS = //:c—i—z d:vdz—/o?)(;f/(%;gdz)dx

3 4 3
32z 322 / 122 24
= dr = d
‘/0 (\/9—x2+2\/9—x2> 0 v 0 (\/9—$2+\/9—$2> *

3
- (—12\/9 — 27 4 24 arcsen %) ‘ =247 436 = 36 + 127.
0

62. El cilindro 2% + y? = 2z corta una porcién de la superficie S, en la hoja superior del cono
22 4+ y? = 22. Calcular la integral de superficie // xt — oyt 2% — 2%2% 4 1)dS.
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Soluciéon Es claro que podemos tomar como
representacion paramétrica de la superficie S a
r(z,y) = (z,y,/22 +y2), para (z,y) € R?, satis-
faciendo 22 + y? < 2z ie. (v —1)2+y?> < 1,0

sea r(z,y) = (z,y,v/2z), con (z,9) € R = {(x,y) €

z

€ "

R?/(x —1)? +y? < 1}, donde R es la proyeccién de

S sobre el plano zy. ‘ ' >

2

Af\? of x? y?
— 2 — —
Tomando f(z,y) = Va7 + 47 = 2, \/1+(a$) + () —\/x2+y2+x2+y2+1—\/§,

entonces //(x4—y4+y2z2—22:v2+1)d5’ = //(:c4—y4+y2(:c2+y2)—(x2+y2)x2+1)\/§d:vdy =
R

//ﬂ&jmy = V2[R| = V2112 = V2.

R

Sea S la porcién del plano del plano z+y+ z = t determinada por la esfera z2 + 3% + 22 = 1.

2

Sea ¢(z,y,2) = 1 — 22 — y? — 22, si (w,y, 2) es interior a dicha esfera y ¢(x,y,2) = 0 si no.

@G- sif<Va
Demostrar que //cp(x, y,2)dS =
S 0 si [t| > V3.

Solucion Realicemos un cambio de coordenadas al sistema ortonormal (2/,y’, z’'), donde

el eje 2’ es normal al plano = 4+ y + z = t. De este modo 2’ = %x + %y + %Z = % y

los ejes 2’ y ' se escogen de modo que el sistema sea ortonormal. Observemos que en el

fondo este cambio de variable, es una rotacién de ejes para hacer coincidir z’ con el vector

%(1, 1,1). En el nuevo sistema de coordenadas, la esfera se escribe /2> + 42 + 22 =1y
1—a?—y?—27 siz?+y?2+2%2<1

o'y, 2') =
0 si no.
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Para simplificar la notacién, escribamos z, y, z en vez de 2/, 3/, z’. Después de la rotacion

de los ejes, tenemos que la superficie esta dada por r(z,y) = (:v,y, %) sobre T =

2
{(x, y) ER2/a? +9y2 <1 - % }, que es la proyeccién de la superficie S sobre el plano xy.

i ok
« Or _ _ or  Or|l _ .
Porotrolado,a = 1 0 0 —(0,0,1),entoncesHaxx@’—l,porloque.
0
2
//(1—:62—y2—22)d5’://(1—%—x2—y) %X—H dxdy =
T

/277 /\/7 1———T)rdr d9—2ﬂ'<(1—— %—TZ)’F
m (30-5) -1 0-5)) =2 0-5) = E st = | | < tie. < V3.

Sit| > V3 = |z| >1 = ¢(x,y,2) = 0, pues si |z| > 1, esta fuera de la esfera de radio 1, o

sea que //wdS =0.

5
Calcular las siguientes integrales de superficie:

a) #(m—i—y—i—z)ds,Sesle cubo [0,1] x [0,1] x [0,1].

b) #(mz +12)dS, S es la esfera 22 + y% + 22 = .

%

P
2 2
c) // 22 4+ y2dS, S es la superficie lateral del cono % + % —
S

Solucién
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z

a) Es claro que por la simetria de la funcién f(x,y, z) = x+y+=2

1
y la simetria de los ejes z, y, z se tiene que: 0
#(m+y+z)d$z3//(ar+y—|—z)d8’, .
y i
s 5

donde S’ es la superficie formada por las dos caras del cubo cuando z = 0y z = 1, de

representacién paramétrica (z,y,1), (z,y,0),0 <z < 1,0 <y < 1, respectivamente.

//(a:—l—y—i—z )dS' = // (x+y+1) d:cdy+// (x+y) d:cdy_// (2z+2y+1)dxdy =

1 2 1
/ (1+2y+1)dy:2(y+—)’ =3i.e.//(:c+y+z)d5':9.
0 2 /1o

S

b) Sea la representacién paramétrica r(u,v) = (x,y,z) =

(acosucosv,asenucosv,asenv), (u,v) €T =[0,27] x [-5, 5],

2| cos v|, entonces:

27
#(952 +y?)dS = // a? cos? v-a® cosvdudv = a4/ </

0 _
S T

s

(NE]

cos® v dv) du

[y

2
= 27m42/ cosPvdv = 47m42 = §7m4.
0 3 3

¢) Tomemos la representacion cartesiana de la superficie z =

b /2.2 2, .2 2 0z _ b = Oz _b_ Y
aVE YL ORI YIS O gy T ATy y — AT gy

\/1+(g§) +(%)2 _ \/1+Z—§<I2xjy2+x2?fy2> =

%\/ a? + b2, entonces:

2T a
//v502+y2d82//\/$2+y21\/a2+62d:cdy:l\/a2+b2/ (/ r2dr> do
S R

= %m%a?’ = %cﬂm.
3.4 Centro de gravedad, masa, momentos de inercia. Aplicaciones

Determinar los centros de gravedad de las superficies homogéneas siguientes:

a) La parte de la esfera situada en el primer octante.
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b) La parte del paraboloide 22 + y? = 2z recortada por el plano z = 1.

Solucién

a) El 4rea de la superficie de la esfera es 47a?, por lo que el area

del primer octante es %ﬁaz ie.m= %waQ. Ademas:

:m//de_m// i_xz_y dxdy

_a [? * 12 cos Odr _a [? * 2ar
_mo (Oﬁ)de—mo COS@d@OW

no

a
2

Q
vl

2 2 2 a
a rva®—r a T 1
== ———F - arcsen — = = 5aQ.
m( 2 ) a) 0 Ta? 2
Por razones de simetria tenemos que z = jj = z = %.

b)2z=x2+9% z=1.
Si z = 1 se tiene 22 + y? = 2, es decir la interseccién se proyecta

sobre el plano zy, como un circulo centrado de radio v/2. Ademas

Ze =X, 2y =YY )1+ 22+ 22 =/1+ 22 +y?, porlo que:
27 \/5
m://dS://\/l—i—:cQ—i-yzd:z:dy:/ (/ \/1+7’2rd7’)d9:
0 0
S R

= 2—7T(3\/§ — 1). Ver ejercicio 50, pagina 164.

8l

183

2m
- m/ / VIF 212 dr) cosfdf = m/ VIt 2dr/ cosfdf = 0.

:m// ds_m/%/ Vier? o rdr)de_ ((1+57“)5

3,/39=5 4 5= 3)716\/_—1—17554-9\/5
15 ) 53/3+1 130

m(

(1+72 ))‘ﬂ
3 0

Calcular el momento de inercia de las partes indicadas por las superficies homogéneas (la

masa de cada superficie es m).

a) De la superficie lateral del cilindro (de radio a y altera h) con respecto al eje que pasa

por su centro de gravedad y es perpendicular al eje del cilindro.

b) De la parte del paraboloide z2 + y? = 2cz recortado por el plano z = ¢, con respecto al

eje z.

¢) De la superficie lateral del cono truncado (radios de la base son b y a (b > a), altura h)
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con respecto a su eje.

Solucion Coloquemos la base del cilindro sobre el plano xy,

entonces 2% +y? =a?,0 < z < h. Qj

a) Es claro que por las caracteristicas de la superficie z = § =

0, 2 = % y la masa m = 2mah. Por otro lado, sabemos que 21 v

I, = (2)>m + I, donde / es la recta que pasa por el centro de

gravedad y es paralela al eje x.

Tmemos z = £+/a? — 32, —a <y < a, z, ::F%,xz =0, por lo tanto /1 + 22 + 22 = %,con

lo cual tenemos que:
2

ImzS//(y2+22)dS:2T//(y2+22)%dydz:2a/0h(/i(\/a;ﬁ_yz + \/aj_y2)dy)dz
S L IV e Yy e y
2(1/0 ( )

a

dz

—a

5 + 5 arcsen g + z# arcsen a

h
= 2(1% / (a? +22?)dz = wa(th + %h?’) = 7rha(a2 + %hz) = %ah(3a2 + 2h?).
0
Asi tenemos que:

I = Zah(3a® + 2h%) — Smahh? = mh(az +2n - %hQ) -

s
3
1 2, 152} _ 1 2, 1;2

2(27Tah)(a + 6h ) = 2m(a + 6h )

b) Si z = c se tiene que x? + y? = 2c? i.e. la interseccién de las

superficies proyectada sobre el plano zy, es el circulo centrado

de radio v/2c.

.CC2—|—2

y las derivadas parciales z, = %,

La superficie es z =

)
T vl /@i o e
y= 2,1+ 22+ 22 = +—+— 2/ + 22 +y2 Asi

tenemos que:

1 12, VR 2t 1, g
m= [[ -+ 22+ y>dedy = - ( \/02+7’2Td7’)d9:——(c +77)2
c c Jo 0 c 3
R

= 21(3v3c® — ¢*) = 2rc(3v3 - 1),
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1 2 \/56
IZ://(J:Q—i-yQ)dS:—/ ([ Ve+rdar)a
¢Jo 0

S
& r % C r % 2c - 3 .
:2%(( +5 DR G ;r ))’0 _ 2 5(3\/3515f 15)
-y 24vV3+4) .y ,(24V3+4)(3V3+1)
S = (?M‘”% B i el (e e
_A(G5+9VE)  ,_ 55+9V3

5134 "¢ 65

¢) Determinemos la ecuacion del cono truncado. Del grafico

deducimos que h =z —, donde r = /22 +y? ie. z =
b—a b—
h :vh
(b —r). Asi tenemos que z, = —(—EL
a7 d Va2 +y3(

yh
Zy = 1+z +22 = 1—i— \/h2 b — a)? = k, entonces:
! \/w2+y(b—a)

m= //dS /QW / er dr d@:wk(bQ—QQ).
Iz://(:r +y )dS_/OQﬂ(/abkr?’dr)dﬂ_%ﬁk(b‘l—a‘l)_%(wk(bQ—QQ))(QQ—l-bz)

m(a® + b?).

MI)—‘ 19}

67. Calcular la masa de una esfera, si la densidad de superficie en cada punto es igual a la
distancia entre el punto y un cierto diametro fijo de la esfera.

Soluciéon Se tiene la densidad §(z,y,2) = Va2 +y?,
si escogemos al eje z sobre el diametro fijo de la esfera.

Asi, 1a masa es:

Vi +y?
m= //\/xz—i—y dS—2// e +y da:dy

_2(1/ ( ’ er )db’
0 0o Va*—r?
:471'@(—%\/ —r2+—arctan )‘ :47Ta(a—g):ﬂ'2a3.

68. Hallar la masa de una esfera, si su densidad de superficie en cada punto es igual al

cuadrado de la distancia entre el punto y un cierto didmetro fijo de la esfera.
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Solucién La densidad 6(z, vy, 2) = 22 + 2, si escogemos R
el eje z como el didmetro fijo de la esfera, entonces la

masa es:

m= //I + 92 dS—2// x +y dzxdy
Va?—ax? —y?

27 a 3
_2a/ id@

Va2 —r?
1/ 2 2§ 2. /2 7\ | a® 3 8 4
— 1 _ 2 _ — _ _
_47ra(3(a r) a“Vva T)’0—47Ta( 3+a)_—37m.

Determinar el centro de la placa homogénea R de densidad 1, donde R es la superficie

definida por x = ue” cosv, y = ue’ senwv, z = e*, (u,v) € D =[0,1] x [0,1].

Solucion Se tiene que:

0% _ 0% _ _ v v
o = (e cosv, e”senw,0), Em = (ue¥(cosv — senw), ue’(senv + cosv), e¥),
8(1) 8(1) 2v _ K2v 2v 2v 2

u < v = (e*¥ senv, —e*’ cosv, ue’), ou X 5 V1+u?,

o 0D ! Lo,
La masa de la placa es m = — X — || dudv = V1+uZdu [ eVdv =
8” 81} 0 0
D
1(V2+1In(1+v2)(e* - 1).

El centro de gravedad es (z, 7, z), donde:

1 1 1 1
T = %/ / e??V/1 + u2ue’ cosvdudv = %(/ e3”cosvdv)(/ u\/1+u2du) =
o Jo 0 0
ﬁ((?) cos1+senl)e’ —3)(2v2 —1).
11 1 1
J= %/ / e2vv/1 + v2ue? senvdudv = %(/ u\/1+u2du)(/ e3vsenvdv) =
o Jo 0 0
ﬁ((?) senl—cosl)e +1)(2v2 —1).
1 1 1
g:%/ / ezv\/H——uQe”dudv:%(/ 3”dv)(/ VITwdu) =
o Jo

1 (3 I _ (e— )(e -l—e-l-l)(\/_—i-ln(l—i—\/_) _48(e*+e+1)

Si S es la superficie del paraboloide z = 2 — (22 + 3?) sobre el plano zy, calcule:
a) Las coordenadas del centroide de esta superficie.

b) E1 momento de inercia de esta superficie con respecto al eje z, siendo la densidad de la
superficie 1.
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Solucién
a) Usando las coordenadas cilindricas tenemos .
= — 2 8_(1) 8_(1) = ?Z=2—(:1;2+y2)
®(r,0) = (rcosf,rsenb,?2 r4), a X 00 = =
i j k
cosf senf —2r | = (2r?cosf,2r?senb,r),

—rsenf rcos6 0

9b | 9% ||0d a_@ Ry -
o> 198, 1|52 x H—r\/47’ 1, (r60) €D =[0,v2] x [0,27],

27 \/5
//dS / / rv4r? + drd@-ﬂ'/ 21"\/41"2—I—ldr:w[%(élrz—l—l)%}’

V2

0

3 3
m((8+1)2 —12) = Lr.

1 27 V2
= %//rcos@r\/élﬂ—i—ldrd@: —/ cos@db‘/ r2\/4r2 + 1dr =0,
m Jo 0

CTDU—‘

Kl

27
%//Tsenﬁv 4r2 +1 drd@——/ sen@d@/ r?\/4r2 4+ 1dr = 0,
D

3=

//2—1" Wdrdt?_%l \/MT—/ 3412 + 1dr
d

D
_ 27 3|V2 ’ Ldu
[ (4r® +1)2‘0 _/1 PR R

3
=

donde u = 4r% + 1 = du = 8rdr —> 4 =rdr;r? =Y L Asi

21 | 1oy 1 [°, 8 : 2w |26 _ 1 > 3\ [°
5 T 5 5 T u u
T m [6(2 1) - 32/ (u2 u2)du:| S mo|6 32(2 5 2 3 )’1

_on 13 1[853 —3+45]] _ or of1a 1 [3QT-5)+2]] 111
T m |3 16 15 13w 3 16 15 T 140°

b) Como 62 = 22 + y* = r2, tenemos:
2m V2 V2 9
-1 14d
Izz//62d5'=/ / rzr\/4r2+1drd9=27r/ r3\/4r2+1dr=27r/ u4 u2 gu
o Jo 0 1
S

9

3 1
=1—7T6 (u2—u2)du=l(2u

. Demostrar que el momento de inercia de un recipiente esférico alrededor del didmetro es

2ma?, donde m es la masa del recipiente y a es su radio.
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Soluciéon Tomemos la representacion paramétrica de la es-

fera de radio a:

r(u,v) = (z,y,2) = (asenucosv,asenusenv,acosu), 0 <u <,

0<v<2rie S=r(T),conT =[0,7]x[0,27].

Consideremos que la densidad de la superficie f(z,y, z) = ¢, por lo que la masa m = 4wa>c.

Ademas H @

I, = //(:1: + 2%)cdS = // (sen? u cos® v + cos? u)

27
/ / 4(sen? u cos? v + sen u cos® u) dudv

3 3 -
cat [2 / sen® u du-4 / cos?vdv + 27r/ cos? u sen udu}
0 0 0

= ca* (2-2-4-5l + 2'7‘1"2) = 8ratc = 2ma?.

2|senu|. Asi tenemos que:

r Or
X

0
’(’“)u 0 dudv

3 3 3

Determinar el centro de gravedad de la porcion de superficie esférica homogénea dada por

22 + 1% + 22 = a2, situada sobre el primer octante.

Solucion Consideremos la parametrizacion de la esfera x =
asenucosv, y = asenusenv, z = acosu, donde 0 < u < I,

0 < v < % yladensidad f(z,y,2) = c. Ademaés r(u,v) =

(asenucosv,asenusenv,acosu), S =r(T), T = [0,%] x [0, %]. e

Se tiene que T = i = z por razones de simetria, por lo que:
_4dmd®c _1_ 2
m = 8 = 27Ta C
1
z= % /xcdS == //ca sen u cos v(a? sen u) du dv
m
5 T

1 i i 1 1 4T
= mccﬁ/ sen2udu/ cosvdv = =-c-a>-T.2.1 = =
0 0
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ya que H— X —H = a®senu.

Calcular la masa de una lamina superficial S, dada por z = 4 — 24/x2 + y? entre los planos

z =0, z = 4, si la densidad es proporcional a la distancia al eje 2. 2

Solucién La densidad es p(x,y,z) = cyv/z2+y?, z, =

—2x —2y
——_— 2y = ———— 1+22+22 V5.
/x2+y2 Y /x2+y2

La masa m es:

m= // plz,y,z)dS = //C\/m\/_d:vdy
—C\/_/Qﬂ(/ 2dr>d9—27rx/_c 16\/_c7r

Un recipiente esférico homogéneo de radio a, esta cortado por una hoja de un cono circular
recto, cuyo vértice esta en el centro de la esfera. Si el angulo en el vértice del cono es a,
0 < a < 7, determinar el centro de gravedad de la porcion del recipiente esférico que es

interior al cono.

Solucion Es claro que por razones de simetria z = § = 0, al
considerar el origen de coordenadas en el centro de la esfera.

Tomando la representaciéon paramétrica de la porcion de la

esfera r(u,v) = (z,y,2) = (acosucosv,asenu cosv,asenv),

6rx8r

ov

(an]
N

<u< -3 <v< 3

<7 = a?|cosv|. Supongamos que la densidad es

T,

I
wlR

f(z,y,z) = ¢, entonces la masa es:

z 27
//cdS //a2|cosu|dudv = a20/2 (/ du) cosvdv = 2ma*csenv
T_a 0
2

2

[N
|
w2
Il

2ma’c( 1 —cos §). Ademas

z 2
=m // dS = //casenva cosvdudv = — </ cagdu) sen 2v2dv =
m 4m —a \Jo

=
2

|

7TCL30

2m

Una hoja de papel rectangular homogénea de base 2ra y altura h se arrolla formando una

vl

_ made(l+cos(m —a))  a(l —cosa)

z—2  dmaPc(l—cos%)  4(l1—cosg)’

(— cos2v)

superficie cilindrica S de radio a.

a) Calcular el momento de inercia de S, alrededor de un eje que contiene un didmetro de
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la base circular.

b) Calcular el momento de inercia de S, alrededor de un eje que esta en el plano de la base
y es tangente al borde circular de la base.

Solucién

a) Si colocamos la base del cilindro sobre el plano zy, podemos

tomar el momento de inercia S alrededor de cualquier eje en

Yy «7g a”

el plano zy, por ejemplo el eje = o el eje y.
Tomemos por ejemplo el eje y, entonces 6(z,y, z) la distancia de un punto a (z,y,z) al
eje y es Va2 + 22, la densidad f(z,y,z) = ¢y la representacién paramétrica es r(6,z) =
(acosf,asenf,z), T:0<60 <27, 0<z<h.

i j k
) or . 0 or 0
Asi tenemos que a—g X 8—2 =| _asenf acosf 0 | = (acosb asend,0), 3_2 X a—iH =@
0 0 1

por lo que (ver ejercicio 66, pagina 183):

h i
I, = //52(96,3/, z)cdS = //(a2 cos? 0 + 2*)cadfdz = ac/ <4/ a® cos? 0df + 27r22> dz =
0 0
s T

h
1 2 2
ac/ (4a® T2y 212%)dz = ac | ma®h + = 7h® | = ma®he + = mah’e.
) 2 2 3 3

b) Si tomamos la recta ¢ paralela al eje y pasando por (a,0), C
ni

se tiene que la distancia de un punto (z,y,z) a la recta ¢ es

d(z,y,2) = \/(a+y)? + 22, entonces:

I, = //((a +y)? + 2%)cdS = //(a2(1 + cos® ) + 2%)acdfdz =

S T
h p2m h
ac/ / (a®(1 + cos? 0) + 22)dOdz = ac/ (2ﬂ'a2 + 4a2%% + 271',22) dz
0o Jo 0
h

ac/ (3ma? + 272?)dz = 3wadhe + %ﬂ'ah?’c.
0

. Calcular la masa de la superficie del cubo 0 < 2z < 1,0 <y < 1,0 < z < 1, si la densidad

superficial en el punto (z,y, ) es igual a xyz.
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Solucion Por razones de simetria se tiene que si S’ es la

superficie del cubo #myz ds’ = 3 / / zyzdS, donde S es la f

s S
union de las superficies del cubo z = 1, z = 0, entonces: 0
//:vyzdS = //xde.
Y
S z=1 ’

x 41

Asi tenemos que la cara del cubo es la superficie z = 1,0 < 2 < 1,0 < y < 1, en la cual

\/1+ 22+ 22 =1, por lo que:
1
#xyzdS’z?)//:vyd:vdy—?)—‘ ‘
0
S/

Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la capsula parabélica homogénea

az::v2+y2,0§z§a.

Solucion Dado que la capsula parabdlica es homogénea se
tlenequex—y—O Asiz=1 :c—i—y)congc +y? <a? z, =

a’U: /1—|—22+22 W1+ ;v2—|—y la densidad es

f(z,y,2) = cy lamasa es:

4 a? (77 [ 4 .8
m= [[cdS=c 1—1—;(:0 —|—y)dxdy:c§ ; ; 1—|—p7’ prdr de
S

a

= a2(5\/5 —1)e.

0

amy

(SIS

—27T08(1+i7”)

2
3
Ademas:

| 1
= = ds = — 14+ — (22 dxd
z m//czS — // (2% +9?) + (x +y?)dxdy

S
27r
2
:ma (/ 1/1+—T27’d7") df = 7Tc/ 1/1—|——7’2Td7’

Tomemos en la integral b = %, x = b%r2, dz = 2br? dr, entonces:

/rQ\/Wdr 2b4/ \/W%Qrdr——/x\/l—i——xda@

2(3x -2
:2—247( - )11 2)

1 2(36%r2 —2)

3
? BT 1

3
+C = (1+032%)2 +C
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por lo tanto:

a*(25v/5 + 1).m
2-3-4-5 a _ q25V5+41
%a2(5% 1) 10 551"

Finalmente, z =

Hallar el momento de inercia de la parte de la superficie del cono z = /22 + 92,0 < z < h,

con respecto al eje z.

Solucién La superﬁcie esz = x2+y%, 0< 2 < h, 2, =

W /72 s /1t 22 +22 = :c —|—y
v +y v +y

V2. Asi tenemos que el momento de inercia I, es:

1—//52xyds //x+y )dS = //:v—i—y W2 dxdy
_\/_/%(/ >d9—\/_2 4\ oht,

3.5 Integrales de superficie de campos vectoriales

Sea S la superficie dada por el paraboloide z = 4 — 22 — y? situada sobre el plano zy,
orientado por un vector unitario hacia arriba. El fluido de densidad p(x,y, z) = ¢ fluye a
través de la superficie S, por el campo de velocidades f(z,y, z) = (z,y, z). Determinar la

razén de flujo de masa a través de S.
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Solucién Sea z(z,y) =4 — 2% —y?, 2, = -2z, z, = —2y,
(2z,2y,1)
J1+22422 = JI+4da2+4y%, n = —(———
V14422 + 492
entonces:

//pf-ndSz c//(2:102 + 2y + 2(2,y))drdy = c//(4+:102 + %) dxdy
5 R R
21 2 4 2
= c/ / (4 +7r?)rdr | df = 2mc | 2% + - ‘ = 24rec.
0 0 4/ 1o

Sean u y v dos campos escalares de clase C? en un conjunto abierto R de R3.
a) Demostrar que existe un campo vectorial f tal que Vu x Vv =rot f en R.

b) Determinar si cualquiera de los tres campos vectoriales siguientes pueden o no ser

utilizados como f en la parte a): i) V(uwv), ii) uVo, iii) vVu.

¢) Siu(z,y,2) =a® —y3+ 23, v(z,y,2) = x + y + z, calcular la integral de superficie:

/ Vu x Vu-ndsSs,
s

en donde S es la semiesfera 2% +y?+22 = 1, 2 > 0 y  es la normal unitaria con componente

z no negativa.

Solucién

a) Sabemos que div(Vu x Vv) = 0, entonces existe f de clase C! tal que rot f = Vu x Vo.
b) Se tiene que:

1) rot (V(uv)) = 0 no sirve.

ii) rot (uVv) = urot (Vv) + Vu x Vv = Vu x Vo si sirve.

iii) rot (vVu) = vrot (Vu) + Vv x Vu = —Vu x Vo y se usa —vVu.
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¢) En este caso Vu = (322, —3y?2, 32%), Vv = (1,1, 1), entonces:
i j k

VuxVu=| 322 —3y2 322

1 1 1

= (=3y? — 322, =322 + 322,322 + 3y?).

La esfera se representa por z = /1 — 22 —y2, \ /1 + 22 + 22 = % yn = (x,y, 2) por lo que:

//Vux VundS =

S

//(—3xy(x +y) 4+ (322 4+ 3y*)V/1 — 22 — 32 — (32 — 3y)(1 — 2 — y?))dS =
//( 3xy:”+y) — (32 — 3y)\/1 — 22 — 42 + 322 +3y>dxdy—

2m
/ / ( —3r%( Sen9+cose)r—3rﬂcos6‘—3rﬂsen9+3r2> rdrdf =

V1—1r2
—_0— 3,4 =3
0-0 O+27r4r ’0 57

Otra manera se puede usar para el calculo de la integral. Dado que uVv es tal que

rot (uVr) = Vu x Vo, entonces si I es el circulo 22 + y? =1, 2 = 0:
//rot (uVv)ndS = ¢FUV1} -dr _Sﬁp(ﬁ — 2+ 2% (1,1,1)-(dz, dy, dz) =
gﬁf(w — P+ 2%)de + (2% — P + ) dy + (27 — y® +2%)dz =
2
/(:c3 —y3)dx + (23 — y3)dy = / (cos® 0 — sen? 0)(— sen 6 + cos 0)dO =
r 0

27 27 27
—O+/ sen49d9+/ cos49d9—0:2/ cos*0dh =
0 0 0

24/ cos0df = 2.4.33.1 _ 31,
A )

M

81. Sea S la semiesfera 2 + 4%+ 22 =1, 2 > 0, sea f(r,y,2) = (x,9,0) y sea n el vector normal

unitario exterior a S. Calcular el valor de la integral de superficie / / f-n dS, empleando:

a) La representacion vectorial r(u, v) = (senu cosv,sen usenv, cosu).

b) La representacién explicita z = /1 — 22 — 2.
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Solucion

a) Es claro que S = r(T), con T = [-%, Z] x [0, 7], entonces:

//fndS //fn ddvz//f-@x@dudv.
ou Ov
T

wl:\

Por otro lado:

i j k
or Or 9 9
u X 9o | cosucosv  cosusenv —senu|= (sen” u cos v, sen” u sen v, sen u cos u)
U v
—senusenv Sen cosv 0

2

y f(r(u,v))- or 8r = sen® u cos? v + sen® usen? v = sen® u, por lo que:

Bu

3" 5
//f-ndS:/ (/ sen3udu> dvz?w/ sen3udu:27r2:4_7r,
= \Jo 0 3 3
S 2
b) Si la férmula esta dada explicitamente, n = (z,y,2), /1 + 22 + 22 = %, entonces:
1
//f'nd5= //f-(w,y,z)ds = //(:v2 +4y? +0) - dedy
z
S S R

= " 1 ridr df = 2w r2_2 m‘IZQWZZ
0 0 \/1—’]"2 3 3 0 3

Sea S la porcién del plano limitada por el tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1),

SEES
A

sea f(z,y,2) = (z,y,2) y sea n la normal unitaria a S que tiene componente z no negativa.

Calcular la integral de superficie / f-n dS usando:

a) La representacion vectorial r(u,v) = (u +v,u —v,1 — 2u).

b) Una representacion explicita de la forma z = f(z,y).

Solucién
j k
a)Enestecaso—H%x%H:— 1 1 —9 :(2,2,2)yn:%(1,1,1).
1 -1 0

Debemos determinar la variaciéon de u y de v para el calculo de la integral.



83.

196 Capitulo 3. Ejercicios de integrales de superficie

Lo primero que observamos es que el plano 5 Y
U =7
esz+y+z=1con0<2r<1,0<y<1,
T % u—v=1
0<z<l,oseal0<u+v<1,0<1—-2u<l, J 1u+vil
porloque0<2u<1=0<u< 3. o o1 ey o= —u

Ademas, 0 < u+v <1 = - u<v<l-uy0<u—-v<1=u—-1<v<u

yeomo 0 <u<i= —u<wv<ucomn0<u< i Deesta manera tenemos que

T={(u,v)eR?/—u<v<u0<u< i}

//fndS //f (Br 8_) dudv—/ / (r+y+ z)dvdu
v —Uu

:2/ / dvdu:2/22udu:2u2§

0 J—u 0 0

b) Ya sabemosque z =1—z—y,n = %(1, 1,1), entonces f-n = %(:c—i—y—i—z) = % sobre

—_

S, por lo que:

N =
N =

[ [ sy - 35

ya que Area(S) = 1 base x altura= 1\/5 X ? 1\/—

Sea S una superficie parametrizada de la forma >z = f(z,y), f de clase C', de modo que

(z,y) € T, siendo T una region plana, proyeccién de S sobre el plano zy.

a)Seaf = (P,Q,R), con P, Q, R continuas y i la normal unitaria a S, de componente z no

negativa. Usar la representacién paramétrica r(z,y) = (z,vy, f(z,y)) para demostrar que:

[fimas [ (-85 -3 ) ac

donde P, @Q y R se evaltan en (x,y, f(z,v)).

b) Sea ¢ un campo escalar, demostrar que:

) ffotas oo sen e (20 () ae
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11)// o(z,y,2)dy Ndz = — // (z,y, f(z,y)) —fdzzrdy
111)// o(z,y,2)dz A de = — // (z,y, f(z,y)) —fdzzrdy

Soluclon Es claro que por h1potes1s S =r(T), ademas:

ik
arxﬁr
Ox = Oy ox ox’ oy’ )’ H H
of
0 1 Jy

a) Por otro lado sabemos que:

[ ffreem]

entonces definiendo f = f-n se concluye que:

//fndS //( __Qﬁﬂz) drdy,

ya que (£0)(x(@,)) || 98 x & = (825 x I ) (v(a.y)).
b)-i) Usando el hecho que si S = r(T),

Jor Or
//cpdS = //so(r(%y)) H% X 3_yH dzdy,
S T
2
or %H \/1 + (gi) + (%) , tenemos que:

// 519, 2)dS = // o F (o) W(@f) (Y ey

ii) Recordemos que & X 8_ = <’ 6((1;’ j)) , , aa(é’ ;/)) D = (—%, —%, 1), donde

r(z,y) = (X(z,y), Y(:v y), Z(x,y)), entonces:
dedy = — //eﬁ(x,y,f(x,y)) Z_;J; dz dy.
T

or
dy

dxdy,

conr(z,y) = (z,y, f(z,v)),

a(Z, X)
d(z,y)

Jrnrmnas= s |32

iii) De manera similar:

S/ [ ., 2002 n o = !/ oo S | )

0
drdy = — //w(x,y, f(z,y)) a_ch dxdy.

T
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Observemos que //gp(x, y,z)dx A dy = //cp(x,y, f(z,y))dzdy.
g T

Si S es la superficie de la esfera 22 + y? + 22 = a2, calcular el valor de las integrales de

superficie:

a) #wzdy ANdz +yzdz Adz + 2%dx A dy.

b) #wzdy ANdz +yzdz Adz + 22dz A dy.

Se debe elegir una representacioén para que el producto vectorial

fundamental tenga la direccion de la normal exterior.

Solucion Consideremos la representacion paramétrica de la

superficie r(u,v) = (z,y,2) = (acosucosv,asenucosv,asenv),

or 2 T ™ .
H% |cosv|, 0 < u < 2w, —5 < v < F, por lo tanto:

&) T = [0.27) x [~3, ), x(T) = 8, £ = (P,Q,R) = (w2, y2,0), n — 0222 _ (012)
#wzdy/\dz—i—yzdz/\d:v—i—xzdx/\dy— #fndS——#%(ﬁz—i—y%—i—x?z)dS:
s

#% 222 +4%)z2dS = —a* //cos u + 1) cos® vsen v| cos v| dudv =
5

us
2

=0.

s
2

27 z 2 1
—a* / (cos?u+ 1) du/ senv cos® vdv = a* / (cos®>u + 1) du 1 cos’ v
0 - 0

us
2

D) T = [0,27] x [~ %, 2], £(T) = S, £ = (P.Q, B) = (2,2 22), m = L2¥22),

#xzdy/\dz—l—yzdz/\d:z:—l—zzdx/\dy =— #fﬂdS =— #%(xQZ—i-yzz—l—zQz)dS =
S S S

2
—#a%%d&'z—#azdSz a//asenv( 2|cosv|)dudv—a/ / senv| cosv|dudv =
z Jo
2

S S T
jus

[SE]

2
27m4 / senvcosvdy = 7T(l4 senzv

s
2

=0.

vl

Calcular las siguientes integrales de superficie:

a) / / yzdy Ndz + rzdz ANdx + xydr A dy, S es la cara exterior de la superficie del tetraedro
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limitado porx =0,y =0,2=0, 2 +y + 2z = a.

2 52
b) //zdx Ady, S es la cara exterior del elipsoide % + Z_Q + £ =1.

c) / / 22 dy Ndz+y*dz Ndx+ 22 dz Ady, S es la cara exterior de la superficie de 1a semiesfera
5
x2+y2+22:a2,220.

Solucién

a) Sea f = (yz,zz,zy); la superficie S esta formada de

cuatro superficies S;, con vector normal n, = (1’\}’51) s \ y
Sy con vector normal i, = (—1,0,0), S5 con vector g
4
normal n; = (0,—1,0) y Sy con vector normal n, =
(0,0,—1). z
+ (x4
//fnd51 //:vy (z+y)z dSlz//(xy—i—(:c—i-y)(a—:v—y))d:cdy:
R

a—x a 2 2 2 _ 3 a—x
/ (/ (xy+(z+y)(la—x— y))dy) dx :/ (—IQy—l—x(ay—y—)—w) dzr =
0 0 0 2 6 0

“r5 3 1 3 5 1 1 1 a 1
/0 (6x3—§x2a+§xa2+%)da@—(ﬂ:ﬁl—iax +4a2$2+6a3x)0:§a4.

Por razones de simetria:

//fn2d5’2 //fn3d5’3 //fn4d5’4— //yzd5’2
:—/0 (/0 yzdz)dz—/o y@dyZ—%v

1
porlotanto//fndS——a —3ﬂa =0.
g

b) Sea la representacién paramétrica del elipsoide

r(u,v) = (acosucosv,bsenucosv, csenv).

or _ Or

LR (be cosu cos

2

v, acsenu cos? v, absen v cosv),
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¢) Sea r(u,v) = (acosucosv,asenucosv,asenv), la repre-

sentaciéon paramétrica con (u,v) € T = [0,27] x [0, %],
Or . Or _ 2(cosucos? v, senucos? v, senvcosv) y £ =
ou o = @ S U COs” v, senu cos”“ v,senvcosv) y £ =

(22,42, 2?), entonces:

//fndS //f@x—dudv

2T
= / (/ (a4 COS3 u COS v+a sen3 u COS v+a sen3 v COS ’U) du) dv
0 0

s us
2 2 2
4 3 4 3 1_ 4
= a®sen” vcosvdu | dv =2wa sen” v cosvdv = yma.
0 0 0

Un flujo de fluido tiene como densidad de flujo el vector f(z,y,2) = (z, -2z — y, 2), sea S el
hemisferio 2% +y2 + 22 = 1, z > 0 y sea n la normal unitaria orientada hacia el exterior de

la esfera.
a) Calcular la masa de fluido que atraviesa S por unidad de tiempo en la direccién 7.

b) Calcular la masa de fluido que atraviesa S, si S también contiene la base plana del

hemisferio. En la base inferior la normal es —k.
Solucién

a) Tomamos la representacion paramétrica r(u,v) = (z,y,2) =

(cosucosv,senucosv,senv), 0 <u <27, 0<v < I, Or , Or _
27 0u " Ov

(cos u cos? v, sen u cos? v, sen v cos v), entonces la masa de fluido

que atraviesa S es:

//fndS // dudv—//((cos2u—sen2u)cosgv—|—sen2vcosv) dudv =
T
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sen®v |3 2 2

o VT3TT3m

2m z
/ (cos 2u — sen 2u) du/ cos® vdu + 27
0 0

b) Sobre la superficie S’ : z = 0, 22 +y? < 1, f-n = 0, es decir //f-n dS = 0y tenemos que

-2
#f-ndS =3
5

Calcular las siguientes integrales de superficie:

a) # xdy Ndz +ydz Adx + zdx A dy, S es el lado positivo del cubo formado por los planos
xz%,yzOZZO,le,yzl,z:l.

b) # 22y?zdx A dy, S es le lado positivo de la mitad inferior de la esfera 22 + 32 + 2% = a2,

2

c) #z dx A dy, S es la cara exterior del ehpsmde Lo + Z—z + Z—2 =1.
c

2
d) #22 dz A dy, S es la cara exterior del elipsoide :v_2 + iz + z_2 =1.
a

e) # xzdr Ady + xydy AN dz + yzdz A dx, S es la cara exterior de la piramide formada por

S
losplanos z =0,y =0,z2=0,z+y + 2z = 1.

) # yzdx ANdy + xzdy A dx + zydz Adz, S es la cara exterior de la superficie situada en el
primer octante y formada por el cilindro 22 + 3> = a? y los planos 2 = 0,y = 0, 2 = 0, z = h.
g) # y2zdx Ady + xzdy Adz + 2?ydz A dx, S es la cara exterior de la superficie situada en

s
el primer octante y formada por el paraboloide de revolucién z = z2 + 32, por el cilindro
22 + y? = 1 y los planos de coordenadas.

Solucion

z

a) Representamos S, S; y S3 las caras del cubo donde 1
z =1,y =1y z = 1 respectivamente y con Sy, S5, Sg w

las caras del cubo donde z = 0, y = 0y z = 0 respectiva-

mente, entonces: 7

//:rdy/\dz—i—y%—i—zd //da:/\dy—//ld:cdy—l

S1

1
/xW—i—ydz/\d:c—i—zd //dz/\d:z:—/ / ldzdx =1,
0
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//:rdy/\dz—i—y%—i—zd //dy/\dz—/ / ldydz = 1.

S3
Las integrales sobre las caras Sy, S5 y Sg son nulas. Basta verificar una de ellas por ra-

zones de simetria:

/ xéy,&d’—i—y%—i—zd:r/\dy—//()dx/\dy—o
Sa
Fmalmente tenemos que:

#wdy/\dz—i—ydz/\ dr+zdrANdy=14+14+14+0+04+0=3.
s

b) Observemos que en este caso z = —y/a2 — 22 — 32

y que n = (m,y,z)%, tiene la componente > negativa,

\/1+ 22 + 22 = %, entonces:
#wzyzdx/\dy—#(oogcyz ndS = //222
s

2 a

J[revE=E =Ry = [ ( [ costosenor'Var =riran) ) ao =
0 0

T

1 a
/ (60829—cos49) df —/ v a? —T2(2rdr)(r2 2 _
0

41_ 1__ / /1_ r 2 g dr _
22 a a
I(

r'(3)2
2

ol

S

1
2
! a / (1 u)2u2du a’B(2,3) Ta i
- _ — _7T -z z
™, 8 22 =g r(g) 8

22 2 N
c) Se tiene que z = ¢y /1 — =5 — b_2’ tiene normal 77, con
componente z positivay que z = —cy/1 — x—2 — 2—2 tiene

normal —n, por lo tanto si S; es la parte superior de la

superficie y S, la parte inferior del elipsoide:

#zdm/\dy_g?(OOz)ndS //OOZ ndS+//(OO 2)(=m)dS =

Sa



3.5. Integrales de superficie de campos vectoriales 203

// md:vdy / m“zbdr) 47mbc( - %(1 _ r2)%)‘; _

- ﬂ'abc
3

d) Observemos que la superficie S es tal que la componente z de la normal, es positiva en
la parte superior del elipsoide S; y negativa en la parte inferior S> del mismo, por lo tanto:

5? 2d:v/\dy-//(002)77d5’+//002 n)dS:Z/z2dxdy—T//22dxdy=0.

S1

e) Sean Si, S2, Ss(= T) las caras de la piramide sobre los 2
planos y = 0, = 0 y z = 0 respectivamente. Sea S, la cara
sobre el plano = + y + z = 1. Se tiene que las integrales sobre

las caras S;, 1 = 1,2, 3, son nulas.

En efecto, calculamos la integral sobre S;: x &7
//:rzd:c/\dy—l—xyW—l—yzd //a:zdx/\()—()
S1
(1,1,1)
Ademas, [[zzdx Ady+ zydy ANdz+yzdz A de = [[(zz,2y,yz)n 75 dsS =
Sa

//(xz—l—:vy—i—yz)d:vdy://(:c(l—:v—y)—i—:vy—i—y(l—:v—y))d:vdy:

T T

//(:C—xz—xy+xy+y—xy—y2)dxdy://(x+y—xy—:62—y2)dxdy:

T T

1 11—z 1 3 1—x
/(/ (:C+y—:cy—x2—y2)dy)d:v:/ (:vy—i—y——ﬂ—xzy—y—)‘ dw =
0 0 0 2 2 3 /1o
1

1 1 1 1 1
/O6(1—1:)(1—4x—5x2)d:c—<3x4——x3+—x2—6x)‘ =-.

Finalmente, # zzdr Ndy + xydy Ndz +yzdz A de =

Recordemos que // (x,y,2)dy A dz = — // (z,y, f(z,v)) f d:z:dy,

// olx,y,2)dz A de = — // (x,y, f(z,y)) —fd:vdy,

porloquesif(:z:,y)—z—1—:c—y.
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//xzdx/\dy—i—:vydy/\dz—i—yzdz/\ dex =

// (1—z-—y) dacdy—//:vy dxdy—//xyl—x—y)(—l)dwdy, lo que nos lleva al

mlsmo resultado. Ver eJer01c10 83, pagina 196

f) Sean S; = T', Sy = Ty S5 los lados de la superficie sobre .

los planos y = 0, z = 0, = 0. Sean S, el lado de la superficie éhb

cuando z = h y S5 la superficie sobre el cilindro entre z = 0,

= h de modo que x > 0, y > 0, entonces tenemos que la ~—T

w
=

\
v

integral sobre Si, Sy y S3 valen 0. Verifiquemos por ejemplo

para Si:

//sz—i—:z:zdy/\dz—i—xyW://:rz(O/\dz):O.

Sobre Sy, //yzd:v/\dy—l—sz—i—xyM—//yzd:v/\dy—//hyd:cdy—

e
/ / rsenfrdrdfd = h-1- —:%h
(z,

Sobre S5 tenemos 2 + g2 2 y(x

2) = Va? — 12, \/1+y£+ymz\/a2%7x2,p0r10que

/ / yzdx ANdy + xzdy A dz + xydz A dz se escribe por separado asi (ver ejercicio 83, pagina

Ss
196):

//yzda:/\dy— //yz—da:dz——//yzﬂ-da:dz:(),
h a 2
dyNdz = — drdz = — idd: d ——dzr =
//:vzy z //xza xdz // - rdz /022/0 = x

h2 1 1 a h? a? 1
7(—550 a? — 502+2a arcsen%) :7~%g:§wh2a2.
a 1 Byje 1
//a:ydz/\dx://a:x/aQ—xQd:cdz:h/ x\/a2—x2dx:h(—§(2—:172)2) :ghag.
0 0
Sk T

Finalmente, #yz dr Ndy + zzdy Ndz + zydz A\ de =
S

2p 34 1 322 2p(2 .1
3ha —|—87Tha =a h(3a—|—87rh).
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g) Sean S1, So = T, S3 las caras de la figura adjunta, sobre el
plano y = 0, z = 0, z = 0 respectivamente. Sea S, la superficie ’
z = 22 + y? en el primer octante acotada por z = 1 y sea Ss ‘
la superficie 22 + 42 = 1 en el primer octante acotada por z =

1, entonces tenemos que la integral sobre S;, Sy y S3 es nula.

Verifiquemos el resultado para una de ellas. En efecto: o 1T

//y2zd/xA/d7j+xzdy/\dz+x2yW://a:z-()/\dz:().
S

0z 8,2
or = = 2x, ' By

//IQZdZC ANdy + xzdy Adz + 2*ydz A dox =

4
//:102(962 + y2) drdy — //2962(962 + y2) dxdy — //2x2y2dxdy =
T T T

1 visa?
//( —zt - 3x2y2) drdy = / (/ (I4 — 3I2y2) dy) der =
o 0 0

1 3
1 1 1 1
—/ :v2\/1—:v2d:v=—(—1x(l—:v )2+§x 1—x2+§arcsenx)‘0=—i.
0

16
Sobre Ss, 22 + y* = 1, i.e. y(x,2) = v/1 — 22 sobre R = [0,1] x[0,1], con lo cual tenemos

ym:_%,yz:(),'r] = (:v,y,O), \/1+y£+y£:%’osea:

//,TQZdCC ANdy + zzdy A dz + 2?ydz A doe =

//x z;gdxdz //xz\/—dxdz—i—/ Md:vdz—

0—|—/ zdz/ \/_d:v—i—/ dz/ Md:ﬁ—

1 1 1 1 3 1 1 1
5(——x 1—x2+§arcsenx)’0+1-(—Z:z:(l—:cz)Q+—:1: 1—x2+§arcsenx)‘oz
1

Sobre S4, z = 22 + y?, por lo que = 2y, entonces:

2 8
1 3

12782 " 16™

Finalmente, #ﬁzdw ANdy + zzdy A dz + 2%ydz A de = _11_6 % = §'

—_

S
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3.6 Formula de Stokes

Usando el teorema de Stokes, evaluar //rot f-ndS,donde f = (v —z, 23 +yz, —3zy?) y S es
S

la superficie del cono z = 2 — /22 + y? sobre el plano zy y 1 es la normal unitaria exterior
als.
Solucién La frontera de este cono es un circulo 22 + y? = 4, 2

recorrido en el sentido positivo, entonces / / rot f-ndS :¢ rf-dr.

Parametrizando I se tiene que r(f) = (2cosf,2sen,0), entonces

f = (2cosf,8cos® 0, —24 cosfsen? f), dr = (—2senf,2cosf,0)dd y

tenemos:

2
ggpf-dr = / (2cos 0,8 cos? 0, —24 cosf sen? 0)-(—2sen 6,2 cos 0, 0)dd) =
0

2T

= 12m7.

4 — 1A, 2 4 —16.4.131
cos 9d9_164/0 cos 9d9—1642'42

27
/ (—4senfleost + 16 cos* 0)df = 16/
0

0
Verificar el teorema de Stokes para el campo vectorial f = (3y, —zz,y2?), donde S es la

superficie del paraboloide 2z = 22 + 2, limitado por z = 2.

j
Solucién rot f=| & 9 0 |=(224+2,0—2—23),
or Oy Oz ( )
3y —xz yz?
—4T, — - 2
n=- ( 2(E, 2y7 2) — (xuya 1) , (I)(’I’, 9) — (TCOS@,TSGHG, T_) _—
22 +y2+1 a2 +y2+1 2

(—rcosf,—rsené, 1)

n = T , (r,0) € D=1[0,2] x[0,27],
4
rot £ = (% +rcos€,0,—§ -3),
5 2
%cos0+r200329+%+3 -
rot f-n = 7 g g
V2 +1 -
i j k
o9e ., 00 _ s . B _
5 < 9 —| cost senf 1 | =(—1%cosf,—r?*senf,r) = dS =rvr2+1drdfy

—rsenf rcosf 0
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2 p27 5 2 \/2—
r r r2 4+1

rot £-ndS = — (698/9—+7’200s29+—+3)7’ drdf =
!/ K /o /o 4 2 Vr2 +1

2 g 2 .2 P2 o} P22
0— [ r3dra4 2040 — 2 / L 3)rdr = — —‘ —9 (— 3—)‘ -
/Or T /0 CcOS T ; (2 + )7’ T 7r4 0 ™ 3 + 5

—4m —27(2 + 6) = —207.

Por otro lado, r(8) = (2cosf,2senf,2) = r'(f) = (—2senf,2cosd,0) y como el campo

vectorial f = (6 sen 6, —4 cosd, 8senh), se tiene que:

27
ggpf-dr = / (6sen 6, —4 cosf, 8senf)-(—2sen b, 2cosh,0)dd =
0
2 2
/ (—12sen? — 8 cos? ) df) = — / (4sen? 0 + 8(sen? O + cos? 0))df) =
0 0

27 27
—/ 4sen29d9—8/ d9:—16%%—167r:—20ﬂ'.
0

0
Luego //rot f-ndsS :¢pf~dr.
5

dr —d
u, tomada a lo largo del con-
T+y+2

torno del cuadrado que tiene sus vértices en los puntos A(1,0), B(0,1), C(—1,0) y D(0, —1),

. Usando el teorema de Stokes en el plano, calcular¢ r

recorrido en sentido contrario de las manecillas del reloj.

., de —dy dzx dy
Solucién Comoggpm —g§r$+y+2 EEYEYA

_ 1 . 1 _ -
sea f = ($+y+2, x+y+2’0)’ r(z,y) = (x,9,0), en

i j k
or  Or _ — Or  Orll _
tonces £7 x gy=|1 0 0= (0,0,1), o5 < ayH L.
0 1 O
i j
_ 0 9 0 | 2

Por otro lado, rot f = Oz y 9z | = (0,0, (z+y+ 2)2) =

1 -1 0

r+y+2 zH+y+2

de —dy B 2 B
S S

2 0 1+x 1 1 1—x 1
2 —  _dydxr =2 —  dyd +// 7dd>—
Z/<w+y+2)2 ver </1/x1 @ry+22 VT Ll g2 Y
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0 y=x 1 S
VN e M A e MR

o[ [ (gt et [ (54 g Je] =20~ dloms s homs ) =
N\ 2wt b, V3 211 - 210893082 T 5) = 5

91. Usar el Teorema de Stokes para verificar que las integrales de linea tienen los valores
indicados. Explicar el sentido en el que se recorre I' para llegar al resultado.

a)ggpy dz + zdy + zdz = ma*V/3, ' es la curva interseccién de la esfera 22 + 32 + 22 = a?

y
el planoz +y + 2 = 0.

b)¢r(y+z) dr+(z+2z)dy+(z+y)dz = 0, T es la curva interseccion del cilindro z2 + 32 = 2y
y el plano z = y.

c)¢py2 dr + zydy + xzdz = 0, T es la curva de b).

d)¢1‘ (y—z)de+(z—x)dy+ (z—y)dz = 2ma(a+b), I es la curva de interseccion del cilindro

12+y2:a2yelplano%+%:1,a>07b>0~

e) ¢r(y2 + 22)dz + (2% + 2?)dy + (2* + y*)dz = 2mab?, T es la curva de interseccién del
hemisferio 2% + y? + 22 = 2az, z > 0 y el cilindro 22 + y? = 2bz, 0 < b < a.

f)¢p(y2 — 2%)dz + (2? — 2%)dy + (2* — y*)dz = $a®, T es la curva de interseccién del cubo
0<2z<a,0<y<a0<z<ayelplanoz+y+z=3a.

Solucion
a) Sea f = (y,z,z), rot f = (—1,—1,—1) y tomemos n =
%(—1,—1,—1) de modo que el sentido de I' sea el que

aparece en la grafica, entonces

¢pf-dr = Z/mt fndS = Z/\/ﬁds = V3Area(S) = V3rd?,

ya que la interseccion S es un circulo de radio a.

Realizando el cambio de variable v = =z + y, v = = — y, en las ecuaciones originales,

obtenemos el cilindro 3u2 + 1

5 21}2 = a2, que aparece en la figura.
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b)Seaf =(y+z,z+z,2+y),rot f=0,n = 0,—1,1),

1
el

ggpf-dr = //rot f-ndS = //OdS =0.
s s

Aqui no interesa mucho la orientacién de la curva I, pues

entonces:

para cualquier orientacién ¢ rf-dr = 0.

¢) Sea f = (y?,xy,22), rot £ = (0, —2, —y), n = %(O, —1,1), por lo que:

z—y
f.dr = dS = [[0dS =0.
¢F ' NG //
S S

d)Seaf = (y—z,z—:c,:c—y) rot f

—2(111)% Z=1,

(=2:0-3) _ _ (b0,0)

—a p
m NEY

tener la orientaciéon de I' que se muestra en el grafico.

(a+)
Asi se tiene: ggpfdr = //rot fndS = //\/m

2atb) Area(S) = M-\/cﬂ + b%2am = 2a(a + b)7, ya que la superficie S es una elipse
a2 + b2 a2 + b2

es decir tomamos n =

de eje mayor 2v/a2? + b? y eje menor 2a.

e)Seaf = (y?+22, 22+ 22,22 +y?),rot f =2(y— 2,2 —x, 2 — ).
Se tiene que la superficie interseccién es 2% + 2bx = 2ax, o sea

22 = 2(a — b)x recortada por el cilindro 22 + y? = 2bx.

Para simplificar llamemos a = a — b, entonces 22 = 2ax i.e.

(~0,0,~2)
VTt 2

grafica, z, = ,/ 2 o 2y = 0, /1+22+ z2 V) 2z + 2 De esta manera tenemos que:

ot 2y —2)a+2(x—-y)z —2(y—+vV2ax)a+2(z—y)V2azx
I . = == 3
" va? + 22 Vava+2z

22 — 2ax = 0, por lo que escogemos 17 = , para tener la orientacion de I" en la

esto evaluando este producto en la parametrizacion de la superficie r(z,y) = (z,y, vV2ax).
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De esta manera tenemos que:

¢pf-dr://rot f-ndSz//rot fny\/1+ 22+ 22dzdy
//< —2aly 2owc) +2(:C—y)> dzdy

:/% </ﬁ g W= V2az)
0

2(x —y)dy | d
—V2bz—z? V2ax T2z -y) y) !

2b 2b
:/ 4(:C+a)\/2b:v—:62d:v=4/ (x—b+b+ a)y/b? — (x —b)%dx
0 0

3 b2 — (z — b)? 2 PO
:4(_%(172_(30—17)2)3+(b—i—oc)(ﬂC—b)f-i-(b—i—a)%arcsenxb )‘0
b2
:4(0+0+a7(%—(—g))):27mb2,
yaque b+ a =a.
f) Tomemos f = (y? — 22,22 — 22,22 — y?), rot f = —2(y + 2,z + x,x + y). La superficie que

tomamoses x+y+2z = %a y consideremos 17 = 7( 1,—1,—1) para que la curva se oriente
como en la figura adjunta. Asi se tiene que:

rot f-n = \%(2:1: + 2y +22) = %3a = 2v/3a, entonces:

¢pf~dr = Z/2\/§ad5’ = 2v/3a Area(S).

El area de S es el area del triangulo equilatero de lado
3 14 del triangul ilat

750, Menos tres veces el drea del tridngulo equilatero
%a. Pero el area de un triangulo equilatero de lado ¢ es
e

3
~1(?, entonces:

V39 V3 a? 63 9
fdr—2v3a [ Y222 g V3 @) _OV3 ap m, 9 s
¢I‘ r = 2v3a <4 5 34 5 5 ¢ V3a 5

Sir = (x,y,2), f = (P,Q,R) = a xr, donde a es un vector constante, demostrar que

S]f rPdx+ Qdy+ Rdz =2 / / a-n dS, T es una curva que limita la superficie paramétrica S
S

y 1 es la normal adecuada de S.

Solucion Este resultado es tipico del Teorema de Stokes. En efecto, con las hipétesis
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dadas¢pf-dr = //rot f-ndS.
5

i j k
Calculemos f = axr =| ¢ ay a3 | = (a2z — azy,a3x — a1z, a1y — asx), entonces
x Y z

rot f = (2aq1, 2a9, 2a3) = 2a, es decir:

ggpfdr = //2a~77 ds = 2//a-17 ds.
5 5

Sea f = (P,Q,R), donde P = — = f—yw Q= . _T_ 7 R = z. Sea D el toro generado por

la rotacién de la circunferencia (z — 2)? + 22 = 1, y = 0, alrededor de eje . Demostrar

que rot f = 0, pero que g§ rPdz + Qdy + Rdz no es cero, si la curva I es la circunferencia
22 4+y?=4,2=0.
Solucién Calculando el rotacional tenemos:

) = (0,0,0),

224 y? =222 2?4y — 22
(% +9%)? (@? +9%)?
si (z,y,2) # (0,0, 2).

rot f = (0,0,

Por otro lado; parametricemos la curva I por 2 = 2 cos¥,

y=2senf, z=0,0 <0 < 27, entonces:
27
ggdex +Qdy + Rdz :¢de17 +Qdy = / (_2%%(—236119) + 2c4ﬁ2C089) do =
0

2
/ df = 2.
0

En este caso el Teorema de Stokes no se puede aplicar, pues P y @ no son de clase C' en

la region R (circulo de radio 2) cuya frontera es I'.
Usando el teorema de Stokes, transformar las integrales:
a)¢r(a:2 —yz)dz + (y? + zz) dy + (2% — zy) dx.

b)¢py dr + zdy + x dz.

Solucion En estos ejercicios necesitamos la formula:

_ [[(OR 0Q 0P OR 0Q 0P
S
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donde P, , R son funciones de clase C', I" es una curva cerrada que limita la superficie S

y m es un vector normal a la superficie en el punto (z,y, z).

Solucién

a)¢p(:1:2 —y2)dr + (y? — zx)dy + (2 — 2y) dz = //0-17 ds = 0.
S

b) ¢pyd:v +zdy +xdz = //(—1,—1,—1)-77d5 = —//(cosa + cos 8 + cos+y)dS, donde
5

cosa, cosf3, cosy son los cosenos directores de la normal n a la superficie S i.e. n =

(cos a, cos B, cos 7).

Usando la férmula de Stokes calcular las integrales de linea y comprobar el resultado
calculandolas directamente.

a)ggr(y—i—z) dx+ (z+ ) dy+ (z+vy) dz, T es la circunferencia 22 + y? + 22 = a®, v +y+2 = 0.
b)¢p(y—z)d:c—i-(z—:z:)dy—i—(:1:—y)d,z,I‘eslaelipse:1:2—i-y2 =1l,z+z=1.

C)¢FI de+(x+y)dy+ (x+y+2)dz, T eslacurvaz = asent, y = acost, z = a(sent + cost),

0<t< 27,
d) ¢ ry?dx + 2% dy + 22 dz, donde T es el borde del tridngulo ABC con los vértices en los
puntos A(q,0,0), B(0,a,0), C(0,0,a).

Solucion

a)¢r(y+z)dx+(z—l—x)dy—l—(:z:—l—y)dz://(1—1,1—1,1—1)-17d5’:0.
5

Por otro lado,
ggp(y—i—z) de+ (z+z)dy+ (x+y)dz = ~g§pxd:v+ydy+zdz =

- %gfpdgp =0, donde ¢ = 2 + y% + 2°.

b) ¢p(y—z)da:+(z—x)dy—l—(x—y)dz://(—1—1,—1—1,—1—1)~77d5:
S

1 4 4
_2//(1, LU-10,1) 25 dS = = 18] = = <5 E(Ur = ~r,

S
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ya que el vector normal a la superficie S es normal al plano

Ites

x4 z =1y el drea de la elipse de eje mayor 2v/2 y eje menor 2

es V21w = 2.

Ademas usando la parametrizacion para I' : © = cosf, y =

senf,z=1—x=1--cosf, 0 <0 <27 se tiene que:
gﬁp(y—z)dx—i—(z—x)dy—i—(x—y)dz:

[(sen® — cos@)(—sen®) + (1 — 2cosf) cos @ + (cos —senf)senf] df =

27
(cosfsenf — sen? § + cos ) — 2 cos? § + sen 6 cos  — sen? 0) df) =

2
(cos@+2cosfsenf —2)df = 0+ 0 — 47 = —4m.

h%c\

C)¢F.’L’d$+ :E—i-y)dy—l—(x—i—y—i-de—// 1)m dS

//(1,—1,1)-(1’1%\/;) s = —% /\/ﬁd:cdy = —|R|

5
—ma?, ya que la curva I' (asent,acost,a(sent + cost)) estd en

el plano z = z + y, i.e. el vector normal a la superficie es
(15 17 _1)
N

De esta manera vemos que la curva I es una elipse, proyeccion del circulo (asent, acost,0)

sobre el plano z = = + y. Ademas:
¢pxdx+(a:+y)dy+(:r+y+z)dz:

27
/ a®(sentcost + (sent + cost)(—sent) + 2(sent + cost)(cost — sent)) dt =

2m
a2/ (sentees? — sen? t—W+2COS t—2sent)dt =

0

27 27
a? / cos?tdt — / sen?tdt =
0 0

27
—a? / sen?tdt = —a?4T
0 2

[\

o[y
[NIE]

= —7a?, ya que / sen?tdt = / cos? t dt.
0

0

DO
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d)ggpy?dx—l—szy—i—xde:/ yzdx—i—/ szy—i—/ 22dz =
N1 Iy I's

a

0
3/ yide = 3/ (a —x)?dr = (a — 23)
F] a 0
razones de simetria / y?dr = / 22dy = / 22 dz y puesto
' Iy I's

= —a, ya que por z

0
que/ y2dx = / (a — z)%dz, ya que sobre I'y, x +y = a, 0
Fl a

seay =a—x,con 0 < x < a. Por otro lado: o .

ggprdx—i-ZQdy—l—:z:de://( 2z, —2x,—2y) ndS——2//z:17y )dS

\/_//x—i—y—i-z )dS = — \/_//adS——ﬁR/ﬂdwdy:—2a|R|=—2a?=—a3.

;Cuales son las condiciones que se deben dar para que la integral de linea¢ rPdr+Qdy+

Rdz = 0, para cualquier curva cerrada I'?

Solucién Por el teorema de Stokes tenemos que si P, ), R son de clase C' sobre la

superficie S regular, cuya frontera es I una curva de Jordan regular a trozos, entonces:
OR 0Q 0P OR O oP
¢dex+Qdy+Rdz—//<———Q,——— —Q——) mdS =0,

donde 7 es el vector normal a la superficie S en el punto (z,y, z), por lo que si se da para

toda superficie S, debemos tener que %E 8Q %]; %{? 9Q %B, V(z,y,2) € S.

En los siguientes ejercicios calcular y transformar la integral de superficie / / rot f-n dS,
S
en una integral de linea usando el teorema de Stokes y calcular la integral de linea.

a) f(z,y,2) = (y%, 2y, 2), S es el hemisferio 22 + y> + 22 = 1, 2 > 0 y n es la normal unitaria

con componente z no negativa.

b) f(z,y,2) = (y,z,2), S es la parte de la paraboloide 2 = 1 — 2% — 4%, con z > 0y n es la

normal unitaria con componente z no negativa.

¢) f(z,y,2) = (y — x,yz,—xz), S consta de cinco caras del cubo 0 < z < 2,0 <y < 2,

0 < z < 2, no situadas en el plano xy, 1 es la normal unitaria exterior.

d) f(x,y, 2) = (zz, —y,2%y), S consta de las tres caras no situadas en el plano zz del tetrae-
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dro limitado por los tres planos coordenados y el plano 3z + y + 32 = 6. La normal n es la

normal exterior del tetraedro.

Solucion Recordemos que sif = (P, Q, R), rot f = (%% %C’Z? ‘?9]; %]; ?9? %%)

a) En este caso rot f = (0,—z,—y) y la superficie S se da
por z = \/1—a?—y? cona?+y> < 1,2, = —%, 2z, = —%,
\J1+22+22 = %, n = (z,y, z), rot f-n = —2yz, entonces: =

2T 1

//rot f-ndSz—Q//yzdSz—2//ydxdy=—2/ senﬁd@/ r? dr = 0.
0 0

S s R

Por otro lado, //rot fndS :ggpyzd:v +aydy + 24z zggprdx + zydy, donde I es el circulo

5
2?2 +y? = 1. Asi, si z = cosf, y = senf, dv = —senf df, dy = cos df y tenemos:
27
¢py2dx + zydy = / (—sen® @ + sen @ cos? 0)df) = —0 + 0 = 0.
0
b) Aqui tenemos que f = (y,z,z) yrot f = (-1,—1,—1). La z

superficie S se escribe z = 1 — z? — 92, con 22 + y? < 1, por

lo que z, = =2z, 2, = 2y, \/1+ 22 +2] = /1 +42? +4y?,

(2x,2y,1)

- V14422 + 492’

entonces:

//rotfndS— // 22yl e //(2:v+2y+1)dacdy
1+ 422 + 4y2 )

= —/ (/ (2r cosf + 2rsen + 1)rdr> df
0 0

1
:O+O—27r/ rdr=0+0—m=—m.
0

Ademas, //rot f-ndS :ggpyd:v + zdy + xdz, donde T es el circulo 22 + 32 =1, 2 = 0.

Six = cosf, y = sen 6, tenemos que:

s

21 z
gﬁpyd:p ¥ zdy + xdz :¢Fydx - —/ sen? 6 df — —4/2 sen?0df = —4
0 0

I
|
3

Nl
N =
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c) Sea f = (y — x,yx,—xz2), entonces rot f = (—y,z — 1,—1).

En este caso tenemos que S es la superficie formada por cinco of 75
superficies: 0
7]4
S la cara del cubo cuando x = 2; p; = (1,0,0) vector normal a 3
. Y
la superficie S;, entonces x 42

Ty=x,=0= 1+x§+x§:1, 0<y<2, 0<z<2

Asi tenemos:

2 2 y2 2
//rotf-nldS://—dez/ / —ydydz=—2—‘ = —4.
o Jo 2 1o
S1 S1

Sy la cara del cubo cuando 2 = 0, n, = (—1,0,0) vector normal a Sy, /1 + 22 +22 = 1,

0<y<2,0<2z<2, entonces:

2 2 yz 2
//rotf-nQdS://deZ/ (/ ydy> dz:2—‘ =4.
0 0 2 lo
52 52

S3 la cara del cubo cuando y = 2, n5 = (0,1,0) vector normal a S3, entonces y, = y, =

0= /1+y2+y2=1,0<2z<2,0<z<2. Asise tiene que:

//rot f-ngdS_//(z—l)dS_/j </02(z—1)d:1:> dz:2(%2—z)

53 SS

2
=0.
0

Sy la cara del cubo cuando y = 0, n, = (0, —1,0) vector normal a Sy, entonces =, = z, =

0= 1+x§+x§:1,0§y§2,0§z§2,esdecir:

//rot f-774dS=—//(z—1)dS:—/02 (/j(z—l)d:v) dz = 0.
S4 Sa

S5 la cara del cubo cuando z = 2, n; = (0,0, 1) vector normal a S5, entonces z, = z, = 0 =

V1+22422=1,0<2<2,0<y<2. Asitenemos que:
//rot fn,dS = //—dS: —|S5| = —4.
Ss

Ss

Finalmente //rot fndS=-44+44+0+0—-4=—-4.
5
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Consideremos ahora I'; la frontera orientada de la superficie S; orientada. Cada integral
de linea la calculamos siguiendo la trayectoria I'; saliendo de (0,0). Cada trayectoria T';

tiene una orientacion que es coherente con la orientacion de la superficie S;.

Cuando z = 2 tenemos:(Dr, (y ==)dr+yzdz—zrzdz = / yzdy— 2
2 2 0 0 = o
2zdz = / 0-ydy + / —2zdz + / 2ydy +/ —22dz=0—4— e
0 0 2 2 y
4+4=—4. T, 2

Cuando z = 0: r, (Y ==)dz + yzdy — xzdz = / yzdy =
s

2 0
O—l—/ 2ydy+0—|—/ Oydy = 4.
0 2

Ve

2
Cuando y = 2:g§p3(y—z)dz+%dy—xzdz = O+/ (2—2)dz+
0

0 0
/ —2zdz—|—/ 2dx = -4+ 4 =0.
2 2 s

2
Cuando y = 0: ¢r4 (y — 2)dz + yzdy — xzdz = 0 + / —2zdz +
0

Yo

y=20
0
/(O—Z)da:+0:—4+4:o, .
2 -

Y

2 2

Cuando z = 2: —2)d dy — = 0—2)d
uando z ¢F5(y z)dz + yzdy — zzdz /0( Ydx + .
2 0 0
/Q.ydy+/(0—0)d:v+/ Qydy = —4+4+0—4=—4. .
0 2 9 -

Finalmente tenemos gﬁr(y —z)dr+yzdy —xzdz = —4+4+4+0+0—4=—4.

z

Notemos que los bordes en las integrales en linea se anulan
quedando tnicamente el borde T', es decir I" se reduce al borde 0
cuadrado de lado 2 en el plano zy, que es la frontera de la
superficie S y era suficiente calcular la integral de linea sobre - ~3

este borde. En efecto:

0 0
¢p(y—z)da:+yzdy—xzdz:/ydx:()—i—/ 2dx+0+/ Odr=0—-4+0+0=—4.
r 2 2
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d) Sea f = (2z, —y, 2%y), entonces rot f = (22, (1 — 2y),0). La superficie S consta de tres

caras:
S cara del tetraedro cuando 3z +y+3z = 6, de vector Y N
Sa y
- _1 —9_1,_
normal n, = \/E(?)’ 1,3), entonces z = 2 3V~ T, ; 6
2 2. V19
Zw:_lazy:_%? 1+Z%+Z§:Ta($uy)€Ryse
tiene: x v

2 6—3x
mods— 1 [fi322 42— _ L 2 4 0 ogyy Y1
//rotfnldS—\/ES//(iix Y 2xy)dS—\/E/0 (/O (322 + 2 — 2ay) dy)d:z:

_1 2 — 2
= 3/0 ((32* + 2)y — xy )‘0

_1(_ 94,513 (.2\]°_4
—3( 9T TR 14“7)’0_3'

6—3a 2
dx = %/ (—1823 + 5122 — 30z)dz =
0

Ss cara del tetraedro cuando x = 0, de vector normal n, = (—1,0,0), entonces z, = z, = 0,

m:1,0§y§6’0§2§2_%y,
//rot f-nzdS://onst:o,
Sa

Sa

Ss3 cara del tetraedro cuando z = 0, de vector normal 15 = (0,0, —1), entonces z, = z, =0,

\/1+22+22 =1, (z,9) €R, con lo cual tenemos:
//rot fnydS = //OdS =0.
Ss Ss

4
h

Finalmente //rot fndS = % +0+0=
5

Notemos que la frontera de S es I en el plano zz, por lo que:

2
¢p:czd:17 —W+W:¢pxzdx = O—i—/ x(2—x)dx+0
0

3\ |2
_(2_x _4
—(:v 3)‘0_3'

Transformar la integral de linea Sﬁ r(2? + y?)dz + (2% + 2?)dy + (2% + y?)d= tomada a lo
largo de cierto contorno cerrado, en la integral de superficie tendida sobre este contorno,

aplicando la formula de Stokes.
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Soluciéon Usando la formula de Stokes tenemos:

¢p (:c2 + y2) dx + (172 + zz)dy + (:c2 + yQ)dz =

ey

// {(2y —2z) cosa+ (2z —2x) cos S+ (2z — 2y) cos 'y} s = " ,F
g

2//(y—z,z—x,:v—y)-77d5’:2//(y—z)dy/\dz+(z—:v)dz/\dx—i—(:v—y)d:v/\dy.
S 5

Calcular la integral¢px2y3 dx +dy + zdz, donde I es la circunferencia 22 + y? = a2, z = 0:
a) directamente, a lo largo de la curva I' en el sentido positivo,

b) aplicando la formula de Stokes y considerando la semiesfera » = /a? — 22 — y2 como

superficie.

Solucion

a) Parametrizaremos la circunferencia con x = acosf, y =

asenf, 0 <0 < 2w, entonces:
2 3d _
ggpxy T +dy+ zdz =

27
/ (a® cos? 0 sen® fa(— sen 6) + acos b + 0) df =
0

T “a

jus

27 27 2
—ab / cos? Osen? 0dO + a/ cos0dl = —4a8 / (sen4 0 — sen® 9) df +0 =
0 0 0

4gfT L3 0y _gem31 1
1a°553(0-§) = —a"§35 =g
b) Por otro lado, sea f = (2%y2,1,z), la ecuacién paramétrica de la semiesfera r(z,y) =

i j k
or Or T T
oz S an Lo _\/a2—:1:2— 2 :( 2 _.2_.2 /2 yz 2’1)'
x Y y Vaz —a2—y2 a2 — a2 —y
0o 1 - J
@ — 22 g2

Ademas:
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por lo tanto:

¢1"(E y3dx+dy+zd2—//rotf77d5’ //rotf —rx—dxdy— //3:62y2d:vdy

T
2m
/ / 3r5 sen? 6 cos? Odrdf = —%TG
2

1 2 _ 1
= 16 /0 sen®udu = — 168a sen u‘o =—5a

a

27
1 / 4 sen® 6 cos? 02d6
8 Jo

0

6 6

= —gTa".

N
ol

s
2
3.7 Formula de Gauss-Ostrogradski

100. Verificar el teorema de la divergencia para el sélido limitado por las superficies z =

a? — 22 — y?2y 2 = 0, donde el campo vectorial es f = (222, 2%y — 23, 22y + y22).

Solucién Como divf = 22 + 22 + > = /// divfdV =

v
2T z a
///(z2+y2+z2)dV:/ /2/ 7272 cosdr dip dp = ;
o Jo Jo "
27 a5 27 % :
/ / {—cosw] dy dcp:—/ / cosy dy dp =
5 Jo Jo

2ra’®

5

(— send))’ —ﬂ'a5.

Por otro lado, #f ndS = / / fndS+ / / f-(—k)dS, donde S; y S> se aprecian en la grafica.

//fndS—— // 2xyd:cdy——2/ r3dr se/n&ees’ﬁdt?:().
224+y2<a2 0

Parametrlzando S1: @(p, %) = (asen) cosp,asen sen g, acos) y usando el ejercicio 40,
pagina 157, tenemos que dS = a?sentdiydp y n = (sen)cos,sen)sen p,cos)), por lo
que:

f = (a3 sen ) cos? 1) cos p, a® sen3 1 sen p cos? ¢ — a® cos® 1, 2a? sen? ¢ sen p cos p +

a®sen? 1) cos P sen? @),

f-n = a®sen? 1 cos? 1) cos? ¢ + a® sen ¥ sen? p cos? v — a® sen 1 cos® Y sen p +

a® sen? 1 cos? ¢ sen? o + 2a? sen? 1 cos 1) sen @ cos @

= a3 sen? 1 cos? ¢ + a® sen? 1 sen? p cos? ¢ — a® sen 1) cos® 1P sen ¢ + 2a? sen? 1 sen @ cos @,

y tenemos:
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% 27
//f.n ds = / / [a® sen® 1) cos® 1p 4 a® sen® ¢ sen? p cos? ¢ — a® sen? 1 cos® Yseng +
4 o Jo
2a* sen® Ysenpeosp] dpdi
% 2m % 2m
:/ / a5sen31/100521/)d<pd1/1+/ / a® sen® 1 sen? ¢ cos® pdpdih — 0+ 0
o Jo o Jo
% % 2
= 2ma® / (1 — cos?v) cos® Y senpdip + a® (/ sen’® wdw) (/ sen? ¢ cos? godcp)
0 0 0

= 2ma® /10(1 —u?)u? (—du) + a5(/10(1 - u2)2(—du)) (i/o% sen” 2tpd<p)

1 1 2
1-—- dpd
=27m5/ [u2—u4]du+a5/ (1—2u2—|—u4)du/ w
0 0 0

9 a5(“3 u5)‘1+a5(u 2u3+u5)‘1 21

—orad( — — = B | Al
3 5 /lo 3 5 /lo 8

=2ma’(3 — &)+ tma®(1— 2 + 1) = Zndd.

Se pudo usar la formula de Wallis para simplificar los calculos.

101. Usar el teorema de la divergencia para evaluar la integral #(ﬁ +y + 2)dS, donde S es

s
la esfera 22 + y% + 22 = 1.

Solucion Para utilizar el teorema de Gauss, debemos determinar un campo vectorial
f = (f1, f2, f3) sobre la bola sélida V: 2% + y? + 22 = 1, tal que f-n = 22 + y + z, donde 7 es

la normal a la superficie S.

En todo punto de S, la normal n = (z,y, z), por lo que f-n =
fix+ foy+ faz = fix =22, oy =y, faz = 2 = f =
(z,1,1). Calculando la divergencia de f, divf =1+0+0=1

y de esta forma el teorema de Gauss permite escribir:

#(:ﬂ +y+2)dS = /// dV =vol(V) = 2.
14

S

102. Evaluar # f-n dS usando el teorema de la divergencia, donde f = (zy?, 22%y,y) y S es la
3
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superficie del cilindro z? + y? = 1, acotado por los planos z = 1, z = —1, incluyendo las

porciones z2 + y? < 1, cuando z = £1.

Soluciéon Es claro que S es la frontera de la regién €2, dadapor 22 +32 <1, -1 <z <1y

divf = 22 + % + 0, por lo que:

#f.nds_///(x2+y2)dxdydz_/ll( // (a:2+y2)d:1:dy)dz:
S Q

z24y2<1

2 1
2 // (x2+y2)dxdy:2/ / r3drdf = .
o Jo

r2+y2<1

Evaluar # f-n dS en los siguientes casos:
S
a) f = (xyz, zyz, 1yz), S es la superficie del cubo [0,1]°.
b) f = ((z + )22, (y + 2)2%, (z + 2)y?), S es la superficie 2% + y> + 22 = 1.
of=(1
d) f = (vy?2(z — 1),2%y2(2 — 1), 2% — 2?), S es la superficie 2 + y> = 1y 0 < z < 1.

— 2%, 3y%, 2(2x — y)), S es la superficie 2 + 3y =1y 0 <z < 1.

Solucién

a) Denotando V el cubo [0, 1]°, el teorema de Gauss permite escribir:

1 2
#fndS:///divfd:z:dydz:///(yz+:1:z+:1:y)d:1:dydz:3(/ xd:c) =3
0
S \%4

[0,17°

b) Denotando V la bola de centro 0 y radio 1, el teorema de z

Gauss permite escribir:

#f-ndS:/// divfdedydz = ///(:c2+y2+22)d:vdydz =
S 14 14
/1 /Qﬁ/% rtcosydipdpdr = 4n
o Jo -3 s T

¢)SeaV = {(z,y,2) e R*/2®> + y* < 1, 0 < z < 1}, tenemos

que 0V = SUS; U S5, donde:
S={(z,y,2) eR3/a?2 +y2=1,0<2< 1},

S1={(z,y,2) eR¥/a* +¢y* <1, z=0}y

So={(z.y.2) eER*/a® +1° <1, z=1}.

e Ofit  Ofs | Ofs _ _ .
Es claro que divf = Dz + By + i —2x +y + 2z — y = 0, entonces se tiene que
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#f-ndSzO,porloque/ f-ndS:—//f-ndS—//f-ndS.
Por otro lado, //fndS— // Odxdy = 0. Ademas, //fndS— // 2z — y)dxdy =

z2+y2<1 z24+y2<1

/0 /j?%}@;ﬁﬂfﬁ)r dfdr = 0.

Finalmente, # f-ndS=0.

d) Usando la misma notacion que en c), se observa que f se

anula sobre S; y 5S> (las componentes de f contiene el factor

z(z — 1), por lo que //fndS—/fndS— 0). De esta

manera #f'ndS //fndS /// divfdrdydz =
v

/// y?2(z = 1) +2%2(2 = 1) + (32° — 22)) dwdydz =

r(r?z(z — 1) + (322 — 22))dOdrdz =

[0,27] % [0,1] x [0,1]
1

ol [ ) ([ o -nas)son( [ ran) ([ 62 - 2900) =

2r(H(3 —H +2r(H(A1-1) = —Hm

Sea S la superficie del cubo unidad 0 < 2 < 1,0 <y < 1,0 < z < 1y sean lanormal
unitaria exterior a S. Si f(z,y,2) = (22,92, 2?) emplear el teorema de la divergencia para

calcular la integral de superficie #f -1 dS. Comprobar el resultado calculando la integral

s
de superficie directamente.

z

¥
Solucién Sea S la superficie del cubo [0,1]°, 1 es la .

normal exterior a S, f = (22,42, 2?), divf = 2z + 2y + 2z,

H.
¥
<

entonces: @

111
1
#f-ndS:Q///(x+y+z)dxdydz:2-3///:cd:cdydz:2~3-§~1-1:3.
o Jo Jo
3 4
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Por otro lado:

-Siz=1,n7, =(1,0,0), //fnldS //1dS //d:z:dy_l
-Siz=0,n,=(-1,0,0), //f'nQdS //OdS—O

Sumando las otras 1ntegrales sobre las caras paralelas (y = 0,y = 1), (z = 0,z = 1),

entonces/ fndS=1+0+1+0+1+4+0=3.

Se corta la esfera 22 + y? + 22 = 25 por el plano z = 3. La parte menor es un sélido V'
limitado por una superficie Sy constituida por dos partes, una esférica S; y otra plana
Sy. Si la normal unitaria exterior a V es n = (cos «, cos 3, cosy), calcular la integral de

superficie //(:z:z cos a + yz cos B+ cosy)dS, si:
a) S es el casquete esférico S;.

b) S es la base plana Ss.

¢) S es la frontera completa Sy = S; U Ss.

Resolver la parte c¢) con los resultados de las partes a) y b) y también usando el teorema

de la divergencia.

Solucién Cuando z = 3, 1a ecuacién =2 + y2 + 22 = 25 se z

transforma en 2? + y? = 25 — 9 = 16. Asi:

//(CL‘Z cosa + yz cos B + cosy)dS = //(:Cz, yz,1)-ndS.
5 s

a)SisS==S5,n= %(:v,y,z), con S; = {(z,y,2) € R®/2? + 4% < 16,3 < z < /25 — 22 — ¢2},

por lo que:

//(:cz yz,1)mdS = //x + 9% 4 1)zdS = // (2 + 9y + 1) dedy =

S1 2249y2<16

2w 4 4 9 4
/ (/ (r* + l)rdr> df = 27 (TI + %) =27 (64 + 8) = 144,
0 0
yaquez =—%,z,= -4, 1+ 2+2 =1

0
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b) Sobre S, n = (0,0, —1) //f ndS = // = —Area($;) = —16m.
C)#f’nds //f'r[dS—i—/f'r[dS—1447r—167r—1287r
Ademas.

#fndS ///dwfdxdydz—/// z+ 2)dxdydz =
16 z? 25— x27y 4 V16—x2
( ( 2zdz> dy) dr = / </ (16 — 22 — y2)dy> dr =
V16—22 —4 —V16—22

4
2 4
16 —r? rdr) df = 2m (16 -5 - Tz) = 2714 = 128m.

0

106. Sea 7 = (cosa,cos3,cosy) la normal unitaria exterior a una superficie cerrada S, que
limita un sé6lido homogéneo V' del tipo descrito en el teorema de la divergencia. Suponga-
mos que el centro de gravedad (Z,7, z) y el volumen |V| de V son conocidos. Calcular las

siguientes integrales de superficie en funcién de |V |y de z, 3, Z

a) #(mcosa + ycosf + zcosy)dS
b) #(mz cosa + 2yz cos B + 322 cosy)dS
c) 5{]§(y2 cos a + 2xy cos f — wz cosy)dS

d) Expresar #(:1:2 +y?)(x,y,0)-n dS en funcién del volumen |V| y un momento de inercia
del sélido.

Solucién

a) #(mcosa—i—ycosﬁ + zcosv)dS = #(x,y,z)-n ds = /// divfdzdydz = 3|V|.
5 5 1%

b) #(mz,?yz,i’)zg)-n ds = /// (2 42z +6z)dedydz = 9/// zdxdydz = 9z|V]|.
5 % %

c) #(y2,2xy, —zz)mdS = ///(2:17 —z)dxdydz = z|V|.

d)# 22 +y?)z, (% 4+ y?)y,0) mdS = /// (32 4+ 9 + 3y* + 2?) drdydz
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= 4///@2 + %) dedydz = 41,.
\4

Verificar las siguientes identidades, donde f y g son campos escalares de clase C', n es

la normal exterior unitaria a la superficie cerrada S, que limita un sélido V' descrito en el

teorema de la divergencia, g% =Vfn, g% =Vgn.

a) #g—j;dsz/// V2 fdxdydz.
s v

b) # g% dS = 0, siempre que f sea armoénica en V.
s

c) #fg%dsz/// szgd:cdydz+/// Vf-Vgdrdydz.
s v v

d) # (fg—g - gg—g) ds = ///(fVQg — gV f)dzdydz.
s v

e) #fg% ds = #gg% dS, si fy g son ambas arménicas en V.
s s

f) #fg% ds = // ||V f||*dxdydz, si f es arménica en V.
3 v

Solucién

a) #g%ds_ #Vf-nds_/v// div(Vf)dxdydz_/V// V2 fdrdydz.

b) Usando a) se tiene que si V2f = 0, entonces #g—g dS =0.

S
c) g?fg—gdS = g?ng-n ds = /V// div(fVg)dzdydz =
/V//(fv2g+Vf-Vg)d:cdydz:/V/ fV2gd:vdydz+/V/ Vf-Vgdrdydz,

yaque V(fVg) = div(fVg) = fdivVg + Vf-Vg = fV3g+ Vf-Vg.

D ) (f%f; - g%ﬁ) as = (199 - v rynas = [[[ Vv~ g9 1) dedyaz -
S S Vv

///(fVQg — gV f)drdydz,
14

pues V(fVg—gVf)=V[fVg+ fV2g—VgVf—gV?f=[fVig—gV*f.
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e) Si f y g son arménicas, V2 f = V2g = 0, entonces por d):

#< gfl )dS ///Odmdydz—01e #f@dS # gf dS.
5

f) Si f es armonica y cuando en ¢) f = g, se tiene:

#fg—j; dS:/// f%dxdydz—i—/// Vf-Vfda:dydz:// IV fI|12dzdydz.
s v e 7

Demostrar que V2 f(a) = thn% |V # dS, donde V' (t) es un esfera de radio ¢ y centro
—

S(t)
a, S(t) es la superficie de V(¢) y |V (¢)| es el volumen de V (¢).

Solucién Se sabe que divf(a) = %m% |V Il #f n dS, entonces como gi Vfnysi
—
5(t)

definimos f = V f, se tiene que:
div(a) = V(V1)(a) = V2f(0) = Jim s Jf 5
5(t)
Sean V una regién convexa de R? cuya frontera es una superficie cerrada S y n la nor-
mal unitaria exterior a S. Sean f y g dos campos vectoriales de clase C!, tales que
rot f = rot g, divf = divg en todo V, y que satisfacen g-n = f-n en todo punto de la
superficie S. Demostrar que f = g en V. Sugerencia Sea h = f — g, encontrar un campo
escalar f de clase C? tal que h = Vf y usar una identidad adecuada para demostrar que

/// |V f||*drdydz = 0. De esto se deduce que h =0en V.

Solucion Sea h = f — g, entonces rot h = 0, lo que implica que existe un escalar f de
clase C? talque h = Vf ie. f = g+ Vf. Adem4as f es arménica, pues divh = V2f =0y

usando el ejercicio 107f), pagina 226, tenemos:

ffr 5 as = dfrornas = [[[ 1vsPasdyaz,
S S 174

pero fVf-m = ff-n — fg-n, por lo que:

#fondS #ffnds #fgnds
/// st~ f[] i
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Por otro lado, div(ff) = frot f+ Vf xf=frot g+ (f—g) xf=frotg—gxf=
frotg+fxg=froog+(f—g)xg=frotg+Vfxg=div(fg) =

div (ff) = div(fg) i.e.

§§§fo~77 as = /V// IV £I2 dwdydz = 0,

lo que implica ||Vf||=0enV —= Vf=f—g=0enV,oseaf =genV.

Sea S una superficie paramétrica regular con la propiedad de que cada semi-recta que sale
de P, corta a S una vez a lo sumo. Representemos por (S) el conjunto de rectas que pasan
por Py atraviesan S (ver figura). El conjunto 2(S) se llama angulo sélido de vértice en P
subtendido por S. Sea X(a) la interseccion de Q(S) en la superficie de la esfera de radio a

area de X(a)

y centro P. El cociente = , que se representa por |Q2(S)|, se utiliza como medida

del angulo sélido Q(.S).

a) Demostrar que este cociente es igual a la integral de

superficie / / % dS, donde r es el vector que une P a un
T

S
punto cualquiera de S y r = ||r||. El vector n es la normal

unitaria a S en la direccién de alejamiento de P.

Esto demuestra que el cociente [2(S)| es independiente del radio a, por lo que el dngulo
s6lido puede ser medido por el area de la interseccién de Q(S) y la esfera unidad entorno

aP.

b) Dos planos se cortan a lo largo de un diametro de una esfera con centro en P. El angulo
de interseccién de los planos es 6, siendo 0 < # < 7. Sea S la parte menor de la superficie

de la esfera interceptada por los dos planos. Demostrar que |2(S)| = 26.

Solucién
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a) Se tiene que %r-n -1
T r

3
//—;7 s = //—dS——Area( ().

3(a)

r~r% == == sobre S, por lo que:

b) Para simplificar, consideremos que un plano
esta en el eje zy y el otro plano forma un angulo :
6,0 < 0 < 7 entre ambos (ver grafico). La super- . ‘
ficie que buscamos, es la superficie de la esfera

de radio a que se proyecta en la regién R sobre

el plano xy.

La ecuacion del plano que forma el angulo 0 con el plano zy es z = ytan6, por lo que la

interseccién del plano y la esfera es z = ytan, 22 + y? sec? § = a>. Como la superficie de la

esfera tiene ecuacion z = \/a? — 2% —y?, | /1 + 22 + 27 = 4 y el drea buscada es:

5 ffas =t ey
a a /a2 — 12 — y2
3(a) R

En coordenadas polares la regién R se escribe: a — <r <a 0 < ¢ <m,
V/1+ cos? ¢ tan? 0
entonces:
d
Ells=i [ e i
a2—7°2 1+(305290tan 0
3(a) l-l—cos2 © tdn2
z tan 6
_o 2 cosp tan fdy B an du
0 v/sec2d — sen2 @ tan? § u=senw tant  Jg sec? ) — u?
u |tand tan 6
= 2arcsen —— = 2arcsen = 2arcsen sen = 26.
secl lo sec

Sean V(t) un cubo de arista 2t y centro en a € R3, S(t) la frontera del cubo V(¢), n la nor-
mal unitaria exterior a S(¢) y [V (¢)| el volumen de cubo. Para un campo vectorial dado f

de clase C'! en un abierto de a, se supone que existe %in% m # f-n dS y emplearlo como
—

S(t)
definicion de divf(a).



230 Capitulo 3. Ejercicios de integrales de superficie

Se toman como ejes coordenados zyz, ejes paralelos a las aristas de V(¢), sean P, Q y R

los componentes de f relativos a ese sistema de coordenadas. Demostrar que divf(a) =

oP aQ OR
8_x(a)+ 8y()+&()

Sugerencia Expresar la integral de superficie como una suma de seis integrales dobles

tomadas sobre las caras del cubo. Demostrar que W multiplicado por la suma de las

dos integrales dobles sobre las caras perpendiculares al eje z, tiendan a a—R(a) cuando

0z

t— 0.

Solucion Se define divf(a) = hm |V 1l # f-ndSy va-

S(t)
mos a demostrar que si sumamos las dos integrales dobles

sobre las caras perpendiculares al eje z y las dividimos por

OR
0z

En efecto, llamando S, (t) y Sa2(t) las caras superior e infe-

|V (t)], el cociente tiende a (a), cuando t — 0.

a;

@y
rior del cubo perpendicular al eje z, 7, y 77, las normales “* * -

z ¥

a S1(t) y Sa(t), denotando T la regién que resulta de la proyeccién de cualquiera de estos

casos sobre el plano zy, se tiene f-n, = R, fn, = —R,y
//RdS //RdS 8t3 // al,ag,a3+t) R(al,ag,a3—t)) drdy =
51 t) SQ(t
1

1
v (R(a1,as,a3 +t) — R(ay,asz,a3 —t)) //d:vdy =5 (R(ay,as,a3 +t) — R(a1,az2,a3 —t)) =

T

1

% (R(a1,a2,a3 +1t) — R(a1,a2,a3) — [R(ai,az,a3 —t) — R(a1,az2,a3)]) =

1 R(al,ag,ag + t) — R(al,ag,ag) 1 R(al,ag,a3 — t) - R(al,ag,ag) 1 OR 1 OR .
/ 3 - 39 @ty @=

(9R

5 (a).

De manera similar se tiene que las otras parejas de superficies perpendiculares al eje z y

8P() oQ

al eje y, tienden a O y Ty (a) respectivamente y se concluye que:

&Vﬂayzgg(w—%zj()4—%§()
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Un campo escalar ¢ tiene la propiedad | Vo||? = 4¢ y div(¢Ve) = 10¢.

Calcular la integral de superficie # dS, donde S es la superficie de la esfera unidad

con centro en el origen y % es la derivada direccional de ¢ en la direccién de la normal

unitaria exterior a S.

Solucién Se tiene que div(pVy) = V-V + V20 = ||Vo|? + oV2¢ = 4p + oVip =

10 = V2 = 6p i.e. V2p = 6. Asi tenemos que si V es la esfera de radio 1:

#% ds = #V(pn ds = /// V2pdrdydz = /// 6drdydz = 6Vol(V) = 637 = 8.
v v

Usando la formula de Gauss—Ostrogradski transformar las siguientes integrales de su-
perficie, sobre las superficies cerradas S que limitan el volumen V', donde cos v, cos 3, cos~y

son los cosenos directores de la normal exterior n a la superficie S.

a) #yzdy/\ dz + zxdz N dx + zydx A dy.

b) #:ﬁdy/\ dz +y*dz Ndx + 2% dx A dy.

0 #xcosa—l—ycosﬂ—i—zcosyds
V2 +y? + 22

d) # —cosa—i— a—c%ﬂ—l- —cosy) dS, u es de clase C?.

Soluclon

a) #yzdy Adz + zzdz A dx + xyde N dy = #fn ds = /// divfdxdydz = 0, pues
v

S
(yz ze,zy) ydivf =040+0=0.

b) Sea f = (22,92, 2?), divf = 2(x + y + 2), entonces:

#x2dy/\dz+y2dz/\dx+22dx/\dy: #f'rldsz2///(w+y+z)dxdydz.
S v
:ccosoz—l—ycosﬂ—i—zcos'y
o s io ki f o ()

2/// da:dydz
/22 + 2 + 22
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yoque 2 () = JT b+ 22
Oz \T 22 +y? —i—z (@ P+ 2P
tiene 92 \T +6§ 7t 0. \7) = (a:2+y2+22)3/2 - \/x2+y2+z2'

d) # —COSa—I— a—cosﬂ—i- —COS”)/) ds = #ands = /// div (Vu)dzdydz =
2 2 v
u  O0°u  O%u
// V2udxdyd2—/// (8:1:2 —+ 92 2) drdydz.

Usando la formula de Gauss—Ostrogradski calcular las siguientes integrales de superficie:

575 ¥ por lo tanto se

a) # 22dy N dz + y?dz A dx + 2%dx A dy, S es la cara exterior de la superficie del cubo:
ogiga,ogyga,ogzga

b) #xdy ANdz +ydz Adx + zdx A dy, S es la cara exterior de la piramide limitada por las
supgrﬁcies:c—l—y—i—z:a,:v=0,y:0,z:0.

c) #a:?’ dy Ndz +y3dz Adx + 23dx A dy, S es la cara exterior de la esfera 22 4 32 + 22 = a2,

2
d) # (22 cos a+y? cos B+2% cosv)dS, S es la superficie exterior total del cono —+— - 2—2 =
(L
0,0 § z <b.

Solucién

a) #dey/\dz—l—dez/\dx—i—szx/\dy:

s
/ (/ (/ (2x+2y+2z)dw> dy) dz =
0 0 0
3/ / / 2xdxdydz = 3a-a-x> ‘
o Jo Jo 0

= 3a*. oY

r «a

b) #xdy/\ dz +ydz Ndx + zdx N dy = /// 3drdydz =

7
3|V| 1a®, donde |V| es el volumen de la pirdmide i.e.

a2-a =

|V| = ibasexaltura= 11
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Verifiquemos este resultado. En efecto:

/Oa /Oa /0“ drdydz = /Oa </Oar (/Oaacy dz> dy) o /Oa </Oaz(a_x_y)dy> .
/0“ ((a —z)y — %yQ)‘Zizdag = /Oa La—2)2de = —La - o)

c) #x?’dy/\dz—l—y?’dy/\d:c—l-z?’dx/\dy =

s
3///(:v2+y2+22)dxdydz:
\4
2m z a 5 a 12
3/ / </ r4dr) cosdy | dp = 3-27r~2-r— = ~7nad’.
0 -2 \Jo 5 lo )

d) #(m2c05a+y2cosﬂ+z2cos~y)dS: o2z
3

#(:c2,y2,z2)-nd5':2///(x+y+z)d:vdydz:
’ a Va2—z2 b '

2/a(/m(/b\/ﬁ(x+y+z)dz)dy)dx_

2/0277(/;(/; (rcost9+rsen9+z)dz)rdr)d9_2-(O—|—O+2ﬂ'/0a(/gb zdz)rdr) =

TR [ - ﬁ2_ﬁﬁ)
47r/0 (2 2a2)0rdr—47r(4r 28

Demostrar que si S es una superficie cerrada y £ cualquier direcciéon constante, la integral

[

&

a
= dra

272
032 b,

/ / cos(n,£)dS = 0, donde 7 es la normal exterior a la superficie S.
S

Soluciéon Sabemos que cos(n,£) = n-£, entonces:

//cos(n,f)dSz//Z-ndSz///div(ﬁ)dxddeZO,
S S %

ya que div(£) = 0.

Demostrar que el volumen de V, limitado por la superficie S es igual a:
1
V| = 3 //(a:cosoz + ycos B + zcosy)dS,
S

donde cos «, cos 3, cos~ son los cosenos directores del la normal exterior n a la superficie.
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Solucidén %//(x cos a+y cos f+z cosy)dS = %//(x,y,z).n ds = %/// div (z,y, z)dedydz =
s v

5
%/// 3dxdydz = |V|.

v
a) Usando el Teorema de Gauss—Ostrogradski, demostrar que el flujo del vector f = r, a

Capitulo 3. Ejercicios de integrales de superficie

través de una superficie cerrada que limita un volumen arbitrario V es igual al triple del

volumen.

b) Determinar el flujo del vector r a través de la superficie total del cilindro =2 + 32 < a?,

0<z<h.

Solucion

a) Sabemos que el flujo del campo vectorial f es:

#r-n ds = /// div (r)dxdydz = 3|V|,
S %

pues div(r) = 3, donde |V| es el volumen de V.

b) Usando la parte a) tenemos que:

#r-n dS = 3|V| = 3ra’h.
S

Calcular el flujo del vector f(x,y,2) = (23,93, 2°) a través de:
2 2 2
a) la superficie lateral del cono i —i;y < %, 0<z2<h.
a

b) la superficie total de este mismo cono.

Pt

xT

Solucion

a) La superficie del cono se representa por r(z,y) = (:v, Y, %\/xz + yz), 22 + 1% < a? Asi

0 h 0 h

tenemos que a—; = (1,0, Ry 2 +y2), ?9% = (0,1,5\/x2 +y2),
i3k

0 Jr _ _ h hy _

B_EXB_;_ 1 0 %% _(—a%,—a;,l),conr—\/xz—i—y?.
0o 1 LY
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Usaremos —& X gl para que su direccién coincida con la normal exterior 7, por lo tanto

siT = {(:C,y) € R?/2% + y? < @} y usando el cambio de variable x = rcosf, y = rsen,

0<60<2m0<r<a,tenemos:

4
//fndS_ // d:z:dy_//<—— ﬁy——zb’) dedy =
a
hx h3 2 2\3/2
271' h,3
/ / a’ cos49+ ar 3sentd — 3r3)rdrd9=
a

3 @ 3
/ (Bcost 0+ Lsento - 13 )do/ rtdo = Lao.a. [/ b (cost 0 + sen? 9)d9—h—ﬂ =
0 a® 0 5 0 2

s

2 2 2
4a4h[ -z 2/ cos49d9} - 4a4h[— hom yol3 3”} = Lra?h(3a? — 4h?).
a 0

1
5 ) 242 107

b) Para esta parte del problema, nos falta calcular la integral de superficie sobre la tapa

del cono. Tomando nn = k la normal exterior a la superficie S; en la tapa, tenemos:

/ / fndS = / / 2*dS = h*Area(S;) = h*ra?,
51 Sl

por lo tanto:

# fndS= l7mzh(3aQ — 4h?) + h3ma?

10
SuUS,
= %ﬂ'azh(3a2 +6h?) = 13—071'a2h(a2 + 2h?).
Calcular la divergencia y el flujo de la fuerza de atraccion f = — m3r de un punto de masa
r

m, situado en el origen de coordenadas a través de una superficie cerrada arbitraria, que

rodea dicho punto.

Solucion Por el ejercicio 7, pagina 133, tenemos que:

=N

f= —m%%, divf = —m (f’(r) + f(r)%), con f(r) = % ie. divf = —m (—ZT% + 7’%

r

)-o

en todo punto salvo (0,0, 0).

Tomemos una esfera V. de radio e de superficie S. (|S¢| = 4me?), de modo que V. esté

totalmente contenida en el volumen V de superficie cerrada S. Asi se tiene que para todo
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(x,y,2) € V\V, divf = 0, por lo tanto:

# fpdsS = /// divEdrdydz = 0 = #f-n s = — #fn ds,

S\S. V\Ve s Se
es decir que si 7 es el vector normal exterior a S., n = %(x, y,z) i.e.

€2 e €

lrr 1 1 1
—#f-ndSz— —m——-EdSng#dS:m—2|S€|=m§4we2:4wm.
Se Se Se

Aplicando la formula de Gauss—Ostrogradski, transformar la integral sobre la superficie
cerrada, en una integral triple sobre el volumen del cuerpo limitado por esta superficie

(cara exterior) # Va2 4+ y? + 22 (cosa + cos B + cosy)dS. Calcular la integral si S es la
35

esfera de radio a, con centro en el origen de coordenadas.

Solucién

a) Usando la formula de Gauss—Ostrogradski se tiene que:

# :v2+y2+22(c0sa+cosﬁ+6087)d52///Mdﬂfdydz-
L J $2+y2+22

b) Haciendo un cambio a coordenadas esféricas tenemos:
/ / / _THYTE dyds =
/:CQ + y2 + 22
\%
/1 (/2” (/% r(coswcoscp—i— cossen + senw)TCOSQz/J
0 0

_r r
2

dr) dw) dp =

N

1
2

a % 2m % 2m
[/ cos® 1/)d1/)/ cospdp + / cos® wdw/ sen pdy + 277/ cos? 1y sentpdip| =
ol = 0 _z 0
2

5 —

ol

1 1 3 1
§a2(0+0+27r(— gcos?’z/z)‘f%) = 5(12-0 =0.
Usando la férmula de Gauss—Ostrogradski, calcular las integrales de superficie del ejerci-

cio 87, pagina 201.
Solucién

a) La integral #xdy ANdz +ydz N dx + zdx Ndy = #(w,y,z)-n dsS =
5

S
/V// div(x,y,z)dxdydz:///3dxdydzz3vol(v) .

\%4
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b) //xzyzzdx ANdy = //(O, 0,2%y*2)mdS = /// div (0,0, z%y*2)dedydz =
5 v

s
2w 0 a

/// :CQdexddeZ/ /ﬂ/ 4 cos? pcos? Psen? pcos? Y12 cosdr dip dp =

F/ o J-%Jo

3 71, 3,24 27 .,
4/ (cos <p—cos<pdgp/ / cos 1/)d1/1_ 55(1—1)%:ma.
c) #zd:z:/\dy = #(0,0,z)-ndS = /// div (0,0, z)dzdydz = /// dxdydz = Vol(V) =

s v v

—wabc

d) #sza?/\dy: #(0,0,zz)-ndS:/// div (0,0, 2%)dzdydz :/// 2zdxdydz =
s s v v
2 5 1 1 5
/ (/ (/ 2¢r sen 1) abe r? cos 1 dr) dw> dp = 47mbc2/ re dr/ sen cos dy = 0.
0 - Jo 0 -3

[SIE]

e) #xzdx/\dy—l—xydy/\dz—i—yzdz/\dx = #(xy,yz,xz)ﬂ s =
S S

/// div(zy,yz,xz)dxdydz:///(y—l—z—i—x)dxdydz:
v v
1 o 1717y(x+y+z)dz dy)dx = 1 17I—%(x+y—1)(x+y—1)dy dx =
IAVANY/ Jaae= [ (] )

l1-z

1 1
L[ (masarr -0 +y2-9)| =4 [ @0 - a0 2)de
0

0 0

col—

0

D #yzdm/\dy—i—xzdy/\dz—l—xydz/\dx = #(xz,xy,yz)ﬂ s =

S S
///(z—i—x—i—y)d:vdydz:
v

B

1 h2a? _ 2 2
ga?’h/o (cos@ + sen6‘) do + % @ — 2phad 4+ Th2e2 = a2h(—a+ %h)
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g)#y?zdx/\dy—l—xzdy/\dz—i—ﬁydz/\dxz f

S
(zz,2%y,y?z)ndS = /// (z + 2 + y*) dadydz =
S v

/0 (/01 (/: (= +12)dz )rdr) do =

1 2 1 1
T 22 2)T _x (ﬁ 4) _3r 5.3 _ T
2/0 (2 +rz Ordr—2 | 2—|—T rdr = 1), TdT_4-6_8'

o[y
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