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Capitulo 1

Integrales dobles, integrales triples, integrales

multiples

1.1 Particiones de rectangulos. Funciones escalonadas

Consideremos el R C R?, producto cartesiano de dos intervalos cerrados [a,b] x [c,d]

ie.R=[a,b] x[c,d] ={(z,y) eR*/a <z <b, c<y<d}

Definicion 1.1.1 Sea P C P(R), Pes una R, si P es una pY

familia de sub-rectdngulos Ry, k = 1,...,m, de interior a- ]

no vacio tales que R = G Rk ¥ la interseccién entre dos | | 1 1 1 |

de ellos es vacia o se irftze;‘secan tunicamente en la fron- 1
a b

tera.

Cada Ry, € P, es de la forma Ry, = [ag, bi | X [ck,dk |-

Definicién 1.1.2 Se dice que dos partes Ay B C R? no se cruzan o no se traslapan, si

su interseccién es vacia o se intersecan tinicamente en la frontera.

Definicion 1.1.3 Una particién P’ de R se dice mds fina que la particién P, si todo

sub-rectangulo de P’ estd contenido en un sub-rectangulo de P y se escribe P < P’.

Definicién 1.1.4 Sea P una particion de Ri.e. R = |J Ry, se denomina de P al valor
k=1
max{d(Rg)/k=1,...,m}, donde d(Ry,) = sup |[(z,y)— (2/,y')|| ¥ se denota ||P||.
(z,y)€Rg
(z',y")ERK
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Definicién 1.1.5 Dado el sub-rectdngulo Ry, = [ag, by | X [ ¢k, di ] €P, llamamos sub-rec-
tdngulo abiertode Pode R, a Ry =]ag,bi [ X]ck, di [ producto cartesiano de los interva-

los abiertos, o sea es un sub-rectangulo sin los lados.

Definicion 1.1.6 Definicion de funcion escalonada Una funcién f definida en un
rectangulo R se dice escalonada, si existe una particién P de R tal que f es constante en
cada uno de los sub-rectdngulos abiertos de la particion P y escribimos f € £(R).

En la figura adjunta se muestra un ejemplo de funcién z

escalonada. La funcion tiene valores dados en cada uno

de los puntos de los bordes de los sub-rectangulos, pero

los valores en estos bordes no tienen influencia en el

calculo de la integral.

Proposicion 1.1.1 Sean f, g funciones escalonadas definidas sobre el rectdngulo R,
la combinacion lineal of + Bg también es escalonada sobre R, o sea E(R) es un espacio

vectorial sobre R.

Definicién 1.1.7 Definicion de la integral doble de una funciéon f € £(R)
Sea [ una funcién escalonada sobre R que toma el valor «j sobre el sub-rectdngulo

abierto Rok =]z}, 2k [ X ]V, Uk [ de R, la integral doble de f sobre R se define por:
1= 5wt = sy~ ui) = 3 avsmdu = [[ fag)dady
k=1 k=1
R R

Teorema 1.1.1 Sean f, g€ E(R), con R =[a,b] x [c,d]y sean «, § € R, entonces:

0 [fes+o —a//f+ﬁ//
i1) Si R estd dividido en dos rectdngulos Ry y Ra, //f //f+//f
it1) Si f(z,y) < g(z,y), V(z,y 6R//f<//
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En particular si g(z,y) >0, V(x,y) €R, //g > 0.
R

1.1.1 Definicién de integral doble de una funciéon definida y acotada en un
rectangulo

Sea f una funcién definida y acotada en un rectangulo R, de modo que |f(z,y)| < M,

V(z,y) € R, i.e. f estd acotada en Ry sean sy t dos funciones escalonadas sobre R tales

que s(z,y) < f(z,y) < t(x,y), V(z,y) € R, entonces si existe un nimero real [ unico tal

o<1

R

que:

Vs, t funciones escalonadas sobre R que satisfacen s < f <, V(z,y) € R, se denomina a

I como la de f sobre R y se denota con el simbolo:

1= [[1= [[ 1@y iz

Cuando I existe, se dice también que la funcién f es integrable sobre R.

1.1.2 Integral doble superior e inferior

Sea f una funcién acotada sobre el rectangulo R y sean s, ¢ dos funciones escalonadas

tales que s < f <ten R. Sean
G = {//s/s es escalonadaen R, s < fenR}y
R

H= {//t/t es escalonadaen R, f <ten R},
R

entonces G y H son conjuntos no vacios ya que f es acotadai.e. |f|< M —= —-M Gy

M e H. Ademés,//sg//t,sisgfgt,porloqueVaeG,VbeH,setienea§b. Por
R R

consiguiente, GG es acotada superiormente y H es acotada inferiormente y tenemos:

//s <supG <infH < //t, Vs, Vt escalonadas tales que s < f <tenR.
R R

Asi hemos probado que los niimeros sup G e inf H satisfacen la ecuacién (2) y se concluye

que f es integrable <= sup G = inf H.
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El ndmero sup G se llama de f y se denota por I(f). El nimero inf H se llama de f y se
denota I(f). De esta forma hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2 Sea f una funcién acotada en un rectangulo R de modo que:
//s <I(f)<I(f) < //t, Vs, Vt, escalonadas tales que s < f <t,
R R

entonces la funcion f es integrable en R si y sélo si la integral superior y la integral

inferior de f son iguales y tenemos:

J[1=10=10).

Teorema 1.1.3 Sean f y g dos funciones acotadas e integrables sobre el rectangulo

,b] x [e,d] y sean «, (B € R, entonces:

[a
g //afw = ffrenfs
i1) Si R se subdivide en dos rectdngulos Ry y R, R//f = Z/f +£/f.
i1)) Si f(z,y) < g(z,y) en R, //f < //g

R R

En particular si g(z,y) > 0en R, //g > 0.
R
Teorema 1.1.4 Teorema de Fubini!

1Guido Fubini (1879-1943) Nace el 19 de enero 1879 en Venecia, Italia. Muere el 6 de junio de 1943
en New York, U.S.A. En 1896 Fubini entré a la Escuela Normal Superior de Pisa. Fue influido por por Dini y

Bianchi a estudiar geometria. Present6 su tesis doctoral en paralelismo en espacios elipticos de Clifford, en
1900.

Ensefi6 en la Universidad de Catania, Sicilia, en el Politécnico y en la Universidad de Turin. Por diferencias
con el gobierno de Mussollini, Fubini fue forzado a jubilarse de su puesto en Turin. Recibié una invitacién del
Instituto de Estudios Avanzados en Princeton en 1939 y emigra a los Estados Unidos Por sus problemas de
la salud, muere cinco anos después del corazén. Los intereses de Fubini en matematicas eran muy diversos.
Ademas del drea del analisis, trabajé en el calculo de variaciones donde él estudi6 la integral de Weierstrass
reduciéndola a la integral de Lebesgue y expresa la integral de superficie en términos de dos integraciones
simples. Otro tema de analisis que estudi6 fue las ecuaciones integrales no lineales. Fubini trabajé también
en la teoria de grupos, en grupos lineales y grupos de funciones de automorfismos. Sus intereses incluyeron
los grupos continuos donde traté el problema de proveer de una métrica al grupo. En espacios no euclidiano,
extendi6 resultados de Appell y Mittag-Leffler. Sus trabajos méas importantes fueron en geometria diferencial
projectiva, donde usé el calculo diferencial. El teorema de la igualdad de las integrales iteradas lleva el
nombre de Fubini, quien lo probé con gran generalidad en 1907, aunque Cauchy y sus contemporaneos ya

sabian que se cumplia la igualdad para funciones continuas.
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Sea f una funcién definida acotada e integrable en un rectdngulo R = [a,b] x [¢,d].

b
Si para cada y fija, y € [¢,d], la integral / f(z,y)dx existe, (valor que denotamos a(y))
a

d
y si la integral / a(y) dy existe, entonces es igual a la integral doble // I
c -R

d
Ademds si para cada x €[ a,b] fijo, la integral / f(z,y)dy existe (valor que denotaremos

b
B(x)) y si / B(x) dx existe, entonces es igual a la integral doble //f
¢ R

Finalmente escribimos:

[fr= [[stmasar= [ [ stea) ac= [ ( [ i)

1.2 Sumas de Riemann y la integral de Riemann

Definicién 1.2.1 Sea f una funcién acotada en un rectdngulo R = [a,b] X [¢,d] y sea P
una particion de R, la suma Sp(f) = S(P, f) = Y. f((k)A(Rg), con ( € Ry, se llama de la
k=1

funcion f asociada a la particion P.

1.2.1 Sumas superiores y sumas inferiores

Sea f una funcién acotada en un rectangulo R = [a,b] X [¢,d] y sea P una particién
arbitraria de R. Consideremos M, = sup f(x,y)ymi = inf f(x,y), (z,y) ERpy
B (z,y)ERy, (@,y)ER

las sumas Sp = ijmkA(Rk) ySp= XP: My, A(Ry).

Las sumas Sp y Sp se llaman suma de Riemann inferior y suma de Riemann superior
de la funcién f (correspondientes a la particiéon P) respectivamente. Para (; € Ry se
tiene my < f((x) < My, por lo que > miA(Rr) < > F(Ck)ARE) < > M A(Rg), es decir
que Sp < Sp < Sp. Ademas si P < 15, entonces §pP§ Spr < Spr < %p.

Consideremos P’ y P’ dos particiones y sea P la superposicién de P’ y P”, entonces P es

mas fina que P’ y P” por lo que se tiene:
Spr < Sp < Sp < Spr = Spr < Spo.

Si fijamos P” y consideramos P’ variable, definimos la integral inferior de Riemann de

f sobre R, por la cantidad I(f) = sup Sp y la integral inferior de superior de Riemann
P
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de f sobre R, por la cantidad I(f) = inf Sp. Se ve claramente que I(f) < I(f).

De acuerdo a nuestras consideraciones, la integral inferior y superior de Riemann sobre

R existen, si f es acotada en R. Asi podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1 Sea R = [a,b] X [¢,d] y sea f:R — R una funcién acotada en R, las

siguientes propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable.

i) I=1.

iii) Ve > 0, existe una particion P de R tal que Sp — Sp < €.

iv) Ve > 0, existe § > 0 tal que VP particién con ||P| < 4, se tiene Sp — Sp < e.

1.2.2 Conjuntos de contenido nulo

Definicién 1.2.2 Un conjunto S C R? se dice de , si Ye >0, ARy, ..., R, rectdngulos

m m

talesque S C |J Rry > A(Ry) <e.
k=1 k=1

La definicién nos ilustra la forma en que un conjunto tiene contenido nulo, pues debe
cubrirse por una familia de rectdngulos cuya drea total sea todo lo pequerio que de-

seamos.

1.3 Integrabilidad de funciones continuas

Teorema 1.3.1 Sea f una sucesion continua en un rectdngulo R = [a,b] X [¢,d], en-

tonces f es integrable y el valor de la integral se puede calcular de manera iterada

Z/f:/ab [/Cdf(x,y)dy] da:z/cd /abf(m,y)dm] dy.

Teorema 1.3.2 Una funcién f definida y acotada en R = [a,b] X [¢,d], siel de f en R

~

ast:

tiene contenido nulo, entonces f es integrable sobre R.

1.3.1 Integrales dobles sobre regiones mas generales

Definicién 1.3.1 Se dice que un conjunto S C R? es medible si es acotado y su frontera

(que denotamos 0S) es de contenido nulo.
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1.3.2 Integracion sobre conjuntos medibles

Proposicion 1.3.1 Sea S C R? un conjunto acotado, para que S sea medible es nece-
sario y suficiente que ¥ € > 0, existan dos conjuntos medibles S’ y S” tales que S’ ¢ S C §”

y A(S") — A(S') < ey S es medible.

L

Con base en lo anterior, el concepto de integral doble se /\ = f(ary)

puede extender sin dificultad a regiones mas generales.

Consideremos una region S medible, de modo que S que

esté contenida en un rectdngulo R y sea f una funcién

definida y acotada sobre S. z*

Definimos una nueva funcion f sobre R, de la siguiente manera:

- T, i(z, S
Floy) = f(x,y) si(z,y)€ 3)
0 si(z,y)€R\S.

Sea S C R? un conjunto medible (i.e. acotado), entonces f es integrable siy sélo si VR

rectangulo tal que S C R, //f = //f
S R

Proposicion 1.8.2 Sea S C R? un conjunto medible, f, g:S — R funciones integrables

sobre S tales que f < g, sobre S, entonces se tiene que / / < / / g.
S S

Proposicion 1.8.3 Sea S C R? un conjunto medible y sea f:S — R integrable sobre

S, ie |f(x,y)| < M, V(z,y) €S, entonces //f(x,y)dm dy | < MA(S).
S

En particular, si S es de contenido nulo, //f =0.
s

Proposicién 1.3.4 Si S y S’ son conjuntos medibles de R? de modo que SN'S’ es de

contenido nulo y si f es integrable sobre S US', entonces:

-1+ I

Sus’
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Proposicion 1.83.5 Sea S C R? un conjunto medible, f, g:S — R funciones que son

iguales salvo en un conjunto D C S de contenido nulo, entonces / / /= / / g.
S S

Integracion de funciones sobre conjuntos medibles

Teorema 1.83.3 Sea S C R? medible y f:S — R una funcién acotada sobre S, las

siguientes propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable sobre S

i) I(f) = I1(f).

iii) Ve > 0, existe una T de S tal que St — St < e.

iv) Ve > 0, existe 6 > 0 tal que VT particion con ||T|| < 4, se tiene St — St <e.

1.3.3 Integracion sobre regiones especiales

Consideremos primeramente conjuntos S de R? tales que:
S={(z,y) eR*/a<a<b, pi(z) <y < a(a)},

donde ¢1 ¥ 2 son funciones continuas en el intervalo [a, b] que satisfacen p; < ps.
Este tipo de regiones las llamaremos .

Otro tipo de regiones S (tipo II) se definira asi:

S={(z,y) eR*/c <y <d, ¢a(y) <z < ()},
donde v y 12 son funciones continuas en [ ¢, d] de modo que 1 < 5.

Corolario 1.3.1 Las regiones que pueden particionarse en un numero finito de sub-

regiones, cada una de las cuales es del tipo I o del tipo II son medibles.

Teorema 1.3.4 Sea S una region de tipo I, comprendida entre las grdficas 1y 2. Sea
f una funcién definida y acotada sobre S y continua en el interior de S, entonces [ es

integrable en S y la integral doble de f sobre S es tal que:

//f(x,y)dxdyz /ab l/wj(?)f(x,y)dy] dz.
S priz
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Corolario 1.3.2 Si f estd definida y acotada en S region del tipo II y es continua en el

interior de S, entonces f es integrable en S y se tiene:

[t masay = [ ' / " e dx] dy.
S

P1(y)
1.3.4 Aplicaciones al calculo de areas y volimenes

Sea S una region del tipo I, dada por:
S={(z,y) eR*/a <z <b, p1(z) <y < pa(a)}. v =¢2()

b
Si f(z,y) =1enS, //1dxdy:/ [o2(z) — p1(x)] dzx, 0
s

sea //dxdy es el area de la region S. y = ¢1(x)
S

% Regiéntipol ©

De manera general, si f y g son funciones z = g(z,y)

continuas en S, con f < g en S, la inte-

gral doble //(g — f) esigual al volumen del 2= f(ay)
/ :

s6lido comprendido entre las graficas de las 7 IS A P -y

funciones f y g. A

Teorema 1.3.5 Teorema del valor medio para integrales dobles Sea f una
funcién real continua, definida sobre S una region del tipo I o 11, entonces existe (z,,y,)€S

tal que:

/ J = F(wo,y0) A(S),

3
donde A(S) denota el drea de S.

1.3.5 Aplicaciones de la integral doble

Si f es una funcién de dos variables sobre S, el f sobre S sera:

S// f(%y)d:vdy.
//dxdy

S

f=
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Si la regién S medible es una lamina y la funcién f es la masa por unidad de area en el

punto (z,y), la total es m(S) = / f(z,y)dxdyy f esla densidad media de la lamina.

Definimos los momentos estaticos m, y m, respecto a los ejes = y y por:

mo = [[vf@pdzdy, my = [[2fy)dedy,
S S

Por analogia con el caso finito, definimos el por (Z, ), donde:

= //xf z,y)dzdy, Y %//yf(x,y)dxdy-
S
Si la densidad f(z,y) = c en S, el punto (Z, %) se llama 7 —

centroide de la region S y tenemos = = 1 / / xdxdy,
S T
1= sy J[ o
S
Si £ es una recta en el plano de la regién S y designamos 24

d(z,y) la distancia desde (z,y) €S alarecta ¢, el valor I, , y)/

definido por I, = / 62(z,y) f(x,y)dzdy, se llama de la /

s
region S respecto a la recta /.
Si f(z,y) = 1, Iy se llama momento de inercia o segundo momento de la region S respecto

a (. Los momentos de inercia de la region S respecto a los ejes z, y, se designan I, I,

respectivamente y estan dados por:

Ixs//yzf(w,y)dwdy, Iys/ 2 f(z,y)dzdy.

La suma de estas dos expresiones se llama momento polar de inercia I,, respecto al
origen:

IL=I,+1I,= //(x2 +9°) f(a,y) dedy.
S
1.3.6 Teorema de Guldin-Pappus

Consideremos una region R situada entre los graficos de las funciones f y g, definidas

en el intervalo [a,b], siendo 0 < g < f. Sea S el generado al hacer girar la regién R
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alrededor del eje x.

Designemos A(R) el area de R, V(S) el volumen de S y

con j la coordenada del centroide de R. Al girar R para

generar S, el centroide se desplaza a lo largo de una cir-

cunferencia de radio 7.

El teorema de Guldin?—Pappus®establece que el volumen de S, es igual al producto de

la longitud de la circunferencia de radio ¢ por el area de R:

V(S) = 217 A(R).

1.4 Cambio de variable en la integral doble

Teorema 1.4.1 Sea [ una funcién acotada sobre Ry sea r:R’ — R una aplicacién

Oz Oz
biyectiva de clase C', tal que r(u,v) = (z(u,v),y(u,v)), con det Jp(u,v) = gu g” ,

gy 9y

ou Ov

entonces:

//f(x,y)dxdyz //f(a:(u,v),y(u,v))\det Jr(u,v)|dudv.
R R/

2Paul Guldin (1577-1643) Nace el 12 de junio de 1577 en Saint Gall (hoy Sant Gallen), Suiza. Muere
el 3 de noviembre de 1643 en Graz, Austria. Paul Guldin se llamaba Habakkuk Guldin. El llegé a ser un
orfebre y trabajé en este oficio en su juventud. De origen judio, sus padres eran protestantes, pero Guldin se
convirtié al catolicismo a la edad de 20 y se une a los jesuitas. En este momento cambia su nombre a Paul.
En 1609 fue mandado al Colegio Jesuita en Roma, donde estudio bajo la direccién de Clavius. Ensené en el
Colegio Jesuita en Roma y cuando volvi6 a Graz, fue profesor de matematicas en Viena de 1623 hasta 1637.
Guldin mantuvo correspondencia con Kepler, pero en temas religiosos, no matematica ni astronomia. Los los
trabajos méas importantes de Guldin estdn en 4 volimenes. En el Volumen I se consideran los centros de la
gravedad y en particular discute el centro de la gravedad de la Tierra. El volumen II tiene los teoremas de
Guldin.

3Pappus de Alejandria (260- ) Matematico griego que nace y muere en Alejandria, desconociéndose
la fecha de su muerte. Junto a Zésimo y Diofanto, formé la retaguardia de la matematica griega. Fue ante
todo un recopilador, que resumi6 toda la matematica griega en ocho libros. Personalmente no afiadié nada
original, pero su valia radica en que sus libros contienen casi todo lo que hoy sabemos de la matemaética

griega. Ademas comenté detalladamente el sistema astronémico.
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1.4.1 Caso de coordenadas polares

En este caso escribimos r y 6 en vez de v y v y definimos la aplicacién x = rcos#6,
y = rsenf. Para obtener una aplicacién biyectiva supongamos que » > 0 y que 0 €
[0,,60, + 27 [. Asi, la aplicacién es biyectiva en |0, +oco[ % [0,, 68, + 27 [ del plano 70 y el
conjunto R?\{(0,0)}. El Jacobiano es:

% % cos) —rsenf

det J(r,0) =| <" = = r(sen® 0 4 cos?0) = r
9 Oy senf rcosb
or 00

y la transformacion de la integral seria:

S//f(:r:,y)dazdy = S//f(rcos&,rsen@)rdrd@.

Las curvas r son rectas que pasan por el origen y las curvas 6 son circulos concéntricos
en el origen. La imagen del rectangulo [ 1,75 ] x [0, 02 ] es un cuadrilatero curvilineo en

el plano zy limitado por las curvas r = ry, r = ro y las rectas 0 = 6,, 0 = 6-.

0
A

02

0|

1 T2

El area en coordenadas polares

Si la region R esta determinado en coordenadas polares r, 0, satisface las desigualdades

a<0<p,¢0) <y <y(h), se tiene:

B i(0)
A(R) = //rdrd@ = / / rdrdf.
2 a Jé(9)

1.5 Integrales multiples

El concepto de integral multiple puede extenderse sin dificultad al caso de n-dimensiones,

para n > 3. El desarrollo es completamente analogo al caso n = 2.

Definicion 1.5.1 Se define un n-rectdngulo abierto R como el producto cartesiano de

n-intervalos abiertos | ay, by [, k =1,...,n.
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De manera similar se define el n-rectdngulo cerrado R C R™, como el producto cartesiano

de n-intervalos cerrados [ay, b ], k=1,...,n.

Como en el caso n = 2, el volumen n-dimensional del n-rectangulo se escribe V(R) =

Definicién 1.5.2 Se dice que dos partes Ay B C R" no se cruzan, si su interseccion es

vacia o se intersecan tunicamente en la frontera.

Definicion 1.5.3 Sea R C R™ un n-rectdngulo, una P de R es una familia de m sub-
m

rectdngulos n-dimensionales Ry, de interior no vacio, tales que R = |J Ry y la inter-
k=1

seccién entre dos de ellos es vacia o se intersecan tinicamente en la frontera.

Definiciéon 1.5.4 Una particion P’ de R C R"™ es mds fina que P, si todo sub-rectdngulo

Rl, de P’ estd contenido en un sub-rectdngulo R; de P y se escribe P < P'.

Definicion 1.5.5 Norma de una particion Sea P una particion de R C R" i.e.

R = |J Rg, donde Ry es un n-sub-rectdngulo, K finito. La norma de P es ||P|| =
kEK

max{d(Rg)/k € K}, donde d(R;) = sup |x —y| es el didmetro de Ry.
x,YER,

Definicion 1.5.6 Una funcion f definida en R se dice escalonada, si es constante en

cada uno de los sub-rectangulos abiertos de alguna particién P de R.

El conjunto de funciones escalonadas sobre R, se denota £(R), o simplemente €.

Definicion 1.5.7 Si f es escalonada sobre R, la integral n-miiltiple de esta funcién se

Af—/;/f—%cw(m),

donde cy, es el valor de f en el n-rectangulo abierto Ry y V(Ry) el volumen n-dimensional

define por:

de Ry. La suma se extiende sobre todos los n-sub-rectdngulos de la particién P.
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Teorema 1.5.1 Si f es escalonada sobre el n-rectiangulo R = [] [a;,b;], tenemos que:
i=1

ba b1 by
//f:/ (/ ( f(a:l,...,xn)dm)da:2~-~dxn_1>da:n.
R QAn An—1 ai

Teorema 1.5.2 Sean f, g € E(R), con R C R"™ un n-rectdngulo y sean «, 5 € R, entonces:

V[ fessm=af freof [

i) Sl R = Ry URy, donde R1 y Ry son n-rectangulos que no se cruzan:

/;/f/;/f+[;/f
iii)Sif(x)Sg(X):VxeR,/---/fg/-../g
R R

En particular si g(x) > 0, VX €R, / : / g>0.

Definicion 1.5.8 Sea f una funcién acotada sobre Ry sean sy t funciones escalonadas

tales que s < f < ten R, siexiste un tinico niimero real I tal que:

/-~-/s§[§/~--/t, Vs, Vte &, s< f<tenR,
R R

entonces se dice que [ es integrable en Ry el niimero I se llama la (n-multiple) de f:

[:/.../f:/.../f(x)dxz/.../f(th,x”)dxl...dxn
R R R

Para el caso n = 3, escribimos (x,y, z) en vez de (x1,x2,x3), 0 sea:

///f:// f(z,y, z) dedydz.

Teorema 1.5.3 Sean fy g dos funciones acotadas e integrables sobre el n-rectdngulo R

y sean «, 8 € R, entonces:

) [ faream=a s [ [ a
R R R
11) Si R se subdivide en dos rectdngulos Ry y R, /R / f= /R1 / f+ /R2 / f-
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i) Si fla.) < gep)en® [ [ 1< [ [
R R

En particular st g(z,y) > 0en R, / . / g >0.
R

1.6 Definicién de sumas de Riemann

Sea f una funcién acotada sobre R C R", n-rectangulo y sea P una particiéon de R i.e.

R= U Rg, Rx un n-sub-rectangulo de P, los cuales no se cruzan y sea (; € Rj. Se llama
kEK

a la expresion:

Sp = 5P, f)= > f(G)V(Rk).

keK

Si definimos m; = inf f(x), My = sup f(x), las sumas Sp = > miV(Ry)y Sp =
XERy XER keK

> MV (Rg), se llaman inferior y superior de f respectivamente, correspondientes a la
kEK

particiéon P.

Para ¢, € R, se tiene m; V (Ry,) < f(r)V(Ry) < MV (Ry) i.e. Sp < Sp < Sp.

Teorema 1.6.1 Sea R un n-rectdngulo y sea f:R — R una funcién acotada sobre R,
las siguientes propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable sobre R.

i) I=1.

iii) Ve > 0, existe una particion P de R tal que Sp — Sp < €.

iv) Ve > 0, existe § > 0 tal que VP particién con ||P| < 6, se tiene Sp — Sp < e.

Teorema 1.6.2 Teorema de Fubini

Sea f(x,y) una funcion integrable sobre el n-rectdngulo R = R’ x R”, con x € R" C R?,

YyeR"CR" P tal que Vx € R, fx(y) = f(X,Y) es integrable sobre R".

Sea F(x) = / fx = f(x,y)dy, entonces F es integrable y:
" R//

/lxR” f(x,y)dxdy = // ( o f(x,y)dy> dx,

donde la expresién f(x,Y)dy se entiende como la integral de Riemann de f con res-
R//

pecto a y para x fijo, cuando existe y como un niimero entre la integral superior e inferior
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de f(x,Y) con respecto a y € R”, cuando la integral no existe.
La integral de F con respecto a x € R’ existe en el sentido de Riemann.

Si ademds f(x,y)dx existe, V x € R/, la integral f(x,y)dx dy es el resultado de
R/ R/ >< R//
la integracién de f en el sentido de Riemann primero con respecto a x € R’ y luego con

respectoa y € R”.

Definicion 1.6.1 Un conjunto acotado S C IR™ se dice de contenido o medida nula si

m

m
Ve >0, 3Ry,...,Ry, n-rectdngulos talesque S C |J Rry >, V(Ri) <e.
k= k=1

=1
Definicién 1.6.2 Un conjunto acotado S C R" se dice medible?, si su frontera 0S es de

contenido nulo.

Definiciéon 1.6.3 Sea S un subconjunto de R™ medible tal que S C R n-rectdngulo y sea

f:S — R una funcién acotada sobre S, extendemos la funcion f sobre R por:

Fla) = f(z) sixeS$
0 sixeR\S.

JofieJ -1

1.6.1 Integracion sobre conjuntos medibles

Asi tenemos que:

Proposicion 1.6.1 Sea S C R™ un conjunto medible, f, g:S — R funciones integrables

sobre S tales que f < g, sobre S, entonces se tiene que / . / < / . / g.
s s

Proposicion 1.6.2 Sea S C R"™ un conjunto medible y sea f:S — IR integrable sobre

S, ie |f(x)| < M, Vx €S, entonces / : / f(x)dx | < MV(S).
s

En particular, si S es de contenido nulo, / . / f=0
s

4Jordan medible
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Proposicion 1.6.3 Si S y S’ son conjuntos medibles de R™ de modo que SNS’ es de

contenido nulo y si f es integrable sobre S U S’, entonces:

of - Jf v fof

Sus’
Proposicion 1.6.4 Sea S C R" un conjunto medible, f, g:S — R funciones que son

iguales salvo en un conjunto D C S de contenido nulo, entonces / . / f= / . / g.
s s

Teorema 1.6.3 Sea S C R™ medible y f:S — R una funcién acotada sobre S, las

siguientes propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable sobre S

i) I(f) = I(f).

iii) Ve > 0, existe una particion T de S tal que St — St < €.

iv) Ve > 0, existe § > 0 tal que VT particién con ||T| < 4, se tiene St — St <e.

Teorema 1.6.4 Si f es una funcion real y continua sobre S C R™ cerrado y medible,

entonces f es integrable sobre S.

Teorema 1.6.5 Si f es una funcion real acotada sobre S C R™ cerrado y medible, tal
que f es continua salvo en un conjunto I' C S de contenido nulo, entonces f es integrable

sobre S.

Proposicion 1.6.5 Sea S C R™ un conjunto medible y sea f:S — R una funcién

continua, entonces el grdfico G de f es de contenido nulo en R™ "'

Teorema 1.6.6 Sea f = (fi,...,fn):S C R? — R" de clase C' sobre S medible y

convexo en RP, 1 < p < n — 1, entonces la superficie f(S) es de contenido nulo en R™.

Definicién 1.6.4 Sea f:S C R™ — R una funcién, definimos de la parte positiva de f

y la denotamos f™ = max{f,0}.

De manera similar se define la parte negativa de f y la denotamos f~ = max{—f,0}.
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Observemos que f = fT — f~ y que cuando f es integrable sobre un conjunto S medible,

fT v f~ son integrables sobre S y se tiene:

-l

Teorema 1.6.7 Sea f:S C R" — R una funcién, donde S es medible, entonces f es

integrable si y sélo si fT y f~ es integrable y se tiene:

o=k

Teorema 1.6.8 Sean f y g funciones reales acotadas e integrables sobre S C R"™ medi-

ble, o € R, entonces:

i) f(x) £ g(x) ii) o f (x) iii) | f ()|
iv) f(x)g(x) v) ﬁ con |f(x)| >8>0,

son integrables sobre S. Ademds: /(f +tg) = / /=t / 9, /af = a/ f
5 s s Js s

Teorema 1.6.9 Si f, g, ¢ son funciones reales acotadas e integrables sobre S C R"

medible, que satisfacen f(x) < g(x), p(x) >0, Vx € S, entonces:

Lﬂ@ﬂQMSAMﬂﬂ@ﬂ-

Sia < f(x) <b Vx €S, entonces existe c € [a,b] tal que:

| #60eix = ¢ [ plxjax

(Teorema de valor medio para integrales miltiples).

Teorema 1.6.10 Sean S’ C R?, S” C R" P medibles, entonces S’ x S”, es medible en R"

y V(S x S") = V(S")-V(S")

Corolario 1.6.1 Sean gy h funciones integrables sobre S’ C RP, S” C R"™ P conjuntos

medibles respectivamente. Sea f(x,y) = g(x)h(y) definida sobre S’ x S" C R", entonces

fows = oo fu

f es integrable y se tiene que:
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Teorema 1.6.11 Teorema de Fubini

Sean S’ C R?, S” C R"? conjuntos medibles y sea f:S' x S” C R™ — R una funcién
integrable sobre S = S’ x S, tal que fx(y) = f(x,Y) es integrable sobre S"”. Sea F(x) =

/ fx = / f(x,9Y)dy, entonces F es integrable y
S// . S//

[oa= =] (] rexway)ax

La expresién f(x,y)dy se entiende como la integral de Riemann de [ con respecto
S//

a Y para x fijo, cuando existe y como un niimero entre la integral superior e inferior de

f(x,y) con respecto a y € S”, cuando la integral no existe.
La integral de F con respecto a x € S’ existe en el sentido de Riemann.

Si ademds V y € S”, fy(x) = f(x,1) es integrable sobre S, entonces la funcion G(y) =

/ fy :/ f(x,y)dx es integrable y
S’ S’

/yxsuf:/,,G:/,/ < S/f(&y)dx) dy.

Teorema 1.6.12 Principio de Cavalieri

Sea S C R™! un conjunto medible, de modo que S C R x [a,b], donde R es un n-
rectingulo de R". Sea S; = {x € R"/(x,t) € S} y supongamos que S; es medible para

cada t € [a,b] y escribamos S(t) = V(S;), entonces:

V(S) = / " () dt.

Teorema 1.6.13 Sea S C R™ un conjunto medible y sean ¢1, ¢o funciones continuas
sobre S tales que ¢ < ¢, entonces C = {(x,y) e R""/x € S,¢1(x) <y < ¢2(x)} es

medible y si f:C — IR es continua, se tiene:

/cf :/5 (/:::) f(X7y)dy> dx.

n
Corolario 1.6.2 Sea f una funcion real continua sobre R = [] [ay, b; ], entonces:
i=1

/sz/: (/::( b f(xl,...,xn)dx1> ---dxn_1> dz,,.
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Teorema 1.6.14 Sean S’ C R?, S” C R" P conjuntos mediblesy sea f:S' xS" C R" —

R una funcién continua sobre S = S’ x S”, entonces f es integrable sobre S y tenemos:

/S/XS” f(x,y)dxdy = / ( 9y f(x,y)dy> dx = / ( 8 f(x,y)dx) dy.

Teorema 1.6.15 Sea f(x) una funcion real acotada e integrable sobre el n-rectdangulo R,
satisfaciendo que para todo k = 1,...,n — 1y para todo conjunto de valores (x1,...,xx),
la funcion f es integrable sobre la proyeccion AF de R en el subespacio de puntos u* =

(Tk+1,---,Zn), entonces para el n-rectdngulo R se tiene:

/---/f(xl,...,a:n)dxl--~dxn:/bl (/b2---(/bnf(a:l,...,xn)dxn>---dx2> das,

donde las integrales del segundo término se entienden en el sentido de Riemann.

by bn
La integral del tipo / e flxy,xa, ... ,xy)de, - - - dx; se llama integral iterada de
ay Qn

f. En el caso general, la reducciéon de una integral multiple a una integral iterada, se

tiene con el siguiente teorema.

Sea S un conjunto medible, sea w; la proyeccién de S sobre el eje z1 y sea S, la seccién
de S en el plano z; = x5 i.e. el conjunto de puntos de la forma (z¢,z5,...,2z,) € S. En
este caso w; y S, son acotados y si S es cerrado, w; y S,, son cerrados. Sin embargo

debemos asegurar la integrabilidad de f sobre w; y S,,.

Teorema 1.6.16 Si f una funcion real, acotada e integrable sobre S medible, de modo

que [ es integrable sobre S,,, V x1 € w;, entonces:

/sf(x)dx/;'/f(zl,...,xn)d$1~~dxn
:/ (/S f(xh...,:z:n)dul) dzy.

1.7 Cambios de variables especiales en integrales triples

En el caso tri-dimensional escribimos (z,y, z) en lugar de (z1, 22, 23), (u,v,w) en lugar

de (v1,v2,v3). La férmula de transformacion para las integrales triples toma la forma:

/// f(x,y,z)dxdydz:/// Fa(u, v, w), y(u, v, w), 2(u, v, w))| det J (u, v, w)| dudv dw,
S S’
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Oz Oz Oz

ou Ov  Ow

donde el Jacobiano det J(u, v, w) = % % gi
u v w

9z 9z 0z

ou Ov  Ow

1.7.1 Caso de coordenadas cilindricas

Consideremos las variables 7, 0, z en vez de u, v, w y definimos la aplicacion mediante
las ecuaciones x = rcosf, y = rsenf, z = z.

Observemos que reemplazamos x, y por sus coordenadas polares y no cambiamos z.
Para obtener una aplicacién biyectiva debemos tener r > 0 y limitar 6 a un intervalo de
la forma 6, < 6 <6, + 27. El grafico adjunto muestra un paralelepipedo del espacio r6z.

El jacobiano de la transformacion es:

r =cte

cosf —rsenf 0
det J(r,0,2) = | senf® rcosf 0 |=T

0 0 1

y la formula se escribe:

_(/// f($,y,z)dxdyd2:4/// f(rcosf,rsenf, z)rdrdfdz.

El Jacobiano se anula en » = 0, pero esto no afecta la validez de la formula de la

transformacion, porque el conjunto de los puntos con r = 0, es de contenido nulo.
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1.7.2 Caso de coordenadas esféricas

En el caso de coordenadas esféricas, la posicion de un punto (z,y, z) en el espacio esta
determinada por los nameros r, 6, ¢, donde r es la distancia del punto al origen, § mide
el angulo que forma la proyeccién del punto sobre el plano zy que forma con el eje x

(longitud), en angulo ¢ que forma el punto sobre el plano zy (latitud).

Para obtener una aplicacién biyectiva, tomamos r >0, 0 < 0§ <27, —5 < ¢ < 7. Las

superficies » = constante son esferas concéntricas de centro en el origen, las superficies
0 = constante son planos paralelos que pasan por el eje z y las superficies ¢ = constante
son conos circulares cuyo eje es el eje z. De esta forma el 3-rectangulo en 7,6, ¢ se

transforma en el sélido que se ve en la figura adjunta.

T = rcos pcos b
Z ) y = 1 cos ¢ sen A #
z =rsengp

El Jacobiano de la transformacion es:
cospcosf) —rcospsenf —rsenycosf
det J(r,0,0) = | cospsenf rcospcosf —rsenpsend = 1% cos p.
sen ¢ 0 7 COS

En estas condiciones tenemos la igualdad:

/// f(w,y,z)dxdydz:/// F(r,0,0)r?| cos p|drdfdyp,
v v/

donde F(r,0,p) = f(rcosfcosp,rsenfcosp,rseny) y la funciéon f es acotada e inte-

grable sobre V.
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Algunos autores consideran el angulo ¢ medido desde el
eje z, en vez de medirlo desde el plano z = 0 (latitud). En
este caso se tiene que z = rsenpcosf, y = rsenpsenb,

r=rcosp,r>0,0<0<2m,0<p <

det J = —r?sen .

Observemos que esta segunda férmula del Jacobiano estd acorde con el hecho que, al
medir de esta manera ¢ tenemos en realidad 7 — ¢ en la primera férmula del Jacobiano,
es decir cos(§ — ¢) = —sen .

1.7.3 Momento de inercia. Coordenadas del centro de gravedad

Definicién 1.7.1 El momento de inercia de un cuerpo V, de densidad p(z,y,z) en el

punto (x,y,z) € V, respecto a los ejes x, y, z estdn dados respectivamente por:

Iﬂw - /// (y2 + Zz)p(x7y>z)dldydz7
1%
I, = /// (x% + 22)p(x,y, 2) de dydz,

1%
L= [[[ @+ )play. 2)dedy e
\4

Definicion 1.7.2 Las coordenadas del centro del gravedad de un cuerpo V, de densidad

p(z,y,2) en (x,y,z) €V, se expresa por las formulas:

= %/// zp(z,y, z)dedydz,
v

y= %/// yp(x,y,z)dzdydz,

2:

\%4
& ][ ot 2razdyi
Vv

donde m = /// p(x,y, z)dxdydz es la masa del volumen V.
v

1.8 Cambio de variable en integraciéon multiple — Caso general
Teorema 1.8.1 Teorema del cambio de variable

Sea R un n-intervalo de R" y sea la aplicacién T:IR™ — RR"™ de clase C'-invertible en
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un abierto contenido en Ri.e. T:R — T(R) es biyectiva de clase C'. Si f:T(R) — R es

una aplicacién integrable sobre T(R) y f o T es integrable sobre R tenemos:

/ f:/foT|detJT|.
T(R) R
Es util usar la notacion siguiente: si y = T'(x) la igualdad anterior se puede escribir:
[ sy = [ oroldet Jr(x]ax.
T(R) R

Teorema 1.8.2 Sea R un n-intervalo de R" y sea T: R™ — R"™ una aplicacién de clase
C'-invertible en el interior de R, entonces si f es integrable sobre T(R)y foT es integrable

sobre R:

/ f:/foT|detJT|.
T(R) R

Teorema 1.8.3 Sea S un conjunto medible de R" y sea T:R" — RR"™ una aplicacion

de clase C*'-invertible en el interior de S, entonces si f es integrable sobre T(S)y foT es

/ f:/foT|detJT|.
7(s) s

1.9 Integrales impropias dependiendo de un parametro

integrable sobre S se tiene:

Teorema 1.9.1 Sea f:R X [a,b] — R una funcién tal que:
Vte[a,b], z — f(z,t) es integrable sobre R, F(t) = / f(z,t)de.

VzeR, t— %(m,t) es continua en [a,b].

Vtela,b], z — aa—{(x,t) es integrable sobre R y existe g(x) > 0 integrable sobre R tal

+o0 too
que af(x,t)‘ < g(x), entonces la funcién F'(t) = d / f(x,t)dz = / g(xat) dz.

ot T dt ot

— 00 — 00

a) Caso en que la region de integracion es no acotada:
Si la funcién f(x,y) es continua en una regién no acotada S del plano R? y S,, es una

region medible contenida en S, S,, C S,,411, Yn € N, de modo que sin — oo, S,, — S,

n—oo

S’IL

entonces si lim / / f(z,y)dzdy no depende de la eleccion que se haga de S,,, la integral
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impropia correspondiente se dice convergente y escribimos:

[[ @y = tim [ 1(@.g)dzay
S Sn

En caso contrario la integral impropia se dice divergente.
b) Caso de una funcion discontinua
Si la funcién f(x,y) es continua en toda la region cerrada y medible S, excepto en un

punto (a,b), definimos S. = S\B((a,b),e), entonces si 1inr(1) //f(x,y) dxdy existe y no
£—
S

depende de la forma de las bolas B((a,b), ¢), la integral se dicegconvergente y escribimos:

J[ 1@ wdedy =t [[ 1. doay.
S Se

En caso contrario la integral se dice divergente.

c) Integral doble impropia con singularidades en la frontera

Proposicion 1.9.1 Sea (Si)ren una sucesién creciente de abiertos medibles en R?,

tales que |J Si =S es medible, entonces klim V(Sk) =V(S).
kEN o0

Definicién 1.9.1 Sea f(z,y) una funcion definida y continua (pero no acotada) sobre

un abierto S (no necesariamente medible). Si el limite

din ([t p)dedy = [[ 1) dedy
Sk S

existe, donde (Sy)ren es una sucesion de abiertos medibles de R?, con la propiedad S, C
S,$1CSyC -+, S= | Sk ydonde Sy tiene frontera regular o regular a trozos, decimos

kEN
que la integral impropia de f sobre S es convergente.

La existencia del limite se entiende en el sentido que es independiente de la escogencia

de la sucesion (Si)ren.

Teorema 1.9.2 Sean z = ¢(u,v), y = ¥(u,v), con (u,v) € S, definiendo una transfor-

macién continuamente diferenciable sobre la cerradura S de S conjunto medible, tal que
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el Jacobiano es diferente de cero sobre S:

96 99
ou Ov
det J(u,v) = #0, (u,v) €S,
oy
ou Ov

de modo que sea uno a uno de Sen S'.

Si la funcién f(x,y) es continua (pero no acotada) sobre S’ de modo que la funcién
f(o(u,v),9¥(u,v))| det J(u,v)| es uniformemente continua sobre S (y por tanto se puede

extender continuamente a S), entonces:
J[#ewazdy = [[ otu.0). 00, 0) det T dude,
S/ S
donde la integral de la izquierda se entiende en el sentido de la integral impropia.

El concepto de integral multiple impropia, se puede extender de manera natural del

concepto de integral doble impropia.



Capitulo 2

Integrales dobles

2.1 Calculo de integrales dobles

. Evaluar las siguientes integrales dobles:

2 d;l:dy
a) L _drdy,R=1[0,1]x]0,1 // 0,1]x0,1
//1+y2 pR=[0.1] x[0,1] oy R= (0,11 % [0.1]
 ydzdy x
c) 7, R=1[0,1]x[0,1] d) [[zsen(z +y)dxdy, R=1[0,7] x [0, F]
(1422 +y?)?2 R
e) //xgyewydxdy,R: [0,1]x[0,2]. f')//x2ycos(xy2)d:vdy,R: [O, g} x [0,2].
R R
Solucion
2 _ 1.3 S N
a)//1+ 2d:ﬂdyf/ dx/ 1—|—y 73x‘arctany’ 34~ 12"
dxdy _ ! _ 1 _ y+1’1_
b)// (z+y+1 /0 x+y+1’ /O(y+1 y+2)dy_1ny+2o_
lnf lnf lng

QU

dd 1 1 1
e e
I+2>+y*)>  Jo (Q+2”+y*)2lo Vita® V24’

11n2—12+\[

(1n(\/a:2+1+x)—ln(\/2+x2+x))‘1 1 V3

d)/ (/2xsen x+y)dy > dx:/ —z cos(x + )‘o d:v—/ (xcosx + wsenx)dr =
0 0

™

(1 —=z)cosz+ (14 x)senzx) .

1, 2 1 5
e) / </ x2yery dy) dx = / (xy — 1)e™¥
0 0 0 0

+
NS

g

=7 —2.

1
dx = / (23662’” — e 4 1) dx =
0

27
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1
(xeh —e¥ 4 x) ‘ =2.
0

s

2 1 2 21
f)/ / $2yCOS($y2)dyd1’:/ fxsen(ny)‘ dx:/ sxsendardr =
o Jo 0 2 0 o 2

1 nar 1 S_
(32sen4x 8accos4x>‘07 16"

ol

. Calcular las siguientes integrales dobles.

2ot _dydx
a) 22 +2y)dzd b) / /
/O /O ( y)dzdy @1y
2 2 9 2
r*dydx dydx
c) d)/ /
/1 /1 y? o Jo 1+ y?
3 5 27 a
e)/ / (z + 2y)dzdy f)/ / rdrdf
-3 Jy2—4 0 asen

% 3cos6 1 pvV1—22
g)/w/ r2 sen? @drdf h)/ / V1—122—9y2dydzx.
-3 0 0 0

Solucion

3 1 2 2
a)// 2 4 2y) d:cdy—/ <%+2yx> ’Ody:/ (§+2y)dy:(§y+y2)‘0:§+4:
0

dyda: = foa g — ! 1 1 1t s 4 _
b)// :c—i—y /3;1;+y1d$— . (m—m>d$—lnm‘3_lng_lng_

1 1
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3 5 3,
e) / / (x4 2y)dady = / (372 + ny)
—3Jy2—4 -3

3 2 2
—4
[ 5 ] 4=

3
/ (5 + 10y — 5(y* — 8y +16) — 2¢° + 8y dy =
-3

(Bv—do e s | = 2(F-ages0-20 = S

243 __ 252

x=>5

r=y?—4

2m a 27 a S
f)/ / rdrd&:/ 120 g = / \

0 asen 6 0 asen 6 ;271_ 0
%/ (a® — a%sen?0)do = 4%@2/ cos?0df = 2a*3% = \/
1o 02 ’ !
2™ :

3 cos @

3cos @ 3
g)/ / r? sen Hdrdﬁ—/ sen GT .

9/5 sen 9cos39d0—9/2 (cos® 6 — cos® 0)do = /.3\

2 2 / : N\

3 . 10—8 *1/ \’ 4
18/ (cos® 0 — cos® ) df) = 18 (% — %%) =187 = 12 2 (R 2,k

Vi—z2
h)// V1—x2—y? dydm = by=vi-a?

=v/1—x2cost

/ ﬁ\/l—a:2—(1—xQ)COSQt\/l—mQ(—sent)dtdx: N\\

1 z 1
/ (1 —a? )dx/ sen? tdt = / (1 —2?)dx g
0 0 0

T, 2 ‘lzﬂzzﬂ
4 3 0 43 6"

. Dar las ecuaciones de las curvas que limitan las regiones de las integrales dobles y

[\D\H

dibujarlas.

2—1
a)/ / ’ f(z,y)dxdy b)/ / (z,y)dydx
10 Y 2z
0 / [ swwdsdy a / / f .y dydz
0 Y By
3 pV25—a?
e)/ / flz,y)dxdy f)/ / (z,y)dydzx.
0 Jo z2
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Solucion

2
a)/ / fz,y)dady; z =2 — y,m_yz—l,yzz,y:_ﬁ_

x+9
b)// flxy)dyde;y=2+9,y=2*,z=1,2=3.
1 2

10—y
c)/ / flz,y)dzdy, y=0,y=4,2=10—-y,z =y.
0 Jy
A

ly<z<10-y

10

c)
2z

d)// fxydyda:x—la:—?)y—?xy—%
V25—z2

e)/ / flz,y)dyde, z =0,z =3,y =0,y = V25 — 2.

f)/ / flz,y)dydr,z = -1,z =2,y =2,y =a +2.
x2

<y

<2

L’ <y<a+2

by =25 — 22

4. Calcular las integrales dobles por integracion iterada:

a) [[zy(x +y)dedy, R=[0,1]x[0,1]

I

b) [[(z® + 32y + y*)dady, R = [0,1] x [0,1]
If

9] //(\/ﬂ+x—3:cy2)dxdy, R=1[0,1]x[1,3]
R

d) //seanseHdexdy, R=1[0,7]x[0,7]
R
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e)//senx+y dwdy, R = [0,5]x [0, 5]
f)//|cos<x+y>|dwdy,R=[o,w]x[o,ﬂ

R

2 //f<x+y>dxdy,R=[o,z]x[o,z],fu): 0

R
tx
W //y_gﬁ’ R=1[0,t]x[1,t],¢t>0.
R

Solucion

1 1 1
a)//xy(:c+y)dxdy:/ </ xy(a:+y)das) dy:/ (:131:3y+%x y)’ dy =
0 0 0 0
1 2 _ (1,3, 12 _1
/0 (30 + 5v) dv = (g +6y>’ BER
1 1 1 1
b)//(:x3+3:c2y+y3)dmdy:/ (/ (:c3+3x2y+y3)dx) dy:/ (ix‘l-i-x y+vy :c)) dy =
4 0 0 0 0
1 4 2 1
3 1 (Y . Y ¥ _
/0 (v +y+4)dy—(4 + 2 +4)‘0_1.
3 1 3
c) //(\/17+x—3cvy2)dxdy:/ (/ (\/§+x—3xy2)da:)dy:/ (—g’nyQ—i— 122 4
1 0 1
R

1 3 3 3
i) = [ vieDay = (b i) = @i -3 -
1
2v3 - 38,

d) //S€n2 zsen’ ydy = / (/ sen? z sen? ydw) dy = / sen? ydy / sen’ ydy =
0 0 0 0
R

4(

e) //sen(x + y)daedy = /§ (/2 sen(x—i—y)dx) dy =
J 0 0
3

jus

) (% %) = %2 por la férmula de Wallis.

DO[—
o

|7 eoste | Zan = [ g(cos(Z; T y) +cosy)dy =

jus s

2
/ (coserseny)dyf(senyfcosy)’ =1-(-1)=2.

f)//|cosx+y |dxdyf/ / | cos(z +y) | dedy.
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En este caso debemos saber cuando cos(z + y) es posi- 1

tivo y cuando cos(z + y) es negativo. Asi tenemos que

0 <z+y <27 porloque: n
>0 si0§m+y§%6%w§x+y<2m s
cos(z+y)
<0 si%<:c+y§377r e

Debemos considerar tres regiones y cuatro integrales, es decir:

/ | cos(z+vy) | dedy = / / cos(z + y)dz dy+/ / —cos(z + y)dz | dy+
R 0 0 0 5
3
T 5 Y T
/ / —cos(z + y)dz dy+/ (
=\ Jo ks
2

/577 cos(zx + y)dx) dy =
2

2
jus T s

2 9y 2
sen(z+y) ’ dy— sen(z+y)
0 0 0

T ™

3 Y=
5 Y

dyf/ sen(ery)’ der/ sen(z+y)
—y % 0 g

jus
2

/Og(l—seny)dy—/og(—seny—1)dy—/:(—1—seny)dy+ﬁr(—seny—(—1))dy=

2 2

/(l—seny)dy+/ (1—|—seny)dy:/ 2dy = 2.
0 0 0

W
. . 3k
g) En este caso 0 < z + y < 4, por lo que partimos la in- Ay
No—rTty=3

tegral en cuatro regiones, pero la integral de la primera 2 N N\ ) rty=1
region vale 0, pues 0 < z +y < 1 y se tiene [z + y] = 0. AN /x,m+y =2

. o N NN =
De esta manera tenemos 5 integrales: 1 B %

z/[[x + yldady = /01 (/I:y 1dx> iy + /12 (/Oz—y 1dm> e /01 (/2: M) N
[ oo [ ([ )

y y
2 1 2 2
dy+/ (2—y)dy+/ 2ydy+/ 2dy—|—/ 3(y—1)dy =
0 1 0 1 1

2 1 2 2
1+ (2 - 3?) ‘1+y2’0+2y‘1+3 (3 -v) ‘1 = 14+4-2-(2-})+1+4-243 (0 1 + 1) =

6.
3 1 ' ! 3 L te% t ! eﬁ 1
h)//y‘ evdxdy:/ (/ Y- e?dx)dy:/ £\ d :/ (7_7)dy:
R Lo 1 ty?lo L\t ty?
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t2
e’ L[ 1 el el 1 s —2 -1
( t3+ty> =5 t3+t3 F =t —e)+t t=h

5. Sea R C R? un rectangulo, R = [a,b] x [c,d] y sean f:[a,b] — R, g:[c,d] — R,

funciones integrables en los intervalos respectivos. Supongamos que h(z,y) = f(z)g(z)

b d
es integrable sobre R, probar que //f(x)g(x)dmdy = </ f(x)dx) </ g(y)dy).
4 .

b d
Solucién Dado que 4 es integrable, //h(ac, y)dxdy = / </ h(z, y)dy) dr =
R a C

/ ( / df(x)g(y)dy> w= [ 1w ( / dg(y)dy> dr = ( / dg<y>dy> < A f(x)dx)

6. Calcular las siguientes integrales y dibujar las regiones de integracion:

T 14cosx g 1 g 3cosy
a) / / y?senxzdydx  b) / / yidydx c) / / 22 sen? ydx dy.
0 0 0 cosx 7% 0

Solucion
1+4cosx T
a)/ / y benxdydaj—/ §(1+cosx)3sena:dx:—%/ (1+cosz)3(—senx)dr =
0
1+cosx
|, =w? =%
b) y4dyd$:l 5(1_Cos5y)dy=l §dy—l §cos5ydy=l—l~ﬂ:
5/, 5/, 5/, 1055
157r—16 157T—16
5532 - 150
3cosy g 1 g
c)/ / z% sen ydmdy—/ﬂ g(Scosy)?’sendey:Q/ﬂCOSsteHchosydy:
2 )
9 (l—ben y)sen? y(cosydy) =9 Lgens y‘ —lsenf’y‘i :9(2—2) =12
-z 3 5 -z 3 5 5
LY

7. Calcular las siguientes integrales dobles.

a) / / zy?dxdy, R esté limitada por la parabola y? = 2pz y larecta z = p

dxdy . . .
b) / / ———2__ R es un circulo de radio a, tangente a los ejes de coordenadas y se en-
Norey: & ! y
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cuentra en el primer cuadrante.

Solucién
3
V2pz P 3 (2p)2 7 8v/2p°
2 _ 5 2.5 p
a)//xy dxdy—/ / 2p$xy dydx—Q/O 3(2px)2d =2 3T 2‘ =51
b) La region R esta dada por (z — a)? + (y — a)? = a® i.e. y = a + V2ax — 22.
dl’dy 2a  pa+v2ax—z? dyd.’b 2a 9 /72(11. 2
Asi tenemos que: = —— = ——dz =
V2a—z a—2ar—z2 V2a—2z 0 V2a—x
= %2%a% = %a\/Za.
Ay
= \/2pzx 220’
v p //N: a+V2ax — 22
N a / rrrrrrrrrrrrrrrrrr |
\\\/Z/Q— a —V2ax — x2
y=—v2pz TG SRR

. Dibujar las regiones cuyas areas se expresan por las siguientes integrales. Calcular el

area y cambiar el orden de integracion en a) y b).

2 T+2 a2—y
a)/ / dydx b)/ / dx dy
-1 Jx2 a—
arctan 2 3secl a(1+cos 0)
c)ﬁ / rdrdf d)/ﬂ/ rdrdf.
y 0 -5 Ja

Solucion

2 pat2 2
a)/ / dydr = / (42— 2?)de = (122
-1 Jx? -1
4 i 1 1
/ / dxdy:/ 2\/gjdy+/ (VY —y+2)dy =
1 Jy—2 0 1

y=x+2

a
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a- T
22

o
DO[—

IS

o

Il

DNO|—
=)

[ V)
—
ol

|

—_

~—

Il
C\g
s\

o
[§]
|
1
[§]
Q
N
ISH
5]

y 0 = arctan 2

3sect
df =

0

arctan 2 3sect 1 arctan 2
c) / / rdrdf = = / r?
T 2 |z
1 0 1

4
arctan 2 arctan 2
/a seczﬁdﬁzgtarﬂ :%(271):%.

arctan 1

\“]Ne]

rctan 1

a(l4cos0)
d)/ﬂ/ rdrdﬁff/ (a®(14cos6)? —a?)df =

2
s

a2/0 (cos? 6+ 2cosf)df = a (%%—&—2):@2 (%—&—2).

. Calcular la integral / / zydxdy, donde R es la region limitada por el eje = y la semi-

R
circulo superior (z — 2)% 42 = 1.

Soluciéon La integral / / xydxdy =
R
V—22+4x-3 3 V—22+4x—3
// xydydx = %/ acy2’0 dx =
1

2/1( 23+ 4a? — 3z)dx = 3.

Calcular la integral / / ydxdy, donde R es la regién limitada por el eje = y el cicloide

R
x=a(t —sent), y =a(l —cost), 0 <t < 2.

27a pf(x) 27a
Solucion //yd:cdy = / / ydydr = H(z)dzx, 2(t) = a(t — sen )
o Jo 0

R . . . y(t) = a(l — cost)
donde f(z) es la funcién de la curva de cicloide y H(z) =

f(z) y = f(=)
/ ydy. Realizando el cambio de variable de y = f(x) /—\ﬂ
0 /

at,con 0 <t <2r, se tiene: ! — i,

2ma




11.

12.
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2ma a(l—cost) 27
//ydwdy = / a(l — cost) / ydy | dt = % / a®(1 — cost)3dt =
0 0 0

R
2m B g
1a® / (1 —3cost+3cos’t — cos®t)dt = +a° (277 —0+ 3-4/ cos? tdt — 0) =
0 ' ' 0
%ag (27r + 3~4%§) = %71'@3.
Calcular la integral / / zydxdy, donde R es la region limitada por los ejes coordenados
R

y el arco de astroide z = asen®t, y = acos®¢,0 < ¢t < %.

a f(z)
Solucion // rydrdy = / { / ydy] rdr = SN f(@)
o LJo
R

/ xH(z)dz, donde f(x) es la funcién de la curva de as-
0

J(z)
troide y H(z) = / ydy, es decir:
0

5 acos®t 5
//arydxdy = / asen®t / ydy | 3asen®t costdt = % / a*sen® t cos” tdt =
0 0 0
R

™

(n—1)(m—1)

2
3B(3,4)a* = 3a* 23 = La?, pues B(n,m) = RSy /0 sen®?” 1t cos®™ L ¢dt.

Calcular las integrales / / f(z,y)dzdy, donde:
R

AR={(r,y) ER*/0<w <1, 0<y <} f(o.9) = ToomTi )

b) R = {(2,y) € R2/a < 2p(y + 1), 22 < —2p(y — 1)}, f(x,y) = a2 — 2py, p > 0.
R={(z,y) eR*/0 <z <, [y| <senz}, f(z,y) =y’ senz.

DR={(z,y) ER2/x >0, y* + 20 < 1}, f(z,y) = 22 + y2.
e)R={(z,y) eR?/2* +y <0, y—x >0}, f(z,y) =y —=.

HR={(z,y) €R*/x >0,y >0, z+y <1}, f(z,y) =ab¥,a>1,b>1.
OR={(zy) eR/0<a <1, a* <y<al, foy) = grosT

h) R = {(z,y) eR?/0 <z <2, y* < 2z}, f(a,y) = \/#Ty?

DR={(z,y) €R?/y >0, (x+y)* <2z}, f(z,y) = /7Y

DR={(z,y) eR?/x >0, y >0, 2* +y* <1}, f(z,y) =2 +y.
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k)R = {(z,y) e R?*/a* + y* < 1}, f(x,y) = m
2
DR ={(z,y) eR?*/a? +y*> <}, f(z,y) = % + %,a, b, > 0.

m) R = {(z,9) € R?/2® + zy + y> < 1}, f(z,y) = e~ @ Hzy+v"),

n) R = {(z,y) eR?/z >0, y > 0, x2+y2ﬁa2},f(x,y)=xg¢+az,a>0.

— 2/4 < 22 2 < :%‘
0) R ={(x,y) e R?/4 < 22 +y* < 16}, f(x,y) .

R={(z,y) eR2/0<2<1,0<y<1, a2+12>1}, f(z,y) = — 2.
p) {(z,y) /0<z< Sy< 1, 2t +y? > 13, fo,y) A+ 2+ 977
Solucién i

a)R = {(z,y) eR?/0 <z <1, 0 <y <z}, flz,y) =

1
1+ 221+ 42"

1 rx 1
dy ) dz 5 = [ arctanx do 5 :%arctan2a: =
0 Jolty l+z 0 1+ 0

D2 =

b)R = {(z,y)eR?/z* < 2p(y+1), 2* < =2p(y—1)}, f(z,y) =

z%2 — 2py, p > 0.

VI -5t N .y
/ /2 (22 — 2py)dydz = / (— % + 2x2)dac =
vl g V%

25 @)‘mfj(?pfﬁ 8 _ 16
( T3 ), T 5p T3PV = ppVRD.

©R={(z,y) eR?/0 <z <7, —senz <y <senx}, f(z,y)

y?sen x.

T senx s
/ / y? sen rdydx = / %yg
0 —senx 0
4

2
4 4 _ 4137 _
3/0 sen*zdr = 5555 =

—senx

sen T 9 ™ 4
senxdr = 3 sen* xdx
0

INE

d)R={(z,y) €R?/x >0, y> + 2z < 1}, f(z,y) = 2% + >,
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38
L VT %1y>
// (22 + y?)dydz = // (2?2 + y?)dxdy
0 J—vi—2z
3(1-v°)
: dy:/1[24<1 V4 b0 y?)|dy =

1
[ Gt i)
1 0
1
a1 | (1=3y2+3y* —y® + 12y — 12y*)dy =
-1
1
: (1+9y% -9y —yS)dy = Z(1+3-2-1H) =L =3,
Y — T.

24
—1

e)R={(z,y) eR*/a? +y <0, y —z >0}, f(z,y)
= dy,

Haciendo el camblo de variables v = y — x, du
/ / Vududr =

0 —z?
tenemos/ / VY — xdydx
/(x—x)% —3/(t2+t)d
-1 1

2

0 3 —z? g
2 3 dr = 2
/_1 su o T =3
g 3rG3)°
2 _ 3 2 _ T
[ ra-ota-1G.9 - i - &
DR={(z,y) eR*/x >0,y >0, 2 +y <1}, flz,y) =a®V,a>1,b>1 00 e
1—x y 1—x :
Sla;«éb// ””bydyda:—/ axlflb dx =
1 b a _ _
[ (a/b)( —1)- lna(a 1)}_
1
—y

e {(’) b_ax}dx b

Inb b
1 1 1
mmm(@ >1nb—(b—1)1na)
(a—1)Inb—(b—1)Ina
Inalnb(lna —Ind) -
_ : alna—a+1 1.
Si a = b, la integral vale (na? L
g R={(z,y) eR?/0<z<1,2><y<uz} f(xy):ﬁyﬂ_
y=x
dr =
2

1 T 1
1 _
xZ.

1
/ (In(2z +1) — In(2? + 2 + 1))d
0
Recordemos que salvo constantes, / Inzdr = zlnz —xz ==

/ln(x +a?)dx = xIn(2® + a*) — 22 + 2a arctan <, por
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1 3 3
lo que / In(2z + 1)dz = 1 / Inudu = 3(ulnu — u) = 3In3 — 1y también:
0 1

1 1
V3
/0 In((z + 3)?> + 3)de = (z+ $)In(2? + v + 1) — 2(z + §) + 2% arctan %(m +3) .=

%ln3—2+\/§arctan\f—\/§arctan% =3m3-2+V3(3r—im) = %ln3—2+§w.

- V3
Finalmente, //f(a:,y)da:dy =1-r=1- 2\1/57&
R
hR={(z,y) e R*/0 <z <2, y* < 2}, f(a,y) = <

V1+ta?+y?

Consideremos el cambio de variable 22 + (1 + 3?) = u,

flz,y) = L

Vita2+y2t”

2xdxr = du, entonces:

2 2
1 2z
5 —=edxd
2/—2/53,2 1+ 224 y2 Y

2 y’Hs 2 2,5
1 du 1 Y
2 7d == 7/ 2 u d =
? /—2 ~/iy4+y2+1 Vu Y 2 v Tutty?+1 Y

2 2
/2(\/1/2+5 — WY+ A)dy = /Q(W -
2
Ly +2))dy = 2/ (Vy2+5— L2 +2))dy.
0

Recordemos que / Va2 + a?de = $ava? + a? + Ja® In(z + V2% + a?); asi se tiene:
2
//f(x,y)dxdy = 2(%3/ y2+5+ %ln(y +Vy?+5)— %(%y?’ + 2y))‘ =
R

0

2(323+3m5-3(8+4) - 3mmv5) =2(3In5- 1) =2In5— 2.
DR ={(z,9) €R>/y >0, (x+y)* < 2}, f(x.y) = /7. Fow) = -
Observemos que y = —z + v2z > 0,y > 0 <

T+ V2e > 0= V2> >0 2z > 1% —

22—2)>0<=0<x <2

2 V2z-=z 2 . V2 .
De esta manera/ / VZydyds = %/ Vz(V2z —x)2de = %/ (uv/2 —u?)2u?du,
o Jo 0 0

con /z = u, dz = 2udu, es decir si se cambia a v = V2u — 1, uv2 — u? = (1 —v?),

1 2\ 3 2 1
. 1-— 1
u? = 1(v+1)2, se tiene que %/ (A=v)> W+ D dy _ 1 (1—02)3

— 1 2dv =
o 2% 2 \/5 6 . ( +11) v

3 3 3
é/ cos® (1 + sen? 0 + 2sen ) cos Odf) = %/ cos* O(1 + sen? 0)df = %/ 2 cos* 0df) —

_x s 0

2 2

1 2 . _ T St _ Tmw
5/0 CObGHdH—E—%—%.

Se pudo notar antes que existia una funcién beta que habria simplificado los calculos.
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En efecto:

V2 V2 V2
4 2 = u?) dutdu = 4 —uw)duddu=2 )3 du _
3/0<2>d3/0<f>d30(1f)(f>ﬁ
1
f

5 31I‘(l)1§§,1“(l)
%[5(37%):%222 2 26!222 2 96 Recuerde que I'(}) =

Lf(wy)=z+y

Pasando a coordenadas polares tenemos que:

1— zz
/ / (x + y)dydx = / / (sen @ + cos0)drdf =

2

3(sen9—0059) .~ 3

k)R = {(z,y)€R?/a?+y? < 1}, f(a,y) = m

Usando coordenadas polares x = rcosf, y =
rsenf, |J| = r, la integral se transforma en

2m 1 1
/0 /0 1_:T2d7'd9:7rln(1+r2)0:71'1112.

2 2
DR={(r,y) €R?/a® +4* < @}, fla,y) = T3 + 5, 0, b, ¢ >0,

Las coordenadas polares x = rcosf, y = rsen6,

|J| = r, transforman la integral en:

/zﬂ/ cos” 6 29 4 sen G)drdQ — . / (c08229 i
a

0 _ 1 1
5622 )df = ¢ (ﬁ+ﬁ) T(—2+b—2)

m) R = {(z,y) € R?/a? + ay +y* < 1}, f(z,y) = e Hovtv’),

Tenemos que 22 + 2y + y° = (m + %y)2 + (?y)2 Flo,y) = e~ @2 +avty?)

y se efectia el cambio de variable u = z + 1y,

_ V3 T . i
V= GY = Y= 50T =u— 2, el Jacobiano

1 -1
es.J = V3= % y la integral en la regién
2
0 5

R = {(u,v) € R?/u? +v? < 1} es:

27 1
2 —r? _2nf( _ ,—r?
ﬁ /O A re drdf = \/§< e
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n)R:{(J?,y)EIRQ/QfZO7 2/207 UUQ"‘Z/QSGZ},JC(Q%ZJ):ﬁ a>0.

n cambio a coordenadas polares nos lleva a:
/ g / __r?senf sen 0 _ardd — / / 2dr _
a + 72 cos? a’ + r?u?
_ r/adu r
zdr = ~ arctan —‘ dr =
1+ (ru/a)? 0o ¢
1

/ g arctan ¢dr = a/ xarctan zdz =
0 0

1(a(z* + 1) arctanz — x)‘: = la(m —2).
0)R={(x,y) e R?/4 < 2% + 4% < 16}, f(z,y) = m
Usando coordenadas polares se tiene:
o  f@w) = e
/ / + sen 9 cos ) 9 = 1

2m
lnr‘ / 1+sen9€os€
df
1n2/0 T +senfcosd
27
df _
21n2/0 2+sen20 .

4m
du  _ _du i6
an/O T senu = 41n2[1 T son Observe que la funcién
2

voly

es periodica.

1
2+ senu

U - _2 _ 2 S
Si cons1deramosxftan2,du 1+x2dx, sen 1+$2,por lo que se tiene:
5 1 —=—=dx 1
o [P e gy [P o [ de
& 2+senu 104 2w L +a+1
2 1+$2
1 1
dz 2 2($+§)‘1 8 2z + 1!
41 2 7:41 24 arctan ———=- :71 2 arcta =
" /1(x+§)2+j SV RV S PR Y S
%ln2arctan(\/§—arctan\_/—§) %an(g ( %)):%an%:%wan
PR={(z,9) eR/0<2<1,0<y<1, 22+ > 1}, f(w,y) = 7>



13.

42 Capitulo 2. Integrales dobles

Dada la definicion de la region R, se tiene que:

f(z,y)dzdy = f(z,y)dzdy — [[ f(z,y)dzdy, donde _ zy
f(z,y) = (1+x2+y2)2
R Dy Do 4

Dy =[0,1]"y Dy = {(w,y) €R?/x 2 0, y 2 0, 2 +y* < 1}.

De esta manera:

1 1
r— 7y =
[t mioty = [ o [ s
D,

1
1 T _ _x 1 —
2/0 (1+$2 2+m2)dm—4(21n2 In 3).

Por otra parte, usando coordenadas polares: 2 *1

H 0 sen 00 b pRdp L [T pPdp
5 d d == d _— _t =
D// flededs /o cosTsen /0 (1+ p?)? /o (1+p2)?

1/14p3+4p—4pdp_1/1 4p% + 4p dpl/l 2p dp =
Jo (1+p7)? 8 Jo 14207+ p Yo (1472

1
%hm1+mﬁ+pﬂ‘+& 12’02é&n4+ﬂ%—l):%1n4—%yﬁndnwnm,ZYf@;wdx@/:
R

1
o *14p

iln2—1m3+1

2.2 Colocacion de limites

Colocar los limites de integracion en la integral doble / / f(z,y)dxzdy y dibujar la regién
R en cada caso: ¥

a) R es el paralelogramo cuyos lados estan sobre la recta x = 3, x =5, 3z — 2y +4 = 0,
3r—2y+1=0.

b) El triangulo cuyos lados estan sobre las rectas x =0,y =0, x + y = 2.
c)x?+y2<1,2>0,y>0.

dDrz+y<l,z—y<1lz>0.

ey >a’,y<4—z’

x2 92
ﬂz+§§L
g) (r—2)°+ (y—3)* <4

h) R esta limitado por las pardbolas y = 22, z = /3.
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i) R es el triangulo con los lados sobre y = z, y = 2z, z + y = 6.

j) R es el paralelogramo con los lados sobre y = 2,y =z + 3,y = —2x + 1,y = —2x + 5.
Kyy—2x<0,2y —x2>0,zy <2.

Dy? <8z, y <2x,y+4x —24 <0.

m) R esta limitado por la hipérbola y? — 2 = 1 y por la circunferencia z2 + y2 = 9.

Solucioén

3z+4

o [[rewaray= [ 2 s ) v
R

2

Wl

b [[ fadody = | 2 ( / " b dy) dr.
R

O [[epaziy= | 1 ( / mf(w,y)dy> da. |

& [[16e.pdzdy - /0 1 ( / :mf(:c,ymy) dr.
R

e) Las parabolas se intersecan cuando y = 2% = 4 — 2?2 — Ay

x = ++/2. Asi se tiene que:

//f(x,y)dxdy - /_Z (/4_ f(x,y)dy> i,
R T

f) Aqui y = £34/1— %2 y tenemos //f(x,y)dxdy = y
R
2 3\/17% | R
/ / \/?f(fv,y) dydz. 2
—2 | Josy/1-%
1
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g) Se tiene que y = 3 + 4z — z2, por lo que:

J[1.wdsdy - /04 (/:i: f(w)dy) d. | N
R

h) Las curvas se intersecan cuando y = 22 = /1 =

r* =xie x(x3—1) =0, esdecirz =0,z = 1, con lo cual

tenemos //f(x,y)dxdy = /01 (Lff(m,y)dy) dx.
R

i) Las rectas y = x, y = 2x se cortan en x = 0.

Las rectas y = x, © + y = 6 se cortan en x = 3.

Las rectas y = 2x, y + x = 6 se cortan en z = 2.

2 2z 3 6—x
Finalmente tenemos //f(m,y) dxdy :/0 ( flz,y) dy) dm+/2 (/ f(z,y) dy) dx.
R xr xr

Ay
j)Larectay =z secortacony = —2x+5enz = g,y:x
secortacony =—-2zr+lenx = %,y:x+3secortacon

y=-2rx+5enz=2,y=ux+3secortacony=—2z+1

_ _2 ¢ . f
en z = —3. Asi tenemos que:
% x+3
//f(x,y)dfcdy=/2 (/ f(%y)dy) dﬂﬂ+/1
/ -5 \J—2241 3

ot

(T ) a

3

k) La recta y = 2z se corta con zy = 2, si 222 = 2 i.e.
rz =1

Larectay = %x secortaconzy =2,enx = 2.

La recta y = 2z se corta con y = %x, enz =0.

1 2 2 2
Asi tenemos: //f(x,y)da:dy :/0 ( . f(a:,y)dy) dab“—|—/1 /1T flz,y)dy | dx.
R 2 2

2Z
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1) La parabola y? = 8z se corta con y = 2z, cuando 42% =
8r = x =0,z = 2y se corta con y = —4x + 24, cuando

(4 — 24)? = 8z <= 8(222 =250 +72) = 0 < 2 = 8§,

z = 2. Asi se tiene que:

[fensean= [ ([ i) e [ ([ e o
R
+ [,8 ( [ Qj;ﬂx,y)dy) de

2

m) Se tiene que las curvas se intersecan cuando 3> =

1+22y22+9?2 =9 = 222 =8 = z = +£2. Asi

tenemos:

//f(x,y>dxdy=/: (/_;Zﬂx,y)dy) dm+/_22 (/_t?;f(af,y)dy> dz
R

—1-/23 </_\/jj;f(x,y)dy> dz.

14. Expresar la integral doble / / f(z,y)dzdy, donde R representan regiones en las siguien-
R

tes graficas. En c¢) y d) las curvas son arcos de circunferencias.

Solucién

a) Las ecuaciones de las rectas satisfacen:

y—2 1 1.3 y—4
y—2 y—2 1 1
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Asi tenemos que integrando con respecto a = primeramente y luego con respecto a y:

y+6
2 2y 4 =
R// f(z,y)dedy = /0 ( N f(x,y)dx> dy + /2 /2 S| dy

b) Es necesario determinar las ecuaciones de dos rectas e integrar de ultimo respecto a

y, para obtener una integral mas compacta.

-1 -3 .
gil:2:>y:2x—1,2773:—2:y:—2x+9,esdecn‘:

y—9
2

JJrewaa= [ o7 sepa)

2

¢) La ecuacion de la parte superior de la circunferencia es (y — 1)2 + (z — 1)?2 =4 i.e.

y=1++2x — 22 + 3, por lo que:

J[ 1@ wdsay= [ 31 ( /0 T e dy) dz.

d) Determinemos las ecuaciones de las circunferencias (parte superior):

(x—-1)2+y*=1 ie. z=1-/1-192, 0<y<l1

(r—22+@y—-12=1 ie x=24+/2y—y>2, 1<y<2
(x =32 +y2=1 ie. z=3++/1-—192, 0<y<l.

Integrando respecto a = y luego respecto a y se tiene:

[[rwpaa=[ ( / 3+Tf<x,y>da:> we [ < / 2;: f(w)dx) dy
2 Y 1 —V2y—y

. Calcular las siguientes integrales dobles:

a vV 4 2z
a)/ (/ dy) dzx. b)/ (/ Zédy) dz.
0 0 2 z
2 Iny
c)/ (/ e“”dx) dy. d) //x3y2dxdy, R:z2 +9% <d?
1 0
R

e) //(x2 +y)dxdy, R : acotado por y = 22, x = 2.
R

2
f) //%da:dy, R:acotadoporz =2,y =z, zy = 1.
Yy
R
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g) //cos(x +y)dzdy, R : acotado por x =0,y =z, y = 7.
R

h) //xzyzx/l — a3 —y3dxdy, R : acotado por 22 +14% = 1,2 =0,y = 0.
R

Solucion

[\GJ[eV]
~

a VT a 3
a)/ (/ dy) dzx :/ Vrdr = %9&
o \Jo 0

Yy
A

4 2z 4 2 21
b)/ (/ chdy> da::/ %% dz =
2 T 2 z
4
1

4
Lige — _ [ 3 — 3.2 —316_4) =
/2 2(496 J;)dx—/2 2xdm— 1 ‘ = 4(16 4) =0.

iy
2 Iny 2 2 y=-e"
c)/ (/ exdx> dy:/ (elny—l) dy =
1 0 1 :
1
2 2 2
—(L,2_ — Loy — 1 ..
/1(y—1)dy—(2y y)‘l—Qy(y 2)‘1—2- -

a Vaz—y? :
J I A [ & \}
a 2_ g2 a \
Aot —

1
4
1 NG
e)//(x2+y)dxdy:/ (/ (xQer)dy) dx = .
0 x2 A
R
1

N 1 5
/ (@®y+ 5v°)|, do = / (—3954 +o2 + ”3) do =
0 z? 0 2

2
7
(_qu 2x2+1xz)] _ 33

10 7

47
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) /xzdxdy:/2</mx2dy>d:z:=
/)y 1 \JL oy
2 L 2
/1 —% id:c:/1 (x?’—x)d:c:(%x‘l—%ﬁ)’l:%

g) //cos(m + y)dzdy = /7r (/7T cos(m—l—y)dy) dr = y
0 T A
R B

y=x
/ —sen(x +4)| dex= —/ (sen 2z + senz)dx = R
0 T 0
(% cos 2x + cos :L‘) = —2. e

h)//m2y2\/1—sc3—y3d$dy: 1
R

3 R

3
1 l1—z \
/ / 22y*\/1 — a3 —y3dy | do = I
0 0 : '

1 31 5/1_23 1 3 51
—%/ xz(l—x?’—y?’)ﬁ‘o dx:%/ x2(1—x3)§dx:—i(l—w3)5 =4
0 0

Colocar los limites de integraciéon en uno y otro orden en las siguientes integrales dobles.
a) R es el rectangulo de vértice (0,0), (2,0), (2,1), (0,1).

b) R es el tridngulo cuyos vértices son (0,0), (1,0), (1,1).

¢) R es el trapecio cuyos vértices son (0,0), (2,0) (1,1), (0,1).

d) R es el paralelogramo cuyos vértices son (1,2), (2,4), (2,7), (1,5).

e) R es el sector circular OAB con centro (0,0), cuyo arco tiene sus extremos en A(1,1) y
B(-1,1).

f) R es un segmento parabdélico recto AOB, limitado por la parabola BOA y por el seg-
mento de recta AB, que une entre si los puntos B(—1,2) y A(1,2).

g) R es el anillo circular limitado por las circunferencias cuyos radios sonr =1,r =2y

cuyo centro en comun es (0,0).

h) R estd limitado por la hipérbola y? — 2 = 1 y por la circunferencia z? + y> = 9 (se

considera la regién que comprende el origen de coordenadas).

Solucién
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1
2 1 12
@ [ [ fadyde= [ [ fey)dsin Zn
o Jo o Jo :
A
1 11
b)/ / [z, y)dydz :/ / [z, y)ddy.
o Jo 0o Jy :
4
c)// xydxdy—/ f(z,y)dydx + h
r+y=2
2—z \\\ 9
/ / flz,y)dydz. - V5
1 Jo :
é
d) La ecuacién de la recta que pasa por (1,5) y (2,7) es 7 Y= 2043
y = 2z + 3. Similarmente la recta que pasa por (1,2) y 5 J
4e
) es y = 2x. Asi tenemos: [y o
2043 2¢ ¢
//fzydzdyf// flz,y)dydx = C 9
2% RS SRS

/2 /1§ f(z,y)dzderA /1 f(z,y)dzdy+/57/yz_3 fla,y)dzdy.
e) /Ol/jmf(x,y)dydx+/01/Imf(x,y)dydx—
/01 /yyf(x,y)dxdy—&-Aﬁ/gf(x,y)dmdy_

Al‘

Yy

4 1

N . //

o) Vs \

: P
/’—\ S/ 1 \/§
Q ¢ > < i .y

AN 1: S/ N
N : / .
\\/i N N
1 NS N
. N .17 - r "/

y
ﬂ/ll 2; f(x,y)dydx/:/@f(x,y)dydx,
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Va—zZ
g)/ / mydydx—F/ / flx,y)dyde +
Vi—z? Vi—z2
—V1—22 Va—z?
/ / xydydx+// flz,y)dyde =
Vi—z? Vi—z2
(z,y)dxdy + / / z,y)dxdy +
/2/\/47342
1 v/ 1—y2
acydxdy—l—// f(z,y)dzdy.
/_1 /_\/z?y?

h) Las curvas se intersecan en los puntos que satisfacen ambas ecuaciones: y> — 22 = 1,

x2+y2—9:>9_x2—x2—1:>8—2x2:>:r—:|:2 Asi tenemos que:

V9—z2 9— $2
/ / T,y dyd:v+/ / arydyder/ / x,y)dydr =
9— :1:2 1+x2 9— 12

/_i/g/_g ;vydxdy-i-/ / xydmdy+// F(a,y)dedy +
/1\/5/__\:\/§f(36,y)dxdy+/l 5/gf(x,y)dxdy.
y

i x

17. Determinar los limites de integracion de la integral doble / f(z,y)dzdy en uno y otro

orden, si la region R esta dada por:

a)r>0,y>0,z4+y<1 b) 22 + y? < a?
x4+’ <z dy>z,z>-1,y<1

e)y<z<y+2a0<y<a.
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Solucion

1 1—x 1 1—y
a)/ / f(af,y)dydw=/ / [, y)dady.
b)/ / e xydydm—/ / f(z,y)dxdy.
—a —a a2—y

az_xz
2
Orf+y<ze=a?—as+1+y <<= (r—-3) "+ <1
14+4/1—4y?

2
/ / fa.y)dyde = / i fey)dedy.
ZE m2 % f

(N

e)/Oa/wa(ac,y)dyda:—I—/;a/oaf(:z:,y)dydac—i—/2 / fz,y)dyde =
/Oa /yy+2a [z, y)dzdy.

Ay

18. Calcular las siguientes integrales dobles:
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a) //xdxdy, R es el triangulo de vértices (0,0), (1,0), (0,1).

b) / / xdxdy, R esta limitado por la recta que pasa por (2,0), (0,2) y por la circunferencia

R
de radio 1 que tiene su centro en (0, 1).

c) / / %, R es el circulo de radio a y centro (0,0), situado en el primer cua-
Va2 —z22 -y
drante.

d) //\/;102 — y2dxzdy, R es el tridngulo con los vértices en (0,0), (1,—-1) y (1,1).
e) //\/a:y — y2dzdy, R es el tridngulo con los vértices en (0,0), (10,1) y (1,1).
R

) //e% dxdy, R es la regién limitada por la parabola 3?2 = z, 2 =0,y = 1.

2
g) // dej:rdy R es la regi6én limitada por la pardbola y = £, y = .
Z y

Solucion

1 pl-w 1 1
a)//xdwdy:/ / xdyd:c:/ x(l—x)dx:(%xQ—%x:")‘O:%—%:%.
4 0o Jo 0
14+vVI—2? R TI ps 1
b) //xdxdy / / zdydx:/ xy’ dx:/ z(x+V1—22—-1)dx =
2 0 2-= 0
R

Ly =+a2 22

a
/*\yzl_‘r /T — 22
K/j Sotvee
la
————————————————— o S
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A Y
d)//\/xQ—dea:dy:/ / V2 —yidydr = 1 =
0 -z : ///
T 1// 1
/ (y V& 24+ L ? arcsen y) 7Idx = - \/\ g
1 1 \\\
E$2+E£2> da:zﬂ/ z?dr =T, = g
A (4 4 2 0 6 —1: Yy
1 ,l0y 1Y
e) //\/my—y2dxdy:/ Vay —y2dedy = ) .
0 y . 0—/—-3‘5: Yy
1R 1 //x =y
1 N _ I
/y(scy y) 3| dy— OlSydy 6. *1 10

1,1 - 1,2 1
f)//ey dxdy*/ / eV dydx*/ / 5796 :/ ye¥ ! dy:/ y(ey — 1)dy =
0o Jyvz 0 0 0

)//xdxdy _ /2/\/ﬁ xdrdy
g 22 +° o J,  Ety?

R

2
/(1n(2+y)—ln2y)dy.
0

Ay Ax

In2y?)dy =

D[

2 4 4 2
Pero, / In(y + 2)dy = / Inudu = (ulnu — u)’2 = 6ln2 — 2 y ademas / In2ydy =
0 2 0

4 4
%/ Inudu = l(ulnu—u)‘ =4In2 - 2.
0

Finalmente, //xzdxdy =1(6In2—-2—-4In2+2) =2
+y°
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2.3 Inversion de limites

Capitulo 2. Integrales dobles

19. Graficar la region e invertir el orden de integracion en las siguientes integrales dobles:

12z
a)/ / flx,y)dydx
3z
c)/ [127; f(z,y)dydze

2a Vidax
e)/ / flz,y)dydz
V2azr—z2
3*y
2 / o fewdedy
0 Jo

b)/ / f(z,y)dydz
o V2azr—z2
d)/a / f(z,y)dydx

1-y
f)/ / flz,y)dzdy
b [ / fa,y)dyda
0o Jo

% x R VRZ—z?
i)/ / f(w7y)dyd:c+/R/ fz,y)dyda.
0 0 % 0

Solucién

122 48
a)// fxydydx—/ /y f(z,y)dzdy.
3

Ay
i3 y =3z
° s y =2z
/
/
/
/
Ve
1
d o T

a pVa?2—zx2
C)/ _/127302 f(a:,y)dydx:/
0 5a 0

Ax

: ’“2_3’2 f(z,y)dzdy + aa o f(z,y)dzdy.
et [ [
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ia

/3
2ax— xz 5 a a
d)/ / f(z,y) dyda:—/ / f(z,y)dzdy + / f(z,y)dzdy.
Bodafai=g2

2 a
Observemos que 72 — 2ax + 3% = 0 = (v — a)? = a? —y? i.e. * = a + \/a? — y2. Ademads,

2 -
cuando x = % entonces az —ad?+yP=0=y= ga, pues y > 0.

/
DN

8

R o

rrrrrrr T

e) Tenemos que y2 + 22 — 2az = 0 = Y2 + (v — a)? = d>.
Por otro lado, y = V4ax, y = v2ax — x2, por lo que las curvas se intersecan si v4ax =
V2ar — 22 = 4ar = 20z — 22 = 2ar + 2> = 0 = z = 0, * = —2a, pero se elimina la

solucién 2 = —2a, pues z es siempre > 0. Ademas, cuando = = 2a tenemos que y = 2v/2a.

Finalmente:

2a Viaz
/ / flz,y)dydz =
V2ax—x2
a a— a2—y a 2a 2v/2a 2a
2 f(x,y)dwdw/ / f(wyy)dmder/ 2 f(z,y)dzdy.
/0 /Z 0 Joryar e « g

y = Vdazx
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f)/o1 /1\/?:7f(:z:,yj:lz:dy/Ol/omf(x,y)dydx+/ol/oi:f(:r,y)dydx.

yt+z=1-

ﬁ\m

g Al/gﬁf(z,y)dmdy:
/0;/Omf(:c,y)dydx+/%ﬁ/olf(a:,y)dzdy+/\/\f/omf(x’y)dyd%

N|=

senx T—arcseny
h)/ / flz,y dydm—/ / f(z,y)dzdy.
arcseny
A x
AY 7
1 T — arcsen y
® //"‘*\y = senx
/ \
/ \ = arcseny
{ : ™ .z Y
% N
‘ % z R VRT3 & VRS
i) fle,y)dyde + [ fz,y)dyde = flx,y)dxdy.
0 0 75 /0 0 y
Ay
LT =y
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. Se supone que f es integrable en una cierta regién R dada, representada por los limites

de integracién. En cada caso representar R e invertir el orden de integracion:

1 Yy 2 2y
o [ ([ e nas) an b [( [ i) dy
4 2 2 V2z—z2
0 ( / f(w)dy) as Q) ( / f<x,y>dy> ds
1 NG 1 2z

e) /_26 (/12(:_4) f(x,y)dy) dx. f) 16 (/OIM f(:c,y)dy) dx.
o/ 11 ( / ;f(x,y)dy> dr. ) 01 ( /
i Oﬂ ( / f(ﬂmy)dy) d. ol ' ( / * St | dy

[z, y)dy) dz.

Solucién

Y

o /([ s [ ([ i)

o [ ([ i) ar= [ ([ semin) an |/

o [ ([ st} aa= [ [ st | z

c+y=2
r—1)2 4y =1

d)/ / Ve f(z y)dy)dx:/ol (/Hmf(%y)dx)dy. ')

2—y
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e)/ (/(IZ Y acy)d;;)dm
/0 </2\/mf(x y)dx) dy + /01 (/22\/\;/; f(m,y)d:v> dy.

f) /12 </Olnmf(a:,y)dy> dr = /01 (Ljf(x,y)d:c) d

o / </ 11 “:2 (z y)dy) dr = /11 </ 1122 f(o:,y)dx) dy.

&%

8 8

w [ < [ f(x,y)dy> w=[ ( /ny(x,y)dx> . L
1)/ </§e” (x y)dy> dx =
Lot [ ([ s0e)

J)/ (/24 f(z y)dm) dy = /_02 (/2::2 f(:my)dy) dz.

a) Al calcular el volumen V situado debajo del paraboloide z = 2% + y? y limitado por la

region R del plano xy, se ha llegado a que:

V= /01 (/Oy(x? + y2)dx) dy + /12 (/Oz_y(gc2 + y2)da:) dy.

Dibujar R y expresar el volumen en el orden invertido y calcularlo.

En los casos b) y ¢), dibujar R y expresar la integral en el orden invertido.

)V /a sen ¢ </\/l72y2 f( )d )d bsenc ( £/ b2—y? f( )d )d 0 -
= x,y)dx y+/ / z,y)dx |dy, 0<a<b, 0<c< Z.
0 Vva2—y? asenc y cot ¢ 2
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V= /12 (/;3 f(w,y)dy) d:c—l—/j (/:f(:c,y)dy) dx.

Solucién
A
a) Es claro que con el orden invertido, el volumen es: S
1 2z 1 - 2 B
Vo= / (/ (z? + y2)dy> dr = / (z?y + %y?’)‘ dr =
1 ) 0 T ) 0 ) ac8 . ore
_a 3 _ 2 _ —(_4,4 4.3 _ 2 S —
/0 3(2:0 3z® + 3z — 2)dx = ( 30"+ 37 2x +3z) ’07
4 2,
g- 1 y=2-—zx
iy

a xtanc
b)V = (/ f(x,y)dy) dx +
acosc Va?2—z2

/abcosc (/(;Itancf<x7y)dy> dx+/biosc (Amf(x’y)dy> .

oV = /12 </:3f(x,y)dy> dr + /28 (/:f(x7y)dy> de = |
/18 (/;f(x,y)dJJ) dy. 1 L 8 K

Un cono se obtiene uniendo todos los puntos de una region plana A, con un punto no

situado en el plano de A. Designando con A el area de A y con h la altura del cono,

demuestre que:

a) El area de la seccion al cortarla con un plano paralelo a la base y a distancia ¢ del
vértice es (%)QA, si0<t<h.
b) El volumen del cono es %Ah.

Solucién

a) Esta relacién sale del hecho que al duplicar la altura
t, se cuadriplica el area de la figura i.e. A(2t) = 4A(t) =

22A(t), A(4t) = 16 A(t) = 4%2A(t), o sea A(t) = t2 A(1). Asi,
A) _ PAQ) _ ¢

2 2
Ak~ wAQ) ~ n por lo que A(t) = £ A(h) = £ 4

h? R
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h h h
b) Por el principio de Cavalieri, el volumen es V = / A(t)dt = A ﬁ dt = %A;% =
0 0 0
1
5 Ah.

Invertir el orden de integracién para verificar que (a >0, m € R):

/Oa </Oy ema=) £y )dg:) dy = /Oa(a — 2)eme) f(z)dy = /Oa ™ f(a — 2)de.

Y

a y
Solucién / (/ em(“"”)f(w)dx> dy = o y=
|

0
/ (/ em(a_m)f(a:)dy) dx = / (a —x)e™ ) f(2)de =
0 z 0 v=a-w

0 .
[ versta ey = [“wen o sy »
e 0

Cambiar el orden de integracién de las siguientes integrales dobles:

a)/o1 (/ﬂf(x,y)dx> dy. b)/ (/ e y)dy) d.

0 / ( / e <x,y>dy> dz. a) / ( ffjf(x,y)dy) dz.
L i

e)/ ( fxydy)d. f)/o (/21 f(m,y)dy) dz.

Solucion

o [ ([ )= [ ([t
o [ ([ st as-
/O(K;f@,y)dgdy. N LN
o f ( [ @,y)dy) o =

I (/ﬁf@c y)daz> dy. \

— 2
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e =
Eip—
d) 2 v flz,y)dy | doe = vz
[ N2,
\ i
V2 V2y/2—y2 y, 2
J ARV AT | At
7\/5 *ﬁ\/ﬁ

e) /12 (/ff(%y)dy> dr =
/12 </1yf(x,y)dx) dy+/24 (/;f(x,y)dx) dy.
o [ ([ s ar=

1

/04 ( 02?/ f(x,y)dx) dy—|—/46 (/O6yf(x,y)dx) dy.

Cambiar el orden de integracion en las siguientes integrales dobles:

a) /01 (/:f(:v,y)dy> da:—&-/j (/02—:8 f(x,y)dy) dz.
b) /01 </02 f(x,y)dy) dx+/l3 (/Oé(g_w)f(x,y)dy) dz.

c) /01 (/0902 f(x,y)dy) dx+/13 (/02 f(x,y)dy) dx.
d) /01 ( OGC% f(x,y)dy) dx—i—/j </01_ e f(x,y)dy) dzx.

Solucién
a) /;(/;f(%y)dy) dm+/12(/02_xf(x,y)dy) dr — ¥ vz o3 ey
/1 </2y f(:zay)dy) de. 1 2o 1 IVZQyiy
0 y AN AN

Lo . Ay o
b)[)l(/Ozf(ili,y)dy>dI+/13</02(3 )f(x,y)dy)dxz {2— 3
/01 (/03—2-” f(x,y)dx> cly-l—/l2 (/Olf(x,y)dx) dy. | AN i 1lﬁz ,
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0 /01 (/j f(a,y)dy) da +
3 3—x

/1 (/OT f(w»y)dy)dx:
/01 (/3_2y f(l‘,y)dx> dy.

VY

d) Setienequey = 1—V4z — 22 — 3 = (y—1)? = 1+42? -2’ -4 = (y—1)?+(2—-2)? =1,

es decir:
1 T%
/ ( f(:ay)dy) dz +
0 0
2 -viz—a?-3 (-2 4 (-1 =1
/ (/ f(x,y)dy) dr= A
1 0
1 2—+/2y—y2 y31:
[ (], sewd)an
0 y2

2.4 Cambio de variable

Hacer el cambio a coordenadas polares en las siguientes integrales dobles / / f(z,y)dxdy:
R

a) R es el circulo 22 + y? < a?.

b) R es el circulo 22 + y? < ax.

¢) R es el circulo 22 + 3% < by.

d) R est4 limitado por las circunferencias z? + y? = 4z, 22 + y? = 8z y las rectas y = z,
y = 2.

e) R es la parte comtin de los circulos 2% + 4% < ax, 2 + y? < by.

f) R esta limitado por las rectas y =z, y =0, x = 1.

g) R es el menor de los segmentos circulares, en que es cortado el circulo 22 + 32 < 4 por

larectax +y = 2.
h) R estd determinado por x > 0, y > 0, (22 + 4?)3 = 4a%22y>.

Solucién
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a) //f(x,y)dxdy = /0% (/Oaf(TCOSH,rsenﬁ)rdr) do.
R

2 2
b) Si z? + y? < az, entonces (x - %) +y2 < GZ y la

frontera se escribe 7 = acosf, —5 < 6 < 7. Ast:

//f(x,y)d;vdy = /72; (/Oacosef(rcos&,rsenﬁ)rdr) de.
R 2

2 2
¢) Si 22 + y? < bz, entonces x2—|—( —%) < bz y la

frontera es r = bsenf, 0 < 6 < 7, i.e. flz,y)dedy =
R

T bsen 6
/ (/ f(rcos&,rsen@)rdr) de.
0 0

d) 2% + y? = 4z se escribe (v — 2)?2 + 32 = 4. 22 +y? =8z
se escribe (x — 4)? + y? = 16. Las intersecciones de las

rectas con los circulos se determinan igualando:

y=V8r—a2=2r = 8zr=>5z% ie.

y=+Vdr — 22 =2r = 4r =52 ie.

63

8
5

=0 z=

BTSN

r=0, x=

con lo cual concluimos que 4 cos < r < 8cos#, para # variando desde x = y, i.e. tanf = 1

ax =2yie. tanf = 2, es decir 7 < § < arctan 2. Finalmente tenemos que:

4

arctan 2 8 cos O

//f(:z:,y)dmdy:/ (/ f(rcos@,rsenﬂ)rdr) do.
z 4 cos 6

R
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e) Los circulos se escriben: z? + y? = ax para r = acos,

22 + 4% = by para r = bsend y se intersecan en la recta

Y= %x, es decir tan = % — # = arctan % Asi:

arctan % bsen 6
/ f(gc,y)dxdy:/ / f(rcosf,rsen)rdr | df
/ 0 0
% acos 6
—|—/ / flrcosf,rsenf)rdr | db.
arctan% 0

HDSiz=1,rcosf =1ie. r= 1 y tenemos:
cos 6

s 1
4 cos 6
/f(x,y)d:cdy:/4 / flrcosO,rsenf)rdr | db.
0 0
R

g) Larecta z+y = 2 en polares se escribe r(cosf+sen ) = 2,

2
osear = R la integral es: N

sen 6 + cos

/ f(x,y)dxdy:/og (/2 2 f(rcosﬁ,rsené)rdr> do. | \/
R

sen 6+cos 6

h) Si usamos coordenadas polares, la ecuacion (22 + y?)3 =
4a%22y2, se escribe (r?)? = 4a®r*sen® § cos? 0 = r*a? sen? 26,

osear =asen2f,para0 < 6 < %, pues x > 0, y > 0, por lo

//f(a:,y)dxdy = /072r (/:SGDQG f(rcosﬂ,rsen@)rdr) do.
R

. Transformar las integrales dobles siguientes a coordenadas polares:

o [ ( [ @,mdy) L.

o [ i) an
of ( [ (xuyz)dy) &o.
o [T ([ st w) e ]

que:
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Solucion

a)/ (/ (l’,y)dy) dr = : y = +Va? — z?
/2 (/ f(rcos@,rsenﬂ)rdr) de. o T
0 0

b) Se tiene que z = m ie. 224 (y —a)? = a2

Cuando y = % se tiene que r = % secf, por lo que r varia

de € sech hasta © = 2asend y el angulo varia de sayg

2
2
3
pueSl’2+(** ) :a2:>z2:%a2,x:—\2fa,

IS

[\V]

a

[

. _ — 1 — 1 _ =z
. tanf = —\/5:>0—arctan\/§_6.

&

a

2a v 2ay—y? g 2a sen 0
Finalmente, / (/ f(z,y) dw) dy = / </ f(rcosf,rsend)r dr) de.
a 0 s

5 6 %secQ

a [ Jai—a?
¢) Usando a) tenemos/ / f(@® +y?)dy | dz

/(/f rdr>d9 /f Jrdrdd = TF(a?),

donde F(z )—/0 f(u)du

ol

I
-
<

d) Es claro que el punto (1,a) es la interseccion

__a
V1+a?

entre la circunferencia 22 + y? = o y la recta y = az. El

angulo es tan 6 = a i.e.

/m (/ (g) dy) dx+/aa /ﬁf(x) dy> e —

ﬁ<0

arctan a arctan a arctan a
/ (/ f(tan@ rdr) de —/ rdr/ f(tan0)do = / f(tan®)d6.

Calcular las siguientes integrales dobles, pasando a coordenadas polares:

a)/ (/ e (1+x2+y2)dy> dx.
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b)[/ e — yd:vdy,R:x2+y2<1,x>0,y>0.
R

c) //(h—2x—2y)dxdy,R:x2+y2 < a?.

d) //\/a2 — 22 —y2dxdy, R: 2% +y° < az.
R

e)//arctan dedy, R:22+1y2>1,224+¢y2 <9,y % V3.
Solucién
iy
Var-a? B 2 P}
a)/ (/ (1+x2+y2)dy> dr = y=VHE -z
R
1 z _x 2 n_nl“ - R 2
1n(1+7" 2rdr ) df =L (1+7r*)(In(l+r%)—1)| = :
2 Jy 0 4 0 :
((1+a)(ln(1+a)—1)+l)—%(( a?)In(1 + a?) — a?).
Ay
[1—2” =y~ 1 _ 1
1—u 1 ! d £
s — T _ U - 11
4/0 T 4( (1 “)(1“”)‘0 o m) :
1
T <—1 +arcsenu‘o> =7 (—1 + %) = %ﬂ'(ﬂ' —-2).

c)//(h—Qx—?)y)d:cdy:

R

2 a
/ (/ (h—2rcos€—2rsen9)rdr> do =
0 0

a 2 a a
/ (/ (h —2rcos — 2rsen0)d0) rdr :/ (2mh — 0 — 0)rdr = Thr?
0 0 0

d) Si 2? + y* = az, tenemos que r = acosf, con § € [—Z, I

2 2
a 2 _ a” . a
y que (m_j) Ty =7 y por lo tanto: a.
g acosf ,//;\agz
/ va? — 2?2 —y2drdy = %/ Va2 —r22rdr | df = bj
= \Jo
R 2 *




29.

2.4. Cambio de variable

%/ f%(atﬁ)i d@:f%/ (adcos‘SQfad)dH:%a‘}/ (1— cos®0)df =
T 0 _ T 0
2 2
2.3 (m _2Y_153¢3 _
3% (2 3) = g0 (37 —4).
A
e)CuandOy:%,Setienetanefyf%ie 0=%.
Siy= 3z se tiene tan 6 = % =+/31ie 0= 7, entonces: //

Y 8 ’ |
//arctan Fdrdy = /7T / arctan(tan@)rdr | df = \
z 1
R

6
_lg_pnl(=®>_ «* \_2x23_ =
_2(9 1)2 (32 32.22)_ 32 4 6°

Transformar las siguientes integrales dobles pasando a coordenadas polares:

1,2(71p2
3] 4

ox w3

2 2
a) //f(:c, y)dxdy, R esta limitado por la elipse % + % =1.

9\ 2
b) //f(:c, y)dz dy, R esta limitado por la curva (x2 + y> = 22y.

[ 2
c) //f ( 4 — a— - b) dx dy, R esta limitado por las elipses —+z2 =1, 4—+4y? =

d) //:cydxdy, R estd limitado por la ehpse T + Zz =1,2=0,y=0.

2 2\ 4
e) //,/xydxdy, R esta limitado por la curva <952 + ?;3) = %, x=0,y=0.
R

AY
Soluciéon Recordemos que si se hace el cambio de 3
variable z = ar cosf, y = br sen 6, el Jacobiano es abr. //\

R \

a) //f(x,y)d:cdy _ /02” </01f(2rcosﬂ,3rsen9)67"d7") de. \//
R

o 2
b) Si usamos coordenadas polares en (372 + y3> = 2%y,

con z = rcosf, y = 3rsenf, 0 < 0 < 7, se tiene r* =

V/3r3sen 6 cos? 6, o sea r = v/3sen b cos? ), por lo tanto:

T V3 sen 6 cos? 6

/f(x,y)dxdy:/ (/ f(rcoso,\@rsena)\@rdr) df.
0 0

R

67

1.
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o [[f \/i)dxdy_ Ay
i | L

/5 </2f(\/m)abrdr) g = %mzb/ F(V4—r2)rar. LWQB,I
0 1 L

2/ ! ,

d) //xyd:cdy = / </ a2b2r3senﬂcost9dr> do = b
0 0 :
\

1
a2b215en 9’2 1 4‘ =122, a
o 8
f(ﬁ+£)4:ﬂ
)L P f d M
e) La ecuacién | %5 + 5%~ | = == se transforma usando
<2 3) NG (N
x = V2rcos, y = V3rsenf, con 0 < 0 < 5, en r6 = | J

senf cosf,i.e. r = ¥/senfcos, por lo que / Vzydrdy =
R

% 6\/sen9c059

/ (/ é/é’m/sen@cos%/érdr) db =

0 0

\6/sen00050 1 3 72r
df = 564/

us 3

2 =2
%\/é%/ Vsen 6 cosf 3 sen f cos 6df = %senQH = %.
0 0 \/6

Evaluar las siguientes integrales dobles.

a) //(a: +y + 10)dx dy, R es el circulo 2% + 3> < 4.
b) //(a:2 + 4y® + 9)dxdy, R es el circulo z2 + y? < 4.

c) //(x+y+1)d:vdy, Reselrectangulo0 <z <1,0<y < 2.

Solucién

a) //(x+y+10)dxdy:
R

27 2
/ (/ (rcost9—|—7“sen0+10)rdr>d9:
0 0

2 2
0+ 0+ 207)rdr = 10mr?| = 407.
( ) o
0
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27 2
b) //(x2+4y2+9)dmdy:/ (/ (T2+3r28en29+9)rdr)d9:
0 0
R

27 2
3.4 0 9)
/0 <4+4 sen? =+ 9r 0

c)//(x—f—y-l—l)da:dy:/ol(/02(w+y+1)dy)dx:/ol ((x—l—l)y—i—%?f) ‘de:
R

/1(2:v+4)dx(z2+4x)‘1
0 0

3
do :4/ (4 + 12sen? 6 + 18)df :4(117r+ 12
0

17w\ _
gi) = 567.

=5.

. Pasar a coordenadas polares y colocar los limites de integracion.

1,1
a)/ / f(z,y)dydz.
b)// Va2 +y?)dyda.

c) / f(z,y)dzdy, R es el triangulo limitado por las rectas y =z, y = —x, y = 1.
R

d) /_11 /x:f(z)dydx.

Solucién
a) Se tiene que v = 1 <= rcosf = lie r = 1

cos
Similarmente, y = 1 <= r = —_. 4

sen9
cos@ ! / 1
/ / flz,y dyd:v—/ / flrcos,rsenf)rdrdd+ / T= =
FA

senG -
/ / f(rcosf,rsenf)rdrdo. |- Gﬁi 1

b)/ / Va2 dyd;zc:/Z /m f(r)rdrds.
o Jo

3 1
4 [senf
c) //f(x,y)dxdy:/4 / f(rcos,rsen@)rdrdo.
z Jo
R 4

69
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d) Observemos que r varia de (0,0) al punto (z,z?), con

2
angulo 6, por lo que tanf = L~ =z = rcos ) =

Finalmente, / / dydx =

/ /“’S L F(tan ) rdrd0+/ /“e“‘9 tan@rdrd9+/ / F(tan 0)rdr df.

32. Calcular las siguientes integrales dobles.

a) / / ydx dy, R es un semicirculo de diametro a, con centro (%a, 0).

a Va2 —x2
b)/ / Va2 +y2dydz.
0o Jo
Solucion

a) La region R satisface (z — 3a)? + y? = 1a® <= 2> —az+ y* =0 <= r? —arcosf = 0

i.e. r = acosf. Asi tenemos que:

™

dray= [F [ vsentrarao— [ * Liacostysenao—_a*cos'0[F _at1 _
//y x y—/o /0 rsen Ordrdf = ; 3(acos )%en == 5o, =51
R

‘Q
l\Dos

a pvVa2—z2 g a
b)/ / \/a:2+y2dyda::/ / r2drd9:%a3%:
o Jo 0o Jo

=N

:

-

o

[

33. Calcular la integral doble de la funcién f(r,0) = r, sobre la region limitada por la
cardioide r = a(l + cosf) y la circunferencia r = a. Se considera el recinto que no

contiene el polo.
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Ar=a(l+cosb)

Solucién En este caso tenemos que:

g a(l+cos0)
//f(x,y)dzdy:/ﬂ/ r2drdf =
R T2

3 [2 2 3 _

a /ﬂ(3c059+3cos 0 + cos” 0)df =
2

a*(3+335+3)

1
3

2(4

win

donde R es la regién limitada por la curva:

2 2
r:i\/#COSZS—%SEHZH
A

Calcular la integral doble / / dx dy,

22 .7J2 ? x2 y2
E2T¥) TR

Solucion Efectuando el cambio de variable x = arcos?,

y = brsen 6, tenemos que:

2,2 .2 2.2 a2 2 2
(r?cos? 6 + r?sen?0)? = rt = ¢ rh020s 0 _ o Ijzen 0 — 12 = #cos29— %senQH —
— (ﬁ 20 _ ﬁ 2 Cﬁ 20 _ ﬁ 20> < < ak
r= \/h2 cos2 0 2 sen? @, donde )2 cos” 0 12 sen“f >0 =0 < |tanf| < bh
Asi tenemos que (nos restringimos al primer cuadrante):
arctan % \/ %z cos? 9—%2 sen?
//dxdy:4/ / abrdrdf =
0 0
arctan % 2 2
2ab/ %cos 0*%86119 df =
0 h k
ak
a 1 b2 arctan h
2ab (9 + sen 6 cos 9)—2 5(9 —senf cos ) 2| 1o , puesto que
/Sen2 0do = 9 56229 = %(0 —sendcosb), /0082 0do = g + Seile %(9 + sen 6 cos ).
Ademas, sen f cos = tgfcos? ) = sZi 90 i _ithQ 7’ entonces:
ak ) ak
_ 1a? ak bh 105 ak bh _
//dxdy = 2ab 242 arctan >+ bl + o (%)2 312 arctan >:* b 71 + (@)2
R bh bh
2 2 2 2 gk 2 2
a® _ b* ak a® | b bh _ a* _ b ak | ab
ab (h2 k2) arctan 3¢ bh + <h2 + k:2> m ab [(h2 k:2> arctan ==* bh + hk}
1*(%)
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35. Calcular la integral //\/ 1 — 22 — y2dzdy, donde R es la region 22 + y? < 1.

Solucion Cambiando a coordenadas polares, la region (4

eSOSTSI,OSHSQWy/mdxdy: /;\
R .

27 pl
/0 | V1—1r2drdf = %277(—%)(1 — rz)%

la mitad del volumen de una esfera de radio 1. ;Porqué? S~

e /w“\\\
~
=

1
_ 2
)= 37 i.e. es

36. Efectuar el cambio de variable a coordenadas polares de / / f(z,y)dxdy, donde R es la

region limitada por la lemniscata (22 + y2)? = a?(2? — y?).
Solucion  Usando coordenadas polares, la
formula (22 + y?)? = a?(2? — y?) cambia a r = v -3 <6<s
3
1

avcos20,con 6 €] -7, % [U] 37, 27 [y se tiene:

av/cos 26
//fxyda:dy = / f(rcos,rsen@)rdrdd +

3 rav/cos20
/4 / f(rcos,rsen@)rdrdo.

37. Calcular la integral / / (2 4+ y*)dxzdy, donde R esta limitada por la circunferencia 22 +

y? = 2azx.

Solucion Usando coordenadas polares, la circunfer-

encia se escribe 12 = 2ar cosf, es decir r = 2acosf,

con —5 < 6 < 7; entonces la integral sera: S~

2a cos 0 5 5
/ / ridrdf = 12 4/ cost 0df = 8~a4/ cos? 0df = 8-a* 33T = 3mat.
—z x o
2

38. Determinar / va? — 22 — y2dxdy, donde:

a) R es el semicirculo de radio a con centro en el origen, situado sobre el eje z.

b) R es la hoja de lemniscata (2% + y?)? = a?(2? — y?), x > 0.
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Solucion
A e g
a) Usando coordenadas polares z = rcosf, y = rsenf, 0 < / ’ \\\
~a o "

r<a,0<6<nrytenemos:

//\/GQ — 2?2 —y?dedy = / / va?—r2rdrdd = —%2(a” —r?)3 .= imTa
b) Usando coordenadas polares, la hoja de lemniscata es r = 0=gm
avecos26, —7 <0 < 7y tenemos: "
T 5 [aV cos 20
// a2—a:2—yd:vdy——%/4 %(ag—r2)%0 do =
T 9:—%#
-2 /04 a3((1 — cos20)2 —1)df = 2a3(Z — 2\/5/04 sen 0df) =
2a3(% —Z\f/ (sen @ — cos? O sen0)df) = 2a®(% —Qf(—cose) R 300539‘5) =
x f
ja*(§ — )

39. Calcular //\/ 1— % — bﬁdxdy, en la region limitada por la ehpse L b—z =1.

Solucion Haciendo el cambio a coordenadas polares
generalizadas, se tiene que x = arcosf, y = brcos¥,

0<r<1,0<6<2rylaintegral es:

2m
//\/1———b7dxdy / / V1 —r2abrdrdd =

—2mabs2(1—r )%

= Z7ab.
0o 3

40. En cada uno de los ejercicios siguientes, dibujar la region S y expresar la integral doble

/ f(z,y)dxdy como una integral iterada y luego hacerlo en coordenadas polares.

a) S = {(x,y) e R?/2% + 4% <a’},a>0

b) S = {(z,y) € R?/2? + y* < 2z}
¢)S={(r,y) €eR?/a®> <2 +y?> <b?},0<a<b
d)S={(r,y) eR?/0<y<1-2,0<x<1}

e)S={(x,y) eR?*/2* <y <1, -1<z <1}
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Solucion
a)Esclaroque 22 + 32 = a2 = r? = a2 = r = qa,

0 < 0 < 27. Asi tenemos que: 0= ; so

S//f(x,y)dxdy/i (/Zf(x,y)dy) dx = /Yii_ g
\\

27 a
/ (/ f(rcosf,rsen 9)rdr> do.
0 0

b) Como 22 +y? = 2z = 22 —2z+1+y? = (z—1)*+y* = 1

i.e. es un circulo de radio 1, centrado en (1,0). Ademas

) . T - y:m
y = £v22 — 22, con 0 < = < 2. Por otro lado, r? = /\i2
: |

22 +9y? = 2rcos = r = 2cosb, para -5 <0< 3. /

Finalmente: -1 \\/\> y=—V2zx — 2

[ME]

//f(m,y)dxdy = /02 (/fif(@y)dy) dx = / i (/020089f(rcos@,rsené))rdr) do.
% —V2z—z -z

¢) Es claro que S es una corona; es la regién entre el

circulo de radio a y el circulo de radio b, ambos centrados
\a
\ e
en (0,0) con 0 < a < b. Pasando a coordenadas polares
tenemos a? <12 <b%, 0seaa <r <b con0 <6< 2. y=—Vb>—a?

Ademas la integral se escribe:

rmssn= ([ ) [ ([ )
S
([ ) (2 o) o

2 b
:/ (/ f(rcos 9,rsen0)rdr> de.
0 a
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d) Al usar coordenadas polares = + y = 1, se trans-

forma en rcosf + rsenf = r(cosf +senf) = 1 = r =
r+y=1
1

cos0 1 sen @ POr lo que la region se recorre al considerar

1
O<r< cosf +sen@’

//f(x,y)dacdy: /01 (/lef(x,y)dy) de = /Og /()C"Seisene F(rcos,rsen§)rdr | df.
R

2

conOSGS%.Asi: 1,

e) Usando coordenadas polares tenemos x

r?cos?f = rsenf) = r = tanfsech, con 0 < § < T

4

03 < ¢ < AdeméSy:1:>r:SC%con

<f< ?jf. De esta manera tenemos que: \

1 1 % tan 0 sec 0
/ flz,y)dzdy —/ (/ f(x,y)dy) dx :/ (/ f(rcosH,rsen&)rdr) do
-1 \Ja2 0 0
4 csc O s tan 0 sec 6
+/ / f(rcos,rsenf)rdr d0+/3 / f(rcosf,rsen@)rdr | d.
z 0 = \Jo

41. Transformar la integral / / f(z,y)dydz, (0 < a < B, ¢ > 0) introduciendo las nuevas

NN

variables u =z + y, uv = y.

Solucion Seau =z +y, uv = y, entonces x = u — y =

1—-v —u 1y

u—uv = u(l —v), y = uw, por lo que J = =

v U y =Pz
(1 —v)u+ uv = u. Por otrolado, 0 < u(l—v) <ec=0<
ugﬁ,v#lytambiénaxguvgﬁxﬁ Y= an
ax px T px >
U SVEY S g iy SVSgry :
De esta forma, como y varia de « a 3 tenemos que v varia desde hasta T _’ﬁ_ 3

Enefectorecordemosquesiy:ax4:)%:a@ﬁ:a@v:afom@

o
1+

v(l+a)=a<=v=
Bz 1 v
Finalmente, / flx,y)dydz —/ / u(l —v), uwv)ududv.

42. Efectuar el cambio de variable u = x + y, v = x — y, en la integral / f(z,y)dyde.
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Solucion Seau =z +y,v = x — y, entonces como 0 < x < 1,0 < y < 1, se tiene que
O§u§2,—1SvSl,conu+vz2x,osea0§z:%(u—&—v)§1,0§y:%(u—v)Sl.

Asitenemosquey=0<=u=v,y=1<=u—v=2.

(SIS
[\v]

Por otro lado, J =

1,1

//f(x,y)dxdy=

/ U_HJ u dvdu+ // == ;U)dvdu:
2+v 21}

/ duvar // =, 5U>dudv.

1 — 3 = —3. Finalmente tenemos:

[N

b
1,

Av
Ay
: W U=

1 14 \X/
// \\

// \\

/ \

// \\
// \\
/ \ _
N4 2/ u=v—2
,,/}(\,\,, ,/)(\, e U
1 . // ‘u+v=2
S . /,

N /

N4
"
%
/// \\\

u=—v
Au
S v

43. Calcular el area limitada por:

a)(y—x)?+22=1.

b) r = a(l + cos®), r = acosyp, a > 0.

2\ 2 2 2
y) _z: Y
°)< b2 a2 B

Solucioén



2.4. Cambio de variable 77

a) El area de la regién es / dxdy =

Vi—z2? 1
/ / dydr = / 2v 1 — 22dx = 7.
z—v1—22 —

Otra forma de resolver el problema es la siguiente. Si definimos v =z —y, v = y, la

0 1
region es u? + v? = 1 y la matriz Jacobiana de la transformacién es J = =1.

1 1
La integral es / / dxdy = / / |J|dudv = / dudv = , pues es el drea de un circulo de
R R/ R/

radio 1.
. r(¢) = a+ acosvy
b) En coordenadas polares, para el circulo » = acos, § +(4) = acost

—% < % < %. Para el cardioide » = a(l + cosv),

0 <9 < 2m. Asi tenemos que el drea de la region es:

% [a(l4cosy) (14-cos v)
/ rdrdy + 2 / / rdrdiy =
acos Y 5 Y0

3 SaQ(l + cosh)? — a? cos? w)dw—i—/ﬂﬂcﬂ(l + cos ) ?dip =

- 2

jusy
2

(M)

3 ™ 3
a2/ (1 +2cos)dy + a2/ (1+2cosy) 4 cos? )dip = a*(5 )+
0 z 0

a*(§ —2) +a? / cos® pdyp = a’7 + jma® = §ma’.

0
. yQ 2 2 y2
¢) La ecuacién (— + —2) = L5 — == en coordenadas
b a

polares generalizadas (x = arcosf, y = brcosf, J = 7 = v/cos 20

4 <
2 0= %ﬂ'

abr), se escribe (r?)? = r2(cos?f — sen?0) = r? =

cos2
cos26. El area es //d:cdy = / / abrdrdf =

ab/400529d9:%ab/ cosfdf=zab(1 — (—1))=ab.

1 2

44. Hallar el drea limitada por la elipse (z — 2y + 3)? + (3z + 4y — 1)? = 100.
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Soluciéon Sea u = = — 2y, v = 3z + 4y, entonces x =
1 — L

L(2u+v), y = 15(v — 3u) y el Jacobiano es . Asi tenemos -1y
que (u+3)%2+(v—1)? = 100 y si definimos z = u+3,y = v—1, :

2?2 +y? = 100, J = 1, es decir //d:cdy = //|J\dudv =
2 10 K
//d:cdy =1 / rdrdf = w%’ — 10m.

R’

‘14 /10

45. Hallar el area del cuadrilatero curvo limitado por:
a)las curvas y?> = az, y> = bz, 2y = o, 2y = B,con 0 <a<by0<a<f3,

b) las parabolas z2? = ay, 2> = by, y*> = az, y*> = fr,con 0<a<by 0 < a < f.

Solucién
. y? - i
a) Si se define u = xy, v = %, tenemos x = usv~s, y = \
11 Vbx
u3v3z. El Jacobiano esta dado por:
Vv axr
1 1 2 4
%u_év_§ %uév 3 1 1 N zy =
J = =zv ,cona < u<pg, / _
12 1 11 2 3 Ty =a
U303 susv 3 / - L

a < v < b, entonces el area es:

B b
//d:cdy://|J|dudv:// Ly~ dvdu = L(B—a)in 8.
R/ « a

R
; x? y? 2 2
b) Consideremos u = T v = F, T = vy, Y- = vz, en-
tonces ry = wv, 23 = xyu = vv, P = yuvr = w?, lo
. . 21 12 . .
que implica que = = u3vs, y = u3v3 y asi el Jacobiano
1 1 2 2
%u7§1}§ %ug'()*E 4 1 1
J = =5 — 5 = 3, de manera que
1 —2 2 9 1 _ 1
§ 303 §u3v 3

//dxdy—// tdudv = 1(b—a)(B — ).

46. Calcular el area de las siguientes regiones:
a) area limitadaporz =y, z =2y, z+y=a,x + 3y = a, a > 0.

b) drea limitada por el eje x, la parabola 3% = 4az y la recta = + y = 3a.
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c) area limitada por las parabolas y? = 10z + 25, y2 = —6z + 9.

Solucién
a) Determinemos los puntos donde las rectas se cortan: by
/’L/::E

x:y,x+y=a:>2x:a,x:%. B
x:y,x+3y:a:>4x:a,x:%.

_ _1 3. — -2
x+y—a,yf23::>2:c7a,x73a.

1 3 _2

r+3y=a, y—2z:>x+2;1:—az 50

Asi tenemos que el area es:

x %a a—x
/ / dydx+/ /1 dydx—i—/a /1 dydr =

2

2
4o —a 2 3¢ 3 3a® | 9a% | a® _ 7d®
/Z 3 dx + /ga 2xd:c+é (a 2m) dx = 500 + 100 + 18 = 120

b) Se tiene que si y? = 4ax, x +y = 3a = z + 2\/axr = 3a =

(\/E)2+2\/a(\/§)—3a:0=>\/5:w:\/5,_3\/5

y se elimina la soluciéon negativa.

Asi tenemos /x = v/a = x = qa, por lo que el area es:

a p2v/ax 3a p3a—z a 3a
/ / dydx—i—/ / dydx:/ 2ﬁﬁdm+/ (Ba —z)dr =
0 0 a 0 0 a
2 sl 12\ [P L4, 9, 1,2 49_5>2_m2
2\/63332 O—|—(3am ke ) +3a(3a) — 50 — 3a? +3 (3 +5 a® = Sra’.

a 3¢
¢) Igualando las ecuaciones y? = 10z + 25=—6x+9=— 162 +16=0— 2 = —1.

10x+2 9 6x
El area es / / dydzx +/ / dydx = A
10w+2 V9—6z

/5 2\/10x+25d33+/ 2v/9 — 6z dr =

2 2 3171 99 315 -
E§(10m+25)2’73—6§(9 6:5)2‘ =

2 (15)3 + 2(15)3 = 2.15V/15 (i 7) =16 /15

15 9 15 3 Vi

Determinar el area de las siguientes regiones:

a) limitada por 22 + y? = 2z, 22 + y> =4z, y =z, y = 0.
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b) limitada por la recta r cosf = 1 y la circunferencia » = 2. (se considera la superficie

que no contiene el polo).

Solucion
a) Se tiene que 22 +y? = 22 = (z - 1)2+y2 =1y !

24y’ =dr = (z-2)°+y*> =4.
Pasando a coordenadas polares tenemos z?+y? = 22 =—>

r2 = 2rcosf, r = 2cosf. También z2 + y? = 4o = r? =

4rcos @, r = 4cosf. El area es:

% 4 cos 6 %
/ / rdrd@z%/ r2
0 2cos 0 0

3(9+lsen29) ‘E :3(ﬂ+l) =3(r+2).

4 cos 6

d6:6/4 cos29d9:3/4(1+00529)d0:
0 0

2cos 6

2 4 2

b) Area = /W , rdrdd = §/ (4 — sec?0)df =
:‘_g cos @ -

(40— tan)|*, = 4% — V3.
-3

DO

Determinar el area de las regiones que se indican usando integrales dobles:

a) Region limitada por (22 + y?)? = 2az3.

b) Region limitada por (22 + y?)% = 2* + y*.

¢) Region limitada por la curva (z + y)3 = xy, situada en el primer cuadrante (lazo).

d) Region limitada por la curva (z + y)° = 2242, situada en el primer cuadrante (1azo).

2 2\ 2
e) Regién limitada por la curva <z 1 3{;) - %

2 2\ ? 2,2
) Region limitada por la curva <$4 + y9> _z 2—2 Y-

Solucién

f r = 2acos®

a) Usando coordenadas polares, la ecuacion (22 + 3?)? =

2az° se escribe r* = 2ar® cos® 6, 0 sea r = 2acos® 0, —%

IA
.
[\
s}

A\

0 < 7. Asi el area se determina por:
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s 2a cos® 0 us us
/2 / rdr | do = 1 /2 4a? cos® 0d0 — 4a2/2 cos® 0d — 4g2 13D T _
_= \Jo 2/ o 4-6 2

jus
2 2

7TCL2.

oo|Ut

[\
D

b) Transformando la ecuacién (22 + 32)3 = 2* + y* a
coordenadas polares tenemos, r® = r4(cos* # + sen* 6), o

sear = +/cos?tf +sentf,0 < 0 < 2r yel area es:

27 Vcos? 0+sen? 0
/ / rdr | df =
0 0 -1

Y

k(w2+y2)2:w4+y4
1
\1 ;

%z +9)® = ay

[0

27 z
1 40 4 gont 4 7 costhdy — 413 T
2/0 (cos* @ + sen 0)d9—4/0 cos 9d9—42.42

¢) Realicemos un cambio de variable que simplifique la "

forma de la ecuacién. Sea u = = + y, v = = — y, entonces

T = %(u +v),y = %(u —v) y la férmula se transforma en -2
ud = i(zﬂ —v?).

1 1
El Jacobiano es: J = | 2 2 1=

Area (R) = //dmdy = //%dudv.

R R’

2

Pasando a coordenadas polares en el sistema (u, v), tenemos que 4u? = u? — v? se trans-

cos?f —sen?f 1

forma en 473 cos® 0 = r?(cos? 0 — sen? ) = r = 3 ==
4 cos’ 0 4

(sec® — tan? fsecf).

El area es:

z l(sec 6—tan? 6 sec §)
1 (4 4 1 2 2 )\2
drdy = 50 . rdr | d0 = 61 | . sec 0(1 — tan” 9)=df =,
72 0 72 v=tan

R

IE

1 1 1

1 o251 9,2 4 _ 1 2,3, 1.5 _ 1 (;_2,1)\_
6 _1(1 u)du—32/0(1 2u +u)du—32(u U +5u)‘0—32(1 3+5)—
1

60"

Observemos que con el cambio de variable, rotamos en realidad los ejes 45°, aunque
falta normalizar las variables para que la transformacién fuera ortogonal, es decir se

;A 3 — L — L — { = L = —
debié hacer el cambio u = NG (x+y),v 73 (r—y), pues asiz NG (utv),y (u—v)

S
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1 1

y el Jacobiano seria J = \{é \/? = —% - % =—lie. |J|=1.
V2 V2

d) En este caso realizamos el mismo cambio de variable que

en el gjercicio anterior, u = x +y,v =2 —y — = = %(u +v), ©

Y= %(u —v), |J| = % La ecuacion se escribe 16u® = (u? — v?)?2

x
y usando polares en el sistema (u, v) se tiene: \

r°cos® ) = %67"4(0032 0 —sen?0)? = r = %(1 — tan? #)%sec . Asi, finalmente tenemos

que el area es:

7r 1 2 )2
= = (1—tan” 6)“ sec
//da:dy://%dudv:%/4 (/16 rdr)dei
_ 0
R/

256
® 4 4
1 1 1
1 NV R | 1, -1 2\4 _ 1 VR | 1y
1024/1<1 )= oy [t 1mu) 2w - 1024/0 £ (1t 't = LoB(3.5) =
1 1
1 M4 1 TE)234 1 g
1024 (L) ~ 1024 3.2.5.3.10(L) 22579 1260
2 22 2 2 2 2

e) Usemos el cambio de variable © = arcosf, y = brsen8, /\
J = abr, entonces la ecuacién se transforma en (r?)? =

i
TQGSSenﬁcos@:Tz\/Ma0<9<g’ﬂ<e<32ﬂ' O
c 2c

El area es dos veces el area del primer cuadrante:

T ab T T
. 2 \/ 2 sen20 7 9279 22 2 212
Area— 2/ (/ ? abrdr>d9 - 2/ azb” son 20240 = 40 / sen udu = ‘12b .
0 0 0 0

4 2¢2 2¢2

f) Definiendo z = 2cosf, y = 3senf, tenemos que

el Jacobiano de la transformacion es 6r y la ecuacion
4 _ 2 (4 cos? 0 + 9sen? )

se transforma en r r = {

25 \\
%\/4 cos2 6 + 9sen26, con 0 < 4 < 2. El 4rea es:
2 %\/4 cos? +9sen? O 2 2
( 6r dr) do =3 i(4 cos? 0+9sen? 0) df = 3L 13sen? 0df =
0 o 0 25 25 0
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2.5 Calculo de volumenes

Calcular los volimenes de los cuerpos limitados por las superficies que se indican en

cada caso:

a) Por los planos coordenados, los planos = = 4, y = 4 y el paraboloide z = 22 + 32 + 1.

2 2
b) Por los planos coordenados, los planos x = a, y = b y el paraboloide z = g—p + g—q

c) Por el plano £ + % + £ =1y los planos coordenados.

d) Por los planos y = 0,2 =0,3z+y =6,3x +2y =12,z +y + 2 = 6.
e) Por el paraboloide z = 22 + 32, los planos coordenados y el plano = +y = 1.

f) Por el paraboloide z = 22 + 32, los planos 2 =0,y =1, y = 2z, y = 6 — .

y2

g) Por los planos coordenados, el plano 2x + 3y = 12 y el cilindro z = 5

h) Por el cilindro z = 9 — 32, los planos coordenados y el plano 3z + 4y = 12, y > 0.
i) Por el cilindro z = 4 — 22, los planos coordenados y el plano 2z +y = 4, z > 0.

j) Por el cilindro 2y? = z, los planos % + % + i =1yz=0.

k) Por el cilindro circular de radio » de eje y, los planos coordenados y por el plano
z _ Y _
Zy2=1.

2
1) Por el cilindro eliptico IZ +y?>=1,losplanos z =12 — 3z — 4y y z = 1.

m) Por los cilindros 22 + 3% = a? y 22 + 22 = d°.

n) Por los cilindros z = 4 — y?, y = %xQ y el plano z = 0.
3

o) Por los cilindros z* 4+ y* = b?, 2 = Z; y el plano z = 0, = > 0.

a
p) Por el paraboloide hiperbélico » = z? — y? y los planos z = 0, z = 3, = = 0.
q) Por el paraboloide hiperbélico z = xy, el cilindro y = /z y los planos z + y = 2, y = 0
yz=0.
r) Por el paraboloide z = 2% + 42, el cilindro y = 22 y los planos y = 1y z = 0.
1
a

s) Por el paraboloide z = = (a? — 22 — 4y?) y el plano z = 0.

t) Por los cilindros y = e%, y = e %, z = ¢2 — y? y el plano z = 0.
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u) Por los cilindros y = Inxz, y = In? 2 y los planos z = 0, y + z = 1.
v) Por los cilindros z =Inx, 2 = Iny y los planos z = 0, x +y = 2e, z > 1.

w) Por los cilindros y = x +senz,y =z —senx, z = (v +y)? yelplano 2 = 0 (0 < 2 < ,

=

y > 0).

x) Por la superficie cénica 2% = zy, el cilindro \/z + \/y = 1 y el plano z = 0.

y) Por la superficie conica 4y? = x(2 — 2) y los planos z = 0, z + z = 2.

z) Por la superficie z = coszcosy y los planos 2 =0,y =0, z =0y x +y = 7.

a’) Por el cilindro 2% + y? = 4, los planos z = 0y z = = + y + 10.

b’) Por el cilindro 22 + 3% = 2z, los planos 2z — 2 =0y 42 — z = 0.

@) Por el cilindro 22 + y? = a2, el paraboloide az = 2a2 + 22 4 42 y el plano z = 0.

d’) Por el cilindro 22 4 y? = 2ax, el paraboloide z = %(aﬂ +y?) y el plano z = 0.
1

e’) Por el paraboloide hiperbdlico = 7wy, el cilindro 22 + 4?2 = ax y el plano z = 0,
(x >0,y >0).

) Por los cilindros x2 + 32 = z, 22 + y? = 2z, el paraboloide z = z? + 32 y los planos
z+y=0,z—y=0yz2=0.

g") Por los cilindros 22 + y? = 2z, 22 + % = 2y y por los planos z = z + 2y y z = 0.

h’) Por la superficie cénica 22 = zy y el cilindro (2% + 32)? = 2zy, 2 > 0,y > 0, z > 0.

") Por el helicoide (escalera de caracol) z = harctan %, el cilindro 22 + 32 = a? y los

planos x =0,z =0 (z >0,y > 0).

Solucioén

4, 04
a)/ (/ (z2+y2+1)dz> dy =
Jo Vo

4 1~
4 4

2 1.3 ! _ 49,2 _ <~ Yy
/()((y + 1o+ 3a%) | dy /03(3y +9)dy

4.3 76\ |* _ 560
(3y+3y>’0_3' .

17_/\

W
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1 1
/ %(x—l)(—4x2—|—2x—1) x:/ (—%x3+2x2—x+%>d;ﬂ: y
0 0 Al
1
6

d
14,23 12,1
( 37 +3x 5% +3x)

LZ

—%y?’ +12y* — 36y + 72) dy =

—
~

4
gt 4+ dyP — 18y + 72y) ’ _ 2511
1 32

w‘r—
Nt

(_
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z + 3y = 12

A7 44 )
6 47%1: 2 6 3
] [ 1(y_2 = é Sy
g) ; (/0 dy) dx —/0 6 (4 333) dx

Ty

/04( 6%x3—ﬂm2+18) dm:(%

1)/ /4 - xQ)dy)dx:/02(4—x2)(4—2x)dx:

/(2x3—4z2—8a:—|—16)dx=(%a:4 423 4a? —|—16x)‘ ==
0

w

j) Debemos determinar los puntos en que se intersecan

el plano y el cilindro.

Siz=0,y:2—%xﬁ4(2—%m)2:2x:>(4—36)2:

2 = 22 — 10z + 16 = 0, 0 sea x = 2, 8, por lo que si

z=0,y =1,y = —2, entonces:

1 4-2y 1 ) 1-2y
A— 2 —2)de ) dy = 4-2 772‘ dy =
/2(/2 (42— 2) x) v=[ (@-2e-3a) | "ty

1 1
/ (3(4—2y)% — (4 —2y)y° + 4*) dy:Q/ (y* +2y° — 3y° —dy + 4)dy =
) -2
14,14 .3 o2 Y81
2(5y +2y Y 2y +4y>’_2— 5

k)/ </ Wdy) dx—/org(rx)mdx— AZ

T
a/ \/TQ—xQda:—%/ zVr? —x2dz =
0 0

1 2 .2, 1.2 g)‘ a 2.2 o\
a(zx\/r x —|—27" arcsen i: +27“ S(T x*)2

T

0
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1) Como el volumen va desde z = 1, hasta z = 12 —
3z — 4y y la superficie estda por encima del plano
z =1, se tiene que debemos restar 1 a 12 — 3z — 4y
para determinar el volumen. Asi tenemos que el

volumen es:

z°

87

/_22 (/_\/\/;(H — 3z — 4y) dy) de =

-2

/2((11—3x —2?) ’\/\;dx_

2 2
/ (11—3x)\/4—x2d:r:11(%x\/4—x2+%arcsen§>‘ 2—1—%-
—2 -

2
1(27 —2(- 7)) +0=22r.
m) Por razones de simetria tenemos que el volumen es
8 veces la region del primer octante, integrando sobre el
cuadrado [0,a] x [0,a] las superficies z = /a2 — 32y z =
Va2 — z2, sobre cada mitad de este cuadrado (son iguales).

El volumen es:

x

;Z

a il
»

8/a</mmdy> dx+8/0a</:mdy> d:c:m/oa(/:mdy) de =

3

16/ zva? —z?de = -8 3(a2—:1c2)2 16 3

Ozﬁa.

n)/ (/_ yQ)da:) dy:2/2(4—y2)\/@dy:
2v3(42y% - % 3| =2v3(1va- 167) =

_ 1) 0. 7=3 _ 256
-

2-2-16 5T = 91

~
w\»—
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o [ ([t em)a= [ (2 )

2/01(x2+:15—x4—§x6)d33:

13,1 15 1 7\|'_ (2_1_L)_&
2(3x +3x 5:v 21x)‘072 = .

2
s) Cuando z = 0 = %(a2 — 2% — 4y?), se tiene z—Q + Z > =1
(%)
y haciendo el cambio de variable z = arcosf, y = %r sen 0,

2
J= %r, tenemos que el volumen es:
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e

t) /01 (/e:(ezyz)dy>dx+/01 (/em(ez—gf)dy>dx:
2/01 (/e:(eQ—yz)dy)dx:Z/ol (%634—%63“3—6”2)(190:

1
2(2e3x—|—le3”’—e$+2>‘ :2(ez—l—ze3) =
0 9 9

3 9
2 2341
2(6 9 )

e Inxz e Inz
u)/ (/ (1—y)dy)dx:/ (y—%yQ) dx =
1 In? z 1 In?

e

/1(%1n4x—%ln2x+lnx)dx:
4 3 2 €

(Azln*z —2zIn°z + J2ln mf8zlnx+8x)’ =3e—8.
1

v) Las superficies se intersecan cuando z = Inz = Iny
ie.xz=y,x>1,y > 1. Asi tenemos que el volumen esta

dado por:

e 2e—y e 2e—x
Inydzx ) d +/ / Inzdy)dx =
L mvar)ars (] v)
[ 2e—x [
2/ (/ lnydx) dyz?/ (2e — 2y)Inydy =
1 T 1

e
4/ (e —y)Inydy = (e(4ylny—4y)—2y21ny+y2)
1

e

1
w) El volumen esta dado por:

1 ™ r+senx 1 T
1 2 _ 1 3
4/0 (L (z+y) dy)d:v—12/0(x+y)

—senx

/(lsen3x+2x256nx)da::
o \6

x+senx
dx = T

r—senx

1 2 3 2 T

3 sen® zdr + (dzsenx — 2(z* — 2) cos x) .
0

1

3

Yy =x+senx
2 — 35 : T — seﬁ“r =
.§+2(7r2—2)—2(7r2—§). ol y=v



90 Capitulo 2. Integrales dobles

x) La curva /z + ,/y = 1 se escribe y = (1 — /z)? =

1 —2y/x + z, por lo que el volumen esta dado por:

[ s [ o -,

r=u

1 1
2/ u(l —u)*2udu = 4/ u?(1 —u)ddu = 4ﬂ(3,4) =
3 Jo 3 Jo 3

42131 _ 1

3 6 45"
y) 4y?> = (2 — 2), z = 0, z + z = 2. Las superficies se
intersecan en los puntos en que 432 = z? i.e. 2y = +x.

Cuando z = 0, 4y?> = 2r ie. y = +,/Z, por lo que el

volumen es el volumen entre las rectas y = i%x y el

plano z =2 — x, mas el volumen entre y = j:%x y

2
y= :t\/% y la superficie z = 2 — 4%, por lo tanto (por simetria):

2/02(/ﬂ( _1%3/2>dy)dx=2/02(2y_§y3>
2(%ﬁx%—§+%>‘z:2%:%.

Ademés,?/j(/i@x)dy)dw2/02(2:13):cdx(;1;2%3)’242é.

T 2 9
;/;:2 (2\/2x—m+L)dx:
z 0 \3 6

NI

S
S
—_

Finalmente el volumen es = + 5 = 9

Nel
w

z) z =cosxzcosy,z+y=75,y=0,2=0.

Z = COSITCOosYy
El volumen esta dado por:

/O72r (/Og_zcosxcosydy> dx :/0

us

2
cos?xdr =T.
0 2

a)zl+y?=4,2=0,z=x+y+10.

ISIE]

E*I

2
cosxseny‘ dr =

0

D[
~x

z=x+y+ 10
El volumen en este caso es:

/22 </Z(z+10+y) dy) dx = /22(2(:z:+10)m+0) do —

2 2
/ 21:\/4—:132dm+20/ Va4 —22dr =
2 2
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32 2
2(4 — £C2)§) + 20(lx\/4 — 22 4 2 arcsen Q)‘
3 —2 2 2 2
b)z? +9y>=2x,22 —2=0, 4z — 2 = 0.

El volumen viene dado por:

2 V2z—x? V2r—z2
/ (/ (dz — 2x) dy) dzx = / me‘
0o \Jovae—e ~V2r=3?

2 3 2 3
4/ x\/2x—m2dm:2§~8/ (%)2\/5 1—%%
0 0 -

L 3 1 . 1p(iyl
32/ u2(1— u)2du=326(3, ) = 3222222 (2) _gp
0
)2 +y?=a% az =2a> + 2% + 92, 2 =0.
La interseccién de las superficies sucede cuando az =

2a% + a? = z = 3a, por lo que el volumen es:

a27$2
/ / (2a2 + 2% + y?) dydx =
—a a27CE2

%/O (/Oa(Qa +r2)rdr>d9:

27r((127,2+111 4) 0:%%a4:%7m3
22 4 42
d) 22+ y? =2ax, 2 = a > 2=0.

El volumen se calcula desde z = 0 a z = %(xQ + y?),

sobre la regién de integracién que es el circulo 22 +y2? =

2ax. Observemos que la interseccion de las superficies

esta sobre el plano z = %% = 2x. Asi tenemos que el

volumen es: (pasando a coordenadas polares):

2a V2ax—x2 % 2a cos 0 g
%/ (/ (x2+y2)dy)dx:%/ (/ r3dr)d9:%/ 4a* cos* 0dh =
0 —V2ax—x? _ 0

3 —

vol3

us

2
8a3/ cos*0df = &LBQ- 3
0

%Tf’a) .

s
24 2
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Az
e)z= %,xQ—i—yQ =ax,z=0,2 >0,y > 0. El volumen
se determina por la superficie z = % integrada sobre

el semicirculo z? + y? = ax (i.e. > 0). Usando coor-

denadas polares y considerando que el circulo se escribe

0<r<acost,0<6< 7, entonces el volumen es:

a ax—1x? % acos @ A %
%/ (/ xydy) do = %/ (/ r3 senﬁcosﬁdr) df = %%/ cos® fsenfdh =
0 0 0 0 0

i
_ajcosGG‘Q _a®

4 6 [o 24

Otra manera que se puede calcular la integral es:

a Var—z2 a . 3
%/ (/ :rydy> dr = i/ z(ax — x2)d(p = i (a:r2 _ :Eg)d.r _ 21@ (% _
x4)0a0]-a4<]_]_>a3 0 0
4 )00 2a \3 4) 24

a2 +y?=o, 22+ =20,2z=22+y , 2 +y=0,2—y=0,2=0.

El volumen se extiende sobre la region R dibujada en la

gréfica, desde el plano z = 0 hasta z = 22 + y2. Pasando

a coordenadas polares tenemOS'
2cos 6
//( + 3 dxdy—/ / rdr do =
cos 6
I
% / r . df = 15 cos? 0df =
— cos —

B 19
4 4

s

i 20+1
%/_ (%) dﬁ—%/ (cos? 20 + 2 cos 20 + 1)df =

4
s

I
% s
/ cos? 292d9+sen29)4ﬂ+%) = %(/ cos udu+2+ﬂ') = %(%%—&-24-&) =
4

(l
2 2
3 457 | 15
(4””) =64 T8
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g +y?=2z,22 +9y2=2y,2=0,2z=2x+2y.
Usando coordenadas polares se tiene que las circunfer-
encias se escriben r = 2cosf, r = 2senf y el plano

z=x+4 2y =r(cosf + 2send). Asi:

1 1—v1—2?
/ (/ (x—|—2y)) dydx =
0 V2z—a?

% 2sen 6 % 2cos
/ (/ r2(0050+2sen9)d7')d9+/ (/ (C089+286n9)d7") df =
0 1 0

s

2
8 (sen® 6 cos 6 + 2 sen* H)ciﬂ—ﬁ—ﬂr %(Cos4¢9+2cos395en0)d9:
4

s T _ 9 fus 3 9
[%Sen49‘4 +2/ (71 (320820> d9—%cos49‘72r +/ (714-(320520) da} =

o\
N
CO

wlco

1 3
% %—&—%/ 1—200529+c05229)d9+l+%/ (1 +200829+605229)d6) =
0 s
%(% %(%—sen%‘ / cos udu)—&—i(% %/ﬁ cos2udu>) =

1 2
3 o _1, m™ @w 1 8 9 4 3r 3 _3(m _
(E+§ st et Ts 1T 3 ) 3( 0" ) 4 2‘2(2 )

b)) 22 = zy, (2% +y?)? =22y, >0,y >0, 2 > 0.

wloo
w

Usando coordenadas polares, 7> = 2senfcosf = sen 26

ie. r=+vsen20,0 <0 < 7. Asi, el volumen es:
g V'sen 260
//,/J:yda:dy:/ (/ TQVSenecosﬁdr) df =
0 0
R

s

2

3 1 3 (sen 26) / 9 1 / 1
/0 3(sen ) V7 3\[ sen 32 J, sen? udu 3V2 22

N

i’)z:harctanf ?+y?=ad>,x=0,2=0,2>0,y > 0.
Pasando a coordenadas polares tenemos z = harctan(tanf) =

ho, por lo que:

2 ‘ a? %)2 hn?a?
/0 (/O herdr)dozh7T: T
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50. Dar el volumen de una piramide cuyos vértices son (0, 0,0), (1,0,0), (1,1,0), (0,0, 1).

1 T 1 x
Solucién V = / / zdydr = / / (
o Jo o Jo

! 1o 1.3\ _1
1 dd=72—73‘=7.
/Ox( x)dydx (231‘ 31:)0 5

51. Calcular los volimenes que expresan las siguientes integrales dobles sin integrar. Hacer

los graficos respectivos.

1 1-x 2 2—x
a)/ / (1—z—y)dyds b)/ / (4—z—y)dydx
0o Jo o Jo

2 V1-a? 2 2
c)/ / (1—2a)dydzx d)/ / (4—z—vy)dydx
o Jo 0 Jo2—z

a pvVa?2—z2
e)/ / Va2 — 22 —y2dydz.
0o Jo

Solucion

1 11—z
a)V = / / (1—2z—y)dydx = % (volumen de una piramide).
o Jo

3 2 3
una piramide (superior) y un cilindro de base triangular de altura 2.

2 2—x
b)/ / (4—x—y)dydx:+l%+2(l~2~2) 4y ?,pues es el volumen de
o Jo
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1 pVi-a?
c) / / (1—2)dydx = %(ﬂ?)l = %, pues es la mitad de un cilindro de base 7 y
o Jo

altura 1.

rx+z=1

2 2
d) / / (Ad—x—y)dydz = (% (2~2)2> % = 2, pues es la mitad del volumen de un cuerpo
0 2—x

de base triangular de altura 2.

a pvVa2—2x2
e) / / Va2 — 22 —y2dyde = %%mﬂ %waz, pues es un octavo de una esfera de
o Jo

radio a.

éy: a2 — x2

>~

52. Determinar el volumen limitado por las superficies siguientes:
a)z=22—-9y%,2=1,y=0,2=0.
b)z2+22=a%y=0,2=0,y=ux.
Ady=vVz,y=2y/r,z+2=6,2=0.
dDr+y+z2=a,3z+y=a, §x+y:0,y:0,2:0.

Solucioén



53.
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1 x 1 y3
2 2 _ 2
a)/o/o(x —y)dydx—/o (x —3>0

1 1
2 3gp— 21,4 _ 1
3/Omdx—34x’0 6

b)/ / \/az—xQdydx:/ Va2 —zx2xdxr =
0o Jo 0

a
—%(a2 12)%% 0= %a?’. x‘i .
6 2v@ 6 6
2.8 23 726 72V6 _ 48V6
c) (G—x)dydx:/ (6 — x)y/xdr = (6522 — £22 ‘ = - = .
N 0 ( 3 5 ) 0 3 5 5

Determinar el volumen de los cuerpos limitados por las superficies siguientes:

2
:1’y:g

[~}

a) & +

z,y=0,2=0
a? Y

QN‘N

b) 22 + 12 = a2, 22 + 2 + a® = 22
0)2(x?+y?) —22=0,22+y?> +a? = 2?

d) 2az = 2% + 92, 22 + y? + 22 = 342, (volumen dentro del paraboloide)
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e)z? +y%? =2ax, 22 +1y> =22, 2=0.

0z =ae () 22 42 =2 z=0.

) LJF?L L+£_2z -0
gr="nT i 2T ==Y
Solucion
éZ
a QI a
@ _z? _ 1 T y

a) ; /0 cq/1 " dydx = 2abc ; 2% -
1 22\ 2]° _ 1
—Qabc<1—a2> 3 —3abc.

b) Las superficies se intersecan en z = ++v/2a. En efecto, sustituyendo la ecuacién

22 4+ y? = a? en 22 + y? + a? = 22 se tiene 22 = 2a°. El volumen es:

VaZ—zZ? 2 a a

—2/ / \/x2+y2—|—a2dyda::2/ / \/r2+a2rdrd9=27r(r2—|—a2)%% 0=
—a a2—:c2 0 0

% [(2a?) - (a® ) |= *71'(1 3(2v2 —1).

¢) Sustituyendo 22 +y% +a? = 2% en 2(2? +4?) — 22 = 0, tenemos 22 = 24> = z = +/2q,
entonces al proyectar la interseccién de las superficies sobre el plano z = 0, se tiene que

J:—I—y =a?

VaZ—z2
Asi, V—2/ / (Va2 +y2 + a2 — V2/22 +y?)dydr =
—a

a2_x2

27 a a
2/ / (\/T2+a2—ﬂr)rdrd0:2ﬂ'/ \/a2+r22rdr—4ﬂ'\/§/ rdr =
o Jo 0 0
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3|a
2 (r? —|—a2)%% 0 477\/5% = %((2@2)% —a’) — 4%\/5@‘"5 = 4%&(2\@— 1-V2) =
)

Az

d) Como 2az = 22 + 42, 22 +9y? +22 = 3a? = 22+ 202 —-3a> =0 = (2 —a)(2+3a) =0, es
decir que las superficies se intersecan en z = a, por lo que al proyectar esta interseccién

sobre el plano z =0, se tiene z2 + 3% = 2a>. El volumen es:

V2a2—22 2 2
R R Sl _
Lo ( T ) e -
27 \fa ﬂa ﬂa
/ / ( 3a? — >7’d7‘d97r/ (302 — r2)z (—2rdr) — g/ r3dr =
0 0

2r((30%)F - (*)) = E(a') = ma® (23— 2 - 1) = 36\/§T_5.

e) Puesto que z = /22 + y? y la region es el circulo de centro (a,0) y radio a, entonces

el volumen esta dado por:

2a pV2az—x2 z 2a cos 6 z
V= / / \/J:Q—I—deydx:/i/ r2de¢9=/27T %(2@0039)30!9:

2 _T _T
V2ax—z2? 2 0 5

8a® 2/ cos30dh = 1
37 )

a2 _
39
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Ay

D\
N

VbZ—22 27 b , b )
f)/ / @+ dy dy = a/ / e " rdrdd = —aw/ e (=2rdr) =
bL;p? o Jo 0

= an(l- e ).

4 og

—ame™ "’

z = ae*(m2+y2)

b
z ¥

1
NI,

2

g) Observemos que T + Z—Q =21 — (x;a)Q + ‘lbl—j =1li.e. (% — 1)2 + (%)2 =1.

En este caso las superﬁcies se intersecan en z = 2%, 0 <z < 2aycuando x = 2a se tiene

z=4.
El vol V= /2/ <x2+y2)dd
volumen es Lo 4+ 2 ) dyde =
1/ a? b2
2cos 6 5
/ / abr?rdrdf = 146ab/ cos*0dh =
2

S8ab / cos*0dh = 8ab—3% = 37rab usando el cambio de
0

2

Varlable L = rcosb, % = rsen @, con Jacobiano J = abr.

54. Determinar la razén en que el hiperboloide 22 + y? — 22 = @2, divide el volumen de la

esfera 2 + 2 + 22 < 3a2.
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Solucion Las superficies se intersecan en z =
m2+y2+22:3a2§m2+y27z2:a2
+a. El volumen de la esfera menos el recorte del ;

elipsoide es:

2T a\/§
V* = 2/ / V3a? — r2rdrdf —
o Jo

2T a\/§
2/ / V2 —a?rdrdf =
0 a

a3
2m(—2)(3a2 — 1)}
0

av'2
)62 0| =

—27(

wino

3
3mad(3v3 —1) — gma® = ma®(3v/3 — 2).

El volumen del elipsoide es el cilindro de base v/2a y altura 2a menos el recorte del

elipsoide que es 37a®, es decir 2am2a® — 37ma® = $7a3. Asila razén es:

v*/[gm?’]:?’\/gT‘Q.

. Calcular el volumen V = / f en los siguientes casos:

l—xz—y siz+y<lI,

a) f(z,y) =
0 en los otros puntos de R=1[0,1]x [0,1].
r+y siz?<y<22?,
b) f(z,y) =
0 en los demés puntos de R =[0,1] x [0,1].
22 +y? sia?+y? <1,
o) f(x,y) =
0 en los demds puntosde R=[—1,1] x[—1,1].
(x+y)™? siz<y< 2,
d) f(z,y) =
0 en los demas puntos de R = [1,2] x [1,4].
Solucién

a) Se sabe que:

v | R/ / f(z, y)dudy =

/ (—ey — 14?4 y)‘l_l
0 2 0

1,3 12,1\ '_1
(Gx 217 —|—2x) ’0_6'
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1 Vi 1
b)TenemosqueV://f(x,y)dxdy:/ / Sz +y)dz dy:/ (%x2+xy)
0 V/; 0
1 ¢ 1,3 V2 3 V2 5 1
1 3.1 1,3\, _ 3 v2 3 _ (V2 5192\
/O (2y+y24yﬁy2)dy/o (y2*7y2+1y)dy—(7(\/§*1)y2+gy)’ =
21 V2

40 5’

ky:x27y:2x2 z=x+y

c) Z/f(x,y)dxdy - /11(/2(:62 n yz)dy>dz —
1

Vi—z? 1
/ (I2y—|—%y3)’ \/ﬁdx - (%xQ\/l —$2+%\/1 —z2)dx =
-1 —Vlil-z 1

1
(% arcsen x + %xS\/l —x24 %x\/l - xQ' =arcsenl =
-1

2 2x
d) // z,y)dedy = /(/ 1d)dm -
J [z, y)dxdy L @3 Yy
2 2 2 2
1 _ 1 .1 _ 1 _
/1_x+yxdm = /1 ( 3x+2x>dx = /1 6xdx =

1
6 In 2.

(VB

. Sea f una funcion definida en el rectangulo R = [0,1] x [0, 1] del siguiente modo:

1 siz=y
flz,y) =
0 siz#y.

Demostrar la existencia de la integral doble / f ¥ que es igual a cero.
R
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Solucion Dado que f es continua salvo en un conjunto de con-

tenido nulo, i.e. A = {(z,2)/0 < z < 1}, entonces f es inte-

1 1
grable. Asi tenemos que //f(x,y)dxdy = / </ f(a:,y)da;) dy,
0 0
R

1
pero / f(z,y)dx = 0, ya que f(x,y) = 0, Vz €[0,1], salvo para
0

1
fly,y) = 1, entonces //f(x,y)da:dy = / 0dy = 0.
0
R

. Calcular la integral doble y dibuje la region de integracion R.

a) //x cos(x + y)dzdy, R es el tridngulo de vértices (0,0), (,0), (7, ).
R

b) //(1 + z) senydzdy, R es el trapezoide (0,0), (1,0), (1,2), (0,1).
R

o [[ertvdady, R = () € R/Jol + ly] < 1.

R

d) / / z?y?dzdy, R es la parte acotada del primer cuadrante situada entre las hipérbolas
R

xy = 1,2y = 2 ylas rectas y = x, y = 4x.

e) //(x2 — y?)dxdy, R es la regién limitada por y = sen = en el intervalo [0, 7].
R

Solucioén

a) //x cos(z + y)dzxdy = /Tr (/wzcos(x + y)dy) de =
0 0
R

T

/ xzsen(z + y) .

0

de = / z(sen2zx — senz)dr =
0

(—%CUCOSZ”U—F isen2m+xcosx —senx) ;r = —3777.
1 z+1 1
b) //(1+m) senydxdy = / </ (1+x) Senydy) dx = 7/ (14x) (cos(x +1) — 1)dx =
R 0 \Jo 0
1

jy::x4+1

1
/0(1+x)d:tf/O (14 x)cos(x + 1)dx = ‘1

(g: + %xQ) ‘(1) — (cos(z+ 1) + (z + 1) sen(z + 1)) .

%—cos2—25€n2+cosl—|—senl.

0 14w 1 1—z
c) //e”ydxdy = / </ e‘r+ydy) dx +/ (/ eIerdy) dr =
—1 —1—x 0 r—1
R
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+x 1 1-x L —y=—1
/ “”*y dx+/ e?ty dx =
- 0 x—1
1
/ e2r+1 _ )d:E + / ( eszl)dx — ,r—y=1
1 0
Lo2041 _ -1 )‘0 ( 1 2%1)’1: Nrty=1
(2 71+ exr 26 o
-1 .
% %e‘l—f—e—%—i—%:e—e_l. Naoty=-1
V2
-5 4x
d) //x2y2da:dy:A:/1 (/1 a:2y2dy> dx + ‘
/ 2 5

1 % V2 % | y = 4x
/\/5 / 2y dy dac—|—/ / 2?y?dy | dx = 4
2 % 1 z y==

7212 ! ﬁlzgf m.vjff

= dw+/ dx+/ sy | T de = P
/% 3 V23 . 3 v

g 7 V2 8 5
: < )dx—k/f dx+/1 <3m—>dx—

32 6 1 z LT SN2 7 2. 128 4 7
(@“‘51”)‘% 1”’““( 1”‘18>’ =186 T 6 T3 "
7
31112.

e) //(x2 —y?)dxdy = / (/ (2% — y2)dy) dx = B
0 0 Ay =senx
R :
7" sen T ™ .1
(z2y — ly?’) de = | (z°senz — Lgen? x)dx = //\\

0 3 0 0 3 o/ \\

sen2z 9% — 20 T 9r—40 _ o 40 L/

( 9 9 )cosx—l—Qmsean—g =T 9 / \7?

58. Una piramide esta determinada por los tres planos coordenados y el plano z+2y+3z = 6.

Representar el sélido y calcular el volumen por integral doble.
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Solucién El volumen de la piramide es: st o2y —6
2(6-2) BN .
V= // —x—2ydwdy—f/ (/ (6—x—2y)dy>dm: z 6
0

2(6 z)
’ dx = ﬁ (z — 6)%*de =

/((G—w)y y%)

0

L=

2(2® — 18z + 108)’0 —6.

&

59. Un sélido esta limitado por la superficie z = 22 — 3?2, el plano zy y los planos x = 1, z = 3.

Representar el sélido y calcular su volumen por integracién doble.

Solucion El volumen estda comprendido entre las

rectas y = +x, para x € [1, 3], entonces:

V= // zdydx—// 2?2 — y?)dydr =

N 4.3 14" _ 80
/l(zy 3y)_szC—/1 3xdx—3 3

60. Calcular el volumen determinado por la funcién f(z,y) en la regién R:
a) f(z,y) =2 +y*, R={(a,y) eR?*/|z[ < 1, [y| < 1}.

b) f(z,y) = 3z +y, R={(x,y) € R*/4a® + 9y> < 36, 2 > 0, y > 0},

o f(z,y) =2z 4y +20,R = {(z,y) € R?/2? + y* < 16}.

Solucion
1,1 1, . 1
2 2 _ xr~ 2 —
a)/_l/(x +y)dxdy—/_1(3+yx)‘_ldy— X )
23,2\ _8
/_ (202 4§ )w = (50" + 3y)]71 =3 R —
b) La region esta limitada por el plano 3x + y — z = 0 y el primer cuadrante de la elipse
2 2
L4 Y = 1yaqui f(z,y) > 0.

9 4
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3 2\/17%
V:/ / [z, y)dyde =
o Jo
3 §@ 1 3\/97%
/ / Bz + y)dydz = / (Bzy + 2y ) dr =

3
/ (23:\/9—7—1- %(9 — 962)) de =

0

_209_ .2\ _ 2 3 ’3_
(3(9 x%)2 57T +2x>0—22.

¢) Se observa que en el circulo de radio 4 y centro (0,0), f(z,y) es siempre positiva. Asi:

V16—22
V= / / f(z,y)dydz =
V16—22

V16—22
/ / (22 4+ y + 20)dydx =

2c+y—2+20=0

16— xz
/ (2ay + Ly? +20y)‘ 0T e =
4 2 —V16—x2

4 3\ |4
/ 4(x+10)\/16—x2dw:4<( x\/16—x2+8arcsen4)10—3(16 )2) ‘ =
4 —

320 (arcsen1 — (—arcsen 1)) = 320.
2.6 Masa, centro de gravedad, momentos de inercia, aplicaciones

Recordemos que los momentos estaticos estan dados por m, = / / ydxdy, my = / / xdxdy.

La masa esta dada por m = / / dzx dy.

. _ m _
Los centros de gravedad estan dados por z = Wy, g = %

respecto al eje z es I, = //y2 dxzdy y respecto al eje y, I, = //x2 dx dy.
R R

Los momentos de inercia

Usando integracion doble, calcular los momentos estaticos de las figuras planas ho-

mogéneas siguientes:
a) del rectangulo de lados a y b, con respecto al lado a.
b) del semicirculo con respecto al diametro.

¢) del circulo respecto a una tangente.
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d) del triangulo de base a y b, respecto a la base.

Solucion

a) En este caso tenemos que el momento que buscamos

es:

mx:/b(/bydy)dx: %abQ.
0 0

b) El momento que buscamos es:

a VaZ—z? a
me= [ ([ i) ar =4 [ @ —at)do

a

= %(a% — %x?’)

a

¢) Tomando el circulo (z — a)? + y? = a2, el momento de

inercia respecto a una tangente (eje y) es:
2 , v2az—a?
my = / ( / xdy) dx
0 —V2ax—z?

g 2a cos 0 3
:/ (/ cos9r2dr)d9:/ 8L cos' 0.0
_r 0 s

2 2

[SIE

s

2
= m(13/ cost0dp = 1643.1:3
0

15 s 3
3 3 242

=Ta".

d) Tomando como base el eje =, el momento es:

b, e a, =
my:/o (/0 a:dy)dx—i—/b (/0 xdy)dm

— bh 2d ahx(m—a)d
—Jo [ b h—a

h(a® +ab—2b*)  ah(a+b)
— 130 —
= ghb* + G = T

Capitulo 2. Integrales dobles

.
—a r = 2a cos @
LAY _h
: SY= 4T
: /
h: A
N AN
: SN
: %
/ x a
/ —T—a,
/ Y= %P—a
/
V
-T
b a

Usando integracién doble, determinar los centros de gravedad de las figuras planas

homogéneas siguientes:

a) la figura limitada por mitad superior de la elipse la cual se apoya en el eje mayor.

b) la figura limitada por la sinusoide y = senz, el eje x y la recta x = %

7

c¢) del segmento circular correspondiente al angulo central 2«, radio a.

d) de 1a figura limitada por la curva cerrada y? = 22 — 2%, > 0.

Solucién
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a) Sabemos que m = ﬂrab Ademas:
b4/ 1-Z =2 b 1
/ ydy = %/ (/ ab®r? dr) sen 6 df
0 0

fabQ
3 / senfdf = 4b
3’

<
H

8l
Il
3~
2
—
o\
f=al
-
|
N
8
oW
NS
~——
jsW
5]
Il
o

b) Se tiene que:

o Og(/osmdy)dx_/o

IE

NN

i::% ; (/Osendey)dx:ﬂlﬂL/o xsenxdmz%(senx—xcosm)‘o
-2 (R 3R = (- D) = 3).

¢) Tenemos que: a_ "7 cos®

me [ (/mdy)dx—/a(/aai rdr)do [ }\a%

acos a —VaZ—z2 _a cos (g :
o COSs \ \\ :
-1 (a2 — a? cos? fsec? 0) do . \/
2/, S|
a2

& (0 — cos atan@) = a?(a — sen acos ).

= 2 Y
* 3 road
i:m/ / cosoﬂdr)da:im/ (a?)—%)msada
Coba COS

—

3 «
= —/ COSH—COS « sec 9)d6——($€D0—COS3atan0)
3m

—Q

2a3- sen® o _ 2a sen® o

3a?(a —senacosa)  3(a—senacosa)’

¢ = 0 por simetria.
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d) Podemos escribir y = £2v1 — 22,0 <z < 1, i.e.

m= / /J’ e dy)dm—Q/ xmdx:—%(l_x2)%’ =

—zv/1—22 0 T
v/1—22 1
:m/ / xdy dw:%/ 221 — 22dx
—zv1—22 0
(P Ir)ir@) _
_ 1 _31/3 3 32-12/2113 3 1
- m/o \/a 1 —udu= 56(5,5) § 21 - 16 ™, pues F(ﬁ) \/77—

y = 0 por simetria.

63. Determinar los momentos de inercia de las figuras planas homogéneas siguientes:
a) circulo de radio a respecto a una tangente.
b) elipse respecto a su centro.
c¢) del rectangulo de lados a y b, con respecto al punto de interseccién de las diagonales.
d) del triangulo isésceles, de base a y la altura h, con respecto a su vértice.
e) del circulo de radio a, respecto al punto situado sobre su circunferencia.

Solucion
AY

a) Tomando el circulo (z — a)? + 3> = a® (i.e. 7 = 2acosb, L = 24080

—% <6 < %), calculemos:

s 2a cos 6
Iyz//ﬁdxdy:/i (/0  cos? 0dr ) do
R -2

us

3 >
= % . a*cos® 6do = 8a4/ cos® 0dh = 4a* L-3-5

2a

e T

wal.

N

N[

2-4-6
-5 0

b) Tomamos el centro de la figura en el origen de coordenadas,

entonces debemos calcular I, = / / (z* + y*)dady. Es sufi-

ciente determinar:

2 1
//x2 dxdy = / (/ a?r3 cos? abdr) db
) 0 0

1 27
_ .3 3 2 _ 3plyml _ 1 3
7ab/rdr/ cos 9d0fab4422f4ab7r,

ie. //y2 dedy = iab‘gw por razones de simetria. Asi, Iy = iab(a2 + b?) .
R
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¢) Tomemos el origen en el centro del rectangulo, entonces:

a

b
2 _ 2 2, _ 1 ;43
//ydxdy—/_g(/_éydm)dy—ﬁab.

R 2 2

Por simetria //x2 drdy = %a%, por lo que I = //(fr2 +y?) dady = 1 ab(a® 4 b%).
R R

d) Tomando el origen en el vértice del triangulo (ver el

dibujo adjunto) tenemos que:

a A
h 5hY h y:—%w ‘h on
//deﬂﬁdy — / ( . dex) dy — / %yi’»dy _ a —0——\\ //éy_Tz
0 Imapy 0 NooR
R : :
h 1 3 _% V %
la, 4" _ 1 2.
inY ‘0 = qah”.
h 3hY h 33 3
2 _ 2 — 207y _1la’lpa_ 1,3
//m dwdy—/o (/_;hym dx)dy—/o 33~8h3dy_12h34h —48ha.
R

Y finalmente I, = % (a® + 12h%).

e) Colocando el centro del circulo de radio a en (0,a) i.e.

(x — a)? + y? = a2, debemos calcular Ij:

I ( ) ) B g 2a cos 6 5
0= T +y)dxdy— B rdr)d@
-z Jo

R 2

-

NIE

Ta-.

4 . .4 _ 2y 4 _q.4137
a* cos 9d078/0 a*cos*0df = 8a 549

[N[eM]
W

NIE

Demostrar que la suma de los momentos de inercia de una figura plana R, con respecto
a la cualquier par de ejes perpendiculares entre si, que estan en el mismo plano que R

y que pasan por un punto fijo O, es constante.

Solucion Tomemos como origen del sistema de coordenadas

el punto O y la figura R sobre el plano. Sea el sistema z,y v o
%
un sistema ortogonal en el plano y consideremos el sistema y" \\ R A
AN N
2,4y’ otro sistema ortogonal, resultante de una rotaciéon « del /S

primero i.e.
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' =zcosa+ysena =12 cosa+y sena
—
y =ycosa — rsena y =12 sena — 1y cosa,
cos o sen o
el Jacobiano de la transformacion es =1, entonces:

—sena Ccos«

//(x’2 +y?)da’ dy = //((x cosa+ ysena)® + (ycosa — xsena)?) drdy

R R

= //(x2 + y2) dxdy = Iy,

R
es decir I es el mismo para cualquier sistema de coordenadas perpendiculares entre si.

Determinar la masa de una lamina cuadrada de lado 2a, si la densidad del material de
la misma es proporcional al cuadrado de distancia a partir del punto de interseccion de

las diagonales y en las esquinas del cuadrado igual a 1.

Solucién La densidad es §(x,y) = k(2?+y?) y 0(a,a) = k2a* =1 ke (@)
— k= %, entonces: 1 1

i i
i i
a a ! |
i i
| |
| |

1 2 2 2 ¢ 2 y?
m= ([ T“Q(x +y)dy)d$:ﬁ[ (xy—l—?)oda:

@ 3 a 3 3
=k [ ge)ae = b5 - Je) = (5 %) =4

Un anillo plano limitado por las circunferencias concéntricas de radio a y b, b > a, tiene

densidad inversamente proporcional a la distancia al centro de las circunferencias. De-

terminar la masa del anillo, si la densidad sobre la circunferencia interior es igual a 1.

Solucion En este caso la densidad es §(z,y) = k. y
vVt +y?

0(0,a) = % = 1lie. k = a, entonces §(z,y) = \/% y
z Yy

tenemos:
2 b
m:/o (/ %Tdr)d@z%m(bfa).

Una figura limitada por una elipse de semiegjes a y b, tiene una masa de modo que su

densidad es proporcional a la distancia desde el eje mayor, siendo igual a v a la distancia

unidad del mismo eje. Determinar la masa.
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Solucion Tomando a > b tenemos que d(z,y) = klyl,

0(0,1) =y =klie. k=r. Asi, (x = arcosf, y = brsend):

o ' 2 2.1 s|" 2 4 12
m:/ (/ kab r|sen9|rdr) df = ab y5r ‘ ~4/ sen0df = Fab*.
0 0 3o Jo 3

Determinar el centroide de la region R, dada por:
a)y=a2’,r+y=2

b)y?=z+3,9y>=5-2
A)r—2y+8=0,2+3y+5=0,x=-2,2=4
d)y=sen’z,y=0,0<z <7
e)y:senx,y:cosx,ogxgg
Dy=Ihz,y=0,1<z<a

g)x§ +y% =1,z =0, y =0 en el primer cuadrante

h) Vz+,y=1,2z=0,y=0.

Solucién
1 2—x
a) El area es //dxdy:/ (/ dy) dr =
A -2 2 LY
' 1o 1 _9
2 _ 1,2 1.3 _J 4
/_2(2 x —z%)dx = (2z 5T 31')‘72—2,
1 1 y:w2
//xdyda::/ x(2—x—x2)dx:/ (22 —2? —2%)dx =
J —21 —2 AN
2_1.2_ 1.4 __9 -2 N2 7
(x —gx —Zl' )‘72—_1. 1 $+'y:2
L Y 151 5[ _ 36
_ 1,2 _1 N2 4 —(9n_.2,1.3 1 5 _ 36
//ydydm—/QZy . dx—z/_z((Z z)? —zt) dr = (2x a4t 1035)_2—5.
R
_9 36
{7—_4__ 1,5 _38
Asiz = 9 = 2,y_ 9 =5
2 2
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2 5—y2
b) El area es: //d:cdy = / (/ dx) d
-2 y2—-3

R

2 2
— 20 dy = (8y — 247 _ 64
[2<8 2%)dy = (8y - 34°)| = G,

2 5—y2 1 2 5—y2
//xdxdy = / / xdr | dy = §/ z? , dy =
2 y2—3 —2 y*—3

R
2
2 [ - nay =9,

-2

2 5—y2 2

//ydydz = / (/2 yd:z:) dy = / y(8 — 24%)dy = 0, pues la funcién g(y) =
—2 \Jy2-3 -2

R

y(8 — 2?) es impar.

64
Finalmente = = 6% =1,y = 0. El valor de yj = 0 era previsible desde que hay simetria
3

respecto al eje x.

4 L s 0 4
. 3
c) Area = / / dy | de = —/ 5z 'g 34da: = —39,
—2 \JL(a+ts) -2
4
//a:dyda: = —/ (%xz + %x)dm = —b4,
—2 T —2y4+8=0

5-2) 52 + 104z + 476 5,3 +_
//ydydm —/ 5y ‘Q(m—s) dx = [2 5 dx 72(3 +5202 +476) =

z+3y+5=0

_ 18 - _ 50

50, por lo que T = 3 9= 39

. ™ 3
d) Area:/ sen? xdx:2/ senzde = 21T — T
; ; 2272

y =sen’x

us sen2w ™
//zdyd:z: = / :c/ dy | de = / zsen® zdx = 1
) 0 0 0 /\

m 2
(—%msenxcosx + isen%v + ixz)

s Sen2 x s
/ / ydydr = / / ydy) de = / %sen4 rdx = %2%—3% %g, por lo cual tenemos
o \Jo 0

s 37
- _ 4 _ -~ _ 16 3
I=g=pi=T =%
2 2

) 1 1 :
e) Area= / / dy | dx = / (cosx — senx)dr = (senx + cosx) 0 = V2 -1,
0 sen T 0
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//xdydm = /4 x(cosx — senx)dr = -
0 5
R

x+1)cosz+ (x —1)senzx ==r-1, I 3 > -
1 1 i \f 1 —
0 4 2
% cos T % % us
//ydydm = / %yQ dx = %/ (cos? x — sen® x)dr = %/ cos 2xdr = isenQa: 4=
0 senx 0 0 0
R
V2

1 R S V) _ 11
4:>x—\/§_1—<47r—1)(\/§—|-1),y—4(\/§_1)—4(\/§+1).

/ a Inz a loz a
f) Area= / (/ dy) dxr = / lnzdx = 2
1 0 1

(xlna:—x)’ =alna—a+1, >
1

a
_ _ (1 2 12\ |*_ 1.2 12,1
//xdydav—/1 xlnxdw—(2x Inx 495)‘1—2(1 Ina 19 —|—4,
R

//ydyd:c :/ 1102 pde = (lxIHsz:clnerx) ’a = laln2afalna+af 1,
L 2 2 1 2
R

- _2d°lna—a’+1 __ aln’a
entonces & = g —4a+4° Y~ 3alma—a 1)
. 1 p(1—a2/3)3/2 1 9 3 Y
g) Area= //dmdy:/ / dydx:/ (1 —-=z3)2da. 1
o Jo 0
R
Sea z = sen®t, dz = 3sen® t cos tdt, entonces: \ 2P+ =1
! 2.3 2
/(1—x3)2da:=/ cos® t(3sen?tcost)dt = 1 =
0 0

2 ost 11— cos2 )t =3 [ [ costtdi — [ 2 cost tdt | — (31z - 331n)_ &
3/0 cos*t(1 —cos®t)dt =3 ; cos* tdt ; cos"tdt | =3(455 ~139) = 16

1 (1—a2/3)3/2 1 9 5
xdxdy = ly2’ dzx = l(1 —23)3dx = 3 cos t(sen? t cos tdt) =
o 27 o 0 2 2 Jo
R

3 3 3
%/ cos’ tsen? tdt = % (/ cos’ tdt — / cos? tdt) = % (
0 0 0

Por razones de simetria / / xdxdy = / / ydxdy, porloque z =g = %
R R
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y=1+z—2yx
1

14a—2V7 1
h) Area= //dxdy—/ / dydx:/ (1+z—2yx)dx =
0
®s 1
(%xQ §x2 —|—a:>‘0 = %,

1 1 3

//mdmdy:/ a:(l—&—x—Z\/a?)dx:/ (22 — 222 + x)dx
0 0

R

1+z—27 1
//ydmdy:/ Qy’ dx:%/ (1+z —2vx)%dx
0 0
R

5 3 1
(1m3—4m2+3x2 4,5 —l—x)’ -1
0

6 ) 3
Al igual que en el caso anterior, se pudo prever que / / xdxdy = / / ydx dy, por razones

R R

-

de simetria. Asi, T

Una lamina delgada esta limitada por el arco de parabola y = 22z — 2%, 0 < z < 2.

Determinar la masa, si la densidad en cada punto (z,y) es f(x,y) = i ; z
Soluciéon La masa esta dad por m = / / f(z,y)dady =

2 2z —a? 1_ 2 2y _ y2 2z—z?

Yy de = / =< dr = by

/0 </0 1+ y) 0o 2(1+2x)lo L

/2 r(x —2)(2? — 22+ 2) de //é\\
_ = : \

0 2(x+1) / : \2 -
? 52 11 . 15 15 !
—223 4222 - P+ 2 - 29 dr =

[, (b bt Bt

_lga 5u3 1l 15, 15 o2 15
( gL+ G vty 21n(1+x))‘0 3 5 In3.

Determinar el centro de gravedad de una lamina delgada rectangular ABCD si la den-

sidad en todos sus puntos es el producto de sus distancias a los lados ABy AD.
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Y
B 1D c
Solucion Tomando el punto A en el origen, tenemos v (z,y)
que la densidad se traduce en f(z,y) = xy, entonces: = e

a b
Area = //:Eyd:rdy = / xda:/ ydy = ia2b2
0 0
R a b
//xf(a:,y)dxdy z/ .Z‘Qd.if/ ydy = %a3b2
0 0
R a b
//yf(x,y)dxdy=/ xdw/ yidy = %aQb:’Z
0 0
R

wino

ieZx

S
<
I
[SN]] )
S

Determinar los momentos de inercia I, I, de una ldmina delgada R del plano y deter-

minada por las curvas siguientes (f(x,y) es la densidad).
a)y=sen’x,y=—sen’r, -7 <z <, f(z,y) = 1.

b)%—i—%:1,%4—%:1,y:0,0<c<a,b>0,f(x,y):1.

o)(xz—r?+y—r 2

=r*,x=0,y=0,0

~—
(&)

IN

r<r,0<y<r, fz,y) = 1.
dDazy=1,zy=2,2=2y,y=2z,z>0,y>0, f(z,y) = 1.
ey=¢e*,y=0,0<z<aq, f(z,y) = zy.
Dy=v2e,y=00<z<2 flz,y) =lz—y|

Solucion

T sen® x Ay
a)[w://deyd.’L‘:/ (/ y2dy> dx = y=+sen’x
- —sen? x 1
R N
x \ i/
"2 2 [? _ 85317 _ 51 f‘\' \
/ 3sen xdx743/ sen® xdx 364292~ 12 —Tr.</ \/ / T oz

—T

I, = // 2dyda = / ( /_ S:n:dy> d = \\/ .\\\/

/ 222 sen xdm—( 1 (22% — 1)senz cosx + zsen? x + 6x(2m2—3)) = %77(27#—3).

l\D

iy
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b a(lf%)
b)Iw://deydaj:/ / y deq; dy:
R 0 C(l—z)
b 2 a—c a—c (1 4 1.3 b
/Oy (y=b)=7—dy = = (Zy fbgy)‘o:

Yy
b a(l—g) a(l y)
Iy:/ / Y z2dx dy:/% ’
0 C(l—g) 0
c) I, —// 2dydx—/ (/ dey)dx:
r—2zr—z? r

R

1 _ _ _ \ 20
3/0[ 2(2r a:) +3r?VaV2r —a + 3ra(z — 2r) | da = T e

VT vz _ 5 4
(4 arctanm (2x —6ra? —11r2z+15r3)y/2 r—z+i 37T 2z — 37“))‘07 167 "
2,4
3 b
I, = //x2dyd:c:/ 22\ 2xr — x2dr =

J 0

5,4 Vi (;Z_; 5_@23_§3> _” _ 5,424
[ arctanm+ 4332 12ra:2 54" x2 vz )V2r — 2 o 6" T3

En este caso se podia prever que I, = I, dada la simetria de la regién R y la uniformi-
dad de la densidad f(x,y) = 1. Es claro que si f(z,y) no fuera constante, en general

I, # I, a pesar de la simetria de la regién R.

1 2z
d) L. ://yZdyda::/l (/1 dey>dx+
R V2 N\
2

2

V2 o 2 T
/ / y2dy dx+/ / yidy | doe =
1 % V2 lx

2

RN

b VI 21 4E '8 1 V2 g
/1 gygld.lﬁ—F/ 3y dx"‘/ 73lxdx:/1 (g.ﬁg—@)dl‘—f‘/ @dﬂ?"‘

% x 1 \/5 2 ﬁ 1

2 2

8 _a® _( 7)‘ ‘ 4 a2t ‘ 1. 7,5 _9
/\/2;(‘3@3 24)dx_ i L : 32 796) s 3 T12T207 %
Observamos que como f(z,y) =1y la region R es simétrica respecto al eje y = z, en-
9

tonces como I, = I, = 3
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a e” a o
eI, = //J:y?’dydas = / / zydy | de = / Lot do =
4 0 0 0 0 by=e®

/ ret®dy = L(4:5 —1e**| =
0

4
a e” 1 a 1 R
I, = //scgydydx = / / 2ydy | de = §/ w3e*dr =
J 0 0 0 o

sl

Y

2 2
1.4 la_x 3 _ 8 zt 2v2 5 _
/012:1:dx+/0 (4y Sy) dx 15+/0 <1 3x2+9: dr =
8 (25 _4V2 13 ‘2 8 16 _ 72
15+<60 21 ¥2 T3 )|, =15 T 105 ~ 105

Iy://x2|x—y|dydx:/o2 (/Omex—yMy) d:E:/O2 (/Ow(x—y)xQdy> dx +
/j(/x@(y—x)ﬁdy)dx:/j(xy 1 22)‘0[3:—&—/ (1m2y2 3y)
1
2

2 2 2 9 2
/ x4dx+/ ( \f:v2+x )dx*%xs +(1 5_2V2 )’ —§6+i 148
0 0

=z’ ,7x2+ x
Teorema de Steiner Sea R una lamina delgada de masa m y sean {; y / rectas

dr =

45 45"

10 1% ) |,

paralelas en el plano R, pasando ¢y por el centro de gravedad de R. Demostrar que

I, = I, + mh?, donde h es la distancia entre las dos rectas ¢y y /.

Solucion Sin perder generalidad, podemos suponer

que ¢y es eje z. Sabemos que I;, = //deydx y si /¢ /‘\

R k/
es una recta paralela a {; situada a una distancia h, se

-

\”»-
<~ > —

tiene que:

I, = //(y + h)?dydz = //yzdydx +2 //yhdydx + //h2dydz = Iy, + 2hm7 + mh?.

R R R R
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Notemos que por hipdtesis, ¢y pasa por el centro de gravedad de la lamina R y se tiene

que § = 0, por lo tanto, I; = I, + mh?.

73. El contorno de una lamina delgada es una elipse de semi-ejes a y b, £ representa una
recta en el plano de la lamina, que pasa por el centro de la elipse y forma un angulo «
con el gje de la longitud 2a. Si la densidad es constante y la masa m, demostrar que el

momento de inercia I, es igual a Lm(a?sen? o + b? cos?

1 ).

Soluciéon I, = / / d(z,y)edxdy, donde 0 es la distancia
R

de un punto (z,y) de la elipse a la recta ¢. Asi, la recta

¢ tiene por ecuacion sen ax — cos ay = 0y la distancia de

sen axr — cos oy
——5 5 _ — Senax — Cosay.

t 14
un punto (z,y) a £ es sen? o 1 ot o

Si f(z,y) es la densidad, f(z,y) = c y la masa de la elipse es m = aberr. Asi tenemos que

siz=arcosf,y=arsend, J=abr,0 <6 <27, 0<r <1, entonces:

2m 1
I, = //c(sen ax — cos ay) drdy = c/ (/ 72 (asen a cos ) — bcosasen9)2abrdr> do =
0 0
R

1 27 2 27
4 cab( / a? sen? o cos? 9d9+/ b2 cos? avsen? dO—2ab sen o cos a / sen 0 cos 0d9) =
0 0 0 0

L,
1
4

2

abc(a® sen® a 4% 1 + b cos® adZ L +0) = im(a sen® o + b? cos? ).

74. Encontrar la distancia media desde el vértice de un cuadrado de lado » a los puntos

interiores de los mismos.

Solucion En este caso f(z,y) = v/22 + y?, entonces la h

distancia media es:

N — //\/x2 + y2dxdy = # //\/1’2 + y2dxdy =
R R

Area(R)

h x

h T h N
% (/ \/mdy> dr =2 (%y\/w2+y2+%2ln(y+ \/x2+y2)‘0dx:
0 0

h2 J
h h
% ; (§x2+%2ln(x(ﬁ+1))—glnx)dx:% i (§+%1n(\/§+1))x2dx:
L(V2+m(2+ ) = L2+ m(2+ )

75. Sea ¢ la distancia desde un punto arbitrario P interior a un circulo de radio r a un punto
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fijo Py cuya distancia al centro del circulo es h. Calcular el valor medio de la funcién §2

en la regién limitada por el circulo.

Solucion Sin pérdida de generalidad en el prob- LY
lema, tomemos el origen en el centro del circulo.

Sea P, = (,,90), con h = /x2+y2, entonces

62 = (w_x0)2+<y_yo)2 = $2+y2—2$o$—2yoy+h2,

con lo cual se tiene:

2m T
/ 8 (x,y)drdy = / (/ (p? — 2zopcost — 2y,psen b + h2)pdp> de =
0 0
R

l7"4271' 0— 0+h2p‘2ﬂ'—77“7r+h27’

Como el 4rea del circulo es 712, el valor medio es TR] / / 82(x,y)drdy = 5% + b2

Hallar la masa de una lamina circular de radio a, si su densidad es proporcional a la

distancia desde el punto al centro e igual a ¢ en el borde de la 1dmina.

,"’/\\>
Solucién Se tiene que p = kr, donde r es la distancia / 2\
s ~
del punto (z,y) al origen i.e. r = /22 + y2 y como p(a) = \\ )
= k= g = p= gr. Finalmente tenemos: ~_

27 a .
m = //pdxdy = / / gT’QdeQ = 27‘(’%%3 = %7’1’6&2.
J 0 0

Una ldmina tiene la forma de un tridngulo rectangulo con catetos OB = a, OA = b; su
densidad en cualquier punto es igual a la distancia desde esta al cateto OA. Determinar

los momentos estaticos de la l4mina con respecto a los catetos OA y OB.

Solucién En este caso tenemos que p(r,y) = y. El segmento AB esta dado por la recta

y=a-— 73: Asi tenemos:

b
mx—// 2da:dy—// y dydmz/ %y
0
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12a b o 12 12
a y
b a—jx
, . y=$0b-2)
1(. a _1 2, o0’ 2 a® 3 — {
/02(a bx) J;da:—z/o <aa¢ be —|—b2x)dx— . .

24 T —

(la2b2 — %azb2 + ia262> = 122, s A .

Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la curva y =

senz, larecta OA que pasa por el origen y por el vértice A = (5, 1) de la sinusoide.

Solucion Se tiene que m = / / ldxdy =
R

2 22 w2 4—

—cosr— 2% ) =0—-71=+1=
m, = yda:dy:l 2 Semcydyalac:l E(senszixz)dm:l lom 4 1)
g 2/, 2. 2 J, 2 2122 3,28

R s
1(r_m\_ o S _m
2(4 6) 21— YT G —n)

% senx g 2

my://xdxdy:/o /Zi mdydx:/o (wsenm—fﬁ)dm:

R T

B 2 a2 23 _12—x2 o 12-72 4 12— 72
(senz — zcosx 37rx)o =(1 378)* o TT 1 4—7m 3(4-7)

Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la car-

dioide r = a(1 + cos6).
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Y
Solucion Es claro que por razones de simetria § = 0.
27 pa(l4-cos@) 27 a, //f\\
m://dxdy:/ / rdrd@z%/ a®(1 +cos0)2df =/
o Jo 0 ( |
R \ \120, xT
a2 27 ) a2 27 g ) /,f' /1
L | (1+2cosf+cos” 0)dd=%L- (2 + 2send| +4 [ cos®0df) = \ /
2/, 2 0 0 /
2 3 \_//
% (271' + 4%) = §ﬂ'a2
27 pa(l4cos@) 27
mmz//ydxdyz/ / TQSenedrcw:%/ a3(1+c059)3sen9d9:
o Jo 0
R

2m
a3 (14 cos)* A
_ar BT L e g =0.
3 4 0

27 pa(l4cos@) 2
my://xdxdy:/o /0 r? cosOdrdf = %/0 a3(1+cos¢9)3cost9d0:
R

3 2 27
%/ (143 cos 0+3 cos® +cos® 0) cos 0 df) = %a?’/ (cos 0+3 cos? 043 cos® O+cos* 0)do =
0 0

s

2
a® / (3cos® 0 + cos* 0)dh = %a?’(ii
0

Ol

s
)

D[

s
2

. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de un sector circular de radio a,

cuyo angulo central es igual a 2a.

Solucién En este caso también 4 = 0 por la simetria de la figura,

como verificaremos. Asi: y

[0 a
m = //dw dy = / / rdrdf = 2a%a2 = aad’.
R —a J0 \\ \

a a 1 a a \ ja

my = //yd:cdy = / / r?sen@drdf = — §r3 /
—a JO /

R
y=0.

cosf =0=

a
0

—

« a «@ a
my = //xdxdy = / / rZcosfdrdf = / cos@d@/ r’dr = %a?’sena = I =
—aJ0 —o 0
R

2a sen o
3¢

. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las parabolas

y?=dx+4,y? = 22 + 4.
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Soluciéon De antemano que observa que j = 0.

Ademas: :
47y2
2 s 2 3 5
= //dxdy = / /?/274 drdy = / 3 - 1Y )dy =
-2 1 —2
2
(3y — Zy ) = 8.

3,2, = 3@/2_;4‘2 _
//ydydx—/_y(3 1)y = (5 —1v")|_, =
Oley:O

4—y
myf//xdydx—/ /2 4 xdwdy—/ %12 2

2
Y —4dy =
4

1 4=y *-4? 5 [ ; P
5/72( 4 6 )W =35 | G-y dy=55(16y - 5y’ + 50°)| =

) -2

3 32y _ 16 2

Calcular el momento de inercia de un anillo circular de diametro dy D (d < D):
a) con respecto a su propio centro

b) con respecto al diametro.

2m D/2
Soluciéon I, = //(x2 + yH)dydr = / / r3drdf = )
o Jaso

Yz

~
e
ah
Rl
[Nle)

Calcular el momento de inercia del triangulo limitado por las rectas z +y = 2, x = 2,

y = 2, con respecto al eje x.

Solucion En este caso tenemos:

2 2 2 Ll
Iz:Iy://xzdacdy:/ xz/ dydx:/ e = w2t =4
0 2—z 0 0
R

S

84. Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado a con respecto al eje que,
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pasando por uno de sus vértices, es perpendicular al plano del cuadrado.
Solucion Se entiende que es el momento de inercia re- P

specto al vértice O i.e.

o = //@2 iedy = // dedy = | E
//xdxdy—l—/ / yidrdy =

8

Calcular el momento de inercia de la regién interceptada por la pardbola 3> = ax, por

la recta x = a, respecto a la recta y = —a.
Solucion El problema es equivalente a trasladar al eje v
x a la recta y = —a. Asi tenemos: a/

I, 7/ / 2dyd£ 7/ /2 y2dxdy = < e

[ay2<a—*>dy—<ay -8 -

Calcular el momento de inercia de la superficie limitada por la hipérbola zy = 4 y la

recta  + y = 5, con respecto a la recta z = y.

Solucién Las curvas se intersecan cuando zy = 4, 2 +y =5 = y(b —y) = 4 =
y?—by+4=0=y=1,41i.e. en (1,4),(4,1).
La distancia desde el punto (z,y) a larecta z = y es igual a

d="""Y entonces:

f
I, = //d%lxdy— // (22 = 22y + y*)dydx =

1 [ 725 — 6025 + 16224 — 12523 — 4822 + 64,
1 =
2 1 6.’173

161112—%.

En una lamina cuadrada de lado a, la densidad es proporcional a la distancia hasta uno
de sus vértices. Calcular el momento de inercia de dicha lamina respecto a los lados que

pasan por el vértice.
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Solucion Sin pérdida de generalidad, colocaremos el vértice
; { )= 21 42 .
en el origen. Asi p = k+v/x? + y2, entonces: ] 5

I, =1, :k//pr(x,y)dxdy:k/O /0 2/ 22 4+ y2dxdy = ‘

asec acsc
k;/ / r4 sen 9drd9—|—k/ / rtsen? 0drdf =

ENE]

I 2 2 b

E/ a?senf g k / a5l gy Ea5/ tan? 9sec30de+ﬁa5/ cosec® §df =

5 /o cos® 5 T sen’d 57 Jo oz

k 51/l cosf  senf sen 0 ‘ 1 1 6 2, _

50 [(Sln son0+T " Seos?d + 00849)’0 + ( 2cosec@cotg@—l— 2lntan2) z] =

1

V2 V2 V2

kos[1. V2k 5 5 5 1 T

za’ |51 -+ I + sIntan 5| =

s 2 83 1 oLp 2 8}

k05 (3v/2 —In(vV2+ 1) + 4In(v2 + 1) + 4v2) = £.03(7v2 4+ 3In(vV2 + 1)).
0 _ _senf

Recuerde que tan § m

Determinar el momento de inercia de la cardioide r = a(1 + cos @) con respecto al polo.

Solucién Se tiene que I, = //(x2 + %) drdy = i 7 =a(l+cosd)
R
27 pa(l4-cos @) 27 a[//*\\
/ / r3drd9:/ Lat(1+ cos0)* o = [ \
o Jo o 4 5 \
2w \>. i R P 620‘ .
ia‘l / (1 + 4cos + 6 cos? O + 4cos® 0 + cos* 0) df = (i /
s i /
4 2 2 A0V — (T 46T 4 L3m) _ 44,35 ~__ 7
a /0 (14 6cos” 8+ cos 9)d9—a(2+64+2_ 2) a T

Calcular el momento de inercia de la superficie de la lemniscata 2 = 2a2cos 26 con

respecto al eje, perpendicular al plano de la misma que pasa por el polo.

Solucién Se busca la inercia respecto al polo, por lo que:

I _ 9 B V247 cos 20 B AT av'2cos 20
0 = (z Hdrdy = ridrd) = . : Lo=1x

R

s : \\
2/ 42 cos?20d0 = a / cos>dyp = 2a4%% = %wa‘*. \ : ,,7
\\9=—%

Calcular el momento de inercia de una lamina homogénea limitada por un arco de la
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cicloide z=a(f —senf), y=a(l — cos ) y el eje z, con respecto al eje x y al eje y.

Solucion Se tiene que (ver ejercicio 10, pagina 35):

2ra  pf(x)
Im://derdy:/ / Yy’ dyde =
0 0

Az =a( —senb),y =a(l —cosd)

: % y = f(=)
R Lo \
2 / R AN
/ a(l — cos ) %a?’(l —cos0)3do = / m \2ra. .
0 :
2 2 )
%a‘l / (1 —cos0)*df = %a‘l / (1 — 4cost + 6 cos? § — dcos® B + cos? ) df) =
0 0 :
4 4 2 2 4 _ 4 435 35 _ 4
30 /0 (1 + 6cos® 0 + cos 0)d0f3a 67T = arat.
2ra py=f(x) 2ma 27
Iy://xdedy:/ / .Z’Qdydl‘:/ xzy(x)dac:/ a*(0—sen 0)%a*(1—cos 0)*df =
o Jo 0 0

R
2m
a’ / (sen® O cos? § — 20 sen 6 cos? 6 + 6% cos® O — 2sen?  cos @ + 40 sen 6 cos — 202 cos b +
0

sen® ) — 20send + 6%)df =

4 1 3 1 1 2 3 2 2 4 1 (9p2
a [(—ZsenQCos 0+gsen¢‘)cos€+§0) — (gﬁcos 9+§sen9005 9+§sen9)+1(29 —
1)sen90059—%95en29+1—120(292+3)—zsen?’@—i—senﬁcose—i—?@senze—49—(490050—1—

3
2 2 _
2(6° — 2) send) + %(0 —senfcosf) — (senf — 26 cos ) + %93] ’o = wa‘l.

Recuerde que el valor medio de una funcién f(z,y) en una region R es:

f= [z
R

donde |R| en el area de R.

En cada caso determinar el valor medio de la funcion f(z,y) en la regién indicada:
a) f(z,y) =2z +y, R:limitada porz =0,y =0, 2 +y = 3.

b) f(z,y) = = + 6y, R : limitado por y = z, y = 5z, z = 1.

o) f(z,y) = V/a® — 22 —y%, R:2? + ¢ < .

d) f(x,y) = 12 — 2z — 3y, R : limitada por x = 0, y = 0, 12 — 22 — 3y = 0.

Solucioén
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a) El area de R es %3-3 = % Asi tenemos que:

7 o= |—]12|//fdxdy - 3/03(/()3_I(2m+y)dy)dx =

3
2 12\, 2 (,3 2 9) _
9/0 (2xy+2y)‘ dx 79/0 5T +3x+2 der =

2( 13,329 \[°_227
9( gttt +2x>’0—9 3 =%
1 b 1 1 i’
b) El area de R es |R|:// dydx:/ 4:vdx:2m2‘ =2. 5
0 Jx 0 0 5 gy = B
_ 1 S5x 1 ; /
f= €1 (z + 6y)dydx = 1 (422 + 3(252% — 22))dw = /
|R| 0 2 0 L/
1 ! /R
1 o, _ 38 3" _ 38 A
2/76$d$—3x‘0—3. x
iy
c) El area de R es |R| = ma? y tenemos: u
27 ///*\\\
i [V [ [ b
\
3|1a
27r(a2—r2)§ :%a?’:za. E‘/
37ra 0 3a 3

d) El area de Res |R| = %'6.4 = 12 y se tiene que:

6 —%w+4
/ / (12 =22 — 3y)dy | do =
0 0

f=

w""

—%x+4

6
(12y — 22y — %yQ) ]O dz = 1—12/ (%:ﬂ — 8z + 24) dr =
0

_L
12
8 _ 4,

6
0
1 (2.3 2 0

92. Hallar el valor medio de la funcién f(z,y) = zy? en la region R = [0,1] x [0,1].

1 1
Soluciéon Dado que |R| = //d:cdy = /dx/ dy = 1,
0 0
R

1,1
//nydxdy = //xy2dxdy =
o Jo
L 1
IR] // xyda:dy— -
R :

En conclusién f = .y

[
i
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93. Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto (z,y) del circulo (z — a)? +

y? < b2, al origen de coordenadas.

Solucién La funcién f(x,y) = 22 + y2, entonces:
// e 2 P l1a e )|V
(z —|—y)d:rdy:/ (735 +y x) dy =
b2—y —b 3 r=a—/b%2—y?

/b(3 (0 VI =P o0+ VB i)~ ha— VT =)y a - VT P)) dy=

b
[ GeevE=+ @2 - + 22 =) dy -

b

y(0* —y>)? | 30y —y?)?

[ y\/— ? arcsen 3;) + %( 7 + 3 + %b‘l arcsen %) +
y(0* —y?)F | 36Py(b? —y?)F | y ]b _
2(— i + 3 + 3 arcsenb) L=
212 | 23034 bom 2 4
2a°b +§§2b +2822—a7rb+ Loy,
4 2 F 2 2
Ademas, [R| ://dxdy:wb = f=d"+ 1V

Ay Az

/}\\yi b2 (z— a)?
"/
/
\/

2.7 Ejercicios especiales

dxdy

94. a) Para (m,e) € R x]0,1], calcular I,,, . = //
(z+y)™

[e1]?

b) Estudiar, para m fijo, el limite de I,, ¢, cuando € — 0%.

Solucién

) _dxdy !
a .13 I y m m — ]_ )m,1

1
_ 1 1 - 1 _
edy—/e m_1<(1+y)m1 (€+y)m1>dy

m (2772 — 21 + €)™ F2 4 (26) 2], sim £ 1, m # 2.

ILe=2In2—-2(14+¢€)ln(l+¢€)+2eln2e,Ip e = —In2+2In(l + €) — In2e.

2—m
b) Sim €] —00,1[U]1,2[, Im.c — m,cuando e — 0.
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—me€|2,00], Lp,e — 400, cuando € — 0,
—m=1,I1c — 2In2, cuando € — 0,

—m =2, I — 400, cuando € — 0.

95. a) Calcular el dreade R = {(z,y) e R*/Vz+y>1, VI—az+/T—y>1}

b) Calcular el area de A = {(z,y) e R?/a < % < 0, a <zy < b}, para a, f,a,b R, tales

que0<a<fg,0<a<b.

Solucién
1 o T 74 a—
a) Debemos tener 0 < x < 1,0 <y < 1, por lo que: y=2imes '
\/2721—\/E:>y21+$—2\/5,\/1—y21— l—ox—=— (1 — z)?
y<2¢yl—z—-1+z=z. 1
1-(1—y/1—x)? 1
Elareaes//dmdy—// dydx:Q/(\/l—x—i-\/E—l)dx:f
~V7)? 0
b) Si se efectua el cambio de variable v = % =ay = y = Juv, x = \/% a<u<pg,
Ov  Jx - v;/Q 1/% 1/2
a < v < b, el Jacobiano es N 2u 2u’"v = —Lyel area es:
Jy Oy v1/2 ul/2 U
ou Ov 2ul/2 9241/2
8 b
_ [ L —lp—am?
//dxdy—/a 2“/a dvdu = 2(b a)lng.

A

96. Establecer, para n € N*, Z 1 _ Zn:( 1)i+11 (7;) ( ZZ: 1)

1 ]13

Solucién 1k;2 = / / Z 2Pty ldedy = / / 1 ( dxdy Efectuando el

cambio de Varlable u=1-—uxy, (para y fijo) tenemos:

! de:%//llyw =3 S () koo

Asi, efectuando el cambio de variable 1 — y = z se tiene:
1 .

N1 ¢ i1 ()1 1-(1-y° & i+1 1

Ly L gy =S (-1 1
S-S (O [ - Lo ()]
n 1 . n ) 4
Z(—l)"“(?)%/ A42z4- 427 Hdz = Z(_l)m(’?)l >
, 0 ,

{
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fow) = e 1= [ flagpdody, 3, = [[ s ey,
D, A,

a) Calcular I,.
b) Probar que I, < J, < I, 3

N R
c)Deducu“/0 e " dr =17

Solucion
a) Pasando de coordenadas cartesianas a coordenadas po-

2 A
lares: I, = / / e rdr = (1l — e*“Z). Ver ejercicio
o Jo

53f), pagina 96. // \\ﬁ

b) Como D, CA, C D, 5y f>0,setiene [, <J, <1, 5. \\_ //

a 2 a 2
c)J, = (/ e‘””Qd:c) = 4(/ eﬂzdx) , por lo tanto 7 (1 — e‘“z) < Jp <7w(l-— 6_2“2), 0
0

—a
—+o0

2
sea J, — 7w, cuando a — 00y / e " dr = 1/T.
0

2

L fla,y)=e Y

- Y
! xdy
98. a) Probar que Vz € [0,1],In(1+ ) = T+ap
0
1
b) Deducir el valor de / Mdm.
0 1 +x
Solucion
a) Es inmediato.
b) SeaI:/ In 1+m // xdxdy donde D = [0,1]°. Cambiando z por y se
o 1+a? 1+ 23 (1 +zy)’
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tiene que I = / / ydy dz , por lo tanto sumando tenemos:
1+y?)(1+ xy)

e R
1—|—xy)(1+y 1+ 22?) 1+:1:y)( +9?)

1 1 1
// dxdy—2/ xda:2/ dy 5 :1n(1+;v2)‘ arctany‘ = Z1In2,0sea
1+ 2?) 1+y) o 1+2% )y 1+y 0 0

99. Sean a, b € R, a < b y consideremos el conjunto £ = {f:[a,b] — IR’ /f es continua}.

b b
Calcular ;22 ( / f (fz:)dx) ( / d"T) y encontrar las funciones f que dan el minimo.

f(x)
.. flz ) x) fly
Solucién Sea R = [a,b]%, I(f) = ——dxdy i.e. I(f { + }d dy
k//f y // fly)  f(@)

()

)
e +f2 2 @) ) + () Fw)?
/ Dty asay = // ) @) dardy =

//dxdy + = // f 1(/?; drdy = (b — // f (y dxzdy, por lo tanto

f nf / / f dxdy = 1nf / f(z)dz / o dy — a)?, por lo que las funciones que
S

m1n1m1zan la expresion son las funciones constantes estrictamente positivas.

100. Sea K =[-1,1 ]2, I' el borde de K y sea FE el espacio vectorial real de aplicaciones de K

en R de clase C*° que se anulan, asi como sus derivadas parciales sucesivas sobre I.
a) Se denota ®: E> — TR la aplicacién definida por ®(f, g) / / flz,y)g9(z,y)dzdy. Veri-

ficar que ¢ es un producto escalar sobre F.

b) Demostrar que las aplicaciones d, y d, de E en F, definidas por d, f = 8f ydyf = 8f

son endomorfismos anti-simétricos de (E, ®).

o?f  O*f
02 T a7

¢) Deducir que el Laplaciano A:E — FE, con Af = > es un endomorfismo

simétrico de (E, ®).
Solucion

a) ® es un producto escalar, pues es bilineal y simétricay ®(f, ) = / / fz,y) f(x,y)dedy >

0y ®(f, f) >0para f #0. "
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b) d.: E — F esta bien definida, pues si f es C*°, % es C, por lo que es un endomor-

fismo, ya que f y f. se anulan sobre I'. Ahora ®(d //ax z,y)g(x,y)dxdy =

/_11(f(:cy) /fxy xydx)dy— //fxya—gwydxdy—

— ®(f,dz(9)), ya que f y g se anulan en el borde I.

¢) El Laplaciano A: E — FE estéa bien definido, pues si f € E, f € C* y se anula fuera de

K = Af € C* y se anula fuera de K.

Ademis, ®(Af,g) //Af x,y)g(x,y)dedy = //f x,y)Ag(z,y)dedy = O(f, Ag), pues

02 0
/aé(wy) (wy)dwdy——//fmy) wydwdy—/fwy 5 (1, y)dady.
101. Seaa,beR,a <bysean f, g:[a,b] — R aplicaciones continuas a trozos. Estudiando

la integral / / (f(z)g(y) — f(y)g(z))*dxdy, encontrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

[a,b]?
Estudiar el caso de igualdad para f y ¢g continuas.

b
Solucién Es claro que tenemos //(f(x) (y)—f(y)g(x)) dady = 2/ f(z dx/ a*(

[a,b]?

72/ / f(z ()d:ndny/ 2 (x)da /abg2(x)dx2(/:f(x dx) 0=

g <71 gll-

En caso de igualdad f(x)g(y) — f(y)g(z) = 0, por lo tanto si f # 0, Iy € [a,b] tal que

fly) #0 = f(x)ggg) =g(x),Vz €[a,b], es decir f = Ag.

.
~—

102. Sean f, g1, 92: [0 1] — IR tales que f > 0, continua y g;, g2 son crecientes. Estudiando

//f - 01(y)) (92(x) — g2(y))dzdy, demostrar que:

[0,1]2

([ dx></f amimin)» ([ smcns)( [ o)

Solucwln 1Sabemos que f(z)f(y)(g91(z) — 91(y))(g2(z) — g2(y)) = 0, Va, Vy € [0,1], es
decir / / f(@)f(y)(g1(x)g2(z) + 91(¥)92(y) — 91(y)g2(x) — g1(2)g2(y))dzdy =

//f ¥)g1(w)g2(x)dzdy — 2//f 92(z)dxdy =
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o( [ 1 e )( 1 Fan @) -2( [ 1 fam@e)( [ 1 f@)n(o)tr) > .

Calcular i L estudiando / / ddy .

n=1"T ].*Cﬂy
[0,1]?
dxdy "n(1 —y) ' Yn(1 —1¢)
Solucién Sea I = //1 = —/ 7@:_/ Inz 4. _ _/ e S
-y 0 Y 0 1—2 0 t
¢
Porotrolado,sabemosquellx:1+x+x2+~--+m”+~-~:> ld_xx:—ln(l—t):

0

In(1 —¢
M:1+%t+%t2++%tn_l+:>

1,2 1.3 14n

1
In(1—t¢ 1 &
—/—ﬁ7—hhﬁ+§ﬂ+yﬁ+~+%ﬂ+~w— €.
0 n= 17’L

Yt dyde

Ahora, I = / / lﬁ = / / __ddydy / / _Advdu__ " pyes al
0 0 Ty —u —’LL +U u— —U +v

hacer el cambio u = z 4+ y, v = = — y tenemos que z = %u—i—v) y = 1(u—v),

J:

N= D=
\

Aqui 0 < u+v < 2,0 < u—v <2 = v < u,
2<v-u<0=-1<v<1,0<u<?2 Asi
O<r<l,0<y<l =0<u4+v<2,0u—v <2
es la region limitada por —u = v, v = 2 —u, u = v,

u+ 2 =wv. Ahora, I =4 du +

1 U
|} e
2
1 2—u
4/1 VI—a e g

Para la primera integral tomemos u = 2sen#, 6 = arcsen ju, du = 2cosfdf, V4 — u? =

2sen 0) u _
2 cos 6, arctan (2 cosf) = 0. Asi tenemos 4/ i u2 arctan Vi du =

s

1 . ol N2 _ 1, 2
4/0 26089920059d9—2(67r) = 157"

Parala segunda integral tomemos x =2 —u, 4 — (2 —u)? = 2x — 22, dr = —du, entonces

o=

se tiene 4 / 7z \/ﬁ arctan 7z m / NG \/ﬁ arctan \/Zl@dx Consid-

eremos el cambio z = 4sen?6, \/z = 2senf), dv = 8senfcosfdf, V4 —x = 2cosf i.e. la

arctan (QLHG) 8sen 8 cos 8df = 8/6 0do = é7r2. Fi-
0

integral igual a 4 2cos 6

¢ 1
/0 2sen 02 cos 0

nalmente, I = k7% + $n? = Lx2
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) +oo
Calcular / ( / Setntdt) dz.
0 x

Solucién Sea @:[0,+oco[ — R, definida por ®(z) = / %ntdt (integral convergente);

entonces integrando por partes dos veces tenemos:

(I)(x):/oo sent j _ _ cost OO_/ C(thdt co;x_ [Siglt
x x z

t t
o0
€8T 4 ST _ 9 / b'mtdt De este modo:

2

+oo +oo [e'e) [eS) oS

t
[ owan— [T [ tuso - [T mzaos [z o [T [ smtia
€ € x € z t

pero:

+o0 too +oo
/ / sentdtd _2/ / sentd dt_2/ (t_€>sentdt

9 / setnt dt — / setgt dt, con lo cual se tiene:
€ €

+o0 +oo oo +oo
/ ®(x)dz = / CO8L o + / SCLL g — 2/ ST g + 2(—:/ ST iy =
T T T
€ € € €

+oo
€
+oo +oo —+oo
Cos T senx senx _
€ € €

T xT
+o0 +o00o +o0 +oo
CcCos T senx CosT senx _
€ € € € x
—+oo

seg ey 2€/ wdw — 1, cuando € — 0, es decir:
X
€

o0 —+oo
/ (/ Sentdt)dx =1
0 T t

Sea A > %, demostrar que no existe aplicacion continua f:[0,1] — R, tal que Vz€[0,1],

1
x>:1+A/ Fw) -

Soluciéon Suponiendo que exista f, tenemos / f(z =

x +A//f(y)f(y*x)dydﬂf = 1+A//f

d:ch )dy =

1—|—)\//f Ydz f(y dy—1—|—)\/ y)dy=1+1 /\F()

donde F(y / f(z)dz y porlotanto o = F(1) =1+ iXa? = iXa? —a+1=0=
_ 1EvI=22 ”)\ ysiA> 5, a ¢ R, que es una contradiccion. Asi no puede existir una

funcién f que satisfaga la propiedad enunciada.
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106. Sean a, b€ R, a < by sea f:R — R una aplicacién continua tal que V¢t € R\ [a,b],

x+h
f(t) = 0. Para h > 0 se denota f,: IR — R tal que fj,(z) = ﬁ/ f(t)dt. Demostrar
z—h

b b
quth>0,/ |fh(t)|dt§/ £(t)|dt.

1 t-‘rh t+h

€1 <

o /t_ dx‘dt / 2h/t o)|da dt =
b+h t+h b+h

/a 2h/t |dtdx—/u |d:c—/ F(0)|dt.

b b
Solucién Sabemos que / | fr(t)|dt = /




Capitulo 3

Integrales triples y multiples

3.1 Integrales triples

. Calcular las siguientes integrales triples:

o [(([ ([ a)as)ar o [ ([ ([t vt 2z)an)e
I )i

0) /Oa(/:(/oy:cyzdz)dy)dm. d) /Oa(

Solucion

a)/1 /2 /Odz dy d:c—/dx/ dy/ dz =123 = 6.
b)/ / /x+y+z)dz)dy)dm /O(/O ((x+y)z+ )

dy) dr =

a b
/ (/ 50(290 + 2y + c)dy)dx = / %c((2x + oy + yz)’ dx = / %bc(2m + b+ c)dx
0 0 0

0
lbcac(:z: +b+ c) = %abc(a +b+c).

c)/ / / zyzdz)dy)dx/oa</:xy222

/ 3y ‘ dx*/ gx5dx— 41—8106‘(1 = ﬁac’.
0

0

zdy)dx = /Oa (/O‘T %:cy3dy> dx =

@/ ([ ([ sy = [ et "= ([ arian)ao =

_ al 210 __1 1
/ y’dm /010 dx 1107

. Calcular las siguientes integrales triples en el volumen indicado:

/// __dwdydz 'y o el volumen limitado porz=0,y=0,z=0,z+y+z=1

(x+y+2z+1)%

135
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b) /// xydxdydz, V es el volumen limitado por z = zy, 2 +y =1,z =0, (z > 0).
\4

c) /// ycos(z + x)dxdydz, V es el volumen limitado por y = /z,y =0,z =0,z + 2 = 7.
v

Solucion

1 12

— = —dxdydz = :
a)///(x+y+z+l)3 rayaz J
v
1 l1—x l-z—y |

1

—=—dz|dy |dx =

/0 /0 </0 (r+y+z+1)° Z) y) v
-z l-z—y
1

S dy)dx =

/0 (w+y+z+1)2‘o y)ds

1-x 1 —z
/0 (*%+m>dy)dl’:/} (- -l -

[ (e + 2520 = (o0 4 (5 ) = (2 3).

o

<
~—— ~——

[ vsentae o aan [ 0=

s
/ lx(l—senx)dx:<lx2—lsenx—f—lxcosx)‘Q:L—
0 0

[SIE
¥, A

2 4 2 2

. Calcular las siguientes integrales y dibujar la regién de integracion:

1,1 g1 2 2v7 \/#
a) / / / . dz b)/ / / rdzdydz.
o Jo Jo Vxt+y+z+1 o Jo 0

a NaZ=z® pfa?—zi—y? d 1 pl—z pl-z—y
c)/ / / Z d)/ / / xyzdzdydx.
o Jo o \/a2—x2—y2—z2 o Jo 0

Solucioén
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z=1 I
dydzr =
2=0

1 1 1 1 1
dzdydx
a)/o/o/o (ETETES /0/0 T+y+z+
1 1
//2(\/x+y+2—\/x+y+1)dydx:
0 0

y=1

d.I‘ = 1.k .
y=0 T

/01§<(x+y+2)§—(x+y+1)§)

/Olél((w+3)g—2(:c+2)3+(3:+1)3>dx:1%((95—1—3)3_2(:,3_,_2)

et
+
—_
8
+
—
N~—
nlet
~——
S =
|

1%(32 —2TV34+12v2—1) = %(31 —27V3 + 12v2).

2 p2vF A/ foy?
x 2
b)/ / / rdzdydx =
0o Jo 0
2 2\ .2
// m/4x2ydydx:
0o Jo

2
[dx — 42
/ \/5372 arctan Y + \/iyx rTY
0 \/413 —y? 4

4mv/2 . 2 Y > 2T
,yaque lim 2z arctan ——=—— | = 2“5
3 A s (f 4o —y? varts

oI /a /\/m /\/a2—z2—y2 dZdydI
o Jo 0 \/a2—x2—y2—z2'
La integral se efectiia sobre una regién que es

un % de la esfera de radio a y centro (0,0,0). Asi

pasando a coordenadas esféricas tenemos:

3 3o r? cos 3 ¢ 24
I= 7ddd:ﬂ/cosd/#:
/0 /0 /0 Va2—7‘2rw(p 2 0 djd}o a? —r?
% (—%7‘\/(12 —r2+ %a2 arcsen g)‘o = % (0-1— %%
1 1—z l-xz—y
d)/ / / xyzdzdydr =
0o Jo 0

1 1—x
/ / lxy(l —x—y)?dydr =
0o Jo 2

1 11—z
L[ st -apy—20- oy + ) dydo =
0 0

1 1
1 _1 gy 1 _ 1 T@reé) 14 _
21 |, x(l—x)Q(x2—2x+1)dx—ﬂ ; z(l1—x) dz_ﬂﬂ(z@_ﬂ'w_ﬂ@_
1

720
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3.2 Cambio de variable

. Calcular las siguientes integrales en la region indicada.

a) /// (x+vy+2)?drdydz, V en la parte comin del paraboloide 2az > 2%+ y la esfera
v

2% +y? + 2% < 3a.

b) /// 2%dxdydz, V es la interseccion de las esferas z2 +y> + 22 < a?, 22 +y> + 22 < 2az.

c) / / / zdrdydz, V esta limitado por el plano z = 0 y la mitad superior del elipsoide

2 y2
%+?+§ 1
2 2 2
d) /// ( + ZZ—Q + > dzdydz, V es el interior del elipsoide - + ZZ—Q + 45 =1
a C
v

2
e) /// zdzdydz, V esla regién limitada por el cono 22 = h—z(x2 +y?)yelplano z = h.
a

Solucion

a) La interseccién se da en 22 + 2az — 3a®> = 0 =
(z — a)(z + 3a), es decir z = a ya que se elimina
la solucion z = —3a, pues z > 0 en el paraboloide

2az > 12 + y2.

Si z = a tenemos 22 4 y? = 2a?, curva de interseccién de las superficies y la integral es:

V2a2 =2 3a? 7a:2fy
///ererz da:dydz—/ / / Ly (z +y+ 2)*dzdydz.
V2a2—zZ

Efectuando el cambio a coordenadas esféricas tenemos x = r cos ) cos ¢, y = r cos 1 sen ,

z =rsent), J = r? cos, de modo que la integral se parte en dos integrales; donde r varia
asi:
0<r<2atanysecty, 0 < ¢ <27, 0 < < arctan %,

Ogrg\/ga, 0 < ¢ < 27, arctan <y <

S
Sl

La primera integral es:
27 arctan 72 2a tan v sec
/ / / r4(1+cos? 1 sen 2p+sen 2v cos p+sen 2v sen @) cos P dr dip dp =

2 arctan
/ / 2 32 a® tan® ¢ sec® ¢ (14-cos® ihsen 2¢+sen 2¢pcos p+sen 2ypsenp) cos Y dyp dp =
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arctan —/= arctan —=
27r?:5—2a5 / V2 s Psect pdy = %47m5 / v (tan® ¢ + tan” ) sec? ydyp =
0 0

64 5( ra®

1
aretan s _ 64 5<1_;+1 1) 11
6'8

6 1 8 1
tan ¢+ tan w) S 316 3

6

Observemos que en el calculo de la integral anterior las expresiones sen2p, cos ¢, seny
no significan que se anulan o eliminan, sino que la integral de la expresién como tal
vale 0. En efecto, al calcular la integral de [0, 27 ], ésta se anula en los tres casos.
Observamos ademads que (z + y + 2)? = 1 + cos? ¢ sen 2 + sen 21 cos o + sen 21 sen .

La segunda integral es:

27
/ / ) / r4(1 + cos? Ysen2p + sen 2¢pcos ¢ + sen 2ipsenp) cos P dr dip dp =
arctan ' :

1 \/5

27r/ . 57“5’ cospdy = 7ra59\[senw
arctanﬁ 0 arctan —F= \/5

18 5(1_ L

5 V3ra (1 \/§>

Se usé el hecho que seny =

SIE]

=18 a1 - 2) =

m\s%

tanty tan ¢
sec 1) \/1 +tanZ )

. Finalmente la integral es:

5
A~ (18v/3 — 18) +

5 a5g:@<18x/§—18+%):Wch’(lS\/g_%)

mTa-
5 6 5

b) Las superficies 22 + y* + 22 = a® y 2% + y* + 2% = 2az se intersecan cuando a? = 2az

. _a 2 _a
ie. z= 3. Asi, cuando z = 5 tenemos que "

2, .2 _ 3a° . y
t+yt = 2 (curva de interseccion). Va-
mos a cambiar a coordenadas esféricas, por
lo que necesitamos describir en la regién

acotada, las superficies en estas nuevas co- |

ordenadas. En efecto:
Sio<y < T 22+9y%+22 =2azseescribe r? = 2arsent) = 0 < r < 2asent), 0 < ¢ < 27.
Sig<y<3, 224+ 2+ 22 =a’seescriber=a=0<r<a,0< ¢ <27 Asitenemos

que:

a27m27y
z dxdydz—/ / / Z2dzdydx =
/// 1/35‘ a27127y
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2 2a sen ¢ 2
/ // rsen2¢cos¢drd¢d<p+/ / /r sen? 1) cos i drdip dp =
27r/
0

=

=(2asen))® sen2wcoswd1/1+27r/2 El)a sen® 9 cos ¢ di) =

6

2 5sen 0 2m586n"w 8 51 . 27 51( 1)_ ra® | Tra® _
5 32a ’ 5 3 |r 5% 523U "8) 532354
6
3+56_ 5 _ 59
35327 = 15077 -
c) /// zdrdydz = N
0<9 < 5,0<p<2m @ o =arcosycosp,
J = aber? cos 1. Yy = ar cos 1 sen p,
2 z = crsent
/ / / abc?r senp cos  drdip dp = °;
0 /_’_\
abe? w/o senpcospdyy — Tabe? SV R SRR VI
0 \\‘.‘_’_/k/
%ach. , a
Z A
- <y <3, T = ar cos cos ¢,
<9 Yy = ar cos sen ¢,

0< T, _
o fff (45 2) e

2 % / foiie N\
/ / / aber? cosdr dipdp = s L
o J-5Jo e
2rabel2 = 4rab 2\
Ta C3 = 3 aoc.
Az

e)Siz=h= 22+ 19y? = a®ie. eslacurva de inter-
2

seccién, pues 22 = h—Q(m2 + y?). Usando coordenadas
a

cilindricas tenemos 22 + 42 =r2,0< 0 <21, 0<r < q,

%r < z < h, por lo que: "

27 a h a
/// zdmdydz:/ / / zdzrdrd9:27r/ % <h2—h§r2> rdr =
0 0 0 %r 0 a

12,0 B2r\|" qt (1 - 1) = Lonze?
7r<2h7'—a24>’0—7rha 51 —47Tha.

2 52
5. Calcular / / / 22 dxdydz en la regiéon V limitada por el elipsoide 4+ Z—Q + 4 =1.
a
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Solucién Realizando el cambio de variable 2’ = £, ¢/ =

/// z?dxdydz = abe /// a’z?da’ dy' dz’ = a®be /// z?dxdydz.

\%4 x/2+y/2+zl2§1 x2+y2+22gl

z' = £, tenemos:

=

Asi tenemos que la integral es:

1— a:2—y
3bc/ / / 22dzdydx =
Vi—z2 1— w2—y

V1i—z2 ‘Z‘S\/l_x2_ll2
2a3bc/ / vy - a? = ytdyde = LIyl < VIS

el <1

1:L2

2
2a3bc/ / r2cos? 01 — r2(rdr)df =
o Jo

u=r?

27 1
a3bc/ cos? 9d0/ uyv/1 —udu =
0 0

3
a®bef(2, %)4/ cos? 0df =
0

I'(3)r(2) r'(3)
(1:)’170*772 4Ll — g3pe 2 =
I'(y) 22 350(3)

3berr.

15“

. Calcular /// Va2 +y2 + 22dxdydz, si V es la regién limitada por 22 + 32 + 22 = o2,
%

Solucion Usando coordenadas esféricas tenemos:

2r 5 a
///\/x2+y2+22dl’dydz:/ /2/rgcoswdrd¢dgp
o J-ZJo
i 2

us

2
= 27r%a42/ cospdip = mat.
0

. Colocar los limites de integracion, en la integral / / / f(z,y, z)drdydz para las regiones
dadas por:

a) V es el tetraedro limitado por los planos z +y+2=1,z =0,y =0, z = 0.

b) V esta limitada por las superficies 22 + y> = a®, 2 =0, 2 = h.

¢) V esta limitada por las superﬁmes == + :Z—j = z—;, z=c.

d) V es el volumen limitado por las superﬁcies z=1—-2%—9y? 2=0.

Solucién
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a) V es el tetraedro limitado por los planos « +y + z = 1,

r=0,y=0,z=0.

1 l1—z l—z—y
/ / / f(z,y,2)dzdydzx.
o Jo 0

b) V esta limitada por las superficies 22 + 3% = a?, z = 0,
z=h.
La integral de f sobre V' esta dada por:
Va2—zZ ,h
/ / / flz,y,2)dzdydx =.
¢) V esta limitada por las superﬁc1es = + %2 = i—z, z=c

La integral /// flx,y,2)dedydz =
/ / / f (z,y,2)dzdydz.

d) V es el volumen limitado por las superficies z = 1 — 22 — 2, z = 0.

// F(@,y, 2) dwdydz =
Vi—z2 1—22—y?

/ / / f(z,y,2)dzdydz.
V1i=z2?

Az:l—zz—yz

8. Calcular la integral / / / dxdydz en la regién limitada por las superficies 22 4 3% + 22 =

2az, r? + y? = 22 que contiene el punto (0,0, a).



3.2. Cambio de variable 143

2

.2 . A
Solucién La superficie 22 + 4% + (z — a)? = a? es una 2 +y® =22 " 2?4 y? + 2% = 2az

esfera de radio a, centrada en (0,0,a). Ademas, las su-

perficies se intersecan en z = a. Asi

a2_x2 a2—x2—y
/// dxdydz / / dzdydxr =
—a a2_$2 2+y
27r VaZ—r?
/ / / dzrdrdf = 277/(a + —r2 —r)rdr =

) =27r(2a —1a®+ia®)=md’.
0

(M)

7r( = %’I‘ %%(a —7?)3

2 V2x—1x2 a
9. Calcular la integral / / / z\/2? + y?dzdydx.
0 0 0

Solucion Realizando el cambio de variable z = z, x =

Ay = 2z — x2
rcosf,y =rsenf,lacurvay = V2 —22,con 0 < z < 2, Ly
/ : AN
: \
es = 2cosf, con 0 < ¢ < 7 yla integral se transforma § \
. > z
1 2

2cos 6

df =

D=

s
a2/ 8 cos® 0df = % % = %a2.
0 0

en:

% 2cos @ a g 5 3
/ / /zderdrdH:/ %%
0 0 0 0

10. Calcular la integral ///\/ 22492 +22dxdydz en la regién limitada por 22 +y2+22=x.
1%

22 4 y? 4 22 = g

=

Solucién La regiéon de integracién es una esfera de cen-
1 s 1 . 1\2 2 2 1
tro (5,0,0) y radio 3, o sea satisface (z—5)° +y*+2° =
Si hacemos el cambio a coordenadas esféricas x =
rcostcosp, y = rcosyseny, z = rsent), J = r?cos, la

esfera es representa por r = cos 1 sen ¢, con —Z 5 <Y <3, a”

-5 < < 5 ylaintegral es:

% % cos 1 cos 5
/// \/:c2+y2+22d:rdydz:/ﬂ/7r/ r° cos dr dipdp =

/ / 7cos 54 cos? pdipdp = / / cos® 1) cos® pdipdp =

/ cos ¢dw/ cos pdp = { Ziidr — 1
0

11. Calcular las integrales:



144 Capitulo 3. Integrales triples y multiples

Var—zZ a2_$2_y
a)[—/ / / (22 + y?)dz dydx.
—a J—a?—aZ

2a V2az—z2 v 4a2—x2—y2
b) I —/ dx/ / dz.

V2az—z2

Solucién ‘

a2—$2 a2—$2—y
a)l = / / / (22 + y?)dzdydx.
—a a/2_x2

Pasando a coordenadas esféricas, x = rcosycosg, y =

rcostsenp, z = rsen), el Jacobiano es J = r2cos?y y

0<r<a,0<9<2m,0<¢ <%, 2% +y* =r’cos®.

De esta forma tenemos que:

2m g a
I :/ / / 4 cos® Ydr dipde = %71'(15/ cos® hdip = %77(15.
o Jo Jo 0
2a V2azx—z2 4a27ac27y
b) I —/ / / dzdydz.
V2az—z2

Las variaciones de z, y y z son 0 < z < 2a, 3% + 22 < 2az EV 4’12 —at—y?

(.e. (z—a)?+y?<a?),0 <2< /4a? — 22 — y2, es decir

2?2 +y?+2%2 < 4a®, 2z > 0. Six = rcosf, y = rsenb,

NI

-2<6<% yr2 < 2arcosf, o sea 0 < r < 2acosf. Asi

2a cos 0 V4iaZ=r2
tenemos: I = / / / dzrdrdf =

5 2a cos 0
1 / Va2 = r22rdrdf =
-ZJo

2
1 %2 o oya[Pacest 1 2 2 g\ 2 3
1 W§(4a - df = -3 7T[(4 4a* cos* )z — 8a”|dh =
-3 i -9 -
Sma’ — %a?’/ ﬂ(l — cos20)2d = S7a® — 2a / | sen® 0|dO =
-z -3

% 3(7r—2/0 sen30d0> % 3(7r—2.%): %a?’(w—%).
12. Calcular las integrales triples cuando:
)V ={(z,9,2) eER*/0<2<1,0<y<1,0<z<ay}, f(z,y,2) = 2°y’2

b) V = {(z,y,2) € R3/a? + y* < 2pz, 0 < 2 < a}, f(z,y,2) = |zvyz|, p>0,a> 0.
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OV ={(z,y,2) eR3/a? +y*> < V?2?%, 0 < 2 < a}, f(x,y,2) = 2% + ¢ + 2°.

DV ={(z,y,2) eR¥/1 <a? +y*> + 22 <4}, f(z,y,2) = -

e)V = {(z,v, )GIR?’/x +b7+z—<1} f(z,y,2) = 2%y?*2%, a, b, ¢ > 0.

DV ={(x,y,2) e R3/2% +y? + 22 < a?}, f(x,y,2) = cos(ax + By +72),a >0, a, 3, v € R.
2V ={(z,y,2)ER3/x >0,y >0, 2 >0, x+y+2z <1}, f(z,y,2) = 2Py?2"(1—z—y—2)%,
D, q, 7T, s € R".

Solucion

a)V={(z,y,2) ER*/0<2<1,0<y<1,0<z<ay}, f(z,y,2) = 2%y3=.
OSISl 1

Lol oy 5 3 0<y<1
/0 / / 2y zdzdydr = 0<z<ay
1 1 1

/ o292 y‘jdydx*%/ x4dx/ ydy =
0o Jo 0 0

b) V = {(z,y,2) € R3/2? + y* < 2pz, 0 < 2 < a}, f(z,y,2) = |vyz|, p>0,a > 0.

Pasando a coordenadas cilindricas tenemos que 0 < z < q,

42?4 y® =2p2

0 <r<+2pz 0 <0 < 2w, la integral se transforma en:

27 pa  p2pz
/ / / |73]| cos @ sen O|drzdzdf =
o Jo Jo

27 a pv2pz
/ |cos986n9|d0/ / ridrzdz =
0 o Jo

3 a rv2pz

4/ cos&senﬂd@/ / r3drzdz =

0 o Jo

Jus a a
21 2.3 _ 9,21 4
Z/ dp*2°dz = 2p° 32
0 0 0

1,2 4

2sen? 6 = 3p°a’.

OV ={(z,y,2) e R3/2? +y? <b*2%, 0 < 2 <a}, f(z,y,2) = 2? + y* + 22
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22 4+ 4% = b222

Usando coordenadas cilindricas se tiene que 0 < r < bz,

0<z<a,0<0< 27y laintegral:

///(m2 + 9% + 22 dedydz =
v
27 a bz bz
/ / / (r? 4 2*)rdrdzdf = 27r/ (}17‘4 + 2r2z2)‘ dz =
o Jo Jo 0 0

m(3b* + b2)/0 2z = 5m(bt + 20%)a®

DV ={(z,y,2) ER3/1 <2 +y* + 2% < 4}, f(z,y,2) = L

Va2 +y2+ 22

Usando coordenadas esféricas tenemos x = r cos v cos ,

Am2+y2+z2:1y4

y = rcosyseny, z = rsen, J = r2cos, -5 <Y <3,

0<¢<2m1<r<2ylaintegral es:

o T 2 z 2
/0 //1 2 cospdrdpdy = 471'/0 coswd¢/1 rdr —

2
2:2m4r2| = 2m(4 ~1) = 6r.
1

e)V = {(z,y, )EIRS/Qj +b72+27<1} flz,y,2) = 2%y?2%, a, b, ¢ > 0.

Usando coordenadas esféricas generalizadas se tiene

0§T§1,—gSwgg,0§<p§27r,J:abcr2005wyla

integral es:

o o5 el / L
/ / / a®b3c3r0 cos® i sen? | J| cos? g sen? pdr dipdp = / / P \
0 -5 Jo R

1 z 27
2
a3b3c3/ rgdr/ 7r cos® 1) sen® wdw/ cos? psen? pdp =
0 -3 0

us

2 2
%a3b3¢:3/ (cos® 1 — cos” ) d1/1~4/ (cos? p — cos* p)dp =
0 0

Saict (24 — 240

(N[

)= RO D350 - D) = een

(SIS
N
N[ =

DV ={(z,y,2) e R¥/a® + 4 + 2? < a?}, f(x,y,2) = cos(az + By + vz),a >0, o, B, v € R.
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Sabemos que JP = matriz ortogo-

gL x*
gl %
g2 =

nal, con w = \/a?+ (%2 +~2. Asi la transformacién

X x
lineal |y | = P |y | define un cambio de variable,
z z
de modo que el Jacobiano es Oz, 2) |P| =
I(x,y,2)

1 y la integral satisface: / / / flz,y,2z)dedydz =
v

/ / / cos(wz)|P|dxdydz,
1%

pues la regién V es invariante por transformacion ortogonal, o sea:

T X X
m2_~_y2+22:(%y72) yl=|y PP y =X2+y2+z2§a2,
z Z vA

Usando coordenadas esféricas, la integral es entonces:

2 a us a b=
/ / /2 cos(wr senY)r(rw cosy)dy drdp = 27r/ rsen(wr sen ) . dr =
o Jo J-F 0 =

a

wr sen(wr)drw = 4—@ (senwa — wa cos wa),

2% 2r sen(wr)dr = 4—@

0 w= Jo w

puesto que /xsenxdm =senx — xcosx + C.

Observemos que la transformacion simplemente realizé una rotacion del eje z al eje

7= %(a, B,7), con el objeto de simplificar el calculo que involucra cos(az + By + 7z).

g)V:{(x,y,z)GRB/xEO, y20> 2207 x+y+z§1}7 f(x’y7z):xpyqzr<1_x_y_z)s,

p,q,r, s € R*.
Esclaroque 0 <z <1,0<y<1-2z,0<z<1—-z—y

y como / t%a —t)Pdt = B(a + 1,8 + 1)a®TP*1 la in-
1O 1—x l—-x—y
tegral/ / / 2Pylz"(1 —x —y — 2)°dzdyde =
. o Jo 0
/ (/ B(r+1,s+1)(1 —x—y)r+s+1yqdy> 2Pdr =
0o “Jo

)
B(r+1,s+1){3(r+s+2,q+1)/ (1—z)r+s+at2gpdy = z*
0
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Br+1,s+1)B(r+s+2,g+1)B(r+s+qg+3,p+1)=
Fr+1D)I(s+1)T(r+s+2)I'(q+1)T(r+s+qg+3)I'(p+1)
I'(r+s+2) I'r+s+q+3) I(r+s+q+p+4)
Tr+DI(s+ 1T (g+ DT (p+1)
I'(r+s+q+p+4)

En cada una de las siguientes integrales representar la regién V' de integracién y cal-

cularla.

a) / / / xy?23dzdydz, V es la regién limitada por la superficie z = zy y los planos = = v,
v

r=1,2=0.

b) / / / zyzdrdydz, V es el primer octante de la esfera 22 + 3% + 22 = 1.
1%

c) /// Va2 +y2drdydz, V es la hoja superior del cono 22 = 22 + y? y el plano z = 1.
v

Solucion

z

a) La region consideradaes 0 < z <ay,0 <y <z,0<x <1,

por lo que:

1 x Yy
/// zy? 23 dedydz z/ (/ (/ a:y223dz> dy) dr =
0 0 0
v
1 @ 1 1
1.5,6 _ 1 571" 5. 1 124, '3
/0 (/0 1Y dy> dxi/o 28° Y ’0 dxi/o 287 dz = 28-13

b) En laregion se tiene 0 < z < /1 — 22 — 92,0 <y < V1 — 22,

0 < x <1y usando coordenadas esféricas tenemos:

xyzdrdydz = 1 Ve e zyzdz | dy | doe =
F/ 0 0 0

1

_ 1
o 364

/ / /T2cos¢r30052wsenwcosgosengodrdcpdw:
o Jo Jo

1

0

w/2

s s
2 2 1 /2
/ cos31/zsen¢dw/ senwcoscpdg&/ r5dr:—%cos4w‘ 1sen?yp 6
0 0 0 0 0

r

1
6
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111 _ 1
1°2°6 = a8
> . 5T 5
¢) La region esta dada por /22 + 32 < 2 < 1, ‘s

—/1—-22 <y <+v1-22 -1 <z <1y usando coordenadas

cilindricas:

/// V2 +y2dedydz =
v

» 2> +y® =1

P[0 ([ v ) as [ ([ ([ o)) 0=

1
27r/ r2(1 —r)dr =27 (17“3777’ )|0f27r(%7i):%.
0

En las siguientes integrales iteradas de una funcion f(z, y, z) positiva, dibujar la regién

de integracion S y expresar la integral efectuando la primera integracién respecto a y.

a) /1 (/1m (/Hy f(x,y,z)dz) dy) dzx.
o [ ([ ([ o stenaae) ) an
¢ i </01 </OI o f(x,y,z)dz) dy> dx

Solucion
a) Al proyectar sobre el plano xz observamos que la

region se parte en dos regiones con ayuda del plano

EN
T =. 1 s 2=y
La regién (I) se puede determinar asi: si0 <z <1,se ,_,. /- '/’,74“" rty=z
tiene que z variade 0 a x i.e. 0 < z < z (ver grafico) y Y, 4 (I
< >y
finalmente para (z, z) fijo, la variable y varia del plano y e \ \m 1+ y=1
» "r =y

y=0alplanox +y=11ie. 0<y <1—ux. *

En la region (II) para 0 < z < 1, se tiene que z variade z = z a z = 1 y para (z, 2) fijo
la variable y va desde el plano z +y = zal planox +y = 1,0seaz —x <y < 1 — x.

Finalmente se tiene:
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/01 (/Ol—x (/;er f(a:,yw)dz) dy) dr —
LU mw) o [ (] ([ enr0) )

b) Al proyectar sobre el plano zz se tiene que para0 < z < 1,z variadez = —xaz =2
ie. —z < x < zy para (z,2) fijo, y varia dentro de la superficie 22 = 22 — 32, o sea

V22— 22 <y < a2 — 22

De esta manera tenemos que:

/11 (/z (/ﬁf(x,y,z)dz) dy> de —

1 z Vz2—x2 -

/ / / flz,y,2)dy | dz | dz.
0 —z —V22—z?
c¢) Al proyectar la superficie sobre el plano zz, la regién
se parte en dos de acuerdocon 0 < x < 1,en 0 < z < 22,
2?2 <z<a?41.
Enlaregion (I),0<z<1,0<2<2%,0<y<1.
-y

En laregién (II), 0 < z < 1, 22 < z < 22 4+ 1, la variable

y varia desde la superficie y = vz — x2 hasta el plano

=

y=1,0sea vz — 22 <y < 1. La integral queda asi: e

/01 </01 </0w2+y2 f(x,y,z)dz> dy> de —
L (w7 (tenon) )

15. Verificar que / (/ (/ (@) dt> du) dv = %/(m —t)2f(t)dt, donde f es una funcién
o \Jo \Jo 0

integrable sobre todo intervalo [0,z ].
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Solucion Es claro que 0 <t < u < v < z, por lo tanto si
integramos primero respecto a u (¢t < u < v); luego respecto

av (t <v <z)yluegorespectoat (0 <t <zx)setiene:

0 (/0 (/Ouf(t)dt)du)dv:/om(/tm(/tvdu)dv)f(t)dt:
/Ow </tv(vt)dv> f(t)dt/oz -

%/Ox(x —1)2f(¢)dt.

v=t

151

Es importante aclarar como se obtuvieron los limites de interpretaciéon geométricamente,

para verificar que estan acordes con el estudio analitico que se hizo de los mismos.

Primeramente veamos que todas las variables oscilan entre O y x,con 0 < ¢ < u < v < x.

Para t fijo, se tiene que v varia de t a z.

Para determinar la variacién de v, para t fijo (ya no depende de u) v varia desde el plano

v =t al plano v = .

Calcular las integrales siguientes pasando a coordenadas cilindricas:

a) / / / (2 4+ y*)dxdydz, V es el sélido limitado por la superficie 22 + y> = 2z y el plano

Vv
z=2.

b) / / / dxdydz, V es el sélido limitado por los tres planos coordenados, z = z2 + 3?2,

14
r+y<1

c) / / / (y* + 2%)dxdydz, V es el cono recto de revolucién de altura h, de base en el plano

v
xy de radio a, cuyo eje es el eje z.

Solucion

a>///w vy = [ (/(
27r/027“3<2— (

L
4
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1 1—x w2+y2 % m r2
b)/ / / dz | dy dx:/ / / dz | rdr | df =
0 0 0 0 0 0

1

% cos O+sen O g g 4
3 _1 1 _1 sec*0df  _
/0 /0 ridr ) df =7 /0 (cos B + senf)? =y /0 (1+ tan)*

. /’5 (1+tan®@)sec?9dd | /°° (1+u?)du =
1 (d+u’)du
0 0

T = o "= 5T send

(1 + tan6)* 4

Il
=
/
ol

|

—_

+

—
N————

I
=

2w a =Ty,
c)/ (/ / (r?sen? 0 + 22)dz | rdr | df =
0 0 0
2m a 2 2 3 3
hr#(a —r)sen*6  h*(a —r)
/0 (/o ( a + 327 rdr | df =

5a —4r)sen®0  h3r?(10a® — 10a%r + 15ar? — 413)
20a * 60a’

do =
0

20 60 60 20

o\

N

3 3
N —
>

3

o

a*hsen® 6 + a2h3> a6 — 2mwa’h3 + 4a’h /77/2 sen2 6 do —
0

= T a2h(3a? + 2h?).

Calcular las siguientes integrales pasando a coordenadas esféricas.

a) / / / dxdydz, V es el solido limitado entre dos esferas de radio a y b (0 < a < b).
v

b) / / / 1 drdydz,V es una esfera de radio p centrada en el
V@ —a)P 4y =02+ (2 o)

origen y el punto (a, b, ¢) es un punto exterior a la esfera.

Solucién
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ZAx = rCcoscosp
‘y = rcosisen
piZ= T sen

voly

NIE]

o [ aravic= [ (2 ([ oot ) o -

3 b
27r2/ | cos | d %ri)" = %ﬂ'(b?) —a®).
0 a

b) Rotando los ejes 2/, ¢/, 2’ de modo que (a,b,c) quede
sobre el eje z en el sistema z, y, 2, a una distancia o =

Va? + b2 + ¢2 del origen, entonces:
/// dz' dy' dz’ _
N R GO

/V// T / (/ </ V= zaww ¥ az> C“”) =

NE]

p 3 _ p
27r/ 2racospdy (—%rdr) = —g/ 2\/7‘2—2arsen¢+oz2‘ L rdr =
0 a 0 2

~T \/r2 = 2arseny + o?

[\v]

p P P
—%r/ (|7"—04|—(7“—!—0())7“dr:—%77r (a—r—r—a)rdr:%r 7“2dr=%%a3=
0 0 0
47 p3
3vaZ + 02+ 2
Se puede definir la transformacion x = apcos™ psen™ 1, y = bpsen™ psen™ ), z =

cpcos™ 1, donde a, b, ¢, m, n son constantes positivas. Demostrar que el Jacobiano

esigual a —abemnp? cos™ ! psen™ ! pcos” !y sen?" 1 4p,
Solucién Se tiene que:
acos™ psen™ 1) —mapcos™ ! psenpsen™ 1) napcos™ @sen” ! 1) cos P
J =1 bsen™ psen™ 1 mbpsen™ L pcospsen™ 1y  nbpsen™ psen™ 1) cos )
ccos™ 0 —cpncos™ L sen)

= ccos™ Y(—abnmp? cos™ ! psen™ ! psen?" 1 1) cos i) — nmabp? sen™ ! p cos™ L

sen?" =14 cos h)—cpn cos™ 1 ¢ sen 1 (abmp cos™ L psen™ 1 psen®” yh+abmp cos™

sen™ 1 psen?" )

= —abemnp? cos™ ! psen™ 1 psen?” 1) cos 1 (sen? ¢ + cos? )

2
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— abemnp? cos™ ! psen™ ! p sen?” 1(cos? p + sen? )
= —abemnp? cos™ ! psen™ 1 @ cos™ L hsen?" L ah(cos? ¢ + sen? 1))

= —abcmnp? cos™ ! psen™ 1 pcos” ! P sen? L.

19. Colocar los limites de integracién pasando a coordenadas cilindricas o coordenadas
esféricas en la integral triple / / / f(z,y, z)dzdydz.
v

2

a) V es el volumen situado en el primer octante y limitado por el cilindro 22 + y?> = a? y

los planos z =0,z =1,y =z, y = v/3x.

b) V es el volumen limitado por el cilindro z? + y? = 2z, el plano z = 0 y el paraboloide
z =z + 92

¢) V es la parte de la esfera 22 + 32 + 22 < a2 situada en el primer octante.

d) V es una parte de la esfera 22 + y? + 22 < a? situada dentro del cilindro (22 + y?)? =
a?(2? —y?), z > 0.

e) V es la parte comun de las esferas 22 + 4% + 22 < a2y 22 +y? + (2 — a)? < a?.

Solucion

a) Usando coordenadas cilindricas tenemos x = rcos#f,

y:rsenﬁ,ogzglycomotanﬂzg:\/g:>0:%

T
y como tanf = % =1=0¢=7,porloque 7 <0 < %.
Ademas 0 < r < a y asi tenemos que: z

/V// f(z:,y,z)dxdydz/01 (/; (/Oaf(rcosﬂ,rsen@,z)rdr)d@)dz.

b) Usando coordenadas cilindricas el circulo se escribe

Az
;
z=a%+y? A \
A )

r? = 2rcosf ie. r =2cosl, -5 <0< 5, J=r 2=

22 4+ y? =12, por lo que /// f(x,y, z)drdydz =
1%

/72r (/OQCOSQ (/0r2 f(rcos 9,rsen0,z)dz)rdr)d9. F\*T = 2cosd

fL"Q

ol
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¢) La esfera en el primer octante se escribe z =
rcosycosp, y = rcosysenp, z = rsenyy, 0 < r < a,

0<¢<Z%,0<¢<ZE,J=r’costy tenemos:
J|[ s 2yizayas -
v

/5 (/g </“ f(rcoswcosgo,rcoswsengo,rsenw)ﬂdr) coswdw)akp.
0 0 0

d) En coordenadas cilindricas, el cilindro (22 + y?)? =
a?(z? — y?), = > 0, se escribe r? = a%cos20 i.e. r =

avecos20, z € R, que es una lemniscata de Bernoulli,

—1 <0< %, puesx >0, =r. Ademds z = va® —1r?y

la integral triple se escribe:

% av/cos 20 va2—r2
/// f(:v,y,z)dxdydz:/ (/ (/ f(rcosﬁ,rsen@,z)dz) )
7 -I Yo —VaZ=r2

e) Para determinar donde se intersecan las super-

ficies, usamos las ecuaciones z2 + 32 + 22 = a?,

2+ +(z—a)? =a®> = a® - 22+ (z—-a)? =

a? =z = %, es decir se intersecan sobre el plano
z= %, lo que determina el circulo z2 + y? = %aQ,

que es la proyeccion de la interseccién de las superficies sobre el plano z = 0. De esta
manera tenemos que a — /a2 — 22 —y2 < 2 < /a2 — 22 — y2, J = r. Pasando a coorde-
nadas cilindricas tenemos que 0 < r < ?a, 0<f<2m,a—+va%2—1r2<z<+Va%—-1r2

con lo cual la integral triple se escribe:

27 ?a a?—r?
/// f(:z:,y7z)dxdydz:/ (/ (/ f(rcos@,rsen@,z)dz)rdr)d@.
0 0 0 a—vaZ—r?

Si usamos coordenadas esféricas, la expresion es un tanto mas complicada.

Tomando x = r cos 1 cos @, y = rcosysen, z = rsenp, J = r? cosy. Cuando z = % sobre
la esfera tenemos z = % = aseny = 1) = 7, entonces si 0 < ) < 7, el valor de r varia
de 0 a la esfera de centro (0,0, a) y radio a, en tanto que si § < ¢ < 7, el valor de r varia
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de 0 a la esfera de centro (0,0,0) y radio a. El angulo ¢ en ambos casos varia de 0 a 2.

En el primer caso 0 < r < 2asent y en el segundo caso 0 < r < a. Asi la integral triple
se transforma en /// f(z,y, 2)dzdydz =
v

us

27 3 2a sen 1)
/ (/ (/ f(rcoscos g, rcost sen <p,rsen1/1)r2dr) cosdzdzb)dcp +
0 0 0

\ Bl

/27r / / f(rcosycose,rcosypsen p,rsenth)r 2dr> coswdd))dcp
0

Calcular las siguientes integrales triples pasando a coordenadas esféricas o cilindricas:

a) /1 (/m (/ e \/mdz)dy)dx.
0 0 0

b) /// (22 4 y*)dxdydz, V es el volumen dado por a? < x2 4 4% + 22 < b2, 2 > 0.

c) /// dxdydz ,V eslaesfera 22 + y2 + 22 < 1.
i

d) /// dxdydz ,Veselcilindroz?+y2<1,-1<2z<1.
Va2 +y?+ (2 - 2)?

Solucmn

a) Usando coordenadas esféricas x = r cos ) cos ¢,
y=rcostpseny, z=rsenth, 0 <r <1,0<¢ < §
0 < ¢ < 7, entonces:

/, (/Om(/ T ) -

0

m s

/02 (/02 (/017«3617") coswdw)dgp: ilg _ %

b) En este caso, para generar la parte superior de

la esfera, tomamos 0 < ¢ < 27, 0 < ¢ < 7 y para

a® < 2?2+ y? + 22 < 12, se tiene a < r < b, es decir

pasando a coordenadas esféricas tenemos:

/// ® +y°) dxdydz—/h(/og (/(lbr4cos?’wd7“)d¢)d<,0:%(bs_a5)'§'2ﬂz

570" — ).
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c) Por el uso de las coordenadas esféricas tenemos que za

0<r<1,0<p<2m -5 <9 < 7, entonces:

/// Va2 +d;didzz E
e
1

o [ ([ i) (=5 [

1

1 1
| Q—=r—(+2)rdr=m | 2r%dr= 2777'3‘ — 25
o o 3 o 3

Az

d) Haciendo uso de coordenadas cilindricas tenemos 0 < @
r<1,-1<2<1,0<0<2ry/r2+y2+(z—2)2
se transforma en m , por lo tanto la integral
triple es /// drdyd> = m' e
V2 2+ (z-272 1

1

[ g [ (4 [ )i
27T/_11 m‘;d322ﬂ/_11 (m_ (2—2))dz:
2w(%1n(\/W+z—2) +%(2_2)\/m+272_22)‘1—1 -

V2 -1
m(In(vZ—1) = V2 -4 (In(vI0 - 3) — 3v10+4)) = 7(3v10 + In ==

—ﬁ—s).

3.3 Calculo de volumenes

Calcular el volumen de un sélido limitado por dentro de la esfera 22 + y?> + 22 = 5y

dentro del paraboloide z2 + 3% = 4z.

Solucion Las superficies se intersecan en un plano que

es solucién del sistema 22 +4z -5 =0=2=1,2= -5

y la tltima solucién se elimina.

Asi tenemos que el volumen es:
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Vo /(/( ) ) /02”(/02<4jjﬁdz)rdr>d9:

QWA Qﬁfﬁj iz)mh—ﬂ< (5—12)3 - f)z (ﬁ_q)—zg):

0
%W(S% —1-3)= %W(5\/§ —4).
Calcular el volumen de un sélido limitado por el plano zy, el cilindro 22 + y? = 22 y el
cono z = y/x2 + 92,

Soluciéon La interseccion del cilindro (z — 1)? + 32

lyelconoz = +22+y? eslacurva z = 2z, y =
+v2r — 22,0 < z < 2. Asi tenemos que:

Vo /V// ways = [ ( () W> 2o—

jus
2

% 2cos 6 ) % 1 ; 16 1.9
[ /0 redr | df = [ §(2c039) do = 315 =

s
2

DO
[SN]] )

32
9
Calcular el volumen de la regién limitada por:
a) el elipsoide 422 + 3> + 1622 = 16.
b) la esfera z2 + y? + 22 = 16 y el cilindro 22 + 3% = 7.
c) paraboloide eliptico z = 222 + y? + 1, el plano = + y = 1 y los planos coordenados.
daz=y% 22 +y>=0%2=0.
e)z=x+y’,y=2%y=1,2=0.
02?4+ y? =2ax, 2 =ax, z = Bz, a > .
g)2az=a>+y% 22 +1y> —22=a? 2=0.
m$+%+Z—L
Vez=z+4+y,zy=lLzy=2,y=x2,y=2x,2=0,2>0,y>0.
NDz=2—xz—2y,2=0,y=0,2=0.
k) por el paraboloide 22 + 4y* + 2z = 4 y el plano zy.

Dz=1-22—y?elplanoz=1—-y,2=0,z=0,y = 0.
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m) y? = 4a® — 3azx, y® = azx, z = +h.
n) la parte del cilindro 2% + y? = 2ax comprendida entre el paraboloide 22 + y? = 2az y

el plano zy.

2

0) la esfera 22 + y2 + 22 = a” y el cono 22 = 22 + y? (parte exterior respecto al cono).

. y _ y 2
p)lasuperﬁme( +b2+ ) _%2_;_1)72_%2_
2
q)lassuperﬁc1es—+b—2+— 2,%—1—2—2—%:0,220.
Solucién

a) el elipsoide 422 + 3> + 1622 = 16.

Dada la simetria del elipsoide con respecto a los ejes cartesianos, el volumen es ocho

veces el volumen del primer octante, es decir:

2 p2V/4—22 %\/16741:27y2 2 p2v/4—x2
V=8/ / / dzdydsz/ / V16 — 422 — y2dy dx =
o Jo

2
16 — 422 — 42 A Yy
/0 [y T =y  + - c y=+2vI -2
2V4—z2 : 4
(16—422) arcsen yQ} \
V16 —4x2 | \

2
(0—0+ (16 — 42?)im — 0)dz
0

im(16:2 — 32) = 27,

b) la esfera x? + y? + 22 = 16 y el cilindro 22 + 3% = 7.
La esfera y el cilindro se intersecan en 7+ 22 = 16

i.e z = %3, por lo que el volumen es:

VT VT7—x?
V—Q/ 16 — 22 — y2dydr =

VT J—T—22
27 \ﬁ 5
2/ / V16 — r2rdrdf = —2w%(16 — r%)2

—am(27 —64) = 181

c) paraboloide eliptico z = 222 + y? + 1, el plano = + y = 1 y los planos coordenados.
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La region de integracion se reduce al triangulo que aparece en Lz=222 442 +1
la grafica, por lo que:
l1—zx
V= / / (222 +y? +1)dydx—/(2x y+ 33 +y)
0

1 1
/0(—73: + 322 — 22 + §)dz = (—%x + a3 —x2+§x)‘0:

7 _
—ﬁ+1—1—|—§—1.

dr =

‘1x

d)az =192 22 +y2 =062, 2=0.

Solucion Dada la simetria de la superficie, el volumen es:

G b VB2
// —dydx = %// y2dyde =
Vb2 —22 . 0 Jo

4 [Zs o 2 . _
3a/0b(1 sen®0)zbcos0df =

w\»—A

%/
wl

4949 mb*
cos™* 0dli = da

ez=2+y*y=2%y=1,2=0.

Claramente tenemos que el volumen es:

VY
V—// x+ydmdy—2/(yw+ ) dy =

3 5 e
2/ (3y? +yd)dy = (3 2y3 +%y2)
0

f) 22+ 92 =2azx, 2 = azx, 2 = Bz, a > .
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z:amlzzﬁx

Es claro que el volumen es:

2a 2ax— ac2 2a
/ / —B)xdydr = 2/ (a—p)zV2ax — 22dx =
0

2a1r— x2

Q(Q—ﬁ)/ (a+acosf)a? sen? 0dh = 2(« ﬁ)a?’/isen2 0do+0 =

2 2
us

4(a — ﬂ)a?’/o2 sen? 0d0 = (o — B)a’r.

g)2az =2>+y?, 22 +y? — 22 =da? 2 =0.

Las superficies se intersecan en 2az — 2> = a? i.e. z = a, por lo que si definimos

Ay ={(z,y) € 1R2/a2 < 22 + y? < 242}, el volumen es:

22 4y? 2az:x2+y2412+y27z2:a2

2 2 _
(1 —X 2a
/ / / dzdydx + /// dzdydr =
—a a27a:2 X /$2+y27a2

a

2 27 \fa 2
/ /—rdrd@—F/ / — — —a2)7“d7"d9—

4 4 9 5 53 V2
g%—i-w(i—a—g(r —a)2)a =
£a3+w(a372agfla3)*ﬂa3
4 3 4 377

1
Lo o

el Jacobiano J~' = | g % 0 | = J = abcy se tiene
0o o 1

C
22 + 4?2 4+ 2/ = 1. Usando coordenadas esféricas tenemos:

2r 2 el

// dxdydz:/ /2 / aber? cos ) dr dip dp =
o J-%Jo

v 2

27mbc§/ cos Ydyp = 77rabc
0
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VDz=z+y,zy=Lay=2,y=z,y=2x,2=0,2>0,y>0.

V= //zd:z:dy = //(m + y)dxdy. Sea u = zy, v = %, r=ulv"%,y=uv?, entonces:
R R

%u_%v% %u%v_% 1 1 1 flz,y) =z +vy
J: 1 -1 _1 1 1 _3 :_@_@:_%’
Eu 20 2 —iuzv 2
2 2
por lo que V = 1 l[(@)% + (uv)%]dudv =
2/ ), v

PDz=2—2—-2y,2=0,y=0,2=0.

V:/:/Oz;c(z—x—zy)dydx:
[(emn -2 2y

2 2
/ (17x+%m2)dx:(xf%x2+l—12x3)‘ =
0 0

2-2+3 =2

k) por el paraboloide 22 + 4y + z = 4 y el plano zy.

El volumen claramente es:

2 piva—a? 2 .
V= (4—x2—4y2)dyda:=%/ (4—a?)2dx =
1Va—a2 2

Dz=1—-22—y?%elplanoz=1—y,2=0,2=0,y = 0.



3.3. Calculo de volumenes 163

Las superficies se intersecan sobre el cilindro P/

2?2 4+ y?> —y = 0. El volumen es:

o[ LI

/Ow<y—y>zdy—g/0 (1— 2y — 1))})dy =

2
1 4 — 13 1 -
5 /0 cos® 0df = 56T 3277 haciendo el cam

bio de variable 2y — 1 = sen 6.

m) y? = 4a® — 3ax, y?® = ax, z = +h.
Ay2 = 4a? — 3az
L2

El volumen esta dado por:

40—
/ / / dzdzdy —/ 2ha: dy =
—a _ z
4a® — 3?2 4a —4y
—a _
4h “ 4h 4
3, (4a%y — y?’)’O 3a( —3a ")

n) la parte del cilindro 2% 4+ y? = 2ax comprendida entre el paraboloide 22 + 32 = 2az y el

plano zy.

Igualando las ecuaciones de las superficies, vemos que

. .2 2
se intersecan sobre el plano z = =z, de modo que b 2az=2"+y
+y

2a V2ar—xz2?
el volumen es V = / / / dzdydx =
2ax— :c2

2a cos 0 2 2a cos 0 3
/ / / dzrdrdd = 2 / / L drdg =
s 0 0 2a
2

3 ,
2acost94d6’ = 4a3 cos*0df = 4ad3m =
16
a Jo
rad.

=

0

NI

o) la esfera 2% 4+ y? + 22 = a® y el cono 22 = 22 + y? (parte exterior respecto al cono).
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22 4+ y? 4+ 22 = o2

Las superficies se intersecan en z = j:% y el volumen es

a2
27

mas la parte dentro de la esfera exterior a este mismo

la parte exterior del cono dentro del cilindro z2 + 3% =

cilindro. El volumen es dos veces el volumen cuando z >

0, por lo que si tomamos coordenadas cilindricas tenemos:

2 2 VaZ=r?
—2/ / / dzrdrd0+2/ / Va2 —r2dzrdrdd =

3 a
47ra (2)2(2 2) —4i3\/§+ﬁ32 2\f7m

322" VA 3
. 2 2.2 2 2 2
p) la superficie (%+i—2+2—) :%Jr%,%,

Usando a coordenadas esféricas generalizadas,
T = arcosycosy, y = brcossenp, z = crsen,

J = aber?cost), la ecuacién de la superficie es

r* = r2cos?y — r?sen®tp = r?cos2i, es decir
-1/

= \/cos2y. La superficie se puede generar de ~ {7 [ o

dos maneras distintas:

r=+cos2p, =5 <p < T,0< o < 2r,
=\eos2), — T <Y< To-T <Y< T 0<p< 7

Asi tenemos que el volumen es:

C0§2 CObQ
= abc/ / / r2 cos drdide + abc/ [SW / r2dr cos v dip dp =

1 1
%wabc/ . (cos 2@/})% cosdi + gwabc /37r (cos 2@/})% cosdiy =

1 7!

s s

4 4
%ﬂabc/ (1 — 2sen? 1/))% cos di) + %Wabc/ (1 — 2sen? 1/1)% cos di) =

7% % u:\@senw
1
%wabc%/ (1—u)2du = , gwabc\[/ (1 —sen2 )2 cosfdf =
1 u=sen
_ m2abc

2_pabeg / ? (cos? )2 cos Odf = 4abcﬂ/ cost 9dg = 4abe 3
0 3v2" Jy :
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2 2 2
q)lassuperﬁcies%+y—+— 2,%+y——z =0,2>0.
a

24.

b? a oA
. Z_ —
Las superficies se intersecan en el plano z = c. EoE Tttt gt a2

Por otro lado, si se hace el cambio de variable

L _ g, % =y, ¢ =4 = ///dwdydz =
1%

abc / / / dx'dy'dz’, donde V' es el volumen deter-

V/
minado por /2 + 2 + 22 =2, 22 + ¢y — 2?2 =0,

z > 0. Usando coordenadas cilindricas se tiene

que:

2
2— z2—y Vi—z?
= abc/ / / dzdydx = / / — 22 —y2— /22 + y?)dydx =
V1i—z2? T2+y Vi—z2 t2

2m
abc/ / (V2 =712 —r)rdrdf = 27rabc/ (V2 =r2r — r?)dr = 2mabe( — (2 —r 232 _
0

3)‘0 = 27rabc( - %1% — % + %2%) = QWabC(%\f* %) = %mzbc(ﬁf 1).

[SMIN)

wh—t

Calcular el volumen de los cuerpos limitados por las superficies dadas, efectuando inte-
gracion triple:

a) Por los cilindros z = 4 — 3%, 2 = y? + 2 y por los planos © = —1, z = 2.

b) Por los paraboloides z = 22 + 32, 2 = 22 + 23?2 ylos planos y = z, y = 2z, z = 1.

¢) Por los paraboloides z = z2 + 32, z = 222 + 232, el cilindro y = 22 y el plano y = z.
d) Por los cilindros z = In(z + 2), z =In(6 — z) ylos planos c = 0, z + y = 2, . — y = 2.
e) Por el paraboloide (z — 1)? + y* = z y el plano 2z + z = 2.

f) Por el paraboloide z = 22 + y? y el plano z = = + 4.

g) Por la esfera 22 + 4% + 22 = 4 y el paraboloide =2 + y? = 3z.

h) Por la esfera 22 + 32 + 22 = a? y el paraboloide 22 + y* = a(a — 2z), z > 0.

i) Por el paraboloide z = 22 + 3% y el cono 22 = zy.

j) Por la esfera 2% + y2 + 22 = 4az — 3a? y el cono 22 = 4(z? + y?) (tomando en cuenta la

parte de la esfera dentro del cono).

k) (22 +y? + 22)2 = a3z, o bien (22 + y? + 22)? = a3z
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D (2% + 92 + 2%)% = azyz.

m) (22 + 12 + 22)3 = a224,
n) (22 + 42 + 22)3 = ab2?
217

0) (22 + y? + 22)3 = a?(2? + y2)2.

p) (x2+y2)2+24:a3z.
q)$2—|—y2—|—22:1,x2+y2+22:16,22:x2+y2,x:O,y:O,z:O,x20,y20,220.

Solucién

a)z =4—19% z2=9y2+2, 2 = —1, 2 = 2. Las superficies R

se intersecan cuando z = 4 — y? = 42 +2 = y = +1. El

volumen est4 dado por V = /21 (/11 (/y4y2 dz) dy) dr =

2+2

/21 </11(2 — 2y2)dy)dx = 2.3.2( _ %y?’) ’; _ 12% _s

b)z=2?4+9y% z=22+2y%, y=1z,y = 22,z = 1. En este

caso0 <z <1,z <y<2z 224+y?><z<z?+2)32 porlo

1 2x 12+2y2
queVZ/ / / dz )dy |dx =
1 2% 1
2 _1 3 _ 43 _Z.ﬁ’l_l
/0(/36 ydy)dm—g/o(Sx x)dx—340—12.

c) z=x24+9y> 2 =222 +2y%, y = 22, y = x. Los cilindros
y = 2%,y = x se intersecan en x = 0, z = 1, por lo que

0<z<1,2°<y<wza®+y® <z< 2%+ 2% o sea:

V/Ol(/;(/;i;wz dz)dy)d:c:
1 x X
/0 ( /352<fﬂ2+y2>dy)dx: /0 (a9 + 10°)

1 1
/ (40—t~ Laf)ar = (3t~ Lo - Lor)[ =11 L _ 3
o \3 3 3
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dz=n(z+2),z=6—-2z),z=0,z+y=2,x—y=2.

En estas condiciones tenemos que 0 < x < 2,z—-2 <y < 2—ux,

In(x +2) < z <In(6 — =), entonces:

e [T ) -
/02 (/I:x“““” — @)~ In(z +2))dy ) do =

/ 2(4—2:1:)(1n(6—:z:)—ln(x+2))dx - ((x274x712) In(2+2)+(—2%+4z—12) ln(671)+8m> ]O =
0

4(4—-3In3),ya que/xlnxda:: %xhnx— ixQ—i—C,/lnmdw:xlnm—m—i—C.

e)(x—1)2+y?=1z22+2=2.
Las superficies se intersecan cuando (z — 1) + y? = 2 —

2z = x? + 32 = 1, es decir la proyeccién de la interseccién

sobre el plano xy, es una circunferencia centrada de radio

1.

El volumen estd determinado por las desigualdades —1 < z < 1, —vV/1—22 < y <

V1—a22,y? + (x —1)2 > 2 > 2 — 22, es decir:

T T T Ty o A
1

/:ﬂ (/0 (1 —TQ)rdr)dH = 277(% - %)‘; = %
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De=a2+9y%,2=2a+y. iz
La interseccion de las superficies esta dada por la |
ecuacion z = 2’ +y? =z +y = (z—3)*+(y—3)*=1,0
sea que el corte de la superficie z = 22 + y? con el plano

z = x +y, es tal que al proyectarse sobre el plano zy nos

da una circunferencia de centro (3, 3) y radio %, por lo

que 22 + y? < z < x + y. El volumen es:

0 dwdy — (@ +y—a® —y*)dwdy.
) ( z2+y? )

R

1
Efectuando el cambio de variableu =2 — 1, v=y— 1, J = =1, por lo que:

0 1

//(w+y—w2—y2)dwdy=//(u+§+v+§—(u+§)2—(v+%)2)dudv:

R C

//(% —u? —v?)dudv, donde C = C((0,0), 75 es el circulo de centro (0,0) y radio 7.

c
Pasando a coordenadas polares tenemos que:

27 1
2_ .2 vz 2 2 4 3
//(%—u —v )dudU:/O (/0 (3-r )rdr)d@z%r(%—%)‘o :%(
c
g)ax?+y?+22 =422 +4y% =3z

Determinemos los puntos en que las superficies se

intersecan 22 + 3z —4 = (2 — 1)(2 +4) = 0 y como se

elimina z = —4, tenemos que z = 1.

Si z = 1 tenemos la circunferencia =2 + y?> = 3. Pasando a coordenadas cilindricas se

tiene que el volumen es:

V3 V3—x2 \A4—z2—y? 27 V3
— — —2_ 1.2 —
V—/_\/g(/_m(/ngyz dz)dy)dx—/o (/o (\/4 ri—gr )rdr)dG
V3
Ly g1 = 1,8 9)_19
27r( 3(4 ré)2 127“)‘0 —27T( 313 12)— 6
El volumen de la regiéon complementaria es %7‘(’(2)3 - %’ﬂ' = %7‘(’
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h) 22 + 9% + 22 = a?, 2% + y? = a® — 2az, z > 0. iz
Las superficies se intersecan cuando a® — 2az + 22 = a2 =

z(z — 2a) = 01i.e. z = 0, pues z = 2a no satisface la ecuacion de

la esfera.
a? — g2 — o2

Cuando z = 0 tenemos la circunferencia 2 +y? = a’y <z yad—a? -y

Asi el volumen es (usando coordenadas cilindricas):

V= ’ (/\/“z</a2_“;—j;—y2 czlz)dz/)d:v:/027r (/Oa( a? —r?2— azgarz)rdr)d&:
Y- =

—a

1 2_2§_L(2ﬁ_ﬁ)>‘“_ (13_Lai>_ (;_l)s_g 3
27r( (a® —719)2 5a\ 5 — O—27r 30~ 550 —27r3 g = 15T’

‘Z

Debemos determinar la interseccion de las superficies
z =2 +y? = v/Zy. Pasando a coordenadas polares
tenemos r = ,/%sen%, con0 <6<z, 7<6< 38
Ademss 2? + y? < z < /zy, por lo que el volumen es

dos veces el volumen de la regién del primer octante, es

decir:

z Q/lsen
V:QR//(/a:jzzdz>dxdy:2/02 (A zeent (m/%sen%—rz)rdr)d&:
2/072r (%r%/%sen% — ir‘l)‘o” %SenzedQ = 2/072r (% sen? 260 — 11—65en2 29)d9 =

2 [T aop 2 [T 9op0 2 [2 9 . 2 1mx_ w
342/, sen” 260d0 = 3.42/0 sen” 2602d0 = 3.42/0 sen” udu = 5222 9"

D2 +9%+ (2 —2a)? =a?, 2% = 4(2% +2).

La interseccién de las superficies ocurren cuando

2
Zz+z2—4az+3a2 = %(2—265)(52—6@) =0i.e. ‘
z=2a,z= ga.

Cuando z = ga se tiene que z2 + 3% = 2—95(12, 0 sea

T = 5&. . »

Cuando z = 2a se tiene que 22 + 32 = a2, o sea r = a.
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Para simplificar, determinemos el volumen del cono fuera de la esfera, ya que el volu-
men buscado es el volumen de la esfera menos el volumen del cono fuera de la esfera.
Para calcular el volumen del cono fuera de la esfera, usando coordenadas cilindricas

tenem0s0§9§27r,%agrga,Qa—\/aQ—TQ§z§2r:

/027r </; (/227" mdz)rdr>d9 =27 /; (2r —%2a+ m)rdr _

a a—
2.8 g2 _Llo2 2v3\[" _o (2 _1_o_ Zﬁ_ﬁ_yﬁ)) 3_ 8 3
27r(3r ar 3(a r)2>’%a_27r(3 1-0 (353 3 353 a” = zema’.

Finalmente el volumen es 47¢® — & 7a® = 22743,

3 (0] 75
k) (22 + y? + 22)? = a3z, o bien (22 + 3% + 22)? = da’x.

z
é(xQ Ty? 4222 = ale
Se observa que por razones de simetria los volimenes 5

de ambas regiones son iguales. Verifiquemos esto.

Consideremos la region (22 + 32 + 22)? = a2, lo primero

que vemos es que z > 0. Pasando a coordenadas

esféricas © = rcospcosv, y = rsenpcos, z = rsentp,

se tiene que r* = a®rsen¢ ie. r =asentyh, con 0 < p < 21,0 <Y < 2,0 < r < a/sen.

Asi tenemos que el volumen es:

V:/// dwdydz:/:ﬂ(/og (/OGWTQCOSwdT)dw)dQDZZr/Og %a?’senwcoswdzp:
\4

us
2 312,12 _ w3
37ma”y sen 1/)‘0 = 3a.

Usando la otra ecuacién tenemos que (z? + y? + 22)? = a®z, z > 0, se transforma en

3 3

r3 = a3 cospcosti.e. r = a/cos pcosp, con -5 <9< 3,5 <9 < 7. Asi se tiene que

[SIE

el volumen es:

/g (/g </a:{/mr2ms@[;dr)d¢>dga—é

s
-5 0

us

/f (/g a3cos<pcos2¢d¢>dtp:

NIE

2 2 .
ag/ oS godga/ cos? pdrp = 4451
0 0 3

[SUII'N
D[
N
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D (2% + 92 + 2%)% = azyz.
z (x2 + y2 —+ 22)2 = aryz
Usando coordenadas esféricas la ecuacién se transforma a
en r* = ar3cospsenpcos?yseny > 0, es decir r =
a cos @ sen ¢ cos? P sen 1), donde los d4ngulos ¢ y v varian
en (o, 9)€[0,5]x[0,3], (v, ¥)e[m, 23F] x[0,3], (v, 0) €

[gaﬂ—]X[ﬂ—7377r]’((pa¢)e[3%727T]X[7T’37ﬂ]'

P
T

De esta manera tenemos que el volumen es 4 veces el volumen de la figura en el primer
octante. Notemos que pareciera que es 8 veces el volumen, pero se genera la misma

figuraen [7,2]x[0,2]yen [0, 2] x [, 7].

Finalmente tenemos que el volumen es:
g % a cos @ sen ¢ cos? 1 sen ¥
V:4/ (/ (/ TQCoswdr)dw)dgo:
0 0 0
3,
/ < / a® cos® psen? o cos” 1 sen3 z/;dg/;) dp =
0 0
z fud

a? / cos® (1 — sen? ) cos (pd(p/2 —cos” (1 — cos? ) (—sen))dyp =
0 0

! ! 4 3(1 1.6\ (1 1 !
3 31—2d/ 71_2d:73(74_76>‘<78_710)’:
a/oév( w)de |yt (1 =y)dy = 3a*( 727 = 520)| (v — 1Y),
sl _1\(1 _1)\_ 1 3
@ (2 3)(4 5) = 360"

m) (22 + 2 + 22)3 = a22%.

NE

Ol

Wi Wik Wik

n zA (@2 +y? + 22)% = a224

Usando coordenadas esféricas tenemos % = a?r*sen* 1, o
sear = asen®, 0 < ¢ <7, 0 < ¢ < 7. La figura tiene
una parte similar cuando z < 0, por lo que el volumen es

dos veces el volumen determinado por la ecuaciones en

coordenadas esféricas:

V2/OW(/O7T (/Oasenz)wrzdr)|cosw|dz/}>dgp

m »

T " s 6 _4 2 5 4 _4_31_ 7512 _ 4 _ 3
2 a’®sen® | cos|dy = Zm a”sen® Y cospdyp = sma’ = sen’ Y| ” = = mwa”.
3 Jo 37 Jo 3 7 21

Se pudo usar la variacion 0 < ¢ < 7,0 < ¢ < 27.
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6,2
(x2+y2+22)3= a_z

2 2 2\3 (162’2 Z A . . y2
n) (z° +y* +2°)° = 21y
Usando coordenadas esféricas se tiene que ¢ =
%,i.e. r=aytany,con0 <9 <3,0< < 2.

Notemos que la integral es impropia en este caso, pero

facilmente se transforma en propia. No debemos olvidar

la parte z < 0. El volumen es:

(SIE]

2/0%(/0727 </0‘1WT2dT> coswdw)dgo:%r/o

0) (22 + 1y + 22)3 = a?(2? + y2)2.

a®sendyp = %77(13.

(w2+y2+z2)3 :a2(a:2+y2)2

Con las coordenadas esféricas la ecuacién cambia a 7% =

a’r* cos* 1) i.e. r = acos?y, —5 << 5,0< ¢ <27 Ast

el volumen es:

w

7 ety 5 [2 4_ 32:4-6 _ 64ma®
_ 2 _9.2 3 s _4_3246 _ 64ma
V_/O (/_7T (/0 r dr) coswdw)dcp—%r?)/o a® cos’ Ydyy = Fma 357 = 105

2h (22 +yD)? 4 21 = a3z

p) (22 +y?)% + 24 = a2

Se observa que z > 0; usando coordenadas esféricas

tenemos (12 cos?)? + rtsent ) = r*(cos* ¢ + sentvp) =
3 > e — Y pgcy<x

a’rseny > 0,0sear = a sen4¢—|—cos4w’0_w—2’

0<¢p<2m,(sepudousar 0 < ¢ <, 0< ¢ <), por lo

tanto el volumen es:

v — ( 2 ( sen” Y+cos” P T‘2d7‘) | cos¢|d¢) d(p _ 2—71—0,3 2 senz/J| COsw‘ d’(/) _
0 0 0 0

3 cos? 1 + sen 1)

2 3 (2 sentcosy
37 /0 cos? ¢ + sen? 1/)dw'
4

Haciendo el cambio de variable u = sen? z, du = 2sen x cos zdz, cos*  + sen* z =

(1 —sen?x)? +sen*x =1 —2sen® x + 2sen* x = 1 — 2u + 2u?, entonces se tiene:
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1 1 1
_m, 3 du _2_3 du _1_3 2du _
V*3a/0 1-2ut2u? 3™ /0 W —du+1+1 3”/0 Qu—1)2+1

1 .3 ot 3(£ E)_l23
37a arctan(2u 1)‘0_371-@ 4+4 =gma’.

Qa2+l +22 =122 49y +22=16,22=22+4y%,2=0,2=0,y =0.

El cono interseca la esfera de radio 1 en el plano z =

S

y ala esfera de radio 4 en el plano z = 21/2, pues 222 = 1,

222:16:>z:\%,222\/§.

Usando coordenadas cilindricas tenemos que el volumen

estd limitadopor 0 < p < 7, F <y < 7,1 <r < 4,es

decir:

4
sen i
1

L= B (1= ) -

jus
4

g T 4

_ (2 2 2 _ml.3

vf/O (/Z{ (/1 r dr)cosz/;dw)dgaf Tl
24—17r(2 —V2).

3.4 Centro de gravedad, masa, momentos de inercia

Calcular el momento de inercia de un cilindro de radio a y masa m, si su densidad en

cada punto es proporcional a la distancia de ese punto del eje del cilindro.
A

Solucién Colocamos la base del cilindro sobre el plano °

zy y la altura a una distancia h del eje 2. La densidad

flz,y,2) = c\/m y la distancia al cuadrado del eje Gopy
del cilindro 6%(z,y, z) = 2% + y?, entonces la masa es: o

m:///c\/mdxdydz:/o% </0 </Ohcrdz> rdr) do

= 27Tch/ r2dr = %TK'C}LCLB.
0

La inercia respecto al eje z (eje del cilindro) es:

I =/// o(@® + )2 dudydz — /027r (/Oa (/Ohchdz) rdr) 4o

a
= 27Th/ ertdr = %ca57rh = %maQ.
0



26.

174 Capitulo 3. Integrales triples y multiples

El tallo de una seta es un cilindro recto de revoluciéon de diametro 1 y longitud 2 y su
cabeza es un hemisferio de radio a. Si la seta es un s6lido homogéneo con simetria axial

y su centro de gravedad esta situado en el plano en el que el tallo se une a la cabeza,

calcular a.

Solucion Dadas las condiciones del problema se tiene
que, si situamos la base del cilindro en el plano zy, T =

g =0, z =2, con densidad f(z,y,2) = ¢. La masa de la

seta es:

9 27 a 24+va2?2—r2
m:/// cdxdydz—l—/// cdxdydz:cw(%) 2+c/ / / dz | rdr | do
0 0 2
v

"

a
= c%w + 27rc/ Va2 —rirdr = %Cﬂ' + cw%( — (a® — 7"2))
0
cw(%—k%ag).

Ademas:

m,?:c///de—i—c///de
v v/
2 % 2 2 a 24+va2—7r2
:c/ / (/ zdz) rdr d9+c/ / / zdz | rdr | df
0 0 0 0 0 2

1
212 215 a 24+vaZ—r2
:c%‘ %‘2 27r+27rc/ (;zz‘ )rdr
0o 2lo o 2
= %Cﬂ'-ﬁ-Cﬂ'/ (aQ—T2+4\/a2—r2>rdr
0

4 1

3)t+sm . .

2)3 2=l r il i1+l =dt=2=a= V2
3Q
3
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Hallar 1a masa m del paralelepipedo rectangular 0 < z < a,0 <y <b,0< z<¢,sila

densidad en el punto (z,y, 2) en p(x,y,2) =z + y + 2.

Soluciéon m = ///pda:dydz—/// x+y+z)dzdydx =
//(a:+yc+ )dydx = /(%b—&—cbx—i-d))da: =
0

abc + ab20+ cba fabc(a—kb—&—c). ,

Del octante de la esfera 22 + y? + 22 < c?,z > 0,y > 0, z > 0, se ha cortado la regién

limitada por los planos coordenados y por el plano % +¥= 1, a < ¢, b < c. Determinar

b
la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto (x,y, z) vale z.

Solucion Se tiene que p(z,y,z) = z, por lo

que
m:///zdxdydz:
v
a b(1-2) py/c2—a2—y?
// / zdzdydx =

//1 (2 — o2 — ) dyds =
(e )
b/ (c—x—i— :c—x)d éb?’/oa(

1,,
3, 4)

@ 1,1 o B3 - L= L 2 39
O—2b(2ac 12 ) — 24ab 24ab(60 a? —b?).

6

En el cuerpo de forma semiesférica z2 + y? + 22 < a2, z > 0, la densidad varia propor-

cionalmente a la distancia del centro. Determinar el centro de gravedad de este cuerpo.
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Solucion Se tiene que p(x,y,2) = /22 + y? + 22,

entoncesm:/// Vi +y? + 22drdydz =
v

27 g a
3 cospdrdipdp = ordat = Tat,
o Jo Jo 4 :

Por razones de simetria de la semiesfera:

My =My = %/// v/ 22 + 92 + 22dxdydz =
a
v

o ™ o 2m

9 2
= / / r* cos? ) cos pdrdipdp = 0, pues / cos pdyp =0,
ma”Jo Jo Jo 0

2 % a
mzz%/// z\/x2+y2+z2d:cdydz:l4/ / / r* senp cospdrdipdp =
m™a 0 m™a 0 0 0

by ga.

2 jus
2 5, 1 ssen w‘z _2
7Ta4271'5a 5 0

Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el paraboloide y? + 222 = 4z y por

el plano = = 2.

Solucién Aqui consideramos que p = 1. Cuando z = 2 se tiene la elipse y2 + 222 = 8
2 2
Y

. Yy Zi _
i.e. 3 + 1 1.
Efectuamos un cambio de variable a coordenadas z

z
cilindricas de modo que y = 2v/2rcosf, z = 9

9 senf, + = 2h, J = 8/3r, con 0 < r < 1, 2VZAL
»

0 <6 <2m,r?<h<1. Asi tenemos que:
2v2 2\/17% 2 21 1 pl
m:/// dxdydz:/ / 7 ﬁ2+222 dmdzdy:/ / / 8v2rdhdrdd =
e -2v2J-2\/1-¢ 1 o Jo Jr2
1
7r/ 8V2(1 — r?)rdr = 16V2r (% - i) = 4V/27.
0
27 ol 1 27
1 / / / 8v2722v/2 cos O dhdr d9 =0, pues/ cosfdf=
4W2r)o Jo Jre 0

1
= dzdydz=
Y 4\/§7r///yxyz
\%4
0,

2 1 gl 1
- 1 1 1 4
dedydz = 8vV2(2hdh)rdrdf = 8 =(1 - dr =
x4ﬂﬂ/v//xxyz 4\/§7T/0/0/T2\[( Yrdr /02( r)rdr
4

4(

[\

wl
Il

)=14.

D[
D=
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31. Hallar el momento de inercia del cilindro circular que tiene por altura h y por radio de

la base a, con respecto al eje que sirve de diametro de la base del propio cilindro.

Soluciéon Tomamos p = 1, con & = rcosf, y = rsend,

z2=2,0<2<h,0<r<a,0<60 <27, entonces:

VaZ—zZ [ h
///y +22 d:vdydz—/ / / 24 2%) dedydr=
—a (1/2—x2

2 o i -
/// <r256n29+22)d”d7”d9=/ (hr?sen? 0+ Lh®)r dr o=
0 0J0 0 0

vl

2 2m2y _ 1 2 ol | 2m.2) _
sen 0d0+3h)72ha (2&22+3h)f

4 2
ha— sen? 0+lh3a— df = la2h 2a2/
I §00% )i = Larn(aa®
% a*(3a® 4 4h?).

32. Hallar el momento de inercia del cono circular, que tiene por altura h, por radio de la

base a y densidad p, con respecto al diametro de su base.

Soluciéon Consideramos que la base del cilindro esta

en el plano z = 0, de modo que su vértice esté en el eje

z. Consideremos z = z, x = rcosf, y =rsend, 0 < r < a,

0<6<2m,0<z<h(l-7), entonces:

2 ra ph(1-7)
Iz:///(z2+y2)pdxdydz:/ / / p(r?sen® 0 + 2%)dzrdrdf =
o Jo Jo

2
/ / (r?sen? O h(1 o+

1 2 5
p/o (hsen® pat —asen Ga 3h3(%—33%+%—%))d9:

Lps - Y3 )rdrdf =

CO

SN[V

2
p/ 4ha4(% — %) sen® 0df + 2 3 ph3a2(% -1+
0

4; 1wl 233_7rpha 2 2
pah2022+3pah = ~%80 (3a” 4 2h7).

33. Demostrar que los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados son:

Iy = Loy + Loy Iy=1Iye+ Ly L= Lo+ Ly
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Solucion

Ixy—l-Ixz—/// 2 f(z,y,2) dxdydz—l—///y f(z,y,2)dxdydz
/// 2 4y f(x,y, 2)dedydz = 1,

ya que:

I, = /V/ 62 (z,y, 2) f(x,y, 2)dedydz = /V//(gﬁ + 22) f(z,y, 2) dr dydz.

De manera similar se demuestran las otras igualdades.

Calcular la masa del sélido limitado por dos esferas concéntricas de radio a y b, 0 <a <b,

si la densidad en cada punto es igual al cuadrado de su distancia al centro.

Solucién Tenemos que §(x,vy,2) = 2 +y? + 22, entonces usando coordenadas esféricas:

m= ///63:3;, dxdydz-///l‘ + 9% + 2% dedydz
:A% (/i (/abrr2|cos¢|d7‘> du;) dip

2

b
:/ 4d7“27r2/ cospdyp = ( —ad).
a 0

4

Un cono circular recto homogéneo tiene altura h. Demostrar que la distancia de su

centro de gravedad a la base es %

Solucién La masa esta dada por m = / / / drdydz =
v

27 a h(l—g) a
/ / / dz | rdr d0:27r/ h(l—g)rdr:
0 0 0 0
r2_r?
27h ( 5 3(1)
Observemos que T = 7 = 0, por razones de simetria. Ademas:

) 2
_ 3 1 _
zdz | rdr de_mzh%/o w2 (1-%) rar=

QY
Il
3=
o
[\v]
3
A/~
o
2
N
>
=
T
Q3




36.

37.

38.

3.4. Centro de gravedad, masa, momentos de inercia 179

Determinar el centro de gravedad de un cono de altura h, si su densidad en cada punto

es proporcional a la distancia de ese punto a la base.

Solucién Supongamos sin pérdida de generalidad
que la base se sitiia sobre el plano zy y el eje de

simetria es el eje z. La masa m = /// azdrdydz =
v

27 a h,(l—g) a 2
/ (/ (/ azdz) rdr) df = 271'/ a%fﬂ (1 - g) rdr = %Wﬁﬂfﬂa.
0 0 0 0

Ademasmz = /027r (/O“ (/Oh<1_;) az? dz)rdr)dG =27 /Oa a%h3 (1—%)37"0[7“ = %mﬂh?’a,

aa’h’m/30 o
aa’h®m/12 5

por lo que z = h. Observemos que T = i = 0 por razones de simetria.

Determinar el centro de gravedad de un cono de altura h, si su densidad en cada punto

es proporcional a la distancia del punto al eje del cono.

Solucién Aqui suponemos que la base del cono esta en

el plano zy, con eje de simetria en el eje z.

La masam = /// a/x? 4+ y2dedydz =
v

/027r (/Oa (/(Jh(l_g) ardz) rdr) do = 27r/0a ar?h (1 — g

3
27rhail—2 = %ﬂha?’.

r

2m a h(lfa)
Asise tiene que mz = /// av/ 2?2 + y?zdedydz = / </ (/ arzdz) rdr) do =
0 0 0
v

a 2 a 2 .
27r/ ar?h? (1 - g) dr = 7Th2/ ar? (1 - %r + 702) dr = aa®h*n /30 =
0 0 a

ad®h?7/30 _
ara®h/6 B’

Observemos que T = i = 0 por razones de simetria.

z =

Un sélido esta limitado por dos hemisferios superiores concéntricos de radio a y b, siendo

0 < a < b. Si la densidad es constante, encontrar el centro de gravedad.
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Solucion Es claro que por razones de simetria 7 = § = 0,
pues la densidad es constante (6(x,y,2) = ¢). Pasando a

coordenadas esféricas, x = rcosycosy, y = rcosiysenp,

z =rsent, J = r?| cos 1|, tenemos: ~h

m = /// cdrdydz = /()Tr (/Oﬂ </bcr2|cosw|dr> d1/)> dp = %71’c(b3 —a®).
Vv a
mzZ = /// czdxdydz = /OTr (/O7T (/bcr2|cos1/)|r sen@[;dr) d¢> dp =
1% e

7ri(b4 — a4)02/2 costsenpdyp = %cw(b4 — a4)% sen? w’j = iﬂ'c(b4 —a%), es decir:
0

3b4 4

- _ 30+ ab* +a®b+a?
Z =93 4, =3

b2 + ab + b2

Determinar el centro de gravedad de un cubo de lado & si su densidad en cada punto es

proporcional al cuadrado de la distancia de un punto a un vértice de la base.

Zi

Solucién Colocando el vértice en el origen y los lados so- .-

bre los ejes cartesianos tenemos que 6(z,y, z) = c(2? + y* + 7 R L

z?), entonces la masa m es: »

m = / / / z? +y? + 22 dxdydz—/ / +hy + hz?)dydz =
h h? 2.2 h L 2h®\ _ 5
/0 (3+h + hez )dz—c(3 3+h 3)—ch.

Ademas:

wam [ [ [ tet i ey [ [ (2 WZ)

hS | h*h3 | h® 2 _ (RS RS B3RP _ T4 _
/0(4+23—|—2 )dz-c<4+6+23> ch:>5c

Por simetria se tieneque 7 = 7§ = z = Lh.

Un cono recto de revolucién tiene altura h, radio de la base a, densidad constante y
masa m. Determinar su momento de inercia respecto a un eje paralelo a la base y que

pasa por el vértice.
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Solucion Podemos considerar que el vértice esta en el
origen, la base a una altura h sobre el eje z (eje del cono)
y el eje de referencia es el eje y. En estas condiciones se
tiene que la distancia de un punto al eje y es §(z,y, 2) =
V22 + 22 y la densidad f(z,y,2) = ¢, por lo que m =
%Trthc. Ademas: >

a vaz—z? h
I, = ///(m2+z2)cd:cdydz :/ (/ (/h c(x2+z2)dz)da:)dy
7 —a _VaZ_z2 b fx24y?

a

:AQW </0a (ﬁh C(r200s29+z2)dz>rdr)d0:AQW (/Oh (/OZZC(TQ C0829+22)Tdr)dz)d9

-r
a

:/OM(/(Jhc(a‘lzzlcl(is?e_|_(122;24>dz)d9:/027Tc(a4h§8829+aig3>d9

= 2—10a2h7rc(a2 +4h?) = %m(az +4h?).

Calcular el momento de inercia de una esfera de radio a y masa m respecto a un

diametro, si la densidad es constante.

ZA

Solucion Consideramos que la esfera esta centrada en
el origen y que el gje de referencia es el eje y, entonces
la distancia al eje y es §(z,y, z) = Va2 + 22 y la densidad

f(z,y,z) = c. De esta manera tenemos que la masa m =

4 3
zmear.

Si consideramos coordenadas esféricas x = rcosicosp, y = rcosyseny, z = rseni,

J =r?| cos| y el momento de inercia I, es:

27 ™ a
_ 2,2 _ a0 2 2 2 _
I, = /V//(x +2%)edxdydz —/0 (/o </0 er®(cos” ¥ cos” ¢ + sen ¢)|cosz/1|dr> dw) dp =

a 27 % 27
. / <2/ (cos® 1) cos? ¢ + sen? 1 cos 1)) dz/J> de = %a502/ (% cos? p + %) do =
0 0 0

1,5
657"

s

2
%a5c (4/
0

Calcular los volumenes de las siguientes regiones:

11 2 _ 8 _ 2
§§7T+§7T)— cma” = zma”.

win

2 cos® pdip + ?,)77> = 2d°c (4-

a) el cuerpo limitado por las esfera z2 + y? + 22 = 4 y el paraboloide 2% + y? = 3z (la
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parte interior con respecto al paraboloide)

2

b) el cuerpo limitado por el plano z = 0, el cilindro 22 +y? = ax y la esfera 22 +y>+2%2 = a

(interno con respecto al cilindro).

v
2

2
¢) el cuerpo limitado por el paraboloide = + 2—2 = 2% y el plano x = a.
C

Solucion

a) Las superficies se intersecan cuando 22 + 3z —4 =0

— z = 1, es decir se intersecan en el plano z = 1, con

ecuacién =2 + y2 = 3.

Usando coordenadas cilindricas tenemos 0 < r < /3, ,

0<6<2nm, %73 < z < V4 — 12, entonces:

V3—z2 4— xz—y 2
// dxdydz—/ / / dzdydx—/ /
V3—z2

V3 V3
27r/ \/4—r2rdr—%r4’0 =27r(—
0
b) Usando coordenadas cilindricas tenemos que

x =arcost,y =arsend, -5 <0 <%, —Va? —1r2 <

(1-1%)3

Qo=

A=
2z <+Va? —r?2ycomo 2? + y? = ax = r? = arcosb, 0 .
oseal <r <acosf. Asi tenemos:
acosf VaZz=r?
// drdydz = / / / dzrdrdd =
VaZ—r2
g acosf
2/ Va2 —r2rdrdf =
o Jo
% 3 |acosf g
/ %((a2r2)2 ) d@z%/ (a3 — a3 sen®0)df
0 0 0
2,3(m _2)_2,33m—4 _ a3 _
3¢ (2 3) =307 g5 =G0 —4)
. . y: o 22
¢) Si x = a, tenemos la elipse 5 + = = 2. Usando P
b c A
coordenadas cilindricas se tiene y = brcosf, z = i Ve
crsenf,ah =2,0< 0 <21, 0<r <2, J=aber, Vo \/%b

%73 < h <1, por lo que:
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// dxdydz—/ /\T/ (U > da:dydz—/%/ / abedhdrdf =

’ V2

V2
1.2 r2 ot _ _4) _
27rabc/0 (1 ) rdr = 27rabc( 5 3 ) . = 2mabe ( ) = mabc.

8

3.5 Momento de inercia, centro de gravedad en R?

Determinar los momentos estaticos de los s6lidos homogéneos siguientes:

a) paralelepipedo recto de aristas a, b, ¢ con respecto a sus caras.

183

b) cono circular recto (radio de la base a, altura h), con respecto al plano que pasa por el

vértice que es paralelo a la base.

2

¢) s6lido limitado por el elipsoide % + Z—Q + % = 1y el plano xy con respecto a este
a

mismo.

Solucién

a) Consideremos el paralelepipedo con un vértice inferior en %

el origen (ver figura adjunta), entonces vamos a calcular los

momentos Mgy, Mzz, My.. En efecto:

c b a
myZ:/ / / xda:dydz:%a%c, mmz:%ab%, mry:%abCQ.
o Jo Jo ©

b) Colocando el vértice del cono en el origen (ver grafica ad- i

A

junta) tenemos:

mxy///h}:zdzdxdy/ozﬂ(/oa (& - fa?) dr) do
) I

,,l;y

2 2 é:,.,
:QW(h4a 7%%a ) :ithaQ. o
¢) Usando coordenadas elipsoidales tenemos que: Lz
mxy:///zdxdydz //C‘Vv
v [ ——
oo AL
= / ( / ( / aber?| cos1ler sen ¢dr) dd}) dp Ja
0 0 0 T

7rabc

QSeHQw’%

= 27rab02/ cos senwdw/ r3dr = 2mabe
0

Otra manera en que se puede calcular es usando coordenadas cilindricas:
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L y

mxyzR//(/‘ - Tzdz dxdy—f // 1————)da:dy

0
27 1
= %62/0 (/0 abr(l —r )dr) df = mabc? /o (7’ — T3) dr = ﬂ'abcz(% — i) = iwabc?

44. Determinar los centros de gravedad de los cuerpos homogéneos limitados por las super-
ficies dadas:
a)porlosplanosz =0,y =0,2=0,z =2,y = 4, x+y+z = 8 (paralelepipedo truncado).
b) por el elipsmde L + b—Q + = =1y los planos coordenados.
¢) por el cilindro z = 7ylosplanosx=O,y=0,z:0y2z+3y— 12=0.
d) por los cilindros y = v/z, y = 2y/z y los planos z = 0, x + z = 6.

2,2
e) por el paraboloide » = =Y y la esfera 22 + 2 + 22 = 342, 2 > 0.

+
2a
f) por la esfera 22 + y? + 22 = a® y el cono ztana = /22 + y2 (sector esférico).

Solucion
a) En este caso tenemos:

m:/:(/04</08_$_ydz>dy)d:r:/02(/04(8—:U—y)dy)dx
:/02((8—x)y—y;)‘idx:4/02(6—x)dx:4(6x—‘7322)‘2

= 4(12 - 2) = 40.

2 4 8—z—y 2
([ o
T= xdz)dy)dr = (6x —z*)dx =

TNV aa Ty g
j— L oy -1 L Y
9*40/0 (/0 y@ - y)dy)d‘”*zlo/o ((8 )3 3)

2
-1 128 _ — 1 (256 _ =26
*40/0 (3 8”c>dx*40 3 44)*15'

2, 4, 8-a—y 2, 4
*—i/// ddd—i//s——%zci
zZ= zdz)dy)dx = x Yy

4002<0<0 ) 2800(0( ) dy)
:ﬁ/o —(8—x—y)3‘ dac—ﬁlo ; ((8—x)3—(4—x)3>dx
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b) Sabemos que para este octavo de elipsoide m = %wabc,

entonces:

j:%///xdmdydz
Vi fid 1
— %/02 (/02 (/O (a2b0r3 cos21/1cos<p) dT)dl/J) dp

_ a2bcl4‘1 2, 2 _ 1671 _ 3
= %wabcélr o), cos” Yda) A cos pdp = 790 = g0
Por razones de simetria respecto a los ejes, § = %b, zZ= %c.

2
c)z=%,x:(),y:O,ZZO,?x—i—By:l?.

Cuando se intersecan las superficies tenemos z =
(12 2»”0)2 —2(6—2)2ie.

2 3 9

1
1
11 [° 2\, _ 133 [ 3 42 [ 3 5d
po— 4 L _ 4 — 1 99 _ 3 _ _9 42 u _u 3au
““166/0%(4 3) d”:*9622/0“(4 u) d“*1684/0 $-4)
1
5
— %/ 2(1-2)%dz = 3426(2,4) = 1342181 - §
el .
6 472w 6 4 5 6
(o [ = 3468
y*lﬁ/o (/0 gy dy)de 32~4/0 1=37) de=pp(—51=32) )|,
— 3 45 _12
“Es 5
6 4-2z 4 6 5 616
1 oyt _ 1 2 B (-2
2_162/0 (/0 4dy)d$—2.43.5/0 (4 3$) do = 4456<4 3x) 0
1 46_38
= 4 —_=
1520 75
‘Z
dDy=ve,y=2Vr,2=0,2+2=06. ©+z=6

Para este caso tenemos:

= [T )i [ (0= n)as




186 Capitulo 3. Integrales triples y multiples

—/06( x)\/fdx—G\f/G 17£ \/%d%

N INCHINCORPT:
_36\[/ u? (1 — u)du = 36v/60(3,2) = 3¢5%—€\@'
6 4 3 % 3 62/6T(3)0(2
o= b [ o= S8 [ (1) (1 5)de = Sl = SR TEN
) 2
59232 (5 _ 18
C o228 TAr(G) 7
6 0@ 6—x 6 2V 6
- o 1 3z(6 — x)
y_m/o (/ﬁ (/0 yd=)dy)d _m/o (/ﬁ (z — 6)ydy) dv = 7% g
—_5 . 15
48\/654 e Ve

~ 2m ) 2m - J,
32 22\f5ﬁ( 3= 32.5°T(3)I(3) 19
Sl 12
256 STTIND 7
Y o, o o 2
e)z= 5q Tty +z2=a° 2>0.

Determinemos la interseccién de las superficies: 22 +2az+a? =

4a”i.e. 2= —a+2aycomoz >0, z = a.
Si z = a tenemos que 2% + y? = 24, por lo tanto se tiene: *
V2a—z2 \/3a2—x2—y? 2T V2a 9
m= / / (/w2+y2 dz) dy) dr = / (/ ( 3a? —r2 — %)Tdr) dé
V2a—xz? “5a 0 0 a
3
5 1vV2a V2a
_ _ (g2  2)2 _ 14 5
f27r( 3(3a 1") ’0 ga” o )—TI'a (2\[ 3).

o [E e r2\ 2

7= m/o (/0 (m—%)r cos@dr)d@
:%/0 a(m—;jl)ﬂdr/;
_ 1 V2a = r’\.2 o

§= m/o (m—%)r dr/o sen6df = 0.

27 2a V2a
s_ 1 ( l(32_ Q_i) d>d0:2i(36a4r2_6a2r4_r6)‘
? mA /0 2\ T T 2) m 48a° 0

)

cosfdf = 0.
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022+ y? + 22 =a?, ztana = /22 + 32,

Las superficies se intersecan cuando z?tan’?a + 22 = a? i.e.

22 = a®cos’a, z = acosa, por lo que tenemos 2% + 32 =

a? sen? . Asi en coordenadas cilindricas: x

27 asen va2—r2 2 asen o
m= / / / dz)rdr)d@:/ (/ ( a2 —r2 - L )rdr)d&
r 0 0 tan o
tan a
3 3

:271-<_ l(aQ _7«2)5 __T ) e = Zw(—ag’cos?’a—a?’senga +a )
3 3tana/ |g 3 tan a

2

= %wa (1 — cos® a — sen? a cos a) = 271a*(1 — cos ).

2
3

27 asen« va2—r2
= %/ (/ (/ dz)rzdr) cos 6df
0 0 ta;a
asen va2—r2 27
= %/ (/ dz)rdr/ cos 0df = 0.
0 o 0

tan «
asen « va2—-r2 21
j= %/ (/ 7’2d7‘>/ sen6.df = 0.
T
0 tan « 0
27 asen Vvaz—r2 asen 9
z= %/ (/ (/ zdz)rdr)d@z %/ (az—r2— r2 )rdr
0 0 =L 0 tan” o
tan o
2 4 2 asen o
T 2r T CcOos” o T 4 2 1 4 4 1
= la*5 — (1 7)) :—(asena—fasena )
m< 2 4 ( + sen? o 0 2m 2 sen? o
4 2

a-sen”a 3  sen’a 3

s 2 2
2 %7‘(‘&3(1 —cosa) 8 l—cosa ™ 8

a(l 4+ cosa).

45. Determinar los momentos de inercia de los cuerpos homogéneos siguientes, cuya masa

es m.

a) El paralelepipedo recto, de aristas a, b, ¢ con respecto a cada una de las mismas y con

respecto al centro de gravedad.
b) De la esfera respecto a la recta tangente.

c¢) Del ehps01de = + ‘ZQ + Z =1 con respecto a sus ejes.
d) De la parte entre las esferas concéntricas cuyo radio exterior es igual a a y el interior

es r, respecto al diametro.

e) Del paraboloide de revolucién (radio a, altura h), con respecto al eje que pasa por su

centro de gravedad y es perpendicular al eje de revolucién (momento ecuatorial).



188 Capitulo 3. Integrales triples y multiples

Solucion

a) Dado que m = abc, se tiene:

mm—/oc(/Ob</0a(y2+z2)d:c)dy>dz c%

c b c :
= / (/ a(z? + y2)dy) dz = / %ab(i’:z2 +b?)dz [ T
0o “Jo 0 7 b
éab(c + b%c) = %abc(b2 +c?) = %m(b2 +¢?), ) a5
Por razones de simetrias de los célculos m,, = %m(a2 +c2),m,, = %m(az +b?).
__1 (" _ 1 2. _a-_b,_c
Por otro lado, Z = 7; /0 rdrdydz = 5 & be = U=52=5 entonces el momento de

inercia respecto al centro de gravedad es:

/// v —2)°+ (y—9)* + (2 — 2)*) dedydz =
/// (22 + 1y + 22) dedydz — Z2m — §Pm — 2m =

m(a + b2+ %) — éll (a®> +0*+c2) = L m(a® +b* + c2).

3 2™

Zi

b) Usando la esfera (z — a)? +y? 4+ 22 = a* debemos calcular
m,. Asi, pasando a coordenadas esféricas, la esfera se es- ey

cribe r = 2acoscosp, =5 <Y < §, -7 < ¢ < 7, entonces:

s I 2a cos ¢ cos P
mZZ///(x2+y2)dxdydz=/2 (/2 (/ T200$2¢T2005¢d7“)d¢)d§0
_T — 0

2

o[

%
2 2 2 2

:/ / % 5 cos® 1 cos® godw) dcp:%/ a® cossiljdzb/ cos® pdy

_ 128 51-3:5-Tm 24 _ 7(4 3\,2_ 7,2

=5 24682 -5‘5(3“‘)“ — 5"

¢) Usando coordenadas elipsoidales tenemos 2 =

arcosycosp, y = breossenyp, z = crsenyy, =5 < ¢ < 7,

0<p<2m0<r<1,J=aber?costy, entonces:
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27 z 1
/// + 23 drdydz = / (/ (/ (a? cos? ¢ + b% sen? @)r? cos® ¢abcdr> dw) de
Z NJo

2

2
2 2 o2 _ 2 3.2,40,2 3271
_abc5r . /0 cos 1/)d7¢14/ (a? cos? o + b% sen gp)dgp-5abcg4(a +0b )22

= (éwabc)5(a +b%) = % (a® 4+ b?).

Por simetria con los ejes coordenadas m, = %(b2 +c%), my = %(aQ +c?).

ZA

d) Si tomamos el origen de coordenadas en el cen-
tro de las esferas, debemos determinar por ejemplo 7,

(también puede ser I, o I,).

1. :/02” (/2 (/ap‘*cos%dp)dw)dso
-2

r

5_ .5 5_,5 5_,5
_ 9 0" — T _ 3200 =1 2 a4 —1°
=2r——= 2/0 cos? ¢ dyp = (a T>5a37r3 i g
EN Lz + ﬁ — Z
2 2
e) Sabemos que para un paraboloide de revolucion m = %wth y ot P

que T = y = 0 por la simetria de la superficie. Debemos determi-

nar z. Se toma ¢ una la recta que pasa por el centro de gravedad,

perpendicular al eje de revolucién y paralela al eje x:
I, = I; 4+ z°m. Calculemos z y calculemos I,.
27 a h a 4
:m/ / / ) zdz)rdr)d@z%/ <h2—h2T—4)rdr
0 a

7,22_hﬁh76> __m (hﬁ _hﬁz)_
_m(Qhr a* 6 0_%7Ta2h 2 ¢ 6%)~

Iz:/OQw(/Oa(A;(Z 4 sen29 dZ) )
R P W e
0 0 ’

th(a2 + 3h2)7r
36 ’

0

h.

2 2p (02 2
Finalmente m, = m, — (%h) m = M - %hQ%mzzh = L (a?h(3a® + h?)).

El cuerpo limitado por dos superficies esféricas concéntricas cuyos radios sonay b, b>a,
tiene una densidad inversamente proporcional a la distancia al centro de las esferas, con

densidad ~ a la distancia unidad. Calcular la masa del cuerpo.
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Solucion La densidad §(z,y, 2) = —k y6(0,0,1) = )

/IQ _|_y2 + 22
k = v, entonces:

771:/()2#(/72r /bZT‘QdT) coswdz/})dcp
f27r72/0

Calcular la masa del cuerpo limitado por un cilindro circular recto de radio « y altura

a2
= 2my(b? — a?).

h, si su densidad en cualquier punto es igual al cuadrado de la distancia del punto al

centro de la base.
Solucién En este caso §(z,y,2) = 22 + y? + 22.
Si ponemos la base en el plano zy y el eje del cilindro en el gje z:

m= /27T / / (r2+z2)dz)rdr) d9:27r/a <r2h+%h3)rdr
0

<h3a + 3hat ) = Ta2h(2h? + 3a%).

3

Calcular la masa del cuerpo limitado por un cono circular cuya altura es igual a h y el
angulo formado por el eje y la generatriz es igual a «. La densidad es proporcional a la
potencia n > 0, de la distancia desde el plano trazado por el vértice del cono paralela-

mente a la base, valiendo ~ a la distancia unidad.

Soluciéon Colocamos el vértice del cono en el origen y la base

a la altura h de eje z. De este modo se tiene que tana =

2

a = htana, por lo que 22 + y? = cz? = h?c =a? i.e. c = tan’q, 0

sea z2 + y2 = z?tan? a. x

La densidad 6(z,y, z) = k2™ y §(0,0,1) = k = +, entonces:

h

" /// hihz da”dydz/%r (/a (/hr vzndz)rdr)dazzm/a Sl
’ tana 0 tan

. hn-i-l rL+2 ) . 271-7 ( n+1ﬁ _ ’I"”+3 ) a
*QWV/ (n+1 b”*l(n—k 1) dr=mr1\"" bt (n+3)/lo

27y (hn+1 _ 1 qnt1 )_ 2’/T’)/ (hn+1 B hn+1> _ 5 o Rt n4+3—2
2 " n+3) TR FI 2+ 3)

“nr1? 2 n+ 3 tanntl o “ny1¢
_ 2mya?h™tt 2wk 3 tan? o
n+3 n+3

Calcular las masa de una esfera de radio a, si su densidad es proporcional al cubo de la
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distancia al origen y vale v a la distancia unidad.

ZA

Solucion La densidad de la esfera es d(z,y,2) =

3
k(x? +y?+2%)2 y6(0,0,1) = k = v, entonces:

m:/// 5(a:,y,z)dxdydz:/02ﬁ(/72; (/Oa'yrg‘coswdr)dw)dgp

2

f27r72/ cos P dip- fr ‘ = %maﬁ.

Determinar la masa del cuerpo limitado por el paraboloide 22 + 2> = 2az y la esfera
22 +y? +22 = 3a?, 2>0, si la densidad en cada punto es igual a la suma de los cuadrados

de coordenadas.

i z
V3a
Solucién La densidad §(z,y, z) = 2% +y? + 22. Las superficies
se cortan cuando 22 4 2az + a® = 4a% i.e. z = —a + 2a = a, pues
\% afa
z > 0. x*

Cuando z = a, tenemos que la interseccién de las superficies es z = a, 2> + y? = 2a?,

cuya proyeccion sobre el plano z = 0, es el circulo centrado en el radio v/2a. Asi tenemos

V3a?—r?

que:
" :/0% (/Oﬁa (/;;W(TZ +22)dz )rdr) df = zw/oﬁa (22 + %3) .

rdr

V2a
g / (8a3\/m (3a% + 2r?) — 12a2r* — r)dr
0

T 1243

:—w(%a4m+ La2r2/3a2 =77 — L /3aT =2t
bt ot s )|

(% 1—5a5 — %(f + Sa + g 5+ %a5 — %\/ga5 — 2\/§a5>
(B o)

51. La densidad de la esfera 22 4y + 22 < 2az es igual al cuadrado de la distancia al origen.

Determinar el centro de gravedad de la esfera.
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ZA

§2a

Solucién La densidad es f(z,y,2) = 22 + 3> + 22y la

esfera en coordenadas esféricas se escribe r = 2asen ),

0<¢<Z,0<¢<2r. Lamasaes: P

x

m:/v//(a:2+y2+22)da:dydz:/02ﬂ (/072r (/Ogasewr‘*dr) coszpcw)chp

— 27r/ 25a® sen® 4 cos Y diyp = —7ra5ésen61/1’ %Tﬂl

5
g 2a sen 27
%// ro(x,y, z)dedydz = 7 / / r cos2wdr)dz/}/ cos pdp = 0.
0 0
%

% 2a sen ) 27
= m///yéx Y, 2 dxdydz—%/ / r cos21/)dr>d1/)/ sen pdp = 0.
0 0
2a sen )
m///zé(x,y,z)dxdydz—%/ / / r5dr> cos¢senwdw>d
v

o (206607 _ 64am 1 8’%_
= 3m/0 2°a° sen’ i cosdy = 3325 g sen wo =
15

Kl
Il

0
Il

NS
8

52. Determinar el momento estatico de la parte comun de las esferas 22 + 32 + 22 < a? y
2% + 92 + 22 < 2az respecto al plano zy, si la densidad es igual a la distancia entre el

punto y el plano xy.

Solucién Las superficies se intersecan cuando 2az = a2

ie z = %, por lo que si z = %, 2+ y? = %aQ. Ademais

0(z,y,z) = z, con lo cual tenemos:

// o(z,y, 2z zd:rdydz-/// 2% dxdydz
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/0.27T (/0g S/:asenwr4sen2wcos¢dr)d¢)d<p
+/27r (ﬁ? (/ar4sen2wcosw>d7“d¢)dcp
0 3 0

™

= 64777@5 /§ sen” ¥ cos v dip + 2%615 ﬁrg sen? ¢ cos 1 dip
0
5 (Y 4 2200(1 - (B)') 2 8l ags (L - YB)

5 D) 15 9 = 160 15~ 40
_5(307 _ V3\_ 1 _5(307 _
=ma (480 20) =3p™¢ (24 \/g)

53. Demostrar que le momento de inercia de un cuerpo respecto a cualquier eje ¢ es igual
md? + I, donde m es la masa del cuerpo, d es la distancia del eje al centro de gravedad,
I. es el momento de inercia con respecto al eje que es paralelo al eje dado y que pasa

por el centro de gravedad del cuerpo. (Teorema de Steiner).

Solucion Consideremos un sistema de coordenadas que pase

por el centro de gravedad del cuerpo de modo que el eje y sea

paralelo al eje ¢ dado y que el eje z pase por el eje /. En este

caso el momento de inercia respecto al eje y es:

I, = ///(:102 + 22)6(z,y, 2) de dydz,
v

donde §(x,y, z) es la densidad, de modo que = = § = z = 0. Asi la distancia del punto
(7,7, 2) ala recta / se mide por la distancia de (x,y, z + d) al eje ¢, es decir 22 + (z + d)?,

por lo que:

Ig:///(:c2+(z+d)2)5(x,y,z)d:cdydz:///((a:2+22)+22d+d2)5(:c,y,z)dxdydz
|4 1%

= I, + 2dmz + d’m = I, + d’m,

ya que /// zé(w,y,z)dwdydzzEszym:/// d(z,y, z)dedydz.
v v

3.6 Aplicaciones a la gravedad

54. Hallar la atraccion que ejerce el cono homogéneo, de altura h y angulo en el vértice o
(en la seccion axial), sobre un objeto material que tenga masa m y que esta situado es

su vértice.
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Solucion Tomamos el vértice en el origen y usamos coordenadas esféricas:

0 < ¢ <2m,

—agwgg, z=rsenY =h=—1r=

La masa dM = pdV = pr?costdedidr, donde p es la densi-

dad y la atraccion que ejerce este elemento de masa dM so-

_GmdM
2

bre la masa m en el origen, esta dada por seny =

—Gmpsen) cospdydpdr. La atraccion sera entonces:

- h
2m 2 sen Y
F:,/ / / Gmpsentp cosdrdide =
0 %7(1 0

= —2nGmhp ﬁz

53—

cospdip = —2rGmhp (1 —sen (5 — o)) = —2a7Gmhp(1 — cos av).

. Demostrar que la atraccién que ejerce una esfera homogénea sobre un punto material

exterior a ella no varia, si toda la masa de la esfera se concentra en su centro.

Solucion Tomemos el origen en el centro de la esfera, de modo
que el eje z pase por el punto que suponemos de masa m y

tomemos coordenadas cilindricas (r, 0, z).

Sea h la distancia del punto al origen y sea p la distancia de
un elemento de volumen dV a la masa m: p = /72 + (h — 2)?,
entonces la fuerza de atraccién dirigida a lo largo de p tiene

valor —Gwnczl)—‘z/, donde v = % es la densidad de la esfera,

3

dV =rdrdfdz.

—Z

La proyeccién de la fuerza sobre el eje z es dF' = —

Grr;ifylv cosa = —Gm*yhp3 rdfdrdz,
que es la fuerza resultante, ya que por razones de simetria, la suma de las fuerzas per-

pendiculares al eje z es nula. De esta manera tenemos que:

F:// sz// —Gm’yh_gzrdﬁdrdz
v v P

2m R VR?—z2
=—Gm7/ d9/ (h—z)dz/ #3
o IR 0 (r? + (h = 2)%)2
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/\/W

Ahora rdr 1 1

0 (24 (h—2)2 D% VRELhE-2hz
f 1 1 " h— 2
h— — dz = 1———N"=2 g, —
/,R( = \/R2+h272hz) N /,R( T )
(h+ R)*(2h — R) L (h— R)?(2h + R) _ 92R?

2R — = 2R
RY% 3h? 3h2’
2T o 2 3 3 .
/0 é% df = 4;}525 = F = mefy4gf§ =- GZLQM, yaque M = 37R3y.

Demostrar que la fuerza de interaccion entre dos esferas homogéneas no varia si las

masas de las esferas estuvieran concentradas en sus centros.

Solucion Sabemos por el ejercicio 55, pagina 194, que
la atraccién que ejerce una esfera homogénea sobre un

punto material exterior a ella no varia, si toda la masa

se concentra en el centro de la esfera.

Tomando un elemento de masa de la esfera M’ que denotamos con masa m’ satisface

que la atraccién que ejerce la esfera M sobre el elemento m/, es como si se concentrara

GMm'
h2
de gravitacién universal y h es la distancia del centro de la esfera M al elemento m/’.

toda la masa de M en el centro i.e. la fuerza F' = —

, donde G es la constante

Ahora usando el mismo principio del ejercicio 55, pagina 194, centramos la masa M en

el centro e integramos sobre los elementos de masa m’ de la esfera M’, por lo que la

_GMM'

fuerza de atraccion F' = 5——, donde 7 es la distancia de los centros de las esferas.
T

Consideramos una esfera sélida heterogénea x2 + 32 + 22 < R?, donde la densidad varia
de acuerdo con §(z,y,z) = A\z2. Calcular la fuerza con la cual atrae un punto material

de masa m, si se sitda sobre el eje z a una distancia igual a 2R del centro de la esfera.
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Solucion Usando el planteamiento del ejercicio 55, 2R .mT

pagina 194, tenemos que la distancia p de un elemento f ': 2R — 2
p:

de volumen dV a la masa m es p = \/r? 4+ (2R — z)?, en-

tonces la densidad &(z,y, z) = A\2? y la fuerza es:

F:// —Gm)\thi_?)zrdrdez
p
v

o7 R VR2-22
_ —Gm)\/o (/_R(2R—z)z2(/0 (r2+(27“g7“_ 2)2)g>dz> do.

Ahora,

VRZ—Z
/ rdr __ 1 1
0 (r2+ (2R—2)%)z 2R—z /5R? 4Rz’

R R 2
e 1 1 _ o (2R—z)z" N\,
/—R(QR 2)z (2R —Z VBRZ - 4Rz) dz = /_R (Z BRZ — 4Rz) dz=

(60z3 — 78R22 — 130R2z — 325R3) VBRZ 4R

1. _ " _2p3  263R® _ 17 p3
(32 IS0R ) =58 - 25 = R
Finalmente F' = —Gm/\7r21—170R3; para terminar debemos calcular la masa de la esfera:

27 g R 5
M = // N2 drdydz = /\/ (/ (/ r4sen2w|cosw\dr>dw)dcp = ZWA%Q-% =
7 0 -5 ~Jo

4 5 .
15 ATR?, entonces:

_ 4 15 17 1 _ 171 _ _17GmM

Se considera un sélido homogéneo limitado por un cilindro circular recto, radio de la
base R y altura h y densidad «. Determinar la fuerza sobre el punto de masa m situado

en el centro de la base del cilindro.

Solucion Situamos la base del cilindro en el plano z = 0y situ- /,L\\

/ h: \
amos la masa m en el origen, entonces el diferencial de masa del \—/
cilindro dM = vdV = ~rdr dfdz, de modo que el diferencial de ‘ p/’

uerza: , Sy

dF — —GmdMsena _ _Gmyrdrdod: \\__Gmyrdrdfzd:

P P’ ’ z

donde p = /22 + y? + 22 = V/r? + 22, sena = %, ya que s6lo queda la fuerza de atraccién
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sobre el eje z, pues las fuerzas de atraccion perpendiculares al eje z se anulan por la

simetria del cilindro. La atraccién total sera:

o ho R o h 1R
F=-G = —2rAr ) 2dz)df = —27G / 242872 2d
m’Y/O (/0 (2/0 (T2+22)5>Z z) TGmry ; (r* + 2%) ’02 2

h h
1 1
= 27er7/0 (E - M)zdz = —2rGmy(z — VR? + 2?) ’0 =

= =27Gmy(R+ h — vVR? + h?).

Se considera una esfera sélida heterogénea de radio R, cuya densidad v esta dada por
vy=a—byz2+y2+ 22 cona>0,b>0.

a) Determinar las constantes a y b, si la densidad media de la esfera es ~,,, y la densidad

sobre la superficie de la esfera es ;.

b) Calcular la fuerza de atraccion ejercida por la esfera en un punto m situado sobre la

superficie de la esfera.

Solucién Consideramos la esfera de radio R, centrada en el origen y la masa m situada

en el gje 2.

a) Se tiene que v = a—bRY v, = ///(a—br)err\cosz/J|dz/)dga =
v

gﬂRz”a—b/27T (/72:r (/RTBdT) coswdw) dp =
0 -5 “Jo

4
%WR% —b2m2- B = TR (40— 3bR).

4

Ademés . = %}}3 = (40— 3bR), 7o = a—bRi.e. 7. = }(y0+4bR—3bR) = §(410+bR),
3

por lo que b = LRZWO, a = 4v. — 3.

b) El diferencial de la fuerza F':

_ _ 2 .
dF = —M cosa = — Gm(a br)z(R ;"sen W)r| cos ?' dydr dcp’ ya que por la simetria
(r*4+ R* —2rRsent)?
de la esfera, las fuerzas perpendiculares al eje z se anulan y cosa = % Asila fuerza

es:

2 R us B B 9
P [ e ey ) ) e
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R ks
- _ 20, 2 2 - 1 R? — ¢2 ‘2
= 27er/0 r?(a—br)\/r2 + R 27‘Rbenw( 2rR2+27’R2(r2+R2—27“Rsenw)) _gdr

2rR2  2rR*(R—r)  2rR® ' 2rR*(R+r

R R
2(R+r) 2(R-7) / 2
= -2nG 2(a—1b — dr = —27G 2(a —br)4d
s m/o r(a r)( 5 5 0 ) r TGm ; r?(a ’I‘)R2 r

R 2 2 2 2
:—QWGm/ rz(afbr)(fR_Tf rooft _ Rer, R )>dr
0

4
= —QWGmﬁ (a%d — blz ) —27erR 63bR ﬂerR% = Glj\gzm.

Se ha usado la féormula:

a+ bx 2 a+bz bdx b ad — bc

atbr g 2 + =Vert dx( 7) +C
/ (c+ dx)? d\ctdx dve+dx d>  d*(c+dz)

Se considera un cuerpo homogéneo limitado por dos esferas concéntricas (capa esférica).

Demostrar que la atracciéon que ejerce esta capa sobre una masa m situada dentro de la

cavidad del cuerpo, es nula.

Soluciéon Usando el desarrollo del ejercicio 59, pagina 197,
colocamos la masa m sobre el eje z, en la posicién ¢, donde
el <a<b(aybson los radios de las esferas concéntricas),

entonces tenemos que el diferencial de la fuerza F':

3

JF — _GmdM . GmdM(z—c)
p* p

. — 2] cos
=— Gm(rseny — c)r7| cos | d? drdyp , ya que por la simetria de la esfera, las fuerzas
(r? +c® — 2rcsen))?

perpendiculares al eje z se anulan y cosa = % Asi la fuerza es:
27 R % _ 2
P _/ (/ (/ Grr;(r se;n/; or cos;b dl/J) dr> dy
0 0 -z (r? 4+ c¢* — 2rcsent)?

R 2, .2
2¢" —
= —27er/ 7"2\/7"2+02—2rcsenw(212 — ¢ —rir+c) )‘ dr
0 rc

2¢°r3(r? + ¢ — 2crsenyp) /|- 2

vl

- ok~ ) - ol - 5 )
- 27er/ (r—c) 27’02 2rc?(r — c)? (r+c) 2rc? 2ré(r +¢)? ar

R
:—27er/ T_C c+§—r+zc—r_26)dr:—2ﬂ'Gm/ Odr = 0.
2rc? 2rc 2rc 2rc 0




61.

62.

3.7. Ejercicios especiales 199

3.7 Ejercicios especiales

SeaV—{xyz)GIR3/O<x<1 r<y<l, x<z<y} f:10,1] — R continua,
demostrar / / / f(z (z)dzdydz = ¢ / f(t) dt )

Solucién Definiendo F(z / f(t)dt, se tiene / / / f(z dz y)dy f(x)dx

/ / (y)dy ' () d = / (LF(y)? — F()F(y))

/0 (3F(1)? = F(z)F(1) — $F(2)* + F(2)?) F'(z)dz =

' Pi(a)de =

x

D=

1
/0 (3F(1)* = F(x)F(1) + 3 F(2)*) F'(z)dz =
1 1 3
(3FO2F(@) = SF()F (@) + LF(@)")| = LF()* = 1P + LP(1)* = %</0 f(t)dt)”,

Sean a,beR, a<bysean f, g, h:[a,b] — R aplicaciones continuas. Estudiar la integral

fly) f(z)
/ / / g(y) g(z) | dzdydz, para probar que:
a0 h(y) h(z)

(f f2>< /jghf+< Loy s [ o)< ([ (] )+
([ 1) ([ m)([ o)

Solucién Desarrollando el determinante se tiene que:

F2(2)(g9(y)h(2) — h(y)g(2))* + f(y)(9(x)h(2) — h(2)g(2))* + f2(2)(9(x)h(y) — h(z)g(y))* —
2f (@) f(y)(9W)h(z) — h(y)g(2))(g(x)h(z) — h(z)g(2)) + 2f(x) f(2)(g(y)h(2) — h(y)g(2))-
(9(x)h(y) = h(x)g(y)) — 2f (y) f(2)(g(x)h(z) — h(z)g(2))(g(x)h(y) — h(x)g(y)) =

@) (y)h* () + 2 (@)h? (y)g?(2) — 2% (2)g(y) h(y)h(2)g(2) + f2(y)h*(x)g?(2) +
F)g*@)h?(2) = 22 (y)g(2)h(x)h(2)g(2) + F2(2)g*(2)h* (y) + 2 (2)h* (x)g* (y) —

2% (2)g(x)h(2)h(y)g(y) — 2f(2) f(y)g(x)g(y)h*(2) + 2 (2) f(y) h(z)g(y)g(2)h(2) +

2f(2) f(y)g(@)h(y)g(2)h(z) = 2f (@) f () h(2)h(y)g® () + 2f (2) f(2)9(x)g(y)h(y)h(z) —

2f (@) f(2)h(x)h(2)g*(y) — 2f () f(2)g(x)g(2)h*(y) + 2f () f(2)h(x)h(y)g(y)g(2) —

2f(y) f(2)g?(@)h(y)h(z) + 2f (y) f(2)h(2)g(2)g(y)h(2) + 2f (y) f (2)h(x)g(x)h(y)g(2) —
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2f(y) f(2)h2(x)g(y)g(z) > 0. Integrando los términos tenemos:

o[ [ [ [ () e [ ([ ) 2 [ ([ )

s [ [ fonea [0 [0 fon=2 [ )" +2 [0 [ [
<ffh>2—2/ </ fg> +2/ fh/ hg/ fo- 2/ ([ )+

a) Demostrar que Va,b,c € R, a® + b + ¢ > 3abc.

b) Sean f,g:[0,1] — R™ funciones continuas, demostrar que:

/// FW)g(2)g(x))* + (f(2)g(x)g(y))®

[0,1]3

= 3f(2)f(y) f(2)g°(2)g* (y)g ()] dwdydz > 0.

¢) Deducir que si ¢, ¥ son aplicaciones continuas en [0, 1], con valor en R,

/¢> 2)da < / ))3dx>:1)’</01(w(x))§dx>§.

Solucion

a) Consideremos la funcién f(z) = a® + b® + 2® — 3abz, entonces f'(z) = 32% — 3ab =0 <

x = +\/ab, por lo que tenemos f(vab) = a3 +b*—2(ab)2 y f(—Vab) = a®+b3+2(ab)? > 0
Asi, dado que f(—vab)f(Vab) = (a® + b°)? — 4a°b® = a® 4+ b — 20°0° = (a® — %) >
0 = f(vab) >0y como la funcién f(z) tiene un minimo en v/ab, para todo z > 0,

f(x) > f(V/ab) > 0, 1o que implica que a® + b* + ¢* > 3abe, si ¢ > 0.

b) Usando la parte a) con a = f(z)g(y)g(z), b = f(y)g(z)g( = f(2)g(x)g(y), se tiene:

/// 0 + b + c*)dadydz — 3///abcdmdydz>() — ///

[0,1]3 [0,1]3
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(FW)g(2)g(x))® + (f(2)g9(2)g(y))* = 3f(x) f(y) [(2)9*(x)g” (y) g (2)]| dxdydz > 0.
c)Seaf:¢,g:f,entonces3// 3 ()1 ( )z/)%( Ydzdydz > 3 / d(x)(z)d )3 =

(o,
/¢3dx/1/J de(/qg N
(/0 ¢3($)d9€>§(/0 ¢§(x)dm)§2/o o(2)0(z)dx

64. a) Calcular /// 1+x2i§dyldi 7 siV={(z,y,2) €ER}/0<2<1,0<y<1, z>0}L

b) Deducir el valor de / (%ant) dt.
0

Solucion

drdydz /// x—y % —
Sea I = = )ddd =
a) Sea /// (1+2222)(1 4 y22?) 1+x2,z2 Ty22) =
2 oo 2
//(2:1: 2arctﬂvanz _ _ Y arctanz )dyda:—
o Jo MNT—Y

0 l‘g—y Yy
1 rl T —y 1 1 .
s - -7 o - -
5/0 /0 xQ—dexdy_ 2/0 /O m+ydxdy_ 2/(; (ln(1+y) lny)dy_

1
T lim ((1 +y)In(l+y)—(14+y) —ylny+ y)) =T2(In2+ lim elne)=r7In2.
2 o+ € 2 e—0t
b) Por otro lado, I—/ / /0 1+22z2) 1+y > dydz.
Sea u = zz, du = zdr, entonces dix _ L[ du L arctanz. Asf tenemos
’ ’ 0 14+2%2% % l+u® 72
(o) e} 2
queI:/ %arctan2 zdz :/ (%ant) dt.
0o 0
3.8 Integrales multiples
65. Designemos con S, (a) = {(z1,...,2,) € R"/|z1] + -+ + |z,] < a}, con a > 0. Cuando

n = 2, el conjunto es un cuadrado con vértices en (0,+a) y (+a,0). Cuando n = 3 es un

octaedro con vértices en (0,0, +a), (0, £a,0), (£a,0,0). Denotemos V,,(a) el volumen de

V,.(a) dado por V,,( / / dxy -

Sn(a)
a) Demostrar que V,,(a) = a"V,,(1).

b) Para n > 2, expresar la integral que da V;,(1) como una iteracién de una integral
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unidimensional y una integral (n — 1)-multiple y demostrar que:

Vo) = Vara (V) [ (1= fal)" e = 2V ()

_ 2"a"

¢) Usando a) y b) deducir que V,,(a) = ]

Solucion Veamos de cerca que pasa en los casos n = 2

y n = 3. En efecto, para n = 2 se define que:

0 z+a a pra—x a a—|z|
Va(a) :/ / dyd:v+/ / dydx :/ / dydz.
—aJ—z—a 0 Jz—a —a J —a+|z|

Para n = 3, para z, y en el primer cuadrante del plano zy satisfaciendo —a < z < a,

—a+ |z| <y < a— |z|, se tiene que z varifaentre z =a—2x—yyz = —a+z+y. De
manera general para z, y en el plano zy se tiene que —a + |z| + |y| < z < a — |z| — |y, es

decir:

a a—|x| a—|z|—|y|
Vg(a)z/ / / dz | dy | dx.
—a \Y—a+|z| \/—a+|z[+]y|

En general vamos a tener que la variacion de

Tp,Tn_1,--.,%2,T1 €s la siguiente:
—a+|Tpa|+ - F | L <a— || — o — x|
—a+ |zp_o| + - Flr1] S apot L a— |Tp_o| — - — |21

—a+ |71 <22 < a— |z

—a S x1 S a,
con lo cual:
a a—|xz1| a—|zy|——|Tpn_1]|
Vn(a):/ / / dx,,
—a —a+|z1| —a+|z1 |+ Flzn—1]
y definiendo y; = 5, i=1,...,m:

1 1=yl 1=ly1l——|yn—-1]
-1 —1+|y1l —1+ly1l+-+|yn—1l
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1 (1—=]z1]) A=z )=lzz|——|zn]
:an/ / / dl‘n dZCQ dafl
-1 —(=1+4[z1]) —(=14[z1))+|z2|+-+|zn]

1 1
= a”/ Vn—l(]- — |’I1|)dl’1 = a”/ (]. — |£L’1|)n71Vn_1(1)d£L’1
-1

-1

! 1
=a" "—1(1)/ (1—|z))*~'dz =a” n—1(1)2/0 (1—z)" tdx

1
—a"V,_1(1)2

66. Sea S, = {(z1,...,2n) ER"/|xi| + |2n| <a, i=1,...,n—1},siendoa >0y n > 2.
a) Dibujar S,,(1), cuando n = 2 y cuando n = 3.

b) Denotamos V,,(a) = / . / dzy - - - dz,, demostrar que V,,(a) = a"V,,(1).

c) Expresar la integral que da V(1) como una iteracién de una integral unidimensional

y una integral (n — 1)-dimensional y deducir que V,,(a) = =7~

Solucion

a) Para n = 2, es el caso conocido |x| + |22 < 1.
Para n = 3 tenemos |z |+|x3| < a, |z2|+]|z5] < a, |z3] < a.

Asi |z;] < a — |z3], —a < 23 < a, es decir que se tiene
—a+ vzl <z <a—Jr3[, 1 <i <2 —a<z3<ay

se forman dos piramides de base cuadrada comun en el

plano T1T2.

a a—|zy,| a—|zn|
b)uL(a):/"'/dxl"'dzn:/ (/ N "" (/ N |d171) ~-~dxn—1> dx,

Sn(a)

1 1— 1——
om a a  dxq drp—1 | dx,
=a |2 | lznl ~a@ a a
-1 —14+— —1+

a

1 1= || 1—|zq|
:an/ / / d:Cl ~'~d$n_1 dmn - anvn(l)
-1 —1+|zn| —lt|zn]

Por otro lado:
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Vo(l) = /_11 </_11_+:1 (/_111:; (2(1 _ xn|)dgs2...)dacn1> d,,
1 1—|ay| L= |an|
B /—1 </—1+wn <.“/_1+x,ﬂ(2(1 = |zal))*des ")d:cn1> dz.,

- /11 (201 - \xn|))n71dxn - 2/01 271 (1 — )" da

S

1
- 2"/ (1—2)" 'de =2
0
c) Asi se tiene que V,,(a) = a"V,(1) = a”Q"%.
67. Sea S,(a) = {(z1,...,2,) ER" /2 + - + 22 < a?} y sea V,(a) :// dxy - - - dxy,.

Sn(a)
a) Demostrar que V,,(a) = a"V,,(1).

b) Expresar la integral V,,(1) para n > 3, como una integral doble y una integral (n — 2)-

multiple. Verificar que V,,_5(R) = R"~2V,,_5(1),con R = /1 — 22 _| — 2.

¢) Usando a) y b) verificar que V,,(1) = n,Q(l)Q% y deducir que V,,(a) = /2"

T(In+1)
donde I es la funcién gama.

d) Expresar V(1) con la identidad de una integral unidimensional y una integral (n—1)-

1
multiple y verificar que V,,(1) = 21/7,,_1(1)/ (1 — x2)("71)/2dx.
0

: r(24)
. 2 T 2
e) Usando c) y d) deducir que cos" tdt = B Ry e
0 F(@ + 1)
2

Solucion

1 1—22 1—gf = —x}
_ an/ / - / dry |-+ dep—q | dax, = a™V,(1).
Ny= =

b) Ademas 23+ +22 <1 <= af+---+a2_,<1-22_, —22yz2_,+22 <1, entonces:
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Va(1) = // / / dxy -+ -dx,_o| de,_1dz,

2 22
wn71+wa§1 242 <1— a: —LE%

n—=

= // Vo ( 1—a22 | — x%)} dzp_1dx,

a? _ +a?<1

2

= // (1 -2 —y*)" T V,_o(1)dzdy,

2 4y2<1
es decir V,,_o(R) = R"2V,,_5(1),con R = /1 — 22 — 2.

c¢) Asi tenemos que:

V) =VaraV) [[ (1= )3 dady

z24y2<1

- V,L_2(1)/02ﬂ (/01(1 )3t rdr) do

= Vn,2(1)27r%% [—(

[l
<
n
~—
[NE
[
—

= 2%TVTL,Q(l), sin > 3, 0 sea:

(=)

n_ T ..., _T i i
T 3, si n es impar
yis s ™ :
Eﬂ_lﬁ S1 71 es par
2 2
F(in+1)
se concluye que V,,(a) = _m2a"
y uye qu (a) F(%n—!—l)

d) Es claro que:

V(1) = 1 dzy---dz,_q | dz, = 1 Vio1(y/1—22)) da,,
it )

ol <1-a

1 L 1 .
_ / (1-22)*""Yv,  (1)da, = Vn,l(m/ (1 - 22) 3=y
0

-1
! 1
= 2Vn_1(1)/ (1 — 222Dy,
0

n 1
e) Sabemos que V,,(1) = I‘(#Zl)’ entonces QVL(ll()l) = /0 (1— 222Dy,
2 n-
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Consideremos el cambio de variable x = sent, dx = costdt, entonces:

L 3 3 3
/ (1- xQ)%(”*l)dx = / (1 — sen? t)%(”*l) costdt = / cos" tcostdt = / cos” tdt,
0 0 0 0
por lo que:
. 7.rn/2
[Pt i Ty rdonen)
0 2V, -1 (1) ors(n=1) 2 T(n+1)

P(zn—3+1)

3.9 Integrales impropias dependiendo de un parametro

Determinar f'(z), si f(x) = / g(z,vy)dy, donde g es de clase C! y a(z) es derivable.

h h

a(z) gz + h,y) — g(z,y) p a(z+h) gz + h,y) — glz,y)dy 1 a(z+h)
h y+ +

(@) h h o)

_ a(z+h) a(z)
Solucién Tenemos que: fath) - f) _ l/ g(z+h,y) dy*l/ g(z,y)dy =

g(z,y)dy =

a(z) P a(z+h) P +h o
/a yi(chy)dyﬂL/ afg(éz,y)dyﬂLg(w,tl)w

a(z)

(o entre z y x + h, t; entre a(z) y a(z + h). Asi:

,con (y,entrexy x+h,

) e o) alz — oz
w =/a %(CLy)dy‘f‘%(@,tz)(a(ﬂ?-ﬁ-h)_@(x))'i'g(x’tl)%’

con ty entre o(z) y a(x + h). Finalmente si h — 0, se concluye que:
a(z) 89
)= [ @udy+ 0+ glrae)a@).

“+o0
Determinar f'(z), si f(x) = / eV dy, x> 0.
Solucion Aplicando el resultado anterior de modo que a — +oo, la funcién g de clase
C! sea integrable para y € [z, 400 [, con |g(z,y)| < h(y) = e ¥, siy>1,2>1yh

integrable, tenemos que f es derivable y la formula anterior es valida:

+oo
fl(x) = —/ er_xyz dy — e .

“+o0
Demostrar que la funcién g(x, y) = / Qj{(Z))Q dz, satisface la ecuaciéon de Laplace
o T Yy—z
o%g 0% _
o2 T
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Solucién Se tiene que g—g = /:o f(Z)((JZ;-:_((:Z—_ZZ);)—Q 227) dz = /J:O mdz,
P9 _ [T 200+ (= 2 =2+ (g — D)0y — 227
ax2_/_oo (x2+(y_z)2)4 f( )da

® 253 — 6x(y — 2)2

)
ag _ [T “2u(y —2)f(2)
0y /_oo @22

2,

Py _ [ 2 PP A = Dty =),
oy ) (2® + (y — 2)*)*
[T —22(2? + (y — 2)?) + 8z(y — 2)? [T =228 4 6a(y — 2)? Nds
- a0 [ g
Finalmente, % + giy% =0.

71. La transformada de Laplace F(p) de la funcién f(¢), se determina por la expresién

e}
F(p) = / e P! f(t)dt. Determinar la transformada de las siguientes funciones:
0

a) f(t)=1 c) f(t) =senft
b) f(t) = e~ d) f(t) = cos f3t.
Solucion
W F) ==} [ emiopin = pe | = —f-1) = 4.
b) F(p) — / ef(pfoz)tdt — P—« S1p >«
0 00 sip<a.

Se sabe que:  cosbrdr = e (acos bz + bsenbr)/(a® + b?) + C

/e
/e‘“’ senbrdr = e*®(asenbzr — beosbz)/(a® + b?) + C,

por lo que:
c) e Plsen Btdt = B .
/0 b P>+ 5
°° P
d) / e Pl cos ftdt =
0 ﬁ p2 + ﬁQ

1 1
72. Sabiendo que / " ldr = % para n > 0, calcular / 2" Inzdz.
0 0

! 1x”1
- | wzdr=
€ 5

1
Solucién Sabemos que / 2" lnade = %x” Inx
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1
%enlnef%/ 2" ldr — 0 — o%:f 12,515H0
n

€

3=

73. Sabiendo que/ e Pldt = ]lg,p> 0, calcular/ t?e Pt dt.
0 0

o0 o0
Solucién Sea F(p) = /0 e Pldt = ]% = F'(p) = —% = /0 —te Pl dt = F"(p) =

~ P
/ t2e Pt = 2
0

74. Usando derivacion respecto al parametro, calcular las siguientes integrales:

X o—az _ o—f In(
a)/ de,a>0,ﬂ>0 d)/ al dx la] <1
,e Bz _ 5enﬁx
b) senmxdz, a >0, 5>0 e) e W —7rp—dr,a > 0.
0

c)/ arctana:nd

Solucion

e — Bz o0 o0 00
a) Sea F(a, ) = / %dm, gF f/ e dx = é/ e~ (—qadr) = éeﬂ“" =
0 0 0

0
é, por lo tanto F(«, 3) = Ina+ ¢(8), pero F(a,a) =0 =Ina+c¢(a) = ¢(a) = — Ina, por

lo que F(a,8) =lna—1Inf = ln%.

oo _ ) 0o
b) Sea F(«, 3, m) :/0 Wbenmxd% gF —/0 e **senmrdr = —ﬁ :
F(a, 8, m) = —arctan o + (3, m), pero F (o, a,m) = 0 = — arctan 5% + c(a, m), por lo que
5
F(a,3,m) = —arctan 5 + arctan ..
— * arctan az
c) SeaF(a)—/O 201+ 27 )dx
00 oo al s
F'la) = dx _ aarctan(ar)  arctana _ 2 _ 2 _
o (1+2%)(1+2%a?) a?—1 o =1 /], a?—1 o? -1
T 1 1 _ o? _ 1
20+ DY 113207 ~ (@@ - D02+ 1) @@+ D@2 1)
Asi se tiene que F(a) = %ln(a +1)+¢, pero F(0) =0 =c= F(a) = %ln(a +1).

1 2,2 1
B In(1 — a*z?) b 2adw — 2 do
d) SeaF(a)—/O =27 dz, F'(a) = /0 1-a2)VI_22 2 oy l—aZsen?¢’
t2
1+t

usando x = senf, dr = cosfdf. Asi usando la sustitucién ¢t = tan#, sen?6 =
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dg = —at por lo que:

1+
F'(a) :204/0 (1_|_(1d_t ) —\/123042/0 (1 -{1(1_7:.[;2(1)22) =
ﬁarctanmt = \/123éa2% - _\/1oiroz2 -
F(oz)z% %:ﬂ'm-&-&

pero F(0) =7+ c=01i.e. ¢ = —7 y se tiene que F(a) = 7(v/1 — a2 —1).

_ > 7&15611637 8j o > —ax iii
e) SeaF(a,/B)f/O e dx, oo /0 e sen fxdx = o7 —

oo

_ o 4 ai — —ax _ [0}
F(a, ) = —arctan 3 + ¢(8). Ademas 93 ; e~ cos frdx TP =

F(a,p) = arctang +ci(a) = —arctan% + % + c1(a), es decir ¢(3) = % + c1(a), o sea
c:%—kcl,peroF(a,O) :0=0+%+C1 = c¢=0.
Finalmente F(«a, ) = — arctan% = arctang - %

3.10 Integrales dependientes de un parametro

1
75. Determinar el dominio de la funcién f(z) =

Solucién La funcién f(z) = 1 m In(z+ \/W)] =In(1+v22 +1)—In|z|,
por lo que el dominio es R* = ]R\{O}.

76. Calcular la curvatura de la curva y = / o %da en el punto en que = = 1.

27

27
Solucién La funcién y = / SELAL doy cumple que y' = / cosardr = sen2mwx —

s s
senmx, y’ = 27 cos 2rx — wsenwz i.e. y'(1) =0, ¥y = 3, por lo que la curvatura & es:

"

K= —"—"% = 3m.
(L+ ()3
77. Usando la igualdad / T + i %ln(l + ab), obtener la féormula siguiente derivando
respecto al parametro:
b
xdx 1 b
—Let — = S In(l+ab) - ————.
/0 (1+ax)® a® n(l +ab) a(1+ ab)

b b
Py _ dx / _ rdx _ 1
Soluciéon Sea f(a) = /0 T az entonces f(a) = /0 Otar? = o2 In(1 + ab) +

1+ ax)
b
1 b zdr 1 1 b
a 1.e./0 m— a2 hl(l"'ab) a/]."‘(lb.




210 Capitulo 3. Integrales triples y multiples

b b
. de _ _ 1 b ___dr ___
. a) Usando la igualdad /0 212" a arctan g, obtener /0 2+ a®)?

; Y T
b) Usando la igualdad /0 e Rl T

calcular la integral /0 @+ n € N*,
Solucién

a) Para la solucion de este problema es conveniente usar la formula:

/ dx _ T n 2n—-3 1 dx

(a2 + xQ)n 2(7’L _ 1)0/2(1152 + a2)n—1 on—2 aQ (a2 + x2)n—1’

que se demuestra facilmente usando integracién por partes. En efecto:

an/ >k 7/96 +a? —ac dw—%/ 7/ xa:d:c
(a (a® + 2?) a (a® —l—x (a® + 2?)

1 Jn |- 1

1 _
a2<2(n—1)a (m +a?)nt = 2Jn71) n
1

z -3
2(n — 1)a?(z? + a?)" 1 + 2n T/n-1

Asi, cuando n = 3 obtenemos:

Y ode b 31 (1 de
o (@ +2%)3 7 2:2a*(b? 4 a?)? 4 2 J, (2% +a?%)?

b .3 (_ b 1 dx _
4a*(a® + b?)? * 4a? (2&2(62 +a?) + 2a? /0 a’ 2)

+x

b 3 ( b 1 g)zi(; b 5a2+362)
4a2(a2+b2)2+ 3% (a? +b2)+ 3arctana 841 abarctana+(a2+b2)2 .
b) Tenemos que:
Oo dac x ‘ L 2n=3 _
A s VT e L N T Pl A e
12n—-312n-5 [~ dz __,__(2n—3)2n—) 2 S Y A
a22n=2a22n—4 |, (24272 T 2n—=2)2n—4)- 2272 |, a® + 27

(2n — 3)( 1
(2n—2)(2n—4)---2942n-1"

(oo}
. Calcular el valor de la integral / e~ @gn~ldz, a >0, n e N*.
0

oo

1
0 ar

o0
Solucion Primeramente veamos que / e dy = %e*
0

Tomemos el cambio du = e *®dzx, v = z" ! ie. u = —%e“”’, dv = (n — 1)z" 2dz;

entonces:

) 1 0o
—ax,.n—1 _ _ 1l ,—ax,.n—1
/0 e " dr = —gze"

o
’ + %(n - 1)/ e W2y =
0 0
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0 —_— —_— DR oo
0_}_%(”_1)(”‘_2)/ e—axﬁn—3dx:...: (n 1)(77’71 2) 1/ e—amdx:%(n_l)!‘
a 0 a” 0 a
Usando la 1gualdad dx determinar 2 dzx .
aZcos?z + blsen’z  2Jab]’ o (a%cos® x + b? sen® x)?

Solucidén Sea f(a) = / ? > dx
0

B

cos? z + b%sen’
us

us
2 9 2 0d
entonces f'(a) = a cos” rdx
o’ f'(a) /0 (a? cos® z + b*sen” x)*

2 dz _[? 2a sen” xdx _
o (a*cos’z+b?sen’z)? |, (a®cos’z + b%sen? z)?

NIE

dx
2a/0 (a®cos?z + bZsen’z)?

f ) =

/ (a? cos z+b2 sen?z)?
a® +b?)

i / 1 i —
2l (@) + 558" 0) = 5 52y + 59705 =

4|ab\3

Calcular las siguientes integrales derivando respecto al parametro.

a)/ dx a>—1.

c)/ arctan ax dx.

V1 — 22

)/ arctan am dz.

In(
o [ ;g;os@ dr, ? < 1.

1)/ da: a>0.

k) efaf,; sen bx ; sen cx dz, a> 0.

b)/ 1_6(” dx,a> —1.

d)/ wdma < 1.

EaYs p—
f)/ m\}% ,a? < 1.
h)/ 1+32§ﬁ§)sgﬁx,a2<1.
J)/ dﬂﬁ a>0,b>0.
D eiazmﬂd% a>0.

0

m)/ n(a? cos? x + b%sen? r)dz, a >0, b > 0.

Solucion

a) Sea f(a) = /OOO %dx, f'(a) = /Ooo

Lo~ [ e rirdn
0

a}_ / e*(a+1)x(7(a+1)dz) — ,aile*(a+1)x . - CL—}— T = fla)=In(1+a)+C =
In(1 + a), pues f(0) =C =0.
b) Si f(a):/ 1iezaz dz, f'(a )—/ xQS_;: d:v:/ ze= (et gg =
0 xe 0o x’%e 0
%ah( e~ (atD)z ) = m o fa) = $m(a+1)+C = Lin(a+1), dado que
f(0)y=C=0.
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1 1
T _ arctan ar g.. /() — / dz _
¢) Tomemos f(a) /0 g f'(a) o (1+ a%22)v/1 — 22 o=sent

s

s ™
2 2 5
1 cost gy — dt 11 " T+ a2t ‘2 _ i
/0 1+ a2 sen? cosl /0 Tha2sen®t 11 a2 rctan (V1+ a®tanx) N Vi

= f(a) = Fln(a+Va? + 1)+ C = FIn(a+ Va® + 1), pues f(0) = C =0.

"In(1 — a22?) , ! —2adx 2 dt
d)Seaf(a)=/O V2 =] VI—a22(1 - a%a?) :_2‘% 1—a?sen®t

9 \/%arctan(\/lfm tanz)‘o :\/%ﬁ f(a) =71 —a2+ Cy como f(0) =

7+ C=01ie.C=—-n1= f(a) =7(vV1—-0a%—-1).
. _ > arctan az ’ _ > dz _
e) 51 f(a) _/0 2(1+a2) 0% @) _/0 AT )0+
a2 11 1 _(_a 1 ’°° _
/0 <a2 e S e o | +x2)d$ = (a2 1 arctan(az) P arctanx) . =

(0 )T T e

— Tl =T sia <0,

Tin(a+1), sia>0

por lo tanto f(a) = 2 = f(a) = signo(a )2 n(1+ |al), ya que
—gm(l—a), sia<0
f(0) =0.
! In(1 — a?z?) , 1 —9ax2d
D Tomemos f(0) = [ =5 an, o) = [ 2 ey =

2/1 —a222dx :2/1 (1 —a%2? —1)dx _
“Jo A=a??)V1-2a2 *Jy (1-a2®)V1-a?
2 _dz 2 ‘1_2 2 costdt _
a/o VT / 1—a2x2 W1 = a2 o= son ¢ @ ATESERT] a/o (1 —aZsen’t) cost
2
21 _ %arctan(mtanx)‘o =I-Ilo == rlna 4 rin 2 V1T _
2
7ln(1 4 /1 + a2) + C, pero? como f(0) =0, C = —In2, es decir f(a) = wln @.

_ [TIn(1+acosz) 7 dx __m .
g)Seaf(a)—/O de,f’(a)—/o TTacosz = Y1 g5 PUes:

/1+ng08&: = \/12_a2 arctan( 1+atan2> + C, entonces f(a) = warcsena + C =

2 2 eonZ oo D
p° + q° sen” ax ap\/p2+q2

\/p? — g% tanax
2Recuerde que / dz 1 arctan Y2~ — 1 +C

PR ") D
p? — ¢ sen? ax ap\/p2 Iy

\/p? + g% tanax
1Recuerde que / dz 1 arctan Y24 +C
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marcsena, ya que f(0) =C = 0.

jus

. 2 1
Wi flo) = [ ({Easms) e <,

T 1- 1 2
Fla) = / 1—asenz 1 senz(l—asenz)+senz(l+ asenz) do — %/ 2dx —
0 0

T+ asenzsen® (1 —asenx)? 1—a’sen’z
\/11_7 arctan (v1 — a2 tan z) ‘0 = ﬁ% oo fla) = %arcsena—FC = %arcsena, pues
f(0y=C=0.

. . > 1— —a’ / > —az? 1
i) Consideremos f(a) = /0 %dw, a>0, entonces f'(a) = /0 e dx = 5@ =
f(a) = /maC = /ma, dado que f(0) = C = 0.
j) Sea f(a,b) = / Mdm, a>0,b>0, entonces:
0 X
O (a,0) = / e’ dr = /T, W (a.b) = [T, por lo que f(a.b) = —v/7a + C1(b) =
0
Vrb+ Ca(a) = Vb — vma = a(Vb— a) + C = /a(vVb— y/a), dado que f(a,a) = C = 0.

k) Sea f(a,b,¢) = / e‘“wdw, a > 0, entonces:
0

T
87]0 _ - —ax . (acosbxr —bsenbx) _ .| a4
b~ ; e cosbrdr = P e =i
of °
o= —ae —__a ,
Da /0 e cos cx dx R por lo tanto:

f(a,b,c) = arctan b +Ci(a,c) = arctan £ +C5(a,b) = arctan g —arctan £ +C = arctan g -

arctan <, pues f(a,b,b) = C = 0.

D) Sea f(a,b,c) = / e‘“‘”wdaz, a > 0, entonces:
0

T
af < bcosbx—i—asenbx —az|™ b
%: . —e “genbrdr = 2+b2 axo :—m,
87f _ OO —ax _ (& - _ Q — c
5c = e “sencrdr = 2 osea f(a,b,c) = —arctan ; + C1(a,c) = arctan g +
0
Cs(a,b) = —arctan 4 b +arctan g +C = —arctan ¢ b +arctan &> pues C = 0 porque f(a,b,b) =

0.

jus

2
m) Tomemos f(a,b) = / In (a? cos® z + b* sen® z) dz, entonces:
0

™ ™
Of _ o4 [? cos? rdx —9q [ sec? xdx _
da o b*sen’z + a’cos’x o (a* +b*tan®x)sec’ z

> d _ > a ab? _
2a/0 (a® + bztzt)(l +12) /0 ((a2 — b22)(t2 +1)  (a®— b2§(a2t2 + az))dt o
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(ngritzgt 2abb2 arctan bt) ‘( %aQ E 72 (a—0b) = a j_ ;= f(a,b) = mIn(a + b) +
C1(b).

af _ 2 sen? xdx _ > dt = _T
Similarmente ob 2b/0 a’cos’z +b*senx 20 o (P+adtH)(1+t*)  a+b -

f(a,b) = wln(a + b) + Cs(a) i.e. f(a,b) = wln(a+b) + C y dado que f(1,1) =0 = C =

—mln2ie. f(a,b) = ﬂ'lna;b.

s

2
dz, para luego determinar / L _ dz.
o tanx

s
2 arctan(atanx)
tan x

Calcular la integral /
0

Solucién Sea f(a) = / > arctanaftan) #'(a) = / P de
0 0

s

2
tanx 1+ a?tan®z T 1

2

TIn(a+1) sia>0,
(ver ejercicio 81 m), pagina 211, entonces f(a) =

—TIn(l—a) sia<0.

s s
2 arctan(tanx 2
En el caso en que a = 1, tenemos que / #dx = / L _doy =T In2.
0 tanx o tanz 2

— ¢ dr, a > —1,

1

Usar la igualdad / z"dr =
0

6>-—1.

n—li— 1> para calcular la integral /

Solucion Recordemos que C%aﬁ = %; entonces si integramos desde « hasta 5 la

integral en cuestion tenemos:

B 1 B 1 8 1
n _ 1 _ . B+1 n _ P — o
/a (/Oxdx)dn—/a n+1d =In a+1_/0 (/axdn>d$_/071nx dzx

> il a? v
Usando que 2a/ e’ dy = /7, calcular la integral / (e_ 2 —e a? ) dz.
0 0

Solucién Es claro que 2 / e*(‘””)Z(adx) = /7, entonces si definimos la funcién
0
o0 a‘2 b2 o0 b 2
fab)= [ (e —e o )an, 5L = B 20 O [T () D
0 ob o 72

- a gy — Ai T e gu = v o [T ety =
Haciendou = 3, du = — Idz entoncesaaf /0 e duf\/iabf 2/0 e " du=

—/, y la funcién f(a,b) = ay/7m + C1(b) = —by/7 + Ca(a) = /m(a — b) + C y como
f(a,a) = C =0, se tiene f(a,b) = /m(a — D).

2
los resultados para calcular las integrales de Fresnel.

Dada la relacion / e dz = VT , usarla para deducir - 2 / e *"®dz. Usar
0 0

1
NN
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a)/ coszdx b)/ senx da:

o VT

Solucién Sabemos que/ e % dz = \g,entonces/ e F Tz = i/ e = /rdz =
0 \/5 0

o0
L/ ey =1 VYT L:—/ e 27 4y x>0
N A x 2 NEEERV ’
- l( - -z "”cosxdz)dx:l/oo(/ -z ””cosxdx)d =
™\ Jo VT Jo 0

ya que:

fl _
dzfﬁ I = 2,

/0 e~ cosbrdr = ﬁ y que

2> _ 1 2 —a2v2+1 1
/ rdr = W3 In ( ) + 5 arctan(zv/2+1) + 2\/5 arctan(zv/2 — 1) + C.

1+ 2+ V2 +1 V2
b) Similarmente, / SeNT gy — / l( / e ggsenxdz dz = / =
oV o VT\Jo NG 1+Z4
2
\Qf\/;r T\ gy yaaue

- b
“ senbrdr = 2 Y due

/ 1 (i t:?iii) + 2\1@arctan(x\/§+ 1)+ 2\1@

Sea f una funcién continua para z > 0, tal que lim f(z) = ¢, entonces sia >0, b > 0:

[ CE P
0

Usar este resultado en los siguientes casos:

T4 A arctan(zv2 — 1) + C.

0o bzn
a) / arctan ax - arctan bx d b) / = ————dz, (n>0).
0

R R
Solucion Consideremos/ (f(gx) — @) dx :/ fggcx)ad:c —/ f(bx)bdm =

bx

bR f( ) . Re @du bR f( ) . be @du,

be ae aR ae

bR
pero mp ln flu )du < Mg 1n ,donde mp = inf f(z),Mr= sup f(x),
aR z€[ Ra,Rb] x€[ Ra,Rb)

be
meln 2 < flu )d <M.nl

ae€

Observemos que m,, < f(z) < M,, para = € [aa, ab], entonces:

lim mpg = hm Mg = lim f(z) =¢,

R—o0 T—00
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Rb
por lo que se tiene Rlim fglu) du = {In b y ademas hm)m€ = hrr%) M. = f(0) i.e.
— 00 Ra
be
hm @du = f(0) lng

—0
€ ae€

Finalmente /OO Flaz) = FO) 10— 1(0) md— ¢l = (- f0)n g
0

Qo

T

o0
arctanax ; arctan bz dr — (77 0) In &

a) Dado lim arctanxz = 5, entonces /
0

T— 00

b) Sea f(z) = e~*", cuando x — oo, f(x) — 0y como f( {/ax) = e~ **" tenemos:

o0 e—aw" _ e—b;ﬂ” \7/5 1 b
= ————dz=(0-1)In ==In,2.
P 0= =l
Sea f una funcion continua para x > 0, tal que f(zx) dx converge, para todo A > 0.

Probar que si a > 0, b > 0, se tiene que / M dx = f(0)In g.
0

Usar este resultado en los siguientes casos:

* ear _ g—bu cos ax — cos bx
a) / g dx b) / " dx
c)/ sen cw; sen bx de d)/ bsen axr — asen bxd

ZC2
e)/ sen :r:dx

Solucion Para la demostracién observemos que / /
€

= f(b)

(ax)dx

= siempre existe, lo mismo

que la integral / dzx, por lo tanto:
€

[ o ) g [ I g [ 1) o= [ pwd= [ ptwdu =
€ € € be

be be be f( ) be
fw)udu = me/ %u < ——du < M. / , es decir:

ae ae ae

be
meln 2 < f()d <M.nl

ae

donde m¢ =  inf  f(z), Mc = sup f(x), pero hm Me = hm M. = f(0), por lo que:
z€[ea,eb] z€[ ea,eb]
/ fa:z: x—hm/ fa:z: flaz) = f(bw) xzf(O)lng.
e—0

a) Sea f(x) = e~ *, sabemos que / ® dx converge VA > 0, entonces:
A

® —axr _ ,—bzx
/0 € € de=fO0)ml=md
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oo
b) Si f(x) = cosz, /A €L dx converge V A > 0, pues:

B B B A o0
COJ:S.Z‘ dr = se;wc’ + S€H2£C dx _sen + senx dI’,
A A A x

A Az
cuando B — oo, por lo tanto /0 wm = f(0) lng =In g.
c) Se tiene que senax-senbxr = %(cos(a — b)x — cos(a + b)x); si definimos f(z) = %cosx
obtenemos:
X flla=b)x) = f(la+b)x) 1 [ cos(a—b)x—cos(a+Db)x 1 b+a
T dr = = In
0 2 0 a — b

(o)
d) Sea f(x) = %3, COHIO/ @dw = / ST dx converge, V A>0 y como lim SenT _
A $

senax _ senbx

1, se tiene que ab/ %dm = ab f(0) 1ng = ablng.
e) Sabemos que sen® r = %senx - isen 3z, entonces definiendo f(z) = isegm tenemos
3senz _ 1sendx
3 T T AT —

que f(3z) = i eI}CSx — sen21; _4 = x4 r f(x) xf(317)’ por lo tanto:

X

“sendz ;. 3_3

/0 = dsz(())lnlfllln?).

Verificar que la funcion de Laplace ®(z) = % / e*tzdt, satisface las siguientes rela-
0
ciones:
a) / (az) ﬂ;j/?r 1, x®(azx).
_ 1

b) / (1 ))dx = 7
Solucion

b b az
a) Escribamos/ d(az dz:/ L/ et
0 (az) 0 (ﬁ 0
ab b ab ab
2 —t? _ 2 —t% g t -2
ﬁ/o (/Le dz)dt ﬁ(/o be~t" dt /0 Letar)

ab ab
2 —¢* 1 ¢ 1 ( —a?b? )
bﬁ /0 e Vdt+ ﬁae . b®(ab) + Jra e 1).

: ’ _ 1 (g—a2® _
Sustituyendo b por x tenemos /o b(az)dz = Jra (e 1)

b

b b b
by [ ®(az)dz—bd(ab) = / ®(az)dz— / B(ab) dz = — / (®(ab)-®(az)) dz

0 0 0
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7
Sib— 0o, ®(b) — 1y e~ ¥ — 0, por lo tanto:
b

Jim. ; (@(b)—@(z))dz=/0 (1-®(z))dz = ﬁbhiﬁo (1—e ) = \%

Las funciones si(z) y ci(z) se definen por si(z) = — / Seftdt (seno integral) y por

b
Sia = 1, se tiene que / (D(b) — B(2))dz = (1 — e~?").
0

ci(z) = —/ %St dt (coseno integral). Demostrar que / sen xsi(z)dr= —/ cos zci(x)dr=
x 0

0
s

T
Solucion

a) Observemos que:

o0 [e%s} [e%s} t
— sen:c( &ntdt)dx = — ( senx&ntdx)dt =
0 z t 0 0 t

. qysent g sentcost _ sen _
/0 (cost 1)—t dt—/o ( n 7 )dt—

1 sen _ sen _1 senu g, seny g, _
2/0 2% 2dt /o = dt = 2/0 - du /0 = du =
oo

ya que / SL do =
0

[e'e] [e%e] [e'e] t [e%}

b)*/ cosx(/ %Stdodz:f/ (/ cosx%”dz)dt:/ Wdt:
0 . 0 0 0

1 Oosen2t _1 oosenu _1lr _x

2/0 2t th_Q/o w =99 = 7

3
La funcién de Bessel de orden cero es Jy(z) = % / cos(x sen 0)df. Demostrar que:
0

< 1
0z Jo(2)de = ——L— 4> 0.
a)/o e o(x)dx T3 ¢

™
R

5 si a>1
o0
b)/ SCRAL Jo(x)de = { arcsena si la] <1
0
x .
—3 S1 a S —1.

Solucion

a) Se tiene que/ e " Jo(x)dx = %/ e </
0 0 0

2 (7 ([ e qos(ns 2 (% __add  _
7T/O (/0 e cos(msen@)dm)dﬁ—w/o ey i

N

cos(z sen 9)d9> dx =

2 a \/a2+1tanz‘% 2 1 T 1
24 grctan Y-St = 2 T — ,a>0.
Tava?+1 a 0 TVa2+12 Va2+1
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b) SeaI:/ %Jo(x)dx:%/2 </ senaxco;(a:sene)dz> 40 =3
0 0 0

([ et i)
0 0

Sia>1,a—senf >0, a+ senf >0, entonces:

[:%/2 (/ w(a_me)dﬂ/ ser1(a—|—sen€)x<a+sene)dx>d0:
0 0

(a —senf)x o (atsenf)x

jus

1 3 > senu > senw g\ g9 — 1 2
T = du+ T au =7 (
0 0 0 0

Sia<1,a—senf <0, a+senf <0, entonces:

3 (™ sen(— * gen(— 3
I:%/O (/0 Sen(u“)dw/o Sen(u“)du)do:}r/o (- -T)dg = -I.

Si0 < a <1 setiene que:

™ _ T
+§)d9_§.

o[

a—senf >0,s10< 6 <arcsena,

a—senf <0, siarcsena << T o

a+senf>0,si0<6 < Z, entonces:

I:}T(/ Wd9+/ / sen( dud6+/ / SeNU gy g
0 arcsen a arcsen a

arcsen a
/ us d(‘)) (72T arcsena + 0 + § arcsen a) = arcsena.
0

De manera similar se analiza el caso —1 < a < 0.

. Verificar que las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones diferenciales dadas:
o0
_ e~ _ 1
a) f(x) —/O T2ty Y=g

1
b) f(x) = / (2% - 1)n_1e” dz, zy" + 2ny’ — 2y = 0.

-1

c)f(x):/ 7mndz, xy” — 2ny +xy = 1.
0 (1—|— )+1

d) Jo(z) = %/2 cos(xsen)dl, y" + 3 1 Y +y=0.
0

Solucion

oo _ o —rz
S = 76 i d ! = —ze d
a) eay A 1_|_ZQ 2 Y 0 1+22 Z,

3sen acos § = %(sen(a — B) +sen(a + 3))
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2\ . — —
y,,:/wzze,mzdﬁ/w (1+2)e e
0 0

1+ 22

> —:cz(_x)dz > e Tr* _ 1 _ —zz
/0 e — | 1+22dz— €

1

1
b) Sea y = / (22 - l)n_le“ dz,y' = / (22 - 1)71_12695‘Z dz,

-1 —1

Oo_ _1_ ” _1
Y=z - y=—=y t+ty=z.

0

1
n—1 .
Y’ = / (22 —1)" " 2%e®*dz, entonces:
-1
1 1
n—
(z2-1)" "we*dz,

1 1
zy” :/ (z2—1)n_122me“dz, 2ny’ :/ (22—1)n_12ne“dz, xyz/
-1 —1 -1
1
xy"” + 2ny —xy = / (22 - 1)n_1(a:z2 + 2nz — x)e** dz =
-1

1 1
/ :17(22 — l)ne“dz Jr/ 2n(22 — l)nflze“dz =

-1 -1

1 1 1
(22 — 1)”6“ o / 2n(22 — 1)nflze“ dz +/ 2n(22 — 1)”7126“ dz = 0.
- -1 -1

) T /oo [ dz, ' /oo —ze "*dz_ /OO 22e"dz
C omemos y = ——— 742, Y = —T, Yy = == 2~ en-
o (1 + Z2)7L+1 o (1 + 22)7L+1 0 (1 + zg)n 1

22z + 2zn + x)e_“
n+1 dZ =
(1+2°)

/OO (22+1)$ e—xzdz+/oo 2nze **dz :/OO T e—xzdz+/oo 2nze "*dz _
0 (22 _|_ 1)TL+1 0 (22 + 1)n+1 o (22 + 1)11 o (22 + 1)n+1
e ‘Oo _/OO 27”L,ze*"’”zdz1 4_/0C 27"Lze*“:‘zalz1 _

0 0 (22 + 1)n+ 0 (22 + l)n+

o0
tonces: zy” — 2ny’ + xy = / (
0

us

d) Seay = 2/2 cos(rsen)dd, vy’ = ~2 /2 sen(z sen 6) sen 6d6,
0 0

™ ™

s
2
Y = _% / cos(z sen ) sen” df, entonces:
0

3 3
v+ %y’ ty= _%/0 cos( sen 0) cos? 9d0+%/0 Sen(mseng) senfdf
_%/ cos( sen 0) cos? 0d0+% <_sen(xse;19) cos@‘og +/ cos(xsean):z:cos 0d0> _o
0 0

Calcular las siguientes integrales impropias.

[e%s} oo 1 le2 x
a)/ </ e~ (@+y) dy) dx b) (/ ey dx) dy
0 0 0 0
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)// da:fin,S:{(x,y)elRQ/le,ny d)/ </ +ydy+a)>dx a>0

e)/ooo (/Ooo (/OOO (IzwchZZH)Q) dy) dz.

Solucién
a) Sea S, = [0,b]x[0,b], entonces //e_(““y)dxdy = y
Sy

/Ob (/Ob e—(x+y)dyda:> — (_e_y)’l;(—e‘@’)

(1-e")? — 1, cuando b — +oc.

0

b) Hay problemas cuando y = 0, por lo tanto tomamos £ >0

y definimos S. = {(z,y) e R?/0 < x < ¢?, /e <y < 1},

entonces:
= 1 > T 1 T
//e?dxdy:/ / eYdx | dy = / ye¥y
4 Ve \Jo Ve

e =) = [ (&= pdy= (e~ 1) - Ve - Ve - (- k)| =

y? 1
dy = / y(e —1)dy =
0

€

Ve NG Ve
e—1-Ve(eV*—Ve)—et+i+eVs—le— 1 sie—0t.
¢) Consideremos S, = {(z,y) € R?/z> <y < b,1 <z < Vb}, Y
b

Vb
// ffydxf/ / Ay de=
$+y 1 a:2x+y

Sy
N Vb

/ % arctan (%) dx = / (% arctan (%) — LQ) dx =
1T /|, 1 T T 4x

[— \/% arctan (\/%x + 1) — \/% arctan (\/%x — 1) — %arctan %

Vb

In(z? — v/2bx + b) + ﬁL =

b

In(z? + v/2bx + b) +

2\F \F
arctanb + \/% arctan <\/7 ) \f arctan (\/% ) 2\/» In(b+ v/2b+ 1)
Q\ﬁ In(b — V2b +1) - \ﬁ In(2v/2 + 3) + < T i) — & — 3 = 7, cuando

b — oo.
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d) Definimos S, = {(z,y) € R?*/z? + y*> < b*, 2 > 0,y > 0}, entonces:

dxdy b be o dy Sp
= e | dr=
z® +y® +a?) 0o \Jo (% +y° +a°)

5 b
(1" ordr _g_#‘b_z 11 S
/0 (2/0 (T2+a2)2>d3_4( 7’2+a2)0_4(a2 a2+b2) 42,cuandob—>

00, (usando coordenadas polares).

e) SeaV, = {(n,y,2) ER3/a? +4*> + 22 <b?, 0 >0,y > 0,2 >0}, y

A
usando coordenadas esféricas tenemos: /\

/// drdydz
P2+ + 2417
Vi

/ / / dz dy | dez =
0 0 0 (x2+y2+22+].)2

3 3 by 2 cos _ 3 b 1 1 _
/0 (/0 </0 7(7" 1) dr) dgp) dw—/O coswdq/;%./o (r2+1_ (7"2—|—1)2) dr =

b

m (1 __r N\l =zn(l b T(lr_o)_x?
5 <2arctanr 2(r2+1)> LT (2 arctan b 2(b2+1)> — 5 (22 0) =g , cuando
b — o0.

93. Determinar la convergencia de las siguientes integrales dobles impropias.

a) //ln Va2 +y2dxdy, S es el circulo 22 + y2 < 1.
5
dxdy . ) .
b) @1 S es la parte exterior del circulo de radio 1 con centro (0, 0).
T Y

o //M S es el cuadrado |z] <1, |y| < 1.

3/33— 2

d) / / / i‘r dyjz e , V es la parte exterior de la esfera de centro (0,0,0) y radio 1.
y

Solucmn y

a) El problema se presenta en (0,0), por lo que tomamos / \
D 1 x

Se = {(z,y) e R*/e* < 22 +y? < 1}, € > 0 y usando /

2 1 ‘ =
polares/ In+/x2 + y2drdy = / (/ (1nr)rd7“> df = \j
0 €
Se

N
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1
_ 1.2 _ 1.2
27r/€ rinrdr = 2%(27’ Inr 4r)

_ 1 12
2( 1 3¢ lne+4)—> 2,cuandoeﬂ()

b) Sea S, = {(z,y) € R?/1 < 22 + y* < b?}; usando coordenadas polares se tiene:

b
d:z:dy T b B p—2at2 |7 p2a+2
// /0 ([ T2a1d7" da—zﬂ'ml— 20é+2 -1 4’*271',

cuandobﬂoo sii —2a+2<0,0sea a > 1.

c) Sea Se = S\A., € > 0 como aparece el la figura adjunta,

entonces / / \/% _

1 Tz—€ 1-e 1
/ —3(:c—y)1/3‘ ) dw—i—/ —3(z —y)'/3 dx =

—14e€ —1 x+e€

1 1—e€
/ (3(z +1)/3 — 1/3)dm+/ 3(—e'/? — (z +1)V3)dx =

-1

% x+1) 4/3 _ 3mel/3)‘1

+ (— 3rel/3 — Iz — 1)4/3)‘176 =
—1+e 4

1

[N

(e¥/3 —8el/3 +6/2) —3(1 —e)el/? — Je¥/3 —3el/3 4 9243 - 9{/2 4 924/3 = 9{/2, si
-

0.

m

d) Tomemos V, = {(z,y,2) € R?/1 < 22 + y? + 22 < b?},
entonces pasando coordenadas esféricas tenemos:

et [ ([ () 2zt )

2

72a+3 b
27r-2/ COS’(/)d’L/)/ = 47-L 2a+3 =

cuando b — oo.

47 1 4 - 3
3= 94 (b2a_3—1) — 55,3 su o> 3,

94. Calcular las siguientes integrales dobles impropias.

2) //xiy
S

1 gedy. § —
b) S//\/@d dy, S =1[0,1] % [0,1].

drdy, S = {(z,y) e R?/0<y <z, 0<xz <1}



c)

d)

e)

a)

b)

c)
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dxdy, S =10,1]x[0,1].

=

//%dxdy,S:{(x,y)EIRWySQU§29a0§y§ 1}.
S

//logxdxdy, S={(r,y) eR?/0<z<e’,0<y<1}.
g

Solucion
Hay un problema que se presenta a lo largo de la recta

x =y en S; tomemos S, € >0 como aparece en la figura

adjunta, entonces:

1 T—€
1 _ 1 _
/S x_ydxdy—/e </0 x_ydy)dx—

€

Tr—€ 1
d:c:/(lnm—lne)dﬂc:(wlnx—m—xlne) =—-1-lne+e — +oo,
€

—/:ln(w—y)o

si € — 0, o sea diverge.

Hay un problema en (0,0), entonces consideremos el 1
conjunto S. = [€,1] x[€e,1],e>0: Se
1 1
//Lda:dy:/ </ 1dy) dr = e !
VY € e VY ; i
Se e 1
1
2 2\/5) d ‘1 2
e =4 —/ =4(1- 4, cuando 0.
/€ (\/:E N L (Vz z€) . ( Ve — 4, cu € —
Observemos que por razones de simetria, la integral 1‘y

es dos veces la integral sobre el triangulo inferior del

cuadrado [0,1] x [0,1]. Asi, tomamos S., € > 0 como en

x

la figura adjunta, por lo que: e — 1

1 z—e 1 " 1
1 1 r—e€
dxdy:/ (/ dy> dx:/ 72\/33734‘ dac:/ 2vVz—2v€e)dx =
S// Tr—y € 0 VT —Y € 0 e( )
‘3 1 3
(%x§—2x\/€)’ =3-2V/e—3e2 +2Ve=3-2Ve+2eye— 4,sie—0.
€

Finalmente, / / dx dy 2-
S

N

-8
=3

SV
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d) Tenemos un problema en x = 0, por lo que tomamos la 1 [

regién S, = S\ [0,€e] x [0, €], € > 0, entonces:

y YTy Y1y?
[[tazas— | ( / xdy> w42
€ 5 €

2

Se
'3 3 3
3 = 3 (1_¢2 3

/e 8:cdx 16(1 €’) — 16,51e—>0.

e) SeaS. = S\[0,e] x[0,1] con e>0, ya que tenemos prob- 1

-z = eY

lemas en x = 0, entonces:

1 eV
/ lnxdmdy:/ / Inzdzr | dy =
Se 0 €
1 ey
/ (xlnz — x)
0 €

2—e—¢€elne+e—2—e,sie—0F.

1

1
dy = / (e(y — 1) —eloge + €)dy = ((y — 2)eY —yelne—i—ey))o =
0

95. a) Indicar la manera de colocar los limites de integracién, de la integral doble / / f(z,y)dzdy,
S

si S es la regién no acotada S = {(z,y) € R?*/¢1 (z) <y < ¢2(x), z > a}, donde ¢; < ¢,

siz > a.

b) Evaluar //xye_(””2+y2)dxdy, S =10,+00[x][0,1].
S

¢) Evaluar / / e "dxdy, S = [0,400[x[1,2]. Suponga que el teorema de Fubini se
5

< =z —2x
cumple y probar que / % dr =1n2.
0
Solucién

a) En este caso lo mas simple es tomar la integral respecto a

y, luego respecto a x:

b $2(z)
[[#e.wdedy = i ( / f(x,mdy) dz.
b=00 Jq $1(z)
s
b) Sea S, = {(z,y) e R?/0 <z < b, 0 <y < 1}, entonces:

b 1 b 1
//mye’(m2+y2)dxdy :/ (/ glce"’ﬂzye’y2 dy) dx :/ ze (—%ye?f) ‘ dx =
0 0 0 0

Sy

b
i(1-e) (—%e’?ﬁ) ’ =ll-eHi1-e?) — %, sib— oo.



96.

97.

226 Capitulo 3. Integrales triples y multiples

¢) En el caso presente se puede cambiar el orden de integracién sin problema.

Sea S, =[0,b] x [1,2], b >0, entonces:

by o2 b 2
//e_xy dxdy = / (/ e_‘”ydy> dx = / —%e‘“’
3 0 1 0 1

b

by _on 2 b 2 b 2 b
e"—e _ —ay — [ _lg-ay| g, = [ L=e
/0 = dx—/l (/0 e dx) dy—/1 ¢ Ody—/1 v dy.

b e~ T _ 27 2 1—e by . .
De este modo vemos que / ————dz = / —y dy y si b — oo se tiene:
0 1

b2 —2z © —x —2z 2 —b 2
. e '—e _ e —e _ .o 1l—e ™ 1, _
bhjgo | ﬁdx—/o — dJC—/1 bhjgoiy dy—/1 ydy—ln2.

Calcular las integrales impropias siguientes:

1 a
x T +y
a)/0 (/0 772—y2 dy) dx b)/ (/ 7T 2y 1 4 dx) dy.

Solucion

dy =

a) Tenemos problemas en y = a; sea S¢ = [0,1] x[0,a — €],

€ > 0, entonces:

[ ([ ) o ot

1 1
a— € _ 1,2 a—€ _ 1 _ €
A (arcsen a ) rdr = 2.(6 ‘0 arcsen a =3 arcsen (1 a)

dr =

b) Dado que S = [0,1]x[0,1] hay problemas en (0,0).

Tomemos S = [e,1]x[0,1], 0 < € <1, con lo cual se tiene

0 € T+y

/O (In(y +1) —In(y +€)) dy = ((y + 1) log(y + 1) — (y + €) log(y + €)) =

2In2— (1 +e€)log(l+¢€)+eloge — 2In2,sie — 0.

Analizar la convergencia de las integrales dobles siguientes:

sen” (z T ettty
a) // mdwdy b)/ (/ dy) dz.

Solucién
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a) Es claro que el problema se presenta en el circulo z2+1% = 1; A
entonces tomando S, el circulo 22 + y? = (1 — €)?, se tiene

(0<1—e<1)'
o<// sen” dxdy<// dedy
/1_1,2_2/2

27 l1—e
/ \/%dﬁ— Qﬂ-m‘ _271-(1_ 1_(1—6)2)—>27r,si€—>0.

De esta manera la integral / /

sen —
/1 _/Iz_y

es creciente cuando € — 0, por el Axioma del extremo superior, tiene limite, es decir

dxdy esta acotada superiormente y como

converge.

b) Tenemos problemas sobre la recta z — y en S, entonces con-
sideremos S = {(z,y) e R*/e<x<1,0<y <z —e}, €>0, por

lo tanto:

2 2 1 r—e€
=ty :L’+y
J 5= = | </0 Ty dy)‘ixz
Se
1 r—e€
[+
T —
€ 0

) dr =—1—Ine+ e — 400, si € — 0, es decir la integral diverge.

1
a) Calcular la integral impropia Syt dxdydz, donde V es el primer
\/z—i- (22 +y* + 22)?

octante de la esfera 22 + 32 + 22 —a,xZO,yZO,zEO.

3
b) Determinar la existencia de la integral impropia / / x~ 2eY " dxdy, sobre el conjunto

S ={(r,y) €R?/0 <y < x,z >0}

¢) Calcular // f(z,y,2)dxdydz, con f(x,y,z) = 1 T
2

3

(1+ (22 4+ 9%+ 22)2)
d) Calcular / / %
(1+ 2% +y?)2

e) Calcular / / / imdyiz 22 donde V es la region exterior a la esfera de centro
x Y

(0,0,0) y radlo 1.
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Solucién i

a) La integral tiene problemas en (0,0, 0) y consideramos V. =

{(z,y,2)€R3/e® < a?+y?+22<a® >0,y >0, 2 >0}, e>0,

entonces pasando a coordenadas esféricas tenemos:

1 T s
(@ +y° + ) dadyde _ (2 ( (2 (1" rrteosy
4// V2t @2+ y? + 22)? _/0 </0 <e Vrsend + 74 ra

a 3 jus
( coswdw) r= %/ 2r§\/rsenw+r4‘02dr:
€
3
r2

\/rsenw—kr‘l
a @ 7 3 9
7r/ (Vr+rt—r? )d’/‘Zﬂ'/ (rPV1+r3—r2)dr=m(i3(14r%)2 — 2r2

€

a

€

)

9 3
2 2

2 33 3 5 2 N
st((1+a°)2 —a2 —(1+¢€”)2 —e2 | — gm((1+a”)2 —a2 — 1), cuando € — 0.

b) La integral presenta problemas en z = 0 y se realiza
sobre una regién no acotada, por lo que tomamos S. ; = b
{(z,y) e R?/0<e<x<b, 0<y<x}. Asise tiene:
3 bt o3
//m_Zey_mdydxz/ (/ x_2ey_mdy> dr =
€ 0
€,b |

b >
x 2e %e¥
c 0

En +oo, 1 _3630 < %, a partir de algin A > 0, por lo que permanece acotada por una
5 x

x2
funcion integrable en [ A, +oo [, luego es integrable.

b —z x
do = / 1—e dz, pero l-e f y en 0 no hay problemas.
€

3 e
€2 T2

3
Finalmente podemos concluir que / / x~ 2eY T dxdy existe.

S
¢) Sea V}, la esfera de centro (0,0,0) y radio b; usando coordenadas esféricas tenemos:

271' % 2
/fx Y,z dxdydz—f ~ "sr |Cosw|dr dy | dp =
5 (1+73)
z b
27r~2~/2 costpdi Ldrg = %W(—Q)%‘b =51 - 1 3) — &, si
0 0 (1+7r%)2 (1+7%)2 " Vi+b

b — oo.

d) Sea S el circulo de centro (0,0) y radio b, entonces usando polares tenemos:
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T b
// d!L‘dy ]_/2 / 2rdr d9:7'(‘(72) 1 b:
3 3
5 (+a2®+y?)2 2 Jo 0 (1+7r?)2 V1472l

1 .
2 | 1 — — 27, 81 b — oo.
( \/1+b2)

e) Sea V, = {(z,y,2) e R3/1 < 2% + y* + 2% < b*}, b > 1, entonces pasando a coordenadas

esféricas tenemos:

et (L ([ 5] ) s v

2

47r( —%) — 4, 81 b — oo.

. En cada uno de los siguientes casos, calcular la integral impropia o probar la divergen-

cia.

+oo  ptoo oo peo
o [T b [
1—|—.’1§‘ —I—y — 00 —00 (1+$ +y)2
C)/ / dxdy d) /+m/+me—|z—|y|d1‘d
(22 + 92 +a)? oo Jooo v
e)/ / (z +y)e~=HY) dady. f)/ / zye~ Y dady.
o Jo
g)/ / (@ 42wy cos aty®) go dy. h)/ (/ e*y2dy> dzx.
0 T
. _,seny
i) re ¥V—Zdy | dx.
/0 /I Y2 y)

Solucion

C(a)
a) Usando coordenadas polares tenemos que: / N\
27 a
// da;dy / / rdr2 =7In(1+a?) — oo, sia — oo v
T+a2+9y2 Jo Jo 147 \/
C(a)
i.e. diverge.

b) Usando coordenadas polares sobre el circulo C(a): c(a)
[ - [ o= s -
3 3 a_ g
iy (T+a2+y2 o Mo g Larsio
1 . .
27r(1 — 7> — 2m, sl a — 00 1.e. converge.
V14 a? &
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¢) Usando el cambio de variable x = rcosf, y = rsenf, J = r, Y

C(a)
0<6<m0<a<+o0, se tiene que sobre el semi-circulo C(a):
[ _rdr _n(_ 1 “_E(L_ 1 ) T
/o (/0 (a2+7“2)2)d9_2< a2+7“2)0_2 2 dFta?) 22T

d) Tomando el cuadrado [ —a,a] x [—a,a] e integrando: Y

[ [ e lle— Wl dpdy = ([ e*lr\dx)(/j e,mdy) _ N

( / _’”da:) =4(1—-e"%)? —4,sia — oo.
0

e) Efectuamos el cambio de variable z + y = w, y = v, z =

u—v>0,y=v>0,porloque0 <v<u<+ooy el Jacobiano

2 —1 Lo
J = = 2; entonces: | L.
0 1 L L.
/ (/ ue_“dv)du = / u?e "du — / u?e du=T(3) =2/ =2.
o “Jo 0 0
f) Tomemos la regién [0, a] x [0, a ], entonces: v

/a </a :Ee*gche*y2 dw) dy = (/a ze= d:c)2 =
0 0 0

1,22
( 2¢

2
)2 — =, cuando a — oo.

4’ F —

2
_ 1l _o-a
0) =ql-e

g) Supongamos que 0<a< 7. Realicemos el cambio de variable,

su =vtana

de acuerdo con z? +2zycosa+y% = (xr +ycosa)? + (ysena)? =

v2 + 02 ie. u =T+ ycosa, v =ysenq, entonces r = u —vtana,

Como en la region original z > 0,

v

a

y= sena

y > 0, debemos tener que x = u —vtana >0,y = >0=0<vtana <u < 4oo.

sena
1 —tana 1
El Jacobiano es J = = sen o Por lo que:
1
0 sena
a vtan o _(u2+v) dud B 1 « 1 a2 2 d do — o 2 a_
0(0 € enauv)_sena0<§0 € TT) 2sena(e )0_
« _ ,—a? a :
QSena(l € )—>2sena’81a_>oo'

h) Realizando una inversion en el orden de integracion tenemos:
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/Oa ( /::—zﬁdy) dr — /Oa ( /Oy e da)dy =

Lot = l(1 —e ) — 1 cuando a — .

@ 2
/ ye ¥V dy =
0
2 0o 2 2’

i) Invirtiendo el orden de integraciéon tenemos que:

@ @ sen e v sen
/ (/ ve v Y dy) dx =/ (/ ve v Y
0 z Y 0 0 Y

a a
1,2,—ySC0Y 5 1 -y _1/_1 Y| —
/0 sy’e 7 dy72/0 e senydy72( 2)(Cosy+seny)e =

dac) dy =

sia — oo.

_lg-a 1
1€ (cosa+sena) — 4,

Determinar la convergencia de las siguientes integrales impropias, usando coordenadas

polares sobre el circulo de centro (0,0) y radio a, que denotamos D.

a)//ln\/x2+y2dzdy )// d:vdy
)//senx +y dxdy d)//cos dxdy
(x + y?)

Soluciéon Las integrales impropias que consideramos tiene problemas en (0,0), por lo

N

dr df = 27r/ e_T2%dr, que diverge pues e
€

que tomamos la integral sobre D. = {(x,y) € R?/e? < 22 + % < a?}.
2 a
a)//ln\/a:2+y2da:dy:/ (/ %lnrrdr)dH:
by 0 €
L2 1e2 Ine + ¢

1.2 12
7T(§T’1HT’ = ) 1 2 1

4"
(1 ’Ina — %ag) cuando € — 0 i.e. converge.

b)// dxdy—/%/

cuandor—>0
27
//sena: +y da:dy—/ / senr rdr—27r/
{,C +y €2

ble z = r2, por lo que la integral converge, ya que cuando x — 0,

d)//COb dxdy /%(/acosr
0 € T2

sz 31:’ cuando =z — 0.

1 2 1)_>

= 7r(2 Ina —

SENLT gx. con el cambio de varia-
€Tz

senz . 1
r3

v
a2

rdr)d@zﬁ/ez

€O8L dx, diverge pues sabe-

~ =

mos que
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dxdy
+y2)m

Soluciéon Consideremos el conjunto D¢ = {(z,y) € R?/e? < 2?2 + y? < a?}, entonces:

// dmdy / /rdr_2 /a dr
2m—1"
x +y

La integral converge en 0, si 2m — 1 > —11i.e. m > 0.

Determinar la existencia de un nimero m tal que / / sea convergente.

La integral converge en oo, si 2m — 1 < —11i.e. m < 0.

En conclusién, no existe m € R tal que / dmidyz) sea convergente.

Calcular las siguientes integrales impropias.

a)/oo/oc/oo drdydz b)/oo/oo/oo xy drdydz
0 0 0 \/(1+Z+y+$)7 0 0 0 (1+$2+y2+22)3.
+oo  ptoo  ptoo s o o

c) / / / e T TV =  dxdydz.

Solucion

a) Consideremos el cubo [0, a]?, entonces:

/OGE/OGE/OGMW)@ dz_/ / % +y+z+1)3
%/ (/0 ((y+21+ nF (y+z+a+ 5> ) -
n

i/ L 1 )dzz
z+a+1 (z+1)% (z+a+1)% (z42a+1)2

15
§( 1 ) 8 d
c \/a—i—l \/2a+1 T5aTT) — 15 cuandoa — oo

b) Usando coordenadas esféricas en la region [0,a] x [0, 5] x [0, 5], o sea la esfera de

a)dz:

radio a en el primer octante que denotamos V:

xy dedydz _/g /72r /ar4cos 1/15enapcos<pd 0 do —
/// (IT+22+y2+22)°%  Jy (0 (0 (1+1r%)3 )Z/J) 7=

2 Cortar 21 [° 12 1 _
/Ocos wdw/ sengpcosgodgo/o 1+ r2)° =359 /((r2—|—1)3 (r2+1)2+r2+1)dr_
s
2

%(%arctana+4( 2(:_1) ) %% = 167T cuando a — oo, ya que:
a

dr _3 3r r
/(r2+1)3 = garctans + 8021 1) + AT 1) +C,

dr _ r 1
/ " = + 5 arctanr + C.
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¢) Tomando la esfera V,, de radio a, se tiene que:
27 % a a
—r2, 2 —r? 2 —r?
/ (/ </ e "r coswdr)dz/}) do = 27r-2-/ e dr = 27r/ e " r(2rdr) =
0 -5 “Jo 0 0

(12 U.2
27r/ e "rdr = 27r/ v le " dy —> 21T (3) = 277%\/% = 72, cuando a — oc.
0 0

Determinar la convergencia de las integrales impropias tomadas sobre la esfera V de

radio a y centro (0, 0,0).
V2t + 2
a) /// drdydz . b) /// Inv@ +y +z drdydz.
(22 4+ 42 +22)2 In /a2 + 2 + 22 a4 y? + 22

c) /// S [ — zdrdydz. d) /// In(z? +y? + 2% drdydz.
(22 +y? +2%)3 J

Solucion Observemos que la integrales tienen problemas en el origen, por lo que

tomaremos el conjunto Vi = {(z,y,2) € R¥/(? < 22 +y? + 2% < a?}.

dxdydz 3 2m 3 “r2 cospdr
off AL )
(22 + 12+ 22)2In(22 + 2 +22)5 2 )o ( ,1( ¢ rlor ) ¢> v

2

%~27r-2 dr_ _ grin | lnr\‘ = 67(In|lna| —In|In¢|) — —oo, cuando ¢ — 0%, es decir
¢ rinr ¢
diverge.

a a
b) ///Mdrcoswdwdgo:%rﬂ-/ Inrdr =4n(rinr —r) =
r ¢
Ve

47T<alnafa—(1ng+§) — 4ra(lna — 1), cuando ¢ — 0.
2
0 /// a:yzdxdydz / / / 3 cos wsenzbben@cosgor combd i dyp =
x + 9?2 +z 76

27 g a
/ sen ¢ cos pdp / cos> 1 sen 1 di) / %dr =0:0-(Ina—1In¢) = 0, lo que nos indica que
0 —g ¢

la esfera V; no sirve para determinar la convergencia de la integral. Pero sabemos que

si la integral es convergente, debe converger para cualquier parte de la esfera sobre la
cual se integre. Tomamos la esfera en el primer octante, asi:

/Og (/Og </C“ %dr> Cos31/)sen¢dw> senpcospdp = (Ina—In¢)(—1) (1) — +oo,si ¢ —

0, o sea diverge.

2 z a a
d) ///ln(x2+y2+z2)dmdydz:/ (/2 (/ Inr?r2d )cosd;ddz) dp= 27r22/ r?lnrdr =
0 -2 NJo ¢
Ve

2
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gL inr — L) = 8r(ad(ina— L —3(In¢—1)) — &rad(Ina — 1), cuando ¢ — 0.
3 57 T 3 3 3 3

Calcular el volumen de los siguientes sélidos:

a) el sélido limitado por la superficie z = (22 + y2)e~(*"+¥") y el plano z = 0.

b) el sélido limitado por la superficie z = z2y2e~(*+¥*) y el plano z = 0.

¢) el sélido limitado por la superficie z = ze~(@*+¥") y el plano z = 0, con z > 0.

A7

Solucion Consideremos el circulo de radio a y centro (0,0)

y el volumen del sélido correspondiente denotado V,:

2 a a?
a) VvV, = / (/ TQe_Tzrdr)dG = 7T/ re Tdr —
0 0 0

wT'(2) = m, cuando a — oo.

2m a .
b))V, = / (/ r*cos? psen? e*’"zrdr) do =
0 0
2 a
/ cos? p(1 — cos? @) d&/ roe= dr =
0 0

431

¢) En este caso laregibnes z = /a2 — 4%, —a <y <ay

el volumen V,:

us 2
2 a a

Vo = / (/ r2cospe" dr) do = / Vze Tdr —
_ 0 0

) = g, cuando a — oo.
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