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1

Serie: Cabécar
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Editorial CIMPA Prof. Jorge Poltronieri

2004



515.430.76

P772e Poltronieri Vargas, Jorge, 1952–

Ejercicios de integrales dobles, triples y múltiples /
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2 Integrales dobles 27

2.1 Cálculo de integrales dobles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.2 Colocación de lı́mites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.3 Inversión de lı́mites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.4 Cambio de variable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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Capı́tulo 1

Integrales dobles, integrales triples, integrales

múltiples

1.1 Particiones de rectángulos. Funciones escalonadas

Consideremos el R ⊂ R2, producto cartesiano de dos intervalos cerrados [ a, b ]× [ c, d ]

i.e. R = [ a, b ]× [ c, d ] = {(x, y) ∈R2/a ≤ x ≤ b, c ≤ y ≤ d}.

Definición 1.1.1 Sea P ⊂ P(R), P es una R, si P es una

familia de sub-rectángulos Rk, k = 1, . . . ,m, de interior

no vacı́o tales que R =
m⋃
k=1

Rk y la intersección entre dos

de ellos es vacı́a o se intersecan únicamente en la fron-

tera.
x

y
6

-
a b

c

d

Cada Rk ∈ P , es de la forma Rk = [ ak, bk ]× [ ck, dk ].

Definición 1.1.2 Se dice que dos partes A y B ⊂ R2 no se cruzan o no se traslapan, si

su intersección es vacı́a o se intersecan únicamente en la frontera.

Definición 1.1.3 Una partición P′ de R se dice más fina que la partición P, si todo

sub-rectángulo de P′ está contenido en un sub-rectángulo de P y se escribe P ≤ P′.

Definición 1.1.4 Sea P una partición de R i.e. R =
m⋃
k=1

Rk, se denomina de P al valor

max{d(Rk)/k = 1, . . . ,m}, donde d(Rk) = sup
(x,y)∈Rk

(x′,y′)∈Rk

‖(x, y)− (x′, y′)‖ y se denota ‖P‖.

1
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Definición 1.1.5 Dado el sub-rectángulo Rk = [ ak, bk ]× [ ck, dk ]∈P, llamamos sub-rec-

tángulo abierto de P o de R, a
◦
Rk = ] ak, bk [× ] ck, dk [ producto cartesiano de los interva-

los abiertos, o sea es un sub-rectángulo sin los lados.

Definición 1.1.6 Definición de función escalonada Una función f definida en un

rectángulo R se dice escalonada, si existe una partición P de R tal que f es constante en

cada uno de los sub-rectángulos abiertos de la partición P y escribimos f ∈ E(R).

En la figura adjunta se muestra un ejemplo de función

escalonada. La función tiene valores dados en cada uno

de los puntos de los bordes de los sub-rectángulos, pero

los valores en estos bordes no tienen influencia en el

cálculo de la integral.

�
�

�
�	
b

a

c d

x

y

z

�
� �

�

-

6

Proposición 1.1.1 Sean f , g funciones escalonadas definidas sobre el rectángulo R,

la combinación lineal αf + βg también es escalonada sobre R, o sea E(R) es un espacio

vectorial sobre R.

Definición 1.1.7 Definición de la integral doble de una función f ∈ E(R)

Sea f una función escalonada sobre R que toma el valor αk sobre el sub-rectángulo

abierto
◦

Rk = ]x′k, xk [× ] y′k, yk [ de R, la integral doble de f sobre R se define por:∫∫
R

f =
m∑
k=1

αk(xk − x′k)(yk − y′k) =
m∑
k=1

αk∆xk∆yk =
∫∫
R

f(x, y)dxdy.

Teorema 1.1.1 Sean f , g ∈ E(R), con R = [ a, b ]× [ c, d ] y sean α, β ∈R, entonces:

i)
∫∫
R

(αf + βg) = α

∫∫
R

f + β

∫∫
R

g.

ii) Si R está dividido en dos rectángulos R1 y R2,
∫∫
R

f =
∫∫
R1

f +
∫∫
R2

f .

iii) Si f(x, y) ≤ g(x, y), ∀(x, y) ∈ R,
∫∫
R

f ≤
∫∫
R

g.
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En particular si g(x, y) ≥ 0, ∀(x, y) ∈ R,
∫∫
R

g ≥ 0.

1.1.1 Definición de integral doble de una función definida y acotada en un

rectángulo

Sea f una función definida y acotada en un rectángulo R, de modo que |f(x, y)| ≤ M ,

∀(x, y) ∈ R, i.e. f está acotada en R y sean s y t dos funciones escalonadas sobre R tales

que s(x, y) ≤ f(x, y) ≤ t(x, y), ∀(x, y) ∈ R, entonces si existe un número real I único tal

que: ∫∫
R

s ≤ I ≤
∫∫
R

t, (2)

∀s, t funciones escalonadas sobre R que satisfacen s ≤ f ≤ t, ∀(x, y) ∈ R, se denomina a

I como la de f sobre R y se denota con el sı́mbolo:

I =
∫∫
R

f =
∫∫
R

f(x, y)dxdy.

Cuando I existe, se dice también que la función f es integrable sobre R.

1.1.2 Integral doble superior e inferior

Sea f una función acotada sobre el rectángulo R y sean s, t dos funciones escalonadas

tales que s ≤ f ≤ t en R. Sean

G =
{∫∫

R

s/s es escalonada en R, s ≤ f en R
}

y

H =
{∫∫

R

t/t es escalonada en R, f ≤ t en R
}

,

entonces G y H son conjuntos no vacı́os ya que f es acotada i.e. |f | ≤ M =⇒ −M ∈G y

M ∈H. Además,
∫∫
R

s ≤
∫∫
R

t, si s ≤ f ≤ t, por lo que ∀a ∈G, ∀b ∈H, se tiene a ≤ b. Por

consiguiente, G es acotada superiormente y H es acotada inferiormente y tenemos:∫∫
R

s ≤ supG ≤ infH ≤
∫∫
R

t, ∀s, ∀t escalonadas tales que s ≤ f ≤ t en R.

Ası́ hemos probado que los números supG e infH satisfacen la ecuación (2) y se concluye

que f es integrable ⇐⇒ supG = infH.
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El número supG se llama de f y se denota por I(f). El número infH se llama de f y se

denota I (f). De esta forma hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 1.1.2 Sea f una función acotada en un rectángulo R de modo que:∫∫
R

s ≤ I(f) ≤ I (f) ≤
∫∫
R

t, ∀s, ∀t, escalonadas tales que s ≤ f ≤ t,

entonces la función f es integrable en R si y sólo si la integral superior y la integral

inferior de f son iguales y tenemos:∫∫
R

f = I(f) = I (f).

Teorema 1.1.3 Sean f y g dos funciones acotadas e integrables sobre el rectángulo

R = [ a, b ]× [ c, d ] y sean α, β ∈R, entonces:

i)
∫∫
R

(αf + βg) = α

∫∫
R

f + β

∫∫
R

g.

ii) Si R se subdivide en dos rectángulos R1 y R2,
∫∫
R

f =
∫∫
R1

f +
∫∫
R2

f .

iii) Si f(x, y) ≤ g(x, y) en R,
∫∫
R

f ≤
∫∫
R

g.

En particular si g(x, y) ≥ 0 en R,
∫∫
R

g ≥ 0.

Teorema 1.1.4 Teorema de Fubini1

1Guido Fubini (1879-1943) Nace el 19 de enero 1879 en Venecia, Italia. Muere el 6 de junio de 1943
en New York, U.S.A. En 1896 Fubini entró a la Escuela Normal Superior de Pisa. Fue influı́do por por Dini y
Bianchi a estudiar geometrı́a. Presentó su tesis doctoral en paralelismo en espacios elı́pticos de Clifford, en
1900.

Enseñó en la Universidad de Catania, Sicilia, en el Politécnico y en la Universidad de Turı́n. Por diferencias
con el gobierno de Mussollini, Fubini fue forzado a jubilarse de su puesto en Turı́n. Recibió una invitación del
Instituto de Estudios Avanzados en Princeton en 1939 y emigra a los Estados Unidos Por sus problemas de
la salud, muere cinco años después del corazón. Los intereses de Fubini en matemáticas eran muy diversos.
Además del área del análisis, trabajó en el cálculo de variaciones donde él estudió la integral de Weierstrass
reduciéndola a la integral de Lebesgue y expresa la integral de superficie en términos de dos integraciones
simples. Otro tema de análisis que estudió fue las ecuaciones integrales no lineales. Fubini trabajó también
en la teorı́a de grupos, en grupos lineales y grupos de funciones de automorfismos. Sus intereses incluyeron
los grupos continuos donde trató el problema de proveer de una métrica al grupo. En espacios no euclidiano,
extendió resultados de Appell y Mittag-Leffler. Sus trabajos más importantes fueron en geometrı́a diferencial
projectiva, donde usó el cálculo diferencial. El teorema de la igualdad de las integrales iteradas lleva el
nombre de Fubini, quien lo probó con gran generalidad en 1907, aunque Cauchy y sus contemporáneos ya
sabı́an que se cumplı́a la igualdad para funciones continuas.
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Sea f una función definida acotada e integrable en un rectángulo R = [ a, b ]× [ c, d ].

Si para cada y fija, y ∈ [ c, d ], la integral
∫ b

a

f(x, y)dx existe, (valor que denotamos α(y))

y si la integral
∫ d

c

α(y)dy existe, entonces es igual a la integral doble
∫∫
R

f .

Además si para cada x∈ [ a, b ] fijo, la integral
∫ d

c

f(x, y)dy existe (valor que denotaremos

β(x)) y si
∫ b

a

β(x)dx existe, entonces es igual a la integral doble
∫∫
R

f .

Finalmente escribimos:∫∫
R

f =
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ b

a

(∫ d

c

f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a

f(x, y)dx

)
dy.

1.2 Sumas de Riemann y la integral de Riemann

Definición 1.2.1 Sea f una función acotada en un rectángulo R = [ a, b ]× [ c, d ] y sea P

una partición de R, la suma SP(f) = S(P, f) =
m∑
k=1

f(ζk)A(Rk), con ζk ∈Rk, se llama de la

función f asociada a la partición P.

1.2.1 Sumas superiores y sumas inferiores

Sea f una función acotada en un rectángulo R = [ a, b ]× [ c, d ] y sea P una partición

arbitraria de R. Consideremos Mk = sup
(x,y)∈Rk

f(x, y) y mk = inf
(x,y)∈Rk

f(x, y), (x, y) ∈ Rk y

las sumas SP =
∑
P

mkA(Rk) y S P =
∑
P

MkA(Rk).

Las sumas SP y S P se llaman suma de Riemann inferior y suma de Riemann superior

de la función f (correspondientes a la partición P) respectivamente. Para ζk ∈ Rk se

tiene mk ≤ f(ζk) ≤ Mk, por lo que
∑
P

mkA(Rk) ≤
∑
P

f(ζk)A(Rk) ≤
∑
P

MkA(Rk), es decir

que SP ≤ SP ≤ S P. Además si P ≤ P′, entonces SP ≤ SP′ ≤ S P′ ≤ S P.

Consideremos P′ y P′′ dos particiones y sea P la superposición de P′ y P′′, entonces P es

más fina que P′ y P′′ por lo que se tiene:

SP′ ≤ SP ≤ S P ≤ S P′′ =⇒ SP′ ≤ S P′′ .

Si fijamos P′′ y consideramos P′ variable, definimos la integral inferior de Riemann de

f sobre R, por la cantidad I(f) = sup
P

SP y la integral inferior de superior de Riemann
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de f sobre R, por la cantidad I (f) = inf
P
S P. Se ve claramente que I(f) ≤ I (f).

De acuerdo a nuestras consideraciones, la integral inferior y superior de Riemann sobre

R existen, si f es acotada en R. Ası́ podemos establecer el siguiente resultado.

Teorema 1.2.1 Sea R = [ a, b ]× [ c, d ] y sea f :R −→ R una función acotada en R, las

siguientes propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable.

ii) I = I .

iii) ∀ε> 0, existe una partición P de R tal que SP − SP < ε.

iv) ∀ε> 0, existe δ > 0 tal que ∀P partición con ‖P‖< δ, se tiene S P − SP < ε.

1.2.2 Conjuntos de contenido nulo

Definición 1.2.2 Un conjunto S ⊂ R2 se dice de , si ∀ε > 0, ∃R1, . . . ,Rm rectángulos

tales que S ⊂
m⋃
k=1

Rk y
m∑
k=1

A(Rk) ≤ ε.

La definición nos ilustra la forma en que un conjunto tiene contenido nulo, pues debe

cubrirse por una familia de rectángulos cuya área total sea todo lo pequeño que de-

seamos.

1.3 Integrabilidad de funciones continuas

Teorema 1.3.1 Sea f una sucesión continua en un rectángulo R = [ a, b ]× [ c, d ], en-

tonces f es integrable y el valor de la integral se puede calcular de manera iterada

ası́: ∫∫
R

f =
∫ b

a

[∫ d

c

f(x, y)dy

]
dx =

∫ d

c

[∫ b

a

f(x, y)dx

]
dy.

Teorema 1.3.2 Una función f definida y acotada en R = [ a, b ]× [ c, d ], si el de f en R

tiene contenido nulo, entonces f es integrable sobre R.

1.3.1 Integrales dobles sobre regiones más generales

Definición 1.3.1 Se dice que un conjunto S ⊂ R2 es medible si es acotado y su frontera

(que denotamos ∂S) es de contenido nulo.
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1.3.2 Integración sobre conjuntos medibles

Proposición 1.3.1 Sea S ⊂ R2 un conjunto acotado, para que S sea medible es nece-

sario y suficiente que ∀ ε> 0, existan dos conjuntos medibles S′ y S′′ tales que S′ ⊂ S ⊂ S′′

y A(S′′)−A(S′)< ε y S es medible.

Con base en lo anterior, el concepto de integral doble se

puede extender sin dificultad a regiones más generales.

Consideremos una región S medible, de modo que S que

esté contenida en un rectángulo R y sea f una función

definida y acotada sobre S.

-

6

+
x

y

z

z = f(x, y)

7

S
R

Definimos una nueva función f̃ sobre R, de la siguiente manera:

f̃(x, y) =

 f(x, y) si (x, y) ∈ S

0 si (x, y) ∈ R\S.
(3)

Sea S ⊂ R2 un conjunto medible (i.e. acotado), entonces f es integrable si y sólo si ∀R

rectángulo tal que S ⊂ R,
∫∫
S

f =
∫∫
R

f̃ .

Proposición 1.3.2 Sea S ⊂ R2 un conjunto medible, f , g:S −→ R funciones integrables

sobre S tales que f ≤ g, sobre S, entonces se tiene que
∫∫
S

f ≤
∫∫
S

g.

Proposición 1.3.3 Sea S ⊂ R2 un conjunto medible y sea f :S −→ R integrable sobre

S, i.e. |f(x, y)| ≤M , ∀ (x, y) ∈ S, entonces

∣∣∣∣∣∣
∫∫
S

f(x, y)dx dy

∣∣∣∣∣∣ ≤MA(S).

En particular, si S es de contenido nulo,
∫∫
S

f = 0.

Proposición 1.3.4 Si S y S′ son conjuntos medibles de R2 de modo que S ∩ S′ es de

contenido nulo y si f es integrable sobre S ∪ S′, entonces:∫∫
S∪S′

f =
∫∫
S

f +
∫∫
S′

f.
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Proposición 1.3.5 Sea S ⊂ R2 un conjunto medible, f , g:S −→ R funciones que son

iguales salvo en un conjunto D ⊂ S de contenido nulo, entonces
∫∫
S

f =
∫∫
S

g.

Integración de funciones sobre conjuntos medibles

Teorema 1.3.3 Sea S ⊂ R2 medible y f :S −→ R una función acotada sobre S, las

siguientes propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable sobre S

ii) I(f) = I (f).

iii) ∀ε> 0, existe una T de S tal que ST − ST < ε.

iv) ∀ε> 0, existe δ > 0 tal que ∀T partición con ‖T‖< δ, se tiene S T − ST < ε.

1.3.3 Integración sobre regiones especiales

Consideremos primeramente conjuntos S de R2 tales que:

S = {(x, y) ∈R2/a ≤ x ≤ b, ϕ1(x) ≤ y ≤ ϕ2(x)},

donde ϕ1 y ϕ2 son funciones continuas en el intervalo [ a, b ] que satisfacen ϕ1 ≤ ϕ2.

Este tipo de regiones las llamaremos .

Otro tipo de regiones S (tipo II) se definirá ası́:

S = {(x, y) ∈R2/c ≤ y ≤ d, ψ1(y) ≤ x ≤ ψ2(y)},

donde ψ1 y ψ2 son funciones continuas en [ c, d ] de modo que ψ1 ≤ ψ2.

Corolario 1.3.1 Las regiones que pueden particionarse en un número finito de sub-

regiones, cada una de las cuales es del tipo I o del tipo II son medibles.

Teorema 1.3.4 Sea S una región de tipo I, comprendida entre las gráficas ϕ1 y ϕ2. Sea

f una función definida y acotada sobre S y continua en el interior de S, entonces f es

integrable en S y la integral doble de f sobre S es tal que:∫∫
S

f(x, y)dxdy =
∫ b

a

[∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)

f(x, y)dy

]
dx.
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Corolario 1.3.2 Si f está definida y acotada en S región del tipo II y es continua en el

interior de S, entonces f es integrable en S y se tiene:∫∫
S

f(x, y)dxdy =
∫ d

c

[∫ ψ2(y)

ψ1(y)

f(x, y)dx

]
dy.

1.3.4 Aplicaciones al cálculo de áreas y volúmenes

Sea S una región del tipo I, dada por:

S = {(x, y) ∈R2/a ≤ x ≤ b, ϕ1(x) ≤ y ≤ ϕ2(x)}.

Si f(x, y) = 1 en S,
∫∫
S

1dxdy =
∫ b

a

[ϕ2(x)− ϕ1(x) ] dx, o

sea
∫∫
S

dxdy es el área de la región S.

y = ϕ2(x)

y = ϕ1(x)

S

a bRegión tipo I

De manera general, si f y g son funciones

continuas en S, con f ≤ g en S, la inte-

gral doble
∫∫
S

(g− f) es igual al volumen del

sólido comprendido entre las gráficas de las

funciones f y g.

z = g(x, y)

-

+
x

y

z

S

6

z = f(x, y)

Teorema 1.3.5 Teorema del valor medio para integrales dobles Sea f una

función real continua, definida sobre S una región del tipo I o II, entonces existe (xo, yo)∈S

tal que: ∫∫
S

f = f(xo, yo)A(S),

donde A(S) denota el área de S.

1.3.5 Aplicaciones de la integral doble

Si f es una función de dos variables sobre S, el f sobre S será:

f̄ =

∫∫
S

f(x, y)dxdy

∫∫
S

dxdy

.
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Si la región S medible es una lámina y la función f es la masa por unidad de área en el

punto (x, y), la total es m(S) =
∫∫
S

f(x, y)dxdy y f̄ es la densidad media de la lámina.

Definimos los momentos estáticos mx y my respecto a los ejes x y y por:

mx =
∫∫
S

yf(x, y)dxdy, my =
∫∫
S

xf(x, y)dxdy,

Por analogı́a con el caso finito, definimos el por (x̄, ȳ), donde:

x̄ = 1
m(S)

∫∫
S

xf(x, y)dxdy, ȳ = 1
m(S)

∫∫
S

yf(x, y)dxdy.

Si la densidad f(x, y) = c en S, el punto (x̄, ȳ) se llama

centroide de la región S y tenemos x̄ = 1
A(S)

∫∫
S

xdxdy,

ȳ = 1
A(S)

∫∫
S

ydxdy.

Si ` es una recta en el plano de la región S y designamos

δ(x, y) la distancia desde (x, y)∈S a la recta `, el valor I`

definido por I` =
∫∫
S

δ2(x, y)f(x, y)dxdy, se llama de la

región S respecto a la recta `.

q
-

6

ȳ

x̄

�qS
δ(x, y)

`

S

Si f(x, y) = 1, I` se llama momento de inercia o segundo momento de la región S respecto

a `. Los momentos de inercia de la región S respecto a los ejes x, y, se designan Ix, Iy

respectivamente y están dados por:

Ix =
∫∫
S

y2 f(x, y)dxdy, Iy =
∫∫
S

x2 f(x, y)dxdy.

La suma de estas dos expresiones se llama momento polar de inercia Io, respecto al

origen:

Io = Ix + Iy =
∫∫
S

(x2 + y2)f(x, y)dxdy.

1.3.6 Teorema de Guldin–Pappus

Consideremos una región R situada entre los gráficos de las funciones f y g, definidas

en el intervalo [ a, b ], siendo 0 ≤ g ≤ f . Sea S el generado al hacer girar la región R
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alrededor del eje x.

Designemos A(R) el área de R, V (S) el volumen de S y

con ȳ la coordenada del centroide de R. Al girar R para

generar S, el centroide se desplaza a lo largo de una cir-

cunferencia de radio ȳ.

-
�

�
�	

6

a b

Rqȳ
f

g

z

x

y

El teorema de Guldin2–Pappus3establece que el volumen de S, es igual al producto de

la longitud de la circunferencia de radio ȳ por el área de R:

V (S) = 2πȳA(R).

1.4 Cambio de variable en la integral doble

Teorema 1.4.1 Sea f una función acotada sobre R y sea r:R′ −→ R una aplicación

biyectiva de clase C1, tal que r(u, v) = (x(u, v), y(u, v)), con det Jr(u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣∣,
entonces: ∫∫

R

f(x, y)dxdy =
∫∫
R′

f(x(u, v), y(u, v))|det Jr(u, v)|dudv.

2Paul Guldin (1577-1643) Nace el 12 de junio de 1577 en Saint Gall (hoy Sant Gallen), Suiza. Muere
el 3 de noviembre de 1643 en Graz, Austria. Paul Guldin se llamaba Habakkuk Guldin. El llegó a ser un
orfebre y trabajó en este oficio en su juventud. De origen judı́o, sus padres eran protestantes, pero Guldin se
convirtió al catolicismo a la edad de 20 y se une a los jesuitas. En este momento cambia su nombre a Paul.
En 1609 fue mandado al Colegio Jesuita en Roma, donde estudió bajo la dirección de Clavius. Enseñó en el
Colegio Jesuita en Roma y cuando volvió a Graz, fue profesor de matemáticas en Viena de 1623 hasta 1637.
Guldin mantuvo correspondencia con Kepler, pero en temas religiosos, no matemática ni astronomı́a. Los los
trabajos más importantes de Guldin están en 4 volúmenes. En el Volumen I se consideran los centros de la
gravedad y en particular discute el centro de la gravedad de la Tierra. El volumen II tiene los teoremas de
Guldin.

3Pappus de Alejandrı́a (260- ) Matemático griego que nace y muere en Alejandrı́a, desconociéndose
la fecha de su muerte. Junto a Zósimo y Diofanto, formó la retaguardia de la matemática griega. Fue ante
todo un recopilador, que resumió toda la matemática griega en ocho libros. Personalmente no añadió nada
original, pero su valı́a radica en que sus libros contienen casi todo lo que hoy sabemos de la matemática
griega. Además comentó detalladamente el sistema astronómico.
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1.4.1 Caso de coordenadas polares

En este caso escribimos r y θ en vez de u y v y definimos la aplicación x = r cos θ,

y = r sen θ. Para obtener una aplicación biyectiva supongamos que r > 0 y que θ ∈

[ θo, θo + 2π [. Ası́, la aplicación es biyectiva en ] 0,+∞ [× [ θo, θo + 2π [ del plano rθ y el

conjunto R2\{(0, 0)}. El Jacobiano es:

det J(r, θ) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂r

∂x
∂θ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sen θ

sen θ r cos θ

∣∣∣∣∣∣∣ = r(sen2 θ + cos2 θ) = r

y la transformación de la integral serı́a:∫∫
S

f(x, y)dxdy =
∫∫
S′

f(r cos θ, r sen θ)rdrdθ.

Las curvas r son rectas que pasan por el origen y las curvas θ son cı́rculos concéntricos

en el origen. La imagen del rectángulo [ r1, r2 ]× [ θ1, θ2 ] es un cuadrilátero curvilı́neo en

el plano xy limitado por las curvas r = r1, r = r2 y las rectas θ = θ1, θ = θ2.

r

θ

-

6

r1 r2

θ1

θ2

x

y

-

6

cu
rv

a
r

(θ
=

ct
e)

curva
θ

(r
=

cte)

El área en coordenadas polares

Si la región R está determinado en coordenadas polares r, θ, satisface las desigualdades

α ≤ θ ≤ β, φ(θ) ≤ y ≤ ψ(θ), se tiene:

A(R) =
∫∫
R

rdrdθ =
∫ β

α

∫ ψ(θ)

φ(θ)

rdrdθ.

1.5 Integrales múltiples

El concepto de integral múltiple puede extenderse sin dificultad al caso de n-dimensiones,

para n ≥ 3. El desarrollo es completamente análogo al caso n = 2.

Definición 1.5.1 Se define un n-rectángulo abierto
◦
R como el producto cartesiano de

n-intervalos abiertos ] ak, bk [, k = 1, . . . , n.
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De manera similar se define el n-rectángulo cerrado R ⊂ Rn, como el producto cartesiano

de n-intervalos cerrados [ ak, bk ], k = 1, . . . , n.

Como en el caso n = 2, el volumen n-dimensional del n-rectángulo se escribe V (R) =
n∏
i=1

(bi − ai).

Definición 1.5.2 Se dice que dos partes A y B ⊂ Rn no se cruzan, si su intersección es

vacı́a o se intersecan únicamente en la frontera.

Definición 1.5.3 Sea R ⊂ Rn un n-rectángulo, una P de R es una familia de m sub-

rectángulos n-dimensionales Rk, de interior no vacı́o, tales que R =
m⋃
k=1

Rk y la inter-

sección entre dos de ellos es vacı́a o se intersecan únicamente en la frontera.

Definición 1.5.4 Una partición P′ de R ⊂ Rn es más fina que P, si todo sub-rectángulo

R′i′ de P′ está contenido en un sub-rectángulo Ri de P y se escribe P ≤ P′.

Definición 1.5.5 Norma de una partición Sea P una partición de R ⊂ Rn i.e.

R =
⋃
k∈K

Rk, donde Rk es un n-sub-rectángulo, K finito. La norma de P es ‖P‖ =

max{d(Rk)/k ∈K}, donde d(Rk) = sup
x,y∈Rk

‖x− y‖ es el diámetro de Rk.

Definición 1.5.6 Una función f definida en R se dice escalonada, si es constante en

cada uno de los sub-rectángulos abiertos de alguna partición P de R.

El conjunto de funciones escalonadas sobre R, se denota E(R), o simplemente E.

Definición 1.5.7 Si f es escalonada sobre R, la integral n-múltiple de esta función se

define por: ∫
R

f =
∫
· · ·
∫

R

f =
∑
k

ckV (Rk),

donde ck es el valor de f en el n-rectángulo abierto
◦
Rk y V (Rk) el volumen n-dimensional

de Rk. La suma se extiende sobre todos los n-sub-rectángulos de la partición P.
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Teorema 1.5.1 Si f es escalonada sobre el n-rectángulo R =
n∏
i=1

[ ai, bi ], tenemos que:

∫
· · ·
∫

R

f =
∫ bn

an

(∫ bn−1

an−1

· · ·

(∫ b1

a1

f(x1, . . . , xn) dx1

)
dx2 · · · dxn−1

)
dxn.

Teorema 1.5.2 Sean f , g ∈ E(R), con R ⊂ Rn un n-rectángulo y sean α, β ∈R, entonces:

i)
∫
· · ·
∫

R

(αf + βg) = α

∫
· · ·
∫

R

f + β

∫
· · ·
∫

R

g.

ii) Si R = R1 ∪ R2, donde R1 y R2 son n-rectángulos que no se cruzan:∫
· · ·
∫

R

f =
∫
· · ·
∫

R1

f +
∫
· · ·
∫

R2

f.

iii) Si f(x) ≤ g(x), ∀x ∈ R,
∫
· · ·
∫

R

f ≤
∫
· · ·
∫

R

g.

En particular si g(x) ≥ 0, ∀x ∈ R,
∫
· · ·
∫

R

g ≥ 0.

Definición 1.5.8 Sea f una función acotada sobre R y sean s y t funciones escalonadas

tales que s ≤ f ≤ t en R, si existe un único número real I tal que:∫
· · ·
∫

R

s ≤ I ≤
∫
· · ·
∫

R

t, ∀ s, ∀ t ∈ E, s ≤ f ≤ t en R,

entonces se dice que f es integrable en R y el número I se llama la (n-múltiple) de f :

I =
∫
· · ·
∫

R

f =
∫
· · ·
∫

R

f(x)dx =
∫
· · ·
∫

R

f(x1, . . . , xn) dx1 · · · dxn.

Para el caso n = 3, escribimos (x, y, z) en vez de (x1, x2, x3), o sea:∫∫∫
R

f =
∫∫∫

R

f(x, y, z)dxdydz.

Teorema 1.5.3 Sean f y g dos funciones acotadas e integrables sobre el n-rectángulo R

y sean α, β ∈R, entonces:

i)
∫
· · ·
∫

R

(αf + βg) = α

∫
· · ·
∫

R

f + β

∫
· · ·
∫

R

g.

ii) Si R se subdivide en dos rectángulos R1 y R2,
∫
· · ·
∫

R

f =
∫
· · ·
∫

R1

f +
∫
· · ·
∫

R2

f .
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iii) Si f(x, y) ≤ g(x, y) en R,
∫
· · ·
∫

R

f ≤
∫
· · ·
∫

R

g.

En particular si g(x, y) ≥ 0 en R,
∫
· · ·
∫

R

g ≥ 0.

1.6 Definición de sumas de Riemann

Sea f una función acotada sobre R ⊂ Rn, n-rectángulo y sea P una partición de R i.e.

R =
⋃
k∈K

Rk, Rk un n-sub-rectángulo de P, los cuales no se cruzan y sea ζk ∈ Rk. Se llama

a la expresión:

SP = S(P, f) =
∑
k∈K

f(ζk)V (Rk).

Si definimos mk = inf
x∈Rk

f(x), Mk = sup
x∈Rk

f(x), las sumas SP =
∑
k∈K

mkV (Rk) y S P =∑
k∈K

MkV (Rk), se llaman inferior y superior de f respectivamente, correspondientes a la

partición P.

Para ζk ∈ Rk se tiene mkV (Rk) ≤ f(ζk)V (Rk) ≤MkV (Rk) i.e. SP ≤ SP ≤ S P.

Teorema 1.6.1 Sea R un n-rectángulo y sea f :R −→ R una función acotada sobre R,

las siguientes propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable sobre R.

ii) I = I .

iii) ∀ε> 0, existe una partición P de R tal que SP − SP < ε.

iv) ∀ε> 0, existe δ > 0 tal que ∀P partición con ‖P‖< δ, se tiene S P − SP < ε.

Teorema 1.6.2 Teorema de Fubini

Sea f(x,y) una función integrable sobre el n-rectángulo R = R′ × R′′, con x ∈ R′ ⊂ Rp,

y ∈ R′′ ⊂ Rn−p, tal que ∀x ∈ R′, fx(y) = f(x,y) es integrable sobre R′′.

Sea F (x) =
∫

R′′
fx =

∫
R′′
f(x,y)dy, entonces F es integrable y:

∫
R′×R′′

f(x,y) dxdy =
∫

R′

(∫
R′′
f(x,y)dy

)
dx,

donde la expresión
∫

R′′
f(x,y)dy se entiende como la integral de Riemann de f con res-

pecto a y para x fijo, cuando existe y como un número entre la integral superior e inferior
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de f(x,y) con respecto a y ∈ R′′, cuando la integral no existe.

La integral de F con respecto a x ∈ R′ existe en el sentido de Riemann.

Si además
∫

R′
f(x,y)dx existe, ∀ x∈ R′, la integral

∫
R′×R′′

f(x,y)dx dy es el resultado de

la integración de f en el sentido de Riemann primero con respecto a x ∈ R′ y luego con

respecto a y ∈ R′′.

Definición 1.6.1 Un conjunto acotado S ⊂ Rn se dice de contenido o medida nula si

∀ ε> 0, ∃R1, . . . ,Rm n-rectángulos tales que S ⊂
m⋃
k=1

Rk y
m∑
k=1

V (Rk)< ε.

Definición 1.6.2 Un conjunto acotado S ⊂ Rn se dice medible4, si su frontera ∂S es de

contenido nulo.

Definición 1.6.3 Sea S un subconjunto de Rn medible tal que S ⊂ R n-rectángulo y sea

f :S −→ R una función acotada sobre S, extendemos la función f sobre R por:

f̃(x) =

 f(x) si x ∈ S

0 si x ∈ R\S.

Ası́ tenemos que: ∫
· · ·
∫

R

f̃ =
∫
· · ·
∫

S

f.

1.6.1 Integración sobre conjuntos medibles

Proposición 1.6.1 Sea S ⊂ Rn un conjunto medible, f , g:S −→ R funciones integrables

sobre S tales que f ≤ g, sobre S, entonces se tiene que
∫
· · ·
∫

S

f ≤
∫
· · ·
∫

S

g.

Proposición 1.6.2 Sea S ⊂ Rn un conjunto medible y sea f :S −→ R integrable sobre

S, i.e. |f(x)| ≤M , ∀x ∈ S, entonces

∣∣∣∣∣∣
∫
· · ·
∫

S

f(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤MV (S).

En particular, si S es de contenido nulo,
∫
· · ·
∫

S

f = 0.

4Jordan medible
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Proposición 1.6.3 Si S y S′ son conjuntos medibles de Rn de modo que S ∩ S′ es de

contenido nulo y si f es integrable sobre S ∪ S′, entonces:∫
· · ·
∫

S∪S′

f =
∫
· · ·
∫

S

f +
∫
· · ·
∫

S′

f.

Proposición 1.6.4 Sea S ⊂ Rn un conjunto medible, f , g:S −→ R funciones que son

iguales salvo en un conjunto D ⊂ S de contenido nulo, entonces
∫
· · ·
∫

S

f =
∫
· · ·
∫

S

g.

Teorema 1.6.3 Sea S ⊂ Rn medible y f :S −→ R una función acotada sobre S, las

siguientes propiedades son equivalentes:

i) f es Riemann integrable sobre S

ii) I(f) = I (f).

iii) ∀ε> 0, existe una partición T de S tal que ST − ST < ε.

iv) ∀ε> 0, existe δ > 0 tal que ∀T partición con ‖T‖< δ, se tiene S T − ST < ε.

Teorema 1.6.4 Si f es una función real y continua sobre S ⊂ Rn cerrado y medible,

entonces f es integrable sobre S.

Teorema 1.6.5 Si f es una función real acotada sobre S ⊂ Rn cerrado y medible, tal

que f es continua salvo en un conjunto Γ ⊂ S de contenido nulo, entonces f es integrable

sobre S.

Proposición 1.6.5 Sea S ⊂ Rn un conjunto medible y sea f :S −→ R una función

continua, entonces el gráfico Gf de f es de contenido nulo en Rn+1.

Teorema 1.6.6 Sea f = (f1, . . . , fn):S ⊂ Rp −→ Rn de clase C1 sobre S medible y

convexo en Rp, 1 ≤ p ≤ n− 1, entonces la superficie f(S) es de contenido nulo en Rn.

Definición 1.6.4 Sea f :S ⊂ Rn −→ R una función, definimos de la parte positiva de f

y la denotamos f+ = max{f, 0}.

De manera similar se define la parte negativa de f y la denotamos f− = max{−f, 0}.
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Observemos que f = f+− f− y que cuando f es integrable sobre un conjunto S medible,

f+ y f− son integrables sobre S y se tiene:∫
S

f =
∫

S

f+ −
∫

S

f−.

Teorema 1.6.7 Sea f :S ⊂ Rn −→ R una función, donde S es medible, entonces f es

integrable si y sólo si f+ y f− es integrable y se tiene:∫
S

f =
∫

S

f+ −
∫

S

f−.

Teorema 1.6.8 Sean f y g funciones reales acotadas e integrables sobre S ⊂ Rn medi-

ble, α ∈R, entonces:

i) f(x)± g(x) ii) αf(x) iii) |f(x)|

iv) f(x)g(x) v) 1
f(x) , con |f(x)|> δ > 0,

son integrables sobre S. Además:
∫

S

(f ± g) =
∫

S

f ±
∫

S

g,
∫

S

αf = α

∫
S

f .

Teorema 1.6.9 Si f , g, ϕ son funciones reales acotadas e integrables sobre S ⊂ Rn

medible, que satisfacen f(x) ≤ g(x), ϕ(x) ≥ 0, ∀ x ∈ S, entonces:∫
S

f(x)ϕ(x)dx ≤
∫

S

g(x)ϕ(x)dx.

Si a ≤ f(x) ≤ b, ∀x ∈ S, entonces existe c ∈ [ a, b ] tal que:∫
S

f(x)ϕ(x)dx = c

∫
S

ϕ(x)dx

(Teorema de valor medio para integrales múltiples).

Teorema 1.6.10 Sean S′ ⊂ Rp, S′′ ⊂ Rn−p medibles, entonces S′× S′′, es medible en Rn

y V (S′ × S′′) = V (S′)·V (S′′)

Corolario 1.6.1 Sean g y h funciones integrables sobre S′ ⊂ Rp, S′′ ⊂ Rn−p conjuntos

medibles respectivamente. Sea f(x,y) = g(x)h(y) definida sobre S′ × S′′ ⊂ Rn, entonces

f es integrable y se tiene que: ∫
S′×S′′

f =
∫

S′
g

∫
S′′
h.
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Teorema 1.6.11 Teorema de Fubini

Sean S′ ⊂ Rp, S′′ ⊂ Rn−p conjuntos medibles y sea f :S′ × S′′ ⊂ Rn −→ R una función

integrable sobre S = S′ × S′′, tal que fx(y) = f(x,y) es integrable sobre S′′. Sea F (x) =∫
S′′
fx =

∫
S′′
f(x,y)dy, entonces F es integrable y

∫
S′×S′′

f =
∫

S′
F =

∫
S′

(∫
S′′
f(x,y)dy

)
dx.

La expresión
∫

S′′
f(x,y)dy se entiende como la integral de Riemann de f con respecto

a y para x fijo, cuando existe y como un número entre la integral superior e inferior de

f(x,y) con respecto a y ∈ S′′, cuando la integral no existe.

La integral de F con respecto a x ∈ S′ existe en el sentido de Riemann.

Si además ∀ y ∈ S′′, fy(x) = f(x,y) es integrable sobre S′, entonces la función G(y) =∫
S′
fy =

∫
S′
f(x,y)dx es integrable y

∫
S′×S′′

f =
∫

S′′
G =

∫
S′′

(∫
S′
f(x,y)dx

)
dy.

Teorema 1.6.12 Principio de Cavalieri

Sea S ⊂ Rn+1 un conjunto medible, de modo que S ⊂ R × [ a, b ], donde R es un n-

rectángulo de Rn. Sea St = {x ∈ Rn/(x, t) ∈ S} y supongamos que St es medible para

cada t ∈ [ a, b ] y escribamos S(t) = V (St), entonces:

V (S) =
∫ b

a

S(t) dt.

Teorema 1.6.13 Sea S ⊂ Rn un conjunto medible y sean φ1, φ2 funciones continuas

sobre S tales que φ1 ≤ φ2, entonces C = {(x, y) ∈ Rn+1/x ∈ S, φ1(x) ≤ y ≤ φ2(x)} es

medible y si f :C −→ R es continua, se tiene:∫
C

f =
∫

S

(∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y)dy

)
dx.

Corolario 1.6.2 Sea f una función real continua sobre R =
n∏
i=1

[ ai, bi ], entonces:

∫
R

f =
∫ bn

an

(∫ bn−1

an−1

· · ·

(∫ b1

a1

f(x1, . . . , xn)dx1

)
· · · dxn−1

)
dxn.
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Teorema 1.6.14 Sean S′ ⊂ Rp, S′′ ⊂ Rn−p conjuntos medibles y sea f :S′×S′′ ⊂ Rn −→

R una función continua sobre S = S′ × S′′, entonces f es integrable sobre S y tenemos:∫
S′×S′′

f(x,y)dxdy =
∫

S′

(∫
S′′
f(x,y)dy

)
dx =

∫
S′′

(∫
S′
f(x,y)dx

)
dy.

Teorema 1.6.15 Sea f(x) una función real acotada e integrable sobre el n-rectángulo R,

satisfaciendo que para todo k = 1, . . . , n− 1 y para todo conjunto de valores (x1, . . . , xk),

la función f es integrable sobre la proyección ∆k de R en el subespacio de puntos uk =

(xk+1, . . . , xn), entonces para el n-rectángulo R se tiene:∫
· · ·
∫

R

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn =
∫ b1

a1

(∫ b2

a2

· · ·

(∫ bn

an

f(x1, . . . , xn)dxn

)
· · · dx2

)
dx1,

donde las integrales del segundo término se entienden en el sentido de Riemann.

La integral del tipo
∫ b1

a1

· · ·
∫ bn

an

f(x1, x2, . . . , xn)dxn · · · dx1 se llama integral iterada de

f . En el caso general, la reducción de una integral múltiple a una integral iterada, se

tiene con el siguiente teorema.

Sea S un conjunto medible, sea w1 la proyección de S sobre el eje x1 y sea Sxo
1

la sección

de S en el plano x1 = xo1 i.e. el conjunto de puntos de la forma (xo1, x2, . . . , xn) ∈ S. En

este caso w1 y Sx1 son acotados y si S es cerrado, w1 y Sx1 son cerrados. Sin embargo

debemos asegurar la integrabilidad de f sobre w1 y Sx1 .

Teorema 1.6.16 Si f una función real, acotada e integrable sobre S medible, de modo

que f es integrable sobre Sx1 , ∀ x1 ∈ w1, entonces:∫
S

f(x)dx =
∫
· · ·
∫

S

f(x1, . . . , xn)dx1 · · · dxn

=
∫
w1

(∫
Sx1

f(x1, . . . , xn)du1

)
dx1.

1.7 Cambios de variables especiales en integrales triples

En el caso tri-dimensional escribimos (x, y, z) en lugar de (x1, x2, x3), (u, v, w) en lugar

de (v1, v2, v3). La fórmula de transformación para las integrales triples toma la forma:∫∫∫
S

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫
S′

f(x(u, v, w), y(u, v, w), z(u, v, w))|det J(u, v, w)|dudvdw,
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donde el Jacobiano det J(u, v, w) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂x
∂u

∂x
∂v

∂x
∂w

∂y
∂u

∂y
∂v

∂y
∂w

∂z
∂u

∂z
∂v

∂z
∂w

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

1.7.1 Caso de coordenadas cilı́ndricas

Consideremos las variables r, θ, z en vez de u, v, w y definimos la aplicación mediante

las ecuaciones x = r cos θ, y = r sen θ, z = z.

Observemos que reemplazamos x, y por sus coordenadas polares y no cambiamos z.

Para obtener una aplicación biyectiva debemos tener r > 0 y limitar θ a un intervalo de

la forma θo ≤ θ < θo + 2π. El gráfico adjunto muestra un paralelepı́pedo del espacio rθz.

El jacobiano de la transformación es:

6

-

	x

y

z
6

-

	r

θ

z

-

x = r cos θ
y = r sen θ
z = z

θ =cte

∆θ
θ1 �

z =cte

r =cte

*

*1

det J(r, θ, z) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cos θ −r sen θ 0

sen θ r cos θ 0

0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= r

-
�

��	

6

rθ

z

x

y

z q
O

M(r, θ, z)

1

y la fórmula se escribe:

∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫
V ′

f(r cos θ, r sen θ, z)rdrdθdz.

El Jacobiano se anula en r = 0, pero esto no afecta la validez de la fórmula de la

transformación, porque el conjunto de los puntos con r = 0, es de contenido nulo.
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1.7.2 Caso de coordenadas esféricas

En el caso de coordenadas esféricas, la posición de un punto (x, y, z) en el espacio está

determinada por los números r, θ, ϕ, donde r es la distancia del punto al origen, θ mide

el ángulo que forma la proyección del punto sobre el plano xy que forma con el eje x

(longitud), en ángulo ϕ que forma el punto sobre el plano xy (latitud).

Para obtener una aplicación biyectiva, tomamos r > 0, 0 ≤ θ < 2π, −π
2 ≤ ϕ < π

2 . Las

superficies r = constante son esferas concéntricas de centro en el origen, las superficies

θ = constante son planos paralelos que pasan por el eje x y las superficies ϕ = constante

son conos circulares cuyo eje es el eje z. De esta forma el 3-rectángulo en r, θ, ϕ se

transforma en el sólido que se ve en la figura adjunta.

6

-

	x

y

z
6

-

	r

θ

z

-

x = r cosϕ cos θ
y = r cosϕ sen θ
z = r senϕ

θ1

r =cte:

oϕ

r cosϕ

r

r senϕ

- ϕ=cte

θ=cte
j

-

	

6 qM(r, θ, ϕ)

θ

ϕ

r

K
*x

y

z

El Jacobiano de la transformación es:

det J(r, θ, ϕ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
cosϕ cos θ −r cosϕ sen θ −r senϕ cos θ

cosϕ sen θ r cosϕ cos θ −r senϕ sen θ

senϕ 0 r cosϕ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= r2 cosϕ.

En estas condiciones tenemos la igualdad:∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫
V ′

F (r, θ, ϕ)r2| cosϕ|drdθdϕ,

donde F (r, θ, ϕ) = f(r cos θ cosϕ, r sen θ cosϕ, r senϕ) y la función f es acotada e inte-

grable sobre V .
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Algunos autores consideran el ángulo ϕ medido desde el

eje z, en vez de medirlo desde el plano z = 0 (latitud). En

este caso se tiene que x = r senϕ cos θ, y = r senϕ sen θ,

x = r cosϕ, r > 0, 0 ≤ θ < 2π, 0 ≤ ϕ ≤ π:

det J = −r2 senϕ.

-

	

6 qM(r, ϕ, θ)

θ

ϕ
r

*

U

x

y

z

Observemos que esta segunda fórmula del Jacobiano está acorde con el hecho que, al

medir de esta manera ϕ tenemos en realidad π
2 −ϕ en la primera fórmula del Jacobiano,

es decir cos(π2 − ϕ) = − senϕ.

1.7.3 Momento de inercia. Coordenadas del centro de gravedad

Definición 1.7.1 El momento de inercia de un cuerpo V , de densidad ρ(x, y, z) en el

punto (x, y, z) ∈ V , respecto a los ejes x, y, z están dados respectivamente por:

Ixx =
∫∫∫
V

(y2 + z2)ρ(x, y, z)dxdydz,

Iyy =
∫∫∫
V

(x2 + z2)ρ(x, y, z)dxdydz,

Izz =
∫∫∫
V

(x2 + y2)ρ(x, y, z)dxdydz.

Definición 1.7.2 Las coordenadas del centro del gravedad de un cuerpo V , de densidad

ρ(x, y, z) en (x, y, z) ∈ V , se expresa por las fórmulas:

x̄ = 1
m

∫∫∫
V

xρ(x, y, z)dxdydz,

ȳ = 1
m

∫∫∫
V

yρ(x, y, z)dxdydz,

z̄ = 1
m

∫∫∫
V

zρ(x, y, z)dxdydz,

donde m =
∫∫∫
V

ρ(x, y, z)dxdydz es la masa del volumen V .

1.8 Cambio de variable en integración múltiple – Caso general

Teorema 1.8.1 Teorema del cambio de variable

Sea R un n-intervalo de Rn y sea la aplicación T :Rn −→ Rn de clase C1-invertible en
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un abierto contenido en R i.e. T :R −→ T (R) es biyectiva de clase C1. Si f :T (R) −→ R es

una aplicación integrable sobre T (R) y f ◦ T es integrable sobre R tenemos:∫
T (R)

f =
∫

R

f ◦ T |det JT |.

Es útil usar la notación siguiente: si y = T (x) la igualdad anterior se puede escribir:∫
T (R)

f(y)dy =
∫

R

f ◦ T (x)|det JT (x)|dx.

Teorema 1.8.2 Sea R un n-intervalo de Rn y sea T :Rn −→ Rn una aplicación de clase

C1-invertible en el interior de R, entonces si f es integrable sobre T (R) y f ◦T es integrable

sobre R: ∫
T (R)

f =
∫

R

f ◦ T |det JT |.

Teorema 1.8.3 Sea S un conjunto medible de Rn y sea T :Rn −→ Rn una aplicación

de clase C1-invertible en el interior de S, entonces si f es integrable sobre T (S) y f ◦ T es

integrable sobre S se tiene: ∫
T (S)

f =
∫

S

f ◦ T |det JT |.

1.9 Integrales impropias dependiendo de un parámetro

Teorema 1.9.1 Sea f :R× [ a, b ] −→ R una función tal que:

• ∀ t ∈ [ a, b ], x 7−→ f(x, t) es integrable sobre R, F (t) =
∫ ∞

−∞
f(x, t)dx.

• ∀x ∈R, t 7−→ ∂f
∂t

(x, t) es continua en [ a, b ].

• ∀ t ∈ [ a, b ], x 7−→ ∂f
∂t

(x, t) es integrable sobre R y existe g(x) ≥ 0 integrable sobre R tal

que
∣∣∣∣∂f∂t (x, t)

∣∣∣∣ ≤ g(x), entonces la función F ′(t) = d
dt

∫ +∞

−∞
f(x, t)dx =

∫ +∞

−∞

∂f
∂t

(x, t)dx.

a) Caso en que la región de integración es no acotada:

Si la función f(x, y) es continua en una región no acotada S del plano R2 y Sn es una

región medible contenida en S, Sn ⊂ Sn+1, ∀n ∈ N, de modo que si n → ∞, Sn −→ S,

entonces si lim
n→∞

∫∫
Sn

f(x, y)dxdy no depende de la elección que se haga de Sn, la integral
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impropia correspondiente se dice convergente y escribimos:∫∫
S

f(x, y)dxdy = lim
n→∞

∫∫
Sn

f(x, y)dxdy.

En caso contrario la integral impropia se dice divergente.

b) Caso de una función discontinua

Si la función f(x, y) es continua en toda la región cerrada y medible S, excepto en un

punto (a, b), definimos Sε = S\B((a, b), ε), entonces si lim
ε→0

∫∫
Sε

f(x, y)dxdy existe y no

depende de la forma de las bolasB((a, b), ε), la integral se dice convergente y escribimos:∫∫
S

f(x, y)dxdy = lim
ε→0

∫∫
Sε

f(x, y)dxdy.

En caso contrario la integral se dice divergente.

c) Integral doble impropia con singularidades en la frontera

Proposición 1.9.1 Sea (Sk)k∈N una sucesión creciente de abiertos medibles en R2,

tales que
⋃
k∈N

Sk = S es medible, entonces lim
k→∞

V (Sk) = V (S).

Definición 1.9.1 Sea f(x, y) una función definida y continua (pero no acotada) sobre

un abierto S (no necesariamente medible). Si el lı́mite

lim
k→∞

∫∫
Sk

f(x, y)dxdy =
∫∫
S

f(x, y)dxdy

existe, donde (Sk)k∈N es una sucesión de abiertos medibles de R2, con la propiedad S̄k ⊂

S, S1 ⊂ S2 ⊂ · · ·, S =
⋃
k∈N

Sk y donde Sk tiene frontera regular o regular a trozos, decimos

que la integral impropia de f sobre S es convergente.

La existencia del lı́mite se entiende en el sentido que es independiente de la escogencia

de la sucesión (Sk)k∈N.

Teorema 1.9.2 Sean x = φ(u, v), y = ψ(u, v), con (u, v) ∈ S, definiendo una transfor-

mación continuamente diferenciable sobre la cerradura S̄ de S conjunto medible, tal que
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el Jacobiano es diferente de cero sobre S:

det J(u, v) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂φ
∂u

∂φ
∂v

∂ψ
∂u

∂ψ
∂v

∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0, (u, v) ∈ S,

de modo que sea uno a uno de S en S′.

Si la función f(x, y) es continua (pero no acotada) sobre S′ de modo que la función

f(φ(u, v), ψ(u, v))|det J(u, v)| es uniformemente continua sobre S (y por tanto se puede

extender continuamente a S̄), entonces:∫∫
S′

f(x, y)dxdy =
∫∫
S

f(φ(u, v), ψ(u, v)|det J |du dv,

donde la integral de la izquierda se entiende en el sentido de la integral impropia.

El concepto de integral múltiple impropia, se puede extender de manera natural del

concepto de integral doble impropia.
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Integrales dobles

2.1 Cálculo de integrales dobles

1. Evaluar las siguientes integrales dobles:

a)
∫∫
R

x2

1 + y2
dxdy, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] b)

∫∫
R

dxdy

(x+ y + 1)2
, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ]

c)
∫∫
R

ydxdy

(1 + x2 + y2)
3
2

, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] d)
∫∫
R

x sen(x+ y)dxdy, R = [0, π]×
[
0, π2

]
e)
∫∫
R

x2yexy dxdy, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 2 ]. f)
∫∫
R

x2y cos(xy2)dxdy, R =
[
0, π2

]
× [ 0, 2 ].

Solución

a)
∫ 1

0

∫ 1

0

x2

1 + y2 dxdy =
∫ 1

0

x2dx

∫ 1

0

dy
1 + y2 = 1

3x
3
∣∣∣1
0
arctan y

∣∣∣1
0

= 1
3
π
4 = π

12 .

b)
∫ 1

0

∫ 1

0

dxdy
(x+ y + 1)2

=
∫ 1

0

− 1
x+ y + 1

∣∣∣1
0
dy =

∫ 1

0

(
1

y + 1 −
1

y + 2

)
dy = ln y + 1

y + 2

∣∣∣1
0

=

ln 2
3 − ln 1

2 = ln 4
3 .

c)
∫ 1

0

∫ 1

0

ydxdy

(1 + x2 + y2)
3
2

=
∫ 1

0

− 1
(1 + x2 + y2)

1
2

∣∣∣1
0
dx =

∫ 1

0

(
1√

1 + x2
− 1√

2 + x2

)
dx =

(
ln(
√
x2 + 1 + x)− ln(

√
2 + x2 + x)

) ∣∣∣1
0

= ln 1 +
√

2
1 +

√
3

+ 1
2 ln 2 = ln 2 +

√
2

1 +
√

3
.

d)
∫ π

0

(∫ π
2

0

x sen(x+ y)dy

)
dx =

∫ π

0

−x cos(x+ y)
∣∣∣π2
0
dx =

∫ π

0

(x cosx+ x senx)dx =

((1− x) cosx+ (1 + x) senx)
∣∣∣π
0

= π − 2.

e)
∫ 1

0

(∫ 2

0

x2yexy dy

)
dx =

∫ 1

0

(xy − 1)exy
∣∣∣2
0
dx =

∫ 1

0

(
2xe2x − e2x + 1

)
dx =

27
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(
xe2x − e2x + x

) ∣∣∣1
0

= 2.

f)
∫ π

2

0

∫ 1

0

x2y cos(xy2)dydx =
∫ π

2

0

1
2x sen(xy2)

∣∣∣2
0
dx =

∫ π
2

0

1
2x sen 4xdx =

(
1
32 sen 4x− 1

8x cos 4x
) ∣∣∣π2

0
= − π

16 .

2. Calcular las siguientes integrales dobles.

a)
∫ 2

0

∫ 1

0

(x2 + 2y)dxdy b)
∫ 4

3

∫ 2

1

dydx
(x+ y)2

c)
∫ 2

1

∫ 2

1

x2dydx
y2 d)

∫ 1

0

∫ 1

0

x2dydx
1 + y2

e)
∫ 3

−3

∫ 5

y2−4

(x+ 2y)dxdy f)
∫ 2π

0

∫ a

a sen θ

rdrdθ

g)
∫ π

2

−π2

∫ 3 cos θ

0

r2 sen2 θdrdθ h)
∫ 1

0

∫ √
1−x2

0

√
1− x2 − y2dydx.

Solución

a)
∫ 2

0

∫ 1

0

(x2 + 2y)dxdy =
∫ 2

0

(
x3

3 + 2yx
) ∣∣∣1

0
dy =

∫ 2

0

(
1
3 + 2y

)
dy = (1

3y + y2)
∣∣∣2
0

= 2
3 + 4 =

14
3 .

b)
∫ 4

3

∫ 2

1

dydx
(x+ y)2

=
∫ 4

3

−1
x+ y

∣∣∣2
1
dx =

∫ 4

3

(
1

x+ 1 −
1

x+ 2

)
dx = ln x+ 1

x+ 2

∣∣∣4
3

= ln 5
6 − ln 4

5 =

ln 25
24 .

c)
∫ 2

1

x2dx

∫ 2

1

dy
y2 = 1

3x
3
∣∣∣2
1

(
− 1
y

)∣∣∣2
1

= 1
3 (8− 1)(1− 1

2 ) = 7
6 .

6

q1-
q2

x

y

6

q4 -

q2
q3q1

6

q2-
q2

q1
q1

d)
∫ 1

0

∫ 1

0

x2dydx
1 + y2 =

∫ 1

0

x2 arctan y
∣∣∣1
0
dx =

∫ 1

0

x2 π
4 dx =

π
4

1
3 = π

12 .

6

q1-
q1
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e)
∫ 3

−3

∫ 5

y2−4

(x+ 2y)dxdy =
∫ 3

−3

(
x2

2 + 2yx
) ∣∣∣x=5

x=y2−4
dy =∫ 3

−3

[
25
2 + 10y − (y2 − 4)2

2 − 2y(y2 − 4)
]
dy =∫ 3

−3

[
25
2 + 10y − 1

2 (y4 − 8y2 + 16)− 2y3 + 8y
]
dy =

(
25
2 y −

1
10y

5 + 4
3y

3 − 8y
) ∣∣∣3
−3

= 2
(

75
2 − 243

10 + 36− 24
)

=

75− 243
5 + 24 = 252

5 .

x = y2 − 46

q5−4 q -

q3

−3
q

f)
∫ 2π

0

∫ a

a sen θ

rdrdθ =
∫ 2π

0

1
2r

2
∣∣∣a
a sen θ

dθ =

1
2

∫ 2π

0

(a2 − a2 sen2 θ)dθ = 4 1
2a

2

∫ π
2

0

cos2 θdθ = 2a2 1
2
π
2 =

1
2πa

2.

r = a sen θ6

q2π-
qa

−a
q

θ

g)
∫ π

2

−π2

∫ 3 cos θ

0

r2 sen2 θdrdθ =
∫ π

2

−π2

sen2 θ r
3

3

∣∣∣3 cos θ

0
dθ =

9
∫ π

2

−π2

sen2 θ cos3 θdθ = 9
∫ π

2

−π2

(cos3 θ − cos5 θ)dθ =

18
∫ π

2

0

(cos3 θ − cos5 θ)dθ = 18
(

2
3 −

4
5

2
3

)
= 1810−8

15 = 12
5 .

r = 3 cos θ6

qπ
2−π

2 q -

q3
θ

h)
∫ 1

0

∫ √
1−x2

0

√
1− x2 − y2dydx =

y=
√

1−x2 cos t∫ 1

0

∫ 0

π
2

√
1− x2 − (1− x2) cos2 t

√
1− x2(− sen t)dtdx =

∫ 1

0

(1− x2)dx
∫ π

2

0

sen2 tdt =
∫ 1

0

(1− x2)dxπ2
1
2 =

y =
√

1− x2
6

q1 -

q1
x

π
4

(
x− x3

3

) ∣∣∣1
0

= π
4

2
3 = π

6 .

3. Dar las ecuaciones de las curvas que limitan las regiones de las integrales dobles y

dibujarlas.

a)
∫ 2

−6

∫ 2−y

y2

4 −1

f(x, y)dxdy b)
∫ 3

1

∫ x+9

x2
f(x, y)dydx

c)
∫ 4

0

∫ 10−y

y

f(x, y)dxdy d)
∫ 3

1

∫ 2x

x
3

f(x, y)dydx

e)
∫ 3

0

∫ √
25−x2

0

f(x, y)dxdy f)
∫ 2

−1

∫ x+2

x2
f(x, y)dydx.
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Solución

a)
∫ 2

−6

∫ 2−y

y2

4 −1

f(x, y)dxdy; x = 2− y, x = y2

4 − 1, y = 2, y = −6.

b)
∫ 3

1

∫ x+9

x2
f(x, y)dydx; y = x+ 9, y = x2, x = 1, x = 3.

c)
∫ 4

0

∫ 10−y

y

f(x, y)dxdy, y = 0, y = 4, x = 10− y, x = y.

x = y2/4− 1

6

q8 -

q2

−6
q x = 2− y

a)

y = 9 + x

6

q3q -

q9

1

y = x2

b)

y ≤ x ≤ 10− y
6

p10 -

p4
c)

d)
∫ 3

1

∫ 2x

x
3

f(x, y)dydx, x = 1, x = 3, y = 2x, y = 1
3x.

e)
∫ 3

0

∫ √
25−x2

0

f(x, y)dydx, x = 0, x = 3, y = 0, y =
√

25− x2.

f)
∫ 2

−1

∫ x+2

x2
f(x, y)dydx, x = −1, x = 2, y = x2, y = x+ 2.

1
3x ≤ y ≤ 2x

6

q3 -

q6

1

d)

y =
√

25− x2
6

q5-
q5

q3
e)

x2 ≤ y ≤ x+ 26

q2−1 q -

q4

f)

4. Calcular las integrales dobles por integración iterada:

a)
∫∫
R

xy(x+ y)dxdy, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ]

b)
∫∫
R

(x3 + 3x2y + y3)dxdy, R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ]

c)
∫∫
R

(
√
y + x− 3xy2)dxdy, R = [ 0, 1 ]× [ 1, 3 ]

d)
∫∫
R

sen2 x sen2 ydxdy, R = [ 0, π ]× [ 0, π ]
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e)
∫∫
R

sen(x+ y)dxdy, R = [ 0, π2 ]× [ 0, π2 ]

f)
∫∫
R

| cos(x+ y)|dxdy, R = [ 0, π ]× [ 0, π ]

g)
∫∫
R

f(x+ y)dxdy, R = [ 0, 2 ]× [ 0, 2 ], f(t) = [t]

h)
∫∫
R

y−3e
tx
y , R = [ 0, t ]× [ 1, t ], t > 0.

Solución

a)
∫∫
R

xy(x+ y)dxdy =
∫ 1

0

(∫ 1

0

xy(x+ y)dx
)
dy =

∫ 1

0

(
1
3x

3y + 1
2x

2y2
) ∣∣∣1

0
dy =

∫ 1

0

(
1
2y

2 + 1
3y
)
dy =

(
1
6y

3 + 1
6y

2
) ∣∣∣1

0
= 1

3 .

b)
∫∫
R

(x3+3x2y+y3)dxdy =
∫ 1

0

(∫ 1

0

(x3 + 3x2y + y3)dx
)
dy =

∫ 1

0

(
1
4x

4 + x3y + y3x
) ∣∣∣1

0
dy =

∫ 1

0

(
y3 + y + 1

4

)
dy =

(
y4

4 + y2

2 + y
4

) ∣∣∣1
0

= 1.

c)
∫∫
R

(
√
y + x − 3xy2)dxdy =

∫ 3

1

(∫ 1

0

(
√
y + x − 3xy2)dx

)
dy =

∫ 3

1

(
− 3

2x
2y2 + 1

2x
2 +

x
√
y
)∣∣∣1

0
dy =

∫ 3

1

(
− 3

2y
2 +

√
y + 1

2

)
dy =

(
− 1

2y
3 + 2

3y
3
2 + 1

2y

) ∣∣∣3
1

= (2
√

3 − 12) − 2
3 =

2
√

3− 38
3 .

d)
∫∫
R

sen2 x sen2 ydy =
∫ π

0

(∫ π

0

sen2 x sen2 ydx

)
dy =

∫ π

0

sen2 ydy

∫ π

0

sen2 ydy =

4
(1
2
π
2
)(1

2
π
2
)

= π2

4 por la fórmula de Wallis.

e)
∫∫
R

sen(x + y)dxdy =
∫ π

2

0

(∫ π
2

0

sen(x+ y)dx

)
dy =

∫ π
2

0

(− cos(x+ y))
∣∣∣π2
0
dy =

∫ π
2

0

(− cos(π2 + y) + cos y)dy =∫ π
2

0

(cos y + sen y)dy = (sen y − cos y)
∣∣∣π2
0

= 1− (−1) = 2.

y = sen x
6

-q2πq1
−1

q
3π
2

π
2

f)
∫∫
R

| cos(x+ y) | dxdy =
∫ π

0

∫ π

0

| cos(x+ y) | dxdy.
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En este caso debemos saber cuando cos(x + y) es posi-

tivo y cuando cos(x + y) es negativo. Ası́ tenemos que

0 ≤ x+ y ≤ 2π por lo que:

cos(x+y)


≥ 0 si 0 ≤ x+ y ≤ π

2 ó 3
2π ≤ x+ y ≤ 2π,

≤ 0 si π2 ≤ x+ y ≤ 3π
2 .

6

-
π
2

π

π
2

π

3π
2

x

y

Debemos considerar tres regiones y cuatro integrales, es decir:∫∫
R

| cos(x+y) | dxdy =
∫ π

2

0

(∫ π
2−y

0

cos(x+ y)dx

)
dy+

∫ π
2

0

(∫ π

π
2−y

− cos(x+ y)dx

)
dy+

∫ π

π
2

∫ 3π
2 −y

0

− cos(x+ y)dx

 dy +
∫ π

π
2

(∫ π

3π
2 −y

cos(x+ y)dx

)
dy =

∫ π
2

0

sen(x+y)
∣∣∣π2−y
0

dy−
∫ π

2

0

sen(x+y)
∣∣∣ππ
2−y

dy−
∫ π

π
2

sen(x+y)
∣∣∣ 3π2 −y

0
dy+

∫ π

π
2

sen(x+y)
∣∣∣π3π

2 −y
dy =

∫ π
2

0

(1− sen y)dy −
∫ π

2

0

(− sen y − 1)dy −
∫ π

π
2

(−1− sen y)dy +
∫ π

π
2

(− sen y − (−1)) dy =∫ π

0

(1− sen y)dy +
∫ π

0

(1 + sen y)dy =
∫ π

0

2dy = 2π.

g) En este caso 0 ≤ x+ y ≤ 4, por lo que partimos la in-

tegral en cuatro regiones, pero la integral de la primera

región vale 0, pues 0 ≤ x+ y < 1 y se tiene [x+ y] = 0.

De esta manera tenemos 5 integrales:

6

-

x+ y = 1

x+ y = 2

2

x+ y = 3

x

y

3

:

:

1 2

:

0

1

2

3

3∫∫
R

[x+ y]dxdy =
∫ 1

0

(∫ 2−y

1−y
1dx

)
dy +

∫ 2

1

(∫ 2−y

0

1dx
)
dy +

∫ 1

0

(∫ 2

2−y
2dx

)
dy +

∫ 2

1

(∫ 3−y

2−y
2dx

)
dy +

∫ 2

1

(∫ 2

3−y
3dx

)
dy =∫ 1

0

dy +
∫ 2

1

(2− y)dy +
∫ 1

0

2ydy +
∫ 2

1

2dy +
∫ 2

1

3(y − 1)dy =

1+
(
2y − 1

2y
2
) ∣∣∣2

1
+y2

∣∣∣1
0
+2y

∣∣∣2
1
+3
(

1
2y

2 − y
) ∣∣∣2

1
= 1+4−2−(2− 1

2 )+1+4−2+3
(
0− 1

2 + 1
)

=

6.

h)
∫∫
R

y−3e
tx
y dxdy =

∫ t

1

(∫ t

0

y−3e
tx
y dx

)
dy =

∫ t

1

e
tx
y

ty2

∣∣∣t
0
dy =

∫ t

1

(
e
t2
y

ty2
− 1
ty2

)
dy =



2.1. Cálculo de integrales dobles 33

(
− e

t2
y

t3
+ 1
ty

)∣∣∣t
1

= 1
t2
− et

t3
+ et

2

t3
− 1
t

= t−3(et
2
− et) + t−2 − t−1.

5. Sea R ⊂ R2 un rectángulo, R = [ a, b ]× [ c, d ] y sean f : [ a, b ] −→ R, g: [ c, d ] −→ R,

funciones integrables en los intervalos respectivos. Supongamos que h(x, y) = f(x)g(x)

es integrable sobre R, probar que
∫∫
R

f(x)g(x)dxdy =

(∫ b

a

f(x)dx

)(∫ d

c

g(y)dy

)
.

Solución Dado que h es integrable,
∫∫
R

h(x, y)dxdy =
∫ b

a

(∫ d

c

h(x, y)dy

)
dx =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x)g(y)dy

)
dx =

∫ b

a

f(x)

(∫ d

c

g(y)dy

)
dx =

(∫ d

c

g(y)dy

)(∫ b

a

f(x)dx

)
.

6. Calcular las siguientes integrales y dibujar las regiones de integración:

a)
∫ π

0

∫ 1+cosx

0

y2 senxdydx b)
∫ π

2

0

∫ 1

cos x

y4dydx c)
∫ π

2

−π2

∫ 3 cos y

0

x2 sen2 ydxdy.

Solución

a)
∫ π

0

∫ 1+cosx

0

y2 senxdydx =
∫ π

0

1
3(1+cosx)3 senxdx = −1

3

∫ π

0

(1+cosx)3(− senx)dx =

−1
3

(1 + cosx)4

4

∣∣∣π
0

= 1
12 ·2

4 = 4
3 .

b)
∫ π

2

0

∫ 1

cos x

y4dydx = 1
5

∫ π
2

0

(1 − cos5 y)dy = 1
5

∫ π
2

0

dy − 1
5

∫ π
2

0

cos5 ydy = π
10 −

1
5 ·

4·2
5·3 =

15π − 16
5·5·3·2 = 15π − 16

150 .

c)
∫ π

2

−π2

∫ 3 cos y

0

x2 sen2 ydxdy =
∫ π

2

−π2

1
3(3 cos y)3 sen2 ydy = 9

∫ π
2

−π2

cos2 y sen2 y cos ydy =

9
∫ π

2

−π2

(1− sen2 y) sen2 y(cos ydy) = 9

(
1
3 sen3 y

∣∣∣π2
−π2

− 1
5 sen5 y

∣∣∣π2
−π2

)
= 9

(
2
3 −

2
5

)
= 12

5 .

y
6

qπ -

q2
x

y = 1 + cos x

6

qπ
2 -

q1
y = cos x

y

x

6

qπ
2−π

2 q -

q3
y

x

7. Calcular las siguientes integrales dobles.

a)
∫∫
R

xy2dxdy, R está limitada por la parábola y2 = 2px y la recta x = p.

b)
∫∫
R

dxdy√
2a− x

, R es un cı́rculo de radio a, tangente a los ejes de coordenadas y se en-
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cuentra en el primer cuadrante.

Solución

a)
∫∫
R

xy2dxdy =
∫ p

0

∫ √
2px

−
√

2px

xy2dydx = 2
∫ p

0

x
3 (2px)

3
2 dx = 2

(2p)
3
2

3
2
7x

7
2

∣∣∣p
0

= 8
√

2p5

21 .

b) La región R está dada por (x− a)2 + (y − a)2 = a2 i.e. y = a±
√

2ax− x2.

Ası́ tenemos que:
∫∫
R

dxdy√
2a− x

=
∫ 2a

0

∫ a+
√

2ax−x2

a−
√

2ax−x2

dydx√
2a− x

=
∫ 2a

0

2
√

2ax− x2
√

2a− x
dx =

∫ 2a

0

2
√
xdx = 22

3x
3
2

∣∣∣2a
0

= 4
32

3
2 a

3
2 = 8

3a
√

2a.

y
6

qp-
q√

2p y =
√

2px

y = −
√

2px

x

y
6

q2a-

q2a

a

a

y = a+
√

2ax− x2

y = a−
√

2ax− x2

x

8. Dibujar las regiones cuyas áreas se expresan por las siguientes integrales. Calcular el

área y cambiar el orden de integración en a) y b).

a)
∫ 2

−1

∫ x+2

x2
dydx b)

∫ a

0

∫ √a2−y2

a−y
dxdy

c)
∫ arctan 2

π
4

∫ 3 sec θ

0

rdrdθ d)
∫ π

2

−π2

∫ a(1+cos θ)

a

rdrdθ.

Solución

a)
∫ 2

−1

∫ x+2

x2
dydx =

∫ 2

−1

(x + 2 − x2)dx =
(

1
2x

2 + 2x− 1
3x

3
) ∣∣∣2
−1

= 9
2 =

∫ 1

0

∫ √
y

−√y
dxdy +∫ 4

1

∫ √
y

y−2

dxdy =
∫ 1

0

2
√
ydy +

∫ 4

1

(
√
y − y + 2)dy = 4

3 +
(

2
3y

3
2 − 1

2y
2 + 2y

) ∣∣∣4
1

= 9
2 .

y
6

p2−1 p -

p4 y = x+ 2

y = x2

x
6

p4-
p2

−2
p

x =
√
yp2

x = −√y

b)
∫ a

0

∫ √a2−y2

a−y
dxdy =∫ a

0

(
√
a2 − y2 − a+ y)dy =

(
1
2y
√
a2 − y2 + a2

2 arcsen ya − ay + 1
2y

2

) ∣∣∣a
0

=
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a2

2
π
2 −

1
2a

2 = 1
2a

2
(
π
2 − 1

)
=
∫ a

0

∫ √
a2−x2

a−x
dydx.

y
6

pa-
pa

x

x
6

pa-
pa

y

c)
∫ arctan 2

π
4

∫ 3 sec θ

0

rdrdθ = 1
2

∫ arctan 2

π
4

r2
∣∣∣3 sec θ

0
dθ =

9
2

∫ arctan 2

arctan 1

sec2 θdθ = 9
2 tan θ

∣∣∣arctan 2

arctan 1
= 9

2(2− 1) = 9
2 .

y
6

p3 -

p3
xI

θ = arctan 2

y = x

r = 3 sec θ
π
4

d)
∫ π

2

−π2

∫ a(1+cos θ)

a

rdrdθ = 1
2

∫ π
2

−π2

(a2(1+cos θ)2−a2)dθ =

a2

∫ π
2

0

(cos2 θ + 2 cos θ)dθ = a2
(
π
2

1
2 + 2

)
= a2

(
π
4 + 2

)
.

r(θ) = a(1 + cos θ)
6

p2a−a p -

pa
pa

9. Calcular la integral
∫∫
R

xydxdy, donde R es la región limitada por el eje x y la semi-

cı́rculo superior (x− 2)2 + y2 = 1.

Solución La integral
∫∫
R

xydxdy =

∫ 3

1

∫ √
−x2+4x−3

0

xydydx = 1
2

∫ 3

1

xy2
∣∣∣√−x2+4x−3

0
dx =

1
2

∫ 3

1

(−x3 + 4x2 − 3x)dx = 4
3 . -

6

r r r
y =
√

1− (x− 2)2

x

y

1 2 3

1

10. Calcular la integral
∫∫
R

ydxdy, donde R es la región limitada por el eje x y el cicloide

x = a(t− sen t), y = a(1− cos t), 0 ≤ t ≤ 2π.

Solución
∫∫
R

ydxdy =
∫ 2πa

0

∫ f(x)

0

ydydx =
∫ 2πa

0

H(x)dx,

donde f(x) es la función de la curva de cicloide y H(x) =∫ f(x)

0

ydy. Realizando el cambio de variable de y = f(x)

a t, con 0 ≤ t ≤ 2π, se tiene: πa 2πa

x(t) = a(t− sen t)

y(t) = a(1− cos t)

y = f(x)-

-

6
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∫∫
R

ydxdy =
∫ 2πa

0

a(1− cos t)

[∫ a(1−cos t)

0

ydy

]
dt = 1

2

∫ 2π

0

a3(1− cos t)3dt =

1
2a

3

∫ 2π

0

(1− 3 cos t+ 3 cos2 t− cos3 t)dt = 1
2a

3
(
2π − 0 + 3·4

∫ π
2

0

cos2 tdt− 0
)

=

1
2a

3
(
2π + 3·4 1

2
π
2

)
= 5

2πa
3.

11. Calcular la integral
∫∫
R

xydxdy, donde R es la región limitada por los ejes coordenados

y el arco de astroide x = a sen3 t, y = a cos3 t, 0 ≤ t ≤ π
2 .

Solución
∫∫
R

xydxdy =
∫ a

0

[∫ f(x)

0

ydy

]
xdx =∫ a

0

xH(x)dx, donde f(x) es la función de la curva de as-

troide y H(x) =
∫ f(x)

0

ydy, es decir:

-

6

x

y

a

a

f(x):

∫∫
R

xydxdy =
∫ π

2

0

a sen3 t

[∫ a cos3 t

0

ydy

]
3a sen2 t cos tdt = 3

2

∫ π
2

0

a4 sen5 t cos7 tdt =

3
4β(3, 4)a4 = 3

4a
4 2!3!

6! = 1
80a

4, pues β(n,m) =
(n− 1)!(m− 1)!

(n+m− 1)! =
∫ π

2

0

sen2n−1 t cos2m−1 tdt.

12. Calcular las integrales
∫∫
R

f(x, y)dxdy, donde:

a) R = {(x, y) ∈R2/0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x}, f(x, y) = 1
(1 + x2)(1 + y2)

.

b) R = {(x, y) ∈R2/x2 ≤ 2p(y + 1), x2 ≤ −2p(y − 1)}, f(x, y) = x2 − 2py, p > 0.

c) R = {(x, y) ∈R2/0 ≤ x ≤ π, |y| ≤ senx}, f(x, y) = y2 senx.

d) R = {(x, y) ∈R2/x ≥ 0, y2 + 2x ≤ 1}, f(x, y) = x2 + y2.

e) R = {(x, y) ∈R2/x2 + y ≤ 0, y − x ≥ 0}, f(x, y) =
√
y − x.

f) R = {(x, y) ∈R2/x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}, f(x, y) = axby, a > 1, b > 1.

g) R = {(x, y) ∈R2/0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ x}, f(x, y) = 1
x+ y + 1 .

h) R = {(x, y) ∈R2/0 ≤ x ≤ 2, y2 ≤ 2x}, f(x, y) = x√
1 + x2 + y2

.

i) R = {(x, y) ∈R2/y ≥ 0, (x+ y)2 ≤ 2x}, f(x, y) =
√
xy.

j) R = {(x, y) ∈R2/x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1}, f(x, y) = x+ y.
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k) R = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 ≤ 1}, f(x, y) = 1
1 + x2 + y2 .

l) R = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 ≤ c2}, f(x, y) = x2

a2
+ y2

b2
, a, b, c > 0.

m) R = {(x, y) ∈R2/x2 + xy + y2 ≤ 1}, f(x, y) = e−(x2+xy+y2).

n) R = {(x, y) ∈R2/x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ a2}, f(x, y) = y
x2 + a2 , a > 0.

o) R = {(x, y) ∈R2/4 ≤ x2 + y2 ≤ 16}, f(x, y) = 1
x2 + xy + y2 .

p) R = {(x, y) ∈R2/0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x2 + y2 ≥ 1}, f(x, y) = xy
(1 + x2 + y2)2

.

Solución

a) R = {(x, y) ∈ R2/0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x}, f(x, y) =

1
(1 + x2)(1 + y2)

.∫ 1

0

∫ x

0

dy
1 + y2

dx
1 + x2 =

∫ 1

0

arctanx dx
1 + x2 = 1

2 arctan2 x
∣∣∣1
0

=

1
2 (π4 )2 = 1

32π
2.

-

6

	

1

x 1

1

b) R = {(x, y)∈R2/x2 ≤ 2p(y+1), x2 ≤ −2p(y−1)}, f(x, y) =

x2 − 2py, p > 0.∫ √
2p

−
√

2p

∫ −x
2

2p+1

x2

2p−1

(x2− 2py)dydx =
∫ √

2p

−
√

2p

(
− x4

p + 2x2
)
dx =(

− 2x5

5p + 4x3

3

)∣∣∣√2p

0
= −2(2p)2

√
2p

5p + 8
3p
√

2p = 16
15p

√
2p.

f(x, y) = x2 − 2py

q1−1 q q



-

√
2p

x

y

z
6

c) R = {(x, y) ∈ R2/0 ≤ x ≤ π, − senx ≤ y ≤ senx}, f(x, y) =

y2 senx.∫ π

0

∫ sen x

− sen x

y2 senxdydx=
∫ π

0

1
3y

3
∣∣∣sen x
− sen x

senxdx= 2
3

∫ π

0

sen4 xdx =

4
3

∫ π
2

0

sen4 xdx = 4
3

1·3
2·4

π
2 = π

4 .

f(x, y) = y2 sen x

q
π

��

�
�

�
�

�/x

y

6

-

d) R = {(x, y) ∈R2/x ≥ 0, y2 + 2x ≤ 1}, f(x, y) = x2 + y2.
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∫ 1
2

0

∫ √
1−2x

−
√

1−2x

(x2 + y2)dydx =
∫ 1

−1

∫ 1
2 (1−y2)

0

(x2 + y2)dxdy =∫ 1

−1

( 1
3x

3 +y2x)
∣∣∣ 12 (1−y2)

0
dy =

∫ 1

−1

[
1
24 (1−y2)3 + 1

2y
2(1−y2)

]
dy =

1
24

∫ 1

−1

(1− 3y2 + 3y4 − y6 + 12y2 − 12y4)dy =

1
24

∫ 1

−1

(1+9y2− 9y4− y6)dy = 2
24 (1+3− 9

5 −
1
7 ) = 72

12
1
35 = 6

35 .

f(x, y) = x2 + y2

6

-

	1
2x

y

z

e) R = {(x, y) ∈R2/x2 + y ≤ 0, y − x ≥ 0}, f(x, y) =
√
y − x.

Haciendo el cambio de variables u = y − x, du = dy,

tenemos
∫ 0

−1

∫ −x2

x

√
y − xdydx =

∫ 0

−1

∫ −x2−x

0

√
ududx =∫ 0

−1

2
3u

3
2

∣∣∣−x2−x

0
dx = 2

3

∫ 0

−1

(−x2−x) 3
2 dx = − 2

3

∫ 0

1

(−t2+t)
3
2 dt =

2
3

∫ 1

0

t
3
2 (1− t)

3
2 dt = 2

3β( 5
2 ,

5
2 ) =

2
3Γ( 5

2 )2

Γ(5) = π
64 .

-

j y = x

−x

y = −x2

6

�
y

f(x, y) =
√
y − x

f) R = {(x, y) ∈R2/x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1}, f(x, y) = axby, a > 1, b > 1.

Si a 6= b,
∫ 1

0

∫ 1−x

0

axbydydx =
∫ 1

0

ax b
y

ln b

∣∣∣1−x
0

dx =

1
ln b

∫ 1

0

[(a
b

)x
b−ax

]
dx = 1

ln b

[
b

ln(a/b)
(a
b
−1
)
− 1

ln a (a−1)
]

=

1
ln b

1
ln a

1
ln a− ln b

(
(a− 1) ln b− (b− 1) ln a

)
=

(a− 1) ln b− (b− 1) ln a
ln a ln b(ln a− ln b) .

Si a = b, la integral vale a ln a− a+ 1
(ln a)2

.

f(x, y) = axby

q1
1 q

-

qb

1
q

	

6

qa

x

y

z

g) R = {(x, y) ∈R2/0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ x}, f(x, y) = 1
x+ y + 1 .

∫ 1

0

∫ x

x2

1
x+ y + 1dydx =

∫ 1

0

ln(x+ y + 1)
∣∣∣y=x
y=x2

dx =∫ 1

0

(ln(2x+ 1)− ln(x2 + x+ 1))dx.

Recordemos que salvo constantes,
∫

lnxdx = x lnx − x

y
∫

ln(x2 + a2)dx = x ln(x2 + a2)− 2x+ 2a arctan xa , por

f(x, y) = 1
x+ y + 1

-

q1

9

6

x
y

z

y = x2

y = x

q1
3
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lo que
∫ 1

0

ln(2x+ 1)dx = 1
2

∫ 3

1

lnudu = 1
2 (u lnu− u)

∣∣∣3
1

= 3
2 ln 3− 1 y también:∫ 1

0

ln((x + 1
2 )2 + 3

4 )dx = (x + 1
2 ) ln(x2 + x + 1) − 2(x + 1

2 ) + 2
√

3
2 arctan 2√

3
(x + 1

2 )
∣∣∣1
0

=

3
2 ln 3− 2 +

√
3 arctan

√
3−

√
3 arctan 1√

3
= 3

2 ln 3− 2 +
√

3( 1
3π −

1
6π) = 3

2 ln 3− 2 +
√

3
6 π.

Finalmente,
∫∫
R

f(x, y)dxdy = 1−
√

3
6 π = 1− 1

2
√

3
π.

h) R = {(x, y) ∈R2/0 ≤ x ≤ 2, y2 ≤ 2x}, f(x, y) = x√
1 + x2 + y2

.

Consideremos el cambio de variable x2 + (1 + y2) = u,

2xdx = du, entonces: 1
2

∫ 2

−2

∫ 2

1
2y

2

2x√
1 + x2 + y2

dxdy =

1
2

∫ 2

−2

∫ y2+5

1
4y

4+y2+1

du√
u
dy = 1

2

∫ 2

−2

2
√
u
∣∣∣y2+5

1
4y

4+y2+1
dy =∫ 2

−2

(√
y2 + 5 − 1

2

√
y4 + 4y2 + 4

)
dy =

∫ 2

−2

(√
y2 + 5 −

1
2 (y2 + 2)

)
dy = 2

∫ 2

0

(√
y2 + 5− 1

2 (y2 + 2)
)
dy.

f(x, y) = x√
1 + x2 + y2 6

)

j

6

2

x

z

y

Recordemos que
∫ √

x2 + a2dx = 1
2x
√
x2 + a2 + 1

2a
2 ln(x+

√
x2 + a2); ası́ se tiene:∫∫

R

f(x, y)dxdy = 2
(

1
2y
√
y2 + 5 + 5

2 ln(y +
√
y2 + 5)− 1

2 ( 1
3y

3 + 2y)
)∣∣∣2

0
=

2
(

1
22·3 + 5

2 ln 5− 1
2 ( 8

3 + 4)− 5
2 ln

√
5
)

= 2
(

5
4 ln 5− 1

3

)
= 5

2 ln 5− 2
3 .

i) R = {(x, y) ∈R2/y ≥ 0, (x+ y)2 ≤ 2x}, f(x, y) =
√
xy.

Observemos que y = −x ±
√

2x ≥ 0, y ≥ 0 ⇐⇒

−x +
√

2x ≥ 0 ⇐⇒
√

2x ≥ x ≥ 0 ⇐⇒ 2x ≥ x2 ⇐⇒

x(2− x) ≥ 0 ⇐⇒ 0 ≤ x ≤ 2.

z

x

y

f(x, y) =
√
xy

6

PPPPq

�

De esta manera
∫ 2

0

∫ √
2x−x

0

√
xydydx = 2

3

∫ 2

0

√
x(
√

2x−x) 3
2 dx = 4

3

∫ √
2

0

(u
√

2−u2)
3
2u2du,

con
√
x = u, dx = 2udu, es decir si se cambia a v =

√
2u − 1, u

√
2 − u2 = 1

2 (1 − v2),

u2 = 1
2 (v + 1)2, se tiene que 4

3

∫ 1

−1

(1− v2)
3
2

2
3
2

(v + 1)2

2
dv√

2
= 1

6

∫ 1

−1

(1 − v2)
3
2 (1 + v)2dv =

1
6

∫ π
2

−π
2

cos3 θ(1 + sen2 θ + 2 sen θ) cos θdθ = 1
6

∫ π
2

−π
2

cos4 θ(1 + sen2 θ)dθ = 1
3

∫ π
2

0

2 cos4 θdθ −

1
3

∫ π
2

0

cos6 θdθ = π
8 −

5π
96 = 7π

96 .

Se pudo notar antes que existı́a una función beta que habrı́a simplificado los cálculos.
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En efecto:

4
3

∫ √
2

0

(u
√

2− u2)
3
2u2du = 4

3

∫ √
2

0

(
√

2− u)
3
2u

7
2 du = 25

3

∫ √
2

0

(
1− u√

2

) 3
2
( u√

2

) 7
2 du√

2
=

25

3 β( 5
2 ,

9
2 ) = 32

3

3
2

1
2Γ( 1

2 ) 7
2

5
2

3
2

1
2Γ( 1

2 )
6! = 7π

96 . Recuerde que Γ( 1
2 ) =

√
π.

j) R = {(x, y) ∈R2/x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1}, f(x, y) = x+ y.

Pasando a coordenadas polares tenemos que:∫ 1

0

∫ √
1−x2

0

(x + y)dydx =
∫ π

2

0

∫ 1

0

r2(sen θ + cos θ)drdθ =

1
3 (sen θ − cos θ)

∣∣∣π
2

0
= 2

3 .

f(x, y) = x+ y

z

	
x

y

6

k) R = {(x, y)∈R2/x2+y2 ≤ 1}, f(x, y) = 1
1 + x2 + y2 .

Usando coordenadas polares x = r cos θ, y =

r sen θ, |J | = r, la integral se transforma en∫ 2π

0

∫ 1

0

r
1 + r2

drdθ = π ln(1 + r2)
∣∣∣1
0

= π ln 2.

f(x, y) = 1
1 + x2 + y2

6

j
)

x
y

l) R = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 ≤ c2}, f(x, y) = x2

a2
+ y2

b2
, a, b, c > 0.

Las coordenadas polares x = r cos θ, y = r sen θ,

|J | = r, transforman la integral en:∫ 2π

0

∫ c

0

r3
(cos2 θ

a2
+ sen2 θ

b2
)drdθ = c4

∫ π
2

0

(cos2 θ
a2

+

sen2 θ
b2

)dθ = c4( π
4a2

+ π
4b2

) = πc4

4 ( 1
a2

+ 1
b2

).

f(x, y) = x2

a2
+
y2

b2

�

-

x

yqq
c

c

6

m) R = {(x, y) ∈R2/x2 + xy + y2 ≤ 1}, f(x, y) = e−(x2+xy+y2).

Tenemos que x2 + xy + y2 =
(
x + 1

2y
)2 +

(√3
2 y
)2

y se efectúa el cambio de variable u = x + 1
2y,

v =
√

3
2 y =⇒ y = 2√

3
v, x = u − 1√

3
v, el Jacobiano

es J =

∣∣∣∣∣∣∣
1 − 1√

3

0 2√
3

∣∣∣∣∣∣∣ = 2√
3

y la integral en la región

R′ = {(u, v) ∈R2/u2 + v2 ≤ 1} es:

f(x, y) = e−(x2+xy+y2)

�

6

x

y-

2√
3

∫ 2π

0

∫ 1

0

re−r
2
drdθ = 2π√

3

(
− e−r

2
∣∣∣1
0

)
= 2π√

3
(1− 1

e ).



2.1. Cálculo de integrales dobles 41

n) R = {(x, y) ∈R2/x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ a2}, f(x, y) = y
x2 + a2 , a > 0.

Un cambio a coordenadas polares nos lleva a:∫ π
2

0

∫ a

0

r2 sen θ
a2 + r2 cos2 θ

drdθ =
∫ 1

0

∫ a

0

r2dr
a2 + r2u2 du =∫ a

0

r
a

∫ 1

0

r/adu

1 + (ru/a)2
dr =

∫ a

0

r
a arctan rua

∣∣∣1
0
dr =∫ a

0

r
a arctan radr = a

∫ 1

0

x arctanxdx =

1
2 (a(x2 + 1) arctanx− x)

∣∣∣1
0

= 1
4a(π − 2).

f(x, y) =
y

x2 + a2

�
�

�
�	

�
�

�

a

a

1
a

6

-

x

y

o) R = {(x, y) ∈R2/4 ≤ x2 + y2 ≤ 16}, f(x, y) = 1
x2 + xy + y2 .

Usando coordenadas polares se tiene:∫ 2π

0

∫ 4

2

rdr
r2(1 + sen θ cos θ)

dθ =

ln r
∣∣∣4
2

∫ 2π

0

dθ
1 + sen θ cos θ =

ln 2
∫ 2π

0

dθ
1 + sen θ cos θ =

2 ln 2
∫ 2π

0

dθ
2 + sen 2θ =

f(x, y) = 1
x2 + xy + y2

q 16

z
9

������

6

z
x

y2
4

ln 2
∫ 4π

0

du
2 + senu = 4 ln 2

∫ π
2

−π2

du
2 + senu . Observe que la función 1

2 + senu es periódica.

Si consideramos x = tan u2 , du = 2
1 + x2 dx, senu = 2x

1 + x2 , por lo que se tiene:

4 ln 2
∫ π

2

−π2

du
2 + senu = 4 ln 2

∫ 1

−1

2
1 + x2 dx

2 + 2x
1 + x2

= 4 ln 2
∫ 1

−1

dx
x2 + x+ 1

=

4 ln 2
∫ 1

−1

dx
(x+ 1

2 )2 + 3
4

= 4 ln 2 2√
3

arctan
2(x+ 1

2 )√
3

∣∣∣1
−1

= 8√
3

ln 2 arctan 2x+ 1√
3

∣∣∣1
−1

=

8√
3

ln 2 arctan
(√

3− arctan −1√
3

)
= 8√

3
ln 2
(π
3 −

(
− π

6
))

= 8√
3

ln 2π2 = 4√
3
π ln 2.

p) R = {(x, y) ∈R2/0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x2 + y2 ≥ 1}, f(x, y) = xy
(1 + x2 + y2)2

.
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Dada la definición de la región R, se tiene que:∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫∫
D1

f(x, y)dxdy −
∫∫
D2

f(x, y)dxdy, donde

D1 = [ 0, 1 ]2 y D2 = {(x, y) ∈R2/x ≥ 0, y ≥ 0, x2 + y2 ≤ 1}.

De esta manera:∫∫
D1

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

x

∫ 1

0

y

(1 + x2 + y2)2
dydx =

1
2

∫ 1

0

( x
1 + x2

− x
2 + x2

)
dx = 1

4(2 ln 2− ln 3).

Por otra parte, usando coordenadas polares:

f(x, y) =
xy

(1 + x2 + y2)2

-

6

x

y

	1

1

∫∫
D2

f(x, y)dxdy =
∫ π

2

0

cos θ sen θdθ
∫ 1

0

ρ3dρ

(1 + ρ2)2
= 1

2

∫ 1

0

ρ3dρ

(1 + ρ2)2
=

1
8

∫ 1

0

4ρ3 + 4ρ− 4ρ
(1 + ρ2)2

dρ = 1
8

∫ 1

0

4ρ3 + 4ρ
1 + 2ρ2 + ρ4

dρ− 1
4

∫ 1

0

2ρ
(1 + ρ2)2

dρ =

1
8 ln(1+2ρ2+ρ4)

∣∣∣1
0
+ 1

4
1

1 + ρ2

∣∣∣1
0

= 1
8 ln 4+ 1

4 ( 1
2−1) = 1

8 ln 4− 1
8 y finalmente,

∫∫
R

f(x, y)dxdy =

1
4 ln 2− 1

4 ln 3 + 1
8 .

2.2 Colocación de lı́mites

13. Colocar los lı́mites de integración en la integral doble
∫∫
R

f(x, y)dxdy y dibujar la región

R en cada caso:

a) R es el paralelogramo cuyos lados están sobre la recta x = 3, x = 5, 3x − 2y + 4 = 0,

3x− 2y + 1 = 0.

b) El triángulo cuyos lados están sobre las rectas x = 0, y = 0, x+ y = 2.

c) x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0.

d) x+ y ≤ 1, x− y ≤ 1, x ≥ 0.

e) y ≥ x2, y ≤ 4− x2.

f) x
2

4 + y2

9 ≤ 1.

g) (x− 2)2 + (y − 3)2 ≤ 4.

h) R está limitado por las parábolas y = x2, x =
√
y.
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i) R es el triángulo con los lados sobre y = x, y = 2x, x+ y = 6.

j) R es el paralelogramo con los lados sobre y = x, y = x+ 3, y = −2x+ 1, y = −2x+ 5.

k) y − 2x ≤ 0, 2y − x ≥ 0, xy ≤ 2.

l) y2 ≤ 8x, y ≤ 2x, y + 4x− 24 ≤ 0.

m) R está limitado por la hipérbola y2 − x2 = 1 y por la circunferencia x2 + y2 = 9.

Solución

a)
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 5

3

∫ 3x+4
2

3x+1
2

f(x, y)

 dydx.

y
6

p5-
q19

2

xqqq
3x− 2y + 4 = 0
3x− 2y + 1 = 0

1
2

2

R

3

b)
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 2

0

(∫ 2−x

0

f(x, y)dy
)
dx.

y
6

p2-
p2

x

x+ y = 2

p R

c)
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

(∫ √
1−x2

0

f(x, y)dy

)
dx.

y
6

p1-
p1

y =
√

1− x2

R

d)
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

(∫ 1−x

x−1

f(x, y)dy
)
dx.

6

1

1

x− y = 1

x+ y = 1

-R

e) Las parábolas se intersecan cuando y = x2 = 4 − x2 =⇒

x = ±
√

2. Ası́ se tiene que:∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ √

2

−
√

2

(∫ 4−x2

x2
f(x, y)dy

)
dx.

y
6

p2−2 p -

p4
R

√
2

f) Aquı́ y = ±3

√
1− x2

4 y tenemos
∫∫
R

f(x, y)dxdy =

∫ 2

−2

∫ 3

√
1−x

2

4

−3

√
1−x

2

4

f(x, y)

 dydx.
R

2

y

x

3

-

6
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g) Se tiene que y = 3±
√

4x− x2, por lo que:∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 4

0

(∫ 3+
√

4x−x2

3−
√

4x−x2
f(x, y)dy

)
dx.

-

6

x

y

4

3 R

h) Las curvas se intersecan cuando y = x2 =
√
x =⇒

x4 = x i.e. x(x3−1) = 0, es decir x = 0, x = 1, con lo cual

tenemos
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

(∫ √
x

x2
f(x, y)dy

)
dx.

y
6

p1 -

p1
R

x

y = x2

y =
√
x

i) Las rectas y = x, y = 2x se cortan en x = 0.

Las rectas y = x, x+ y = 6 se cortan en x = 3.

Las rectas y = 2x, y + x = 6 se cortan en x = 2.
-

q6

6

q
y = 2x

y = x

y = 6− x

2 3
x

y

6

Finalmente tenemos
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 2

0

(∫ 2x

x

f(x, y)dy
)
dx+

∫ 3

2

(∫ 6−x

x

f(x, y)dy
)
dx.

j) La recta y = x se corta con y = −2x+5 en x = 5
3 , y = x

se corta con y = −2x+ 1 en x = 1
3 , y = x+ 3 se corta con

y = −2x+ 5 en x = 2
3 , y = x+ 3 se corta con y = −2x+ 1

en x = − 2
3 . Ası́ tenemos que:

y
6

q53− 2
3 q -

q 173

2
3

x

1
3

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

3

− 2
3

(∫ x+3

−2x+1

f(x, y)dy
)
dx+

∫ 2
3

1
3

(∫ x+3

x

f(x, y)dy
)
dx

+
∫ 5

3

2
3

(∫ −2x+5

x

f(x, y)dy
)
dx.

k) La recta y = 2x se corta con xy = 2, si 2x2 = 2 i.e.

x = 1.

La recta y = 1
2x se corta con xy = 2, en x = 2.

La recta y = 2x se corta con y = 1
2x, en x = 0. -q

2

q2

y = 1
2x

y = 2x

xy = 2

1

6

1

x

y

Ası́ tenemos:
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

(∫ 2x

1
2x

f(x, y)dy

)
dx+

∫ 2

1

∫ 2
x

1
2x

f(x, y)dy

 dx.
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l) La parábola y2 = 8x se corta con y = 2x, cuando 4x2 =

8x =⇒ x = 0, x = 2 y se corta con y = −4x + 24, cuando

(4x − 24)2 = 8x ⇐⇒ 8(2x2 − 25x + 72) = 0 ⇐⇒ x = 8,

x = 9
2 . Ası́ se tiene que:

y
6

8 -

q12

−8
q

x

y = 2x

y2 = 8x

y = 24− 4x

4
R

2 9
2

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 2

0

(∫ 2x

−
√

8x

f(x, y)dy
)
dx+

∫ 9
2

2

(∫ √
8x

−
√

8x

f(x, y)dy

)
dx

+
∫ 8

9
2

(∫ 24−4x

−
√

8x

f(x, y)dy
)
dx

m) Se tiene que las curvas se intersecan cuando y2 =

1 + x2 y x2 + y2 = 9 =⇒ 2x2 = 8 =⇒ x = ±2. Ası́

tenemos:

q3
6

3

√
5

1

2

y =
√

1 + x2

y = −
√

1 + x2

y

x-
y =

√
9− x2

y = −
√

9− x2
R−2−3

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ −2

−3

(∫ √
9−x2

−
√

9−x2
f(x, y)dy

)
dx+

∫ 2

−2

(∫ √
1+x2

−
√

1+x2
f(x, y)dy

)
dx

+
∫ 3

2

(∫ √
9−x2

−
√

9−x2
f(x, y)dy

)
dx.

14. Expresar la integral doble
∫∫
R

f(x, y)dxdy, donde R representan regiones en las siguien-

tes gráficas. En c) y d) las curvas son arcos de circunferencias.
y

6

5
-

4 q
q

q
4

2

1

R

xq
a)

y

3

-

6

4321

1
x

R

b)

-

6

−1 3

3

R
1 q

1
x

y

2

c)

-

6

R

1 2 3 4

1
x

y

2

d)

Solución

a) Las ecuaciones de las rectas satisfacen:

y − 2
x− 1 = 1

2 =⇒ y = 1
2x+ 3

2 ,
y − 4
x− 5 = 2 =⇒ y = 2x+ 3,

y − 2
x− 1 = 2 =⇒ y = 2x, y − 2

x− 4 = 1
2 =⇒ y = 1

2x.
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Ası́ tenemos que integrando con respecto a x primeramente y luego con respecto a y:

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 2

0

(∫ 2y

1
2y

f(x, y)dx

)
dy +

∫ 4

2

∫ y+6

2

2y−3

f(x, y)dx

 dy.

b) Es necesario determinar las ecuaciones de dos rectas e integrar de último respecto a

y, para obtener una integral más compacta.

y − 1
x− 1 = 2 =⇒ y = 2x− 1, y − 3

x− 3 = −2 =⇒ y = −2x+ 9, es decir:

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 3

1

∫ −
y−9

2

y+1

2

f(x, y)dx

 dy.

c) La ecuación de la parte superior de la circunferencia es (y − 1)2 + (x− 1)2 = 4 i.e.

y = 1 +
√

2x− x2 + 3, por lo que:∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 3

−1

(∫ 1+
√

2x−x2+3

0

f(x, y)dy

)
dx.

d) Determinemos las ecuaciones de las circunferencias (parte superior):

(x− 1)2 + y2 = 1 i.e. x = 1−
√

1− y2, 0 ≤ y ≤ 1

(x− 2)2 + (y − 1)2 = 1 i.e. x = 2±
√

2y − y2, 1 ≤ y ≤ 2

(x− 3)2 + y2 = 1 i.e. x = 3 +
√

1− y2, 0 ≤ y ≤ 1.

Integrando respecto a x y luego respecto a y se tiene:∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

(∫ 3+
√

1−y2

1−
√

1−y2
f(x, y)dx

)
dy +

∫ 2

1

(∫ 2+
√

2y−y2

2−
√

2y−y2
f(x, y)dx

)
dy.

15. Calcular las siguientes integrales dobles:

a)
∫ a

0

(∫ √
x

0

dy

)
dx. b)

∫ 4

2

(∫ 2x

x

y
x dy

)
dx.

c)
∫ 2

1

(∫ ln y

0

exdx

)
dy. d)

∫∫
R

x3y2dxdy, R : x2 + y2 ≤ a2.

e)
∫∫
R

(x2 + y)dxdy, R : acotado por y = x2, x = y2.

f)
∫∫
R

x2

y2
dxdy, R : acotado por x = 2, y = x, xy = 1.
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g)
∫∫
R

cos(x+ y)dxdy, R : acotado por x = 0, y = x, y = π.

h)
∫∫
R

x2y2
√

1− x3 − y3dxdy, R : acotado por x3 + y3 = 1, x = 0, y = 0.

Solución

a)
∫ a

0

(∫ √
x

0

dy

)
dx =

∫ a

0

√
xdx = 2

3x
3
2

∣∣∣9
0

= 2
3a

3
2 .

x-

√
a

p
a

y

y =
√
x

R

6

b)
∫ 4

2

(∫ 2x

x

y
x dy

)
dx =

∫ 4

2

1
2
y2

x

∣∣∣2x
x
dx =∫ 4

2

1
2(4x− x)dx =

∫ 4

2

3
2xdx = 3

4x
2
∣∣∣4
2

= 3
4(16− 4) = 9.

6

4
-

8

x

y

y = 2x

y = x4

2

c)
∫ 2

1

(∫ ln y

0

exdx

)
dy =

∫ 2

1

(
eln y − 1

)
dy =

∫ 2

1

(y − 1)dy =
(

1
2y

2 − y
) ∣∣∣2

1
= 1

2y(y − 2)
∣∣∣2
1

= 1
2 .

y
6

q
ln 2

-

q2

1

y = ex

x

d)
∫∫
R

x3y2dxdy =
∫ a

−a

(∫ √a2−y2

−
√
a2−y2

x3y2dx
)
dy =

1
4

∫ a

−a
x4
∣∣∣√a2−y2

−
√
a2−y2

y2dy = 1
4

∫ a

−a
0·y2dy = 0.

x2 + y2 = a2

6

qa -

qa
R

e)
∫∫
R

(x2 + y)dxdy =
∫ 1

0

(∫ √
x

x2
(x2 + y)dy

)
dx =

∫ 1

0

(x2y + 1
2y

2)
∣∣∣√x
x2
dx =

∫ 1

0

(
−3

2x
4 + x

5
2 + x

2

)
dx =(

− 3
10x

5 + 2
7x

7
2 + 1

4x
2

) ∣∣∣1
0

= 33
140 .

y
6

p
1

-

p1

x

R
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f)
∫∫
R

x2

y2
dxdy =

∫ 2

1

(∫ x

1
x

x2

y2
dy

)
dx =

∫ 2

1

−x
2

y

∣∣∣x1
x

dx =
∫ 2

1

(x3 − x)dx =
(

1
4x

4 − 1
2x

2
) ∣∣∣2

1
= 9

4 .
2

2

xy = 1

1
x

y

-

6

1
2

R

g)
∫∫
R

cos(x + y)dxdy =
∫ π

0

(∫ π

x

cos(x+ y)dy
)
dx =∫ π

0

− sen(x+ 4)
∣∣∣π
x
dx = −

∫ π

0

(sen 2x+ senx)dx =(
1
2 cos 2x+ cosx

) ∣∣∣π
0

= −2.

y

q
π

qπ
x

y = x

-

6

R

h)
∫∫
R

x2y2
√

1− x3 − y3dxdy =

∫ 1

0

∫ 3
√

1−x3

0

x2y2
√

1− x3 − y3dy

 dx =

x3 + y3 = 16

q1 -

q1
R

−2
9

∫ 1

0

x2(1− x3 − y3)
3
2

∣∣∣ 3
√

1−x3

0
dx = 2

9

∫ 1

0

x2(1− x3)
3
2 dx = − 4

135(1− x3)
5
2

∣∣∣1
0

= 4
135 .

16. Colocar los lı́mites de integración en uno y otro orden en las siguientes integrales dobles.

a) R es el rectángulo de vértice (0, 0), (2, 0), (2, 1), (0, 1).

b) R es el triángulo cuyos vértices son (0, 0), (1, 0), (1, 1).

c) R es el trapecio cuyos vértices son (0, 0), (2, 0) (1, 1), (0, 1).

d) R es el paralelogramo cuyos vértices son (1, 2), (2, 4), (2, 7), (1, 5).

e) R es el sector circular OAB con centro (0, 0), cuyo arco tiene sus extremos en A(1, 1) y

B(−1, 1).

f) R es un segmento parabólico recto AOB, limitado por la parábola BOA y por el seg-

mento de recta AB, que une entre sı́ los puntos B(−1, 2) y A(1, 2).

g) R es el anillo circular limitado por las circunferencias cuyos radios son r = 1, r = 2 y

cuyo centro en común es (0, 0).

h) R está limitado por la hipérbola y2 − x2 = 1 y por la circunferencia x2 + y2 = 9 (se

considera la región que comprende el origen de coordenadas).

Solución
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a)
∫ 2

0

∫ 1

0

f(x, y)dydx =
∫ 1

0

∫ 2

0

f(x, y)dxdy.

6

q2 -

q1 q
q

b)
∫ 1

0

∫ x

0

f(x, y)dydx =
∫ 1

0

∫ 1

y

f(x, y)dxdy.

6

q1-
q1 y = x

q
q

c)
∫ 1

0

∫ 2−y

0

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dydx+∫ 2

1

∫ 2−x

0

f(x, y)dydx. q2-
q16

x+ y = 2

q
q

1

d) La ecuación de la recta que pasa por (1, 5) y (2, 7) es

y = 2x + 3. Similarmente la recta que pasa por (1, 2) y

(2, 4) es y = 2x. Ası́ tenemos:∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 2

1

∫ 2x+3

2x

f(x, y)dydx =

6

q21 q -

q7

2 q y = 2x

y = 2x+ 3

q
q q

q4 q5 q

∫ 4

2

∫ y

2

1

f(x, y)dxdy +
∫ 5

4

∫ 2

1

f(x, y)dxdy +
∫ 7

5

∫ 2

y−3

2

f(x, y)dxdy.

e)
∫ 0

−1

∫ √
2−x2

−x
f(x, y)dydx+

∫ 1

0

∫ √
2−x2

x

f(x, y)dydx =

∫ 1

0

∫ y

−y
f(x, y)dxdy +

∫ √
2

1

∫ √2−y2

−
√

2−y2
f(x, y)dxdy.

6

q1−1 q -

q√2

1
q

√
2

x

y
6

q√21 q -

q1

−1
q

y

x

f)
∫ 1

−1

∫ 2

2x2
f(x, y)dydx =

∫ 2

0

∫ √y

2

−
√

y

2

f(x, y)dydx.
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y = 2x2

6

q1−1 q -

q2 x =

√
y
2

6

q2-
q1

−1
q x = −

√
y
2

g)
∫ −1

−2

∫ √
4−x2

−
√

4−x2
f(x, y)dydx+

∫ 1

−1

∫ √
4−x2

√
1−x2

f(x, y)dydx+∫ 1

−1

∫ −
√

1−x2

−
√

4−x2
f(x, y)dydx+

∫ 2

1

∫ √
4−x2

−
√

4−x2
f(x, y)dydx =

∫ 1

−2

∫ √4−y2

−
√

4−y2
f(x, y)dxdy +

∫ 1

−1

∫ √4−y2

√
1−y2

f(x, y)dxdy +∫ 1

−1

∫ √1−y2

−
√

4−y2
f(x, y)dxdy +

∫ 2

1

∫ √4−y2

−
√

4−y2
f(x, y)dxdy.

6

qq -

1 ≤ x2 + y2 ≤ 4

21

y =
√

4− x2

y = −
√

4− x2

y =
√

1− x2

y = −
√

1− x2

h) Las curvas se intersecan en los puntos que satisfacen ambas ecuaciones: y2− x2 = 1,

x2 + y2 = 9 =⇒ 9− x2 − x2 = 1 =⇒ 8 = 2x2 =⇒ x = ±2. Ası́ tenemos que:∫ −2

−3

∫ √
9−x2

−
√

9−x2
f(x, y)dydx+

∫ 2

−2

∫ √
1+x2

−
√

1+x2
f(x, y)dydx+

∫ 3

2

∫ √
9−x2

−
√

9−x2
f(x, y)dydx =

∫ −1

−
√

5

∫ −
√
y2−1

−
√

9−y2
f(x, y)dxdy +

∫ −1

−
√

5

∫ √9−y2

√
y2−1

f(x, y)dxdy +
∫ 1

−1

∫ √9−y2

−
√

9−y2
f(x, y)dxdy +

∫ √
5

1

∫ −
√
y2−1

−
√

9−y2
f(x, y)dxdy +

∫ √
5

1

∫ √9−y2

√
y2−1

f(x, y)dxdy.

y =
√

1 + x2

6

p3-
p3

y = −
√

1 + x2

p2
√

5

x

y

x =
√
y2 − 1

6

p3 -

p3
√

51

2
x =
√
y2 − 1

x = −
√
y2 − 1x = −

√
y2 − 1

y

x

17. Determinar los lı́mites de integración de la integral doble
∫∫
R

f(x, y)dxdy en uno y otro

orden, si la región R está dada por:

a) x ≥ 0, y ≥ 0, x+ y ≤ 1 b) x2 + y2 ≤ a2

c) x2 + y2 ≤ x d) y ≥ x, x ≥ −1, y ≤ 1

e) y ≤ x ≤ y + 2a, 0 ≤ y ≤ a.
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Solución

a)
∫ 1

0

∫ 1−x

0

f(x, y)dydx =
∫ 1

0

∫ 1−y

0

f(x, y)dxdy.

b)
∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

f(x, y)dydx =
∫ a

−a

∫ √a2−y2

−
√
a2−y2

f(x, y)dxdy.

c) x2 + y2 ≤ x⇐⇒ x2 − x+ 1
4 + y2 ≤ 1

4 ⇐⇒
(
x− 1

2

)2 + y2 ≤ 1
4 .

∫ 1

0

∫ √
x−x2

−
√
x−x2

f(x, y)dydx =
∫ 1

2

− 1
2

∫ 1+
√

1−4y2

2

1−
√

1−4y2

2

f(x, y)dxdy.

6

p1-
p1

y = 1− x

x

y

y
6

pa−a p -

pa

−a
p

x

y
6

q11
2 q -

q12

− 1
2

q
x

d)
∫ 1

−1

∫ 1

x

f(x, y)dydx =
∫ 1

−1

∫ y

−1

f(x, y)dxdy.

y
6

p1−1 p -

p1

−1
p

x

x
6

p1−1 p -

p1

−1
p

y

e)
∫ a

0

∫ x

0

f(x, y)dydx+
∫ 2a

a

∫ a

0

f(x, y)dydx+
∫ 3a

2a

∫ a

x−2a

f(x, y)dydx =∫ a

0

∫ y+2a

y

f(x, y)dxdy.

y
6

q3a -

q2a

−2a
q

xqq 2aa

y = x

y = x− 2a

x
6

pa−a p -

p3a

−a
p y

x = y

x = y + 2a

18. Calcular las siguientes integrales dobles:
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a)
∫∫
R

xdxdy, R es el triángulo de vértices (0, 0), (1, 0), (0, 1).

b)
∫∫
R

xdxdy, R está limitado por la recta que pasa por (2, 0), (0, 2) y por la circunferencia

de radio 1 que tiene su centro en (0, 1).

c)
∫∫
R

dxdy√
a2 − x2 − y2

, R es el cı́rculo de radio a y centro (0, 0), situado en el primer cua-

drante.

d)
∫∫
R

√
x2 − y2dxdy, R es el triángulo con los vértices en (0, 0), (1,−1) y (1, 1).

e)
∫∫
R

√
xy − y2dxdy, R es el triángulo con los vértices en (0, 0), (10, 1) y (1, 1).

f)
∫∫
R

e
x
y dxdy, R es la región limitada por la parábola y2 = x, x = 0, y = 1.

g)
∫∫
R

xdxdy

x2 + y2
, R es la región limitada por la parábola y = x2

2 , y = x.

Solución

a)
∫∫
R

xdxdy =
∫ 1

0

∫ 1−x

0

xdydx =
∫ 1

0

x(1− x)dx = (1
2x

2 − 1
3x

3)
∣∣∣1
0

= 1
2 −

1
3 = 1

6 .

b)
∫∫
R

xdxdy =
∫ 1

0

∫ 1+
√

1−x2

2−x
xdydx =

∫ 1

0

xy
∣∣∣1+√1−x2

2−x
dx =

∫ 1

0

x(x +
√

1− x2 − 1)dx =

(
1
3x

3 + 1
2

(
− 2

3

)
(1− x2)

3
2 − 1

2x
2
) ∣∣∣1

0
= 1

3 + 1
3 −

1
2 = 1

6 .

c)
∫∫
R

dxdy√
a2 − x2 − y2

=
∫ a

0

(∫ √
a2−x2

0

dy√
a2 − x2 − y2

)
dx =

a2−x2=u2

∫ a

0

(∫ u

0

dy√
u2 − y2

)
dx =

∫ a

0

arcsen yu
∣∣∣u
0
dx =

∫ a

0

π
2 dx = π

2 a.

y
6

q1 -

q1
x

x+ y = 1

q

y
6

q
1

1 q
-

q2

x

y = 1 +
√

1− x2

x+ y = 2

y =
√
a2 − x2

6

qa -

qa
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d)
∫∫
R

√
x2 − y2dxdy =

∫ 1

0

∫ x

−x

√
x2 − y2dydx =

∫ 1

0

(
y
2
√
x2 − y2 + x2

2 arcsen yx
)∣∣∣x
−x
dx =∫ 1

0

(
π
4 x

2 + π
4 x

2
)
dx = π

2

∫ 1

0

x2dx = π
6 .

6

q1-
q1

−1
q

y = x

y = −x

x

y

e)
∫∫
R

√
xy − y2dxdy =

∫ 1

0

∫ 10y

y

√
xy − y2dxdy =

∫ 1

0

1
y
(
xy − y2

) 3
2 2

3

∣∣∣x=10y

x=y
dy =

∫ 1

0

18y2dy = 6.

x = 10y

6 q
101

q -

q1
x

y

q
x = y

f)
∫∫
R

e
x
y dxdy =

∫ 1

0

∫ 1

√
x

e
x
y dydx =

∫ 1

0

y

∫ y2

0

e
x
y dx
y dy =

∫ 1

0

ye
x
y
∣∣∣y2

0
dy =

∫ 1

0

y(ey − 1)dy =

yey
∣∣∣1
0
−
∫ 1

0

ey dy −
∫ 1

0

ydy = e− (e− 1)− 1
2 = 1

2 .

y
6

q1 -

q1 y =
√
x

x

x
6

q1 -

q1

y

x = y2

g)
∫∫
R

xdxdy

x2 + y2
=
∫ 2

0

∫ √
2y

y

xdxdy

x2 + y2
= 1

2

∫ 2

0

ln(x2 + y2)
∣∣∣x=√2y

x=y
dx = 1

2

∫ 2

0

(ln(2y + y2) −

ln 2y2)dy = 1
2

∫ 2

0

(ln(2 + y)− ln 2y)dy.

y
6

q2 -

q2
x

y = 1
2x

2

y = x

x
6

q2 -

q2 x =
√

2y

y

Pero,
∫ 2

0

ln(y + 2)dy =
∫ 4

2

lnudu = (u lnu − u)
∣∣∣4
2

= 6 ln 2 − 2 y además
∫ 2

0

ln 2ydy =

1
2

∫ 4

0

lnudu = 1
2(u lnu− u)

∣∣∣4
0

= 4 ln 2− 2.

Finalmente,
∫∫
R

xdxdy

x2 + y2
= 1

2 (6 ln 2− 2− 4 ln 2 + 2) = ln 2.
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2.3 Inversión de lı́mites

19. Graficar la región e invertir el orden de integración en las siguientes integrales dobles:

a)
∫ 4

0

∫ 12x

3x2
f(x, y)dydx b)

∫ 1

0

∫ 3x

2x

f(x, y)dydx

c)
∫ a

0

∫ √
a2−x2

a2−x2

2a

f(x, y)dydx d)
∫ a

a
2

∫ √
2ax−x2

0

f(x, y)dydx

e)
∫ 2a

0

∫ √
4ax

√
2ax−x2

f(x, y)dydx f)
∫ 1

0

∫ 1−y

−
√

1−y2
f(x, y)dxdy

g)
∫ 1

0

∫ √3−y2

y2

2

f(x, y)dxdy h)
∫ π

0

∫ sen x

0

f(x, y)dydx

i)
∫ R√

2

0

∫ x

0

f(x, y)dydx+
∫ R

R√
2

∫ √
R2−x2

0

f(x, y)dydx.

Solución

a)
∫ 4

0

∫ 12x

3x2
f(x, y)dydx =

∫ 48

0

∫ √y

3

y

12

f(x, y)dxdy.

y
6

q4-
q48

x

y = 12x
y = 3x2

x
6

q48-
q4

y

x = 1
12y

x =

√
y
3

b)
∫ 1

0

∫ 3x

2x

f(x, y)dydx =
∫ 2

0

∫ 1
2y

1
3y

f(x, y)dxdy +
∫ 3

2

∫ 1

1
3y

f(x, y)dxdy.

y
6

q1-
q3

x

q2 y = 2x

y = 3x
x

6

q3 -

q1
yq2

x = 1
3y

x = 1
2y

c)
∫ a

0

∫ √
a2−x2

a2−x2

2a

f(x, y)dydx =
∫ a

2

0

∫ √a2−y2

√
a2−2ay

f(x, y)dxdy +
∫ a

a
2

∫ √a2−y2

0

f(x, y)dxdy.
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y
6

qa -

qa
1
2a

x

x
6

qa -

qa

y
1
2a

d)
∫ a

a
2

∫ √
2ax−x2

0

f(x, y)dydx =
∫ √

3
2 a

0

∫ a

a
2

f(x, y)dxdy +
∫ a

√
3

2 a

∫ a

a−
√
a2−y2

f(x, y)dxdy.

Observemos que x2 − 2ax+ y2 = 0 =⇒ (x− a)2 = a2 − y2 i.e. x = a±
√
a2 − y2. Además,

cuando x = a
2 entonces a

2

4 − a2 + y2 = 0 =⇒ y =
√

3
2 a, pues y ≥ 0.

y
6

q2a-
qa

x
aa

2

√
3

2 a

x
6

qa-

q2a
a

a
2

√
3

2 a

e) Tenemos que y2 + x2 − 2ax = 0 =⇒ y2 + (x− a)2 = a2.

Por otro lado, y =
√

4ax, y =
√

2ax− x2, por lo que las curvas se intersecan si
√

4ax =
√

2ax− x2 =⇒ 4ax = 2ax − x2 =⇒ 2ax + x2 = 0 =⇒ x = 0, x = −2a, pero se elimina la

solución x = −2a, pues x es siempre≥ 0. Además, cuando x = 2a tenemos que y = 2
√

2a.

Finalmente:∫ 2a

0

∫ √
4ax

√
2ax−x2

f(x, y)dydx =

∫ a

0

∫ a−
√
a2−y2

y2

4a

f(x, y)dxdy +
∫ a

0

∫ 2a

a+
√
a2−y2

f(x, y)dxdy +
∫ 2

√
2a

a

∫ 2a

y2

4a

f(x, y)dxdy.

x
6

q2√2a−a q -

q2a
0
q

x =
y2

4a

a

a

y

y
6

q2a-
q2a

−a
q x

y =
√

4axq2√2a

a

a
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f)
∫ 1

0

∫ 1−y

−
√

1−y2
f(x, y)dxdy =

∫ 0

−1

∫ √
1−x2

0

f(x, y)dydx+
∫ 1

0

∫ 1−x

0

f(x, y)dydx.

x
6

−1 q -

q1

−1
q

y

x = −
√

1− y2

x+ y = 1

y
6

q1−1 q -

q1

−1
q

y + x = 1

x

y =
√

1− x2

g)
∫ 1

0

∫ √3−y2

y2

2

f(x, y)dxdy =

∫ 1
2

0

∫ √
2x

0

f(x, y)dydx+
∫ √

2

1
2

∫ 1

0

f(x, y)dxdy +
∫ √

3

√
2

∫ √
3−x2

0

f(x, y)dydx.

x
6

q√3-

q√3

1

√
2

1
2

x = 1
2y

2

x =
√

3− y2

y

y
6

q√3-

q√
3

x

y =
√

2x

y =
√

3− x2

1
2

√
2

1

h)
∫ π

0

∫ sen x

0

f(x, y)dydx =
∫ 1

0

∫ π−arcsen y

arcsen y

f(x, y)dxdy.

y = sen x

6

qπ -

q1
π
2

x

y
6

q
1

-

qπ
π
2

x = π − arcsen y

x = arcsen y
y

x

i)
∫ R√

2

0

∫ x

0

f(x, y)dydx+
∫ R

R√
2

∫ √
R2−x2

0

f(x, y)dydx =
∫ R√

2

0

∫ √R2−y2

y

f(x, y)dxdy.

6

qR-

qR

R√
2

x = y

y

x
6

qR-

qR

R√
2

y = x

x

y
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20. Se supone que f es integrable en una cierta región R dada, representada por los lı́mites

de integración. En cada caso representar R e invertir el orden de integración:

a)
∫ 1

0

(∫ y

0

f(x, y)dx
)
dy. b)

∫ 2

0

(∫ 2y

y2
f(x, y)dx

)
dy.

c)
∫ 4

1

(∫ 2

√
x

f(x, y)dy
)
dx. d)

∫ 2

1

(∫ √
2x−x2

2−x
f(x, y)dy

)
dx.

e)
∫ 2

−6

(∫ 2−x

1
4 (x2−4)

f(x, y)dy

)
dx. f)

∫ e

1

(∫ ln x

0

f(x, y)dy

)
dx.

g)
∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

−
√

1−x2
f(x, y)dy

)
dx. h)

∫ 1

0

(∫ x2

x3
f(x, y)dy

)
dx.

i)
∫ π

0

(∫ sen x

− sen
x
2

f(x, y)dy

)
dx. j)

∫ 4

0

∫ (y−4)

2

−
√

4−y
f(x, y)dx

 dy.

Solución

a)
∫ 1

0

(∫ y

0

f(x, y)dx
)
dy =

∫ 1

0

(∫ 1

x

f(x, y)dy
)
dx.

y
6

-p1
p1 y = x

x

b)
∫ 2

0

(∫ 2y

y2
f(x, y)dx

)
dy =

∫ 4

0

(∫ √
x

x
2

f(x, y)dy

)
dx.

y
6

-p4
p2

x

x = 2y
x = y2

c)
∫ 4

1

(∫ 2

√
x

f(x, y)dy
)
dx =

∫ 2

1

(∫ y2

1

f(x, y)dx

)
dy.

y
6

-p
4

p2 y =
√
x

p
1

1

x

d)
∫ 2

1

(∫ √
2x−x2

2−x
f(x, y)dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1+
√

1−y2

2−y
f(x, y)dx

)
dy.

p2
1 p p

-

6 x+ y = 2

(x− 1)2 + y2 = 1

1
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e)
∫ 2

−6

(∫ 2−x

1
4 (x2−4)

f(x, y)dy

)
dx =∫ 8

0

(∫ 2−y

−2
√
y+1

f(x, y)dx
)
dy +

∫ 0

−1

(∫ 2
√
y+1

−2
√
y+1

f(x, y)dx

)
dy.

y
6

-p2−6 p
p8

−2
p x

f)
∫ e

1

(∫ ln x

0

f(x, y)dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ e

ey

f(x, y)dx
)
dy.

6

-pe1 p
p1 x = ey

y = log x

g)
∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

−
√

1−x2
f(x, y)dy

)
dx =

∫ 1

−1

(∫ √1−y2

−
√

1−y2
f(x, y)dx

)
dy.

x2 + y2 = 1
6

-p1−1 p
p1

−1
p

h)
∫ 1

0

(∫ x2

x3
f(x, y)dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ 3√y

√
y

f(x, y)dx

)
dy.

y
6

-p1
p1 x =

√
y

x = 3√y

x

i)
∫ π

0

(∫ sen x

− sen
x
2

f(x, y)dy

)
dx =

∫ 0

−1

(∫ π

−2 arcsen y

f(x, y)dx
)
dy+

∫ 1

0

(∫ π−arcsen x

arcsen x

f(x, y)dx
)
dy.

y
6

qπ -

q1
−1

q
x

j)
∫ 4

0

∫ y−4

2

−
√

4−y
f(x, y)dx

 dy =
∫ 0

−2

(∫ 4−x2

2x+4

f(x, y)dy

)
dx.

y
6

-−2 p
p4

x

y = 4− x2

y = 2x+ 4

21. a) Al calcular el volumen V situado debajo del paraboloide z = x2 + y2 y limitado por la

región R del plano xy, se ha llegado a que:

V =
∫ 1

0

(∫ y

0

(x2 + y2)dx
)
dy +

∫ 2

1

(∫ 2−y

0

(x2 + y2)dx
)
dy.

Dibujar R y expresar el volumen en el orden invertido y calcularlo.

En los casos b) y c), dibujar R y expresar la integral en el orden invertido.

b) V =
∫ a sen c

0

(∫ √b2−y2

√
a2−y2

f(x, y)dx
)
dy+

∫ b sen c

a sen c

(∫ √b2−y2

y cot c

f(x, y)dx
)
dy, 0<a<b, 0<c< π

2 .
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c) V =
∫ 2

1

(∫ x3

x

f(x, y)dy

)
dx+

∫ 8

2

(∫ 8

x

f(x, y)dy
)
dx.

Solución

a) Es claro que con el orden invertido, el volumen es:

V =
∫ 1

0

(∫ 2−x

x

(x2 + y2)dy
)
dx =

∫ 1

0

(x2y + 1
3y

3)
∣∣∣2−x
x

dx =∫ 1

0

−4
3(2x3 − 3x2 + 3x− 2)dx =

(
−2

3x
4 + 4

3x
3 − 2x2 + 8

3x
) ∣∣∣1

0
=

4
3 .

6

-q2

q2

R

1

1

y = x

y = 2− x

b) V =
∫ a

a cos c

(∫ x tan c

√
a2−x2

f(x, y)dy
)
dx+

∫ b cos c

a

(∫ x tan c

0

f(x, y)dy
)
dx+

∫ b

b cos c

(∫ √
b2−x2

0

f(x, y)dy

)
dx.

y
6

qb -

qb y = x tan cqa
b cos ca cos c

a sen c

b sen c

xa

c) V =
∫ 2

1

(∫ x3

x

f(x, y)dy

)
dx +

∫ 8

2

(∫ 8

x

f(x, y)dy
)
dx =∫ 8

1

(∫ y

3√y
f(x, y)dx

)
dy.

y
6

-q8
q8 x = y

x = 3√y

1

1

2

x

22. Un cono se obtiene uniendo todos los puntos de una región plana A, con un punto no

situado en el plano de A. Designando con A el área de A y con h la altura del cono,

demuestre que:

a) El área de la sección al cortarla con un plano paralelo a la base y a distancia t del

vértice es ( t
h

)2A, si 0 ≤ t ≤ h.

b) El volumen del cono es 1
3Ah.

Solución

a) Esta relación sale del hecho que al duplicar la altura

t, se cuadriplica el área de la figura i.e. A(2t) = 4A(t) =

22A(t), A(4t) = 16A(t) = 42A(t), o sea A(t) = t2A(1). Ası́,
A(t)
A(h)

=
t2A(1)
h2A(1)

= t2

h2
, por lo que A(t) = t2

h2
A(h) = t2

h2
A.

q
-

/x

y

z

A

t

h 6
6

?
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b) Por el principio de Cavalieri, el volumen es V =
∫ h

0

A(t)dt = A

∫ h

0

t2

h2
dt = 1

3A
t3

h2

∣∣∣∣h
0

=

1
3Ah.

23. Invertir el orden de integración para verificar que (a > 0, m ∈R):

∫ a

0

(∫ y

0

em(a−x)f(x)dx
)
dy =

∫ a

0

(a− x)em(a−x)f(x)dx =
∫ a

0

xemxf(a− x)dx.

Solución
∫ a

0

(∫ y

0

em(a−x)f(x)dx
)
dy =∫ a

0

(∫ a

x

em(a−x)f(x)dy
)
dx =

∫ a

0

(a− x)em(a−x)f(x)dx =
v=a−x∫ 0

a

vemvf(a− v)(−dv) =
∫ a

0

xemxf(a− x)dx.

y
6

-qa
qa y = x

x

24. Cambiar el orden de integración de las siguientes integrales dobles:

a)
∫ 1

0

(∫ √
y

y

f(x, y)dx

)
dy. b)

∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

0

f(x, y)dy

)
dx.

c)
∫ r

0

(∫ √
2rx−x2

x

f(x, y)dy

)
dx. d)

∫ 2

−2

∫ 1√
2

√
4−x2

− 1√
2

√
4−x2

f(x, y)dy

 dx.

e)
∫ 2

1

(∫ 2x

x

f(x, y)dy
)
dx. f)

∫ 2

0

(∫ 6−x

2x

f(x, y)dy
)
dx.

Solución

a)
∫ 1

0

(∫ √
y

y

f(x, y)dx

)
dy =

∫ 1

0

(∫ x

x2
f(x, y)dy

)
dx.

y
6

p1-
p1

x

y = x

x =
√
y

b)
∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

0

f(x, y)dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ √1−y2

−
√

1−y2
f(x, y)dx

)
dy.

1
-

6y =
√

1− x2

1
-

6

x

y y

x

x =
√

1− y2

x = −
√

1− y2

−1−1

6

c)
∫ r

0

(∫ √
2rx−x2

x

f(x, y)dy

)
dx =

∫ r

0

(∫ y

r−
√
r2−y2

f(x, y)dx

)
dy. q

r

qr

2r
-

6
y2 + (x− r)2 = r2

x

y
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d)
∫ 2

−2

∫ 1√
2

√
4−x2

− 1√
2

√
4−x2

f(x, y)dy

 dx =

∫ √
2

−
√

2

(∫ √
2
√

2−y2

−
√

2
√

2−y2
f(x, y)dx

)
dy.

-

6

y2

2
+ x2

4
= 1

2

√
2

y = ± 1√
2

√
4− x2

x = ±
√

2
√

2− y2

e)
∫ 2

1

(∫ 2x

x

f(x, y)dy
)
dx =

∫ 2

1

(∫ y

1

f(x, y)dx
)
dy +

∫ 4

2

(∫ 2

y

2

f(x, y)dx

)
dy.

6

q2-
q4

x

y

y = 2x

y = x2

-

q2
6

q4
x

y

x =
y
2

y = x

2
1

1

f)
∫ 2

0

(∫ 6−x

2x

f(x, y)dy
)
dx =

∫ 4

0

∫ 1
2y

0

f(x, y)dx

 dy+
∫ 6

4

(∫ 6−y

0

f(x, y)dx
)
dy.

y

p6
p6

x

x+ y = 6

y = 2x

-

6

2

4

y

q6
q6

x

x+ y = 6

x =
y
2

6

-
2

4

25. Cambiar el orden de integración en las siguientes integrales dobles:

a)
∫ 1

0

(∫ x

0

f(x, y)dy
)
dx+

∫ 2

1

(∫ 2−x

0

f(x, y)dy
)
dx.

b)
∫ 1

0

(∫ 2

0

f(x, y)dy
)
dx+

∫ 3

1

∫ 1
2 (3−x)

0

f(x, y)dy

 dx.

c)
∫ 1

0

(∫ x2

0

f(x, y)dy

)
dx+

∫ 3

1

∫ 3−x
2

0

f(x, y)dy

 dx.

d)
∫ 1

0

∫ x
2
3

0

f(x, y)dy

 dx+
∫ 2

1

(∫ 1−
√

4x−x2−3

0

f(x, y)dy

)
dx.

Solución

a)
∫ 1

0

(∫ x

0

f(x, y)dy
)
dx +

∫ 2

1

(∫ 2−x

0

f(x, y)dy
)
dx =∫ 1

0

(∫ 2−y

y

f(x, y)dy
)
dx.

y

p
2

p2
x

y = 2− x

y = x

-

6

1

1

x

p
2

p2
y

x = 2− y

x = y

-

6

1

1

b)
∫ 1

0

(∫ 2

0

f(x, y)dy
)
dx+

∫ 3

1

(∫ 1
2 (3−x)

0

f(x, y)dy
)
dx =∫ 1

0

(∫ 3−2y

0

f(x, y)dx
)
dy +

∫ 2

1

(∫ 1

0

f(x, y)dx
)
dy.

y
6

p3-
p2

1
x

1

y-

p36
p21

x

1
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c)
∫ 1

0

(∫ x2

0

f(x, y)dy
)
dx+

∫ 3

1

(∫ 3−x
2

0

f(x, y)dy
)
dx =

∫ 1

0

(∫ 3−2y

√
y

f(x, y)dx
)
dy.

y
6

p3-
p4

x

p3
2 p

1

y = x2

x+ 2y = 3

y-

p36

p
4

x

p
3
2

p1

x =
√
y

x+ 2y = 3

d) Se tiene que y = 1−
√

4x− x2 − 3 =⇒ (y−1)2 = 1+4x2−x2−4 =⇒ (y−1)2+(x−2)2 = 1,

es decir:∫ 1

0

(∫ x
2
3

0

f(x, y)dy
)
dx+

∫ 2

1

(∫ 1−
√

4x−x2−3

0

f(x, y)dy
)
dx=

∫ 1

0

(∫ 2−
√

2y−y2

y
3
2

f(x, y)dx
)
dy. p2

1

1

6
y

- x

p2
1

1
-y

6

x

y3 = x2

x = 2−
√

2y − y2

(x− 2)2 + (y − 1)2 = 1

2.4 Cambio de variable

26. Hacer el cambio a coordenadas polares en las siguientes integrales dobles
∫∫
R

f(x, y)dxdy:

a) R es el cı́rculo x2 + y2 ≤ a2.

b) R es el cı́rculo x2 + y2 ≤ ax.

c) R es el cı́rculo x2 + y2 ≤ by.

d) R está limitado por las circunferencias x2 + y2 = 4x, x2 + y2 = 8x y las rectas y = x,

y = 2x.

e) R es la parte común de los cı́rculos x2 + y2 ≤ ax, x2 + y2 ≤ by.

f) R está limitado por las rectas y = x, y = 0, x = 1.

g) R es el menor de los segmentos circulares, en que es cortado el cı́rculo x2 + y2 ≤ 4 por

la recta x+ y = 2.

h) R está determinado por x ≥ 0, y ≥ 0, (x2 + y2)3 = 4a2x2y2.

Solución
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a)
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 2π

0

(∫ a

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr
)
dθ.

y

qa
qa

xR

6

-

b) Si x2 + y2 ≤ ax, entonces
(
x− a

2

)2

+ y2 ≤ a2

4 y la

frontera se escribe r = a cos θ, −π
2 ≤ θ ≤ π

2 . Ası́:∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ π

2

−π2

(∫ a cos θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ.

qa
qa

2

−a
2

q
R

6

-

c) Si x2 + y2 ≤ bx, entonces x2 +
(
y − b

2

)2

≤ b2

4 y la

frontera es r = b sen θ, 0 ≤ θ ≤ π, i.e.
∫∫
R

f(x, y)dxdy =

∫ π

0

(∫ b sen θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ.

b6

q
b
2

b
2

-

qb
x

d) x2 + y2 = 4x se escribe (x− 2)2 + y2 = 4. x2 + y2 = 8x

se escribe (x − 4)2 + y2 = 16. Las intersecciones de las

rectas con los cı́rculos se determinan igualando:

y

q8
q4

−4 q
x4

y = x
y = 2x6

-

y =
√

8x− x2 = 2x =⇒ 8x = 5x2 i.e. x = 0, x = 8
5

y =
√

4x− x2 = 2x =⇒ 4x = 5x2 i.e. x = 0, x = 4
5 ,

con lo cual concluimos que 4 cos θ ≤ r ≤ 8 cos θ, para θ variando desde x = y, i.e. tan θ = 1

a x = 2y i.e. tan θ = 2, es decir π
4 ≤ θ ≤ arctan 2. Finalmente tenemos que:

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ arctan 2

π
4

(∫ 8 cos θ

4 cos θ

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ.
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e) Los cı́rculos se escriben: x2 + y2 = ax para r = a cos θ,

x2 + y2 = by para r = b sen θ y se intersecan en la recta

y = a
b
x, es decir tan θ = a

b
=⇒ θ = arctan a

b
. Ası́:

y

qa
qb

y = a
b
x

6

-

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ arctan

a
b

0

(∫ b sen θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ

+
∫ π

2

arctan
a
b

(∫ a cos θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ.

f) Si x = 1, r cos θ = 1 i.e. r = 1
cos θ y tenemos:

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ π

4

0

∫ 1
cos θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr

 dθ.

y

q
1

q1

x

y = x

-

6

R

g) La recta x+y = 2 en polares se escribe r(cos θ+sen θ) = 2,

o sea r = 2
sen θ + cos θ y la integral es:

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ π

2

0

(∫ 2

2
sen θ+cos θ

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ.

y
6

q2 -

q2
x

R

h) Si usamos coordenadas polares, la ecuación (x2 + y2)3 =

4a2x2y2, se escribe (r2)3 = 4a2r4 sen2 θ cos2 θ = r4a2 sen2 2θ,

o sea r = a sen 2θ, para 0 ≤ θ ≤ π
2 , pues x ≥ 0, y ≥ 0, por lo

que:

y
6

a√
2

-

a√
2

x

a

a

R

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ π

2

0

(∫ a sen 2θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ.

27. Transformar las integrales dobles siguientes a coordenadas polares:

a)
∫ a

0

(∫ √
a2−x2

0

f(x, y)dy

)
dx.

b)
∫ 2a

a
2

(∫ √2ay−y2

0

f(x, y)dx

)
dy.

c)
∫ a

0

(∫ √
a2−x2

0

f(x2 + y2)dy

)
dx.

d)
∫ a√

1+a2

0

(∫ ax

0

f
(
x
y

)
dy

)
dx+

∫ a

a√
1+a2

(∫ √
a2−x2

0

f
(
x
y

)
dy

)
dx.
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Solución

a)
∫ a

0

(∫ √
a2−x2

0

f(x, y)dy

)
dx =

∫ π
2

0

(∫ a

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr
)
dθ.

y
6

qa-
qa

x

y =
√
a2 − x2

R

b) Se tiene que x =
√

2ay − y2 i.e. x2 + (y − a)2 = a2.

Cuando y = a
2 se tiene que r = a

2 sec θ, por lo que r varı́a

de a
2 sec θ hasta x = 2a sen θ y el ángulo varı́a de π

6 a π
2 ,

pues x2 +
(
a
2 − a

)2

= a2 =⇒ x2 = 3
4a

2, x =
√

3
2 a,

y
6

a
-

2a

a

a
2

θ = π
6

x

∴ tan θ =
1
2a√
3

2 a
= 1√

3
=⇒ θ = arctan 1√

3
= π

6 .

Finalmente,
∫ 2a

a
2

(∫ √2ay−y2

0

f(x, y)dx

)
dy =

∫ π
2

π
6

(∫ 2a sen θ

a
2 sec θ

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ.

c) Usando a) tenemos
∫ a

0

(∫ √
a2−x2

0

f(x2 + y2)dy

)
dx =∫ π

2

0

(∫ a

0

f(r2)rdr
)
dθ = π

2

∫ a

0

f(r2)rdrdθ = π
4F (a2),

donde F (x) =
∫ x

0

f(u)du.

y
6

qa-
qa

x

y =
√
a2 − x2

R

d) Es claro que el punto a√
1 + a2

(1, a) es la intersección

entre la circunferencia x2 + y2 = a2 y la recta y = ax. El

ángulo es tan θ = a i.e.

y
6

qa -

qa
x

y =
√
a2 − x2

y = ax

a√
1 + a2

a2
√

1 + a2

Kθ

3θ1

a

√
1 + a2

√
1 + a2

∫ a√
1+a2

0

(∫ ax

0

f
(
x
y

)
dy

)
dx+

∫ a

a√
1+a2

(∫ √
a2−x2

0

f
(
x
y

)
dy

)
dx =

∫ arctan a

0

(∫ a

0

f(tan θ)rdr
)
dθ =

∫ a

0

rdr

∫ arctan a

0

f(tan θ)dθ = 1
2a

2

∫ arctan a

0

f(tan θ)dθ.

28. Calcular las siguientes integrales dobles, pasando a coordenadas polares:

a)
∫ a

0

(∫ √
a2−x2

0

ln(1 + x2 + y2)dy

)
dx.
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b)
∫∫
R

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dxdy, R : x2 + y2 ≤ 1, x ≥ 0, y ≥ 0.

c)
∫∫
R

(h− 2x− 2y)dxdy, R : x2 + y2 ≤ a2.

d)
∫∫
R

√
a2 − x2 − y2dxdy, R : x2 + y2 ≤ ax.

e)
∫∫
R

arctan yx dxdy, R : x2 + y2 ≥ 1, x2 + y2 ≤ 9, y ≥ x√
3

, y ≤ x
√

3.

Solución

a)
∫ a

0

(∫ √
a2−x2

0

ln(1 + x2 + y2)dy

)
dx =

1
2

∫ π
2

0

(∫ a

0

ln(1 + r2)2rdr
)
dθ = π

4 (1+ r2)(ln(1+ r2)− 1)
∣∣∣a
0

=

y
6

qR-
qR

x

y =
√
R2 − x2

R

π
4
(
(1 + a2)(ln(1 + a2)− 1) + 1

)
= π

4
(
(1 + a2) ln(1 + a2)− a2

)
.

b)
∫∫
R

√
1− x2 − y2

1 + x2 + y2
dxdy = 1

2

∫ π
2

0

(∫ 1

0

√
1− r2

1 + r2
2rdr

)
dθ =

π
4

∫ 1

0

√
1− u
1 + u

du = π
4

(√
(1− u)(1 + u)

∣∣∣1
0

+
∫ 1

0

du√
1− u2

)
=

y
6

q1-
q1

x

y =
√

1− x2

R

π
4

(
−1 + arcsenu

∣∣∣1
0

)
= π

4

(
−1 + π

2

)
= 1

8π(π − 2).

c)
∫∫
R

(h− 2x− 3y)dxdy =

∫ 2π

0

(∫ a

0

(h− 2r cos θ − 2r sen θ)rdr
)
dθ =

y
6

q1-

q1
x

R

∫ a

0

(∫ 2π

0

(h− 2r cos θ − 2r sen θ)dθ
)
rdr =

∫ a

0

(2πh− 0− 0)rdr = πhr2
∣∣∣a
0

= πa2h.

d) Si x2 + y2 = ax, tenemos que r = a cos θ, con θ ∈
[
−π

2 ,
π
2

]
y que

(
x− a

2

)2

+ y2 = a2

4 y por lo tanto:∫∫
R

√
a2 − x2 − y2dxdy = 1

2

∫ π
2

−π2

(∫ a cos θ

0

√
a2 − r2 2rdr

)
dθ =

y
6

qa-qa
2

−a
2

q
R x
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1
2

∫ π
2

−π2

−2
3(a2 − r2)

3
2

∣∣∣a cos θ

0
dθ = −1

3

∫ π
2

−π2

(a3 cos3 θ − a3)dθ = 2
3a

3

∫ π
2

0

(1− cos3 θ)dθ =

2
3a

3
(
π
2 −

2
3

)
= 1

9a
3(3π − 4).

e) Cuando y = x√
3

, se tiene tan θ = y
x = 1√

3
i.e. θ = π

6 .

Si y =
√

3x se tiene tan θ = y
x =

√
3 i.e. θ = π

3 , entonces:∫∫
R

arctan yx dxdy =
∫ π

3

π
6

(∫ 3

1

arctan(tan θ)rdr
)
dθ =

-

6

31

R

1
2r

2
∣∣∣3
1

1
2θ

2
∣∣∣π3π
6

= 1
2(9− 1)1

2

(
π2

32
− π2

32·22

)
= 2π2

32
·34 = π2

6 .

29. Transformar las siguientes integrales dobles pasando a coordenadas polares:

a)
∫∫
R

f(x, y)dxdy, R está limitado por la elipse x2

4 + y2

9 = 1.

b)
∫∫
R

f(x, y)dxdy, R está limitado por la curva
(
x2 + y2

3

)2

= x2y.

c)
∫∫
R

f

(√
4− x2

a2
− y2

b2

)
dxdy, R está limitado por las elipses x

2

a2
+ y2

b2
= 1, x

2

4a2
+ y2

4b2
= 1.

d)
∫∫
R

xydxdy, R está limitado por la elipse x2

a2
+ y2

b2
= 1, x = 0, y = 0.

e)
∫∫
R

√
xydxdy, R está limitado por la curva

(
x2

2 + y2

3

)4

= xy√
6

, x = 0, y = 0.

Solución Recordemos que si se hace el cambio de

variable x = ar cos θ, y = br sen θ, el Jacobiano es abr.

a)
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 2π

0

(∫ 1

0

f(2r cos θ, 3r sen θ)6rdr
)
dθ.

2

3

y

xR -

6

b) Si usamos coordenadas polares en
(
x2 + y2

3

)2

= x2y,

con x = r cos θ, y =
√

3r sen θ, 0 ≤ θ ≤ π, se tiene r4 =
√

3r3 sen θ cos2 θ, o sea r =
√

3 sen θ cos2 θ, por lo tanto:

(
x2 +

y2

3

)2

= x2yy

x-

6

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ π

0

(∫ √
3 sen θ cos2 θ

0

f(r cos θ,
√

3r sen θ)
√

3rdr

)
dθ.
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c)
∫∫
R

f
(√

4− x2

a2
− y2

b2

)
dxdy =

∫ π
2

0

(∫ 2

1

f(
√

4− r2)abrdr
)
dθ = 1

2πab
∫ 2

1

f(
√

4− r2)rdr. -

6

a 2a

b

2b

x

y

d)
∫∫
R

xydxdy =
∫ π

2

0

(∫ 1

0

a2b2r3 sen θ cos θdr
)
dθ =

a2b2 1
2 sen2 θ

∣∣∣π2
0

1
4r

4
∣∣∣1
0

= 1
8a

2b2.
-

6

a

b

x

y

e) La ecuación
(
x2

2 + y2

3

)4

= xy√
6

se transforma usando

x =
√

2r cos θ, y =
√

3r sen θ, con 0 ≤ θ ≤ π
2 , en r6 =

sen θ cos θ, i.e. r = 6
√

sen θ cos θ, por lo que
∫∫
R

√
xydxdy =

(
x2

2
+
y2

3

)4

=
xy√

6
6

p-
1

∫ π
2

0

(∫ 6√
sen θ cos θ

0

4
√

6r
√

sen θ cos θ
√

6rdr
)
dθ =

1
3
√

6 4
√

6
∫ π

2

0

√
sen θ cos θ r3

∣∣∣ 6√
sen θ cos θ

0
dθ = 1

36
3
4

∫ π
2

0

sen θ cos θdθ = 6
3
4

6 sen2 θ
∣∣∣π2
0

= 1
4
√

6
.

30. Evaluar las siguientes integrales dobles.

a)
∫∫
R

(x+ y + 10)dxdy, R es el cı́rculo x2 + y2 ≤ 4.

b)
∫∫
R

(x2 + 4y2 + 9)dxdy, R es el cı́rculo x2 + y2 ≤ 4.

c)
∫∫
R

(x+ y + 1)dxdy, R es el rectángulo 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2.

Solución

a)
∫∫
R

(x+ y + 10)dxdy =

∫ 2π

0

(∫ 2

0

(r cos θ + r sen θ + 10)rdr
)
dθ =∫ 2

0

(0 + 0 + 20π)rdr = 10πr2
∣∣∣2
0

= 40π.

z

q
2

-

q10

2
q

�

6

x

y

z = x+ y + 10

R
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b)
∫∫
R

(x2 + 4y2 + 9)dxdy =
∫ 2π

0

(∫ 2

0

(r2 + 3r2 sen2 θ + 9)rdr
)
dθ =

∫ 2π

0

(
r4

4 + 3
4r

4 sen2 θ + 9r
)∣∣∣2

0
dθ = 4

∫ π
2

0

(4 + 12 sen2 θ + 18)dθ = 4
(
11π + 121

2
π
2

)
= 56π.

c)
∫∫
R

(x+ y + 1)dxdy =
∫ 1

0

(∫ 2

0

(x+ y + 1)dy
)
dx =

∫ 1

0

(
(x+ 1)y + 1

2y
2
) ∣∣∣2

0
dx =

∫ 1

0

(2x+ 4)dx = (x2 + 4x)
∣∣∣1
0

= 5.

31. Pasar a coordenadas polares y colocar los lı́mites de integración.

a)
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dydx.

b)
∫ 2

0

∫ x

0

f(
√
x2 + y2)dydx.

c)
∫

R

f(x, y)dxdy, R es el triángulo limitado por las rectas y = x, y = −x, y = 1.

d)
∫ 1

−1

∫ 1

x2
f
(y
x
)
dydx.

Solución
a) Se tiene que x = 1 ⇐⇒ r cos θ = 1 i.e. r = 1

cos θ .

Similarmente, y = 1 ⇐⇒ r = 1
sen θ .∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dydx =
∫ π

4

0

∫ 1
cos θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdrdθ+∫ π
2

π
4

∫ 1
sen θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdrdθ.

6

q1 -

q1 q
r = 1

cos θ

θ O

k

b)
∫ 2

0

∫ x

0

f(
√
x2 + y2)dydx =

∫ π
4

0

∫ 2
cos θ

0

f(r)rdrdθ.

y
6

q2 -

q2
x

y = x

r = 2
cos θ

c)
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 3π

4

π
4

∫ 1
sen θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdrdθ.

y
6

-

q1 y = xy = −x

x
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d) Observemos que r varı́a de (0, 0) al punto (x, x2), con

ángulo θ, por lo que tan θ = x2

x = x = r cos θ =⇒

r = tan θ
cos θ = sen θ

cos2 θ
.

y
6

q
1−1

q -

q1 q(x, x2)

r = 1
sen θ

θ]

Finalmente,
∫ 1

−1

∫ 1

x2
f
(
y
x

)
dydx =

∫ π
4

0

∫ sen θ
cos2 θ

0

f(tan θ)rdrdθ +
∫ 3π

4

π
4

∫ 1
sen θ

0

f(tan θ)rdrdθ +
∫ π

3π
4

∫ sen θ
cos2 θ

0

f(tan θ)rdrdθ.

32. Calcular las siguientes integrales dobles.

a)
∫∫
R

ydxdy, R es un semicı́rculo de diámetro a, con centro ( 1
2a, 0).

b)
∫ a

0

∫ √
a2−x2

0

√
x2 + y2dydx.

Solución

a) La región R satisface (x− 1
2a)

2 + y2 = 1
4a

2 ⇐⇒ x2 − ax+ y2 = 0 ⇐⇒ r2 − ar cos θ = 0

i.e. r = a cos θ. Ası́ tenemos que:∫∫
R

ydxdy =
∫ π

2

0

∫ a cos θ

0

r sen θrdrdθ=
∫ π

2

0

1
3(a cos θ)3sen θdθ=−a

3

3
cos4 θ

4

∣∣∣π2
0

= a3

3
1
4 = a3

12 .

b)
∫ a

0

∫ √
a2−x2

0

√
x2 + y2dydx =

∫ π
2

0

∫ a

0

r2drdθ = 1
3a

3π
2 = π

6 a
3.

q
a
2

qa
2

a

6

-

y =
√
a2 − x2

6

pa-
pa

33. Calcular la integral doble de la función f(r, θ) = r, sobre la región limitada por la

cardioide r = a(1 + cos θ) y la circunferencia r = a. Se considera el recinto que no

contiene el polo.
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Solución En este caso tenemos que:∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ π

2

−π2

∫ a(1+cos θ)

a

r2drdθ =

1
3a

3

∫ π
2

−π2

(3 cos θ + 3 cos2 θ + cos3 θ)dθ =

2
3a

3
(
3 + 3 1

2
π
2 + 2

3

)
= 2

3a
3
(

11
3 + 3

2
π
2

)
= a3

(
22
9 + π

2

)
.

r = a(1 + cos θ)
6

q2a−a q -

qa
qa

?

34. Calcular la integral doble
∫∫
R

dxdy, donde R es la región limitada por la curva:

(
x2

a2
+ y2

b2

)2

= x2

h2
− y2

k2
.

Solución Efectuando el cambio de variable x = ar cos θ,

y = br sen θ, tenemos que:

r = ±
√

a2

h2
cos2 θ − b2

k2
sen2 θ

6

-

(r2 cos2 θ + r2 sen2 θ)2 = r4 = a2r2 cos2 θ
h2

− b2r2 sen2 θ
k2

=⇒ r2 = a2

h2
cos2 θ − b2

k2
sen2 θ =⇒

r =
√
a2

h2
cos2 θ − b2

k2
sen2 θ, donde a2

h2
cos2 θ − b2

k2
sen2 θ ≥ 0 =⇒ 0 ≤ | tan θ| ≤ ak

bh
.

Ası́ tenemos que (nos restringimos al primer cuadrante):∫∫
R

dxdy = 4
∫ arctan

ak
bh

0

∫ √ a2

h2 cos2 θ− b
2

k2 sen2 θ

0

abrdrdθ =

2ab
∫ arctan

ak
bh

0

(
a2

h2
cos2 θ − b2

k2
sen2 θ

)
dθ =

2ab
[
1
2(θ + sen θ cos θ)a

2

h2
− 1

2(θ − sen θ cos θ) b
2

k2

] ∣∣∣arctan akbh
0

, puesto que∫
sen2 θdθ = θ

2 −
sen 2θ

4 = 1
2(θ − sen θ cos θ),

∫
cos2 θdθ = θ

2 + sen θ
4 = 1

2(θ + sen θ cos θ).

Además, sen θ cos θ = tg θ cos2 θ = tg θ
sec2 θ

= tg θ
1 + tg2 θ

, entonces:

∫∫
R

dxdy = 2ab

1
2
a2

h2

arctan ak
bh

+
ak
bh

1 +
(
ak
bh

)2

− 1
2
b2

k2

arctan ak
bh

−
ak
bh

1 +
(
ak
bh

)2


 =

ab

(a2

h2
− b2

k2

)
arctan ak

bh
+
(
a2

h2
+ b2

k2

) ak
bh

1 +
(
ak
bh

)2

 = ab

[(
a2

h2
− b2

k2

)
arctan ak

bh
+ ab
hk

]
.
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35. Calcular la integral
∫∫
R

√
1− x2 − y2dxdy, donde R es la región x2 + y2 ≤ 1.

Solución Cambiando a coordenadas polares, la región

es 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π y
∫∫
R

√
1− x2 − y2dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1− r2 drdθ = 1

22π(− 2
3 )(1 − r2)

3
2

∣∣∣1
0

= 2
3π, i.e. es

la mitad del volumen de una esfera de radio 1. ¿Porqué?

-

6

x

y

1

1

36. Efectuar el cambio de variable a coordenadas polares de
∫∫
R

f(x, y)dxdy, donde R es la

región limitada por la lemniscata (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2).

Solución Usando coordenadas polares, la

fórmula (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2) cambia a r =

a
√

cos 2θ, con θ ∈ ]−π
4 ,

π
4 [∪ ] 3

4π,
5
4π [ y se tiene:∫∫

R

f(x, y)dxdy =
∫ π

4

−π
4

∫ a
√

cos 2θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdrdθ +

∫ 5
4π

3
4π

∫ a
√

cos 2θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdrdθ.

-

6

r = a
√

cos 2θ −π
4 ≤ θ ≤ π

4

− 3
4π ≤ θ ≤ 5

4π

θ = π
4

θ = −π
4

a

�

R

37. Calcular la integral
∫∫
R

(x2 + y2)dxdy, donde R está limitada por la circunferencia x2 +

y2 = 2ax.

Solución Usando coordenadas polares, la circunfer-

encia se escribe r2 = 2ar cos θ, es decir r = 2a cos θ,

con −π
2 ≤ θ ≤ π

2 ; entonces la integral será:

-

6
a

a 2a
Y
�
θ

∫ π
2

−π
2

∫ 2a cos θ

0

r3drdθ = 16
4 a

4

∫ π
2

−π
2

cos4 θdθ = 8·a4

∫ π
2

0

cos4 θdθ = 8·a4 1·3
2·4

π
2 = 3

2πa
4.

38. Determinar
∫∫
R

√
a2 − x2 − y2dxdy, donde:

a) R es el semicı́rculo de radio a con centro en el origen, situado sobre el eje x.

b) R es la hoja de lemniscata (x2 + y2)2 = a2(x2 − y2), x ≥ 0.
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Solución

a) Usando coordenadas polares x = r cos θ, y = r sen θ, 0 ≤

r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ π y tenemos:
-

6

x

y

a

a

−a
qq

y =
√
a2 − x2

∫∫
R

√
a2 − x2 − y2dxdy =

∫ π

0

∫ a

0

√
a2 − r2rdrdθ = −π

2
2
3 (a2 − r2)

3
2

∣∣∣a
0

= 1
3πa

3.

b) Usando coordenadas polares, la hoja de lemniscata es r =

a
√

cos 2θ, −π
4 ≤ θ ≤ π

4 y tenemos:∫∫
R

√
a2 − x2 − y2dxdy = − 1

2

∫ π
4

−π
4

2
3 (a2 − r2)

3
2

∣∣∣a√cos 2θ

0
dθ =

6 θ = 1
4π

θ = − 1
4π

a�
�

�
��

@
@

@
@R

-

− 2
3

∫ π
4

0

a3((1− cos 2θ)
3
2 − 1)dθ = 2

3a
3(π4 − 2

√
2
∫ π

4

0

sen3 θdθ) =

2
3a

3(π4 − 2
√

2
∫ π

4

0

(sen θ − cos2 θ sen θ)dθ) = 2
3a

3(π4 − 2
√

2(− cos θ)
∣∣∣π

4

0
+ 1

3 cos3 θ
∣∣∣π

4

0
) =

1
2a

3(π3 −
16
√

2
9 + 20

9 ).

39. Calcular
∫∫
R

√
1− x2

a2
− y2

b2
dxdy, en la región limitada por la elipse x2

a2
+ y2

b2
= 1.

Solución Haciendo el cambio a coordenadas polares

generalizadas, se tiene que x = ar cos θ, y = br cos θ,

0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π y la integral es:∫∫
R

√
1− x2

a2
− y2

b2
dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0

√
1− r2abrdrdθ =

−2πab 1
2

2
3 (1− r2)

3
2

∣∣∣1
0

= 2
3πab.

-

6

x2

a2
+
y2

b2
= 1

x

z

y

z =

√
1− x2

a2
− y2

b2

-

�

	

40. En cada uno de los ejercicios siguientes, dibujar la región S y expresar la integral doble∫∫
S

f(x, y)dxdy como una integral iterada y luego hacerlo en coordenadas polares.

a) S = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 ≤ a2}, a > 0

b) S = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 ≤ 2x}

c) S = {(x, y) ∈R2/a2 ≤ x2 + y2 ≤ b2}, 0< a < b

d) S = {(x, y) ∈R2/0 ≤ y ≤ 1− x, 0 ≤ x ≤ 1}

e) S = {(x, y) ∈R2/x2 ≤ y ≤ 1, −1 ≤ x ≤ 1}.
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Solución
a) Es claro que x2 + y2 = a2 =⇒ r2 = a2 =⇒ r = a,

0 ≤ θ < 2π. Ası́ tenemos que:∫∫
S

f(x, y)dxdy =
∫ a

−a

(∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

f(x, y)dy

)
dx =∫ 2π

0

(∫ a

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr
)
dθ.

-

6

a

a
y =

√
a2 − x2

y = −
√
a2 − x2-

-

0 ≤ r ≤ a

0 ≤ θ ≤ 2π

b) Como x2+y2 = 2x =⇒ x2−2x+1+y2 = (x−1)2+y2 = 1

i.e. es un cı́rculo de radio 1, centrado en (1, 0). Además

y = ±
√

2x− x2, con 0 ≤ x ≤ 2. Por otro lado, r2 =

x2 + y2 = 2r cos θ =⇒ r = 2 cos θ, para −π
2 ≤ θ ≤ π

2 .

Finalmente:

-

6

2

1 y =
√

2x− x2

y = −
√

2x− x2-

-

−1

∫∫
S

f(x, y)dxdy =
∫ 2

0

(∫ √
2x−x2

−
√

2x−x2
f(x, y)dy

)
dx =

∫ π
2

−π
2

(∫ 2 cos θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ.

c) Es claro que S es una corona; es la región entre el

cı́rculo de radio a y el cı́rculo de radio b, ambos centrados

en (0, 0) con 0 < a < b. Pasando a coordenadas polares

tenemos a2 ≤ r2 ≤ b2, o sea a ≤ r ≤ b, con 0 ≤ θ < 2π.

-

6

a b

y =
√
b2 − x2

y = −
√
b2 − x2

-

-

Además la integral se escribe:

∫∫
S

f(x, y)dxdy =
∫ −a

−b

(∫ √
b2−x2

−
√
b2−x2

f(x, y)dy

)
dx+

∫ a

−a

(∫ −
√
a2−x2

−
√
b2−x2

f(x, y)dy

)
dx

+
∫ a

−a

(∫ √
b2−x2

√
a2−x2

f(x, y)dy

)
dx+

∫ b

a

(∫ √
b2−x2

−
√
b2−x2

f(x, y)dy

)
dx

=
∫ 2π

0

(∫ b

a

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ.
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d) Al usar coordenadas polares x + y = 1, se trans-

forma en r cos θ + r sen θ = r(cos θ + sen θ) = 1 =⇒ r =

1
cos θ + sen θ , por lo que la región se recorre al considerar

0 ≤ r ≤ 1
cos θ + sen θ , con 0 ≤ θ ≤ π

2 . Ası́:

x+ y = 1

6

-1

1

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

(∫ 1−x

0

f(x, y)dy
)
dx =

∫ π
2

0

∫ 1
cos θ+sen θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr

 dθ.

e) Usando coordenadas polares tenemos x2 = y =⇒

r2 cos2 θ = r sen θ =⇒ r = tan θ sec θ, con 0 ≤ θ ≤ π
4

o 3π
4 ≤ θ ≤ π. Además y = 1 =⇒ r = 1

sen θ , con

π
4 ≤ θ ≤ 3π

4 . De esta manera tenemos que:

y = x2

6

-q1−1 q
1

∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

−1

(∫ 1

x2
f(x, y)dy

)
dx =

∫ π
4

0

(∫ tan θ sec θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ

+
∫ 3π

4

π
4

(∫ csc θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ +

∫ π

3π
4

(∫ tan θ sec θ

0

f(r cos θ, r sen θ)rdr

)
dθ.

41. Transformar la integral
∫ c

0

∫ βx

αx

f(x, y)dydx, (0<α< β, c > 0) introduciendo las nuevas

variables u = x+ y, uv = y.

Solución Sea u = x + y, uv = y, entonces x = u − y =

u−uv = u(1− v), y = uv, por lo que J =

∣∣∣∣∣∣∣
1− v −u

v u

∣∣∣∣∣∣∣ =
(1− v)u+ uv = u. Por otro lado, 0 ≤ u(1− v) ≤ c =⇒ 0 ≤

u ≤ c
1− v , v 6= 1 y también αx ≤ uv ≤ βx =⇒

αx
u ≤ v ≤ βx

u ⇐⇒ αx
x+ y ≤ v ≤ βx

x+ y .

y
6

qc- x

y = βx

y = αx

De esta forma, como y
x varı́a de α a β tenemos que v varı́a desde α

1 + α hasta β
1 + β

.

En efecto recordemos que si y = αx ⇐⇒ y
x = α ⇐⇒ uv

u(1− v) = α ⇐⇒ v = α − αv ⇐⇒

v(1 + α) = α⇐⇒ v = α
1 + α .

Finalmente,
∫ c

0

∫ βx

αx

f(x, y)dydx =
∫ β

1+β

α
1+α

∫ c
1−v

0

f(u(1− v), uv)ududv.

42. Efectuar el cambio de variable u = x+ y, v = x− y, en la integral
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dydx.



76 Capı́tulo 2. Integrales dobles

Solución Sea u = x + y, v = x − y, entonces como 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, se tiene que

0 ≤ u ≤ 2, −1 ≤ v ≤ 1, con u+ v = 2x, o sea 0 ≤ x = 1
2 (u+ v) ≤ 1, 0 ≤ y = 1

2 (u− v) ≤ 1.

Ası́ tenemos que y = 0 ⇐⇒ u = v, y = 1 ⇐⇒ u− v = 2.

Por otro lado, J =

∣∣∣∣∣∣∣
1
2

1
2

1
2 − 1

2

∣∣∣∣∣∣∣ = − 1
4 −

1
4 = − 1

2 . Finalmente tenemos:

∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dxdy =

1
2

∫ 1

0

∫ u

−u
f
(
u+ v

2 , u− v
2

)
dvdu+ 1

2

∫ 2

1

∫ 2−u

2+u

f
(
u+ v

2 , u− v
2

)
dvdu =

1
2

∫ 0

−1

∫ 2+v

−v
f
(
u+ v

2 , u− v
2

)
dudv + 1

2

∫ 1

0

∫ 2−v

v

f
(
u+ v

2 , u− v
2

)
dudv.

y
6

q1 -

q1q
x

v
6

q2 -

q1

u = v

u = v − 2

u+ v = 2

u = −v

u

u
6

q1−1 q -

q2

v

43. Calcular el área limitada por:

a) (y − x)2 + x2 = 1.

b) r = a(1 + cosψ), r = a cosψ, a > 0.

c)
(
x2

a2
+ y2

b2

)2

= x2

a2
− y2

b2
.

Solución
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a) El área de la región es
∫∫
R

dxdy =

∫ 1

−1

∫ x+
√

1−x2

x−
√

1−x2
dydx =

∫ 1

−1

2
√

1− x2dx = π.

f(x) = x±
√

1− x2

6

q1-
q√2

]θ

1

Otra forma de resolver el problema es la siguiente. Si definimos u = x − y, v = y, la

región es u2 + v2 = 1 y la matriz Jacobiana de la transformación es J =

∣∣∣∣∣∣∣
0 1

1 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1.

La integral es
∫∫
R

dxdy =
∫∫
R′

|J |dudv =
∫∫
R′

dudv = π, pues es el área de un cı́rculo de

radio 1.
b) En coordenadas polares, para el cı́rculo r = a cosψ,

−π
2 ≤ ψ ≤ π

2 . Para el cardioide r = a(1 + cosψ),

0 ≤ ψ ≤ 2π. Ası́ tenemos que el área de la región es:∫ π
2

−π
2

∫ a(1+cosψ)

a cosψ

rdrdψ + 2
∫ π

π
2

∫ a(1+cosψ)

0

rdrdψ =

1
2

∫ π
2

−π
2

(a2(1 + cosψ)2 − a2 cos2 ψ)dψ+
∫ π

π
2

a2(1 + cosψ)2dψ=

r(ψ) = a cosψ

r(ψ) = a+ a cosψ

6

q2a− 1
4a q -

q1.3a
qa

a2

∫ π
2

0

(1 + 2 cosψ)dψ + a2

∫ π

π
2

(1 + 2 cosψ + cos2 ψ)dψ = a2(π2 + 2 senψ
∣∣∣π

2

0
) +

a2(π2 − 2) + a2

∫ π
2

0

cos2 ψdψ = a2π + 1
4πa

2 = 5
4πa

2.

c) La ecuación
(
x2

a2
+ y2

b2

)2

= x2

a2
− y2

b2
en coordenadas

polares generalizadas (x = ar cos θ, y = br cos θ, J =

abr), se escribe (r2)2 = r2(cos2 θ − sen2 θ) =⇒ r2 =

cos 2θ. El área es
∫∫
R

dxdy = 2
∫ π

4

−π
4

∫ √
cos 2θ

0

abrdrdθ =

ab

∫ π
4

−π
4

cos 2θdθ= 1
2ab

∫ π
2

−π
2

cos θdθ= 1
2ab(1− (−1))=ab.

θ = 1
4π

θ = − 1
4π

1 -

6

R

�

r =
√

cos 2θ

44. Hallar el área limitada por la elipse (x− 2y + 3)2 + (3x+ 4y − 1)2 = 100.
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Solución Sea u = x − 2y, v = 3x + 4y, entonces x =

1
5 (2u+ v), y = 1

10 (v − 3u) y el Jacobiano es 1
10 . Ası́ tenemos

que (u+3)2+(v−1)2 = 100 y si definimos x = u+3, y = v−1,

x2 + y2 = 100, J = 1, es decir
∫∫
R

dxdy =
∫∫
R′

|J |dudv =

1
10

∫∫
R′′

dxdy = 1
10

∫ 2π

0

∫ 10

0

rdrdθ = π
(10)2

10 = 10π.

x = −(y − 1)±
√

10− (y − 1)2

6

q√20−
√

20 q -

q1 +
√

10

1−
√

10

q
45. Hallar el área del cuadrilátero curvo limitado por:

a) las curvas y2 = ax, y2 = bx, xy = α, xy = β, con 0< a < b y 0< α < β,

b) las parábolas x2 = ay, x2 = by, y2 = αx, y2 = βx, con 0< a < b y 0< α < β.

Solución

a) Si se define u = xy, v = y2

x , tenemos x = u
2
3 v−

1
3 , y =

u
1
3 v

1
3 . El Jacobiano está dado por:

J =

∣∣∣∣∣∣∣
2
3u

− 1
3 v−

1
3 − 1

3u
2
3 v−

4
3

1
3u

− 2
3 v

1
3 1

3u
1
3 v−

2
3

∣∣∣∣∣∣∣ = 1
3v
−1, con α ≤ u ≤ β,

a ≤ v ≤ b, entonces el área es:
q -q

6
√
bx

√
ax

xy = β

xy = α

∫∫
R

dxdy =
∫∫
R′

|J |dudv =
∫ β

α

∫ b

a

1
3v
−1dvdu = 1

3 (β − α) ln ba .

b) Consideremos u = x2

y , v = y2

x , x2 = vy, y2 = vx, en-

tonces xy = uv, x3 = xyu = u2v, y3 = yvx = uv2, lo

que implica que x = u
2
3 v

1
3 , y = u

1
3 v

2
3 y ası́ el Jacobiano

J =

∣∣∣∣∣∣∣
2
3u

− 1
3 v

1
3 1

3u
2
3 v−

2
3

1
3u

− 2
3 v

2
3 2

3u
1
3 v−

1
3

∣∣∣∣∣∣∣ = 4
9 −

1
9 = 1

3 , de manera que

∫∫
R

dxdy =
∫ b

a

∫ β

α

1
3dudv = 1

3 (b− a)(β − α). q -q

6

y =
√
βx

√
αx

y = x2

a
y = x2

b

46. Calcular el área de las siguientes regiones:

a) área limitada por x = y, x = 2y, x+ y = a, x+ 3y = a, a > 0.

b) área limitada por el eje x, la parábola y2 = 4ax y la recta x+ y = 3a.
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c) área limitada por las parábolas y2 = 10x+ 25, y2 = −6x+ 9.

Solución
a) Determinemos los puntos donde las rectas se cortan:

x = y, x+ y = a =⇒ 2x = a, x = a
2 .

x = y, x+ 3y = a =⇒ 4x = a, x = a
4 .

x+ y = a, y = 1
2x =⇒ 3

2x = a, x = 2
3a.

x+ 3y = a, y = 1
2x =⇒ x+ 3

2x = a, x = 2
5a.

y
6

qa -

qa

x

y = x

x+ y = a

y = 1
2x

x+ 3y = aa
4

2a
5

a
2

2a
3

Ası́ tenemos que el área es:∫ 2
5a

a
4

∫ x

a−x
3

dydx+
∫ a

2

2
5a

∫ x

1
2x

dydx+
∫ 2

3a

a
2

∫ a−x

1
2x

dydx =

∫ 2
5a

a
4

4x− a
3 dx+

∫ a
2

2
5a

1
2xdx+

∫ 2
3a

a
2

(
a− 3

2x
)
dx = 3a2

200 + 9a2

400 + a2

48 = 7a2

120 .

b) Se tiene que si y2 = 4ax, x + y = 3a =⇒ x + 2
√
ax = 3a =⇒

(
√
x)2 +2

√
a(
√
x)− 3a = 0 =⇒

√
x =

−2
√
a± 4

√
a

2 =
√
a, −3

√
a

y se elimina la solución negativa.

Ası́ tenemos
√
x =

√
a =⇒ x = a, por lo que el área es:

q3a
2a

q
q3a

a

q
y2 = 4ax

6

-

∫ a

0

∫ 2
√
ax

0

dydx+
∫ 3a

a

∫ 3a−x

0

dydx =
∫ a

0

2
√
a
√
xdx+

∫ 3a

a

(3a− x)dx =

2
√
a2
3x

3
2

∣∣∣a
0
+
(
3ax− 1

2x
2
) ∣∣∣3a

a
= 4

3a
2 +3a(3a)− 9

2a
2−3a2 + 1

2a
2 =

(
4
3 + 9

2 −
5
2

)
a2 = 10

3 a
2.

c) Igualando las ecuaciones y2 = 10x+ 25 = −6x+ 9 =⇒ 16x+ 16 = 0 =⇒ x = −1.

El área es
∫ −1

− 5
2

∫ √
10x+25

−
√

10x+25

dydx +
∫ 3

2

−1

∫ √
9−6x

−
√

9−6x

dydx =

∫ −1

− 5
2

2
√

10x+ 25dx+
∫ 3

2

−1

2
√

9− 6xdx =

2
10

2
3(10x+ 25)

3
2

∣∣∣−1

− 5
2

− 2
6

2
3(9− 6x)

3
2

∣∣∣ 32
−1

=

2
15(15)

3
2 + 2

9(15)
3
2 = 2·15

√
15
(

1
15 + 1

9

)
= 16

3
√

15.

6

q32− 5
2 q -

q5

−1
q q3

47. Determinar el área de las siguientes regiones:

a) limitada por x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 4x, y = x, y = 0.
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b) limitada por la recta r cos θ = 1 y la circunferencia r = 2. (se considera la superficie

que no contiene el polo).

Solución
a) Se tiene que x2 + y2 = 2x =⇒ (x − 1)2 + y2 = 1 y

x2 + y2 = 4x =⇒ (x− 2)2 + y2 = 4.

Pasando a coordenadas polares tenemos x2+y2 = 2x =⇒

r2 = 2r cos θ, r = 2 cos θ. También x2 + y2 = 4x =⇒ r2 =

4r cos θ, r = 4 cos θ. El área es:

6

q4 -

q2
2
q

y = x

∫ π
4

0

∫ 4 cos θ

2 cos θ

rdrdθ = 1
2

∫ π
4

0

r2
∣∣∣4 cos θ

2 cos θ
dθ = 6

∫ π
4

0

cos2 θdθ = 3
∫ π

4

0

(1 + cos 2θ)dθ =

3
(
θ + 1

2 sen 2θ
) ∣∣∣π4

0
= 3

(
π
4 + 1

2

)
= 3

4(π + 2).

b) Área =
∫ π

3

−π3

∫ 2

1
cos θ

rdrdθ = 1
2

∫ π
3

−π3

(4 − sec2 θ)dθ =

1
2(4θ − tan θ)

∣∣∣π3
−π3

= 4π
3 −

√
3.

6

q2 -

q2√
3

1

48. Determinar el área de las regiones que se indican usando integrales dobles:

a) Región limitada por (x2 + y2)2 = 2ax3.

b) Región limitada por (x2 + y2)2 = x4 + y4.

c) Región limitada por la curva (x+ y)3 = xy, situada en el primer cuadrante (lazo).

d) Región limitada por la curva (x+ y)5 = x2y2, situada en el primer cuadrante (lazo).

e) Región limitada por la curva
(
x2

a2
+ y2

b2

)2

= xy

c2
.

f) Región limitada por la curva
(
x2

4 + y2

9

)2

= x2 + y2

25 .

Solución

a) Usando coordenadas polares, la ecuación (x2 + y2)2 =

2ax3 se escribe r4 = 2ar3 cos3 θ, o sea r = 2a cos3 θ, −π
2 ≤

θ ≤ π
2 . Ası́ el área se determina por:

r = 2a cos3 θ6

q2a-
qa
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∫ π
2

−π2

(∫ 2a cos3 θ

0

rdr

)
dθ = 1

2

∫ π
2

−π2

4a2 cos6 θdθ = 4a2

∫ π
2

0

cos6 θdθ = 4a2 1·3·5
2·4·6

π
2 = 5

8πa
2.

b) Transformando la ecuación (x2 + y2)3 = x4 + y4 a

coordenadas polares tenemos, r6 = r4(cos4 θ + sen4 θ), o

sea r =
√

cos4 θ + sen4 θ, 0 ≤ θ ≤ 2π y el área es:∫ 2π

0

(∫ √
cos4 θ+sen4 θ

0

rdr

)
dθ =

1
2

∫ 2π

0

(cos4 θ + sen4 θ)dθ = 4
∫ π

2

0

cos4 θdθ = 41·3
2·4

π
2 = 3

4π.

(x2 + y2)2 = x4 + y4

6

-p1−1 p
p1

−1
p

c) Realicemos un cambio de variable que simplifique la

forma de la ecuación. Sea u = x+ y, v = x− y, entonces

x = 1
2(u+ v), y = 1

2(u− v) y la fórmula se transforma en

u3 = 1
4(u2 − v2).

(x+ y)3 = xy
6

-

I
v

u

�

x

y

El Jacobiano es: J =

∣∣∣∣∣∣∣
1
2

1
2

−1
2 −1

2

∣∣∣∣∣∣∣ = −1
4 −

1
4 = −1

2 . Ası́:

Área (R) =
∫∫
R

dxdy =
∫∫
R′

1
2 dudv.

Pasando a coordenadas polares en el sistema (u, v), tenemos que 4u3 = u2− v2 se trans-

forma en 4r3 cos3 θ = r2(cos2 θ − sen2 θ) =⇒ r = cos2 θ − sen2 θ
4 cos3 θ

= 1
4(sec θ − tan2 θ sec θ).

El área es:∫∫
R

dxdy = 1
2

∫ π
4

−π4

∫ 1
4 (sec θ−tan2 θ sec θ)

0

rdr

 dθ = 1
64

∫ π
4

−π4

sec2 θ(1− tan2 θ)2dθ =
v=tan θ

1
64

∫ 1

−1

(1−u2)2du = 1
32

∫ 1

0

(1− 2u2 +u4)du = 1
32

(
u− 2

3u
3 + 1

5u
5
) ∣∣∣1

0
= 1

32

(
1− 2

3 + 1
5

)
=

1
60 .

Observemos que con el cambio de variable, rotamos en realidad los ejes 45◦, aunque

falta normalizar las variables para que la transformación fuera ortogonal, es decir se

debió hacer el cambio u = 1√
2
(x+y), v = 1√

2
(x−y), pues ası́ x = 1√

2
(u+v), y = 1√

2
(u−v)
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y el Jacobiano serı́a J =

∣∣∣∣∣∣∣
1√
2

1√
2

1√
2

− 1√
2

∣∣∣∣∣∣∣ = −1
2 −

1
2 = −1 i.e. |J | = 1.

d) En este caso realizamos el mismo cambio de variable que

en el ejercicio anterior, u = x + y, v = x − y =⇒ x = 1
2(u + v),

y = 1
2(u− v), |J | = 1

2 . La ecuación se escribe 16u5 = (u2 − v2)2

y usando polares en el sistema (u, v) se tiene:

(x+ y)5 = x2y2

6

-

�
u

I
v

x

y

r5 cos5 θ = 1
16r

4(cos2 θ − sen2 θ)2 =⇒ r = 1
16(1 − tan2 θ)2 sec θ. Ası́, finalmente tenemos

que el área es:∫∫
R

dxdy =
∫∫
R′

1
2dudv = 1

2

∫ π
4

−π4

(∫ 1
16 (1−tan2 θ)2 sec θ

0

rdr
)
dθ = 1

4

∫ π
4

−π4

(1− tan2 θ)4

256 sec2 θdθ =

1
1024

∫ 1

−1

(1−u2)4du = 1
512

∫ 1

0

1
2u

−1(1−u2)42udu =
u2=t

1
1024

∫ 1

0

t−
1
2 (1−t)4dt = 1

1024β( 1
2 , 5) =

1
1024

Γ( 1
2 )4!

Γ( 11
2 )

= 1
1024

Γ( 1
2 )2·3·4

9
2 ·

7
2 ·

5
2 ·

3
2 ·

1
2 ·Γ( 1

2 )
= 1

2·2·5·7·9 = 1
1260 .

e) Usemos el cambio de variable x = ar cos θ, y = br sen θ,

J = abr, entonces la ecuación se transforma en (r2)2 =

r2 ab
c2

sen θ cos θ =⇒ r =
√

ab
2c2

sen 2θ, 0 ≤ θ ≤ π
2 , π ≤ θ ≤ 3π

2 .

El área es dos veces el área del primer cuadrante:

(
x2

a2
+
y2

b2

)2

=
xy

c2

q1-
6

Área= 2
∫ π

2

0

(∫ √ ab
2c2

sen 2θ

0

abrdr
)
dθ = 2

4

∫ π
2

0

a2b2

2c2
sen 2θ2dθ = a2b2

2c2

∫ π
2

0

senudu = a2b2

2c2
.

f) Definiendo x = 2 cos θ, y = 3 sen θ, tenemos que

el Jacobiano de la transformación es 6r y la ecuación

se transforma en r4 = r2
(4 cos2 θ + 9 sen2 θ)

25 =⇒ r =

1
5
√

4 cos2 θ + 9 sen2 θ, con 0 ≤ θ ≤ 2π. El área es:

(
x2

4
+
y2

9

)2

=
x2 + y2

256

-p2
p3

∫ 2π

0

(∫ 1
5

√
4 cos2 θ+9 sen2 θ

0

6rdr
)
dθ = 3

∫ 2π

0

1
25(4 cos2 θ+9 sen2 θ)dθ = 3· 1

25

∫ 2π

0

13 sen2 θdθ =

3·13· 4
25

∫ π
2

0

sen2 θdθ = 39
25 ·4·

1
2 ·
π
2 = 39

25π.
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2.5 Cálculo de volúmenes

49. Calcular los volúmenes de los cuerpos limitados por las superficies que se indican en

cada caso:

a) Por los planos coordenados, los planos x = 4, y = 4 y el paraboloide z = x2 + y2 + 1.

b) Por los planos coordenados, los planos x = a, y = b y el paraboloide z = x2

2p + y2

2q .

c) Por el plano x
a + y

b
+ z
c = 1 y los planos coordenados.

d) Por los planos y = 0, z = 0, 3x+ y = 6, 3x+ 2y = 12, x+ y + z = 6.

e) Por el paraboloide z = x2 + y2, los planos coordenados y el plano x+ y = 1.

f) Por el paraboloide z = x2 + y2, los planos z = 0, y = 1, y = 2x, y = 6− x.

g) Por los planos coordenados, el plano 2x+ 3y = 12 y el cilindro z = y2

2 .

h) Por el cilindro z = 9− y2, los planos coordenados y el plano 3x+ 4y = 12, y ≥ 0.

i) Por el cilindro z = 4− x2, los planos coordenados y el plano 2x+ y = 4, x ≥ 0.

j) Por el cilindro 2y2 = x, los planos x4 + y
2 + z

4 = 1 y z = 0.

k) Por el cilindro circular de radio r de eje y, los planos coordenados y por el plano

x
r + y

a = 1.

l) Por el cilindro elı́ptico x2

4 + y2 = 1, los planos z = 12− 3x− 4y y z = 1.

m) Por los cilindros x2 + y2 = a2 y x2 + z2 = a2.

n) Por los cilindros z = 4− y2, y = 1
2x

2 y el plano z = 0.

o) Por los cilindros x2 + y2 = b2, z = x3

a2
y el plano z = 0, x ≥ 0.

p) Por el paraboloide hiperbólico z = x2 − y2 y los planos z = 0, x = 3, x = 0.

q) Por el paraboloide hiperbólico z = xy, el cilindro y =
√
x y los planos x+ y = 2, y = 0

y z = 0.

r) Por el paraboloide z = x2 + y2, el cilindro y = x2 y los planos y = 1 y z = 0.

s) Por el paraboloide z = 1
a (a2 − x2 − 4y2) y el plano z = 0.

t) Por los cilindros y = ex, y = e−x, z = e2 − y2 y el plano z = 0.
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u) Por los cilindros y = lnx, y = ln2 x y los planos z = 0, y + z = 1.

v) Por los cilindros z = lnx, z = ln y y los planos z = 0, x+ y = 2e, x ≥ 1.

w) Por los cilindros y = x+ senx, y = x− senx, z = 1
4(x+ y)2 y el plano z = 0 (0 ≤ x ≤ π,

y ≥ 0).

x) Por la superficie cónica z2 = xy, el cilindro
√
x+

√
y = 1 y el plano z = 0.

y) Por la superficie cónica 4y2 = x(2− z) y los planos z = 0, x+ z = 2.

z) Por la superficie z = cosx cos y y los planos x = 0, y = 0, z = 0 y x+ y = π
2 .

a’) Por el cilindro x2 + y2 = 4, los planos z = 0 y z = x+ y + 10.

b’) Por el cilindro x2 + y2 = 2x, los planos 2x− z = 0 y 4x− z = 0.

c’) Por el cilindro x2 + y2 = a2, el paraboloide az = 2a2 + x2 + y2 y el plano z = 0.

d’) Por el cilindro x2 + y2 = 2ax, el paraboloide z = 1
a (x2 + y2) y el plano z = 0.

e’) Por el paraboloide hiperbólico z = 1
axy, el cilindro x2 + y2 = ax y el plano z = 0,

(x ≥ 0, y ≥ 0).

f ’) Por los cilindros x2 + y2 = x, x2 + y2 = 2x, el paraboloide z = x2 + y2 y los planos

x+ y = 0, x− y = 0 y z = 0.

g’) Por los cilindros x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 2y y por los planos z = x+ 2y y z = 0.

h’) Por la superficie cónica z2 = xy y el cilindro (x2 + y2)2 = 2xy, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

i’) Por el helicoide (escalera de caracol) z = h arctan yx , el cilindro x2 + y2 = a2 y los

planos x = 0, z = 0 (x ≥ 0, y ≥ 0).

Solución

a)
∫ 4

0

(∫ 4

0

(x2 + y2 + 1)dx
)
dy =∫ 4

0

(
(y2 + 1)x+ 1

3x
3
) ∣∣∣4

0
dy =

∫ 4

0

4
3(3y2 + 9)dy =(

4
3y

3 + 76
3 y
) ∣∣∣4

0
= 560

3 .

p4
4 p

p17
6

-

	
x

y

z

1
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b)
∫ b

0

(∫ a

0

(
x2

2p + y2

2q

)
dx
)
dy =

∫ b

0

(
x3

6p + y2

2q x
)∣∣∣a

0
dy =∫ b

0

(
a
2q y

2 + a3

6p

)
dy =

(
ay3

6q + a3y
6p

)∣∣∣b
0

= ab
6

(
a2

p + b2
q

)
.

pb
a p

p6
-

	
x

y

z

c)
∫ a

0

(∫ b
(
1−xa

)
0

c
(
1− x

a −
y
b

)
dy
)
dx =

−
∫ a

0

c
(
y− 1

axy−
1
2by

2
)∣∣∣b(1−xa)

0
dx = −

∫ a

0

b(x− a)2

2a2
dx =

−b(x− a)3

6a2

∣∣∣a
0

= 1
6abc. a

b

c

x

y

z

-

	

6

d)
∫ 6

0

(∫ 4− 2
3y

2−
y

3

(6− x− y)dx
)
dy =

∫ 6

0

(
(6− y)x− 1

2x
2
)∣∣∣4− 2

3y

2−
y

3

dy =
∫ 6

0

(y − 6)2

6 dy =

1
18(y − 6)3

∣∣∣6
0

= 12.

-

66

6
x

y

=

6

-

x

y

z

6

6

6

42

x+ y + z = 6:

e)
∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(x2 + y2)dy
)
dx =

∫ 1

0

(
x2(1−x) + 1

3(1−x)3
)
dx =∫ 1

0

1
3(x−1)(−4x2 +2x−1)dx =

∫ 1

0

(
− 4

3x
3 +2x2−x+ 1

3

)
dx =(

− 1
3x

4 + 2
3x

3 − 1
2x

2 + 1
3x
)∣∣∣1

0
= 1

6 .

p1

p2

x

y

z

-

	1

6

f)
∫ 4

1

(∫ 6−y

y

2

(x2 + y2)dx

)
dy =∫ 4

1

(
x3

3 + y2x

) ∣∣∣6−yy

2

dy =∫ 4

1

(
−15

8 y
3 + 12y2 − 36y + 72

)
dy =(

−15
32y

4 + 4y3 − 18y2 + 72y
) ∣∣∣4

1
= 2511

32 .

6

x

y

z

-

6

	6

y = 2x

6

-

y = 2x

x+ y = 6

2 5 6

1

4

6

x

y
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g)
∫ 6

0

(∫ 4− 2
3x

0

y2

2 dy

)
dx =

∫ 6

0

1
6

(
4− 2

3x
)3

dx =

−3
2 ·

1
6

∫ 6

0

(
4− 2

3x
)3 (

−2
3 dx

)
= −1

4 ·
1
4

(
4− 2

3x
)4 ∣∣∣6

0
=

− 1
16(−(4)4) = 16.

4

x

y

z

	6

6

4

x

y
6

8 -
62x+ 3y = 12

-

h)
∫ 4

0

(∫ 3− 3
4x

0

(9− y2)dy

)
dx =

∫ 4

0

(
9y − 1

3y
3
) ∣∣∣3− 3

4x

0
dx =∫ 4

0

(
− 9

64x
3 − 27

16x
2 + 18

)
dx =

(
9

256x
4 − 9

16x
3 + 18x

) ∣∣∣4
0

= 45.

z

p4
p9

3 p=
y

x

6

-

i)
∫ 2

0

(∫ 4−2x

0

(4− x2)dy
)
dx =

∫ 2

0

(4− x2)(4− 2x)dx =∫ 2

0

(2x3− 4x2− 8x+ 16)dx =
(

1
2x

4− 4
3x

3− 4x2 + 16x
)∣∣∣2

0
= 40

3 .

z

p4
p4

2 p=
x

y

6

-

j) Debemos determinar los puntos en que se intersecan

el plano y el cilindro.

Si z = 0, y = 2− 1
2x =⇒ 4

(
2− 1

2x
)2 = 2x =⇒ (4− x)2 =

2x =⇒ x2 − 10x + 16 = 0, o sea x = 2, 8, por lo que si

z = 0, y = 1, y = −2, entonces:

z

q4

8
q 4

q

6

	x

- y21

2

−2
z x = 2y2

z x+ 2y = 4

x
4

+
y
2

+ z
4

= 1

∫ 1

−2

(∫ 4−2y

2y2
(4− x− 2y)dx

)
dy =

∫ 1

−2

(
(4− 2y)x− 1

2x
2
) ∣∣∣4−2y

2y2
dy =∫ 1

−2

(
1
2 (4− 2y)2 − (4− 2y)y2 + 4y4

)
dy = 2

∫ 1

−2

(y4 + 2y3 − 3y2 − 4y + 4)dy =

2
(

1
5y

4 + 1
2y

4 − y3 − 2y2 + 4y
) ∣∣∣1

−2
= 81

5 .

k)
∫ r

0

(∫ a(1−xr )

0

√
r2 − x2dy

)
dx =

∫ r

0

a
r (r − x)

√
r2 − x2dx =

a

∫ r

0

√
r2 − x2dx− a

r

∫ r

0

x
√
r2 − x2dx =

a
(

1
2x
√
r2 − x2 + 1

2r
2 arcsen xr

)∣∣∣r
0

+ a
2r ·

2
3(r2 − x2)

3
2

∣∣∣r
0

=

z

pa
pr

r p=
x

y

6

-
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a·r
2

2 ·
π
2 −

a
3r r

3 = ar2
(
π
4 −

1
3

)
.

l) Como el volumen va desde z = 1, hasta z = 12−

3x − 4y y la superficie está por encima del plano

z = 1, se tiene que debemos restar 1 a 12− 3x− 4y

para determinar el volumen. Ası́ tenemos que el

volumen es:∫ 2

−2

(∫ √1−x
2

4

−

√
1−x

2

4

(11− 3x− 4y)dy
)
dx =

∫ 2

−2

((11− 3x)y − 2y2)
∣∣∣
√

1−x
2

4

−

√
1−x

2

4

dx =

q
1

q12

2
q

6

	

-
3

4

z = 12− 3x− 4y

z

x

y

∫ 2

−2

(11− 3x)
√

4− x2dx = 11
(

1
2x
√

4− x2 + 4
2 arcsen x2

)∣∣∣2
−2

+ 3
2 ·

2
3(4− x2)

3
2

∣∣∣2
−2

=

11
(
2π2 − 2

(
− π

2

))
+ 0 = 22π.

m) Por razones de simetrı́a tenemos que el volumen es

8 veces la región del primer octante, integrando sobre el

cuadrado [ 0, a ]× [ 0, a ] las superficies x =
√
a2 − y2 y z =

√
a2 − x2, sobre cada mitad de este cuadrado (son iguales).

El volumen es:

z

pa
pa

a p=
x

y

6

-

y = x

8
∫ a

0

(∫ x

0

√
a2 − x2dy

)
dx+ 8

∫ a

0

(∫ a

x

√
a2 − x2dy

)
dx = 16

∫ a

0

(∫ x

0

√
a2 − x2dy

)
dx =

16
∫ a

0

x
√
a2 − x2dx = −8·23(a2 − x2)

3
2

∣∣∣a
0

= 16
3 a

3.

n)
∫ 2

0

(∫ √
2y

−
√

2y

(4− y2)dx
)
dy = 2

∫ 2

0

(4− y2)
√

2ydy =

2
√

2
(
42
3y

3
2 − 2

7y
7
2

)∣∣∣2
0

= 2
√

2
(

16
3
√

2− 16
7
√

2
)

=

2·2·16
(

1
3 −

1
7

)
= 64·7− 3

21 = 256
21 .

2
p

p4

2
p

	

6

-

x

y

z
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o)
∫ b

0

(∫ √
b2−x2

−
√
b2−x2

x3

a2
dy
)
dx = 2

a2

∫ b

0

x3
√
b2 − x2dx =

2b3
a2

∫ b

0

(
x
b

)3

b2
(
1−

(
x
b

)2) 1
2 dx
b

= 2b5
a2

∫ 1

0

u3(1− u2)
1
2 du =

u2=v

b5

a2

∫ 1

0

v(1− v)
1
2 dv = b5

a2
β(2, 3

2 ) = b5

a2
·

Γ( 3
2 )

5
2 ·

3
2Γ( 3

2 )
= 4b5

15a2
.

q
b

q b3a2

b
q

	
x

y

z

-

6

p)
∫ 3

0

(∫ x

−x
(x2−y2)dy

)
dx =

∫ 3

0

(
x2y− 1

3y
3
)∣∣∣x
−x
dx =

2
∫ 3

0

2
3x

3dx = 4
3 ·
x4

4

∣∣∣3
0

= 27.

z

3
p

	x

- y

6

z = x2 − y2

-
6

3 x

y

q)
∫ 1

0

(∫ 2−y

y2
xydx

)
dy = 1

2

∫ 1

0

yx2
∣∣∣2−y
y2

dy =

1
2

∫ 1

0

(y(2− y)2 − y5)dy = 1
2

∫ 1

0

(4y − 4y2 + y3 − y5)dy =

1
2

(
2y2 − 4

3y
3 + 1

4y
4 − 1

6y
6
)∣∣∣1

0
= 1

2

(
2− 4

3 + 1
4 −

1
6

)
= 3

8 .

q2
2 q

6

	

-

x

y

z

1

1

r)
∫ 1

−1

(∫ 1

x2
(x2 + y2)dy

)
dx =

∫ 1

−1

(
x2y + 1

3y
3
)∣∣∣1
x2
dx =

2
∫ 1

0

(
x2 + 1

3 − x4 − 1
3x

6
)
dx =

2
(

1
3x

3 + 1
3x−

1
5x

5 − 1
21x

7
)∣∣∣1

0
= 2
(

2
3 −

1
5 −

1
21

)
= 88

105 .

q1
q2

1
q -

6

	

z

x

y

q y = x2

s) Cuando z = 0 = 1
a (a2−x2− 4y2), se tiene x

2

a2
+ y2(

a
2

)2 = 1

y haciendo el cambio de variable x = ar cos θ, y = a
2r sen θ,

J = a2

2 r, tenemos que el volumen es:

∫ a

−a

(∫ a
2

√
1−x

2

a2

−a2

√
1−x

2

a2

a2 − x2 − 4y2

a dy
)
dx =

q
a
2

qa

a
q

-

6

	
x

y

z

∫ 2π

0

(∫ 1

0

a2 − a2r2
a ·a

2

2 rdr
)
dθ = πa3

∫ 1

0

(r − r3)dr = πa3
(

1
2 −

1
4

)
= 1

4πa
3.
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t)
∫ 0

−1

(∫ e

e−x

(e2 − y2)dy
)
dx+

∫ 1

0

(∫ e

ex

(e2 − y2)dy
)
dx =

2
∫ 1

0

(∫ e

ex

(e2−y2)dy
)
dx = 2

∫ 1

0

(
2
3e3 + 1

3e3x−ex+2
)
dx =

2
(

2
3e3x+ 1

9e3x − ex+2
)∣∣∣1

0
= 2
(
e2 − 1

9 −
2
9e3
)

=

z

q
1

qe2

e
q)

-

6

y

x
z

y = ex

2
(
e2 − 2e3 + 1

9

)
.

u)
∫ e

1

(∫ ln x

ln2 x

(1− y)dy
)
dx =

∫ e

1

(
y − 1

2y
2
)∣∣∣ln x

ln2 x
dx =∫ e

1

( 1
2 ln4 x− 3

2 ln2 x+ lnx)dx =

( 1
2x ln4 x− 2x ln3 x+ 9

2x ln2 x− 8x lnx+ 8x)
∣∣∣e
1

= 3e− 8.

z
6

x

y

	

-

e

1

y = ln2 x

1

�
~ y = ln x

1

1 y + z = 1

v) Las superficies se intersecan cuando z = lnx = ln y

i.e. x = y, x ≥ 1, y ≥ 1. Ası́ tenemos que el volumen está

dado por:∫ e

1

(∫ 2e−y

y

ln ydx
)
dy +

∫ e

1

(∫ 2e−x

x

lnxdy
)
dx =

2
∫ e

1

(∫ 2e−x

x

ln ydx
)
dy = 2

∫ e

1

(2e− 2y) ln ydy =

q
2e

q1

2e q

6

-

	

y = x

z = ln x

z = ln y

x

z

y

4
∫ e

1

(e− y) ln ydy =
(
e(4y ln y − 4y)− 2y2 ln y + y2

)∣∣∣e
1

= −e2 − (1− 4e) = 4e− e2 − 1.

w) El volumen está dado por:

1
4

∫ π

0

(∫ x+sen x

x−sen x

(x+ y)2dy
)
dx = 1

12

∫ π

0

(x+ y)3
∣∣∣x+sen x

x−sen x
dx =∫ π

0

(
1
6 sen3 x+ 2x2 senx

)
dx =

1
3

∫ π
2

0

sen3 xdx+ (4x senx− 2(x2 − 2) cosx)
∣∣∣π
0

=

1
3 ·

2
3 + 2(π2 − 2) = 2

(
π2 − 35

9

)
.

z

p

pπ2

π
p

2π
p=

p
2ππ

x

y-

6

y = x

y = x+ sen x-
?

y = x− sen x
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x) La curva
√
x +

√
y = 1 se escribe y = (1 −

√
x)2 =

1− 2
√
x+ x, por lo que el volumen está dado por:∫ 1

0

(∫ 1−x−2
√
x

0

√
xydy

)
dx = 2

3

∫ 1

0

√
x(1−

√
x)3dx =

x=u2

2
3

∫ 1

0

u(1− u)32udu = 4
3

∫ 1

0

u2(1− u)3du = 4
3β(3, 4) =

4
3 ·

2!3!
6! = 1

45 .

z

q1
1
q

	

-

6√
2

8
(2−

√
2)2

x

y

y) 4y2 = x(2 − z), z = 0, x + z = 2. Las superficies se

intersecan en los puntos en que 4y2 = x2 i.e. 2y = ±x.

Cuando z = 0, 4y2 = 2x i.e. y = ±
√
x
2 , por lo que el

volumen es el volumen entre las rectas y = ±1
2x y el

plano z = 2− x, más el volumen entre y = ±1
2x y

z

p1
p2

2
p

y

6

	

-

x

x+ z = 2

x = 2y

R
x = 2y2

y = ±
√
x
2 y la superficie z = 2− 4y2

x , por lo tanto (por simetrı́a):

2
∫ 2

0

(∫ √x
2

x
2

(
2− 4y2

x

)
dy
)
dx = 2

∫ 2

0

(
2y − 4

3y
3
)∣∣∣√x

2
x
2

= 2
∫ 2

0

(
2
3
√

2x− x+ x2

6

)
dx =

2
(

4
9
√

2x
3
2 − x2

2 + x3

18

)∣∣∣2
0

= 22
9 = 4

9 .

Además, 2
∫ 2

0

(∫ x
2

−x2

(2− x)dy
)
dx = 2

∫ 2

0

(2− x)xdx =
(
x2 − x3

3

)∣∣∣2
0

= 4− 8
3 = 4

3 .

Finalmente el volumen es 4
9 + 4

3 = 16
9 .

z) z = cosx cos y, x+ y = π
2 , y = 0, z = 0.

El volumen está dado por:∫ π
2

0

(∫ π
2−x

0

cosx cos ydy
)
dx =

∫ π
2

0

cosx sen y
∣∣∣π2−x
0

dx =∫ π
2

0

cos2 xdx = π
2 ·

1
2 = π

4 .

z

p π2
p1

π
2

p
-

	

6

y

x

x+ y = π
2

z = cosx cos y

a’) x2 + y2 = 4, z = 0, z = x+ y + 10.

El volumen en este caso es:∫ 2

−2

(∫ √
4−x2

−
√

4−x2
(x+10+y)dy

)
dx =

∫ 2

−2

(2(x+10)
√

4− x2+0)dx =∫ 2

−2

2x
√

4− x2dx+ 20
∫ 2

−2

√
4− x2dx =

z

p
2

-

p10

2
p

�

6

x

y

z = x+ y + 10
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2
3(4− x2)

3
2

∣∣∣2
−2

+ 20
(

1
2x
√

4− x2 + 2 arcsen x2

)∣∣∣2
−2

= 20
(
0 + 2

(
π
2 −

(
− π

2

)))
= 40π.

b’) x2 + y2 = 2x, 2x− z = 0, 4x− z = 0.

El volumen viene dado por:∫ 2

0

(∫ √
2x−x2

−
√

2x−x2
(4x− 2x)dy

)
dx =

∫ 2

0

2xy
∣∣∣√2x−x2

−
√

2x−x2
dx =

4
∫ 2

0

x
√

2x− x2dx = 2
3
2 ·8
∫ 2

0

(
x
2

) 3
2√2

√
1− x

2
dx
2 =

u=
x
2

z

q
2

q8

1
q -

6

9x
y

4

32
∫ 1

0

u
3
2 (1− u)

1
2 du = 32β( 5

2 ,
3
2 ) = 32

3
2

1
2Γ( 1

2 ) 1
2Γ( 1

2 )
3! = 2Γ( 1

2 )2 = 2π, ya que Γ( 1
2 ) =

√
π.

c’) x2 + y2 = a2, az = 2a2 + x2 + y2, z = 0.

La intersección de las superficies sucede cuando az =

2a2 + a2 =⇒ z = 3a, por lo que el volumen es:

1
a

∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

(2a2 + x2 + y2)dydx =

1
a

∫ 2π

0

(∫ a

0

(2a2 + r2)rdr
)
dθ =

z

q
a

-

q3a

a
q
2a

	

6

x

y

2π
a

(
a2r2 + 1

4r
4
)∣∣∣a

0
= 2π

a
5
4a

4 = 5
2πa

3.

d’) x2 + y2 = 2ax, z = x2 + y2

a , z = 0.

El volumen se calcula desde z = 0 a z = 1
a (x2 + y2),

sobre la región de integración que es el cı́rculo x2 + y2 =

2ax. Observemos que la intersección de las superficies

está sobre el plano z = 2ax
a = 2x. Ası́ tenemos que el

volumen es: (pasando a coordenadas polares):

z

q
a

q4a

2a
q

	
r = 2a cos θ1

6

- y

x

1
a

∫ 2a

0

(∫ √
2ax−x2

−
√

2ax−x2
(x2 + y2)dy

)
dx = 1

a

∫ π
2

−π2

(∫ 2a cos θ

0

r3dr
)
dθ = 1

a

∫ π
2

−π2

4a4 cos4 θdθ =

8a3

∫ π
2

0

cos4 θdθ = 8a3 1·3
2·4 ·

π
2 = 3

2πa
3.



92 Capı́tulo 2. Integrales dobles

e’) z = xy
a , x2 + y2 = ax, z = 0, x ≥ 0, y ≥ 0. El volumen

se determina por la superficie z = xy
a integrada sobre

el semicı́rculo x2 + y2 = ax (i.e. x ≥ 0). Usando coor-

denadas polares y considerando que el cı́rculo se escribe

0 ≤ r ≤ a cos θ, 0 ≤ θ ≤ π
2 , entonces el volumen es:

-

6

/

qqa
2

a

a
2

q x2 + y2 = ax
y

x

z

1
a

∫ a

0

(∫ √
ax−x2

0

xydy
)
dx = 1

a

∫ π
2

0

(∫ a cos θ

0

r3 sen θ cos θdr
)
dθ = 1

a
a4

4

∫ π
2

0

cos5 θ sen θdθ =

−a
3

4
cos6 θ

6

∣∣∣π2
0

= a3

24 .

Otra manera que se puede calcular la integral es:

1
a

∫ a

0

(∫ √
ax−x2

0

xydy
)
dx = 1

2a

∫ a

0

x(ax − x2)dx = 1
2a

∫ a

0

(ax2 − x3)dx = 1
2a

(
ax3

3 −

x4

4

)∣∣∣a
0

= 1
2aa

4
(

1
3 −

1
4

)
= a3

24 .

f ’) x2 + y2 = x, x2 + y2 = 2x, z = x2 + y2, x+ y = 0, x− y = 0, z = 0.

El volumen se extiende sobre la región R dibujada en la

gráfica, desde el plano z = 0 hasta z = x2 + y2. Pasando

a coordenadas polares tenemos:∫∫
R

(x2 + y2)dxdy =
∫ π

4

−π4

(∫ 2 cos θ

cos θ

r3dr
)
dθ =

1
4

∫ π
4

−π4

r4
∣∣∣2 cos θ

cos θ
dθ = 15

4

∫ π
4

−π4

cos4 θdθ =

z

p
1

p4

-

6

	

p
1p

2
x

y

y = xy = −x R

15
4

∫ π
4

−π4

(
cos 2θ + 1

2

)2

dθ = 15
16

∫ π
4

−π4

(cos2 2θ + 2 cos 2θ + 1)dθ =

15
16

(
1
2

∫ π
4

−π4

cos2 2θ2dθ+sen 2θ
∣∣∣π4
−π4

+ π
2

)
= 15

16

(∫ π
2

0

cos2 udu+2+ π
2

)
= 15

16

(
1
2 ·
π
2 +2+ π

2

)
=

15
16

(
3
4π + 2

)
= 45π

64 + 15
8 .
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g’) x2 + y2 = 2x, x2 + y2 = 2y, z = 0, z = x+ 2y.

Usando coordenadas polares se tiene que las circunfer-

encias se escriben r = 2 cos θ, r = 2 sen θ y el plano

z = x+ 2y = r(cos θ + 2 sen θ). Ası́:∫ 1

0

(∫ 1−
√

1−x2

√
2x−x2

(x+ 2y)
)
dydx =

z

p2

p3

2
p

6

-

= y = x

1

1

z = x+ 2y

z

z x2 + y2 = 2x

x2 + y2 = 2y

x

y

∫ π
4

0

(∫ 2 sen θ

0

r2(cos θ + 2 sen θ)dr
)
dθ +

∫ π
2

π
4

(∫ 2 cos θ

0

r2(cos θ + 2 sen θ)dr
)
dθ =

∫ π
4

0

8
3(sen3 θ cos θ + 2 sen4 θ)dθ +

∫ π
2

π
4

8
3(cos4 θ + 2 cos3 θ sen θ)dθ =

8
3

[
1
4 sen4 θ

∣∣∣π4
0

+ 2
∫ π

4

0

(
1− cos 2θ

2

)2

dθ − 1
2 cos4 θ

∣∣∣π2π
4

+
∫ π

2

π
4

(
1 + cos 2θ

2

)2

dθ
]

=

8
3

(
1
16 + 1

2

∫ π
4

0

(1− 2 cos 2θ + cos2 2θ)dθ + 1
8 + 1

4

∫ π
2

π
4

(1 + 2 cos 2θ + cos2 2θ)dθ
)

=

8
3

(
3
16 + 1

2

(
π
4 − sen 2θ

∣∣∣π4
0

+ 1
2

∫ π
2

0

cos2 udu
)

+ 1
4

(
π
4 + sen 2θ

∣∣∣π2π
4

+ 1
2

∫ π

π
2

cos2 udu
))

=

8
3

(
3
16 + π

8 −
1
2 + π

16 + π
16 −

1
4 + π

32

)
= 8

3

(
− 9

10 + 9π
32

)
= 3π

4 − 3
2 = 3

2

(
π
2 − 1

)
.

h’) z2 = xy, (x2 + y2)2 = 2xy, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

Usando coordenadas polares, r2 = 2 sen θ cos θ = sen 2θ

i.e. r =
√

sen 2θ, 0 ≤ θ ≤ π
2 . Ası́, el volumen es:∫∫

R

√
xydxdy =

∫ π
2

0

(∫ √
sen 2θ

0

r2
√

sen θ cos θdr
)
dθ =

z

q 1√
2

q1√
2

1√
2

q

6

x

y

z2 = xy

~
r =

√
sen 2θ

-

	

R

∫ π
2

0

1
3(sen 2θ)

3
2

(sen 2θ)
1
2√

2
dθ = 1

3
√

2

∫ π
2

0

sen2 2θdθ = 1
3
√

2

∫ π
2

0

sen2 udu = 1
3
√

2
·12 ·

π
2 =

π
√

2
24 .

i’) z = h arctan yx , x2 + y2 = a2, x = 0, z = 0, x ≥ 0, y ≥ 0.

Pasando a coordenadas polares tenemos z = h arctan(tan θ) =

hθ, por lo que:∫ π
2

0

(∫ a

0

hθrdr
)
dθ = ha

2

2 ·

(
π
2

)2

2 = hπ2a2

16 .

z

-

x

y

�

6

a
a

π
2
h
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50. Dar el volumen de una pirámide cuyos vértices son (0, 0, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 0), (0, 0, 1).

Solución V =
∫ 1

0

∫ x

0

zdydx =
∫ 1

0

∫ x

0

(1 − x)dxdy =∫ 1

0

x(1− x)dydx =
(

1
2x

2 − 1
3x

3
) ∣∣∣1

0
= 1

6 .

-

	

6

x

y

zq

q q(1, 1, 0)
(1, 0, 0)

z = 1− xq
- plano x+ z = 1

(0, 0, 1)

q

51. Calcular los volúmenes que expresan las siguientes integrales dobles sin integrar. Hacer

los gráficos respectivos.

a)
∫ 1

0

∫ 1−x

0

(1− x− y)dydx b)
∫ 2

0

∫ 2−x

0

(4− x− y)dydx

c)
∫ 2

0

∫ √
1−x2

0

(1− x)dydx d)
∫ 2

0

∫ 2

2−x
(4− x− y)dydx

e)
∫ a

0

∫ √
a2−x2

0

√
a2 − x2 − y2dydx.

Solución

a) V =
∫ 1

0

∫ 1−x

0

(1− x− y)dydx = 1
6 (volumen de una pirámide).

-

61

1
x

y

=

6

-

x

y

z

z = 1− x− y

y = 1− x

1

1

1

:

:

b)
∫ 2

0

∫ 2−x

0

(4− x− y)dydx = +1
3

2·2·2
2 + 2

(
1
2 ·2·2

)
= 4

3 + 4 = 16
3 , pues es el volumen de

una pirámide (superior) y un cilindro de base triangular de altura 2.

-

62

2
x

y

=

6

-

x

y

z

z = 4− x− y

y = 2− x

4

4

4

:

z

2

2

2
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c)
∫ 1

0

∫ √
1−x2

0

(1 − x)dydx = 1
2(π12)1 = π

2 , pues es la mitad de un cilindro de base π y

altura 1.

x2 + y2 = 1
6

p1-
p1

z

p
1

-

1
p�

6
x+ z = 13

y

x

d)
∫ 2

0

∫ 2

2−x
(4−x−y)dydx =

(
1
2(2·2)2

)
1
2 = 2, pues es la mitad del volumen de un cuerpo

de base triangular de altura 2.

-

62

2
x

y

=

6

-

x

y

z

z = 4− x− y

y = 2− x

4

4

4

:

z

2

2

2
2

2

e)
∫ a

0

∫ √
a2−x2

0

√
a2 − x2 − y2dydx = 1

8
4
3πa

2 = 1
6πa

2, pues es un octavo de una esfera de

radio a.

y =
√
a2 − x2

6

pa-
pa

x

z =
√
a2 − x2 − y2

pa
pa

a
p	

x

y-

6

52. Determinar el volumen limitado por las superficies siguientes:

a) z = x2 − y2, x = 1, y = 0, z = 0.

b) x2 + z2 = a2, y = 0, z = 0, y = x.

c) y =
√
x, y = 2

√
x, x+ z = 6, z = 0.

d) x+ y + z = a, 3x+ y = a, 3
2x+ y = 0, y = 0, z = 0.

Solución
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a)
∫ 1

0

∫ x

0

(x2 − y2)dydx =
∫ 1

0

(
x2y − y3

3

) ∣∣∣x
0
dx =

2
3

∫ 1

0

x3dx = 2
3

1
4x

4
∣∣∣1
0

= 1
6 .

z = x2 − y2
q1

1
q

	

6

-

x

y

z

b)
∫ a

0

∫ x

0

√
a2 − x2dydx =

∫ a

0

√
a2 − x2xdx =

−1
2(a2 − x2)

3
2 2
3

∣∣∣a
0

= 1
3a

3.

z

pa
pa

a p=
x

y

6

-

c)
∫ 6

0

∫ 2
√
x

√
x

(6− x)dydx =
∫ 6

0

(6− x)
√
xdx =

(
62
3x

3
2 − 2

5x
5
2

) ∣∣∣6
0

= 72
√

6
3 − 72

√
6

5 = 48
√

6
5 .

y
6

q6 -

q2
√

6

√
6

y = 2
√
x

y =
√
x

x

z

q2√60 q
q6

6 q

6

	

-
√

6
x+ z = 6

x

y

d) V =
∫ a

0

∫ 2a−y
3

a−y
3

(a− x− y)dxdy =
∫ a

0

(
ax− yx− 1

2x
2
) ∣∣∣x=2

3 (a−y)

x=
a−y

3

dy =∫ a

0

(
1
3(a− y)2 − 1

2
(a− y)2

3

)
dy = 1

6

∫ a

0

(a− y)2dy = 1
6

∫ a

0

u2du = 1
18a

3.

-

6a

a
x

y

=

6

-

x

y

z

a

a

a

2a
3

a
3

-

6a

a
y

x

2a
3
a
3

x+ y + z = a:

53. Determinar el volumen de los cuerpos limitados por las superficies siguientes:

a) x
2

a2
+ z2

c2
= 1, y = b

ax, y = 0, z = 0

b) x2 + y2 = a2, x2 + y2 + a2 = z2

c) 2(x2 + y2)− z2 = 0, x2 + y2 + a2 = z2

d) 2az = x2 + y2, x2 + y2 + z2 = 3a2, (volumen dentro del paraboloide)
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e) x2 + y2 = 2ax, x2 + y2 = z2, z = 0.

f) z = ae−(x2+y2), x2 + y2 = b2, z = 0.

g) z = x2

a2
+ y2

b2
, x

2

a2
+ y2

b2
= 2xa , z = 0.

Solución

a)
∫ a

0

∫ b
ax

0

c

√
1− x2

a2
dydx = 1

2abc
∫ a

0

2xa

√
1− x2

a2
dx =

−1
2abc

(
1− x2

a2

) 3
2 2

3

∣∣∣a
0

= 1
3abc.

z

qb
qc

a q
=

x

y

6

-

y = b
ax

b) Las superficies se intersecan en z = ±
√

2a. En efecto, sustituyendo la ecuación

x2 + y2 = a2 en x2 + y2 + a2 = z2 se tiene z2 = 2a2. El volumen es:

V = 2
∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

√
x2 + y2 + a2dydx = 2

∫ 2π

0

∫ a

0

√
r2 + a2rdrdθ = 2π(r2 + a2)

3
2 2
3

∣∣∣a
0

=

4
3π [(2a2)

3
2 − (a2)

3
2 ] = 4

3πa
3(2

√
2− 1).

y
6

qa -

qa
x

z
6

q
a

−a q -

q√2a

a
q

�
x

y

a
q

c) Sustituyendo x2 + y2 +a2 = z2 en 2(x2 + y2)− z2 = 0, tenemos z2 = 2a2 =⇒ z = ±
√

2a,

entonces al proyectar la intersección de las superficies sobre el plano z = 0, se tiene que

x2 + y2 = a2.

Ası́, V = 2
∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

(
√
x2 + y2 + a2 −

√
2
√
x2 + y2)dydx =

2
∫ 2π

0

∫ a

0

(
√
r2 + a2 −

√
2r)rdrdθ = 2π

∫ a

0

√
a2 + r22rdr − 4π

√
2
∫ a

0

r2dr =
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2π(r2 + a2)
3
2 2
3

∣∣∣a
0
− 4π

√
2r

3

3

∣∣∣a
0

= 4π
3 ((2a2)

3
2 − a3)− 4π

3
√

2a3 = 4π
3 a3(2

√
2− 1−

√
2) =

4π
3 a3(

√
2− 1).

y
6

qa -

qa
x

z
6

q
a

−a q -

q−a

a
q

) q
a

√
2a q

x

y

d) Como 2az = x2 +y2, x2 +y2 +z2 = 3a2 =⇒ z2 +2az−3a2 = 0 =⇒ (z−a)(z+3a) = 0, es

decir que las superficies se intersecan en z = a, por lo que al proyectar esta intersección

sobre el plano z = 0, se tiene x2 + y2 = 2a2. El volumen es:

V =
∫ √

2a

−
√

2a

∫ √
2a2−x2

−
√

2a2−x2

(√
3a2 − x2 − y2 − x2 + y2

2a

)
dydx =∫ 2π

0

∫ √
2a

0

(√
3a2 − r2 − r2

2a

)
rdrdθ = −π

∫ √
2a

0

(3a2 − r2)
1
2 (−2rdr)− π

a

∫ √
2a

0

r3dr =

2
3π((3a2)

3
2 − (a2)

3
2 )− π

4a (4a4) = πa3
(
2
√

3− 2
3 − 1

)
= πa3 6

√
3− 5
3 .

y
6

q√3a
√

2a q - x

z
6

q√
2a

√
3a

q -

q√
3a

√
3a

q y

�
x

qa

e) Puesto que z =
√
x2 + y2 y la región es el cı́rculo de centro (a, 0) y radio a, entonces

el volumen está dado por:

V =
∫ 2a

0

∫ √
2ax−x2

−
√

2ax−x2

√
x2 + y2dydx =

∫ π
2

−π2

∫ 2a cos θ

0

r2drdθ =
∫ π

2

−π2

1
3(2a cos θ)3dθ =

8a3

3 2
∫ π

2

0

cos3 θdθ = 16a3

3
2
3 = 32

9 a
3.
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y
6

q2a-qa x

z

qa -

q2a

2a
q

6

�
x

y

z =
√
x2 + y2

qq

f)
∫ b

−b

∫ √
b2−x2

−
√
b2−x2

ae−(x2+y2)dydx = a

∫ 2π

0

∫ b

0

e−r
2
rdrdθ = −aπ

∫ b

0

e−r
2
(−2rdr) =

−aπe−r
2
∣∣∣b
0

= aπ(1− e−b
2
).

-

6

b

z = ae−(x2+y2)

-

	

6

x

y

b

qa

q
g) Observemos que x2

a2
+ y2

b2
= 2xa ⇐⇒

(
x− a
a

)2

+ y2

b2
= 1 i.e.

(
x
a − 1

)2

+
(
y
b

)2

= 1.

En este caso las superficies se intersecan en z = 2xa , 0 ≤ x ≤ 2a y cuando x = 2a se tiene

z = 4.

El volumen es V =
∫ 2a

0

∫ b

√
2
x
a−

x2

a2

−b

√
2
x
a−

x2

a2

(
x2

a2
+ y2

b2

)
dydx =

∫ π
2

−π2

∫ 2 cos θ

0

abr2 rdrdθ = 16
4 ab

∫ π
2

−π2

cos4 θdθ =

8ab
∫ π

2

0

cos4 θdθ = 8ab1·32·4
π
2 = 3

2πab, usando el cambio de

variable x
a = r cos θ, y

b
= r sen θ, con Jacobiano J = abr.

z = x2

a2
+
y2

b2

p
b

p4

2a
p

	

(
x
a − 1

)2

+
y2

b2
= 1*

6

- y

x

54. Determinar la razón en que el hiperboloide x2 + y2 − z2 = a2, divide el volumen de la

esfera x2 + y2 + z2 ≤ 3a2.
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Solución Las superficies se intersecan en z =

±a. El volumen de la esfera menos el recorte del

elipsoide es:

V ∗ = 2
∫ 2π

0

∫ a
√

2

0

√
3a2 − r2rdrdθ −

2
∫ 2π

0

∫ a
√

2

a

√
r2 − a2rdrdθ =

2π(−2
3)(3a2 − r2)

3
2

∣∣∣a√2

0
− 2π(2

3)(r2 − a2)
3
2

∣∣∣a√2

a
=

4
3πa

3(3
√

3− 1)− 4
3πa

3 = 4
3πa

3(3
√

3− 2).

x2 + y2 − z2 = a2

qa

√
3a q

q√
3a

+

√
2a q a q

x

y

x2 + y2 + z2 = 3a2

-

6

El volumen del elipsoide es el cilindro de base
√

2a y altura 2a menos el recorte del

elipsoide que es 4
3πa

3, es decir 2aπ2a2 − 4
3πa

3 = 8
3πa

3. Ası́ la razón es:

V ∗/ [ 8
3πa

3 ] = 3
√

3− 2
2 .

55. Calcular el volumen V =
∫∫
R

f en los siguientes casos:

a) f(x, y) =


1− x− y si x+ y ≤ 1,

0 en los otros puntos de R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] .

b) f(x, y) =


x+ y si x2 ≤ y ≤ 2x2,

0 en los demás puntos de R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] .

c) f(x, y) =


x2 + y2 si x2 + y2 ≤ 1,

0 en los demás puntos de R = [−1, 1 ]× [−1, 1 ] .

d) f(x, y) =


(x+ y)−2 si x ≤ y ≤ 2x,

0 en los demás puntos de R = [ 1, 2 ]× [ 1, 4 ] .

Solución
a) Se sabe que:

V =
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(1− x− y)dy
)
dx =

∫ 1

0

(−xy − 1
2y

2 + y)
∣∣∣1−x
0

dx = 1
2

∫ 1

0

(x2 − 2x + 1)dx =(
1
6x

3 − 1
2x

2 + 1
2x
) ∣∣∣1

0
= 1

6 .

-

6

	1

1

1

f(x, y)1

x

y

z 6

-
1

1

x

y
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b) Tenemos que V =
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

∫ √
y√
y

2

(x+ y)dx

 dy =
∫ 1

0

(1
2x

2+xy
)∣∣∣√y√y

2

dy =

∫ 1

0

(
1
2y+ y

3
2 − 1

4y−
1√
2
y

3
2

)
dy =

∫ 1

0

(
y

3
2 −

√
2

2 y
3
2 + 1

4y
)
dy =

(√2
5 (

√
2− 1)y

5
2 + 1

8y
2
)∣∣∣1

0
=

21
40 −

√
2

5 .

y = x2, y = 2x2

6

-1

1

√
2

2

6

-

9

z = x+ y y

x

y

z

x

y

c)
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

−
√

1−x2
(x2 + y2)dy

)
dx =

∫ 1

−1

(x2y+ 1
3y

3)
∣∣∣√1−x2

−
√

1−x2
dx =

∫ 1

−1

(4
3x

2
√

1− x2 + 2
3

√
1− x2)dx =

(1
2 arcsenx+ 1

3x
3
√

1− x2 + 1
6x
√

1− x2
∣∣∣1
−1

= arcsen 1 = π
2 .

-

6

1R

d)
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 2

1

(∫ 2x

x

1
(x+ y)2

dy

)
dx =

∫ 2

1

− 1
x+ y

∣∣∣2x
x
dx =

∫ 2

1

(
− 1

3x + 1
2x

)
dx =

∫ 2

1

1
6xdx =

1
6 ln 2.

6

-q21 q

q4
1
q y = x

y = 2x

56. Sea f una función definida en el rectángulo R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] del siguiente modo:

f(x, y) =


1 si x = y

0 si x 6= y.

Demostrar la existencia de la integral doble
∫∫
R

f y que es igual a cero.
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Solución Dado que f es continua salvo en un conjunto de con-

tenido nulo, i.e. A = {(x, x)/0 ≤ x ≤ 1}, entonces f es inte-

grable. Ası́ tenemos que
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

(∫ 1

0

f(x, y)dx
)
dy,

pero
∫ 1

0

f(x, y)dx = 0, ya que f(x, y) = 0, ∀x ∈ [ 0, 1 ], salvo para

f(y, y) = 1, entonces
∫∫
R

f(x, y)dxdy =
∫ 1

0

0dy = 0.
-

6

	1

1

1

x

y

z

R

57. Calcular la integral doble y dibuje la región de integración R.

a)
∫∫
R

x cos(x+ y)dxdy, R es el triángulo de vértices (0, 0), (π, 0), (π, π).

b)
∫∫
R

(1 + x) sen ydxdy, R es el trapezoide (0, 0), (1, 0), (1, 2), (0, 1).

c)
∫∫
R

ex+ydxdy, R = {(x, y) ∈R2/|x|+ |y| ≤ 1}.

d)
∫∫
R

x2y2dxdy, R es la parte acotada del primer cuadrante situada entre las hipérbolas

xy = 1, xy = 2 y las rectas y = x, y = 4x.

e)
∫∫
R

(x2 − y2)dxdy, R es la región limitada por y = senx en el intervalo [ 0, π ].

Solución

a)
∫∫
R

x cos(x + y)dxdy =
∫ π

0

(∫ x

0

x cos(x+ y)dy
)
dx =∫ π

0

x sen(x + y)
∣∣∣x
0
dx =

∫ π

0

x(sen 2x − senx)dx =

(−1
2x cos 2x+ 1

4 sen 2x+ x cosx− senx)
∣∣∣π
0

= −3π
2 .

6

π

π
y = x

-

R

b)
∫∫
R

(1+x) sen ydxdy =
∫ 1

0

(∫ x+1

0

(1 + x) sen ydy
)
dx = −

∫ 1

0

(1+x) (cos(x+ 1)− 1) dx =

∫ 1

0

(1 + x)dx−
∫ 1

0

(1 + x) cos(x+ 1)dx =(
x+ 1

2x
2
) ∣∣∣1

0
− (cos(x+ 1) + (x+ 1) sen(x+ 1))

∣∣∣1
0

=

3
2 − cos 2− 2 sen 2 + cos 1 + sen 1.

6

1

2

y = x+ 1

-
R

c)
∫∫
R

ex+ydxdy =
∫ 0

−1

(∫ 1+x

−1−x
ex+ydy

)
dx+

∫ 1

0

(∫ 1−x

x−1

ex+ydy

)
dx =
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∫ 0

−1

ex+y
∣∣∣1+x
−1−x

dx+
∫ 1

0

ex+y
∣∣∣1−x
x−1

dx =∫ 0

−1

(e2x+1 − e−1)dx+
∫ 1

0

(e− e2x−1)dx =(
1
2e2x+1 − e−1x

) ∣∣∣0
−1

+
(
ex− 1

2e2x−1
) ∣∣∣1

0
=

1
2e− 3

2e−1 + e− e
2 + e−1

2 = e− e−1.

-

6

1

1

x− y = −1

x− y = 1

x+ y = 1

x+ y = −1

d)
∫∫
R

x2y2dxdy = A =
∫ √

2
2

1
2

(∫ 4x

1
x

x2y2dy

)
dx+

∫ 1

√
2

2

∫ 2
x

1
x

x2y2dy

 dx+
∫ √

2

1

∫ 2
x

x

x2y2dy

 dx =

∫ √
2

2

1
2

1
3x

2y3
∣∣∣4x1
x

dx+
∫ 1

√
2

2

1
3x

2y3
∣∣∣ 2x1
x

dx+
∫ √

2

1

1
3x

2y3
∣∣∣ 2x
x
dx =

6

-q
2

q4

y = x

y = 4x

xy = 2

xy = 1

1
2

1√
2
1
√

2∫ √
2

2

1
2

(
64x5

3 − 1
3x

)
dx+

∫ 1

√
2

2

7
3xdx+

∫ √
2

1

(
8
3x −

x5

3

)
dx =

(
32
9 x

6 − 1
3 lnx

) ∣∣∣
√

2
2

1
2

+ 7
3 lnx

∣∣∣1√2
2

+
(

8
3 lnx− x6

18

) ∣∣∣√2

1
= 7

18 −
ln 2
6 + ln 128

6 + 4
3 ln 2− 7

18 =

7
3 ln 2.

e)
∫∫
R

(x2 − y2)dxdy =
∫ π

0

(∫ sen x

0

(x2 − y2)dy
)
dx =

∫ π

0

(x2y − 1
3y

3)
∣∣∣sen x
0

dx =
∫ π

0

(x2 senx− 1
3 sen3 x)dx =(

sen2 x
9 − 9x2 − 20

9

)
cosx+ 2x senx

∣∣∣π
0

= 9π2 − 40
9 = π2 − 40

9 .

y = sen x
6

qπ -

q1

58. Una pirámide está determinada por los tres planos coordenados y el plano x+2y+3z = 6.

Representar el sólido y calcular el volumen por integral doble.
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Solución El volumen de la pirámide es:

V =
∫∫
R

1
3(6− x− 2y)dxdy = 1

3

∫ 6

0

(∫ 1
2 (6−x)

0

(6− x− 2y)dy
)
dx =

1
3

∫ 6

0

((6− x)y − y2)
∣∣∣ 12 (6−x)

0
dx = 1

12

∫ 6

0

(x− 6)2dx =

1
36x(x

2 − 18x+ 108)
∣∣∣6
0

= 6.

-

6

	6

3

2

x+ 2y + 3z = 61

x

y

z

6

-
6

3

x

y

R

x+ 2y = 6

59. Un sólido está limitado por la superficie z = x2−y2, el plano xy y los planos x = 1, x = 3.

Representar el sólido y calcular su volumen por integración doble.

Solución El volumen está comprendido entre las

rectas y = ±x, para x ∈ [ 1, 3 ], entonces:

V =
∫ 3

1

∫ x

−x
zdydx =

∫ 3

1

∫ x

−x
(x2 − y2)dydx =∫ 3

1

(x2y − 1
3y

3)
∣∣∣x
−x
dx =

∫ 3

1

4
3x

3dx = 1
3x

4
∣∣∣3
1

= 80
3 .

z

3
q

	

1
q

x

- y

6

z = x2 − y2

-

6

31 x

y

60. Calcular el volumen determinado por la función f(x, y) en la región R:

a) f(x, y) = x2 + y2, R = {(x, y) ∈R2/|x| ≤ 1, |y| ≤ 1}.

b) f(x, y) = 3x+ y, R = {(x, y) ∈R2/4x2 + 9y2 ≤ 36, x ≥ 0, y ≥ 0}.

c) f(x, y) = 2x+ y + 20, R = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 ≤ 16}.

Solución

a)
∫ 1

−1

∫ 1

−1

(x2 + y2)dxdy =
∫ 1

−1

(
x3

3 + y2x
)∣∣∣1
−1
dy =∫ 1

−1

(
2y2 + 2

3

)
dy =

(
2
3y

3 + 2
3y
)∣∣∣1
−1

= 8
3 .

z

p
1

p
2

1
p -

6

	

b) La región está limitada por el plano 3x+ y − z = 0 y el primer cuadrante de la elipse

x2

9 + y2

4 = 1 y aquı́ f(x, y) ≥ 0.
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V =
∫ 3

0

∫ 2

√
1−x

2

9

0

f(x, y)dydx =

∫ 3

0

∫ 2
3

√
9−x2

0

(3x + y)dydx =
∫ 3

0

(3xy + 1
2y

2)
∣∣∣ 23√9−x2

0
dx =∫ 3

0

(
2x
√

9− x2 + 2
9(9− x2)

)
dx =(

−2
3(9− x2)

3
2 − 2

27x
3 + 2x

) ∣∣∣3
0

= 22.

z

q2
3
q -

6

)

z = 3x+ y

x

y

c) Se observa que en el cı́rculo de radio 4 y centro (0, 0), f(x, y) es siempre positiva. Ası́:

V =
∫ 4

−4

∫ √
16−x2

−
√

16−x2
f(x, y)dydx =∫ 4

−4

∫ √
16−x2

−
√

16−x2
(2x+ y + 20)dydx =∫ 4

−4

(2xy + 1
2y

2 + 20y)
∣∣∣√16−x2

−
√

16−x2
dx =

z

q
4

-

q20

4
q

�

6

x

y

2x+ y − z + 20 = 0

∫ 4

−4

4(x+ 10)
√

16− x2dx = 4
(

(1
2x
√

16− x2 + 8 arcsen x4 )10− 1
3(16− x2)

3
2

) ∣∣∣4
−4

=

320 (arcsen 1− (− arcsen 1)) = 320π.

2.6 Masa, centro de gravedad, momentos de inercia, aplicaciones

Recordemos que los momentos estáticos están dados pormx =
∫∫
R

ydxdy,my =
∫∫
R

xdxdy.

La masa está dada por m =
∫∫
R

dxdy.

Los centros de gravedad están dados por x̄ =
my
m , ȳ = mx

m . Los momentos de inercia

respecto al eje x es Ix =
∫∫
R

y2dxdy y respecto al eje y, Iy =
∫∫
R

x2dxdy.

61. Usando integración doble, calcular los momentos estáticos de las figuras planas ho-

mogéneas siguientes:

a) del rectángulo de lados a y b, con respecto al lado a.

b) del semicı́rculo con respecto al diámetro.

c) del cı́rculo respecto a una tangente.
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d) del triángulo de base a y b, respecto a la base.

Solución
a) En este caso tenemos que el momento que buscamos

es:

mx =
∫ b

0

(∫ b

0

ydy
)
dx = 1

2ab
2.

6

b

- x

y

a

b) El momento que buscamos es:

mx =
∫ a

−a

(∫ √
a2−x2

0

ydy
)
dx = 1

2

∫ a

−a

(
a2 − x2

)
dx

= 1
2
(
a2x− 1

3x
3
)∣∣∣a
−a

= a3 − 1
3 = 2

3a
3.

y
6

qa -

qa
x

y =
√
a2 − x2

c) Tomando el cı́rculo (x − a)2 + y2 = a2, el momento de

inercia respecto a una tangente (eje y) es:

my =
∫ 2a

0

(∫ √
2ax−x2

−
√

2ax−x2
xdy

)
dx

=
∫ π

2

−π2

(∫ 2a cos θ

0

cos θ r2dr
)
dθ =

∫ π
2

−π2

8a
3

3 cos4 θdθ

y
6

q2aa q -

qa

−a
q

x

(x− a)2 + y2 = a2

r = 2a cos θ

= 16
3 a

3

∫ π
2

0

cos4 θdθ = 16
3 a

3·1·32·4
π
2 = πa3.

d) Tomando como base el eje x, el momento es:

my =
∫ b

0

(∫ h
b x

0

xdy
)
dx+

∫ a

b

(∫ x−a
b−a h

0

xdy
)
dx

=
∫ b

0

h
b
x2dx−

∫ a

b

h
x(x− a)
b− a

dx

= 1
3hb

2 +
h
(
a2 + ab− 2b2

)
6 =

ah(a+ b)
6 .

y

- x
b a

h

6 y = h
b
x

y =
x− a
b− a

h

62. Usando integración doble, determinar los centros de gravedad de las figuras planas

homogéneas siguientes:

a) la figura limitada por mitad superior de la elipse la cual se apoya en el eje mayor.

b) la figura limitada por la sinusoide y = senx, el eje x y la recta x = π
4 .

c) del segmento circular correspondiente al ángulo central 2α, radio a.

d) de la figura limitada por la curva cerrada y2 = x2 − x4, x ≥ 0.

Solución
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a) Sabemos que m = 1
2πab. Además:

ȳ = 1
m

∫ a

−a

(∫ b

√
1−x

2

a2

0

ydy
)
dx = 1

m

∫ π

0

(∫ 1

0

ab2r2dr
)

sen θdθ

=
1
3ab

2

1
2πab

∫ π

0

sen θdθ = 4b
3π . -

a

b
6

−a

y = b

√
1− x2

a2

x

y

x̄= 1
m

∫ a

−a

(∫ b

√
1−x

2

a2

0

xdy
)
dx = 0.

b) Se tiene que:

m=
∫ π

4

0

(∫ sen x

0

dy
)
dx =

∫ π
4

0

senxdx = − cosx
∣∣∣π4
0

= 2−
√

2
2 ,

π
4

6

- x

√
2

2

ȳ = 1
m

∫ π
4

0

(∫ sen x

0

ydy
)
dx = 1

2m

∫ π
4

0

sen2 xdx = 1
2m

∫ π
4

0

(
1− cos 2x

2

)
dx

= 1
2m

(
x
2 −

sen 2x
2

)∣∣∣π4
0

= 1
2−

√
2

(
π
8 −

1
4

)
= 1

8

(
π
2 − 1

)(
2 +

√
2
)
.

x̄= 1
m

∫ π
4

0

(∫ sen x

0

xdy
)
dx = 1

m

∫ π
4

0

x senxdx = 1
m (senx− x cosx)

∣∣∣π4
0

= 2
2−

√
2

(√2
2 − π

2

√
2

2

)
=

√
2

2−
√

2

(
1− π

4

)
=
(√

2 + 1
)(

1− π
4

)
.

c) Tenemos que:

m=
∫ a

a cosα

(∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

dy
)
dx =

∫ α

−α

(∫ a

a
cosα
cos θ

rdr
)
dθ

= 1
2

∫ α

−α

(
a2 − a2 cos2 θ sec2 θ

)
dθ

-

6

x

y

a

a

]α

r = a cosα
cos θ

?

= a2

2
(
θ − cos2 α tan θ

)∣∣∣α
−α

= a2(α− senα cosα).

x̄= 1
m

∫ α

−α

(∫ a

a
cosα
cos θ

cos θ r2dr
)
dθ = 1

3m

∫ α

−α

(
a3 − a3 cos3 α

cos3 θ

)
cos θdθ

= a3

3m

∫ α

−α

(
cos θ − cos3 α sec2 θ

)
dθ = a3

3m
(
sen θ − cos3 α tan θ

)∣∣∣α
−α

= 2a3· sen3 α
3a2(α− senα cosα)

= 2a sen3 α
3(α− senα cosα) .

ȳ = 0 por simetrı́a.
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d) Podemos escribir y = ±x
√

1− x2, 0 ≤ x ≤ 1, i.e.

m=
∫ 1

0

(∫ x
√

1−x2

−x
√

1−x2
dy
)
dx = 2

∫ 1

0

x
√

1− x2dx = −2
3
(
1− x2

) 3
2

∣∣∣1
0

= 2
3 .

x̄= 1
m

∫ 1

0

(∫ x
√

1−x2

−x
√

1−x2
xdy

)
dx = 2

m

∫ 1

0

x2
√

1− x2dx

y
6

q1 -

q 12

− 1
2

q
x

=
x2=u

1
m

∫ 1

0

√
u
√

1− udu = 3
2β( 3

2 ,
3
2 ) = 3

2

1
2Γ( 1

2 ) 1
2Γ( 1

2 )
2! = 3

16π, pues Γ( 1
2 ) =

√
π.

ȳ = 0 por simetrı́a.

63. Determinar los momentos de inercia de las figuras planas homogéneas siguientes:

a) cı́rculo de radio a respecto a una tangente.

b) elipse respecto a su centro.

c) del rectángulo de lados a y b, con respecto al punto de intersección de las diagonales.

d) del triángulo isósceles, de base a y la altura h, con respecto a su vértice.

e) del cı́rculo de radio a, respecto al punto situado sobre su circunferencia.

Solución

a) Tomando el cı́rculo (x − a)2 + y2 = a2 (i.e. r = 2a cos θ,

−π
2 ≤ θ ≤ π

2 ), calculemos:

Iy =
∫∫
R

x2dxdy =
∫ π

2

−π2

(∫ 2a cos θ

0

r3 cos2 θdr
)
dθ

y
6

q2aRq -

qa
x

r = 2a cos θ

= 16
4

∫ π
2

−π2

a4 cos6 θdθ = 8a4

∫ π
2

0

cos6 θdθ = 4a4 1·3·5
2·4·6

π
2 = 5

4πa
4.

b) Tomamos el centro de la figura en el origen de coordenadas,

entonces debemos calcular I0 =
∫∫
R

(
x2 + y2

)
dxdy. Es sufi-

ciente determinar:∫∫
R

x2dxdy =
∫ 2π

0

(∫ 1

0

a2r3 cos2 θ abdr
)
dθ

= a3b

∫ 1

0

r3dr

∫ 2π

0

cos2 θdθ = a3b144π2
1
2 = 1

4a
3bπ,

a

b

-

6

R

i.e.
∫∫
R

y2dxdy = 1
4ab

3π por razones de simetrı́a. Ası́, I0 = 1
4ab
(
a2 + b2

)
π.
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c) Tomemos el origen en el centro del rectángulo, entonces:∫∫
R

y2dxdy =
∫ a

2

−a2

(∫ b
2

− b2

y2dx
)
dy = 1

12ab
3.

-

6

R

b
2

a
2

Por simetrı́a
∫∫
R

x2dxdy = 1
12a

3b, por lo que I0 =
∫∫
R

(
x2 + y2

)
dxdy = 1

12ab
(
a2 + b2

)
.

d) Tomando el origen en el vértice del triángulo (ver el

dibujo adjunto) tenemos que:∫∫
R

y2dxdy =
∫ h

0

(∫ a
2hy

− a
2hy

y2dx
)
dy =

∫ h

0

a
h
y3dy =

1
4
a
h
y4
∣∣∣h
0

= 1
4ah

3. qa2−a
2 q -

qh6
R

y = 2h
a x

y = − 2h
a x

∫∫
R

x2dxdy =
∫ h

0

(∫ a
2hy

− a
2hy

x2dx
)
dy =

∫ h

0

2
3
a3y3

3·8h3
dy = 1

12
a3

h3
1
4h

4 = 1
48ha

3.

Y finalmente I0 = ah
48
(
a2 + 12h2

)
.

e) Colocando el centro del cı́rculo de radio a en (0, a) i.e.

(x− a)2 + y2 = a2, debemos calcular I0:

I0 =
∫∫
R

(
x2 + y2

)
dxdy =

∫ π
2

−π2

(∫ 2a cos θ

0

r3dr
)
dθ

y
6

q2aq -

qa
x

R

= 4
∫ π

2

−π2

a4 cos4 θdθ = 8
∫ π

2

0

a4 cos4 θdθ = 8a4 1·3
2·4

π
2 = 3

2πa
4.

64. Demostrar que la suma de los momentos de inercia de una figura plana R, con respecto

a la cualquier par de ejes perpendiculares entre sı́, que están en el mismo plano que R

y que pasan por un punto fijo O, es constante.

Solución Tomemos como origen del sistema de coordenadas

el punto O y la figura R sobre el plano. Sea el sistema x, y

un sistema ortogonal en el plano y consideremos el sistema

x′, y′ otro sistema ortogonal, resultante de una rotación α del

primero i.e. -

6

I

�R

x′

y′

y

xα

O

]
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x′ = x cosα+ y senα

y′ = y cosα− x senα

 −→
x = x′ cosα+ y′ senα

y = x′ senα− y′ cosα,

el Jacobiano de la transformación es

∣∣∣∣∣∣∣
cosα senα

− senα cosα

∣∣∣∣∣∣∣ = 1, entonces:

∫∫
R

(
x′2 + y′2

)
dx′dy′ =

∫∫
R

(
(x cosα+ y senα)2 + (y cosα− x senα)2

)
dxdy

=
∫∫
R

(
x2 + y2

)
dxdy = I0,

es decir I0 es el mismo para cualquier sistema de coordenadas perpendiculares entre sı́.

65. Determinar la masa de una lámina cuadrada de lado 2a, si la densidad del material de

la misma es proporcional al cuadrado de distancia a partir del punto de intersección de

las diagonales y en las esquinas del cuadrado igual a 1.

Solución La densidad es δ(x, y) = k
(
x2+y2

)
y δ(a, a) = k2a2 = 1

=⇒ k = 1
2a2

, entonces:

m=
∫ a

−a

(∫ a

−a

1
2a2

(
x2 + y2

)
dy
)
dx = 2

2a2

∫ a

−a

(
x2y + y3

3

)∣∣∣a
0
dx

-

6a

a

(a, a)

= 1
a

∫ a

−a

(
x2 + 1

3a
2
)
dx = 1

a

(
x3

3 + 1
3a

2x
)∣∣∣a
−a

= 2
a

(
a3

3 + a3

3

)
= 4

3a
2.

66. Un anillo plano limitado por las circunferencias concéntricas de radio a y b, b > a, tiene

densidad inversamente proporcional a la distancia al centro de las circunferencias. De-

terminar la masa del anillo, si la densidad sobre la circunferencia interior es igual a 1.

Solución En este caso la densidad es δ(x, y) = k√
x2 + y2

y

δ(0, a) = k
a = 1 i.e. k = a, entonces δ(x, y) = a√

x2 + y2
y

tenemos:

m =
∫ 2π

0

(∫ b

a

a
r rdr

)
dθ = 2πa(b− a).

6

qq -
ba

67. Una figura limitada por una elipse de semiejes a y b, tiene una masa de modo que su

densidad es proporcional a la distancia desde el eje mayor, siendo igual a γ a la distancia

unidad del mismo eje. Determinar la masa.
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Solución Tomando a > b tenemos que δ(x, y) = k|y|,

δ(0, 1) = γ = k1 i.e. k = γ. Ası́, (x = ar cos θ, y = br sen θ):

qa−a q qb
−b

q -

6

m =
∫ 2π

0

(∫ 1

0

kab2r| sen θ|rdr
)
dθ = ab2γ 1

3r
3
∣∣∣1
0
·4
∫ π

2

0

sen θdθ = 4
3ab

2γ.

68. Determinar el centroide de la región R, dada por:

a) y = x2, x+ y = 2

b) y2 = x+ 3, y2 = 5− x

c) x− 2y + 8 = 0, x+ 3y + 5 = 0, x = −2, x = 4

d) y = sen2 x, y = 0, 0 ≤ x ≤ π

e) y = senx, y = cosx, 0 ≤ x ≤ π
4

f) y = lnx, y = 0, 1 ≤ x ≤ a

g) x
2
3 + y

2
3 = 1, x = 0, y = 0 en el primer cuadrante

h)
√
x+

√
y = 1, x = 0, y = 0.

Solución

a) El área es
∫∫
R

dxdy =
∫ 1

−2

(∫ 2−x

x2
dy

)
dx =

∫ 1

−2

(2− x− x2)dx = (2x− 1
2x

2 − 1
3x

3)
∣∣∣1
−2

= 9
2 ,∫∫

R

xdydx =
∫ 1

−2

x(2−x−x2)dx =
∫ 1

−2

(2x−x2−x3)dx =

(x2 − 1
3x

2 − 1
4x

4)
∣∣∣1
−2

= −9
4 .

y
6

-q2−2 q

q4

x+ y = 2

y = x2

x

1

1

∫∫
R

ydydx =
∫ 1

−2

1
2y

2
∣∣∣2−x
x2

dx = 1
2

∫ 1

−2

(
(2− x)2 − x4

)
dx = (2x−x2 + 1

6x
3− 1

10x
5)
∣∣∣1
−2

= 36
5 .

Ası́ x̄ =
−9

4
9
2

= −1
2 , ȳ =

36
5
9
2

= 8
5 .
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b) El área es:
∫∫
R

dxdy =
∫ 2

−2

(∫ 5−y2

y2−3

dx

)
dy =

∫ 2

−2

(8− 2y2)dy = (8y − 2
3y

3)
∣∣∣2
−2

= 64
3 ,∫∫

R

xdxdy =
∫ 2

−2

(∫ 5−y2

y2−3

xdx

)
dy = 1

2

∫ 2

−2

x2
∣∣∣5−y2

y2−3
dy =

−2
∫ 2

−2

(y2 − 4)dy = 64
3 ,

y
6

-q5−3 q
q2

−2 q

y2 − 3 = x

x = −y2 + 5

x1

∫∫
R

ydydx =
∫ 2

−2

(∫ 5−y2

y2−3

ydx

)
dy =

∫ 2

−2

y(8 − 2y2)dy = 0, pues la función g(y) =

y(8− 2y2) es impar.

Finalmente x̄ =
64
3
64
3

= 1, ȳ = 0. El valor de ȳ = 0 era previsible desde que hay simetrı́a

respecto al eje x.

c) Área =
∫ 4

−2

∫ 1
3 (−5−x)

1
2 (x+8)

dy

 dx = −
∫ 4

−2

5x+ 34
6 dx = −39,

∫∫
R

xdydx = −
∫ 4

−2

(5
6x

2 + 17
3 x)dx = −54,

y
6

q4−8 q -

q6 x+ 3y + 5 = 0

x− 2y + 8 = 0

x−2

∫∫
R

ydydx =
∫ 4

−2

1
2y

2
∣∣∣ 13 (−5−x)

1
2 (x+8)

dx = −
∫ 4

−2

5x2 + 104x+ 476
72 dx = − 1

72(5
3x

3+52x2+476x)
∣∣∣4
2

=

−50, por lo que x̄ = 18
13 , ȳ = 50

39 .

d) Área=
∫ π

0

sen2 xdx = 2
∫ π

2

0

sen2 xdx = 21
2
π
2 = π

2 ,∫∫
R

xdydx =
∫ π

0

(
x

∫ sen2 x

0

dy

)
dx =

∫ π

0

x sen2 xdx =

(−1
2x senx cosx+ 1

4 sen2 x+ 1
4x

2)
∣∣∣π
0

= π2

4 ,

y = sen2 x6

-qπ
q1

∫∫
R

ydydx =
∫ π

0

(∫ sen2 x

0

ydy

)
dx =

∫ π

0

1
2 sen4 xdx = 1

221·3
2·4

π
2 = 3π

16 , por lo cual tenemos

x̄ =
π2

4
π
2

= π
2 , ȳ =

3π
16
π
2

= 3
8 .

e) Área=
∫ π

4

0

(∫ cos x

sen x

dy

)
dx =

∫ π
4

0

(cosx− senx)dx = (senx+ cosx)
∣∣∣π4
0

=
√

2− 1,
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∫∫
R

xdydx =
∫ π

4

0

x(cosx− senx)dx =

((x+ 1) cosx+ (x− 1) senx)
∣∣∣π4
0

=
√

2
4 π − 1,

y
6

-q
π
2

q1
x

π
4

√
2

2

∫∫
R

ydydx =
∫ π

4

0

1
2y

2
∣∣∣cos x
sen x

dx = 1
2

∫ π
4

0

(cos2 x− sen2 x)dx = 1
2

∫ π
4

0

cos 2xdx = 1
4 sen 2x

∣∣∣π4
0

=

1
4 =⇒ x̄ =

√
2

4 π − 1
√

2− 1
=
(√

2
4 π − 1

)
(
√

2 + 1), ȳ = 1
4(
√

2− 1)
= 1

4(
√

2 + 1).

f) Área=
∫ a

1

(∫ ln x

0

dy

)
dx =

∫ a

1

lnxdx =

(x lnx− x)
∣∣∣a
1

= a ln a− a+ 1,

6

-qa1 q
qlog a

∫∫
R

xdydx =
∫ a

1

x lnxdx =
(

1
2x

2 lnx− 1
4x

2
) ∣∣∣a

1
= 1

2a
2 ln a− 1

4a
2 + 1

4 ,

∫∫
R

ydydx =
∫ a

1

1
2 ln2 xdx =

(
1
2x ln2 x− x lnx+ x

) ∣∣∣a
1

= 1
2a ln2 a− a ln a+ a− 1,

entonces x̄ = 2a2 ln a− a2 + 1
4a ln a− 4a+ 4 , ȳ = a ln2 a

2(a ln a− a+ 1) − 1.

g) Área=
∫∫
R

dxdy =
∫ 1

0

∫ (1−x2/3)3/2

0

dydx =
∫ 1

0

(1− x
2
3 )

3
2 dx.

Sea x = sen3 t, dx = 3 sen2 t cos tdt, entonces:∫ 1

0

(1− x
2
3 )

3
2 dx =

∫ π
2

0

cos3 t(3 sen2 t cos t)dt =

y
6

-q1
q1

x2/3 + y2/3 = 1

x

3
∫ π

2

0

cos4 t(1− cos2 t)dt = 3

(∫ π
2

0

cos4 tdt−
∫ π

2

0

cos6 tdt

)
= 3

(
3
4

1
2
π
2 −

5
6

3
4

1
2
π
2

)
= 3π

16 ,

∫∫
R

xdxdy =
∫ 1

0

1
2y

2
∣∣∣(1−x2/3)3/2

0
dx =

∫ 1

0

1
2(1− x

2
3 )3dx = 3

2

∫ π
2

0

cos6 t(sen2 t cos tdt) =

3
2

∫ π
2

0

cos7 t sen2 tdt = 3
2

(∫ π
2

0

cos7 tdt−
∫ π

2

0

cos9 tdt

)
= 3

2

(
2
3

4
5

6
7 −

2
3

4
5

6
7

8
9

)
= 16

315 .

Por razones de simetrı́a
∫∫
R

xdxdy =
∫∫
R

ydxdy, por lo que x̄ = ȳ = 256
315π .
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h) Área=
∫∫
R

dxdy =
∫ 1

0

∫ 1+x−2
√
x

0

dydx =
∫ 1

0

(1+x−2
√
x)dx =

(
1
2x

2 − 4
3x

3
2 + x

)∣∣∣1
0

= 1
6 ,

y = 1 + x− 2
√
x

6

-q1
q1
R

∫∫
R

xdxdy =
∫ 1

0

x(1 + x− 2
√
x)dx =

∫ 1

0

(x2 − 2x
3
2 + x)dx =

(
x3

3 − 4x
5
2

5 + x2

2

)∣∣∣1
0

= 1
30 ,∫∫

R

ydxdy =
∫ 1

0

1
2y

2
∣∣∣1+x−2

√
x

0
dx = 1

2

∫ 1

0

(1 + x− 2
√
x)2dx = 1

2

∫ 1

0

(1−
√
x)4dx =

(
1
6x

3 − 4
5x

5
2 + 3

2x
2 − 4

3x
3
2 + x

)∣∣∣1
0

= 1
30 .

Al igual que en el caso anterior, se pudo prever que
∫∫
R

xdxdy =
∫∫
R

ydxdy, por razones

de simetrı́a. Ası́, x̄ = ȳ =
1
30
1
6

= 1
5 .

69. Una lámina delgada está limitada por el arco de parábola y = 2x − x2, 0 ≤ x ≤ 2.

Determinar la masa, si la densidad en cada punto (x, y) es f(x, y) = 1− y
1 + x .

Solución La masa está dad por m =
∫∫
R

f(x, y)dxdy =

∫ 2

0

(∫ 2x−x2

0

1− y
1 + x

dy

)
dx =

∫ 2

0

2y − y2

2(1 + x)

∣∣∣2x−x2

0
dx =

−
∫ 2

0

x(x− 2)(x2 − 2x+ 2)
2(x+ 1)

dx =∫ 2

0

(
−1

2x
3 + 5

2x
2 − 11

2 x+ 15
2 − 15

4(x+ 1)

)
dx =

y
6

-q2
q1

1

(
−1

8x
4 + 5

6x
3 − 11

4 x
2 + 15

2 x−
15
2 ln(1 + x)

) ∣∣∣2
0

= 26
3 − 15

2 ln 3.

70. Determinar el centro de gravedad de una lámina delgada rectángular ABCD si la den-

sidad en todos sus puntos es el producto de sus distancias a los lados AB y AD.
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Solución Tomando el punto A en el origen, tenemos

que la densidad se traduce en f(x, y) = xy, entonces:

y
6

-pB
pD C

a

b

(x, y)

x

y p p
x

Área =
∫∫
R

xydxdy =
∫ a

0

xdx

∫ b

0

ydy = 1
4a

2b2∫∫
R

xf(x, y)dxdy =
∫ a

0

x2dx

∫ b

0

ydy = 1
6a

3b2∫∫
R

yf(x, y)dxdy =
∫ a

0

xdx

∫ b

0

y2dy = 1
6a

2b3,

i.e x̄ = 2
3a, ȳ = 2

3b.

71. Determinar los momentos de inercia Ix, Iy de una lámina delgada R del plano y deter-

minada por las curvas siguientes (f(x, y) es la densidad).

a) y = sen2 x, y = − sen2 x, −π ≤ x ≤ π, f(x, y) = 1.

b) xa + y
b

= 1, xc + y
b

= 1, y = 0, 0< c < a, b > 0, f(x, y) = 1.

c) (x− r)2 + (y − r)2 = r2, x = 0, y = 0, 0 ≤ x ≤ r, 0 ≤ y ≤ r, f(x, y) = 1.

d) xy = 1, xy = 2, x = 2y, y = 2x, x > 0, y > 0, f(x, y) = 1.

e) y = ex, y = 0, 0 ≤ x ≤ a, f(x, y) = xy.

f) y =
√

2x, y = 0, 0 ≤ x ≤ 2, f(x, y) = |x− y|.

Solución

a) Ix =
∫∫
R

y2dydx =
∫ π

−π

(∫ sen2 x

− sen2 x

y2dy

)
dx =

∫ π

−π

2
3 sen6 xdx = 42

3

∫ π
2

0

sen6 xdx = 8
3 ·

5·3·1
6·4·2 ·

π
2 = 5π

12 ,

Iy =
∫∫
R

x2dydx =
∫ π

−π

(
x2

∫ sen2 x

− sen2 x

dy

)
dx =

y
6

qπ−π q -

q1

−1
q

x

y = ± sen2 x

∫ π

−π
2x2 sen2 xdx =

(
−1

2(2x2 − 1) senx cosx+ x sen2 x+ 1
6x(2x

2 − 3)
) ∣∣∣π

−π
= 1

3π(2π2 − 3).
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b) Ix =
∫∫
R

y2dydx =
∫ b

0

∫ a(1−
y

b )

c(1−
y

b )

y2dx

 dy =

∫ b

0

y2(y− b)a− c
b

dy = a− c
b

(
1
4y

4 − b13y
3
) ∣∣∣b

0
= 1

12b
3(a− c),

y

-qa
qb

c
q x

x
a +

y

b
= 1

x
c +

y

b
= 1

6

Iy =
∫ b

0

∫ a(1−
y

b )

c(1−
y

b )

x2dx

 dy =
∫ b

0

1
3x

3
∣∣∣a(1−yb )

c(1−
y

b )
dy =

∫ b

0

(a3 − c3)
3b3

(b− y)3dy = 1
12b(a

3− c3).

c) Ix =
∫∫
R

y2dydx =
∫ r

0

(∫ r

r−
√

2xr−x2
y2dy

)
dx =

1
3

∫ r

0

[x
3
2 (2r − x)

3
2 + 3r2

√
x
√

2r − x+ 3rx(x− 2r) ] dx = q2r-
y = r −

√
2xr − r2

r

r

6

R

R

y

x

(
5
4r

4 arctan
√
x√

2r − x
−
√
x

24 (2x3−6rx2−11r2x+15r3)
√

2r − x+ 1
3rx

2(x−3r)
)∣∣∣r

0
= 5

16r
4π−

2
3r

4,

Iy =
∫∫
R

x2dydx =
∫ r

0

x2
√

2xr − x2dx =

[
5
4r

4 arctan
√
x√

2r − x
+
(

1
4x

7
2 − 1

12rx
5
2 − 5

24r
2x

3
2 − 5

8r
3
√
x
)√

2r − x
]∣∣∣r

0
= 5

16r
4π − 2

3r
4.

En este caso se podı́a prever que Ix = Iy, dada la simetrı́a de la región R y la uniformi-

dad de la densidad f(x, y) = 1. Es claro que si f(x, y) no fuera constante, en general

Ix 6= Iy a pesar de la simetrı́a de la región R.

d) Ix =
∫∫
R

y2dydx =
∫ 1

1√
2

(∫ 2x

1
x

y2dy

)
dx+

∫ √
2

1

∫ 2
x

1
x

y2dy

 dx+
∫ 2

√
2

∫ 2
x

1
2x

y2dy

 dx = -q
2

q2

y = 1
2x

y = 2x

xy = 2

xy = 1

1√
2
1
√

2

6

√
2

1
1√
2

∫ 1

1√
2

1
3y

3
∣∣∣2x1
x

dx+
∫ √

2

1

1
3y

3
∣∣∣ 2x1
x

dx+
∫ 2

√
2

1
3y

3
∣∣∣ 2x1
2x
dx =

∫ 1

1√
2

(
8
3x

3 − 1
3x3

)
dx+

∫ √
2

1

7
3x3

dx+

∫ 2

√
2

(
8

3x3
− x3

24

)
dx =

(
2
3x

4 + 1
6x2

) ∣∣∣11√
2

− 7
6x2

∣∣∣√2

1
−
(

4
3x2

+ x4

96

) ∣∣∣2√
2

= 1
3 + 7

12 + 5
24 = 9

8 .

Observamos que como f(x, y) = 1 y la región R es simétrica respecto al eje y = x, en-

tonces como Ix = Iy = 9
8 .
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e) Ix =
∫∫
R

xy3dydx =
∫ a

0

(∫ ex

0

xy3dy

)
dx =

∫ a

0

x
4 y

4
∣∣∣ex

0
dx =

1
4

∫ a

0

xe4xdx = 1
64(4x− 1)e4x

∣∣∣a
0

= 1
64(4a− 1)e4a + 1

64 ,

Iy =
∫∫
R

x3ydydx =
∫ a

0

(∫ ex

0

x3ydy

)
dx = 1

2

∫ a

0

x3e2xdx =

y = ex

6

-qaR

qea

1
q

(
1
4x

3e2x − 3
8x

2e2x + 3
8xe

2x − 3
16e2x

) ∣∣∣a
0

= 1
16(4a3 − 6a2 + 6a− 3)e2a + 3

16 .

f) Ix =
∫∫
R

|x − y|y2dydx =
∫ 2

0

(∫ √
2x

0

|x− y|y2dy

)
dx =

∫ 2

0

(∫ x

0

(x− y)y2dy

)
dx +

∫ 2

0

(∫ √
2x

x

(y − x)y2dy

)
dx =

y
6

-q2
q2

R

y = x

y =
√

2x

∫ 2

0

1
12x

4dx+
∫ 2

0

(
1
4y

4 − x
3 y

3
)∣∣∣∣
√

2x

x

dx = 8
15 +

∫ 2

0

(
x4

12 −
2
√

2
3 x

5
2 + x2

)
dx =

8
15 +

(
x5

60 −
4
√

2
21 x

7
2 + 1

3x
3

) ∣∣∣2
0

= 8
15 + 16

105 = 72
105 .

Iy =
∫∫
R

x2|x− y|dydx =
∫ 2

0

(∫ √
2x

0

x2|x− y|dy

)
dx =

∫ 2

0

(∫ x

0

(x− y)x2dy

)
dx+

∫ 2

0

(∫ √
2x

x

(y − x)x2dy

)
dx =

∫ 2

0

(
x3y − 1

2x
2y2
) ∣∣∣x

0
dx+

∫ 2

0

(
1
2x

2y2 − x3y
) ∣∣∣√2x

x
dx =∫ 2

0

1
2x

4dx+
∫ 2

0

(
1
2x

4−
√

2x
7
2 +x3

)
dx = 1

10x
5
∣∣∣2
0
+
(

1
10x

5−2
√

2
9 x

9
2 +1

4x
4
)∣∣∣2

0
= 16

5 + 4
45 = 148

45 .

72. Teorema de Steiner Sea R una lámina delgada de masa m y sean `0 y ` rectas

paralelas en el plano R, pasando `0 por el centro de gravedad de R. Demostrar que

I` = I`0 +mh2, donde h es la distancia entre las dos rectas `0 y `.

Solución Sin perder generalidad, podemos suponer

que `0 es eje x. Sabemos que I`0 =
∫∫
R

y2dydx y si `

es una recta paralela a `0 situada a una distancia h, se

tiene que:
- `

R
-q `o

h
6

?

6

I` =
∫∫
R

(y + h)2dydx =
∫∫
R

y2dydx+ 2
∫∫
R

yhdydx+
∫∫
R

h2dydx = I`0 + 2hmy +mh2.
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Notemos que por hipótesis, `0 pasa por el centro de gravedad de la lámina R y se tiene

que y = 0, por lo tanto, Il = Il0 +mh2.

73. El contorno de una lámina delgada es una elipse de semi-ejes a y b, ` representa una

recta en el plano de la lámina, que pasa por el centro de la elipse y forma un ángulo α

con el eje de la longitud 2a. Si la densidad es constante y la masa m, demostrar que el

momento de inercia I` es igual a 1
4m(a2 sen2 α+ b2 cos2 α).

Solución I` =
∫∫
R

δ(x, y)cdxdy, donde δ es la distancia

de un punto (x, y) de la elipse a la recta `. Ası́, la recta

` tiene por ecuación senαx− cosαy = 0 y la distancia de

un punto (x, y) a ` es senαx− cosαy
sen2 α+ cos2 α

= senαx− cosαy.

-

6
b

a

`

K
R

x2

a2
+
y2

b2
= 1

α

Si f(x, y) es la densidad, f(x, y) = c y la masa de la elipse es m = abcπ. Ası́ tenemos que

si x = ar cos θ, y = ar sen θ, J = abr, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1, entonces:

I` =
∫∫
R

c(senαx− cosαy)2dxdy = c

∫ 2π

0

(∫ 1

0

r2(a senα cos θ − b cosα sen θ)2abrdr
)
dθ =

1
4r

4
∣∣∣1
0
cab
(∫ 2π

0

a2 sen2 α cos2 θdθ+
∫ 2π

0

b2 cos2 α sen2 θdθ−2ab senα cosα
∫ 2π

0

sen θ cos θdθ
)

=

1
4abc(a

2 sen2 α 4π2
1
2 + b2 cos2 α 4π2

1
2 + 0) = 1

4m(a2 sen2 α+ b2 cos2 α).

74. Encontrar la distancia media desde el vértice de un cuadrado de lado h a los puntos

interiores de los mismos.

Solución En este caso f(x, y) =
√
x2 + y2, entonces la

distancia media es:

1
Área(R)

∫∫
R

√
x2 + y2dxdy = 1

h2

∫∫
R

√
x2 + y2dxdy =

y
6

-qh
qh

x

R

2
h2

∫ h

0

(∫ x

0

√
x2 + y2dy

)
dx = 2

h2

∫ h

0

(1
2y
√
x2 + y2 + x2

2 ln(y +
√
x2 + y2

)∣∣∣x
0
dx =

2
h2

∫ h

0

(√2
2 x2 + x2

2 ln
(
x(
√

2 + 1)
)
− x2

2 lnx
)
dx = 2

h2

∫ h

0

(√2
2 + 1

2 ln(
√

2 + 1))x2dx =

1
h2

(√
2 + ln(

√
2 + 1))h

3

3 = 1
3
(√

2 + ln(
√

2 + 1))h.

75. Sea δ la distancia desde un punto arbitrario P interior a un cı́rculo de radio r a un punto
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fijo P0 cuya distancia al centro del cı́rculo es h. Calcular el valor medio de la función δ2

en la región limitada por el cı́rculo.

Solución Sin pérdida de generalidad en el prob-

lema, tomemos el origen en el centro del cı́rculo.

Sea Po = (xo, yo), con h =
√
x2
o + y2

o , entonces

δ2 = (x−xo)2+(y−yo)2 = x2+y2−2xox−2yoy+h2,

con lo cual se tiene:

-

6

R

qPo = (xo, yo)

r

h

�

	

qP

x

y

∫∫
R

δ2(x, y)dxdy =
∫ 2π

0

(∫ r

0

(ρ2 − 2xoρ cos θ − 2yoρ sen θ + h2)ρdρ
)
dθ =

1
4r

4 2π − 0− 0 + h2 ρ
2

2

∣∣∣r
0
2π = 1

2r
4π + h2r2π.

Como el área del cı́rculo es πr2, el valor medio es 1
|R|

∫∫
R

δ2(x, y)dxdy = 1
2r

2 + h2.

76. Hallar la masa de una lámina circular de radio a, si su densidad es proporcional a la

distancia desde el punto al centro e igual a δ en el borde de la lámina.

Solución Se tiene que ρ = kr, donde r es la distancia

del punto (x, y) al origen i.e. r =
√
x2 + y2 y como ρ(a) =

δ =⇒ k = δ
a =⇒ ρ = δ

ar. Finalmente tenemos:

a

m =
∫∫
R

ρdxdy =
∫ 2π

0

∫ a

0

δ
ar

2drdθ = 2π δa
a3

3 = 2
3πδa

2.

77. Una lámina tiene la forma de un triángulo rectángulo con catetos OB = a, OA = b; su

densidad en cualquier punto es igual a la distancia desde esta al cateto OA . Determinar

los momentos estáticos de la lámina con respecto a los catetos OA y OB .

Solución En este caso tenemos que ρ(x, y) = y. El segmento AB está dado por la recta

y = a− a
b
x. Ası́ tenemos:

mx =
∫∫
R

y2dxdy =
∫ b

0

∫ a−ab x

0

y2dydx =
∫ b

0

1
3y

3
∣∣∣a−ab x
0

dx = 1
3

∫ b

0

(
a− a

b
x
)3

dx =
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− b
12a

(
a− a

b
x
)4 ∣∣∣b

0
= 1

12a
4 b
a = 1

12a
3b.

my =
∫∫
R

xydxdy =
∫ b

0

∫ a−ab x

0

ydy xdx =

∫ b

0

1
2

(
a− a

b
x
)2

xdx = 1
2

∫ b

0

(
a2x− 2a

2

b
x2 + a2

b2
x3

)
dx =

1
2

(
1
2a

2b2 − 2
3a

2b2 + 1
4a

2b2
)

= 1
24a

2b2.
-

6

r
x

y

a

b
A

B

6

?
-�

R

y = a
b
(b− x)

78. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la curva y =

senx, la recta OA que pasa por el origen y por el vértice A =
(
π
2 , 1
)

de la sinusoide.

Solución Se tiene que m =
∫∫
R

1dxdy =

∫ π
2

0

∫ sen x

2
π x

dydx =
∫ π

2

0

(
senx− 2

πx
)
dx =

(
− cosx− 2

π
x2

2
)∣∣∣∣
π
2

0

= 0− π2

4π + 1 = 4− π
4 .

6

qπ -

q1
π
2

x

y

y = 2
π x

9

mx =
∫∫
R

ydxdy = 1
2

∫ π
2

0

∫ sen x

2
π x

ydydx = 1
2

∫ π
2

0

(
sen2 x− 4

π2
x2
)
dx = 1

2

(
1
2
π
2 −

4
3π2

π3

8

)
=

1
2

(
π
4 −

π
6

)
= π

24 =⇒ ȳ = π
6(4− π)

.

my =
∫∫
R

xdxdy =
∫ π

2

0

∫ sen x

2
π x

xdydx =
∫ π

2

0

(
x senx− 2

πx
2
)
dx =

(
senx− x cosx− 2

3πx
3
)∣∣∣∣
π
2

0

=
(
1− 2

3π
π3

8
)

= 12− π2

12 =⇒ x̄ = 12− π2

12
4

4− π
= 12− π2

3(4− π)
.

79. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la car-

dioide r = a(1 + cos θ).
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Solución Es claro que por razones de simetrı́a ȳ = 0.

m =
∫∫
R

dxdy =
∫ 2π

0

∫ a(1+cos θ)

0

rdrdθ = 1
2

∫ 2π

0

a2(1 + cos θ)2dθ =

a2

2

∫ 2π

0

(1 + 2 cos θ + cos2 θ)dθ= a2

2
(
2π + 2 sen θ

∣∣∣∣2π
0

+4
∫ π

2

0

cos2 θdθ
)
=

a2

2
(
2π + 4π4

)
= 3

2πa
2.

q2a
qa

-

6

x

y

mx =
∫∫
R

ydxdy =
∫ 2π

0

∫ a(1+cos θ)

0

r2 sen θdrdθ = 1
3

∫ 2π

0

a3(1 + cos θ)3 sen θdθ =

−a
3

3
(1 + cos θ)4

4

∣∣∣∣2π
0

= 0 i.e. ȳ = 0.

my =
∫∫
R

xdxdy =
∫ 2π

0

∫ a(1+cos θ)

0

r2 cos θdrdθ = 1
3

∫ 2π

0

a3(1 + cos θ)3 cos θdθ =

a3

3

∫ 2π

0

(1+3 cos θ+3 cos2 θ+cos3 θ) cos θdθ = 1
3a

3

∫ 2π

0

(cos θ+3 cos2 θ+3 cos3 θ+cos4 θ)dθ =

4
3a

3

∫ π
2

0

(3 cos2 θ + cos4 θ)dθ = 4
3a

3(3π2
1
2 + π

2
1
2 ·

3
4) = 5

4πa
3 =⇒ x̄ = 5

6a.

80. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de un sector circular de radio a,

cuyo ángulo central es igual a 2α.

Solución En este caso también ȳ = 0 por la simetrı́a de la figura,

como verificaremos. Ası́:

m =
∫∫
R

dxdy =
∫ α

−α

∫ a

0

rdrdθ = 2α1
2a

2 = αa2.

mx =
∫∫
R

ydxdy =
∫ α

−α

∫ a

0

r2 sen θdrdθ = − 1
3r

3
∣∣∣a
0
cos θ

∣∣∣α
−α

= 0 =⇒

ȳ = 0.

-

6

o
α a

my =
∫∫
R

xdxdy =
∫ α

−α

∫ a

0

r2 cos θdrdθ =
∫ α

−α
cos θdθ

∫ a

0

r2dr = 2
3a

3 senα =⇒ x̄ =

2a senα
3α .

81. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las parábolas

y2 = 4x+ 4, y2 = −2x+ 4.
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Solución De antemano que observa que ȳ = 0.

Además:

m =
∫∫
R

dxdy =
∫ 2

−2

∫ 4−y2

2

y2−4

4

dxdy =
∫ 2

−2

(3 − 3
4y

2)dy =

(
3y − 1

4y
3
)∣∣∣∣2
−2

= 8.

mx =
∫∫
R

ydydx =
∫ 2

−2

y(3− 3
4y

2)dy =
(3y2

2 − 3
16y

4
)∣∣∣2
−2

=

0 i.e ȳ = 0.

q2−1 q
q2

-

6

x

y

y2 = 4x+ 4

y2 = −2x+ 4*

my =
∫∫
R

xdydx =
∫ 2

−2

∫ 4−y2

2

y2−4

4

xdxdy =
∫ 2

−2

1
2x

2
∣∣∣ 4−y2

2
y2−4

4

dy =

1
2

∫ 2

−2

( (4− y2)2

4 − (y2 − 4)2

16
)
dy = 3

32

∫ 2

−2

(4− y2)2dy = 3
32
(
16y − 8

3y
3 + 1

5y
5
)∣∣∣∣2
−2

=

3
16
(
32− 64

3 + 32
5
)

= 16
15 =⇒ x̄ = 2

15 .

82. Calcular el momento de inercia de un anillo circular de diámetro d y D (d < D):

a) con respecto a su propio centro

b) con respecto al diámetro.

Solución I0 =
∫∫
R

(x2 + y2)dydx =
∫ 2π

0

∫ D/2

d/2

r3drdθ =

2π
4 r4

∣∣∣D/2
d/2

= π
32(D4 − d4).

Por simetrı́a tenemos que Ix =
∫∫
R

x2dxdy =
∫∫
R

y2dxdy =

Iy =⇒ Ix = Iy = 1
2I0 = π

64(D4 − d4).

-

6

d
2

D
2

x

y

83. Calcular el momento de inercia del triángulo limitado por las rectas x + y = 2, x = 2,

y = 2, con respecto al eje x.

Solución En este caso tenemos:

Ix = Iy =
∫∫
R

x2dxdy =
∫ 2

0

x2

∫ 2

2−x
dydx =

∫ 2

0

x3dx = 1
4x

4
∣∣∣2
0

= 4.

6

-

R

2

2 3 x+ y = 2

84. Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado a con respecto al eje que,
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pasando por uno de sus vértices, es perpendicular al plano del cuadrado.

Solución Se entiende que es el momento de inercia re-

specto al vértice O i.e.

IO =
∫∫
R

(x2 + y2)dxdy =
∫ a

0

∫ a

0

(x2 + y2)dxdy =∫ a

0

∫ a

0

x2dxdy +
∫ a

0

∫ a

0

y2dxdy = 2ax
3

3

∣∣∣∣a
0

= 2
3a

4.
-

6

	

q
O a

x

y

R

85. Calcular el momento de inercia de la región interceptada por la parábola y2 = ax, por

la recta x = a, respecto a la recta y = −a.

Solución El problema es equivalente a trasladar al eje

x a la recta y = −a. Ası́ tenemos:

Ix =
∫ a

0

∫ a+
√
ax

a−
√
ax

y2dydx =
∫ a

−a

∫ a

y2

a

y2dxdy =∫ a

−a
y2
(
a− y2

a
)
dy =

(
ay3 − y5

5a
)∣∣∣∣a

0

= 2
(
a4 − a4

5
)

= 8
5a

4.

qa-
qa

−a
q y = −a

6
y

x

86. Calcular el momento de inercia de la superficie limitada por la hipérbola xy = 4 y la

recta x+ y = 5, con respecto a la recta x = y.

Solución Las curvas se intersecan cuando xy = 4, x + y = 5 =⇒ y(5 − y) = 4 =⇒

y2 − 5y + 4 = 0 =⇒ y = 1, 4 i.e. en (1, 4), (4, 1).

La distancia desde el punto (x, y) a la recta x = y es igual a

d = x− y√
2

, entonces:

I` =
∫∫
R

d2dxdy = 1
2

∫ 4

1

∫ 5−x

4
x

(x2 − 2xy + y2)dydx =

−1
2

∫ 4

1

7x6 − 60x5 + 162x4 − 125x3 − 48x2 + 64
6x3

dx =

16 ln 2− 75
8 .

6

q
4

-q5
R

x+ y = 5

1

y

x

qRId (x, y)

1

4

87. En una lámina cuadrada de lado a, la densidad es proporcional a la distancia hasta uno

de sus vértices. Calcular el momento de inercia de dicha lámina respecto a los lados que

pasan por el vértice.
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Solución Sin pérdida de generalidad, colocaremos el vértice

en el origen. Ası́ ρ = k
√
x2 + y2, entonces:

Ix = Iy = k

∫∫
R

x2ρ(x, y)dxdy = k

∫ a

0

∫ a

0

x2
√
x2 + y2dxdy =

k

∫ π
4

0

∫ a sec θ

0

r4 sen2 θdrdθ + k

∫ π
2

π
4

∫ a csc θ

0

r4 sen2 θdrdθ = -

6

R

a

a

θ = π
4

k
5

∫ π
4

0

a5 sen2 θ
cos5 θ

dθ + k
5

∫ π
2

π
4

a5 sen2 θ
sen5 θ

dθ = k
5a

5

∫ π
4

0

tan2 θ sec3 θdθ + k
5a

5

∫ π
2

π
4

cosec3 θdθ =

k
5a

5
[(1

8 ln cos θ
sen θ + 1 −

sen θ
8 cos2 θ

+ sen θ
cos4 θ

)∣∣∣∣π
4

0

+
(
− 1

2 cosec θ cotg θ + 1
2 ln tan θ2

)∣∣∣∣
π
2

π
4

]
=

k
5a

5
[
1
8 ln

√
2k√

2
2 + 1

−

√
2

2

8 1
2

+

√
2

2
1
4

+

√
2

2

2(
√

2
2 )2

+ 1
2 ln tan π8

]
=

k
40a

5
(
3
√

2− ln(
√

2 + 1) + 4 ln(
√

2 + 1) + 4
√

2
)

= k
40a

5
(
7
√

2 + 3 ln(
√

2 + 1)
)
.

Recuerde que tan θ2 = sen θ
1 + cos θ .

88. Determinar el momento de inercia de la cardioide r = a(1 + cos θ) con respecto al polo.

Solución Se tiene que Io =
∫∫
R

(x2 + y2)dxdy =

∫ 2π

0

∫ a(1+cos θ)

0

r3drdθ =
∫ 2π

0

1
4a

4(1 + cos θ)4dθ =

1
4a

4

∫ 2π

0

(1 + 4cos θ + 6 cos2 θ + 4cos3 θ + cos4 θ)dθ =

a4

∫ π
2

0

(1 + 6 cos2 θ+ cos4 θ)dθ = a4
(π
2 + 6π4 + 1·3

2·4
π
2
)

= a4π 35
16 .

r = a(1 + cos θ)

q2a-
qa6

R

89. Calcular el momento de inercia de la superficie de la lemniscata r2 = 2a2 cos 2θ con

respecto al eje, perpendicular al plano de la misma que pasa por el polo.

Solución Se busca la inercia respecto al polo, por lo que:

I0 =
∫∫
R

(x2 + y2)dxdy = 2
∫ π

4

−π4

∫ √
2a2 cos 2θ

0

r3drdθ =

2
∫ π

4

−π4

4a4

4 cos2 2θdθ = a4

∫ π
2

−π2

cos2 ψdψ = 2a4π
2

1
2 = 1

2πa
4.

r = a
√

2 cos 2θ

6

q√2a-

θ = π
4

θ = −π
4

90. Calcular el momento de inercia de una lámina homogénea limitada por un arco de la
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cicloide x=a(θ − sen θ), y=a(1− cos θ) y el eje x, con respecto al eje x y al eje y.

Solución Se tiene que (ver ejercicio 10, página 35):

Ix =
∫∫
R

y2dxdy =
∫ 2πa

0

∫ f(x)

0

y2dydx =

∫ 2π

0

a(1− cos θ) 1
3a

3(1− cos θ)3dθ =

x = a(θ − sen θ), y = a(1− cos θ)
6

q2πa-
q2a

R

πa

y = f(x)-

1
3a

4

∫ 2π

0

(1− cos θ)4dθ = 1
3a

4

∫ 2π

0

(1− 4cos θ + 6 cos2 θ − 4cos3 θ + cos4 θ)dθ =

4
3a

4

∫ π
2

0

(1 + 6 cos2 θ + cos4 θ)dθ = 4
3a

4 35
16π = 35

12πa
4.

Iy=
∫∫
R

x2dxdy=
∫ 2πa

0

∫ y=f(x)

0

x2dydx=
∫ 2πa

0

x2y(x)dx=
∫ 2π

0

a2(θ−sen θ)2a2(1−cos θ)2dθ=

a4

∫ 2π

0

(sen2 θ cos2 θ − 2θ sen θ cos2 θ + θ2 cos2 θ − 2 sen2 θ cos θ + 4θ sen θ cos θ − 2θ2 cos θ +

sen2 θ − 2θ sen θ + θ2)dθ =

a4
[(
− 1

4 sen θ cos3 θ + 1
8 sen θ cos θ + 1

8θ
)
−
(2
3θ cos3 θ + 2

9 sen θ cos2 θ + 4
9 sen θ

)
+ 1

4
(
2θ2 −

1) sen θ cos θ − 1
2θ sen2 θ + 1

12θ(2θ
2 + 3) − 2

3 sen3 θ + sen θ cos θ + 2θ sen2 θ − θ − (4θ cos θ +

2(θ2 − 2) sen θ
)

+ 1
2(θ − sen θ cos θ)− (sen θ − 2θ cos θ) + 1

3θ
3
]∣∣∣2π

0
=
π(48π2 − 35)

12 a4.

Recuerde que el valor medio de una función f(x, y) en una región R es:

f̄ = 1
|R|

∫∫
R

f(x, y)dxdy,

donde |R| en el área de R.

91. En cada caso determinar el valor medio de la función f(x, y) en la región indicada:

a) f(x, y) = 2x+ y, R : limitada por x = 0, y = 0, x+ y = 3.

b) f(x, y) = x+ 6y, R : limitado por y = x, y = 5x, x = 1.

c) f(x, y) =
√
a2 − x2 − y2, R : x2 + y2 ≤ a2.

d) f(x, y) = 12− 2x− 3y, R : limitada por x = 0, y = 0, 12− 2x− 3y = 0.

Solución
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a) El área de R es 1
23·3 = 9

2 . Ası́ tenemos que:

f = 1
|R|

∫∫
R

f dxdy = 2
9

∫ 3

0

(∫ 3−x

0

(2x + y)dy
)
dx =

2
9

∫ 3

0

(
2xy+ 1

2y
2
)∣∣∣3−x

0
dx = 2

9

∫ 3

0

(
− 3

2x
2 + 3x+ 9

2

)
dx =

y
6

q3 -

q3
x

x+ y = 3

R

2
9

(
−1

2x
3 + 3

2x
2 + 9

2x
) ∣∣∣3

0
= 2

9 ·
27
2 = 3.

b) El área de R es |R| =
∫ 1

0

∫ 5x

x

dydx =
∫ 1

0

4xdx = 2x2
∣∣∣1
0

= 2.

f = 1
|R|

∫ 1

0

∫ 5x

x

(x+ 6y)dydx = 1
2

∫ 1

0

(4x2 + 3(25x2 − x2))dx =

1
2

∫ 1

0

76x2dx = 38
3 x

3
∣∣∣1
0

= 38
3 .

6

1
-

5

x

y

y = 5x

y = x1

R

c) El área de R es |R| = πa2 y tenemos:

f = 1
|R|

∫∫
R

√
a2 − x2 − y2dx = 1

πa2

∫ 2π

0

∫ a

0

√
a2 − r2 rdrdθ =

− 1
3πa2

2π(a2 − r2)
3
2

∣∣∣a
0

= 2
3a2

a3 = 2
3a.

y
6

qa−a q -

qa

−a
q

xR

d) El área de R es |R| = 1
2 ·6·4 = 12 y se tiene que:

f = 1
12

∫ 6

0

∫ − 2
3x+4

0

(12− 2x− 3y)dy

 dx = -

4

6

6

y

x
R

y = − 2
3
x+ 4

− 1
12

∫ 6

0

(
12y − 2xy − 3

2y
2
) ∣∣∣− 2

3x+4

0
dx = 1

12

∫ 6

0

(
2
3x

2 − 8x+ 24
)
dx =

1
12

(
2
9x

3 − 4x2 + 24x
) ∣∣∣6

0
= 48

12 = 4.

92. Hallar el valor medio de la función f(x, y) = xy2 en la región R = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ].

Solución Dado que |R| =
∫∫
R

dxdy =
∫ 1

0

dx

∫ 1

0

dy = 1,

∫∫
R

xy2dxdy =
∫ 1

0

∫ 1

0

xy2dxdy = 1
6 . En conclusión f̄ =

1
|R|

∫∫
R

f(x, y)dxdy = 1
6 .

y
6

p1-
p1p

x
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93. Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto (x, y) del cı́rculo (x− a)2 +

y2 ≤ b2, al origen de coordenadas.

Solución La función f(x, y) = x2 + y2, entonces:∫ b

−b

∫ a+
√
b2−y2

a−
√
b2−y2

(x2 + y2)dxdy =
∫ b

−b

(
1
3x

3 + y2x
)∣∣∣x=a+√b2−y2

x=a−
√
b2−y2

dy =∫ b

−b

(
1
3(a+

√
b2 − y2)3+y2(a+

√
b2 − y2)− 1

3(a−
√
b2 − y2)3−y2(a−

√
b2 − y2)

)
dy=∫ b

−b

(
2
3(3a2

√
b2 − y2 + (b2 − y2)

3
2 ) + 2y2

√
b2 − y2

)
dy =

[
2a2(

y
√
b2 − y2

2 + b2

2 arcsen y
b
) + 2

3(
y(b2 − y2)

3
2

4 +
3b2y(b2 − y2)

1
2

8 + 3
8b

4 arcsen y
b
) +

2(−y(b
2 − y2)

3
2

4 +
3b2y(b2 − y2)

1
2

8 + b4

8 arcsen y
b
)
]b
−b

=

2a2b2π2 + 2
3

3
82b4π2 + 2b

4

8 2π2 = a2πb2 + 1
2πb

4.

Además, |R| =
∫∫
R

dxdy = πb2 =⇒ f̄ = a2 + 1
2b

2.

y
6

q
a

-

b y = ±
√
b2 − (x− a)2

x

x
6

-

x = a±
√
b2 − y2

qa b

−b b
y

2.7 Ejercicios especiales

94. a) Para (m, ε) ∈R× ] 0, 1 [, calcular Im,ε =
∫∫

[ ε,1 ]2

dxdy
(x+ y)m

.

b) Estudiar, para m fijo, el lı́mite de Im,ε, cuando ε → 0+.

Solución

a)
∫ 1

ε

∫ 1

ε

dxdy
(x+ y)m =

∫ 1

ε

1
m− 1

1
(x+ y)m−1

∣∣∣∣1
ε

dy =
∫ 1

ε

1
m− 1

(
1

(1 + y)m−1− 1
(ε + y)m−1

)
dy =

1
(m− 1)(m− 2) [ 2−m+2 − 2(1 + ε)−m+2 + (2ε)−m+2 ], si m 6= 1, m 6= 2.

I1,ε = 2 ln 2− 2(1 + ε) ln(1 + ε) + 2ε ln 2ε, I2,ε = − ln 2 + 2 ln(1 + ε)− ln 2ε.

b) Si m ∈ ]−∞, 1 [∪ ] 1, 2 [, Im,ε −→ 22−m − 2
(m− 1)(m− 2) , cuando ε → 0.
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— m ∈ ] 2,∞ [, Im,ε −→ +∞, cuando ε → 0,

— m = 1, I1,ε −→ 2 ln 2, cuando ε → 0,

— m = 2, I2,ε −→ +∞, cuando ε → 0.

95. a) Calcular el área de R = {(x, y) ∈R2/
√
x+

√
y ≥ 1,

√
1− x+

√
1− y ≥ 1}.

b) Calcular el área de ∆ = {(x, y)∈R∗2
+ /α ≤

y
x ≤ β, a ≤ xy ≤ b}, para α, β, a, b∈R, tales

que 0< α < β, 0< a < b.

Solución

a) Debemos tener 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, por lo que:

√
y ≥ 1−

√
x =⇒ y ≥ 1+x−2

√
x;
√

1− y ≥ 1−
√

1− x =⇒

y ≤ 2
√

1− x− 1 + x.

6
1

1

y = 2
√

1− x+ x− 1

y = (1−
√
x)2

-

El área es
∫∫
R

dxdy =
∫ 1

0

∫ 1−(1−
√

1−x)2

(1−
√
x)2

dydx = 2
∫ 1

0

(
√

1− x+
√
x− 1)dx = 2

3 .

b) Si se efectúa el cambio de variable u = y
x , v = xy =⇒ y =

√
uv, x =

√
v
u , α ≤ u ≤ β,

a ≤ v ≤ b, el Jacobiano es

∣∣∣∣∣∣∣
∂x
∂u

∂x
∂v

∂y
∂u

∂y
∂v

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣
− v

1
2

2u3/2
1

2u1/2v1/2

v1/2

2u1/2
u1/2

2v1/2

∣∣∣∣∣∣∣∣ = − 1
2u y el área es:

∫∫
∆

dxdy =
∫ β

α

1
2u

∫ b

a

dv du = 1
2(b− a) ln βα.

96. Establecer, para n ∈N∗,
n∑
k=1

1
k2

=
n∑
i=1

(−1)i+1 1
i

(
n

i

)(
i∑

j=1

1
j

)
.

Solución
n∑
k=1

1
k2

=
∫ 1

0

∫ 1

0

n∑
k=1

xk−1yk−1dxdy =
∫ 1

0

∫ 1

0

1− (xy)n
1− xy dx dy. Efectuando el

cambio de variable u = 1− xy, (para y fijo) tenemos:∫ 1

0

1− (xy)n
1− xy dx = 1

y

∫ 1

1−y

1− (1− u)n
u du = 1

y
n∑
i=1

(−1)i+1

(
n

i

)
1
i
(1− (1− y)i).

Ası́, efectuando el cambio de variable 1− y = z se tiene:
n∑
k=1

1
k2

=
n∑
i=1

(−1)i+1

(
n

i

)
1
i

∫ 1

0

1− (1− y)i
y dy =

n∑
i=1

(−1)i+1

(
n

i

)
1
i

∫ 1

0

1− zi

1− z
dz =

n∑
i=1

(−1)i+1

(
n

i

)
1
i

∫ 1

0

(1 + z + · · ·+ zi−1)dz =
n∑
i=1

(−1)i+1

(
n

i

)
1
i

i∑
j=1

1
j .

97. Para a > 0, sea Da = {(x, y) ∈ R2/x2 + y2 ≤ a2}, ∆a = {(x, y) ∈ R2/|x| ≤ a, |y| ≤ a},
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f(x, y) = e−x
2−y2

, Ia =
∫∫
Da

f(x, y)dxdy, Ja =
∫∫
∆a

f(x, y)dxdy.

a) Calcular Ia.

b) Probar que Ia ≤ Ja ≤ Ia
√

2.

c) Deducir
∫ ∞

0

e−x
2
dx = 1

2

√
π.

Solución
a) Pasando de coordenadas cartesianas a coordenadas po-

lares: Ia =
∫ 2π

0

∫ a

0

e−r
2
rdr = π(1 − e−a

2
). Ver ejercicio

53f), página 96.

b) Como Da ⊂ ∆a ⊂ Da
√

2 y f ≥ 0, se tiene Ia ≤ Ja ≤ Ia
√

2.
-

6

a
√

2a

c) Ja =
(∫ a

−a
e−x

2
dx

)2

= 4
(∫ a

0

e−x
2
dx

)2

, por lo tanto π(1 − e−a
2
) ≤ Ja ≤ π(1 − e−2a2

), o

sea Ja −→ π, cuando a→∞ y
∫ +∞

0

e−x
2
dx = 1

2

√
π.

f(x, y) = e−x2−y2

-

	

6

x

y

√
2a

a

q1

q

q

98. a) Probar que ∀x ∈ [ 0, 1 ], ln(1 + x) =
∫ 1

0

xdy
1 + xy .

b) Deducir el valor de
∫ 1

0

ln(1 + x)
1 + x2 dx.

Solución

a) Es inmediato.

b) Sea I =
∫ 1

0

ln(1 + x)
1 + x2 dx =

∫∫
D

x dx dy

(1 + x2)(1 + xy)
, donde D = [ 0, 1 ]2. Cambiando x por y se
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tiene que I =
∫∫
D

ydydx

(1 + y2)(1 + xy)
, por lo tanto sumando tenemos:

2I =
∫∫
D

x+ y + xy2 + yx2

(1 + x2)(1 + xy)(1 + y2)
dxdy =

∫∫
D

(x+ y)(1 + xy)
(1 + x2)(1 + xy)(1 + y2)

dxdy =

2
∫∫
D

x
(1 + x2)(1 + y2)

dxdy = 2
∫ 1

0

xdx
1 + x2

∫ 1

0

dy

1 + y2
= ln(1+x2)

∣∣∣1
0
arctan y

∣∣∣1
0

= π
4 ln 2, o sea

I = 1
8π ln 2.

99. Sean a, b ∈ R, a < b y consideremos el conjunto E = {f : [ a, b ] −→ R∗
+/f es continua}.

Calcular inf
f∈E

(∫ b

a

f(x)dx
)(∫ b

a

dx
f(x)

)
y encontrar las funciones f que dan el mı́nimo.

Solución Sea R = [ a, b ]2, I(f) =
∫∫
R

f(x)
f(y)

dxdy i.e. I(f) = 1
2

∫∫
R

[
f(x)
f(y)

+
f(y)
f(x)

]
dxdy =

1
2

∫∫
R

f2(x) + f2(y)
f(x)f(y)

dxdy = 1
2

∫∫
R

2f(x)f(y) + (f(x)− f(y))2

f(y)f(x)
dxdy =

∫∫
R

dxdy + 1
2

∫∫
R

(f(x)− f(y))2

f(x)f(y)
dxdy = (b− a)2 + 1

2

∫∫
R

(f(x)− f(y))2

f(x)f(y)
dxdy, por lo tanto

inf
f∈E

∫∫
R

f(x)
f(y)

dxdy = inf
f∈E

∫ b

a

f(x)dx
∫ b

a

1
f(y)

dy = (b − a)2, por lo que las funciones que

minimizan la expresión son las funciones constantes estrictamente positivas.

100. Sea K = [−1, 1 ]2, Γ el borde de K y sea E el espacio vectorial real de aplicaciones de K

en R de clase C∞ que se anulan, ası́ como sus derivadas parciales sucesivas sobre Γ.

a) Se denota Φ:E2 −→ R la aplicación definida por Φ(f, g) =
∫∫
K

f(x, y)g(x, y)dxdy. Veri-

ficar que Φ es un producto escalar sobre E.

b) Demostrar que las aplicaciones dx y dy de E en E, definidas por dxf = ∂f
∂x

y dyf = ∂f
∂y

son endomorfismos anti-simétricos de (E,Φ).

c) Deducir que el Laplaciano ∆:E −→ E, con ∆f = ∂2f

∂x2
+ ∂2f
∂y2 es un endomorfismo

simétrico de (E,Φ).

Solución

a) Φ es un producto escalar, pues es bilineal y simétrica y Φ(f, f) =
∫∫
K

f(x, y)f(x, y)dxdy ≥

0 y Φ(f, f)> 0 para f 6= 0.
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b) dx:E −→ E está bien definida, pues si f es C∞, ∂f
∂x

es C∞, por lo que es un endomor-

fismo, ya que f y fx se anulan sobre Γ. Ahora Φ(dx(f), g) =
∫∫
K

∂f
∂x

(x, y)g(x, y)dxdy =

∫ 1

−1

(
f(x, y)g(x, y)

∣∣∣x=1

x=−1
−
∫ 1

−1

f(x, y)∂g
∂x

(x, y)dx
)
dy = −

∫∫
K

f(x, y)∂g
∂x

(x, y)dxdy =

− Φ(f, dx(g)), ya que f y g se anulan en el borde Γ.

c) El Laplaciano ∆:E −→ E está bien definido, pues si f ∈ E, f ∈ C∞ y se anula fuera de

K =⇒ ∆f ∈ C∞ y se anula fuera de K.

Además, Φ(∆f, g) =
∫∫
K

∆f(x, y)g(x, y)dxdy =
∫∫
K

f(x, y)∆g(x, y)dxdy = Φ(f,∆g), pues∫∫
K

∂2f

∂x2
(x, y)g(x, y)dxdy = −

∫∫
K

∂f
∂x

(x, y)∂g
∂x

(x, y)dxdy =
∫∫
K

f(x, y)∂
2g

∂x2
(x, y)dxdy.

101. Sea a, b ∈R, a ≤ b y sean f , g: [ a, b ] −→ R aplicaciones continuas a trozos. Estudiando

la integral
∫∫

[ a,b ]2

(f(x)g(y)−f(y)g(x))2dxdy, encontrar la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Estudiar el caso de igualdad para f y g continuas.

Solución Es claro que tenemos
∫∫

[ a,b ]2

(f(x)g(y)−f(y)g(x))2dxdy = 2
∫ b

a

f2(x)dx
∫ b

a

g2(y)dy

−2
∫ b

a

∫ b

a

f(x)g(x)g(y)f(y)dxdy = 2
∫ b

a

f2(x)dx
∫ b

a

g2(x)dx−2
(∫ b

a

f(x)g(x)dx
)2

≥ 0 =⇒

| 〈f, g〉 | ≤ ‖f‖ ‖g‖.

En caso de igualdad f(x)g(y) − f(y)g(x) = 0, por lo tanto si f 6= 0, ∃ y0 ∈ [ a, b ] tal que

f(y0) 6= 0 =⇒ f(x)
g(y0)
f(y0)

= g(x), ∀x ∈ [ a, b ], es decir f = λg.

102. Sean f , g1, g2: [ 0, 1 ] −→ R tales que f ≥ 0, continua y g1, g2 son crecientes. Estudiando∫∫
[ 0,1 ]2

f(x)f(y)
(
g1(x)− g1(y)

)(
g2(x)− g2(y)

)
dxdy, demostrar que:

(∫ 1

0

f(x)dx
)(∫ 1

0

f(x)g1(x)g2(x)dx
)
≥
(∫ 1

0

f(x)g1(x)dx
)(∫ 1

0

f(x)g2(x)dx
)

.

Solución Sabemos que f(x)f(y)(g1(x) − g1(y))(g2(x) − g2(y)) ≥ 0, ∀x, ∀ y ∈ [ 0, 1 ], es

decir
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x)f(y)(g1(x)g2(x) + g1(y)g2(y)− g1(y)g2(x)− g1(x)g2(y))dxdy =

2
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x)f(y)g1(x)g2(x)dxdy − 2
∫ 1

0

∫ 1

0

f(x)f(y)g1(y)g2(x)dxdy =
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2
(∫ 1

0

f(x)dx
)(∫ 1

0

f(x)g1(x)g2(x)dx
)
− 2
(∫ 1

0

f(x)g1(x)dx
)(∫ 1

0

f(x)g2(x)dx
)
≥ 0.

103. Calcular
∞∑
n=1

1
n2

estudiando
∫∫

[ 0,1 ]2

dxdy
1− xy

.

Solución Sea I =
∫∫

[ 0,1 ]2

dxdy
1− xy

= −
∫ 1

0

ln(1− y)
y dy = −

∫ 1

0

ln z
1− z

dz = −
∫ 1

0

ln(1− t)
t

dt.

Por otro lado, sabemos que 1
1− x = 1+x+x2 + · · ·+xn+ · · · =⇒

∫ t

0

dx
1− x = − ln(1− t) =

t + 1
2 t

2 + 1
3 t

3 + · · · + 1
n t
n + · · · =⇒ − ln(1− t)

t
= 1 + 1

2 t + 1
3 t

2 + · · · + 1
n t
n−1 + · · · =⇒

−
∫ 1

0

ln(1− t)
t

dt = t+ 1
22 t2 + 1

32 t3 + · · ·+ 1
n2 tn + · · ·

∣∣∣1
0

=
∞∑
n=1

1
n2

.

Ahora, I =
∫ 1

0

∫ 1

0

dydx
1− xy = 1

2

∫ 1

0

∫ u

−u

4dvdu
4− u2 + v2 + 1

2

∫ 2

1

∫ 2−u

u−2

4dvdu
4− u2 + v2 , pues al

hacer el cambio u = x + y, v = x − y tenemos que x = 1
2 (u + v), y = 1

2 (u − v),

J =

∣∣∣∣∣∣∣
1
2

1
2

1
2 − 1

2

∣∣∣∣∣∣∣ = − 1
2 .

Aquı́ 0 ≤ u + v ≤ 2, 0 ≤ u − v ≤ 2 =⇒ v ≤ u,

−2 ≤ v − u ≤ 0 =⇒ −1 ≤ v ≤ 1, 0 ≤ u ≤ 2. Ası́

0 < x < 1, 0 < y < 1 =⇒ 0 ≤ u + v ≤ 2, 0 ≤ u − v ≤ 2

es la región limitada por −u = v, v = 2 − u, u = v,

u + 2 = v. Ahora, I = 4
∫ 1

0

1√
4− u2

arctan u√
4− u2

du +

4
∫ 2

1

1√
4− u2

arctan 2− u√
4− u2

du.

-

6

�
�

�
�

�
��

@
@

@
@@

u = v

v = u− 2

u

v

v = 2− u

v = −u

@
@

@
@@

�
�

�
�

�
��

1

−1

−2

1 2

Para la primera integral tomemos u = 2 sen θ, θ = arcsen 1
2u, du = 2 cos θdθ,

√
4− u2 =

2 cos θ, arctan
(

2 sen θ
2 cos θ

)
= θ. Ası́ tenemos 4

∫ 1

0

1√
4− u2

arctan u√
4− u2

du =

4
∫ 1

6π

0

1
2 cos θ θ2 cos θdθ = 2( 1

6π)2 = 1
18π

2.

Para la segunda integral tomemos x = 2− u, 4− (2− u)2 = 2x− x2, dx = −du, entonces

se tiene 4
∫ 1

0

1√
x
√

4− x
arctan x√

x
√

4− x
dx = 4

∫ 1

0

1√
x
√

4− x
arctan

√
x√

4− x
dx. Consid-

eremos el cambio x = 4 sen2 θ,
√
x = 2 sen θ, dx = 8 sen θ cos θdθ,

√
4− x = 2 cos θ i.e. la

integral igual a 4
∫ π

6

0

1
2 sen θ2 cos θ arctan

(
2 sen θ
2 cos θ

)
8 sen θ cos θdθ = 8

∫ π
6

0

θdθ = 1
9π

2. Fi-

nalmente, I = 1
18π

2 + 1
9π

2 = 1
6π

2.
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104. Calcular
∫ ∞

0

(∫ +∞

x

sen t
t
dt

)
dx.

Solución Sea Φ: [ 0,+∞ [ −→ R, definida por Φ(x) =
∫ ∞

x

sen t
t
dt (integral convergente);

entonces integrando por partes dos veces tenemos:

Φ(x) =
∫ ∞

x

sen t
t
dt = −cos t

t

∣∣∣∣∞
x

−
∫ ∞

x

cos t
t2

dt = cosx
x −

[
sen t
t2

∣∣∣∣∞
x

+ 2
∫ ∞

x

sen t
t3

dt

]
=

cosx
x + senx

x2
− 2

∫ ∞

x

sen t
t3

dt. De este modo:∫ +∞

ε

Φ(x)dx =
∫ ∞

ε

∫ +∞

x

sen t
t

dtdx =
∫ ∞

ε

cosx
x dx+

∫ ∞

ε

senx
x2

dx− 2
∫ ∞

ε

∫ ∞

x

sen t
t3

dtdx,

pero:

2
∫ ∞

ε

∫ +∞

x

sen t
t3

dtdx = 2
∫ +∞

ε

∫ t

ε

sen t
t3

dxdt = 2
∫ +∞

ε

(t− ε) sen t
t3

dt =

2
∫ +∞

ε

sen t
t2

dt− 2ε

∫ +∞

ε

sen t
t3

dt, con lo cual se tiene:∫ +∞

ε

Φ(x)dx =
∫ +∞

ε

cosx
x dx+

∫ +∞

ε

senx
x2

dx− 2
∫ ∞

ε

senx
x2

dx+ 2ε

∫ +∞

ε

senx
x3

dx =∫ +∞

ε

cosx
x dx−

∫ +∞

ε

senx
x2

dx− 2ε

∫ +∞

ε

senx
x3

dx =∫ +∞

ε

cosx
x dx−

(
senx
x

∣∣∣∣+∞
ε

+
∫ +∞

ε

cosx
x dx

)
+ 2ε

∫ +∞

ε

senx
x3

dx =

sen ε
ε + 2ε

∫ +∞

ε

senx
x3

dx −→ 1, cuando ε → 0, es decir:∫ ∞

0

(∫ +∞

x

sen t
t
dt

)
dx = 1.

105. Sea λ> 1
2 , demostrar que no existe aplicación continua f : [ 0, 1 ] −→ R, tal que ∀x∈ [ 0, 1 ],

f(x) = 1 + λ

∫ 1

x

f(y)f(y − x)dy.

Solución Suponiendo que exista f , tenemos
∫ 1

0

f(x)dx =

x
∣∣∣1
0

+ λ

∫ 1

0

∫ 1

x

f(y)f(y − x)dydx = 1 + λ

∫ 1

0

∫ y

0

f(y −

x)dxf(y)dy =

1+λ
∫ 1

0

∫ y

0

f(z)dz f(y)dy = 1+λ
∫ 1

0

F (y)F ′(y)dy=1+ 1
2λF (1)2, -

6

�
�

�
��

1

1

x

y

donde F (y) =
∫ y

0

f(z)dz y por lo tanto α = F (1) = 1 + 1
2λα

2 =⇒ 1
2λα

2 − α + 1 = 0 =⇒

α = 1±
√

1− 2λ
λ

y si λ > 1
2 , α /∈ R, que es una contradicción. Ası́ no puede existir una

función f que satisfaga la propiedad enunciada.
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106. Sean a, b ∈ R, a < b y sea f :R −→ R una aplicación continua tal que ∀ t ∈ R\ [ a, b ],

f(t) = 0. Para h > 0 se denota fh:R −→ R tal que fh(x) = 1
2h

∫ x+h

x−h
f(t)dt. Demostrar

que ∀h > 0,
∫ b

a

|fh(t)|dt ≤
∫ b

a

|f(t)|dt.

Solución Sabemos que
∫ b

a

|fh(t)|dt =
∫ b

a

∣∣∣ 1
2h

∫ t+h

t−h
f(x)dx

∣∣∣dt ≤ ∫ b

a

1
2h

∫ t+h

t−h
|f(x)|dx dt =

∫ b+h

a−h

1
2h

∫ t+h

t−h
|f(x)|dt dx =

∫ b+h

a−h
|f(x)|dx =

∫ b

a

|f(t)|dt.



Capı́tulo 3

Integrales triples y múltiples

3.1 Integrales triples

1. Calcular las siguientes integrales triples:

a)
∫ 1

0

(∫ 2

0

(∫ 3

0

dz
)
dy
)
dx. b)

∫ a

0

(∫ b

0

(∫ c

0

(x+ y + z)dz
)
dy
)
dx.

c)
∫ a

0

(∫ x

0

(∫ y

0

xyzdz
)
dy
)
dx. d)

∫ a

0

(∫ x

0

(∫ xy

0

x3y2zdz
)
dy
)
dx.

Solución

a)
∫ 1

0

(∫ 2

0

(∫ 3

0

dz
)
dy
)
dx =

∫ 1

0

dx

∫ 2

0

dy

∫ 3

0

dz = 1·2·3 = 6.

b)
∫ a

0

(∫ b

0

(∫ c

0

(x+ y + z)dz
)
dy
)
dx =

∫ a

0

(∫ b

0

(
(x+ y)z + z2

2

)∣∣∣c
0
dy
)
dx =∫ a

0

(∫ b

0

1
2c(2x + 2y + c)dy

)
dx =

∫ a

0

1
2c((2x + c)y + y2)

∣∣∣b
0
dx =

∫ a

0

1
2bc(2x + b + c)dx =

1
2bcx(x+ b+ c)

∣∣∣a
0

= 1
2abc(a+ b+ c).

c)
∫ a

0

(∫ x

0

(∫ y

0

xyzdz
)
dy
)
dx =

∫ a

0

(∫ x

0

xy z
2

2

∣∣∣y
0
dy
)
dx =

∫ a

0

(∫ x

0

1
2xy

3dy
)
dx =∫ a

0

1
8xy

4
∣∣∣x
0
dx =

∫ a

0

1
8x

5dx = 1
48x

6
∣∣∣a
0

= 1
48a

6.

d)
∫ a

0

(∫ x

0

(∫ xy

0

x3y2zdz
)
dy
)
dx =

∫ a

0

(∫ x

0

1
2x

3y2z2
∣∣∣xy
0
dy
)
dx =

∫ a

0

(∫ x

0

1
2x

5y4dy
)
dx =∫ a

0

1
10x

5y5
∣∣∣x
0
dx =

∫ a

0

1
10x

10dx = 1
110x

11
∣∣∣a
0

= a11

110 .

2. Calcular las siguientes integrales triples en el volumen indicado:

a)
∫∫∫
V

dxdydz

(x+ y + z + 1)3
, V es el volumen limitado por x = 0, y = 0, z = 0, x+ y + z = 1.

135
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b)
∫∫∫
V

xydxdydz, V es el volumen limitado por z = xy, x+ y = 1, z = 0, (z ≥ 0).

c)
∫∫∫
V

y cos(z + x)dxdydz, V es el volumen limitado por y =
√
x, y = 0, z = 0, x+ z = π

2 .

Solución

a)
∫∫∫
V

1
(x+ y + z + 1)3

dxdydz =

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(∫ 1−x−y

0

1
(x+ y + z + 1)3

dz
)
dy
)
dx =∫ 1

0

(∫ 1−x

0

− 1
(x+ y + z + 1)2

∣∣∣1−x−y
0

dy
)
dx =

x

y

z

x+ y + z = 1

-

	

6

@
@

@
@

1

1

1 x+ y = 1z

�

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(
− 1

8 + 1
2(x+ y + 1)2

)
dy
)
dx =

∫ 1

0

(
− 1

8y −
1

2(x+ y + 1)

)∣∣∣1−x
0

dx =∫ 1

0

(
1

2(x+ 1) + x− 3
8

)
dx =

(
1
2 ln(x+ 1) + 1

8

(
x2

2 − 3x
))∣∣∣1

0
= 1

2

(
ln 2− 5

8

)
.

b)
∫∫∫
V

xydxdydz =
∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(∫ xy

0

xydz
)
dy
)
dx =

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

x2y2dy
)
dx =

∫ 1

0

1
3x

2(1− x)3dx = 1
3β(3, 4) =

1
3

2!·3!
6! = 1

180 .

z

q1
q1

1
q

6

x

y

z = xy

-

	

x+ y = 1

c)
∫∫∫
V

y cos(z+x)dxdydz=
∫ π

2

0

(∫ √
x

0

(∫ π
2−x

0

y cos(z+x)dz
)
dy
)
dx=

∫ π
2

0

(∫ √
x

0

y sen(x+ z)
∣∣∣π2−x
0

dy
)
dx=

∫ π
2

0

(∫ √
x

0

y(1− senx)dy
)
dx=∫ π

2

0

1
2x(1− senx)dx=

(
1
4x

2 − 1
2 senx+ 1

2x cosx
)∣∣∣π2

0
= π2

16 −
1
2 .

zqπ
2

π
2 q

6

	

√
π
2

x+ z = π
2

x

y-

*

�
y =

√
x

3. Calcular las siguientes integrales y dibujar la región de integración:

a)
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

dz√
x+ y + z + 1

b)
∫ 2

0

∫ 2
√
x

0

∫ √ 4x−y2

2

0

xdzdydx.

c)
∫ a

0

∫ √
a2−x2

0

∫ √a2−x2−y2

0

dz√
a2 − x2 − y2 − z2

d)
∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

xyzdzdydx.

Solución
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a)
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 1

0

dzdydx√
x+ y + z + 1

=
∫ 1

0

∫ 1

0

2
√
x+ y + z + 1

∣∣∣∣z=1

z=0

dydx =∫ 1

0

∫ 1

0

2
(√
x+ y + 2−

√
x+ y + 1

)
dydx =∫ 1

0

4
3

(
(x+ y + 2)

3
2 − (x+ y + 1)

3
2

)∣∣∣∣y=1

y=0

dx =
	

6

-

1

1

1

x

y

z

∫ 1

0

4
3

(
(x+ 3)

3
2 − 2(x+ 2)

3
2 + (x+ 1)

3
2

)
dx = 8

15

(
(x+ 3)

5
2 − 2(x+ 2)

5
2 + (x+ 1)

5
2

) ∣∣∣1
0

=

8
15(32− 27

√
3 + 12

√
2− 1) = 8

15(31− 27
√

3 + 12
√

2).

b)
∫ 2

0

∫ 2
√
x

0

∫ √ 4x−y2

2

0

xdzdydx =∫ 2

0

∫ 2
√
x

0

x

√
4x− y2

2 dydx =

-

6

	

2
2
√

2

y

x

z

-

6

2

2
√

2

y = 2
√
x

2z2 + y2 = 4x

x

y

∫ 2

0

(
√

2x2 arctan y√
4x− y2

+
√

2
yx
√

4x− y2

4

)∣∣∣∣∣
y=2

√
x

y=0

dx =
∫ 2

0

√
2π2 x

2dx =
√

2π2 ·
1
3 ·8 =

4π
√

2
3 , ya que lim

y→
√

2x

(√
2x2 arctan y√

4x− y2

)
=
√

2x2π
2 .

c) I =
∫ a

0

∫ √
a2−x2

0

∫ √a2−x2−y2

0

dzdydx√
a2 − x2 − y2 − z2

.

La integral se efectúa sobre una región que es

un 1
8 de la esfera de radio a y centro (0, 0, 0). Ası́

pasando a coordenadas esféricas tenemos:

-

6

	
a

a

a

-

6

a

a

x

y

y

z

x

x2 + y2 + z2 = a2

y =
√
a2 − x2

I =
∫ π

2

0

∫ π
2

0

∫ a

0

r2 cosψ√
a2 − r2

drdψdϕ = π
2

∫ π
2

0

cosψdψ
∫ a

0

r2dr√
a2 − r2

=

π
2

(
−1

2r
√
a2 − r2 + 1

2a
2 arcsen ra

)∣∣∣a
0

= π
2

(
0 + a2

2 ·
π
2

)
= π2a2

8 .

d)
∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

xyzdzdydx =∫ 1

0

∫ 1−x

0

1
2xy(1− x− y)2dydx =

1
2

∫ 1

0

∫ 1−x

0

x((1− x)2y − 2(1− x)y2 + y3)dydx =

6

	

-

6

1

1

x

y

y

z

x

x+ y + z = 1

x+ y = 1

-

1

1

1

1
24

∫ 1

0

x(1−x)2(x2−2x+1)dx = 1
24

∫ 1

0

x(1−x)4dx = 1
24β(2, 5) = 1

24 ·
Γ(2)Γ(5)

Γ(7) = 1
24

4!
6! =

1
720 .
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3.2 Cambio de variable

4. Calcular las siguientes integrales en la región indicada.

a)
∫∫∫
V

(x+ y+ z)2dxdydz, V en la parte común del paraboloide 2az ≥ x2 + y2 y la esfera

x2 + y2 + z2 ≤ 3a2.

b)
∫∫∫
V

z2dxdydz, V es la intersección de las esferas x2 +y2 +z2 ≤ a2, x2 +y2 +z2 ≤ 2az.

c)
∫∫∫
V

zdxdydz, V está limitado por el plano z = 0 y la mitad superior del elipsoide

x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1.

d)
∫∫∫
V

(
x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2

)
dxdydz, V es el interior del elipsoide x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1.

e)
∫∫∫
V

zdxdydz, V es la región limitada por el cono z2 = h2

a2
(x2 + y2) y el plano z = h .

Solución

a) La intersección se da en z2 + 2az − 3a2 = 0 =

(z − a)(z + 3a), es decir z = a ya que se elimina

la solución z = −3a, pues z ≥ 0 en el paraboloide

2az ≥ x2 + y2.

a

√
2a√

3a

x

y

z

x

y

√
2a√

3a-

	

6

Si z = a tenemos x2 + y2 = 2a2, curva de intersección de las superficies y la integral es:∫∫∫
V

(x+ y + z)2dxdydz =
∫ √

2a

−
√

2a

∫ √
2a2−x2

−
√

2a2−x2

∫ √3a2−x2−y2

x2+y2

2a

(x+ y + z)2dzdydx.

Efectuando el cambio a coordenadas esféricas tenemos x = r cosψ cosϕ, y = r cosψ senϕ,

z = r senψ, J = r2 cosψ, de modo que la integral se parte en dos integrales; donde r varı́a

ası́:
0 ≤ r ≤ 2a tanψ secψ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ arctan 1√

2
,

0 ≤ r ≤
√

3a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, arctan 1√
2
≤ ψ ≤ π

2 .

La primera integral es:∫ 2π

0

∫ arctan
1√
2

0

∫ 2a tanψ secψ

0

r4(1+cos2 ψ sen 2ϕ+sen 2ψ cosϕ+sen 2ψ senϕ) cosψdrdψdϕ =∫ 2π

0

∫ arctan
1√
2

0

32
5 a

5 tan5 ψ sec5 ψ(1+cos2 ψsen 2ϕ+sen 2ψcosϕ+sen 2ψsenϕ) cosψdψdϕ =
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2π 32
5 a

5

∫ arctan
1√
2

0

tan5 ψ sec4 ψdψ = 64
5 πa

5

∫ arctan
1√
2

0

(tan5 ψ + tan7 ψ) sec2 ψdψ =

64
5 a

5
(1
6 tan6 ψ + 1

8 tan8 ψ
)∣∣∣arctan 1√

2

0
= 64

5 a
5
(

1
6 ·

1
8 + 1

8 ·
1
16

)
= 11

30πa
5.

Observemos que en el cálculo de la integral anterior las expresiones sen 2ϕ, cosϕ, senϕ

no significan que se anulan o eliminan, sino que la integral de la expresión como tal

vale 0. En efecto, al calcular la integral de [ 0, 2π ], ésta se anula en los tres casos.

Observamos además que (x+ y + z)2 = 1 + cos2 ψ sen 2ϕ+ sen 2ψ cosϕ+ sen 2ψ senϕ.

La segunda integral es:∫ 2π

0

∫ π
2

arctan
1√
2

∫ √
3a

0

r4(1 + cos2 ψsen 2ϕ+ sen 2ψcosϕ+ sen 2ψsenϕ) cosψdrdψdϕ =

2π
∫ π

2

arctan
1√
2

1
5r

5
∣∣∣√3a

0
cosψdψ = 2

5πa
59
√

3 senψ
∣∣∣π2
arctan

1√
2

= 18
5
√

3πa5
(
1−

1√
2√
3
2

)
=

18
5
√

3πa5
(
1− 1√

3

)
.

Se usó el hecho que senψ = tanψ
secψ = tanψ√

1 + tan2 ψ
. Finalmente la integral es:

πa5

5 (18
√

3− 18) + πa5

5
11
6 = πa5

5

(
18
√

3− 18 + 11
6

)
= πa5

5

(
18
√

3− 97
6

)
.

b) Las superficies x2 + y2 + z2 = a2 y x2 + y2 + z2 = 2az se intersecan cuando a2 = 2az

i.e. z = a
2 . Ası́, cuando z = a

2 , tenemos que

x2 + y2 = 3a2

4 (curva de intersección). Va-

mos a cambiar a coordenadas esféricas, por

lo que necesitamos describir en la región

acotada, las superficies en estas nuevas co-

ordenadas. En efecto:

-

6

	

qq
q
q
a

a

a

a
2

2a

-

6
z

y

a
2

√
3

2 a

-

6

√
3

2 a

y

x

x

y

z

Si 0 ≤ ψ ≤ π
6 , x2+y2+z2 = 2az se escribe r2 = 2ar senψ =⇒ 0 ≤ r ≤ 2a senψ, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Si π6 ≤ ψ ≤ π
2 , x2 + y2 + z2 = a2 se escribe r = a =⇒ 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Ası́ tenemos

que:∫∫∫
V

z2dxdydz =
∫ √

3
2 a

−
√

3
2 a

∫ √ 3a2

4 −x2

−

√
3a2

4 −x2

∫ √a2−x2−y2

a−
√
a2−x2−y2

z2dzdydx =
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∫ 2π

0

∫ π
6

0

∫ 2a senψ

0

r4 sen2 ψ cosψdrdψdϕ+
∫ 2π

0

∫ π
2

π
6

∫ a

0

r4 sen2 ψ cosψdrdψdϕ =

2π
∫ π

6

0

1
5(2a senψ)5 sen2 ψ cosψdψ + 2π

∫ π
2

π
6

1
5a

5 sen2 ψ cosψdψ =

2π
5 32a5 sen8 ψ

8

∣∣∣∣
π
6

0

+ 2πa5

5
sen3 ψ

3

∣∣∣∣
π
2

π
6

= 8
5πa

5 1
256 + 2π

5 a5 1
3

(
1− 1

8

)
= πa5

5·32 + 7πa5

3·5·4 =

3 + 56
3·5·32 πa

5 = 59
480πa

5.

c)
∫∫∫
V

zdxdydz =

∫ 2π

0

∫ π
2

0

∫ 1

0

abc2r3 senψ cosψdrdψdϕ =

abc2 1
42π

∫ π
2

0

senψ cosψdψ = π
2 abc

2 sen2 ψ
2

∣∣∣∣
π
2

0

=

π
4 abc

2.

-

6

	 a

b

c

x = ar cosψ cosϕ,
y = ar cosψ senϕ,
z = cr senψ.q

qq

0 ≤ ψ ≤ π
2 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

J = abcr2 cosψ.

d)
∫∫∫
V

(
x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2

)
dxdydz =

∫ 2π

0

∫ π
2

−π2

∫ 1

0

abcr2 cosψdrdψdϕ =

2πabc132 = 4
3πabc.

x = ar cosψ cosϕ,
y = ar cosψ senϕ,
z = cr senψ.

−π
2 ≤ ψ ≤ π

2 ,

0 ≤ ϕ ≤ 2π,
J = abcr2 cosψ.

-

6

�x

y

z

a

b

c

e) Si z = h =⇒ x2 + y2 = a2 i.e. es la curva de inter-

sección, pues z2 = h2

a2
(x2 + y2). Usando coordenadas

cilı́ndricas tenemos x2 + y2 = r2, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ a,

h
ar ≤ z ≤ h, por lo que:

-

6

h

a

x

y

z

	

∫∫∫
V

zdxdydz =
∫ 2π

0

∫ a

0

∫ h

h
a r

zdz rdrdθ = 2π
∫ a

0

1
2

(
h2 − h2

a2
r2
)
rdr =

π

(
1
2h

2r2 − h2

a2
r4

4

)∣∣∣∣a
0

= πh2a2
(

1
2 −

1
4

)
= 1

4πh
2a2.

5. Calcular
∫∫∫
V

x2dxdydz en la región V limitada por el elipsoide x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1.
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Solución Realizando el cambio de variable x′ = x
a , y′ = y

b
, z′ = z

c , tenemos:∫∫∫
V

x2dxdydz = abc

∫∫∫
x′2+y′2+z′2≤1

a2x′2dx′dy′dz′ = a3bc

∫∫∫
x2+y2+z2≤1

x2dxdydz.

Ası́ tenemos que la integral es:

a3bc

∫ 1

−1

∫ 1−x2

−
√

1−x2

∫ √1−x2−y2

−
√

1−x2−y2
x2dzdydx =

2a3bc

∫ 1

−1

∫ √
1−x2

−
√

1−x2
x2
√

1− x2 − y2dydx =

2a3bc

∫ 1

0

∫ 2π

0

r2 cos2 θ
√

1− r2(rdr)dθ =
u=r2

a3bc

∫ 2π

0

cos2 θdθ
∫ 1

0

u
√

1− u du =

a3bcβ(2, 3
2 )·4

∫ π
2

0

cos2 θdθ =

a3bc
Γ( 3

2 )Γ(2)
Γ( 7

2 )
·4 1

2
π
2 = a3bc

Γ( 3
2 )

5
2

3
2Γ( 3

2 )
π =

4
15a

3bcπ.

x2 + y2 + z2 = 1

q11 q

q1

�
z

x

y

6

|z| ≤
√

1− x2 − y2

|y| ≤
√

1− x2

|x| ≤ 1

6. Calcular
∫∫∫
V

√
x2 + y2 + z2dxdydz, si V es la región limitada por x2 + y2 + z2 = a2.

Solución Usando coordenadas esféricas tenemos:∫∫∫
V

√
x2 + y2 + z2dxdydz=

∫ 2π

0

∫ π
2

−π2

∫ a

0

r3 cosψdrdψdϕ

= 2π 1
4a

42
∫ π

2

0

cosψdψ = πa4.

-

6

	x

y

z 0 ≤ ϕ ≤ 2π
−π

2 ≤ ψ ≤ π
2

0 ≤ r ≤ a

�y

9
ψ

a
ϕ

I

7. Colocar los lı́mites de integración, en la integral
∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz para las regiones

dadas por:

a) V es el tetraedro limitado por los planos x+ y + z = 1, x = 0, y = 0, z = 0.

b) V está limitada por las superficies x2 + y2 = a2, z = 0, z = h.

c) V está limitada por las superficies x
2

a2
+ y2

b2
= z2

c2
, z = c.

d) V es el volumen limitado por las superficies z = 1− x2 − y2, z = 0.

Solución
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a) V es el tetraedro limitado por los planos x + y + z = 1,

x = 0, y = 0, z = 0.∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

f(x, y, z)dzdydx.

x

y

z

x+ y + z = 1

-

	

6

@
@

@
@

1

1

1 y = 1− x-

�

b) V está limitada por las superficies x2 + y2 = a2, z = 0,

z = h.

La integral de f sobre V está dada por:∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

∫ h

0

f(x, y, z)dzdydx =.

x2 + y2 = a2

p
a

-

q
h

	

6

q
a

c) V está limitada por las superficies x
2

a2
+ y2

b2
= z2

c2
, z = c.

La integral
∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =

∫ a

−a

∫ b
a

√
a2−x2

− ba
√
a2−x2

∫ c

c

√
x2

a2 +
y2

b2

f(x, y, z)dzdydx.

x2

a2
+
y2

b2
= z2

c2

q
b

-

qc

a
q

	x

y

6

d) V es el volumen limitado por las superficies z = 1− x2 − y2, z = 0.

∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =

∫ 1

−1

∫ √
1−x2

−
√

1−x2

∫ 1−x2−y2

0

f(x, y, z)dzdydx.

z = 1− x2 − y2

q1
1
q

q1

�
z

x
y

6

8. Calcular la integral
∫∫∫
V

dxdydz en la región limitada por las superficies x2 + y2 + z2 =

2az, x2 + y2 = z2 que contiene el punto (0, 0, a).
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Solución La superficie x2 + y2 + (z − a)2 = a2 es una

esfera de radio a, centrada en (0, 0, a). Además, las su-

perficies se intersecan en z = a. Ası́:∫∫∫
V

dxdydz =
∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

∫ a+
√
a2−x2−y2

√
x2+y2

dzdydx =

∫ 2π

0

∫ a

0

∫ a+
√
a2−r2

r

dzrdrdθ = 2π
∫ a

0

(a +
√
a2 − r2 − r)rdr =

2π(a 1
2r

2−1
3r

3− 1
2

2
3 (a2−r2) 3

2 )
∣∣∣a
0
=2π( 1

2a
3− 1

3a
3+ 1

3a
3)=πa3.

x2 + y2 + z2 = 2az

qaaq

q2a

�
z

x

y

6

qa

x2 + y2 = z2

9. Calcular la integral
∫ 2

0

∫ √
2x−x2

0

∫ a

0

z
√
x2 + y2dzdydx.

Solución Realizando el cambio de variable z = z, x =

r cos θ, y = r sen θ, la curva y =
√

2x− x2, con 0 ≤ x ≤ 2,

es r = 2 cos θ, con 0 ≤ θ ≤ π
2 y la integral se transforma

en:

6

r r
y =

√
2x− x2

x
1 2

1

-

∫ π
2

0

∫ 2 cos θ

0

∫ a

0

zdzr2drdθ =
∫ π

2

0

a2

2
r3

3

∣∣∣2 cos θ

0
dθ = 1

6a
2

∫ π
2

0

8 cos3 θdθ = 4
3a

3 2
3 = 8

9a
2.

10. Calcular la integral
∫∫∫
V

√
x2+y2+z2dxdydz en la región limitada por x2+y2+z2 =x.

Solución La región de integración es una esfera de cen-

tro ( 1
2 , 0, 0) y radio 1

2 , o sea satisface (x− 1
2 )2+y2+z2 = 1

4 .

Si hacemos el cambio a coordenadas esféricas x =

r cosψ cosϕ, y = r cosψ senϕ, z = r senψ, J = r2 cosψ, la

esfera es representa por r = cosψ senϕ, con −π
2 ≤ ψ ≤ π

2 ,

−π
2 ≤ ϕ ≤ π

2 y la integral es:

q12
1 q

q 12

�

z

x

y

6x2 + y2 + z2 = x

q1
2 q

*

ψ *3 ϕ

∫∫∫
V

√
x2 + y2 + z2dxdydz =

∫ π
2

−π2

∫ π
2

−π2

∫ cosψ cosϕ

0

r3 cosψdrdψdϕ =

2
∫ π

2

−π2

∫ π
2

0

1
4 cos5 ψ cos4 ϕdψdϕ =

∫ π
2

0

∫ π
2

0

cos5 ψ cos4 ϕdψdϕ =∫ π
2

0

cos5 ψdψ
∫ π

2

0

cos4 ϕdϕ = 2·4
1·3·5

1·3
2·4

π
2 = π

10 .

11. Calcular las integrales:
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a) I =
∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

∫ √a2−x2−y2

0

(x2 + y2)dzdydx.

b) I =
∫ 2a

0

dx

∫ √
2ax−x2

−
√

2ax−x2
dy

∫ √4a2−x2−y2

0

dz.

Solución

a) I =
∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

∫ √a2−x2−y2

0

(x2 + y2)dzdydx.

Pasando a coordenadas esféricas, x = r cosψ cosϕ, y =

r cosψ senϕ, z = r senψ, el Jacobiano es J = r2 cosψ y

0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ π
2 , x2 + y2 = r2 cos2 ψ.

z =
√
a2 − x2 − y2

qa
a
q

qa

�
z

x

y

6

1

]
ψ

ϕ

De esta forma tenemos que:

I =
∫ 2π

0

∫ π
2

0

∫ a

0

r4 cos3 ψdrdψdϕ = 2
5πa

5

∫ π
2

0

cos3 ψdψ = 4
15πa

5.

b) I =
∫ 2a

0

∫ √
2ax−x2

−
√

2ax−x2

∫ √4a2−x2−y2

0

dzdydx.

Las variaciones de x, y y z son 0 ≤ x ≤ 2a, y2 + x2 ≤ 2ax

(i.e. (x− a)2 + y2 ≤ a2), 0 ≤ z ≤
√

4a2 − x2 − y2, es decir

x2 + y2 + z2 ≤ 4a2, z ≥ 0. Si x = r cos θ, y = r sen θ,

−π
2 ≤ θ ≤ π

2 y r2 ≤ 2ar cos θ, o sea 0 ≤ r ≤ 2a cos θ. Ası́

tenemos: I =
∫ π

2

−π2

∫ 2a cos θ

0

∫ √
4a2−r2

0

dzrdrdθ =

1
2

∫ π
2

−π2

∫ 2a cos θ

0

√
4a2 − r2 2rdrdθ =

z =
√

4a2 − x2 − y2

p
2a

-

p2a

2a
p

�

6

y

xpa

1
2

∫ π
2

−π2

2
3 (4a2 − r2)

3
2

∣∣∣2a cos θ

0
dθ = − 1

3

∫ π
2

−π2

[(4a2 − 4a2 cos2 θ)
3
2 − 8a3 ] dθ =

8
3πa

3 − 8
3a

3

∫ π
2

−π2

(1− cos2 θ)
3
2 dθ = 8

3πa
3 − 8

3a
3

∫ π
2

−π2

| sen3 θ|dθ =

8
3a

3
(
π − 2

∫ π
2

0

sen3 θdθ
)

= 8
3a

3(π − 2· 23 ) = 8
3a

3(π − 4
3 ).

12. Calcular las integrales triples cuando:

a) V = {(x, y, z) ∈R3/0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ xy}, f(x, y, z) = x2y3z.

b) V = {(x, y, z) ∈R3/x2 + y2 ≤ 2pz, 0 ≤ z ≤ a}, f(x, y, z) = |xyz|, p > 0, a > 0.
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c) V = {(x, y, z) ∈R3/x2 + y2 ≤ b2z2, 0 ≤ z ≤ a}, f(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

d) V = {(x, y, z) ∈R3/1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4}, f(x, y, z) = 1√
x2 + y2 + z2

.

e) V = {(x, y, z) ∈R3/x
2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
≤ 1}, f(x, y, z) = x2y2z2, a, b, c > 0.

f) V = {(x, y, z) ∈R3/x2 + y2 + z2 ≤ a2}, f(x, y, z) = cos(αx+ βy + γz), a > 0, α, β, γ ∈R.

g) V = {(x, y, z)∈R3/x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+y+z ≤ 1}, f(x, y, z) = xpyqzr(1−x−y−z)s,

p, q, r, s ∈R∗.

Solución

a) V = {(x, y, z) ∈R3/0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, 0 ≤ z ≤ xy}, f(x, y, z) = x2y3z.

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ xy

0

x2y3zdzdydx =∫ 1

0

∫ 1

0

1
2x

2y2x2y3dydx = 1
2

∫ 1

0

x4dx

∫ 1

0

y5dy =

1
2

1
5x

5
∣∣∣1
0

1
6y

6
∣∣∣1
0

= 1
60 .

q1
1 q

-

q10 ≤ x ≤ 1

0 ≤ y ≤ 1

0 ≤ z ≤ xy

=

-

6

���
����

b) V = {(x, y, z) ∈R3/x2 + y2 ≤ 2pz, 0 ≤ z ≤ a}, f(x, y, z) = |xyz|, p > 0, a > 0.

Pasando a coordenadas cilı́ndricas tenemos que 0 ≤ z ≤ a,

0 ≤ r ≤
√

2pz, 0 ≤ θ ≤ 2π, la integral se transforma en:∫ 2π

0

∫ a

0

∫ √
2pz

0

|r3| | cos θ sen θ|drzdzdθ =∫ 2π

0

| cos θ sen θ|dθ
∫ a

0

∫ √
2pz

0

r3drzdz =

4
∫ π

2

0

cos θ sen θdθ
∫ a

0

∫ √
2pz

0

r3drzdz =

2 sen2 θ
∣∣∣π

2

0

1
4

∫ a

0

4p2z3dz = 2p2 1
4z

4
∣∣∣a
0

= 1
2p

2a4.

x2 + y2 = 2pz

q√
2pa

-

qa

√
2pa

q
�

x

y

6

c) V = {(x, y, z) ∈R3/x2 + y2 ≤ b2z2, 0 ≤ z ≤ a}, f(x, y, z) = x2 + y2 + z2.
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Usando coordenadas cilı́ndricas se tiene que 0 ≤ r ≤ bz,

0 ≤ z ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π y la integral:∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2)dxdydz =

∫ 2π

0

∫ a

0

∫ bz

0

(r2 + z2)rdrdzdθ = 2π
∫ a

0

(
1
4r

4 + 1
2r

2z2
)∣∣∣bz

0
dz =

π( 1
2b

4 + b2)
∫ a

0

z4dz = 1
10π(b4 + 2b2)a5.

x2 + y2 = b2z2

q
ab

-

qa

ab
q

	x

y

6

d) V = {(x, y, z) ∈R3/1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4}, f(x, y, z) = 1√
x2 + y2 + z2

.

Usando coordenadas esféricas tenemos x = r cosψ cosϕ,

y = r cosψ senϕ, z = r senψ, J = r2 cosψ, −π
2 < ψ < π

2 ,

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 1 ≤ r ≤ 2 y la integral es:∫ 2π

0

∫ π
2

−π
2

∫ 2

1

r2
r cosψdrdϕdψ = 4π

∫ π
2

0

cosψdψ
∫ 2

1

rdr =

2·2π· 12r
2
∣∣∣2
1

= 2π(4− 1) = 6π.

x2 + y2 + z2 = 1 y 4
6

p22 p
p2

p1
z)

e) V = {(x, y, z) ∈R3/x
2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
≤ 1}, f(x, y, z) = x2y2z2, a, b, c > 0.

Usando coordenadas esféricas generalizadas se tiene

0 ≤ r ≤ 1, −π
2 ≤ ψ ≤ π

2 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π, J = abcr2 cosψ y la

integral es:∫ 2π

0

∫ π
2

−π2

∫ 1

0

a3b3c3r6 cos5 ψ sen2 ψ|J | cos2 ϕ sen2 ϕdrdψdϕ =

a3b3c3
∫ 1

0

r8dr

∫ π
2

−π2

cos5 ψ sen2 ψdψ

∫ 2π

0

cos2 ϕ sen2 ϕdϕ =

2
9a

3b3c3
∫ π

2

0

(cos5 ψ − cos7 ψ)dψ·4
∫ π

2

0

(cos2 ϕ− cos4 ϕ)dϕ =

x

y

x2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 16

-

=

x2

a2
+
y2

b2
= 1:q q

qc

a

b

8
9a

3b3c3( 2·4
3·5 −

2·4·6
3·5·7 )( 1

2
π
2 −

1
2

3
4
π
2 ) = 8

9a
3b3c3 2·4

3·8 (1− 6
7 ) 1

2
π
2 (1− 3

4 ) = 4
945a

3b3c3π.

f) V = {(x, y, z) ∈R3/x2 + y2 + z2 ≤ a2}, f(x, y, z) = cos(αx+ βy + γz), a > 0, α, β, γ ∈R.
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Sabemos que ∃P =


∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
α
w

β
w

γ
w

 matriz ortogo-

nal, con w =
√
α2 + β2 + γ2. Ası́ la transformación

lineal

x

y

z

 = P

xy
z

 define un cambio de variable,

de modo que el Jacobiano es
∣∣∣∣∂(x, y, z)
∂(x, y, z)

∣∣∣∣ = |P | =

1 y la integral satisface:
∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =∫∫∫
V

cos(wz)|P|dxdydz,

qaa q

qa

�
z

x

y

6

x2 + y2 + z2 = a2

pues la región V es invariante por transformación ortogonal, o sea:

x2 + y2 + z2 = (x, y, z)

xy
z

 =

x

y

z


′

PP ′

x

y

z

 = x2 + y2 + z2 ≤ a2.

Usando coordenadas esféricas, la integral es entonces:∫ 2π

0

∫ a

0

∫ π
2

−π2

cos(wr senψ)r(rw cosψ)dψdrdϕ = 2π
∫ a

0

r sen(wr senψ)
∣∣∣ψ= π

2

ψ=−π
2

dr =

2π
w

∫ a

0

2r sen(wr)dr = 4π
w3

∫ a

0

wr sen(wr)drw = 4π
w3

(senwa− wa coswa),

puesto que
∫
x senxdx = senx− x cosx+ C.

Observemos que la transformación simplemente realizó una rotación del eje z al eje

z = 1
w (α, β, γ), con el objeto de simplificar el cálculo que involucra cos(αx+ βy + γz).

g) V = {(x, y, z)∈R3/x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, x+ y+ z ≤ 1}, f(x, y, z) = xpyqzr(1− x− y− z)s,

p, q, r, s ∈R∗.

Es claro que 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 − x, 0 ≤ z ≤ 1 − x − y

y como
∫ a

0

tα(a− t)βdt = β(α + 1, β + 1)aα+β+1, la in-

tegral
∫ 1

0

∫ 1−x

0

∫ 1−x−y

0

xpyqzr(1− x− y − z)sdzdydx =∫ 1

0

(∫ 1−x

0

β(r + 1, s + 1)(1 − x − y)r+s+1yq dy
)
xpdx =

β(r+ 1, s+ 1)β(r+ s+ 2, q+ 1)
∫ 1

0

(1− x)r+s+q+2xpdx = x

y

z

x+ y + z = 1

-

	

6

@
@

@
@

1

1

1 y = 1− x-

�
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β(r + 1, s+ 1)β(r + s+ 2, q + 1)β(r + s+ q + 3, p+ 1) =

Γ(r + 1)Γ(s+ 1)
Γ(r + s+ 2)

Γ(r + s+ 2)Γ(q + 1)
Γ(r + s+ q + 3)

Γ(r + s+ q + 3)Γ(p+ 1)
Γ(r + s+ q + p+ 4) =

Γ(r + 1)Γ(s+ 1)Γ(q + 1)Γ(p+ 1)
Γ(r + s+ q + p+ 4) .

13. En cada una de las siguientes integrales representar la región V de integración y cal-

cularla.

a)
∫∫∫
V

xy2z3dxdydz, V es la región limitada por la superficie z = xy y los planos x = y,

x = 1, z = 0.

b)
∫∫∫
V

xyzdxdydz, V es el primer octante de la esfera x2 + y2 + z2 = 1.

c)
∫∫∫
V

√
x2 + y2dxdydz, V es la hoja superior del cono z2 = x2 + y2 y el plano z = 1.

Solución

a) La región considerada es 0 ≤ z ≤ xy, 0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1,

por lo que:∫∫∫
V

xy2z3dxdydz =
∫ 1

0

(∫ x

0

(∫ xy

0

xy2z3dz

)
dy

)
dx =

-

6

�1

1

1

x

y

z

∫ 1

0

(∫ x

0

1
4x

5y6dy

)
dx =

∫ 1

0

1
28x

5y7
∣∣∣x
0
dx =

∫ 1

0

1
28x

12dx = x13

28·13

∣∣∣∣1
0

= 1
364 .

b) En la región se tiene 0 ≤ z ≤
√

1− x2 − y2, 0 ≤ y ≤
√

1− x2,

0 ≤ x ≤ 1 y usando coordenadas esféricas tenemos:∫∫∫
V

xyzdxdydz =
∫ 1

0

(∫ √
1−x2

0

(∫ √1−x2−y2

0

xyzdz

)
dy

)
dx =

q
ϕ
ψ

r

K
*

-

6

S

x

y

z

	

∫ π
2

0

∫ π
2

0

∫ 1

0

r2 cosψr3 cos2 ψ senψ cosϕ senϕdrdϕdψ =∫ π
2

0

cos3 ψ senψdψ
∫ π

2

0

senϕ cosϕdϕ
∫ 1

0

r5dr = − 1
4 cos4 ψ

∣∣∣π/2
0

1
2 sen2 ϕ

∣∣∣π/2
0

1
6r

6
∣∣∣1
0

=
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1
4 ·

1
2 ·

1
6 = 1

48 .

c) La región está dada por
√
x2 + y2 ≤ z ≤ 1,

−
√

1− x2 ≤ y ≤
√

1− x2, −1 ≤ x ≤ 1 y usando coordenadas

cilı́ndricas:∫∫∫
V

√
x2 + y2dxdydz =

6

-

	

1

x2 + y2 = 1
x

y

z

∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

−
√

1−x2

(∫ 1

√
x2+y2

√
x2 + y2dz

)
dy

)
dx =

∫ 2π

0

(∫ 1

0

(∫ 1

r

rdz

)
rdr

)
dθ =

2π
∫ 1

0

r2(1− r)dr = 2π
(

1
3r

3 − 1
4r

4
)∣∣1

0
= 2π

(
1
3 −

1
4

)
= π

6 .

14. En las siguientes integrales iteradas de una función f(x, y, z) positiva, dibujar la región

de integración S y expresar la integral efectuando la primera integración respecto a y.

a)
∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(∫ x+y

0

f(x, y, z)dz
)
dy

)
dx.

b)
∫ 1

−1

(∫ x

−x

(∫ 1

√
x2−y2

f(x, y, z)dz

)
dy

)
dx.

c)
∫ 1

0

(∫ 1

0

(∫ x2+y2

0

f(x, y, z)dz

)
dy

)
dx.

Solución
a) Al proyectar sobre el plano xz observamos que la

región se parte en dos regiones con ayuda del plano

x = y.

La región (I) se puede determinar ası́: si 0 ≤ x ≤ 1, se

tiene que z varı́a de 0 a x i.e. 0 ≤ z ≤ x (ver gráfico) y

finalmente para (x, z) fijo, la variable y varı́a del plano

y = 0 al plano x+ y = 1 i.e. 0 ≤ y ≤ 1− x.

-

6

1

1

	
x

y

z

x = y

z = x

z = y

x+ y = zz

(I)

(II)

x+ y = 1-

En la región (II) para 0 ≤ x ≤ 1, se tiene que z varı́a de z = x a z = 1 y para (x, z) fijo

la variable y va desde el plano x + y = z al plano x + y = 1, o sea z − x ≤ y ≤ 1 − x.

Finalmente se tiene:



150 Capı́tulo 3. Integrales triples y múltiples

∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(∫ x+y

0

f(x, y, z)dz
)
dy

)
dx =∫ 1

0

(∫ x

0

(∫ 1−x

0

f(x, y, z)dy
)
dz

)
dx+

∫ 1

0

(∫ 1

x

(∫ 1−x

z−x
f(x, y, z)dy

)
dz

)
dx.

b) Al proyectar sobre el plano xz se tiene que para 0 ≤ z ≤ 1, x varı́a de z = −x a z = x

i.e. −z ≤ x ≤ z y para (x, z) fijo, y varı́a dentro de la superficie z2 = x2 − y2, o sea

−
√
x2 − z2 ≤ y ≤

√
x2 − z2.

De esta manera tenemos que:∫ 1

−1

(∫ x

−x

(∫ 1

√
x2−y2

f(x, y, z)dz

)
dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ z

−z

(∫ √
z2−x2

−
√
z2−x2

f(x, y, z)dy

)
dx

)
dz.

q

6

	

1

−1 1

y

x

z

-

c) Al proyectar la superficie sobre el plano xz, la región

se parte en dos de acuerdo con 0 ≤ x ≤ 1, en 0 ≤ z ≤ x2,

x2 ≤ z ≤ x2 + 1.

En la región (I), 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ z ≤ x2, 0 ≤ y ≤ 1.

En la región (II), 0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ z ≤ x2 + 1, la variable

y varı́a desde la superficie y =
√
z − x2 hasta el plano

y = 1, o sea
√
z − x2 ≤ y ≤ 1. La integral queda ası́:

p1
1 p

p1

6

-

(I)

(II)

	
x

y

z

∫ 1

0

(∫ 1

0

(∫ x2+y2

0

f(x, y, z)dz

)
dy

)
dx =

∫ 1

0

(∫ x2

0

(∫ 1

0

f(x, y, z)dy
)
dz

)
dx+

∫ 1

0

(∫ 1+x2

x2

(∫ 1

√
z−x2

f(x, y, z)dy
)
dz

)
dx.

15. Verificar que
∫ x

0

(∫ v

0

(∫ u

0

f(t)dt
)
du

)
dv = 1

2

∫ x

0

(x− t)2f(t)dt, donde f es una función

integrable sobre todo intervalo [ 0, x ].
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Solución Es claro que 0 ≤ t ≤ u ≤ v ≤ x, por lo tanto si

integramos primero respecto a u (t ≤ u ≤ v); luego respecto

a v (t ≤ v ≤ x) y luego respecto a t (0 ≤ t ≤ x) se tiene:∫ x

0

(∫ v

0

(∫ u

0

f(t)dt
)
du
)
dv=

∫ x

0

(∫ x

t

(∫ v

t

du
)
dv
)
f(t)dt=∫ x

0

(∫ v

t

(v − t)dv
)
f(t)dt =

∫ x

0

1
2(v − t)2

∣∣∣v=x
v=t

f(t)dt =

1
2

∫ x

0

(x− t)2f(t)dt.

px
x p

px

(I)

(II)

u-

6

	
t

v

t0

t0

t0v = t

u = v

�

u = t

Es importante aclarar cómo se obtuvieron los lı́mites de interpretación geométricamente,

para verificar que están acordes con el estudio analı́tico que se hizo de los mismos.

Primeramente veamos que todas las variables oscilan entre 0 y x, con 0 ≤ t ≤ u ≤ v ≤ x.

Para t fijo, se tiene que u varı́a de t a x.

Para determinar la variación de v, para t fijo (ya no depende de u) v varı́a desde el plano

v = t al plano v = x.

16. Calcular las integrales siguientes pasando a coordenadas cilı́ndricas:

a)
∫∫∫
V

(x2 + y2)dxdydz, V es el sólido limitado por la superficie x2 + y2 = 2z y el plano

z = 2.

b)
∫∫∫
V

dxdydz, V es el sólido limitado por los tres planos coordenados, z = x2 + y2,

x+ y ≤ 1.

c)
∫∫∫
V

(y2 + z2)dxdydz, V es el cono recto de revolución de altura h, de base en el plano

xy de radio a, cuyo eje es el eje z.

Solución

a)
∫∫∫
V

(x2 + y2)dxdydz =
∫ 2π

0

(∫ 2

0

(∫ 2

1
2 r

2
r2dz

)
rdr

)
dθ =

2π
∫ 2

0

r3
(
2− 1

2r
2
)
dr = 2π

(
2r

4

4 − 1
12r

6
)∣∣∣∣2

0

= 2π·83 = 16
3 π.

q
2

q2

2
q	

-

6
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b)
∫ 1

0

(∫ 1−x

0

(∫ x2+y2

0

dz

)
dy

)
dx =

∫ π
2

0

∫ 1
cos θ+sen θ

0

(∫ r2

0

dz

)
rdr

 dθ =

∫ π
2

0

∫ 1
cos θ+sen θ

0

r3dr

 dθ = 1
4

∫ π
2

0

1
(cos θ + sen θ)4

dθ = 1
4

∫ π
2

0

sec4 θdθ
(1 + tan θ)4

=

1
4

∫ π
2

0

(1 + tan2 θ) sec2 θdθ

(1 + tan θ)4
= 1

4

∫ ∞

0

(1 + u2)du
(1 + u)4

=

1
4

∫ ∞

0

(
2

(1 + u)4
− 2

(1 + u)3
+ 1

(1 + u)2

)
du =

1
4

(
− 2

3(1 + u)3
+ 1

(1 + u)2
− 1
u+ 1

)∣∣∣∣+∞
0

= 1
4

(
2
3 − 1 + 1

)
= 1

6 .
p1

p1

1 p
-

6

�

x+ y = 1-

x

y

-

6

r = 1
cos θ + sen θ

�

z

c)
∫ 2π

0

∫ a

0

∫ a−r
a h

0

(r2 sen2 θ + z2)dz

 rdr

 dθ =

∫ 2π

0

(∫ a

0

(
hr2(a− r) sen2 θ

a +
h3(a− r)3

3a3

)
rdr

)
dθ =

6

-

	
x

y

z

a

h

a

z =

(
1− r

a

)
h*

x2 + y2 = a2

∫ 2π

0

(
hr4(5a− 4r) sen2 θ

20a +
h3r2(10a3 − 10a2r + 15ar2 − 4r3)

60a3

)∣∣∣∣a
0

dθ =

∫ 2π

0

(
a4h sen2 θ

20 + a2h3

60

)
dθ = 2πa2h3

60 + 4a4h
20

∫ π/2

0

sen2 θ dθ =

πa2h3

30 + 1
5a

4hπ2 ·
1
2 = π

60a
2h(3a2 + 2h2).

17. Calcular las siguientes integrales pasando a coordenadas esféricas.

a)
∫∫∫
V

dxdydz, V es el sólido limitado entre dos esferas de radio a y b (0< a < b).

b)
∫∫∫
V

1√
(x− a)2 + (y − b)2 + (z − c)2

dxdydz, V es una esfera de radio ρ centrada en el

origen y el punto (a, b, c) es un punto exterior a la esfera.

Solución



3.2. Cambio de variable 153

a)
∫∫∫
V

dxdydz =
∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ b

a

r2| cosψ|dr

)
dψ

)
dϕ =

2π2
∫ π

2

0

| cosψ|dψ 1
3r

3
∣∣∣b
a

= 4
3π(b3 − a3).

x = r cosψ cosϕ
y = r cosψ senϕ
z = r senψ
6

r
bb

r
rb

r
a z9

x

y

z

b) Rotando los ejes x′, y′, z′ de modo que (a, b, c) quede

sobre el eje z en el sistema x, y, z, a una distancia α =
√
a2 + b2 + c2 del origen, entonces:∫∫∫
V

dx′dy′dz′√
(x′ − a)2 + (y′ − b)2 + (z′ − c)2

=

6

r
ρ

rρ
z9

x′

z′

y′

r (a, b, c)

∫∫∫
V

1√
x2 + y2 + (z − α)2

dxdydz =
∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ ρ

0

r2 cosψdr√
r2 − 2αr senψ + α2

)
dψ

)
dϕ =

2π
∫ ρ

0

(∫ π
2

−π2

−2rα cosψdψ√
r2 − 2αr senψ + α2

)(
− 1

2αrdr
)

= −πα
∫ ρ

0

2
√
r2 − 2αr senψ + α2

∣∣∣π2
−π2

rdr =

−2π
α

∫ ρ

0

(|r − α| − (r + α))rdr = −2π
α

∫ ρ

0

(α − r − r − α)rdr = 4π
α

∫ ρ

0

r2dr = 4π
α

1
3a

3 =

4πρ3

3
√
a2 + b2 + c2

.

18. Se puede definir la transformación x = aρ cosm ϕ senn ψ, y = bρ senm ϕ senn ψ, z =

cρ cosn ψ, donde a, b, c, m, n son constantes positivas. Demostrar que el Jacobiano

es igual a −abcmnρ2 cosm−1 ϕ senm−1 ϕ cosn−1 ψ sen2n−1 ψ.

Solución Se tiene que:

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a cosm ϕ senn ψ −maρ cosm−1 ϕ senϕ senn ψ naρ cosm ϕ senn−1 ψ cosψ

b senm ϕ senn ψ mbρ senm−1 ϕ cosϕ senn ψ nbρ senm ϕ senn−1 ψ cosψ

c cosn ψ 0 −cρn cosn−1 ψ senψ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= c cosn ψ(−abnmρ2 cosm−1 ϕ senm+1 ϕ sen2n−1 ψ cosψ − nmabρ2 senm−1 ϕ cosm+1 ϕ

sen2n−1 ψ cosψ)−cρn cosn−1 ψ senψ(abmρ cosm+1 ϕ senm−1 ϕ sen2n ψ+abmρ cosm−1 ϕ

senn+1 ϕ sen2n ψ)

= −abcmnρ2 cosm−1 ϕ senm−1 ϕ sen2n−1 ψ cosψ(sen2 ϕ+ cos2 ϕ)
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− abcmnρ2 cosm−1 ϕ senm−1 ϕ sen2n ψ(cos2 ϕ+ sen2 ϕ)

= −abcmnρ2 cosm−1 ϕ senm−1 ϕ cosn−1 ψ sen2n−1 ψ(cos2 ψ + sen2 ψ)

= −abcmnρ2 cosm−1 ϕ senm−1 ϕ cosn−1 ψ sen2n−1 ψ.

19. Colocar los lı́mites de integración pasando a coordenadas cilı́ndricas o coordenadas

esféricas en la integral triple
∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz.

a) V es el volumen situado en el primer octante y limitado por el cilindro x2 + y2 = a2 y

los planos z = 0, z = 1, y = x, y =
√

3x.

b) V es el volumen limitado por el cilindro x2 + y2 = 2x, el plano z = 0 y el paraboloide

z = x2 + y2.

c) V es la parte de la esfera x2 + y2 + z2 ≤ a2 situada en el primer octante.

d) V es una parte de la esfera x2 + y2 + z2 ≤ a2 situada dentro del cilindro (x2 + y2)2 =

a2(x2 − y2), x ≥ 0.

e) V es la parte común de las esferas x2 + y2 + z2 ≤ a2 y x2 + y2 + (z − a)2 ≤ a2.

Solución

a) Usando coordenadas cilı́ndricas tenemos x = r cos θ,

y = r sen θ, 0 ≤ z ≤ 1 y como tan θ = y
x =

√
3 =⇒ θ = π

3

y como tan θ = y
x = 1 =⇒ θ = π

4 , por lo que π
4 ≤ θ ≤ π

3 .

Además 0 ≤ r ≤ a y ası́ tenemos que:

z

x

y

�

6

a
a

y = x y =
√

3x

-

1

∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =
∫ 1

0

(∫ π
3

π
4

(∫ a

0

f(r cos θ, r sen θ, z)rdr
)
dθ
)
dz.

b) Usando coordenadas cilı́ndricas el cı́rculo se escribe

r2 = 2r cos θ i.e. r = 2 cos θ, −π
2 ≤ θ ≤ π

2 , J = r, z =

x2 + y2 = r2, por lo que
∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =

∫ π
2

−π2

(∫ 2 cos θ

0

(∫ r2

0

f(r cos θ, r sen θ, z)dz
)
rdr
)
dθ.

z

q
1

q4

2
q

	
r = 2 cos θ1

6

- y

x

z = x2 + y2
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c) La esfera en el primer octante se escribe x =

r cosψ cosϕ, y = r cosψ senϕ, z = r senψ, 0 ≤ r ≤ a,

0 ≤ ϕ ≤ π
2 , 0 ≤ ψ ≤ π

2 , J = r2 cosψ y tenemos:∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =

q
ϕ
ψ

r

K
*

-

6

x

y

z

a

a

a

	∫ π
2

0

(∫ π
2

0

(∫ a

0

f(r cosψ cosϕ, r cosψ senϕ, r senψ)r2dr
)

cosψdψ
)
dϕ.

d) En coordenadas cilı́ndricas, el cilindro (x2 + y2)2 =

a2(x2 − y2), x ≥ 0, se escribe r2 = a2 cos 2θ i.e. r =

a
√

cos 2θ, z ∈ R, que es una lemniscata de Bernoulli,

−π
4 ≤ θ ≤ π

4 , pues x ≥ 0, J = r. Además z =
√
a2 − r2 y

la integral triple se escribe:

q
a

qa

a
q π

4

−π
4

-

6

	

z

y

x
s

r = a
√

cos 2θ∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =
∫ π

4

−π4

(∫ a
√

cos 2θ

0

(∫ √
a2−r2

−
√
a2−r2

f(r cos θ, r sen θ, z)dz
)
rdr
)
dθ.

e) Para determinar donde se intersecan las super-

ficies, usamos las ecuaciones x2 + y2 + z2 = a2,

x2 + y2 + (z − a)2 = a2 =⇒ a2 − z2 + (z − a)2 =

a2 =⇒ z = a
2 , es decir se intersecan sobre el plano

z = a
2 , lo que determina el cı́rculo x2 + y2 = 3

4a
2,

-

6

	

qq
q
q
a

a

a

a
2

2a

-

6
z

y

a
2

√
3

2 a

-

6

√
3

2 a

y

x

x

y

z

q
a

ψ = π
3

que es la proyección de la intersección de las superficies sobre el plano z = 0. De esta

manera tenemos que a −
√
a2 − x2 − y2 ≤ z ≤

√
a2 − x2 − y2, J = r. Pasando a coorde-

nadas cilı́ndricas tenemos que 0 ≤ r ≤
√

3
2 a, 0 ≤ θ ≤ 2π, a −

√
a2 − r2 ≤ z ≤

√
a2 − r2,

con lo cual la integral triple se escribe:∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =
∫ 2π

0

(∫ √
3

2 a

0

(∫ √
a2−r2

a−
√
a2−r2

f(r cos θ, r sen θ, z)dz
)
rdr
)
dθ.

Si usamos coordenadas esféricas, la expresión es un tanto más complicada.

Tomando x = r cosψ cosϕ, y = r cosψ senϕ, z = r senψ, J = r2 cosψ. Cuando z = a
2 sobre

la esfera tenemos z = a
2 = a senψ =⇒ ψ = π

3 , entonces si 0 ≤ ψ ≤ π
3 , el valor de r varı́a

de 0 a la esfera de centro (0, 0, a) y radio a, en tanto que si π3 ≤ ψ ≤ π
2 , el valor de r varı́a
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de 0 a la esfera de centro (0, 0, 0) y radio a. El ángulo ϕ en ambos casos varı́a de 0 a 2π.

En el primer caso 0 ≤ r ≤ 2a senψ y en el segundo caso 0 ≤ r ≤ a. Ası́ la integral triple

se transforma en
∫∫∫
V

f(x, y, z)dxdydz =

∫ 2π

0

(∫ π
3

0

(∫ 2a senψ

0

f(r cosψ cosϕ, r cosψ senϕ, r senψ)r2dr
)

cosψdψ
)
dϕ+∫ 2π

0

(∫ π
2

π
3

(∫ a

0

f(r cosψ cosϕ, r cosψ senϕ, r senψ)r2dr
)

cosψdψ
)
dϕ.

20. Calcular las siguientes integrales triples pasando a coordenadas esféricas o cilı́ndricas:

a)
∫ 1

0

(∫ √
1−x2

0

(∫ √1−x2−y2

0

√
x2 + y2 + z2dz

)
dy
)
dx.

b)
∫∫∫
V

(x2 + y2)dxdydz, V es el volumen dado por a2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ b2, z ≥ 0.

c)
∫∫∫
V

dxdydz√
x2 + y2 + (z − 2)2

, V es la esfera x2 + y2 + z2 ≤ 1.

d)
∫∫∫
V

dxdydz√
x2 + y2 + (z − 2)2

, V es el cilindro x2 + y2 ≤ 1, −1 ≤ z ≤ 1.

Solución
a) Usando coordenadas esféricas x = r cosψ cosϕ,

y = r cosψ senϕ, z = r senψ, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ψ ≤ π
2 ,

0 ≤ ϕ ≤ π
2 , entonces:∫ 1

0

(∫ √
1−x2

0

(∫ √1−x2−y2

0

√
x2 + y2 + z2dz

)
dy
)
dx =

-

6

	
1

1

1

-

6

1

1

x

y

y

z

x

z =
√

1− x2 − y2

y =
√

1− x2

∫ π
2

0

(∫ π
2

0

(∫ 1

0

r3dr
)

cosψdψ
)
dϕ = 1

4 ·1·
π
2 = π

8 .

b) En este caso, para generar la parte superior de

la esfera, tomamos 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ π
2 y para

a2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ b2, se tiene a ≤ r ≤ b, es decir

pasando a coordenadas esféricas tenemos:
r
bb

r
rb

r
a z9

x

y

z

6

∫∫∫
V

(x2 + y2)dxdydz =
∫ 2π

0

(∫ π
2

0

(∫ b

a

r4 cos3 ψdr
)
dψ
)
dϕ = 1

5(b5 − a5)·23 ·2π =

4
15π(b5 − a5).
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c) Por el uso de las coordenadas esféricas tenemos que

0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, −π
2 ≤ ψ ≤ π

2 , entonces:∫∫∫
V

dxdydz√
x2 + y2 + (z − 2)2

=

∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ 1

0

r2 cosψdr√
r2 − 4r senψ + 4

)
dψ
)
dϕ =

6

r
1

r1

z9
x

z

y

2π
∫ 1

0

(∫ π
2

−π2

−4r cosψdψ√
r2 − 4r senψ + 4

)(
− 1

4r
)
dr = −π2

∫ 1

0

2
√
r2 − 4r senψ + 4

∣∣∣π2
−π2

rdr =

−π
∫ 1

0

(2− r − (r + 2))rdr = π

∫ 1

0

2r2dr = 2
3πr

3
∣∣∣1
0

= 2
3π.

d) Haciendo uso de coordenadas cilı́ndricas tenemos 0 ≤

r ≤ 1, −1 ≤ z ≤ 1, 0 ≤ θ ≤ 2π y
√
x2 + y2 + (z − 2)2

se transforma en
√
r2 + (z − 2)2, por lo tanto la integral

triple es
∫∫∫
V

dxdydz√
x2 + y2 + (z − 2)2

= x

y

z

q1

1

1

-

	

6

q−1

∫ 2π

0

(∫ 1

0

(∫ 1

−1

dz√
r2 + (z − 2)2

)
rdr
)
dθ = 2π

∫ 1

−1

(
1
2

∫ 1

0

2rdr√
r2 + (z − 2)2

)
dz =

2π
∫ 1

−1

√
r2 + (z − 2)2

∣∣∣1
0
dz = 2π

∫ 1

−1

(√
z2 − 4z + 5− (2− z)

)
dz =

2π
(

1
2 ln

(√
z2 − 4z + 5 + z − 2

)
+ 1

2(z − 2)
√
z2 − 4z + 5 + z2

2 − 2z
)∣∣∣1
−1

=

π
(

ln(
√

2− 1)−
√

2− 4− (ln(
√

10− 3)− 3
√

10 + 4)
)

= π
(
3
√

10 + ln
√

2− 1√
10− 3

−
√

2− 8
)

.

3.3 Cálculo de volúmenes

21. Calcular el volumen de un sólido limitado por dentro de la esfera x2 + y2 + z2 = 5 y

dentro del paraboloide x2 + y2 = 4z.

Solución Las superficies se intersecan en un plano que

es solución del sistema z2 + 4z − 5 = 0 =⇒ z = 1, z = −5

y la última solución se elimina.

Ası́ tenemos que el volumen es:

1

2 √
5

x

y

z

x

y

2

-

	

6

-

6
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V =
∫ 2

−2

(∫ √
4−x2

−
√

4−x2

(∫ √5−x2−y2

x2+y2

4

dz

)
dy

)
dx =

∫ 2π

0

(∫ 2

0

(∫ √
5−r2

1
4 r

2
dz

)
rdr

)
dθ =

2π
∫ 2

0

(√
5− r2 − 1

4r
2
)
rdr = π

(
−2

3(5− r2)
3
2 − 1

2
r4

4

)∣∣∣∣2
0

= π
(

2
3

(
5

3
2 − 1

)
− 23

3

)
=

2
3π(5

3
2 − 1− 3) = 2

3π(5
√

5− 4).

22. Calcular el volumen de un sólido limitado por el plano xy, el cilindro x2 + y2 = 2x y el

cono z =
√
x2 + y2.

Solución La intersección del cilindro (x − 1)2 + y2 =

1 y el cono z =
√
x2 + y2, es la curva z =

√
2x, y =

±
√

2x− x2, 0 ≤ x ≤ 2. Ası́ tenemos que:

V =
∫∫∫
V

dxdydz =
∫ π

2

−π2

(∫ 2 cos θ

0

(∫ r

0

dz

)
rdr

)
dθ =

∫ π
2

−π2

(∫ 2 cos θ

0

r2dr

)
dθ =

∫ π
2

−π2

1
3(2 cos θ)3dθ = 16

3 ·
1·2
1·3 =

32
9 .

z

-

q2

2 q
/

6

y

x

x2 + y2 = 2x

-

6

2
x

y

23. Calcular el volumen de la región limitada por:

a) el elipsoide 4x2 + y2 + 16z2 = 16.

b) la esfera x2 + y2 + z2 = 16 y el cilindro x2 + y2 = 7.

c) paraboloide elı́ptico z = 2x2 + y2 + 1, el plano x+ y = 1 y los planos coordenados.

d) az = y2, x2 + y2 = b2, z = 0.

e) z = x2 + y2, y = x2, y = 1, z = 0.

f) x2 + y2 = 2ax, z = αx, z = βx, α > β.

g) 2az = x2 + y2, x2 + y2 − z2 = a2, z = 0.

h) x
2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1.

i) z = x+ y, xy = 1, xy = 2, y = x, y = 2x, z = 0, x > 0, y > 0.

j) z = 2− x− 2y, x = 0, y = 0, z = 0.

k) por el paraboloide x2 + 4y2 + z = 4 y el plano xy.

l) z = 1− x2 − y2, el plano z = 1− y, z = 0, x = 0, y = 0.
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m) y2 = 4a2 − 3ax, y2 = ax, z = ±h.

n) la parte del cilindro x2 + y2 = 2ax comprendida entre el paraboloide x2 + y2 = 2az y

el plano xy.

o) la esfera x2 + y2 + z2 = a2 y el cono z2 = x2 + y2 (parte exterior respecto al cono).

p) la superficie
(x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
)2 = x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
.

q) las superficies x
2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 2, x

2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 0, z ≥ 0.

Solución

a) el elipsoide 4x2 + y2 + 16z2 = 16.

Dada la simetrı́a del elipsoide con respecto a los ejes cartesianos, el volumen es ocho

veces el volumen del primer octante, es decir:

V = 8
∫ 2

0

∫ 2
√

4−x2

0

∫ 1
4

√
16−4x2−y2

0

dz dy dx = 2
∫ 2

0

∫ 2
√

4−x2

0

√
16− 4x2 − y2dy dx =∫ 2

0

[
y
√

16− 4x2 − y2 +

(16−4x2) arcsen y√
16− 4x2

]2√4−x2

0

dx =∫ 2

0

(0 − 0 + (16 − 4x2) 1
2π − 0)dx =

1
2π(16·2− 32

3 ) = 32
3 π.

-

6z = ±
√

16− 4x2 − y2 y = ±2
√

4− x2

2

4

:

y

x

6

j�x
y

q q
4

2

b) la esfera x2 + y2 + z2 = 16 y el cilindro x2 + y2 = 7.

La esfera y el cilindro se intersecan en 7+ z2 = 16

i.e z = ±3, por lo que el volumen es:

V = 2
∫ √

7

−
√

7

∫ √
7−x2

−
√

7−x2

√
16− x2 − y2dydx =

2
∫ 2π

0

∫ √
7

0

√
16− r2rdrdθ = −2π 2

3 (16 − r2)
3
2

∣∣∣√7

0
=

− 4
3π(27− 64) = 148

3 π. ��	

6

√
7

4
-

6

4

x2+y2 =16

x2+y2 =7

-

*
x

y

z

q
q3

c) paraboloide elı́ptico z = 2x2 + y2 + 1, el plano x+ y = 1 y los planos coordenados.
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La región de integración se reduce al triángulo que aparece en

la gráfica, por lo que:

V =
∫ 1

0

∫ 1−x

0

(2x2 + y2 + 1)dydx =
∫ 1

0

(2x2y+ 1
3y

3 + y)
∣∣∣1−x
0

dx =∫ 1

0

(− 7
3x

3 + 3x2 − 2x + 4
3 )dx =

(
− 7

12x
4 + x3 − x2 + 4

3x
)∣∣∣1

0
=

− 7
12 + 1− 1 + 4

3 = 3
4 .

z = 2x2 + y2 + 1

q1
1 q -

q2

y = 1− x

6

)

q
1

d) az = y2, x2 + y2 = b2, z = 0.

Solución Dada la simetrı́a de la superficie, el volumen es:

V =
∫ b

−b

∫ √
b2−x2

−
√
b2−x2

y2

a dydx = 4
a

∫ b

0

∫ √
b2−x2

0

y2dydx =

4
3a

∫ b

0

(b2 − x2)
3
2 dx = 4

3a

∫ π
2

0

b3(1 − sen2 θ)
3
2 b cos θdθ =

4b4
3a

∫ 1
2π

0

cos4 θdθ= πb4

4a .

z = 1
ay

2

-

q
=

6

b

q1
a b

2

q
b

e) z = x2 + y2, y = x2, y = 1, z = 0.

Claramente tenemos que el volumen es:

V =
∫ 1

0

∫ √
y

−√y
(x2 + y2)dxdy = 2

∫ 1

0

(y2x + 1
3x

3)
∣∣∣√y
0
dy =

2
∫ 1

0

( 1
3y

3
2 + y

5
2 )dy = (1

3
4
5y

5
2 + 4

7y
7
2 )
∣∣∣1
0

= 4
15 + 4

7 = 88
105 .

z = x2 + y2

q11 q

q2
6

j

9x

y
y = x2

f) x2 + y2 = 2ax, z = αx, z = βx, α > β.
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Es claro que el volumen es:

V =
∫ 2a

0

∫ √
2ax−x2

−
√

2ax−x2
(α−β)xdydx = 2

∫ 2a

0

(α−β)x
√

2ax− x2dx =

2(α−β)
∫ π

2

−π2

(a+a cos θ)a2 sen2 θdθ = 2(α−β)a3

∫ π
2

−π2

sen2 θdθ+0 =

4(α− β)a3

∫ π
2

0

sen2 θdθ = (α− β)a3π.

z = αx, z = βxqα

2a
q

	x

y

6

-

y = βx

z = αx

x2 + y2 = 2ax

g) 2az = x2 + y2, x2 + y2 − z2 = a2, z = 0.

Las superficies se intersecan en 2az − z2 = a2 i.e. z = a, por lo que si definimos

∆a = {(x, y) ∈R2/a2 ≤ x2 + y2 ≤ 2a2}, el volumen es:

V =
∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

∫ x2+y2

2a

0

dzdydx+
∫∫
∆a

∫ x2+y2

2a

√
x2+y2−a2

dzdydx =

∫ 2π

0

∫ a

0

r2

2ardrdθ +
∫ 2π

0

∫ √
2a

a

( r2
2a −

√
r2 − a2

)
rdrdθ =

π
a

∫ a

0

r3dr + 2π
∫ √

2a

a

( r3
2a −

1
2

√
r2 − a22r)dr =

π
a
a4

4 + π
( r4
4a −

2
3(r2 − a2)

3
2
)∣∣∣√2a

a
=

π
4 a

3 + π
(
a3 − 2

3a
3 − 1

4a
3
)

= π
3 a

3.

x2 + y2 − z2 = a22az = x2 + y2

q√
2a

qa

	

a q
x

6

zy

h) x
2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1.

Realizando el cambio de variable x′ = x
a , y′ = y

b
, z′ = z

c ,

el Jacobiano J−1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1
a 0 0

0 1
b

0

0 0 1
c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=⇒ J = abc y se tiene

x′2 + y′2 + z′2 = 1. Usando coordenadas esféricas tenemos:∫∫∫
V

dxdydz =
∫ 2π

0

∫ π
2

−π2

∫ 1

0

abcr2 cosψ dr dψ dϕ =

2πabc2
3

∫ π
2

0

cosψdψ = 4
3πabc,

x

y

x2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 16

-

=

x2

a2
+
y2

b2
= 11q q

qc

a

b
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i) z = x+ y, xy = 1, xy = 2, y = x, y = 2x, z = 0, x > 0, y > 0.

V =
∫∫
R

zdxdy =
∫∫
R

(x+ y)dxdy. Sea u = xy, v = y
x , x = u

1
2 v−

1
2 , y = u

1
2 v

1
2 , entonces:

J =

∣∣∣∣∣∣∣
1
2u

− 1
2 v

1
2 1

2u
1
2 v−

1
2

1
2u

− 1
2 v−

1
2 − 1

2u
1
2 v−

3
2

∣∣∣∣∣∣∣ = − 1
4v −

1
4v = − 1

2v ,

por lo que V = 1
2

∫ 2

1

∫ 2

1

1
v
[(u
v
) 1

2 +
(
uv
) 1

2
]
dudv =

1
2

∫ 2

1

∫ 2

1

u
1
2
( 1
v

1
2

+ 1
v

3
2

)
dudv = 1

3 (4 −
√

2) =

1
3

√
2(2

√
2− 1).

6

y

x

f(x, y) = x+ y

�

-
xy = 1
xy = 2

y = x y = 2x

j) z = 2− x− 2y, x = 0, y = 0, z = 0.

V =
∫ 2

0

∫ 2−x
2

0

(2− x− 2y)dydx =∫ 2

0

(
(2− x)− x(2− x)

2 −
(2− x

2
)2)

dx =∫ 2

0

(
1− x+ 1

4x
2
)
dx = (x− 1

2x
2 + 1

12x
3)
∣∣∣2
0

=

2− 2 + 8
12 = 2

3 .

6

	

-

2

2

1

p
p

p

x

y

z = 2− x− 2y

y = 1
2 (2− x)

k) por el paraboloide x2 + 4y2 + z = 4 y el plano xy.

El volumen claramente es:

V =
∫ 2

−2

∫ 1
2

√
4−x2

− 1
2

√
4−x2

(4−x2−4y2)dydx = 2
3

∫ 2

−2

(4−x2)
3
2 dx =

2
3

∫ π
2

−π2

16 cos4 θdθ = 4π, realizando el cambio de variable

x = 2 sen θ. �x y

z = 4− x2 − 4y2

qq2 1

q
4

K

R

l) z = 1− x2 − y2, el plano z = 1− y, z = 0, x = 0, y = 0.
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Las superficies se intersecan sobre el cilindro

x2 + y2 − y = 0. El volumen es:

V =
∫ 1

0

∫ √y−y2

−
√
y−y2

∫ 1−x2−y2

1−y
dzdxdy =

4
3

∫ 1

0

(y − y2)
3
2 dy = 1

6

∫ 1

0

(1 − (2y − 1)2)
3
2 )dy =

1
6

∫ π
2

0

cos4 θdθ = 1
6

3
16π = 1

32π, haciendo el cam-

bio de variable 2y − 1 = sen θ.

z = 1− x2 − y2

q
1

-

q1

1
q

z = 1− y

�

6

x

y

m) y2 = 4a2 − 3ax, y2 = ax, z = ±h.

El volumen está dado por:

V =
∫ a

−a

∫ 4a2−y2

3a

y2

a

∫ h

−h
dzdxdy =

∫ a

−a
2hx

∣∣∣ 4a2−y2

3a
y2

a

dy =

2h
∫ a

−a

(4a2 − y2

3a − 3y2

3a
)
dy = 2h

∫ a

−a

(4a2 − 4y2

3a
)
dy =

4h
3a
(
4a2y − 4

3y
3
)∣∣∣a

0
= 4h

3a (4a3 − 4
3a

3) = 32
9 a

2h.

y2 = 4a2 − 3ax
y2 = ax6

-

ph
	a
p 4

3apqa
y

x

n) la parte del cilindro x2 + y2 = 2ax comprendida entre el paraboloide x2 + y2 = 2az y el

plano xy.

Igualando las ecuaciones de las superficies, vemos que

se intersecan sobre el plano z = x, de modo que

el volumen es V =
∫ 2a

0

∫ √
2ax−x2

−
√

2ax−x2

∫ x2+y2

2a

0

dzdydx =

∫ π
2

−π2

∫ 2a cos θ

0

∫ r2

2a

0

dzrdrdθ = 2
∫ π

2

0

∫ 2a cos θ

0

r3

2adrdθ =

1
4a

∫ 1
2π

0

(2a cos θ)4dθ = 4a3

∫ π
2

0

cos4 θdθ = 4a3 3
16π =

3
4πa

3.

2az = x2 + y2

q
a

q2a

2a
q

	
x2 + y2 = 2ax*

6

- y

x

o) la esfera x2 + y2 + z2 = a2 y el cono z2 = x2 + y2 (parte exterior respecto al cono).
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Las superficies se intersecan en z = ± a√
2

y el volumen es

la parte exterior del cono dentro del cilindro x2 +y2 = a2

2 ,

más la parte dentro de la esfera exterior a este mismo

cilindro. El volumen es dos veces el volumen cuando z ≥

0, por lo que si tomamos coordenadas cilı́ndricas tenemos:

x2 + y2 + z2 = a2

p
a

pa

a
p

pa√
2

=

z2 = x2 + y2

a√
2p

6

x

- y

V = 2
∫ 2π

0

∫ a√
2

0

∫ r

0

dz rdrdθ + 2
∫ 2π

0

∫ a

a√
2

∫ √
a2−r2

0

√
a2 − r2dz rdrdθ =

4π
3

a3

2
√

2
+ (−2)π 2

3(a2 − r2)
∣∣∣a
a
√

2
= 4π

3 a3
√

2 + π
3 a

3
√

2 = 2
√

2
3 πa3.

p) la superficie
(x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
)2 = x2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
.

Usando a coordenadas esféricas generalizadas,

x = ar cosψ cosϕ, y = br cosψ senϕ, z = cr senψ,

J = abcr2 cosψ, la ecuación de la superficie es

r4 = r2 cos2 ψ − r2 sen2 ψ = r2 cos 2ψ, es decir

r =
√

cos 2ψ. La superficie se puede generar de

dos maneras distintas:

r =
√

cos 2ψ6

−1 q -

q1

/x

y

z

7

φ

r =
√

cos 2ψ, −π
4 ≤ ψ ≤ π

4 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π,

r =
√

cos 2ψ, −π
4 ≤ ψ ≤ π

4 o − 3π
4 ≤ ψ ≤ 5π

4 , 0 ≤ ϕ ≤ π.

Ası́ tenemos que el volumen es:

V = abc

∫ π

0

∫ π
4

−π4

∫ √cos 2ψ

0

r2 cosψdrdψdϕ+ abc

∫ π

0

∫ 5π
4

3π
4

∫ √cos 2ψ

0

r2dr cosψ dψdϕ =

1
3πabc

∫ π
4

−π4

(cos 2ψ)
3
2 cosψdψ + 1

3πabc
∫ 5π

4

3π
4

(cos 2ψ)
3
2 cosψdψ =

1
3πabc

∫ π
4

−π4

(1− 2 sen2 ψ)
3
2 cosψdψ + 1

3πabc
∫ 5π

4

π
4

(1− 2 sen2 ψ)
3
2 cosψdψ =

u=
√

2 senψ

2
3πabc

1√
2

∫ 1

−1

(1− u2)
3
2 du =

u=sen θ

2
3πabc

1√
2

∫ π
2

−π2

(1− sen2 θ)
3
2 cos θdθ =

2√
2
πabc3 2

∫ π
2

0

(cos2 θ)
3
2 cos θdθ = 4abc

3
√

2
π

∫ π
2

0

cos4 θdθ = 4abc
3
√

2
3

2·4
π
2 = π2abc

4
√

2
.
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q) las superficies x
2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 2, x

2

a2
+ y2

b2
− z2

c2
= 0, z ≥ 0.

Las superficies se intersecan en el plano z = c.

Por otro lado, si se hace el cambio de variable

x
a = x′, y

b
= y′, z

c = z′ =⇒
∫∫∫
V

dxdydz =

abc

∫∫∫
V ′

dx′dy′dz′, donde V ′ es el volumen deter-

minado por x′2 + y′2 + z′2 = 2, x′2 + y′2 − z′2 = 0,

z′ ≥ 0. Usando coordenadas cilı́ndricas se tiene

que:

x2

a2
+
y2

b2
+ z2

c2
= 2

q√
2b

-

q√
2c

√
2a

q
q
b

qc

=

6
z2

c2
= x2

a2
+
y2

b2

aq
V = abc

∫ 1

−1

∫ √
1−x2

−
√

1−x2

∫ √2−x2−y2

√
x2+y2

dzdydx =
∫ 1

−1

∫ √
1−x2

−
√

1−x2

(√
2− x2 − y2−

√
x2 + y2

)
dydx =

abc

∫ 1

0

∫ 2π

0

(√
2− r2 − r)rdrdθ = 2πabc

∫ 1

0

(√
2− r2r − r2

)
dr = 2πabc

(
− 1

2 (2 − r2)
3
2 2

3 −

1
3r

3
)∣∣∣1

0
= 2πabc

(
− 1

31
3
2 − 1

3 + 1
32

3
2
)

= 2πabc
(

2
3

√
2− 2

3

)
= 4

3πabc(
√

2− 1).

24. Calcular el volumen de los cuerpos limitados por las superficies dadas, efectuando inte-

gración triple:

a) Por los cilindros z = 4− y2, z = y2 + 2 y por los planos x = −1, x = 2.

b) Por los paraboloides z = x2 + y2, z = x2 + 2y2 y los planos y = x, y = 2x, x = 1.

c) Por los paraboloides z = x2 + y2, z = 2x2 + 2y2, el cilindro y = x2 y el plano y = x.

d) Por los cilindros z = ln(x+ 2), z = ln(6− x) y los planos x = 0, x+ y = 2, x− y = 2.

e) Por el paraboloide (x− 1)2 + y2 = z y el plano 2x+ z = 2.

f) Por el paraboloide z = x2 + y2 y el plano z = x+ y.

g) Por la esfera x2 + y2 + z2 = 4 y el paraboloide x2 + y2 = 3z.

h) Por la esfera x2 + y2 + z2 = a2 y el paraboloide x2 + y2 = a(a− 2z), z ≥ 0.

i) Por el paraboloide z = x2 + y2 y el cono z2 = xy.

j) Por la esfera x2 + y2 + z2 = 4az − 3a2 y el cono z2 = 4(x2 + y2) (tomando en cuenta la

parte de la esfera dentro del cono).

k) (x2 + y2 + z2)2 = a3x, o bien (x2 + y2 + z2)2 = a3z.
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l) (x2 + y2 + z2)2 = axyz.

m) (x2 + y2 + z2)3 = a2z4.

n) (x2 + y2 + z2)3 = a6z2

x2 + y2 .

o) (x2 + y2 + z2)3 = a2(x2 + y2)2.

p) (x2 + y2)2 + z4 = a3z.

q) x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 + z2 = 16, z2 = x2 + y2, x = 0, y = 0, z = 0, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

Solución
a) z = 4 − y2, z = y2 + 2, x = −1, x = 2. Las superficies

se intersecan cuando z = 4 − y2 = y2 + 2 =⇒ y = ±1. El

volumen está dado por V =
∫ 2

−1

(∫ 1

−1

(∫ 4−y2

y2+2

dz
)
dy
)
dx =∫ 2

−1

(∫ 1

−1

(2− 2y2)dy
)
dx = 2·3·2

(
y − 1

3y
3
)∣∣∣1

0
= 12·23 = 8.

q
2

q4

2
q -

6

+

1−1

x

y

z

z = 4− y2

z = 2 + y2

b) z = x2 + y2, z = x2 + 2y2, y = x, y = 2x, x = 1. En este

caso 0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 2x, x2 + y2 ≤ z ≤ x2 + 2y2, por lo

que V =
∫ 1

0

(∫ 2x

x

(∫ x2+2y2

x2+y2
dz
)
dy
)
dx =∫ 1

0

(∫ 2x

x

y2dy
)
dx = 1

3

∫ 1

0

(8x3 − x3)dx = 7
3 ·
x4

4

∣∣∣1
0

= 7
12 .

q2

q8

1 q -

	
y = 2x

y = x

6

q4

x

y

z

c) z = x2 + y2, z = 2x2 + 2y2, y = x2, y = x. Los cilindros

y = x2, y = x se intersecan en x = 0, x = 1, por lo que

0 ≤ x ≤ 1, x2 ≤ y ≤ x, x2 + y2 ≤ z ≤ 2x2 + 2y2, o sea:

V =
∫ 1

0

(∫ x

x2

(∫ 2x2+2y2

x2+y2
dz
)
dy
)
dx =∫ 1

0

(∫ x

x2
(x2 + y2)dy

)
dx =

∫ 1

0

(
x2y + 1

3y
3
)∣∣∣x
x2
dx =

q
1

q4

1 q -

6

	

q2

x

y

z

∫ 1

0

(
4
3x

3 − x4 − 1
3x

6
)
dx =

(
1
3x

4 − 1
5x

5 − 1
21x

7
)∣∣∣1

0
= 1

3 −
1
5 −

1
21 = 3

35 .
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d) z = ln(z + 2), z = ln(6− x), x = 0, x+ y = 2, x− y = 2.

En estas condiciones tenemos que 0 ≤ x ≤ 2, x−2 ≤ y ≤ 2−x,

ln(x+ 2) ≤ z ≤ ln(6− x), entonces:

V =
∫ 2

0

(∫ 2−x

x−2

(∫ ln(6−x)

ln(x+2)

dz
)
dy
)
dx =∫ 2

0

(∫ 2−x

x−2

(ln(6− x)− ln(x+ 2))dy
)
dx =

q2−2q
qln 6

2
q

6

y + x = 2y = 2− x

ln 2

-

+
x

y

z

∫ 2

0

(4−2x)(ln(6−x)−ln(x+2))dx =
(
(x2−4x−12) ln(x+2)+(−x2+4x−12) ln(6−x)+8x

)∣∣∣2
0

=

4(4− 3 ln 3), ya que
∫
x lnxdx = 1

2x
2 lnx− 1

4x
2 + C,

∫
lnxdx = x lnx− x+ C.

e) (x− 1)2 + y2 = z, 2x+ z = 2.

Las superficies se intersecan cuando (x − 1)2 + y2 = 2 −

2x =⇒ x2 + y2 = 1, es decir la proyección de la intersección

sobre el plano xy, es una circunferencia centrada de radio

1.

z

q
1

q2

1
q

�

-

6 2x+ z = 2

y

x

El volumen está determinado por las desigualdades −1 ≤ x ≤ 1, −
√

1− x2 ≤ y ≤
√

1− x2, y2 + (x− 1)2 ≥ z ≥ 2− 2x, es decir:

V =
∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

−
√

1−x2

(∫ (x−1)2+y2

2−2x

dz
)
dy
)
dx =

∫ 1

−1

(∫ √
1−x2

−
√

1−x2
(1− x2 − y2)dy

)
dx =∫ 2π

0

(∫ 1

0

(1− r2)rdr
)
dθ = 2π

(
r2

2 − r4

4

)∣∣∣1
0

= π
2 .
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f) z = x2 + y2, z = x+ y.

La intersección de las superficies está dada por la

ecuación z = x2 +y2 = x+y =⇒ (x− 1
2 )2 +(y− 1

2 )2 = 1
2 , o

sea que el corte de la superficie z = x2 + y2 con el plano

z = x+ y, es tal que al proyectarse sobre el plano xy nos

da una circunferencia de centro ( 1
2 ,

1
2 ) y radio 1√

2
, por lo

que x2 + y2 ≤ z ≤ x+ y. El volumen es:

q2-
q2

2 q

6

	
x+ y = 1

x+ y = 2

z = x+ y

z

x

y

q

R

∫∫
R

(∫ x+y

x2+y2
dz
)
dxdy =

∫∫
R

(x+ y − x2 − y2)dxdy.

Efectuando el cambio de variable u = x− 1
2 , v = y − 1

2 , J =

∣∣∣∣∣∣∣
1 0

0 1

∣∣∣∣∣∣∣ = 1, por lo que:

∫∫
R

(x+ y − x2 − y2)dxdy =
∫∫
C

(u+ 1
2 + v + 1

2 − (u+ 1
2 )2 − (v + 1

2 )2)dudv =

∫∫
C

( 1
2 − u2 − v2)dudv, donde C = C((0, 0), 1√

2
) es el cı́rculo de centro (0, 0) y radio 1√

2
.

Pasando a coordenadas polares tenemos que:∫∫
C

( 1
2 −u

2− v2)dudv =
∫ 2π

0

(∫ 1√
2

0

( 1
2 − r

2)rdr
)
dθ = 2π

(
r2

2 − r4

4

)∣∣∣√ 1
2

0
= π

2

(
1
2 −

1
4

)
= π

8 .

g) x2 + y2 + z2 = 4, x2 + y2 = 3z.

Determinemos los puntos en que las superficies se

intersecan z2 + 3z − 4 = (z − 1)(z + 4) = 0 y como se

elimina z = −4, tenemos que z = 1.

1

√
3
2

x

y

z

x

y

√
3
2

2

2

-

6

	

Si z = 1 tenemos la circunferencia x2 + y2 = 3. Pasando a coordenadas cilı́ndricas se

tiene que el volumen es:

V =
∫ √

3

−
√

3

(∫ √
3−x2

−
√

3−x2

(∫ √4−x2−y2

x2+y2

3

dz
)
dy
)
dx =

∫ 2π

0

(∫ √
3

0

(√
4− r2 − 1

3r
2
)
rdr
)
dθ =

2π
(
− 1

3(4− r2)
3
2 − 1

12r
4
)∣∣∣√3

0
= 2π

(
− 1

3 + 8
3 −

9
12

)
= 19

6 π.

El volumen de la región complementaria es 4
3π(2)3 − 19

6 π = 15
2 π.
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h) x2 + y2 + z2 = a2, x2 + y2 = a2 − 2az, z ≥ 0.

Las superficies se intersecan cuando a2 − 2az + z2 = a2 =⇒

z(z − 2a) = 0 i.e. z = 0, pues z = 2a no satisface la ecuación de

la esfera.

-

6

	
a

a

a
a
2

x

y

z

R

Cuando z = 0 tenemos la circunferencia x2+y2 = a2 y a2 − x2 − y2

2a ≤ z ≤
√
a2 − x2 − y2.

Ası́ el volumen es (usando coordenadas cilı́ndricas):

V =
∫ a

−a

(∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

(∫ √a2−x2−y2

a2−x2−y2

2a

dz
)
dy
)
dx =

∫ 2π

0

(∫ a

0

(√
a2 − r2 − a2 − r2

2a

)
rdr
)
dθ =

2π
(
− 1

3(a2 − r2)
3
2 − 1

2a

(
a2 r2

2 − r4

4

))∣∣∣a
0

= 2π
(

1
3a

3 − 1
2a
a4

4

)
= 2π

(
1
3 −

1
8

)
a3 = 5

12πa
3.

i) z = x2 + y2, z2 = xy.

Debemos determinar la intersección de las superficies

z = x2 + y2 =
√
xy. Pasando a coordenadas polares

tenemos r =
√

1
2 sen 2θ, con 0 ≤ θ ≤ π

2 , π ≤ θ ≤ 3π
2 .

Además x2 + y2 ≤ z ≤ √
xy, por lo que el volumen es

dos veces el volumen de la región del primer octante, es

decir:

z

q1
q√

2

1
q

-

	

6

x

y

x+ y = 1R

V = 2
∫∫
R

(∫ √
xy

x2+y2
dz
)
dxdy = 2

∫ π
2

0

(∫ √ 1
2 sen 2θ

0

(
r

√
1
2 sen 2θ − r2

)
rdr
)
dθ =

2
∫ π

2

0

(
1
3r

2

√
1
2 sen 2θ − 1

4r
4
)∣∣∣
√

1
2 sen 2θ

0
dθ = 2

∫ π
2

0

(
1
12 sen2 2θ − 1

16 sen2 2θ
)
dθ =

2
3·42

∫ π
2

0

sen2 2θdθ = 2
3·42

∫ π
4

0

sen2 2θ2dθ = 2
3·42

∫ π
2

0

sen2 udu = 2
3·42

1
2
π
2 = π

96 .

j) x2 + y2 + (z − 2a)2 = a2, z2 = 4(x2 + y2).

La intersección de las superficies ocurren cuando

z2

4 + z2 − 4az + 3a2 = 1
4(z − 2a)(5z − 6a) = 0 i.e.

z = 2a, z = 6
5a.

Cuando z = 6
5a se tiene que x2 + y2 = 9

25a
2, o sea

r = 3
5a.

2a

6
5a

	

-

6

a

3
5a*

x

y

x

y

z

6

-

Cuando z = 2a se tiene que x2 + y2 = a2, o sea r = a.
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Para simplificar, determinemos el volumen del cono fuera de la esfera, ya que el volu-

men buscado es el volumen de la esfera menos el volumen del cono fuera de la esfera.

Para calcular el volumen del cono fuera de la esfera, usando coordenadas cilı́ndricas

tenemos 0 ≤ θ ≤ 2π, 3
5a ≤ r ≤ a, 2a−

√
a2 − r2 ≤ z ≤ 2r:∫ 2π

0

(∫ a

3
5a

(∫ 2r

2a−
√
a2−r2

dz
)
rdr
)
dθ = 2π

∫ a

3
5a

(
2r − 2a+

√
a2 − r2

)
rdr =

2π
(

2
3r

3 − ar2 − 1
3(a2 − r2)

3
2

)∣∣∣a
3
5a

= 2π
(

2
3 − 1− 0−

(
2
3

33

53
− 32

52
− 1

3
43

53

))
a3 = 8

75πa
3.

Finalmente el volumen es 4
3πa

3 − 8
75πa

3 = 92
75πa

3.

k) (x2 + y2 + z2)2 = a3z, o bien (x2 + y2 + z2)2 = a3x.

Se observa que por razones de simetrı́a los volúmenes

de ambas regiones son iguales. Verifiquemos esto.

Consideremos la región (x2 + y2 + z2)2 = a3z, lo primero

que vemos es que z ≥ 0. Pasando a coordenadas

esféricas x = r cosϕ cosψ, y = r senϕ cosψ, z = r senψ,

(x2 + y2 + z2)2 = a3x
6

a p
-

	
x

y

z

se tiene que r4 = a3r senψ i.e. r = a 3
√

senψ, con 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ ψ ≤ π
2 , 0 ≤ r ≤ a 3

√
senψ.

Ası́ tenemos que el volumen es:

V =
∫∫∫
V

dxdydz =
∫ 2π

0

(∫ π
2

0

(∫ a 3
√

senψ

0

r2 cosψdr
)
dψ
)
dϕ = 2π

∫ π
2

0

1
3a

3 senψ cosψdψ =

2
3πa

3 1
2 sen2 ψ

∣∣∣π2
0

= π
3 a

3.

Usando la otra ecuación tenemos que (x2 + y2 + z2)2 = a3x, x ≥ 0, se transforma en

r3 = a3 cosϕ cosψ i.e. r = a 3
√

cosϕ cosψ, con −π
2 ≤ ϕ ≤ π

2 , −π
2 ≤ ψ ≤ π

2 . Ası́ se tiene que

el volumen es:∫ π
2

−π2

(∫ π
2

−π2

(∫ a 3
√

cosϕ cosψ

0

r2 cosψdr
)
dψ
)
dϕ = 1

3

∫ π
2

−π2

(∫ π
2

−π2

a3 cosϕ cos2 ψdψ
)
dϕ =

4
3a

3

∫ π
2

0

cosϕdϕ
∫ π

2

0

cos2 ψdψ = 4
3a

3·1·12
π
2 = π

3 a
3.
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l) (x2 + y2 + z2)2 = axyz.

Usando coordenadas esféricas la ecuación se transforma

en r4 = ar3 cosϕ senϕ cos2 ψ senψ ≥ 0, es decir r =

a cosϕ senϕ cos2 ψ senψ, donde los ángulos ϕ y ψ varı́an

en (ϕ,ψ)∈ [ 0, π2 ]× [ 0, π2 ], (ϕ,ψ)∈ [π, 3π
2 ]× [ 0, π2 ], (ϕ,ψ)∈

[ π2 , π ]× [π, 3π
2 ], (ϕ,ψ) ∈ [ 3π

2 , 2π ]× [π, 3π
2 ].

(x2 + y2 + z2)2 = axyz
6

qa-

qa

	
x

y

z

De esta manera tenemos que el volumen es 4 veces el volumen de la figura en el primer

octante. Notemos que pareciera que es 8 veces el volumen, pero se genera la misma

figura en [π, 3π
2 ]× [ 0, π2 ] y en [ 0, π2 ]× [ π2 , π ].

Finalmente tenemos que el volumen es:

V = 4
∫ π

2

0

(∫ π
2

0

(∫ a cosϕ senϕ cos2 ψ senψ

0

r2 cosψdr
)
dψ
)
dϕ =

4
3

∫ π
2

0

(∫ π
2

0

a3 cos3 ϕ sen3 ϕ cos7 ψ sen3 ψdψ
)
dϕ =

4
3a

3

∫ π
2

0

cos3 ϕ(1− sen2 ϕ) cosϕdϕ
∫ π

2

0

− cos7 ψ(1− cos2 ψ)(− senψ)dψ =

4
3a

3

∫ 1

0

x3(1− x2)dx
∫ 1

0

y7(1− y2)dy = 4
3a

3
(

1
4x

4 − 1
6x

6
)∣∣∣1

0

(
1
8y

8 − 1
10y

10
)∣∣∣1

0
=

1
3a

3
(

1
2 −

1
3

)(
1
4 −

1
5

)
= 1

360a
3.

m) (x2 + y2 + z2)3 = a2z4.

Usando coordenadas esféricas tenemos r6 = a2r4 sen4 ψ, o

sea r = a sen2 ψ, 0 ≤ ψ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ π. La figura tiene

una parte similar cuando z < 0, por lo que el volumen es

dos veces el volumen determinado por la ecuaciones en

coordenadas esféricas:

V = 2
∫ π

0

(∫ π

0

(∫ a sen2 ψ

0

r2dr
)
| cosψ|dψ

)
dϕ =

(x2 + y2 + z2)3 = a2z4

6

a p

-

/
x

y

z

2π3

∫ π

0

a3 sen6 ψ| cosψ|dψ = 4
3π
∫ π

2

0

a3 sen6 ψ cosψdψ = 4
3πa

3 1
7 sen7 ψ

∣∣∣π2
0

= 4
21πa

3.

Se pudo usar la variación 0 ≤ ψ ≤ π
2 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π.
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n) (x2 + y2 + z2)3 = a6z2

x2 + y2 .

Usando coordenadas esféricas se tiene que r6 =
a6r2 sen2 ψ
r2 cos2 ψ

, i.e. r = a 3
√

tanψ, con 0 ≤ ψ < π
2 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Notemos que la integral es impropia en este caso, pero

fácilmente se transforma en propia. No debemos olvidar

la parte z < 0. El volumen es:

(x2 + y2 + z2)3 = a6z2

x2 + y2

-

	x

y

z
6

2
∫ 2π

0

(∫ π
2

0

(∫ a 3
√

tanψ

0

r2dr
)

cosψdψ
)
dϕ = 4π

3

∫ π
2

0

a3 senψdψ = 4
3πa

3.

o) (x2 + y2 + z2)3 = a2(x2 + y2)2.

Con las coordenadas esféricas la ecuación cambia a r6 =

a2r4 cos4 ψ i.e. r = a cos2 ψ, −π
2 ≤ ψ ≤ π

2 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Ası́

el volumen es:

(x2 + y2 + z2)3 = a2(x2 + y2)2

q
a

-

a
q

	
x

6

y

z

V =
∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ a cos2 ψ

0

r2dr
)

cosψdψ
)
dϕ = 2π 2

3

∫ π
2

0

a3 cos7 ψdψ = 4
3πa

3 2·4·6
3·5·7 = 64πa3

105 .

p) (x2 + y2)2 + z4 = a3z.

Se observa que z ≥ 0; usando coordenadas esféricas

tenemos (r2 cos2 ψ)2 + r4 sen4 ψ = r4(cos4 ψ + sen4 ψ) =

a3r senψ ≥ 0, o sea r = a 3

√
senψ

sen4 ψ + cos4 ψ
, 0 ≤ ψ ≤ π

2 ,

0 ≤ ϕ ≤ 2π, (se pudo usar 0 ≤ ψ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ π), por lo

tanto el volumen es:

(x2 + y2)2 + z4 = a3z
6

-

pa

	
x

y

z

V =
∫ 2π

0

(∫ π
2

0

(∫ a 3
√

senψ

sen4 ψ+cos4 ψ

0

r2dr
)
| cosψ|dψ

)
dϕ = 2π

3 a3

∫ π
2

0

senψ| cosψ|
cos4 ψ + sen4 ψ

dψ =

2
3πa

3

∫ π
2

0

senψ cosψ
cos4 ψ + sen4 ψ

dψ.

Haciendo el cambio de variable u = sen2 x, du = 2 senx cosxdx, cos4 x+ sen4 x =

(1− sen2 x)2 + sen4 x = 1− 2 sen2 x+ 2 sen4 x = 1− 2u+ 2u2, entonces se tiene:
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V = π
3 a

3

∫ 1

0

du
1− 2u+ 2u2 = 2

3πa
3

∫ 1

0

du
4u2 − 4u+ 1 + 1

= 1
3πa

3

∫ 1

0

2du
(2u− 1)2 + 1

=

1
3πa

3 arctan(2u− 1)
∣∣∣1
0

= 1
3πa

3
(
π
4 + π

4

)
= 1

6π
2a3.

q) x2 + y2 + z2 = 1, x2 + y2 + z2 = 16, z2 = x2 + y2, x = 0, z = 0, y = 0.

El cono interseca la esfera de radio 1 en el plano z = 1√
2

y a la esfera de radio 4 en el plano z = 2
√

2, pues 2z2 = 1,

2z2 = 16 =⇒ z = 1√
2

, z = 2
√

2.

Usando coordenadas cilı́ndricas tenemos que el volumen

está limitado por 0 ≤ ϕ ≤ π
2 , π

4 ≤ ψ ≤ π
2 , 1 ≤ r ≤ 4, es

decir:

-

6

=

4

4

4

1 2
√

2

2
√

2

z = y
z = x

x

y

z

V =
∫ π

2

0

(∫ π
2

π
4

(∫ 4

1

r2dr
)

cosψdψ
)
dϕ = π

2
1
3r

3
∣∣∣4
1
senψ

∣∣∣π2π
4

= π
6 (64− 1)

(
1−

√
2

2

)
=

21
4 π(2−

√
2).

3.4 Centro de gravedad, masa, momentos de inercia

25. Calcular el momento de inercia de un cilindro de radio a y masa m, si su densidad en

cada punto es proporcional a la distancia de ese punto del eje del cilindro.

Solución Colocamos la base del cilindro sobre el plano

xy y la altura a una distancia h del eje z. La densidad

f(x, y, z) = c
√
x2 + y2 y la distancia al cuadrado del eje

del cilindro δ2(x, y, z) = x2 + y2, entonces la masa es: x

y

z

qh
a

a

-

	

6

m=
∫∫∫
V

c
√
x2 + y2dxdydz =

∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h

0

crdz

)
rdr

)
dθ

= 2πch
∫ a

0

r2dr = 2
3πcha

3.

La inercia respecto al eje z (eje del cilindro) es:

Iz =
∫∫∫
V

c(x2 + y2)
3
2 dxdydz =

∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h

0

cr3dz

)
rdr

)
dθ

= 2πh
∫ a

0

cr4dr = 2
5ca

5πh = 3
5ma

2.



174 Capı́tulo 3. Integrales triples y múltiples

26. El tallo de una seta es un cilindro recto de revolución de diámetro 1 y longitud 2 y su

cabeza es un hemisferio de radio a. Si la seta es un sólido homogéneo con simetrı́a axial

y su centro de gravedad está situado en el plano en el que el tallo se une a la cabeza,

calcular a.

Solución Dadas las condiciones del problema se tiene

que, si situamos la base del cilindro en el plano xy, x̄ =

ȳ = 0, z̄ = 2, con densidad f(x, y, z) = c. La masa de la

seta es: x

y

z

q2

1
2

1
2

-

	

a

V ′

V

6

m =
∫∫∫
V

cdxdydz +
∫∫∫
V ′

cdxdydz = cπ
(

1
2

)22 + c

∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ 2+
√
a2−r2

2

dz

)
rdr

)
dθ

= c 1
2π + 2πc

∫ a

0

√
a2 − r2 rdr = 1

2cπ + cπ 2
3

(
− (a2 − r2)

) 3
2

∣∣∣a
0

= 1
2cπ + 2

3cπa
3 =

cπ
(

1
2 + 2

3a
3
)

.

Además:

mz̄ = c

∫∫∫
V

zdV + c

∫∫∫
V ′

zdV

= c

∫ 2π

0

∫ 1
2

0

(∫ 2

0

zdz

)
rdr

 dθ + c

∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ 2+
√
a2−r2

2

zdz

)
rdr

)
dθ

= cz
2

2

∣∣∣2
0

r2

2

∣∣∣ 12
0

2π + 2πc
∫ a

0

(
1
2z

2
∣∣∣2+√a2−r2

2

)
rdr

= 1
2cπ + cπ

∫ a

0

(
a2 − r2 + 4

√
a2 − r2

)
rdr

= 1
2cπ + cπ

(∫ a

0

(a2r − r3)dr +
∫ a

0

2
√
a2 − r2(2rdr)

)
= 1

2cπ + cπ

((
a4

2 − a4

4

)
− 4

3 (a2 − r2)
3
2

∣∣∣a
0

)
= 1

2cπ + cπ
(
a4

4 + 4
3a

3
)

= 1
2cπ + cπa3

(
1
4a+ 4

3

)
,

entonces:

z̄ = 2 = c
c
πa3
(

1
4a+ 4

3

)
+ 1

2π

π
(

1
2 + 2

3a
3
) =⇒ 1

4a
4 + 4

3a
3 + 1

2 = 1 + 4
3a

3 =⇒ a4 = 2 =⇒ a = 4
√

2.
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27. Hallar la masa m del paralelepı́pedo rectangular 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b, 0 ≤ z ≤ c, si la

densidad en el punto (x, y, z) en ρ(x, y, z) = x+ y + z.

Solución m =
∫∫∫
V

ρdxdydz =
∫ a

0

∫ b

0

∫ c

0

(x+ y + z)dzdydx =

∫ a

0

∫ b

0

(
(x+ y)c+ c2

2

)
dydx =

∫ a

0

(
c2

2 b+ cbx+ cb2

2

)
dx =

1
2abc

2 + 1
2ab

2c+ 1
2cba

2 = 1
2abc(a+ b+ c). 	

6

-

a

b

c

x

y

z

28. Del octante de la esfera x2 + y2 + z2 ≤ c2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0, se ha cortado la región

limitada por los planos coordenados y por el plano x
a + y

b
= 1, a ≤ c, b ≤ c. Determinar

la masa de este cuerpo, si su densidad en cada punto (x, y, z) vale z.

Solución Se tiene que ρ(x, y, z) = z, por lo

que:

m =
∫∫∫
V

zdxdydz =

∫ a

0

∫ b(1−xa )

0

∫ √c2−x2−y2

0

zdzdydx =

1
2

∫ a

0

∫ b(1−xa )

0

(c2 − x2 − y2)dydx =

a

c

x

y

z

-

	

6

c

c

b
a -

6

a

b

y

x

1
2

∫ a

0

(
(c2 − x2)y − y3

3

)∣∣∣∣b(1−
x
a )

0

dx = 1
2

∫ a

0

[
(c2 − x2)b(1− x

a )− 1
3b

3(1− x
a )3
]
dx =

b
2

∫ a

0

(
c2 − c2

a x+ 1
ax

3 − x2

)
dx− 1

6b
3

∫ a

0

(
1− x

a

)3

dx = 1
2b
(
c2a− 1

3a
3 − c2

a
a2

2 + 1
a
a4

4
)

+

1
6b

3a

(
1− x

a
)4

4

∣∣∣a
0

= 1
2b
(1
2ac

2 − 1
12a

3
)
− 1

24ab
3 = 1

24ab(6c
2 − a2 − b2).

29. En el cuerpo de forma semiesférica x2 + y2 + z2 ≤ a2, z ≥ 0, la densidad varı́a propor-

cionalmente a la distancia del centro. Determinar el centro de gravedad de este cuerpo.
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Solución Se tiene que ρ(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2,

entonces m =
∫∫∫
V

√
x2 + y2 + z2dxdydz =

∫ 2π

0

∫ π
2

0

∫ a

0

r3 cosψdrdψdϕ = 2π 1
4a

4 = π
2 a

4.

Por razones de simetrı́a de la semiesfera:

my = mx = 2
πa4

∫∫∫
V

x
√
x2 + y2 + z2dxdydz =

q
θ
ψ

ρ

M
*

x

y

z

-

6

	

a

a

a

0 ≤ r ≤ a

0 ≤ ψ ≤ π
2

0 ≤ θ ≤ 2π

2
πa4

∫ 2π

0

∫ π
2

0

∫ a

0

r4 cos2 ψ cosϕdrdψdϕ = 0, pues
∫ 2π

0

cosϕdϕ = 0,

mz = 2
πa4

∫∫∫
V

z
√
x2 + y2 + z2dxdydz = 2

πa4

∫ 2π

0

∫ π
2

0

∫ a

0

r4 senψ cosψdrdψdϕ =

2
πa4

2π 1
5a

5 sen2 ψ
2

∣∣∣π2
0

= 2
5a.

30. Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el paraboloide y2 + 2z2 = 4x y por

el plano x = 2.

Solución Aquı́ consideramos que ρ = 1. Cuando x = 2 se tiene la elipse y2 + 2z2 = 8

i.e. y
2

8 + z2

4 = 1.

Efectuamos un cambio de variable a coordenadas

cilı́ndricas de modo que y = 2
√

2r cos θ, z =

2r sen θ, x = 2h, J = 8
√

2r, con 0 ≤ r ≤ 1,

0 ≤ θ ≤ 2π, r2 ≤ h ≤ 1. Ası́ tenemos que:

-

6

	
2
√

2

2

2

y

x

z

-

62
2
√

2

z

y

m =
∫∫∫
V

dxdydz =
∫ 2

√
2

−2
√

2

∫ 2

√
1−

y2

8

−2

√
1−

y2

8

∫ 2

y2+2z2

4

dxdzdy =
∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

r2
8
√

2rdhdrdθ =

2π
∫ 1

0

8
√

2(1− r2)rdr = 16
√

2π
(

1
2 −

1
4

)
= 4

√
2π.

z̄= ȳ= 1
4
√

2π

∫∫∫
V

ydxdydz= 1
4
√

2π

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

r2
8
√

2r22
√

2 cos θdhdrdθ=0, pues
∫ 2π

0

cos θdθ=

0,

x̄ = 1
4
√

2π

∫∫∫
V

xdxdydz = 1
4
√

2π

∫ 2π

0

∫ 1

0

∫ 1

r2
8
√

2(2hdh)rdrdθ = 8
∫ 1

0

1
2(1− r4)rdr =

4(1
2 −

1
6) = 4

3 .
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31. Hallar el momento de inercia del cilindro circular que tiene por altura h y por radio de

la base a, con respecto al eje que sirve de diámetro de la base del propio cilindro.

Solución Tomamos ρ = 1, con x = r cos θ, y = r sen θ,

z = z, 0 ≤ z ≤ h, 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π, entonces:

Ix =
∫∫∫
V

(y2+z2)dxdydz =
∫ a

−a

∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

∫ h

0

( y2 + z2 ) dzdydx=

∫ 2π

0

∫ a

0

∫ h

0

(r2 sen2 θ+z2)dzrdrdθ =
∫ 2π

0

∫ a

0

(hr2 sen2 θ+1
3h

3)rdrdθ=

6

-

	
y

x

z

a

h

∫ 2π

0

(
ha

4

4 sen2 θ+1
3h

3 a2

2
)
dθ = 1

2a
2h
(
2a2

∫ π
2

0

sen2 θdθ+2π
3 h2

)
= 1

2ha
2
(
2a2π

2
1
2 + 2π

3 h2
)

=

π
12ha

2(3a2 + 4h2).

32. Hallar el momento de inercia del cono circular, que tiene por altura h, por radio de la

base a y densidad ρ, con respecto al diámetro de su base.

Solución Consideramos que la base del cilindro está

en el plano z = 0, de modo que su vértice esté en el eje

z. Consideremos z = z, x = r cos θ, y = r sen θ, 0 ≤ r ≤ a,

0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ h(1− r
a ), entonces:

6

-

	
x

y

z

a

h

a

z = h

(
1− r

a

)
*

Ix =
∫∫∫
V

(z2 + y2)ρdxdydz =
∫ 2π

0

∫ a

0

∫ h(1− ra )

0

ρ(r2 sen2 θ + z2)dz rdrdθ =

∫ 2π

0

∫ a

0

ρ(r2 sen2 θh(1− r
a ) + 1

3h
3(1− r

a )3)rdrdθ =

ρ

∫ 2π

0

(
h sen2 θa

4

4 − h
a sen2 θa

5

5 + 1
3h

3
(a2

2 − 3a3

3a + 3a4

4a2
− a5

5a3

))
dθ =

ρ

∫ 2π

0

4ha4
(1
4 −

1
5
)
sen2 θdθ + 2π

3 ρh3a2
(1
2 − 1 + 3

4 −
1
5
)

=

ρa4h 1
20
π
2

1
2 + 2π

3 ρa2h3 3
60 = πρha2

60 (3a2 + 2h2).

33. Demostrar que los momentos de inercia respecto a los ejes coordenados son:

Ix = Ixy + Ixz; Iy = Iyx + Iyz; Iz = Izx + Izy.
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Solución

Ixy + Ixz =
∫∫∫
V

z2f(x, y, z)dxdydz +
∫∫∫
V

y2f(x, y, z)dxdydz

=
∫∫∫
V

(z2 + y2)f(x, y, z)dxdydz = Ix,

ya que:

Ix =
∫∫∫
V

δ2(x, y, z)f(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫
V

(y2 + z2)f(x, y, z)dxdydz.

De manera similar se demuestran las otras igualdades.

34. Calcular la masa del sólido limitado por dos esferas concéntricas de radio a y b, 0<a<b,

si la densidad en cada punto es igual al cuadrado de su distancia al centro.

Solución Tenemos que δ(x, y, z) = x2 +y2 +z2, entonces usando coordenadas esféricas:

m=
∫∫∫
V

δ(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2)dxdydz

=
∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ b

a

r2r2| cosψ|dr

)
dψ

)
dϕ

=
∫ b

a

r4dr·2π·2
∫ π

2

0

cosψdψ = 4
5π(b5 − a5).

6

r
bb

r
rb

r
a z9

x

y

z

35. Un cono circular recto homogéneo tiene altura h. Demostrar que la distancia de su

centro de gravedad a la base es h4 .

Solución La masa está dada por m =
∫∫∫
V

dxdydz =

∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h(1− ra )

0

dz

)
rdr

)
dθ = 2π

∫ a

0

h
(
1− r

a

)
rdr =

2πh
(
r2

2 − r3

3a

)∣∣∣∣a
0

= 2πh
(
a2

2 − a2

3

)
= π

3 a
2h.

6

-

	
x

y

z

a

h

a

z =

(
1− r

a

)
h*

Observemos que x = y = 0, por razones de simetrı́a. Además:

z = 1
m

∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h(1− ra )

0

zdz

)
rdr

)
dθ = 3

πa2h
2π
∫ a

0

1
2h

2
(
1− r

a

)2

rdr =

3
a2h

·a
2h2

12 = h
4 .
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36. Determinar el centro de gravedad de un cono de altura h, si su densidad en cada punto

es proporcional a la distancia de ese punto a la base.

Solución Supongamos sin pérdida de generalidad

que la base se sitúa sobre el plano xy y el eje de

simetrı́a es el eje z. La masa m =
∫∫∫
V

αzdxdydz =

6

-

	
x

y

z

a

h

a

z =

(
1− r

a

)
h*

z

r

∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h(1− ra )

0

αzdz

)
rdr

)
dθ = 2π

∫ a

0

α1
2h

2
(
1− r

a

)2

rdr = 1
12πa

2h2α.

Ademásmz =
∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h
(
1− ra

)
0

αz2dz
)
rdr
)
dθ = 2π

∫ a

0

α1
3h

3
(
1− ra

)3

rdr = 1
30πa

2h3α,

por lo que z =
αa2h3π/30
αa2h2π/12

= 2
5h. Observemos que x = y = 0 por razones de simetrı́a.

37. Determinar el centro de gravedad de un cono de altura h, si su densidad en cada punto

es proporcional a la distancia del punto al eje del cono.

Solución Aquı́ suponemos que la base del cono está en

el plano xy, con eje de simetrı́a en el eje z.

La masa m =
∫∫∫
V

α
√
x2 + y2dxdydz =

6

-

	
x

y

z

a

h

a

z =

(
1− r

a

)
h*

z

r

∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h(1− ra )

0

αrdz

)
rdr

)
dθ = 2π

∫ a

0

αr2h
(
1− r

a

)
dr = 2απh

(
1
3r

3 − r4

4a

)∣∣∣∣a
0

=

2πhαa
3

12 = α
6 πha

3.

Ası́ se tiene quemz =
∫∫∫
V

α
√
x2 + y2zdxdydz =

∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h(1− ra )

0

αrzdz

)
rdr

)
dθ =

2π
∫ a

0

αr2h2
(
1− r

a

)2

dr = πh2

∫ a

0

αr2
(

1− 2r
a + r2

a2

)
dr = αa3h2π/30 =⇒

z =
αa3h2π/30
απa3h/6

= h
5 .

Observemos que x = y = 0 por razones de simetrı́a.

38. Un sólido está limitado por dos hemisferios superiores concéntricos de radio a y b, siendo

0< a < b. Si la densidad es constante, encontrar el centro de gravedad.
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Solución Es claro que por razones de simetrı́a x = y = 0,

pues la densidad es constante (δ(x, y, z) = c). Pasando a

coordenadas esféricas, x = r cosψ cosϕ, y = r cosψ senϕ,

z = r senψ, J = r2| cosψ|, tenemos:
r
bb

r
rb

r
a z9

x

y

z

6

m =
∫∫∫
V

cdxdydz =
∫ π

0

(∫ π

0

(∫ b

a

cr2| cosψ|dr

)
dψ

)
dϕ = 2

3πc(b
3 − a3).

mz =
∫∫∫
V

czdxdydz =
∫ π

0

(∫ π

0

(∫ b

a

cr2| cosψ|r senψdr

)
dψ

)
dϕ =

π 1
4 (b4 − a4)c2

∫ π
2

0

cosψ senψdψ = 1
2cπ(b4 − a4) 1

2 sen2 ψ
∣∣∣π2
0

= 1
4πc(b

4 − a4), es decir:

z = 3
8
b4 − a4

b3 − a3 = 3
8
b3 + ab2 + a2b+ a3

b2 + ab+ b2
.

39. Determinar el centro de gravedad de un cubo de lado h si su densidad en cada punto es

proporcional al cuadrado de la distancia de un punto a un vértice de la base.

Solución Colocando el vértice en el origen y los lados so-

bre los ejes cartesianos tenemos que δ(x, y, z) = c(x2 + y2 +

z2), entonces la masa m es:

z

6

-

	
h

h

h

q(x, y, z)

m =
∫ h

0

∫ h

0

∫ h

0

c(x2 + y2 + z2)dxdydz =
∫ h

0

∫ h

0

c(h
3

3 + hy2 + hz2)dydz =∫ h

0

c

(
h4

3 + hh
3

3 + h2z2

)
dz = c

(
h5

3 + h5

3 + h2h3

3

)
= ch5.

Además:

mx =
∫ h

0

∫ h

0

∫ h

0

cx(x2 + y2 + z2)dxdydz =
∫ h

0

∫ h

0

c

(
h4

4 + h2

2 y
2 + h2

2 z
2

)
dydz =∫ h

0

c

(
h5

4 + h2

2
h3

3 + h3

2 z
2

)
dz = c

(
h6

4 + h6

6 + h3

2
h3

3

)
= c 7

12h
6 =⇒ x = 7

12h.

Por simetrı́a se tiene que x = y = z = 7
12h.

40. Un cono recto de revolución tiene altura h, radio de la base a, densidad constante y

masa m. Determinar su momento de inercia respecto a un eje paralelo a la base y que

pasa por el vértice.
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Solución Podemos considerar que el vértice está en el

origen, la base a una altura h sobre el eje z (eje del cono)

y el eje de referencia es el eje y. En estas condiciones se

tiene que la distancia de un punto al eje y es δ(x, y, z) =
√
x2 + z2 y la densidad f(x, y, z) = c, por lo que m =

1
3πa

2hc. Además: x

y

z

qh z = h
a

√
x2 + y2

S

a

a

-

	

6

� h

a

z = h
a r

I` =
∫∫∫
V

(x2 + z2)cdxdydz =
∫ a

−a

(∫ √
a2−x2

−
√
a2−x2

(∫ h

h
a

√
x2+y2

c(x2 + z2)dz
)
dx
)
dy

=
∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h

h
a r

c(r2 cos2 θ+z2)dz
)
rdr
)
dθ =

∫ 2π

0

(∫ h

0

(∫ a
hz

0

c(r2 cos2 θ+z2)rdr
)
dz
)
dθ

=
∫ 2π

0

(∫ h

0

c
(
a4z4 cos2 θ

4h4
+ a2z4

2h2

)
dz
)
dθ =

∫ 2π

0

c
(
a4h cos2 θ

20 + a2h3

10

)
dθ

= 1
20a

2hπc(a2 + 4h2) = 3
20m(a2 + 4h2).

41. Calcular el momento de inercia de una esfera de radio a y masa m respecto a un

diámetro, si la densidad es constante.

Solución Consideramos que la esfera está centrada en

el origen y que el eje de referencia es el eje y, entonces

la distancia al eje y es δ(x, y, z) =
√
x2 + z2 y la densidad

f(x, y, z) = c. De esta manera tenemos que la masa m =

4
3πca

3.

6

z9
x

z

y

q
z

x

Si consideramos coordenadas esféricas x = r cosψ cosϕ, y = r cosψ senϕ, z = r senψ,

J = r2| cosψ| y el momento de inercia Iy es:

Iy =
∫∫∫
V

(x2+z2)cdxdydz =
∫ 2π

0

(∫ π

0

(∫ a

0

cr4(cos2 ψ cos2 ϕ+ sen2 ψ)| cosψ|dr
)
dψ

)
dϕ =

c 1
5r

5
∣∣∣a
0

∫ 2π

0

(
2
∫ π

2

0

(cos3 ψ cos2 ϕ+ sen2 ψ cosψ)dψ

)
dϕ = 1

5a
5 c2

∫ 2π

0

(
2
3 cos2 ϕ+ 1

3

)
dϕ =

2
5a

5c

(
4
∫ π

2

0

2
3 cos2 ϕdϕ+ 2

3π

)
= 2

5a
5c
(
4· 23

1
2

1
2π + 2

3π
)

= 8
15cπa

5 = 2
5ma

2.

42. Calcular los volúmenes de las siguientes regiones:

a) el cuerpo limitado por las esfera x2 + y2 + z2 = 4 y el paraboloide x2 + y2 = 3z (la
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parte interior con respecto al paraboloide)

b) el cuerpo limitado por el plano z = 0, el cilindro x2+y2 = ax y la esfera x2+y2+z2 = a2

(interno con respecto al cilindro).

c) el cuerpo limitado por el paraboloide y2

b2
+ z2

c2
= 2xa y el plano x = a.

Solución

a) Las superficies se intersecan cuando z2 + 3z − 4 = 0

=⇒ z = 1, es decir se intersecan en el plano z = 1, con

ecuación x2 + y2 = 3.

Usando coordenadas cilı́ndricas tenemos 0 ≤ r ≤
√

3,

0 ≤ θ ≤ 2π, 1
3r

2 ≤ z ≤
√

4− r2, entonces:

-

6

=
q

qq q
2

2

2

1

√
3

x

y

z

-

6

√
3

1

-

6

√
3

x

y

K 2

∫∫∫
V

dxdydz =
∫ √

3

−
√

3

∫ √
3−x2

−
√

3−x2

∫ √4−x2−y2

x2+y2

3

dzdydx =
∫ 2π

0

∫ √
3

0

(√
4− r2 − 1

3r
2
)
rdrdθ =

2π
∫ √

3

0

√
4− r2 rdr − π

6 r
4
∣∣∣√3

0
= 2π

(
− 1

3(4− r2)
3
2

∣∣∣√3

0
− 9

12
)

= 2π 32− 4− 9
12 = 19π

6 .

b) Usando coordenadas cilı́ndricas tenemos que

x = ar cos θ, y = ar sen θ, −π
2 ≤ θ ≤ π

2 , −
√
a2 − r2 ≤

z ≤
√
a2 − r2 y como x2 + y2 = ax =⇒ r2 = ar cos θ,

o sea 0 ≤ r ≤ a cos θ. Ası́ tenemos:∫∫∫
V

dxdydz =
∫ π

2

−π2

∫ a cos θ

0

∫ √
a2−r2

−
√
a2−r2

dz rdrdθ =

2
∫ π

2

0

∫ a cos θ

0

√
a2 − r2rdrdθ =

-

6

	
x

y

z

qa
-

6

a x

y

∫ π
2

0

2
3

(
−(a2 − r2)

3
2

∣∣∣a cos θ

0

)
dθ = 2

3

∫ π
2

0

(a3 − a3 sen3 θ)dθ = 2a3

3
(π
2 −

∫ π
2

0

sen3 θdθ
)

=

2
3a

3
(
π
2 −

2
3

)
= 2

3a
3 3π − 4

3·2 = a3

9 (3π − 4).

c) Si x = a, tenemos la elipse y2

b2
+ z2

c2
= 2. Usando

coordenadas cilı́ndricas se tiene y = br cos θ, z =

cr sen θ, ah = x, 0 ≤ θ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤
√

2, J = abcr,

1
2r

2 ≤ h ≤ 1, por lo que:

-

6

	

√
2b

√
2c

a

y

x

z

-

6
√

2c
√

2b

z

y
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∫∫∫
V

dxdydz =
∫ √

2b

−
√

2b

∫ c

√
2−

y2

b2

−c

√
2−

y2

b2

∫ a

a
2

(
y2

b2
+
z2

c2

) dxdydz =
∫ 2π

0

∫ √
2

0

∫ 1

1
2 r

2
abcdhdrdθ =

2πabc
∫ √

2

0

(
1− 1

2r
2
)
rdr = 2πabc

(r2
2 − r4

8
)∣∣∣√2

0
= 2πabc

(
1− 4

8

)
= πabc.

3.5 Momento de inercia, centro de gravedad en R3

43. Determinar los momentos estáticos de los sólidos homogéneos siguientes:

a) paralelepı́pedo recto de aristas a, b, c con respecto a sus caras.

b) cono circular recto (radio de la base a, altura h), con respecto al plano que pasa por el

vértice que es paralelo a la base.

c) sólido limitado por el elipsoide x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 y el plano xy con respecto a este

mismo.

Solución
a) Consideremos el paralelepı́pedo con un vértice inferior en

el origen (ver figura adjunta), entonces vamos a calcular los

momentos mxy, mxz, myz. En efecto:

myz=
∫ c

0

∫ b

0

∫ a

0

xdxdydz= 1
2a

2bc, mxz= 1
2ab

2c, mxy= 1
2abc

2.

z

6

-

	
a

c

b

x

y

b) Colocando el vértice del cono en el origen (ver gráfica ad-

junta) tenemos:

mxy =
∫∫
S

∫ h

h
a r

zdzdxdy =
∫ 2π

0

(∫ a

0

(
h2

2 − h2r2

2a2

)
rdr
)
dθ

= 2π
(
h2a2

4 − 1
8
h2

a2
a4
)

= 1
4πh

2a2.

6

-

	

h

a

x

y

z

z = h
a r:

S

c) Usando coordenadas elipsoidales tenemos que:

mxy =
∫∫∫
V

zdxdydz

=
∫ 2π

0

(∫ π
2

0

(∫ 1

0

abcr2| cosψ|cr senψdr
)
dψ
)
dϕ

-

6

	
x

y

z

c

b
a

r
R

3
V

= 2πabc2
∫ π

2

0

cosψ senψdψ
∫ 1

0

r3dr = 2πabc2 sen2 ψ
2

∣∣∣π2
0

1
4 = 1

4πabc
2.

Otra manera en que se puede calcular es usando coordenadas cilı́ndricas:
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mxy =
∫∫
R

(∫ c

√
1−x

2

a2−
y2

b2

0

zdz
)
dxdy = 1

2c
2

∫∫
R

(
1− x2

a2
− y2

b2

)
dxdy

= 1
2c

2

∫ 2π

0

(∫ 1

0

abr
(
1− r2

)
dr
)
dθ = πabc2

∫ 1

0

(
r − r3

)
dr = πabc2

(
1
2 −

1
4

)
= 1

4πabc
2.

44. Determinar los centros de gravedad de los cuerpos homogéneos limitados por las super-

ficies dadas:

a) por los planos x = 0, y = 0, z = 0, x = 2, y = 4, x+y+z = 8 (paralelepı́pedo truncado).

b) por el elipsoide x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 y los planos coordenados.

c) por el cilindro z = y2

2 y los planos x = 0, y = 0, z = 0 y 2x+ 3y − 12 = 0.

d) por los cilindros y =
√
x, y = 2

√
x y los planos z = 0, x+ z = 6.

e) por el paraboloide z = x2 + y2

2a y la esfera x2 + y2 + z2 = 3a2, z ≥ 0.

f) por la esfera x2 + y2 + z2 = a2 y el cono z tanα =
√
x2 + y2 (sector esférico).

Solución
a) En este caso tenemos:

m=
∫ 2

0

(∫ 4

0

(∫ 8−x−y

0

dz
)
dy
)
dx =

∫ 2

0

(∫ 4

0

(8− x− y)dy
)
dx

=
∫ 2

0

(
(8− x)y − y2

2

)∣∣∣4
0
dx = 4

∫ 2

0

(6− x)dx = 4
(
6x− x2

2

)∣∣∣2
0

= 4(12− 2) = 40.

-

6

V

8

8

z

	

8

2
4

2

x̄= 1
40

∫ 2

0

(∫ 4

0

(∫ 8−x−y

0

xdz
)
dy
)
dx = 1

40

∫ 2

0

4(6x− x2)dx = 1
10

(
3x2 − x3

3

)∣∣∣2
0

= 14
15 .

ȳ = 1
40

∫ 2

0

(∫ 4

0

y(8− x− y)dy
)
dx = 1

40

∫ 2

0

(
(8− x)y

2

2 − y3

3

)∣∣∣4
0
dx

= 1
40

∫ 2

0

(
128
3 − 8x

)
dx = 1

40

(
256
3 − 4·4

)
= 26

15 .

z̄ = 1
40

∫ 2

0

(∫ 4

0

(∫ 8−x−y

0

zdz
)
dy
)
dx = 1

80

∫ 2

0

(∫ 4

0

(8− x− y)2dy
)
dx

= 1
240

∫ 2

0

−(8− x− y)3
∣∣∣4
0
dx = 1

240

∫ 2

0

(
(8− x)3 − (4− x)3

)
dx

= 1
240

( (4− x)4

4 − (8− x)4

4

)∣∣∣2
0

= 1
4·240

(
24 − 64 − 44 + 84

)
= 24·16·10

22·10·6·4
= 8

3 .



3.5. Momento de inercia, centro de gravedad en R3 185

b) Sabemos que para este octavo de elipsoidem = 1
6πabc,

entonces:

x̄= 1
m

∫∫∫
V

xdxdydz

= 1
m

∫ π
2

0

(∫ π
2

0

(∫ 1

0

(
a2bcr3 cos2 ψ cosϕ

)
dr
)
dψ
)
dϕ

-

6

V

a

b

z

	

c

= a2bc
1
6πabc

1
4r

4
∣∣∣1
0

∫ π
2

0

cos2 ψdψ
∫ π

2

0

cosϕdϕ = 1
4

6
π
π
2

1
2a = 3

8a.

Por razones de simetrı́a respecto a los ejes, ȳ = 3
8b, z̄ = 3

8c.

c) z = y2

2 , x = 0, y = 0, z = 0, 2x+ 3y = 12.

Cuando se intersecan las superficies tenemos z =

1
2

(
12− 2x

3

)2

= 2
9(6− x)2 i.e.

V

6

4

z

8

-

6

	

m=
∫ 6

0

(∫ 4− 2
3x

0

(∫ y2

2

0

dz
)
dy
)
dx =

∫ 6

0

(∫ 4− 2
3x

0

y2

2 dy
)
dx

= 1
6

∫ 6

0

(
4− 2

3x
)3

dx = 1
6

3
2

(
− 1

4

(
4− 2

3x
)4)∣∣∣6

0
= 1

1644 = 16.

x̄= 1
16

1
6

∫ 6

0

x
(
4− 2

3x
)3

dx = 1
96

3
2

3
2

∫ 4

0

u(4− u)3du = 3
16·842

∫ 4

0

u
4

(
1− u

4

)3

u3 du
4

= 3·45

2·43

∫ 1

0

z(1− z)3dz = 3
242β(2, 4) = 1

23·42 1!3!
5! = 6

5 .

ȳ = 1
16

∫ 6

0

(∫ 4− 2
3x

0

1
2y

3dy
)
dx = 1

32·4

∫ 6

0

(
4− 2

3x
)4

dx = 3
44

(
− 1

5

(
4− 2

3x
)5)∣∣∣6

0

= 3
44·5

45 = 12
5 .

z̄ = 1
16·2

∫ 6

0

(∫ 4− 2
3x

0

y4

4 dy
)
dx = 1

2·43·5

∫ 6

0

(
4− 2

3x
)5

dx = − 3
44·5·6

(
4− 2

3x
)6∣∣∣6

0

= 1
44·5·2

46 = 8
5 .

d) y =
√
x, y = 2

√
x, z = 0, x+ z = 6.

Para este caso tenemos:

m=
∫ 6

0

(∫ 2
√
x

√
x

(∫ 6−x

0

dz
)
dy
)
dx =

∫ 6

0

(∫ 2
√
x

√
x

(6− x)dy
)
dx

z

q2√60 q
q6

6 q

6

	

-

�
�
�
�
� �

�
�

�
�

√
6

x+ z = 6

x

y

7
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=
∫ 6

0

(6− x)
√
xdx = 6

√
6
∫ 6

0

6
(
1− x

6

)√
x
6
dx
6

= 36
√

6
∫ 1

0

u
1
2 (1− u)du = 36

√
6β( 3

2 , 2) = 36
√

6
Γ( 3

2 )Γ(1)
5
2

3
2Γ( 3

2 )
= 48

5
√

6.

x̄= 1
m

∫ 6

0

x
3
2 (6− x)dx = 63

√
6

m

∫ 6

0

(
x
6

) 3
2
(
1− x

6

)
dx
6 = 63

√
6

m β( 5
2 , 2) = 5·62·

√
6

8·
√

6
Γ( 5

2 )Γ(2)
Γ( 9

2 )

= 5·22·32

2·23

Γ( 5
2 )

7
2 ·

5
2Γ( 5

2 )
= 18

7 .

ȳ = 1
m

∫ 6

0

(∫ 2
√
x

√
x

(∫ 6−x

0

ydz
)
dy
)
dx = 1

m

∫ 6

0

(∫ 2
√
x

√
x

(x− 6)ydy
)
dx = 1

m

∫ 6

0

3x(6− x)
2 dx

= 5
48
√

6
·54 = 15

16
√

6.

z̄ = 1
m

∫ 6

0

(∫ 2
√
x

√
x

(∫ 6−x

0

zdz
)
dy
)
dx = 1

2m

∫ 6

0

(∫ 2
√
x

√
x

(6− x)2dy
)
dx

= 1
2m

∫ 6

0

√
x(x− 6)2dx = 63

√
6

2m

∫ 6

0

√
x
6

(
1− 6

x

)2
dx
6 = 63

√
6

2m

∫ 1

0

√
u(1− u)2du

= 32·22·
√

6·5
2·8·

√
6

β( 3
2 , 3) =

32·52Γ( 3
2 )Γ(3)

2· 72 ·
5
2 ·

3
2Γ( 3

2 )
= 12

7 .

e) z = x2 + y2

2a , x2 + y2 + z2 = a2, z ≥ 0.

Determinemos la intersección de las superficies: z2+2az+a2 =

4a2 i.e. z = −a± 2a y como z ≥ 0, z = a.

Si z = a tenemos que x2 + y2 = 2a2, por lo tanto se tiene:

a

√
2a√

3a

x

y

z

-

	

6

m=
∫ √

2a

−
√

2a

(∫ √
2a−x2

−
√

2a−x2

(∫ √3a2−x2−y2

x2+y2

2a

dz
)
dy
)
dx =

∫ 2π

0

(∫ √
2a

0

(√
3a2 − r2 − r2

2a

)
rdr
)
dθ

= 2π
(
− 1

3

(
3a2 − r2

) 3
2
∣∣∣√2a

0
− 1

8a r
4
∣∣∣√2a

0

)
= πa3

(
2
√

3− 5
3

)
.

x̄= 1
m

∫ 2π

0

(∫ √
2a

0

(√
3a2 − r2 − r2

2a

)
r2 cos θdr

)
dθ

= 1
m

∫ √
2a

0

(√
3a2 − r2 − r2

2a

)
r2dr

∫ 2π

0

cos θdθ = 0.

ȳ = 1
m

∫ √
2a

0

(√
3a2 − r2 − r2

2a

)
r2dr

∫ 2π

0

sen θdθ = 0.

z̄ = 1
m

∫ 2π

0

(∫ √
2a

0

1
2

(
3a2 − r2 − r4

4a2

)
rdr
)
dθ = 2π

m

(
36a4r2 − 6a2r4 − r6

48a2

)∣∣∣√2a

0

= 5a4

6
2π

a3
(
2
√

3− 5
3

) = 5a
6
√

3− 5
= 5a

83 (6
√

3 + 5).
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f) x2 + y2 + z2 = a2, z tanα =
√
x2 + y2.

Las superficies se intersecan cuando z2 tan2 α + z2 = a2 i.e.

z2 = a2 cos2 α, z = a cosα, por lo que tenemos x2 + y2 =

a2 sen2 α. Ası́ en coordenadas cilı́ndricas:

6

-

	

a cosα

a senα

x

y

z

m=
∫ 2π

0

(∫ a senα

0

(∫ √
a2−r2

r
tanα

dz
)
rdr
)
dθ =

∫ 2π

0

(∫ a senα

0

(√
a2 − r2 − r

tanα

)
rdr
)
dθ

= 2π
(
− 1

3(a2 − r2)
3
2 − r3

3 tanα

)∣∣∣a senα

0
= 2

3π
(
− a3 cos3 α− a3 sen3 α

tanα + a3
)

= 2
3πa

3
(
1− cos3 α− sen2 α cosα

)
= 2

3πa
3(1− cosα).

x̄= 1
m

∫ 2π

0

(∫ a senα

0

(∫ √
a2−r2

r
tanα

dz
)
r2dr

)
cos θdθ

= 1
m

∫ a senα

0

(∫ √
a2−r2

r
tanα

dz
)
rdr

∫ 2π

0

cos θdθ = 0.

ȳ = 1
m

∫ a senα

0

(∫ √
a2−r2

r
tanα

r2dr
)∫ 2π

0

sen θdθ = 0.

z̄ = 1
m

∫ 2π

0

(∫ a senα

0

(∫ √
a2−r2

r
tanα

zdz
)
rdr
)
dθ = π

m

∫ a senα

0

(
a2 − r2 − r2

tan2 α

)
rdr

= π
m

(
a2 r2

2 − r4

4

(
1 + cos2 α

sen2 α

))∣∣∣a senα

0
= π

2m

(
a4 sen2 α− 1

2a
4 sen4 α 1

sen2 α

)
= π

2

1
2a

4 sen2 α
2
3πa

3(1− cosα)
= 3

8a
sen2 α

1− cosα = 3
8a(1 + cosα).

45. Determinar los momentos de inercia de los cuerpos homogéneos siguientes, cuya masa

es m.

a) El paralelepı́pedo recto, de aristas a, b, c con respecto a cada una de las mismas y con

respecto al centro de gravedad.

b) De la esfera respecto a la recta tangente.

c) Del elipsoide x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 con respecto a sus ejes.

d) De la parte entre las esferas concéntricas cuyo radio exterior es igual a a y el interior

es r, respecto al diámetro.

e) Del paraboloide de revolución (radio a, altura h), con respecto al eje que pasa por su

centro de gravedad y es perpendicular al eje de revolución (momento ecuatorial).
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Solución
a) Dado que m = abc, se tiene:

mxx =
∫ c

0

(∫ b

0

(∫ a

0

(y2 + z2)dx
)
dy
)
dz

=
∫ c

0

(∫ b

0

a(x2 + y2)dy
)
dz =

∫ c

0

1
3ab(3z

2 + b2)dz

= 1
3ab(c

3 + b2c) = 1
3abc(b

2 + c2) = 1
3m(b2 + c2),

z

6

-
�

�
	

�
�

�
�

a

c

b

x

y

Por razones de simetrı́as de los cálculos myy = 1
3m(a2 + c2), mzz = 1

3m(a2 + b2).

Por otro lado, x̄ = 1
m

∫ a

0

xdxdydz = 1
2ma2bc = a

2 , ȳ = b
2 , z̄ = c

2 , entonces el momento de

inercia respecto al centro de gravedad es:∫ c

0

∫ b

0

∫ a

0

((x− x̄)2 + (y − ȳ)2 + (z − z̄)2)dxdydz =∫ c

0

∫ b

0

∫ a

0

(x2 + y2 + z2)dxdydz − x̄2m− ȳ2m− z̄2m =

1
3m(a2 + b2 + c2)− 1

4m(a2 + b2 + c2) = 1
12m(a2 + b2 + c2).

b) Usando la esfera (x−a)2 +y2 + z2 = a2 debemos calcular

mz. Ası́, pasando a coordenadas esféricas, la esfera se es-

cribe r = 2a cosψ cosϕ, −π
2 ≤ ψ ≤ π

2 , −π
2 ≤ ϕ ≤ π

2 , entonces:
9
x

z

y

6

z

2a

a

mz =
∫∫∫
V

(x2 + y2)dxdydz =
∫ π

2

−π2

(∫ π
2

−π2

(∫ 2a cosϕ cosψ

0

r2 cos2 ψ r2 cosψdr
)
dψ
)
dϕ

=
∫ π

2

−π2

(∫ π
2

−π2

32
5 a

5 cos8 ψ cos5 ϕdψ
)
dϕ = 128

5

∫ π
2

0

a5 cos8 ψdψ
∫ π

2

0

cos5 ϕdϕ

= 128
5 a5 1·3·5·7

2·4·6·8
π
2

2·4
3·5 = 7

5

(
4
3πa

3
)
a2 = 7

5ma
2.

c) Usando coordenadas elipsoidales tenemos x =

ar cosψ cosϕ, y = br cosψ senϕ, z = cr senψ, −π
2 ≤ ψ ≤ π

2 ,

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 1, J = abcr2 cosψ, entonces:

-

�x

y

z

a

b

c
6
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mz =
∫∫∫
V

(y2 + x2)dxdydz =
∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ 1

0

(a2 cos2 ϕ+ b2 sen2 ϕ)r4 cos3 ψabcdr
)
dψ
)
dϕ

= abc15r
5
∣∣∣1
0
2
∫ π

2

0

cos3 ψdψ 4
∫ π

2

0

(a2 cos2 ϕ+ b2 sen2 ϕ)dϕ = 2
5abc

2
3 4(a2 + b2)π2

1
2

=
(

4
3πabc

)
1
5(a2 + b2) = 1

5m(a2 + b2).

Por simetrı́a con los ejes coordenadas mx = m
5 (b2 + c2), my = m

5 (a2 + c2).

d) Si tomamos el origen de coordenadas en el cen-

tro de las esferas, debemos determinar por ejemplo Iz

(también puede ser Ix o Iy).

Iz =
∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ a

r

ρ4 cos3 ψdρ
)
dψ
)
dϕ

6

r
aa

r
ra

r
r z9

x
y

z

= 2πa
5 − r5

5 2
∫ π

2

0

cos3 ψdψ = 4
3π(a3 − r3)2

5
a5 − r5

a3 − r3
= 2

5m
a5 − r5

a3 − r3
.

e) Sabemos que para un paraboloide de revolución m = 1
2πa

2h y

que x̄ = ȳ = 0 por la simetrı́a de la superficie. Debemos determi-

nar z̄. Se toma ` una la recta que pasa por el centro de gravedad,

perpendicular al eje de revolución y paralela al eje x:
-

6

	a
a

	

z̄

`

h

x2

a2
+
y2

a2
= z
h

x

y

z

Ix = I` + z̄2m. Calculemos z̄ y calculemos Ix.

z̄ = 1
m

∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h

h
r2

a2

zdz
)
rdr
)
dθ = π

m

∫ a

0

(
h2 − h2 r4

a4

)
rdr

= π
m

(
1
2h

2r2 − h2

a4
h6

6

)∣∣∣a
0

= π
1
2πa

2h

(
h2

2 a
2 − h2

6 a
2
)

= 2
3h.

Ix =
∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h

h
r2

a2

(z2 + r2 sen2 θ)dz
)
rdr
)
dθ

=
∫ 2π

0

(∫ a

0

((
hr3 − hr

5

a2

)
sen2 θ + h3

3 r −
h3

3
r7

a6

)
dr
)
dθ =

∫ 2π

0

(
a4h sen2 θ

12 + a3h3

8

)
dθ

=
a2h
(
a2 + 3h2

)
π

36 .

Finalmente m` = mx −
(

2
3h
)2

m =
a2h(a2 + 3h2)π

12 − 4
9h

2 1
2πa

2h = π
36(a2h(3a2 + h2)).

46. El cuerpo limitado por dos superficies esféricas concéntricas cuyos radios son a y b, b>a,

tiene una densidad inversamente proporcional a la distancia al centro de las esferas, con

densidad γ a la distancia unidad. Calcular la masa del cuerpo.
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Solución La densidad δ(x, y, z) = k√
x2 + y2 + z2

y δ(0, 0, 1) =

k = γ, entonces:

m=
∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ b

a

γ
r r

2dr
)

cosψdψ
)
dϕ

= 2πγ 2
∫ π

2

0

cosψdψ b
2 − a2

2 = 2πγ(b2 − a2).

6

r
bb

r
rb

r
a z9

x
y

z

47. Calcular la masa del cuerpo limitado por un cilindro circular recto de radio a y altura

h, si su densidad en cualquier punto es igual al cuadrado de la distancia del punto al

centro de la base.

Solución En este caso δ(x, y, z) = x2 + y2 + z2.

Si ponemos la base en el plano xy y el eje del cilindro en el eje z:

m=
∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h

0

(r2 + z2)dz
)
rdr
)
dθ = 2π

∫ a

0

(
r2h+ 1

3h
3
)
rdr

= 2
3π
(
h3 a2

2 + 3
4ha

4
)

= π
6 a

2h(2h2 + 3a2).
x

y

z

qh
a

a

-

	

6

48. Calcular la masa del cuerpo limitado por un cono circular cuya altura es igual a h y el

ángulo formado por el eje y la generatriz es igual a α. La densidad es proporcional a la

potencia n > 0, de la distancia desde el plano trazado por el vértice del cono paralela-

mente a la base, valiendo γ a la distancia unidad.

Solución Colocamos el vértice del cono en el origen y la base

a la altura h de eje z. De este modo se tiene que tanα = a
h

i.e.

a = h tanα, por lo que x2 + y2 = cz2 =⇒ h2c = a2 i.e. c = tan2 α, o

sea x2 + y2 = z2 tan2 α.

6

-

	

h

a

x

y

z

qα

La densidad δ(x, y, z) = kzn y δ(0, 0, 1) = k = γ, entonces:

m=
∫∫∫
V

δ(x, y, z)dxdydz =
∫ 2π

0

(∫ a

0

(∫ h

r
tanα

γzndz
)
rdr
)
dθ = 2πγ

∫ a

0

zn+1

n+ 1

∣∣∣h r
tanα

rdr

= 2πγ
∫ a

0

(
hn+1

n+ 1r −
rn+2

bn+1(n+ 1)

)
dr = 2πγ

n+ 1

(
hn+1 r2

2 − rn+3

bn+1(n+ 3)

)∣∣∣a
0

= 2πγ
n+ 1a

2
(
hn+1

2 − 1
n+ 3

an+1

tann+1 α

)
= 2πγ
n+ 1a

2
(
hn+1

2 − hn+1

n+ 3

)
= 2πγa2 hn+1

n+ 1
n+ 3− 2
2(n+ 3)

= 2πγa2hn+1

n+ 3 = 2πγhn+3 tan2 α
n+ 3 .

49. Calcular las masa de una esfera de radio a, si su densidad es proporcional al cubo de la
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distancia al origen y vale γ a la distancia unidad.

Solución La densidad de la esfera es δ(x, y, z) =

k(x2 + y2 + z2)
3
2 y δ(0, 0, 1) = k = γ, entonces:

m=
∫∫∫
V

δ(x, y, z)dxdydz =
∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ a

0

γr5 cosψdr
)
dψ
)
dϕ

= 2πγ2
∫ π

2

0

cosψdψ·16r
6
∣∣∣a
0

= 2
3πγa

6.

6

z9
x

z

y
a

50. Determinar la masa del cuerpo limitado por el paraboloide x2 + y2 = 2az y la esfera

x2 +y2 +z2 = 3a2, z>0, si la densidad en cada punto es igual a la suma de los cuadrados

de coordenadas.

Solución La densidad δ(x, y, z) = x2 +y2 +z2. Las superficies

se cortan cuando z2 + 2az+ a2 = 4a2 i.e. z = −a+ 2a = a, pues

z > 0.

-

6

	

a

√
3a

√
3a

√
2a

x

y

z

Cuando z = a, tenemos que la intersección de las superficies es z = a, x2 + y2 = 2a2,

cuya proyección sobre el plano z = 0, es el cı́rculo centrado en el radio
√

2a. Ası́ tenemos

que:

m =
∫ 2π

0

(∫ √
2a

0

(∫ √
3a2−r2

r2

2a

(r2 + z2)dz
)
rdr
)
dθ = 2π

∫ √
2a

0

(
r2z + z3

3

)∣∣∣√3a2−r2

r2

2a

rdr

= π
12a3

∫ √
2a

0

(8a3
√

3a2 − r2 (3a2 + 2r2)− 12a2r4 − r6)dr

=−π
(

8
5a

4
√

3a2 − r2 + 4
15a

2r2
√

3a2 − r2 − 4
15 r

4
√

3a2 − r2+

2
3a

2(3a2 − r2)
3
2 + r6

6a + r8

96a3

)∣∣∣√2a

0

=−π
(

8
5a

5 + 8
15a

5 − 16
15a

5 + 4
3a

5 + 4
3a

5 + 1
6a

5 − 8
5
√

3a5 − 2
√

3a5
)

= π
(

18
5
√

3− 97
30

)
a5 = 1

5πa
5
(
18
√

3− 97
6

)
.

51. La densidad de la esfera x2 +y2 +z2 ≤ 2az es igual al cuadrado de la distancia al origen.

Determinar el centro de gravedad de la esfera.
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Solución La densidad es f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 y la

esfera en coordenadas esféricas se escribe r = 2a senψ,

0 ≤ ψ ≤ π
2 , 0 ≤ ϕ ≤ 2π. La masa es:

6

z9
x

z

y

a

2a

m=
∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2)dxdydz =
∫ 2π

0

(∫ π
2

0

(∫ 2a senψ

0

r4dr
)

cosψdψ
)
dϕ

= 2
5π
∫ π

2

0

25a5 sen5 ψ cosψdψ = 64
5 πa

5 1
6 sen6 ψ

∣∣∣π2
0

= 32
15πa

5.

x̄= 1
m

∫∫∫
V

xδ(x, y, z)dxdydz = 1
m

∫ π
2

0

(∫ 2a senψ

0

r5 cos2 ψdr
)
dψ

∫ 2π

0

cosϕdϕ = 0.

ȳ = 1
m

∫∫∫
V

yδ(x, y, z)dxdydz = 1
m

∫ π
2

0

(∫ 2a senψ

0

r5 cos2 ψdr
)
dψ

∫ 2π

0

senϕdϕ = 0.

z̄ = 1
m

∫∫∫
V

z δ(x, y, z)dxdydz = 1
m

∫ 2π

0

(∫ π
2

0

(∫ 2a senψ

0

r5dr
)

cosψ senψdψ
)
dϕ

= π
3m

∫ π
2

0

26a6 sen7 ψ cosψdψ = 64a6π

332
15πa

5
·18 sen8 ψ

∣∣∣π
2

0
= 5

4a.

52. Determinar el momento estático de la parte común de las esferas x2 + y2 + z2 ≤ a2 y

x2 + y2 + z2 ≤ 2az respecto al plano xy, si la densidad es igual a la distancia entre el

punto y el plano xy.

Solución Las superficies se intersecan cuando 2az = a2

i.e. z = a
2 , por lo que si z = a

2 , x2 + y2 = 3
4a

2. Además

δ(x, y, z) = z, con lo cual tenemos:

mxy =
∫∫∫
V

δ(x, y, z)zdxdydz =
∫∫∫
V

z2dxdydz -

6

	

qq
q
q
a

a

a

a
2

2a

x

y

z

ψ = π
3q

√
3

2 a
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=
∫ 2π

0

(∫ π
3

0

(∫ 2a senψ

0

r4 sen2 ψ cosψdr
)
dψ
)
dϕ

+
∫ 2π

0

(∫ π
2

π
3

(∫ a

0

r4 sen2 ψ cosψ
)
dr dψ

)
dϕ

= 64π
5 a5

∫ π
3

0

sen7 ψ cosψdψ + 2π
5 a5

∫ π
2

π
3

sen2 ψ cosψdψ

= 8
5πa

5
(√3

2

)8

+ 2π
15 a

5
(
1−

(√3
2

)3)
= 81π

160 a
5 + 2πa5

(
1
15 −

√
3

40

)
= πa5

(
307
480 −

√
3

20

)
= 1

20πa
5
(

307
24 −

√
3
)
.

53. Demostrar que le momento de inercia de un cuerpo respecto a cualquier eje ` es igual

md2 + Ic, donde m es la masa del cuerpo, d es la distancia del eje al centro de gravedad,

Ic es el momento de inercia con respecto al eje que es paralelo al eje dado y que pasa

por el centro de gravedad del cuerpo. (Teorema de Steiner).

Solución Consideremos un sistema de coordenadas que pase

por el centro de gravedad del cuerpo de modo que el eje y sea

paralelo al eje ` dado y que el eje z pase por el eje `. En este

caso el momento de inercia respecto al eje y es:

-

6

- `

q z

x

d

6

?

9

y

Iy =
∫∫∫
V

(x2 + z2)δ(x, y, z)dxdydz,

donde δ(x, y, z) es la densidad, de modo que x̄ = ȳ = z̄ = 0. Ası́ la distancia del punto

(x, y, z) a la recta ` se mide por la distancia de (x, y, z + d) al eje `, es decir x2 + (z + d)2,

por lo que:

I` =
∫∫∫
V

(x2 + (z + d)2)δ(x, y, z)dxdydz =
∫∫∫
V

((x2 + z2) + 2zd+ d2)δ(x, y, z)dxdydz

= Iy + 2dmz̄ + d2m = Iy + d2m,

ya que
∫∫∫
V

z δ(x, y, z)dxdydz = z̄m = 0 y m =
∫∫∫
V

δ(x, y, z)dxdydz.

3.6 Aplicaciones a la gravedad

54. Hallar la atracción que ejerce el cono homogéneo, de altura h y ángulo en el vértice α

(en la sección axial), sobre un objeto material que tenga masa m y que está situado es

su vértice.
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Solución Tomamos el vértice en el origen y usamos coordenadas esféricas:

0 ≤ ϕ ≤ 2π, π
2 − α ≤ ψ ≤ π

2 , z = r senψ = h =⇒ r = h
senψ .

La masa dM = ρdV = ρr2 cosψdϕdψdr, donde ρ es la densi-

dad y la atracción que ejerce este elemento de masa dM so-

bre la masa m en el origen, está dada por −GmdM
r2

senψ =

−Gmρ senψ cosψdψdϕdr. La atracción será entonces:

F = −
∫ 2π

0

∫ π
2

π
2−α

∫ h
senψ

0

Gmρ senψ cosψdrdψdϕ =

6

-

	
x

y

z

h

α
s

u
r

�

m

dM

= −2πGmhρ
∫ π

2

π
2−α

cosψdψ = −2πGmhρ
(
1− sen

(
π
2 − α

))
= −2πGmhρ(1− cosα).

55. Demostrar que la atracción que ejerce una esfera homogénea sobre un punto material

exterior a ella no varı́a, si toda la masa de la esfera se concentra en su centro.

Solución Tomemos el origen en el centro de la esfera, de modo

que el eje z pase por el punto que suponemos de masa m y

tomemos coordenadas cilı́ndricas (r, θ, z).

Sea h la distancia del punto al origen y sea p la distancia de

un elemento de volumen dV a la masa m: p =
√
r2 + (h− z)2,

entonces la fuerza de atracción dirigida a lo largo de p tiene

valor −GγmdV
p2 , donde γ = M

4
3πR

3 es la densidad de la esfera,

dV = rdrdθdz.

-

	

6u

rdV

α)

r

p

h m

h− z

�

�
R

R

z ?

6

x

y

z

La proyección de la fuerza sobre el eje z es dF = −GmγdV
p2 cosα = −Gmγh− z

p3 rdθdrdz,

que es la fuerza resultante, ya que por razones de simetrı́a, la suma de las fuerzas per-

pendiculares al eje z es nula. De esta manera tenemos que:

F =
∫∫∫
V

dF =
∫∫∫
V

−Gmγh− z
p3

rdθdrdz

=−Gmγ
∫ 2π

0

dθ

∫ R

−R
(h− z)dz

∫ √
R2−z2

0

rdr

(r2 + (h− z)2)
3
2

.
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Ahora,
∫ √

R2−z2

0

rdr

(r2 + (h− z)2)
3
2

= 1
h− z

− 1√
R2 + h2 − 2hz

,

∫ R

−R
(h− z)

( 1
h− z

− 1√
R2 + h2 − 2hz

)
dz =

∫ R

−R

(
1− h− z√

R2 + h2 − 2hz

)
dz =

2R− (h+R)2(2h−R)
3h2

+
(h−R)2(2h+R)

3h2
= 2R2

3h2
,∫ 2π

0

2R2

3h2
dθ = 4πR3

3h2
=⇒ F = −Gmγ 4πR3

3h2
= −GmM

h2
, ya que M = 4

3πR
3γ.

56. Demostrar que la fuerza de interacción entre dos esferas homogéneas no varı́a si las

masas de las esferas estuvieran concentradas en sus centros.

Solución Sabemos por el ejercicio 55, página 194, que

la atracción que ejerce una esfera homogénea sobre un

punto material exterior a ella no varı́a, si toda la masa

se concentra en el centro de la esfera.

r
r

M M ′

hq qm′

Tomando un elemento de masa de la esfera M ′ que denotamos con masa m′ satisface

que la atracción que ejerce la esfera M sobre el elemento m′, es como si se concentrara

toda la masa de M en el centro i.e. la fuerza F = −GMm′

h2
, donde G es la constante

de gravitación universal y h es la distancia del centro de la esfera M al elemento m′.

Ahora usando el mismo principio del ejercicio 55, página 194, centramos la masa M en

el centro e integramos sobre los elementos de masa m′ de la esfera M ′, por lo que la

fuerza de atracción F = −GMM ′

r2
, donde r es la distancia de los centros de las esferas.

57. Consideramos una esfera sólida heterogénea x2 + y2 + z2 ≤ R2, donde la densidad varı́a

de acuerdo con δ(x, y, z) = λz2. Calcular la fuerza con la cual atrae un punto material

de masa m, si se sitúa sobre el eje z a una distancia igual a 2R del centro de la esfera.
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Solución Usando el planteamiento del ejercicio 55,

página 194, tenemos que la distancia p de un elemento

de volumen dV a la masa m es p =
√
r2 + (2R− z)2, en-

tonces la densidad δ(x, y, z) = λz2 y la fuerza es:

F =
∫∫∫
V

−Gmλz2h− z
p3

rdrdθdz

-

	

6u

r r

p

2R m

2R− z

�

�

R

R

z ?

6

x

y

z

= −Gmλ
∫ 2π

0

(∫ R

−R
(2R− z)z2

(∫ √
R2−z2

0

rdr

(r2 + (2R− z)2)
3
2

)
dz
)
dθ.

Ahora,
∫ √

R2−z2

0

rdr
(r2 + (2R− z)2)

3
2

= 1
2R− z

− 1√
5R2 − 4Rz

,∫ R

−R
(2R− z)z2

(
1

2R− z
− 1√

5R2 − 4Rz

)
dz =

∫ R

−R

(
z2 − (2R− z)z2

√
5R2 − 4Rz

)
dz =

(
1
3z

3 −

(
60z3 − 78Rz2 − 130R2z − 325R3

)√
5R2 − 4Rz

480R

)∣∣∣R
−R

= 2
3R

3 − 263R3

420 = 17
420R

3.

Finalmente F = −Gmλπ 17
210R

3; para terminar debemos calcular la masa de la esfera:

M =
∫∫∫
V

λz2dxdydz = λ

∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ R

0

r4 sen2 ψ| cosψ|dr
)
dψ
)
dϕ = 2πλR

5

5 2·13 =

4
15λπR

5, entonces:

F = −Gm
(

4
15λπR

5
)
·15
4

17
210

1
R2

= −GmM 17
56

1
R2

= −17
56
GmM
R2

.

58. Se considera un sólido homogéneo limitado por un cilindro circular recto, radio de la

base R y altura h y densidad γ. Determinar la fuerza sobre el punto de masa m situado

en el centro de la base del cilindro.

Solución Situamos la base del cilindro en el plano z = 0 y situ-

amos la masam en el origen, entonces el diferencial de masa del

cilindro dM = γdV = γ rdr dθdz, de modo que el diferencial de

fuerza:

dF =−GmdM senα
p2 =−Gmγrdrdθdz

p2 senα=−Gmγrdrdθzdz
p3 ,

6

-

	
x

y

z

h

t
r�-

R =p
>

=
m

α
R

K

z

donde p =
√
x2 + y2 + z2 =

√
r2 + z2, senα = z

p , ya que sólo queda la fuerza de atracción
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sobre el eje z, pues las fuerzas de atracción perpendiculares al eje z se anulan por la

simetrı́a del cilindro. La atracción total será:

F = −Gmγ
∫ 2π

0

(∫ h

0

(
1
2

∫ R

0

2rdr
(r2 + z2)

3
2

)
zdz

)
dθ = −2πGmγ

∫ h

0

(r2 + z2)−
1
2

∣∣∣R
0
zdz

= −2πGmγ
∫ h

0

(
1
z −

1√
R2 + z2

)
zdz = −2πGmγ

(
z −

√
R2 + z2

)∣∣∣h
0

=

= −2πGmγ(R+ h−
√
R2 + h2).

59. Se considera una esfera sólida heterogénea de radio R, cuya densidad γ está dada por

γ = a− b
√
x2 + y2 + z2, con a > 0, b > 0.

a) Determinar las constantes a y b, si la densidad media de la esfera es γm y la densidad

sobre la superficie de la esfera es γ0.

b) Calcular la fuerza de atracción ejercida por la esfera en un punto m situado sobre la

superficie de la esfera.

Solución Consideramos la esfera de radio R, centrada en el origen y la masam situada

en el eje z.

a) Se tiene que γ0 = a−bR y γm =
∫∫∫
V

(a−br)r2dr| cosψ|dψdϕ =

4
3πR

3a− b

∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ R

0

r3dr
)

cosψdψ
)
dϕ =

4
3πR

3a− b2π·2·R
4

4 = π
3R

3(4a− 3bR).

-

	

sm

x

y

6

�
�

�
�
α

p*
�

z

r

z

Además γc = γm
4
3πR

3 = 1
4 (4a−3bR), γ0 = a− bR i.e. γc = 1

4 (γ0 +4bR−3bR) = 1
4(4γ0 + bR),

por lo que b = 4γc − 4γ0

R
, a = 4γc − 3γ0.

b) El diferencial de la fuerza F :

dF = −GmdM
p2 cosα = −Gm(a− br)(R− r senψ)r2| cosψ|dψdrdϕ

(r2 +R2 − 2rR senψ)
3
2

, ya que por la simetrı́a

de la esfera, las fuerzas perpendiculares al eje z se anulan y cosα = R− z
p . Ası́ la fuerza

es:

F = −
∫ 2π

0

(∫ R

0

(∫ π
2

−π2

Gm(a− br)(R− r senψ)r2| cosψ|
(r2 +R2 − 2rR senψ)

3
2

dψ
)
dr
)
dϕ
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= −2πGm
∫ R

0

r2(a−br)
√
r2 +R2 − 2rR senψ

(
− 1

2rR2
+ R2 − r2

2rR2(r2 +R2 − 2rR senψ)

)∣∣∣π2
−π2

dr

= −2πGm
∫ R

0

r2(a− br)
(
− R− r

2rR2
− r2 −R2

2rR2(R− r)
+ R+ r

2rR2
+ r2 −R2

2rR2(R+ r)

)
dr

= −2πGm
∫ R

0

r2(a− br)
(2(R+ r)

2rR2
− 2(R− r)

2rR2

)
dr = −2πGm

∫ R

0

r2(a− br) 2
R2

dr

= −2πGm 2
R2

(
aR

3

3 − bR
4

4

)
= −2πGmR4a− 3bR

6 = −4
3πGmRγc = −GMm

R2
.

Se ha usado la fórmula:

∫
a+ bx

(c+ dx)
3
2
dx = −2

d
a+ bx√
c+ dx

+
∫

bdx
d
√
c+ dx

=
√
c+ dx

(
b
d2
− ad− bc
d2(c+ dx)

)
+ C.

60. Se considera un cuerpo homogéneo limitado por dos esferas concéntricas (capa esférica).

Demostrar que la atracción que ejerce esta capa sobre una masa m situada dentro de la

cavidad del cuerpo, es nula.

Solución Usando el desarrollo del ejercicio 59, página 197,

colocamos la masa m sobre el eje z, en la posición c, donde

|c| < a < b (a y b son los radios de las esferas concéntricas),

entonces tenemos que el diferencial de la fuerza F :

dF = −GmdM
p2 cosα = −GmdM(z − c)

p3

r
bb

b

a z9
x

y

z

6

z

c

dM
p>

=
αy
�

= −Gm(r senψ − c)r2| cosψ|dψdrdϕ
(r2 + c2 − 2rc senψ)

3
2

, ya que por la simetrı́a de la esfera, las fuerzas

perpendiculares al eje z se anulan y cosα = z − c
p . Ası́ la fuerza es:

F = −
∫ 2π

0

(∫ R

0

(∫ π
2

−π2

Gm(r senψ − c)r2 cosψ
(r2 + c2 − 2rc senψ)

3
2
dψ
)
dr
)
dϕ

= −2πGm
∫ R

0

r2
√
r2 + c2 − 2rc senψ

(
1

2rc2
− 2cr − r(r2 + c2)

2c2r2(r2 + c2 − 2cr senψ)

)∣∣∣π2
−π2

dr

= −2πGm
∫ R

0

r2
(
(r − c)

(
1

2rc2
− c2 − r2

2rc2(r − c)2
)
− (r + c)

(
1

2rc2
− c2 − r2

2rc2(r + c)2
))
dr

= −2πGm
∫ R

0

r2
(
r − c
2rc2

+ c+ r
2rc2

− r + c
2rc2

− r − c
2rc2

)
dr = −2πGm

∫ R

0

0dr = 0.
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3.7 Ejercicios especiales

61. Sea V = {(x, y, z) ∈ R3/0 ≤ x ≤ 1, x ≤ y ≤ 1, x ≤ z ≤ y}, f : [ 0, 1 ] −→ R continua,

demostrar
∫∫∫
V

f(x)f(y)f(z)dxdydz = 1
6

(∫ 1

0

f(t)dt
)3

.

Solución Definiendo F (x) =
∫ x

0

f(t)dt, se tiene
∫ 1

0

∫ 1

x

(∫ y

x

f(z)dz
)
f(y)dyf(x)dx =∫ 1

0

∫ 1

x

(
F (y)− F (x)

)
F ′(y)dyF ′(x)dx =

∫ 1

0

(
1
2F (y)2 − F (x)F (y))

∣∣∣1
x
F ′(x)dx =∫ 1

0

(
1
2F (1)2 − F (x)F (1)− 1

2F (x)2 + F (x)2
)
F ′(x)dx =∫ 1

0

(
1
2F (1)2 − F (x)F (1) + 1

2F (x)2
)
F ′(x)dx =

( 1
2F (1)2F (x)− 1

2F (1)F (x)2 + 1
6F (x)3)

∣∣∣1
0

= 1
2F (1)3 − 1

2F (1)3 + 1
6F (1)3 = 1

6

(∫ 1

0

f(t)dt
)3

.

62. Sean a, b∈R, a<b y sean f , g, h: [ a, b ] −→ R aplicaciones continuas. Estudiar la integral

∫∫∫
[ a,b ]3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f(x) f(y) f(z)

g(x) g(y) g(z)

h(x) h(y) h(z)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

dxdydz, para probar que:

(∫ b

a

f2
)(∫ b

a

gh
)2

+
(∫ b

a

g2
)(∫ b

a

fh
)2

+
∫ b

a

h2
(∫ b

a

fg
)2

≤
(∫ b

a

f2
)(∫ b

a

g2
)(∫ b

a

h2
)

+

2
(∫ b

a

fg
)(∫ b

a

fh
)(∫ b

a

gh
)

.

Solución Desarrollando el determinante se tiene que:

f2(x)(g(y)h(z)− h(y)g(z))2 + f2(y)(g(x)h(z)− h(x)g(z))2 + f2(z)(g(x)h(y)− h(x)g(y))2 −

2f(x)f(y)(g(y)h(z)− h(y)g(z))(g(x)h(z)− h(x)g(z)) + 2f(x)f(z)(g(y)h(z)− h(y)g(z))·

(g(x)h(y)− h(x)g(y))− 2f(y)f(z)(g(x)h(z)− h(x)g(z))(g(x)h(y)− h(x)g(y)) =

f2(x)g2(y)h2(z) + f2(x)h2(y)g2(z)− 2f2(x)g(y)h(y)h(z)g(z) + f2(y)h2(x)g2(z) +

f2(y)g2(x)h2(z)− 2f2(y)g(x)h(x)h(z)g(z) + f2(z)g2(x)h2(y) + f2(z)h2(x)g2(y)−

2f2(x)g(x)h(x)h(y)g(y)− 2f(x)f(y)g(x)g(y)h2(z) + 2f(x)f(y)h(x)g(y)g(z)h(z) +

2f(x)f(y)g(x)h(y)g(z)h(z)− 2f(x)f(y)h(x)h(y)g2(z) + 2f(x)f(z)g(x)g(y)h(y)h(z)−

2f(x)f(z)h(x)h(z)g2(y)− 2f(x)f(z)g(x)g(z)h2(y) + 2f(x)f(z)h(x)h(y)g(y)g(z)−

2f(y)f(z)g2(x)h(y)h(z) + 2f(y)f(z)h(x)g(x)g(y)h(z) + 2f(y)f(z)h(x)g(x)h(y)g(z)−
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2f(y)f(z)h2(x)g(y)g(z) ≥ 0. Integrando los términos tenemos:

6
∫ b

a

f2

∫ b

a

g2

∫ b

a

h2 − 2
∫ b

a

f2
(∫ b

a

gh
)2

− 2
∫ b

a

f2
(∫ b

a

gh
)2

− 2
∫ b

a

f2
(∫ b

a

gh
)2

+

2
∫ b

a

fh

∫ b

a

fg

∫ b

a

gh+ 2
∫ b

a

fg

∫ b

a

fh

∫ b

a

gh− 2
∫ b

a

g2
(∫ b

a

fh
)2

+ 2
∫ b

a

fg

∫ b

a

gh

∫ b

a

fh−

2
∫ b

a

g2
(∫ b

a

fh
)2

− 2
∫ b

a

h2
(∫ b

a

fg
)2

+ 2
∫ b

a

fh

∫ b

a

hg

∫ b

a

fg − 2
∫ b

a

g2
(∫ b

a

fh
)2

+

2
∫ b

a

hg

∫ b

a

fg

∫ b

a

fh+ 2
∫ b

a

hg

∫ b

a

fh

∫ b

a

fg − 2
∫ b

a

h2
(∫ b

a

fg
)2

=

6
∫ b

a

f2

∫ b

a

g2

∫ b

a

h2 − 6
∫ b

a

f2
(∫ b

a

gh
)2

− 6
∫ b

a

h2
(∫ b

a

fg
)2

− 6
∫ b

a

g2
(∫ b

a

fh
)2

+

12
∫ b

a

fh

∫ b

a

fg

∫ b

a

gh ≥ 0 =⇒

(∫ b

a

f2
)(∫ b

a

gh
)2

+
(∫ b

a

g2
)(∫ b

a

fh
)2

+
∫ b

a

h2
(∫ b

a

fg
)2

≤
(∫ b

a

f2
)(∫ b

a

g2
)(∫ b

a

h2
)

+

2
(∫ b

a

fg
)(∫ b

a

fh
)(∫ b

a

gh
)

.

63. a) Demostrar que ∀ a, b, c ∈R+, a3 + b3 + c3 ≥ 3abc.

b) Sean f, g: [ 0, 1 ] −→ R+ funciones continuas, demostrar que:∫∫∫
[ 0,1 ]3

[
(f(x)g(y)g(z))3 + (f(y)g(z)g(x))3 + (f(z)g(x)g(y))3

− 3f(x)f(y)f(z)g2(x)g2(y)g2(z)
]
dxdydz ≥ 0.

c) Deducir que si φ, ψ son aplicaciones continuas en [ 0, 1 ], con valor en R+,∫ 1

0

φ(x)ψ(x)dx ≤
(∫ 1

0

(φ(x))3dx
) 1

3
(∫ 1

0

(ψ(x))
3
2 dx

) 2
3 .

Solución

a) Consideremos la función f(x) = a3 + b3 + x3 − 3abx, entonces f ′(x) = 3x2 − 3ab = 0 ⇐⇒

x = ±
√
ab, por lo que tenemos f(

√
ab) = a3+b3−2(ab)

3
2 y f(−

√
ab) = a3+b3+2(ab)

3
2 ≥ 0.

Ası́, dado que f(−
√
ab)f(

√
ab) = (a3 + b3)2 − 4a3b3 = a6 + b6 − 2a3b3 = (a3 − b3)2 ≥

0 =⇒ f(
√
ab) > 0 y como la función f(x) tiene un mı́nimo en

√
ab, para todo x ≥ 0,

f(x) ≥ f(
√
ab) ≥ 0, lo que implica que a3 + b3 + c3 ≥ 3abc, si c ≥ 0.

b) Usando la parte a) con a = f(x)g(y)g(z), b = f(y)g(z)g(x), c = f(z)g(x)g(y), se tiene:∫∫∫
[ 0,1 ]3

(a3 + b3 + c3)dxdydz − 3
∫∫∫

[ 0,1 ]3

abcdxdydz ≥ 0 =⇒
∫∫∫

[ 0,1 ]3

[
(f(x)g(y)g(z))3 +
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(f(y)g(z)g(x))3 + (f(z)g(x)g(y))3 − 3f(x)f(y)f(z)g2(x)g2(y)g2(z)
]
dxdydz ≥ 0.

c) Sea f = φ, g =
√
ψ, entonces 3

∫∫∫
[ 0,1 ]3

φ3(x)ψ
3
2 (y)ψ

3
2 (z)dxdydz ≥ 3

(∫ 1

0

φ(x)ψ(x)dx
)3

=⇒

∫ 1

0

φ3(x)dx
(∫ 1

0

ψ
3
2 (x)dx

)2

≥
(∫ 1

0

φ(x)ψ(x)dx
)3

=⇒

(∫ 1

0

φ3(x)dx
) 1

3
(∫ 1

0

ψ
3
2 (x)dx

) 2
3 ≥

∫ 1

0

φ(x)ψ(x)dx.

64. a) Calcular
∫∫∫
V

dxdydz

(1+x2z2)(1 + y2z2)
, si V = {(x, y, z) ∈R3/0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, z ≥ 0}.

b) Deducir el valor de
∫ ∞

0

(
arctan t

t

)2

dt.

Solución

a) Sea I =
∫∫∫
V

dxdydz

(1 + x2z2)(1 + y2z2)
=
∫ 1

0

∫ 1

0

∫ ∞

0

( x2

x2 − y2

1 + x2z2
−

y2

x2 − y2

1 + y2z2

)
dzdydx =

∫ 1

0

∫ 1

0

(
x2

x2 − y2
arctan z

x

∣∣∣∞
0
− y2

x2 − y2
arctan z

y

∣∣∣∞
0

)
dydx =

π
2

∫ 1

0

∫ 1

0

x− y

x2 − y2
dxdy = π

2

∫ 1

0

∫ 1

0

1
x+ y dxdy = π

2

∫ 1

0

(ln(1 + y)− ln y)dy =

π
2 lim

ε→0+

(
(1 + y) ln(1 + y)− (1 + y)− y ln y + y)

)∣∣∣1
ε

= π
2 2(ln 2 + lim

ε→0+
ε ln ε) = π ln 2.

b) Por otro lado, I =
∫ ∞

0

∫ 1

0

(∫ 1

0

dx
1 + z2x2

)
1

1 + y2z2 dydz.

Sea u = zx, du = zdx, entonces
∫ 1

0

dx
1 + z2x2 = 1

z

∫ z

0

du
1 + u2 = 1

z arctan z. Ası́ tenemos

que I =
∫ ∞

0

1
z2

arctan2 zdz =
∫ ∞

0

(
arctan t

t

)2

dt.

3.8 Integrales múltiples

65. Designemos con Sn(a) = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn/|x1| + · · · + |xn| ≤ a}, con a ≥ 0. Cuando

n = 2, el conjunto es un cuadrado con vértices en (0,±a) y (±a, 0). Cuando n = 3 es un

octaedro con vértices en (0, 0,±a), (0,±a, 0), (±a, 0, 0). Denotemos Vn(a) el volumen de

Vn(a) dado por Vn(a) =
∫
· · ·
∫

Sn(a)

dx1 · · · dxn.

a) Demostrar que Vn(a) = anVn(1).

b) Para n ≥ 2, expresar la integral que da Vn(1) como una iteración de una integral
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unidimensional y una integral (n− 1)-múltiple y demostrar que:

Vn(1) = Vn−1(1)
∫ 1

−1

(1− |x|)n−1dx = 2
nVn−1(1).

c) Usando a) y b) deducir que Vn(a) = 2nan
n! .

Solución Veamos de cerca que pasa en los casos n = 2

y n = 3. En efecto, para n = 2 se define que:

V2(a) =
∫ 0

−a

∫ x+a

−x−a
dydx+

∫ a

0

∫ a−x

x−a
dydx =

∫ a

−a

∫ a−|x|

−a+|x|
dydx.

-

6

a

a
x− y = −a

x− y = a

x+ y = a

x+ y = −a

Para n = 3, para x, y en el primer cuadrante del plano xy satisfaciendo −a ≤ x ≤ a,

−a + |x| ≤ y ≤ a − |x|, se tiene que z varı́a entre z = a − x − y y z = −a + x + y. De

manera general para x, y en el plano xy se tiene que −a+ |x|+ |y| ≤ z ≤ a− |x| − |y|, es

decir:

V3(a) =
∫ a

−a

(∫ a−|x|

−a+|x|

(∫ a−|x|−|y|

−a+|x|+|y|
dz

)
dy

)
dx.

En general vamos a tener que la variación de

xn, xn−1, . . . , x2, x1 es la siguiente:

-

6

a

−a

−a

a

a

x+ y + z = a-

q
q

	

−a+ |xn−1|+ · · ·+ |x1| ≤ xn ≤ a− |xn−1| − · · · − |x1|

−a+ |xn−2|+ · · ·+ |x1| ≤ xn−1 ≤ a− |xn−2| − · · · − |x1|
...

−a+ |x1| ≤ x2 ≤ a− |x1|

−a ≤ x1 ≤ a,

con lo cual:

Vn(a) =
∫ a

−a

(∫ a−|x1|

−a+|x1|
· · ·

(∫ a−|x1|−···−|xn−1|

−a+|x1|+···+|xn−1|
dxn

)
· · · dx2

)
dx1

y definiendo yi = xi
a , i = 1, . . . , n:

-

6

1

1

Vn(a) = an
∫ 1

−1

(∫ 1−|y1|

−1+|y1|
· · ·

(∫ 1−|y1|−···−|yn−1|

−1+|y1|+···+|yn−1|
dyn

)
· · · dy2

)
dy1 = anVn(1)
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= an
∫ 1

−1

(∫ (1−|x1|)

−(−1+|x1|)
· · ·

(∫ (1−|x1|)−|x2|−···−|xn|

−(−1+|x1|)+|x2|+···+|xn|
dxn

)
· · · dx2

)
dx1

= an
∫ 1

−1

Vn−1(1− |x1|)dx1 = an
∫ 1

−1

(1− |x1|)n−1Vn−1(1)dx1

= anVn−1(1)
∫ 1

−1

(1− |x|)n−1dx = anVn−1(1)2
∫ 1

0

(1− x)n−1dx

= anVn−1(1)
(
− 2
n (1− x)n

)∣∣∣1
0

= anVn−1(1) 2
n

= an 2
n

2
n− 1Vn−2(1) = · · · = an 2

n
2

n− 1 · · ·
2
1V0(1) = an 2n

n! .

66. Sea Sn = {(x1, . . . , xn) ∈Rn/|xi|+ |xn| ≤ a, i = 1, . . . , n− 1}, siendo a > 0 y n ≥ 2.

a) Dibujar Sn(1), cuando n = 2 y cuando n = 3.

b) Denotamos Vn(a) =
∫
· · ·
∫

Sn(a)

dx1 · · · dxn, demostrar que Vn(a) = anVn(1).

c) Expresar la integral que da Vn(1) como una iteración de una integral unidimensional

y una integral (n− 1)-dimensional y deducir que Vn(a) = 2nan
n .

Solución

a) Para n = 2, es el caso conocido |x1|+ |x2| ≤ 1.

Para n = 3 tenemos |x1|+|x3| ≤ a, |x2|+|x3| ≤ a, |x3| ≤ a.

Ası́ |xi| ≤ a − |x3|, −a ≤ x3 ≤ a, es decir que se tiene

−a + |x3| ≤ xi ≤ a − |x3|, 1 ≤ i ≤ 2, −a ≤ x3 ≤ a y

se forman dos pirámides de base cuadrada común en el

plano x1x2.

-

6

	

q

x1

x2

x3

-

6

x3

x1

1

1

-

6

x3

x2

1

1

1

1

b) Vn(a) =
∫
· · ·
∫

Sn(a)

dx1 · · · dxn =
∫ a

−a

(∫ a−|xn|

−a+|xn|
· · ·

(∫ a−|xn|

−a+|xn|
dx1

)
· · · dxn−1

)
dxn

= an
∫ 1

−1

∫ 1−
|xn|
a

−1+
|xn|
a

· · ·

∫ 1−
|xn|
a

−1+
|xn|
a

dx1
a

 · · · dxn−1
a

 dxn
a

= an
∫ 1

−1

(∫ 1−|xn|

−1+|xn|
· · ·

(∫ 1−|xn|

−1+|xn|
dx1

)
· · · dxn−1

)
dxn = anVn(1).

Por otro lado:
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Vn(1) =
∫ 1

−1

(∫ 1−|xn|

−1+|xn|

(
· · ·
∫ 1−|xn|

−1+|xn|

(
2
(
1− |xn|

)
dx2 · · ·

)
dxn−1

)
dxn

=
∫ 1

−1

(∫ 1−|xn|

−1+|xn|

(
· · ·
∫ 1−|xn|

−1+|xn|
(2(1− |xn|))2dx3 · · ·

)
dxn−1

)
dxn

= · · · =
∫ 1

−1

(
2
(
1− |xn|

))n−1

dxn = 2
∫ 1

0

2n−1
(
1− x

)n−1
dx

= 2n
∫ 1

0

(
1− x

)n−1
dx = 2n 1

n .

c) Ası́ se tiene que Vn(a) = anVn(1) = an2n 1
n .

67. Sea Sn(a) = {
(
x1, . . . , xn

)
∈Rn/x2

1 + · · ·+ x2
n ≤ a2} y sea Vn(a) =

∫
· · ·
∫

Sn(a)

dx1 · · · dxn.

a) Demostrar que Vn(a) = anVn(1).

b) Expresar la integral Vn(1) para n ≥ 3, como una integral doble y una integral (n− 2)-

múltiple. Verificar que Vn−2(R) = Rn−2Vn−2(1), con R =
√

1− x2
n−1 − x2

n.

c) Usando a) y b) verificar que Vn(1) = Vn−2(1)2π
n y deducir que Vn(a) = πn/2an

Γ
(

1
2n+ 1

) ,

donde Γ es la función gama.

d) Expresar Vn(1) con la identidad de una integral unidimensional y una integral (n−1)-

múltiple y verificar que Vn(1) = 2Vn−1(1)
∫ 1

0

(
1− x2

)(n−1)/2
dx.

e) Usando c) y d) deducir que
∫ π

2

0

cosn tdt =
√
π

2

Γ
(
n+ 1

2

)
Γ
(
n
2 + 1

) .

Solución

a) Vn(a) =
∫
· · ·
∫

Sn(a)

dx1 · · · dxn

=
∫ a

−a

(∫ √a2−x2
n

−
√
a2−x2

n

· · ·

(∫ √a2−x2
n−···−x2

2

−
√
a2−x2

n−···−x2
2

dx1

)
· · · dxn−1

)
dxn

= an
∫ a

−a

∫ a

√
1−
(xn

a

)2
−a
√

1−
(xn

a

)2 · · ·
∫ a

√
1−
(xn

a

)2
−···−

(x2

a

)2
−a
√

1−
(xn

a

)2
−···−

(x2

a

)2 dx1
a

 · · · dxn−1
a

 dxn
a

= an
∫ 1

−1

(∫ √1−x2
n

−
√

1−x2
n

· · ·

(∫ √1−x2
n−···−x2

2

−
√

1−x2
n−···−x2

2

dx1

)
· · · dxn−1

)
dxn = anVn(1).

b) Además x2
1 + · · ·+x2

n ≤ 1 ⇐⇒ x2
1 + · · ·+x2

n−2 ≤ 1−x2
n−1−x2

n y x2
n−1 +x2

n ≤ 1, entonces:
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Vn(1) =
∫∫

x2
n−1+x

2
n≤1

 ∫
· · ·
∫

x2
1+···x2

n≤1−x2
n−1−x2

n

dx1 · · · dxn−2

 dxn−1dxn

=
∫∫

x2
n−1+x

2
n≤1

[
Vn−2

(√
1− x2

n−1 − x2
n

)]
dxn−1dxn

=
∫∫

x2+y2≤1

(1− x2 − y2)
n−2

2 Vn−2(1)dxdy,

es decir Vn−2(R) = Rn−2Vn−2(1), con R =
√

1− x2 − y2.

c) Ası́ tenemos que:

Vn(1) = Vn−2(1)
∫∫

x2+y2≤1

(1− x2 − y2)
n
2−1dxdy

= Vn−2(1)
∫ 2π

0

(∫ 1

0

(1− r2)
n
2−1rdr

)
dθ

= Vn−2(1)2π 1
2

2
n
[
−(1− r2)

n
2
] ∣∣∣1

0
= 2π

n Vn−2(1), si n ≥ 3, o sea:

Vn(1) = 2π
n ·

2π
n− 2 ·Vn−4(1) =


π
n
2

π
n
2 − 1

· · · π
3
2 − 1

si n es impar

π
n
2

π
n
2 − 1

· π
2− 1 si n es par

= π
n
2

Γ( 1
2n+ 1)

y se concluye que Vn(a) = π
n
2 an

Γ( 1
2n+ 1)

.

d) Es claro que:

Vn(1) =
∫ 1

−1

 ∫
· · ·
∫

x2
1+···+x

2
n−1≤1−x2

n

dx1 · · · dxn−1

 dxn =
∫ 1

−1

(
Vn−1(

√
1− x2

n)
)
dxn

=
∫ 1

−1

(
1− x2

n

) 1
2 (n−1)

Vn−1(1)dxn = Vn−1(1)2
∫ 1

0

(1− x2)
1
2 (n−1)dx

= 2Vn−1(1)
∫ 1

0

(1− x2)
1
2 (n−1)dx.

e) Sabemos que Vn(1) = π
n
2

Γ( 1
2n+ 1)

, entonces
Vn(1)

2Vn−1(1) =
∫ 1

0

(1− x2)
1
2 (n−1)dx.
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Consideremos el cambio de variable x = sen t, dx = cos tdt, entonces:∫ 1

0

(1− x2)
1
2 (n−1)dx =

∫ π
2

0

(1− sen2 t)
1
2 (n−1) cos tdt =

∫ π
2

0

cosn−1 t cos tdt =
∫ π

2

0

cosn tdt,

por lo que:

∫ π
2

0

cosn tdt =
Vn(1)

2Vn−1(1)
=

πn/2

Γ( 1
2n+ 1)

2π
1
2 (n−1)

Γ( 1
2n−

1
2 + 1)

=
√
π

2 ·
Γ( 1

2 (n+ 1))
Γ( 1

2n+ 1)
.

3.9 Integrales impropias dependiendo de un parámetro

68. Determinar f ′(x), si f(x) =
∫ α(x)

a

g(x, y)dy, donde g es de clase C1 y α(x) es derivable.

Solución Tenemos que:
f(x+ h)− f(x)

h
= 1
h

∫ α(x+h)

a

g(x+h, y)dy− 1
h

∫ α(x)

a

g(x, y)dy =∫ α(x)

a

g(x+ h, y)− g(x, y)
h

dy +
∫ α(x+h)

α(x)

g(x+ h, y)− g(x, y)dy
h

+ 1
h

∫ α(x+h)

α(x)

g(x, y)dy =∫ α(x)

a

∂g
∂x

(ζ1, y)dy+
∫ α(x+h)

α(x)

∂g
∂x

(ζ2, y)dy+g(x, t1)
α(x+ h)− α(x)

h
, con ζ1, entre x y x+h,

ζ2 entre x y x+ h, t1 entre α(x) y α(x+ h). Ası́:

f(x+ h)− f(x)
h

=
∫ α(x)

a

∂g
∂x

(ζ1, y)dy+
∂g
∂x

(ζ2, t2)(α(x+h)−α(x))+g(x, t1)
α(x+ h)− α(x)

h
,

con t2 entre α(x) y α(x+ h). Finalmente si h→ 0, se concluye que:

f ′(x) =
∫ α(x)

a

∂g
∂x

(x, y)dy + 0 + g(x, α(x))α′(x).

69. Determinar f ′(x), si f(x) =
∫ +∞

x

e−xy
2
dy, x > 0.

Solución Aplicando el resultado anterior de modo que a → +∞, la función g de clase

C1 sea integrable para y ∈ [x,+∞ [, con |g(x, y)| ≤ h(y) = e−y
2
, si y ≥ 1, x ≥ 1 y h

integrable, tenemos que f es derivable y la fórmula anterior es válida:

f ′(x) = −
∫ +∞

x

y2e−xy
2
dy − e−x

3
.

70. Demostrar que la función g(x, y) =
∫ +∞

−∞

xf(z)
x2 + (y − z)2

dz, satisface la ecuación de Laplace

∂2g

∂x2
+ ∂2g
∂y2 = 0.
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Solución Se tiene que ∂g
∂x

=
∫ +∞

−∞

f(z)(x2 + (y − z)2 − 2x2)
(x2 + (y − z)2)2

dz =
∫ +∞

−∞

(y − z)2 − x2

(x2 + (y − z)2)2
dz,

∂2g

∂x2
=
∫ ∞

−∞

−2x(x2 + (y − z)2)2 − 2(x2 + (y − z)2)(2x)((y − z)2x2)
(x2 + (y − z)2)4

f(z)dz,

=
∫ ∞

−∞

2x3 − 6x(y − z)2

(x2 + (y − z)2)3
f(z)dz,

∂g
∂y

=
∫ +∞

−∞

−2x(y − z)f(z)
(x2 + (y − z)2)2

dz,

∂2g

∂y2
=
∫ +∞

−∞

−2xf(z)(x2 + (y − z)2)2 + 2((x2 + (y − z)2)2(2(y − z))2x(y − z)f(z)
(x2 + (y − z)2)4

dz

=
∫ +∞

−∞

−2x(x2 + (y − z)2) + 8x(y − z)2

(x2 + (y − z)2)3
f(z)dz =

∫ +∞

−∞

−2x3 + 6x(y − z)2

(x2 + (y − z)2)3
f(z)dz.

Finalmente, ∂
2g

∂x2
+ ∂2g
∂y2 = 0.

71. La transformada de Laplace F (p) de la función f(t), se determina por la expresión

F (p) =
∫ ∞

0

e−ptf(t)dt. Determinar la transformada de las siguientes funciones:

a) f(t) = 1 c) f(t) = senβt

b) f(t) = eαt d) f(t) = cosβt.

Solución

a) F (p) = −1
p

∫ ∞

0

e−pt(−pdt) = 1
pe−pt

∣∣∣∞
0

= −1
p (−1) = 1

p .

b) F (p) =
∫ ∞

0

e−(p−α)tdt =


1

p− α si p > α

∞ si p ≤ α.

Se sabe que:
∫

eax cos bxdx = eax(a cos bx+ b sen bx)/(a2 + b2) + C∫
eax sen bxdx = eax(a sen bx− b cos bx)/(a2 + b2) + C,

por lo que:

c)
∫ ∞

0

e−pt senβtdt = β
p2 + β2 .

d)
∫ ∞

0

e−pt cosβtdt = p
p2 + β2

72. Sabiendo que
∫ 1

0

xn−1dx = 1
n para n > 0, calcular

∫ 1

0

xn−1 lnxdx.

Solución Sabemos que
∫ 1

ε

xn−1 lnxdx = 1
nx

n lnx
∣∣∣1
ε
−
∫ 1

ε

xn
n

1
x dx =
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1
nε

n ln ε− 1
n

∫ 1

ε

xn−1dx −→ 0− 1
n ·

1
n = − 1

n2
, si ε→ 0.

73. Sabiendo que
∫ ∞

0

e−ptdt = 1
p , p > 0, calcular

∫ ∞

0

t2e−ptdt.

Solución Sea F (p) =
∫ ∞

0

e−ptdt = 1
p =⇒ F ′(p) = − 1

p2 =
∫ ∞

0

−te−ptdt =⇒ F ′′(p) =∫ ∞

0

t2e−ptdt = 2
p3 .

74. Usando derivación respecto al parámetro, calcular las siguientes integrales:

a)
∫ ∞

0

e−αx − e−βx
x dx, α > 0, β > 0 d)

∫ 1

0

ln(1− α2x2)
x2
√

1− x2
dx, |α|< 1

b)
∫ ∞

0

e−αx − e−βx
x senmxdx, α > 0, β > 0 e)

∫ ∞

0

e−αx
senβx
x dx, α ≥ 0.

c)
∫ ∞

0

arctanαx
x(1 + x2)

dx

Solución

a) Sea F (α, β) =
∫ ∞

0

e−αx − e−βx
x dx, ∂F

∂α
= −

∫ ∞

0

e−αxdx = 1
α

∫ ∞

0

e−αx(−αdx) = 1
αe−αx

∣∣∣∞
0

=

1
α , por lo tanto F (α, β) = lnα+ c(β), pero F (α, α) = 0 = lnα+ c(α) =⇒ c(α) = − lnα, por

lo que F (α, β) = lnα− lnβ = ln α
β

.

b) Sea F (α, β,m) =
∫ ∞

0

e−αx − e−βx
x senmxdx, ∂F

∂α
= −

∫ ∞

0

e−αx senmxdx = − m
m2 + α2 ∴

F (α, β,m) = − arctan α
m + c(β,m), pero F (α, α,m) = 0 = − arctan α

m + c(α,m), por lo que

F (α, β,m) = − arctan α
m + arctan β

m .

c) Sea F (α) =
∫ ∞

0

arctanαx
x(1 + x2)

dx,

F ′(α) =
∫ ∞

0

dx
(1 + x2)(1 + x2α2)

=
(
α arctan(αx)

α2 − 1
− arctanx

α2 − 1

)∣∣∣∣∞
0

=
απ2

α2 − 1
−

π
2

α2 − 1
=

π
2

1
α+ 1 , ya que 1

(1 + x2)(1 + x2α2)
= α2

(α2 − 1)(α2x2 + 1)
− 1

(x2 + 1)(α2 − 1)
.

Ası́ se tiene que F (α) = π
2 ln(α+ 1) + c, pero F (0) = 0 = c =⇒ F (α) = π

2 ln(α+ 1).

d) Sea F (α) =
∫ 1

0

ln(1− α2x2)
x2
√

1− x2
dx, F ′(α) = −

∫ 1

0

2αdx
(1− α2x2)

√
1− x2

= −2α
∫ π

2

0

dθ
1− α2 sen2 θ

,

usando x = sen θ, dx = cos θdθ. Ası́ usando la sustitución t = tan θ, sen2 θ = t2

1 + t2
,
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dθ = dt
1 + t2

, por lo que:

F ′(α) = 2α
∫ ∞

0

dt
(1 + (1− α2)t2)

= − 2α√
1− α2

∫ ∞

0

√
1− α2dt

(1 + (1− α2)t2)
=

− 2α√
1− α2

arctan
√

1− α2t

∣∣∣∣∞
0

= − 2α√
1− α2

π
2 = − απ√

1− α2
=⇒

F (α) = 1
2

∫
−2απdα√

1− α2
= π

√
1− α2 + c,

pero F (0) = π + c = 0 i.e. c = −π y se tiene que F (α) = π(
√

1− α2 − 1).

e) Sea F (α, β) =
∫ ∞

0

e−αx
senβx
x dx, ∂F

∂α
= −

∫ ∞

0

e−αx senβxdx = − β
α2 + β2 =⇒

F (α, β) = − arctan α
β

+ c(β). Además ∂F
∂β

=
∫ ∞

0

e−αx cosβxdx = α
α2 + β2 =⇒

F (α, β) = arctan βα + c1(α) = − arctan α
β

+ π
2 + c1(α), es decir c(β) = π

2 + c1(α), o sea

c = π
2 + c1, pero F (α, 0) = 0 = 0 + π

2 + c1 =⇒ c = 0.

Finalmente F (α, β) = − arctan α
β

= arctan βα −
π
2 .

3.10 Integrales dependientes de un parámetro

75. Determinar el dominio de la función f(x) =
∫ 1

0

dz√
x2 + z2

.

Solución La función f(x) =
∫ 1

0

dz√
x2 + z2

= ln(z+
√
x2 + z2)

∣∣∣1
0

= ln(1+
√
x2 + 1)− ln |x|,

por lo que el dominio es R∗ = R\{0}.

76. Calcular la curvatura de la curva y =
∫ 2π

π

senαx
α dα en el punto en que x = 1.

Solución La función y =
∫ 2π

π

senαx
α dα cumple que y′ =

∫ 2π

π

cosαxdx = sen 2πx −

senπx, y′′ = 2π cos 2πx− π senπx i.e. y′(1) = 0, y′′ = 3π, por lo que la curvatura κ es:

κ = y′′

(1 + (y′)2)
3
2

= 3π.

77. Usando la igualdad
∫ b

0

dx
1 + ax = 1

a ln(1 + ab), obtener la fórmula siguiente derivando

respecto al parámetro: ∫ b

0

xdx
(1 + ax)2

= 1
a2

ln(1 + ab)− b
a(1 + ab)

.

Solución Sea f(a) =
∫ b

0

dx
1 + ax , entonces f ′(a) = −

∫ b

0

xdx
(1 + ax)2

= − 1
a2

ln(1 + ab) +

1
a

b
1 + ab

i.e.
∫ b

0

xdx
(1 + ax)2

= 1
a2

ln(1 + ab)− 1
a

b
1 + ab

.
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78. a) Usando la igualdad
∫ b

0

dx
a2 + x2 = 1

a arctan ba , obtener
∫ b

0

dx
(x2 + a2)3

.

b) Usando la igualdad
∫ ∞

0

dx
a2 + x2 = π

2a , calcular la integral
∫ ∞

0

dx
(a2 + x2)n

, n ∈N∗.

Solución

a) Para la solución de este problema es conveniente usar la fórmula:

∫
dx

(a2 + x2)n
= x

2(n− 1)a2(x2 + a2)n−1
+ 2n− 3

2n− 2
1
a2

∫
dx

(a2 + x2)n−1
,

que se demuestra fácilmente usando integración por partes. En efecto:

Jn =
∫

dx
(a2 + x2)n

= 1
a2

∫
x2 + a2 − x2

(a2 + x2)n
dx = 1

a2

∫
dx

(a2 + x2)n−1 − 1
a2

∫
x·xdx

(a2 + x2)n
=

1
a2
Jn−1 − 1

a2

( −x
2(n− 1)a2(x2 + a2)n−1 + 1

2n− 2Jn−1

)
=

x
2(n− 1)a2(x2 + a2)n−1 + 2n− 3

2n− 1Jn−1
1
a2

.

Ası́, cuando n = 3 obtenemos:∫ b

0

dx
(a2 + x2)3

= b
2·2a2(b2 + a2)2

+ 3
4

1
a2

∫ b

0

dx
(x2 + a2)2

=

b
4a2(a2 + b2)2

+ 3
4a2

(
b

2a2(b2 + a2)
+ 1

2a2

∫ b

0

dx
a2 + x2

)
=

b
4a2(a2 + b2)2

+ 3
4a2

(
b

2a2(a2 + b2)
+ 1

2a3
arctan ba

)
= b

8a4

(
3
ab

arctan ba + 5a2 + 3b2
(a2 + b2)2

)
.

b) Tenemos que:∫ ∞

0

dx
(x2 + a2)n

= x
2(n− 1)a2(a2 + x2)n−1

∣∣∣∞
0

+ 2n− 3
2n− 2

1
a2

∫ ∞

0

dx
(a2 + x2)n−1 =

1
a2

2n− 3
2n− 2

1
a2

2n− 5
2n− 4

∫ ∞

0

dx
(a2 + x2)n−2 = · · · = (2n− 3)(2n− 5) . . . 1

(2n− 2)(2n− 4) · · · 2
1

a2n−2

∫ ∞

0

dx
a2 + x2 =

(2n− 3)(2n− 5) · · · 1
(2n− 2)(2n− 4) · · · 2

π
2a2n−1

.

79. Calcular el valor de la integral
∫ ∞

0

e−axxn−1dx, a > 0, n ∈N∗.

Solución Primeramente veamos que
∫ ∞

0

e−axdx = 1
ae−ax

∣∣∣∞
0

= 1
a .

Tomemos el cambio du = e−axdx, v = xn−1 i.e. u = −1
ae−ax, dv = (n − 1)xn−2dx;

entonces:∫ ∞

0

e−axxn−1dx = −1
ae−axxn−1

∣∣∣∞
0

+ 1
a (n− 1)

∫ ∞

0

e−axxn−2dx =
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0+ 1
a2

(n−1)(n−2)
∫ ∞

0

e−axxn−3dx = · · · = (n− 1)(n− 2) · · · 1
an−1

∫ ∞

0

e−axdx = 1
an

(n−1)!.

80. Usando la igualdad
∫ π

2

0

dx
a2 cos2 x+ b2 sen2 x

= π
2|ab| , determinar

∫ π
2

0

dx
(a2 cos2 x+ b2 sen2 x)2

.

Solución Sea f(a) =
∫ π

2

0

dx
a2 cos2 x+ b2 sen2 x

, entonces f ′(a) =
∫ π

2

0

2a cos2 xdx
(a2 cos2 x+ b2 sen2 x)2

=

2a
∫ π

2

0

dx
(a2 cos2 x+ b2 sen2 x)2

−
∫ π

2

0

2a sen2 xdx
(a2 cos2 x+ b2 sen2 x)2

=

2a
∫ π

2

0

dx
(a2 cos2 x+ b2 sen2 x)2

− 1
2bf

′(b) =⇒
∫ π

2

0

dx
(a2 cos2 x+ b2 sen2 x)2

=

1
2af

′(a) + 1
2bf

′(b) = 1
2a

π
2|a2b| + 1

2b
π

2|ab2| =
π(a2 + b2)

4|ab|3 .

81. Calcular las siguientes integrales derivando respecto al parámetro.

a)
∫ ∞

0

1− e−ax

xex
dx, a >−1. b)

∫ ∞

0

1− e−ax
2

xex
2 dx, a >−1.

c)
∫ 1

0

arctan ax
x
√

1− x2
dx. d)

∫ 1

0

ln(1− a2x2)
x2
√

1− x2
dx, a2 < 1.

e)
∫ ∞

0

arctan ax
x(1 + x2)

dx. f)
∫ 1

0

ln(1− a2x2)√
1− x2

, a2 < 1.

g)
∫ π

0

ln(1 + a cosx)
cosx dx, a2 < 1. h)

∫ π
2

0

ln
(

1 + a senx
1− a senx

)
dx

senx , a2 < 1.

i)
∫ ∞

0

1− e−ax
2

x2
dx, a > 0. j)

∫ ∞

0

e−ax
2 − e−bx

2

x2
dx, a > 0, b > 0.

k)
∫ ∞

0

e−ax sen bx− sen cx
x dx, a > 0. l)

∫ ∞

0

e−ax cos bx− cos cx
x dx, a > 0.

m)
∫ π

2

0

ln(a2 cos2 x+ b2 sen2 x)dx, a > 0, b > 0.

Solución

a) Sea f(a) =
∫ ∞

0

1− e−ax

xex
dx, f ′(a) =

∫ ∞

0

xe−ax

xex
dx−

∫ ∞

0

e−(a+1)xdx =

− 1
a+ 1

∫ ∞

0

e−(a+1)x(−(a+1)dx) = − 1
a+ 1e−(a+1)x

∣∣∣∞
0

= 1
a+ 1 =⇒ f(a) = ln(1+a)+C =

ln(1 + a), pues f(0) = C = 0.

b) Si f(a) =
∫ ∞

0

1− e−ax
2

xex
2 dx, f ′(a) =

∫ ∞

0

x2e−ax
2

x2ex
2 dx =

∫ ∞

0

xe−(a+1)x2
dx =

1
2

1
a+ 1

(
− e−(a+1)x2

)∣∣∣∞
0

= 1
2(a+ 1) ∴ f(a) = 1

2 ln(a + 1) + C = 1
2 ln(a + 1), dado que

f(0) = C = 0.
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c) Tomemos f(a) =
∫ 1

0

arctan ax
x
√

1− x2
dx, f ′(a) =

∫ 1

0

dx
(1 + a2x2)

√
1− x2

=
x=sen t∫ π

2

0

1
1 + a2 sen2 t

cos t
cos tdt =

∫ π
2

0

dt
1 + a2 sen2 t

=1 1√
1 + a2

arctan
(√

1 + a2 tanx
)∣∣∣π2

0
= π

2
√

1 + a2

=⇒ f(a) = π
2 ln(a+

√
a2 + 1) + C = π

2 ln(a+
√
a2 + 1), pues f(0) = C = 0.

d) Sea f(a) =
∫ 1

0

ln(1− a2x2)
x2
√

1− x2
dx, f ′(a) =

∫ 1

0

−2adx√
1− x2(1− a2x2)

= −2a
∫ π

2

0

dt
1− a2 sen2 t

=

−2a 1√
1− a2

arctan(
√

1− x2 tanx)
∣∣∣π2
0

= −aπ√
1− a2

=⇒ f(a) = π
√

1− a2 + C y como f(0) =

π + C = 0 i.e. C = −π =⇒ f(a) = π(
√

1− a2 − 1).

e) Si f(a) =
∫ ∞

0

arctan ax
x(1 + x2)

dx, f ′(a) =
∫ ∞

0

dx
(1 + a2x2)(1 + x2)

=∫ ∞

0

(
a2

a2 − 1
1

a2x2 + 1
− 1
a2 − 1

1
1 + x2

)
dx =

(
a

a2 − 1
arctan(ax)− 1

a2 − 1
arctanx

)∣∣∣∞
0

=
(

a
a2 − 1

− 1
a2 − 1

)
π
2 = π

2(a+ 1) si a > 0

−π2
a

a2 − 1
− π

2
a

a2 − 1
= π

2(1− a) si a ≤ 0,

por lo tanto f(a) =


π
2 ln(a+ 1), si a > 0

−π2 ln(1− a), si a ≤ 0
=⇒ f(a) = signo(a)π2 ln(1 + |a|), ya que

f(0) = 0.

f) Tomemos f(a) =
∫ 1

0

ln(1− a2x2)√
1− x2

dx, f ′(a) =
∫ 1

0

−2ax2dx
(1− a2x2)

√
1− x2

=

2
a

∫ 1

0

−a2x2dx
(1− a2x2)

√
1− x2

= 2
a

∫ 1

0

(1− a2x2 − 1)dx
(1− a2x2)

√
1− x2

=

2
a

∫ 1

0

dx√
1− x2

− 2
a

∫ 1

0

dx
(1− a2x2)

√
1− x2

=
x=sen t

2
a arcsenx

∣∣∣1
0
− 2
a

∫ π
2

0

cos tdt
(1− a2 sen2 t) cos t

=

2
a
π
2 − 2

a arctan(
√

1− a2 tanx)
∣∣∣π2
0

= π
a −

π
a

1√
1− a2

=⇒ f(a) = π ln a + π ln 1 +
√

1 + a2

a =

π ln(1 +
√

1 + a2) + C, pero2 como f(0) = 0, C = − ln 2, es decir f(a) = π ln 1 +
√

1 + a2

2 .

g) Sea f(a) =
∫ π

0

ln(1 + a cosx)
cosx dx, f ′(a) =

∫ π

0

dx
1 + a cosx = π√

1− a2
, pues:∫

dx
1 + a cosx = 2√

1− a2
arctan

(√
1− a
1 + a tan x2

)
+ C, entonces f(a) = π arcsen a + C =

1Recuerde que

∫
dx

p2 + q2 sen2 ax
= 1

ap
√

p2 + q2
arctan

√
p2 + q2 tan ax

p + C.

2Recuerde que

∫
dx

p2 − q2 sen2 ax
= 1

ap
√

p2 − q2
arctan

√
p2 − q2 tan ax

p + C.



3.10. Integrales dependientes de un parámetro 213

π arcsen a, ya que f(0) = C = 0.

h) Si f(a) =
∫ π

2

0

ln
(

1 + a senx
1− a senx

)
dx

senx , a2 < 1,

f ′(a) =
∫ π

2

0

1− a senx
1 + a senx

1
senx

senx(1− a senx) + senx(1 + a senx)
(1− a senx)2

dx = π
2

∫ π
2

0

2dx
1− a2 sen2 x

=

1√
1− a2

arctan
(√

1− a2 tanx
)∣∣∣π2

0
= 1√

1− a2
π
2 ∴ f(a) = π

2 arcsen a+C = π
2 arcsen a, pues

f(0) = C = 0.

i) Consideremos f(a) =
∫ ∞

0

1− e−ax
2

x2
dx, a>0, entonces f ′(a) =

∫ ∞

0

e−ax
2
dx = 1

2

√
π
a =⇒

f(a) =
√
πaC =

√
πa, dado que f(0) = C = 0.

j) Sea f(a, b) =
∫ ∞

0

e−ax
2 − e−bx

2

x2
dx, a > 0, b > 0, entonces:

∂f
∂a

(a, b) =
∫ ∞

0

e−ax
2
dx = −

√
π
a , ∂f

∂b
(a, b) =

√
π
b

, por lo que f(a, b) = −
√
πa + C1(b) =

√
πb+C2(a) =

√
πb−

√
πa =

√
π(
√
b−

√
a)+C =

√
π(
√
b−

√
a), dado que f(a, a) = C = 0.

k) Sea f(a, b, c) =
∫ ∞

0

e−ax sen bx− sen cx
x dx, a > 0, entonces:

∂f
∂b

=
∫ ∞

0

e−ax cos bxdx = − (a cos bx− b sen bx)
a2 + b2

e−ax
∣∣∣∞
0

= a
a2 + b2

,

∂f
∂a

= −
∫ ∞

0

e−ax cos cxdx = − a
a2 + c2

, por lo tanto:

f(a, b, c) = arctan ba +C1(a, c) = arctan ca +C2(a, b) = arctan ba −arctan ca +C = arctan ba −

arctan ca , pues f(a, b, b) = C = 0.

l) Sea f(a, b, c) =
∫ ∞

0

e−ax cos bx− cos cx
x dx, a > 0, entonces:

∂f
∂b

=
∫ ∞

0

−e−ax sen bxdx = b cos bx+ a sen bx
a2 + b2

e−ax
∣∣∣∞
0

= − b
a2 + b2

,

∂f
∂c

=
∫ ∞

0

e−ax sen cxdx = c
a2 + c2

, o sea f(a, b, c) = − arctan ba + C1(a, c) = arctan ca +

C2(a, b) = − arctan ba+arctan ca+C = − arctan ba+arctan ca , pues C = 0 porque f(a, b, b) =

0.

m) Tomemos f(a, b) =
∫ π

2

0

ln
(
a2 cos2 x+ b2 sen2 x

)
dx, entonces:

∂f
∂a

= 2a
∫ π

2

0

cos2 xdx
b2 sen2 x+ a2 cos2 x

= 2a
∫ π

2

0

sec2 xdx
(a2 + b2 tan2 x) sec2 x

=

2a
∫ ∞

0

dt
(a2 + b2t2)(1 + t2)

=
∫ ∞

0

(
2a

(a2 − b2)(t2 + 1)
− 2ab2

(a2 − b2)(a2t2 + a2)

)
dt =
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(
2a arctan t
a2 − b2

− 2ab
a2 − b2

arctan bta
)∣∣∣∞

0
= π

2
2

a2 − b2
(a− b) = π

a+ b
=⇒ f(a, b) = π ln(a+ b) +

C1(b).

Similarmente ∂f
∂b

= 2b
∫ π

2

0

sen2 xdx
a2 cos2 x+ b2 sen2 x

= 2b
∫ ∞

0

dt
(b2 + a2t2)(1 + t2)

= π
a+ b

=⇒

f(a, b) = π ln(a + b) + C2(a) i.e. f(a, b) = π ln(a + b) + C y dado que f(1, 1) = 0 =⇒ C =

−π ln 2 i.e. f(a, b) = π ln a+ b
2 .

82. Calcular la integral
∫ π

2

0

arctan(a tanx)
tanx dx, para luego determinar

∫ π
2

0

x
tanx dx.

Solución Sea f(a) =
∫ π

2

0

arctan a(tanx)
tanx dx, f ′(a) =

∫ π
2

0

dx
1 + a2 tan2 x

=


π
2

1
a+ 1 si a > 0,

π
2

1
a− 1 si a < 0,

(ver ejercicio 81 m), página 211, entonces f(a) =


π
2 ln(a+ 1) si a > 0,

−π2 ln(1− a) si a ≤ 0.

En el caso en que a = 1, tenemos que
∫ π

2

0

arctan(tanx)
tanx dx =

∫ π
2

0

x
tanx dx = π

2 ln 2.

83. Usar la igualdad
∫ 1

0

xndx = 1
n+ 1 , para calcular la integral

∫ 1

0

xβ − xa

lnx dx, α > −1,

β >−1.

Solución Recordemos que d
da
aβ = aβ

ln a ; entonces si integramos desde α hasta β la

integral en cuestión tenemos:∫ β

α

(∫ 1

0

xndx
)
dn =

∫ β

α

1
n+ 1dn = ln β + 1

α+ 1 =
∫ 1

0

(∫ β

α

xndn
)
dx =

∫ 1

0

xβ − xα

lnx dx.

84. Usando que 2a
∫ ∞

0

e−a
2x2

dx =
√
π, calcular la integral

∫ ∞

0

(
e
−a

2

x2 − e
− b2

x2
)
dx.

Solución Es claro que 2
∫ ∞

0

e−(ax)2(adx) =
√
π, entonces si definimos la función

f(a, b) =
∫ ∞

0

(
e
−a

2

x2 − e
− b2

x2
)
dx, ∂f

∂a
=
∫ ∞

0

e−
(
a
x

)2−2a
x2

dx, ∂f
∂b

=
∫ ∞

0

e−
(
b
x

)2
2b
x2
dx.

Haciendo u = a
x , du = − a

x2
dx, entonces ∂f

∂a
= 2

∫ ∞

0

e−u
2
du =

√
π, ∂f

∂b
= −2

∫ ∞

0

e−u
2
du =

−
√
π, y la función f(a, b) = a

√
π + C1(b) = −b

√
π + C2(a) =

√
π(a − b) + C y como

f(a, a) = C = 0, se tiene f(a, b) =
√
π(a− b).

85. Dada la relación
∫ ∞

0

e−z
2
dz =

√
π

2 , usarla para deducir 1√
x

= 2√
π

∫ ∞

0

e−z
2xdx. Usar

los resultados para calcular las integrales de Fresnel.
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a)
∫ ∞

0

cosxdx√
x

b)
∫ ∞

0

senx√
x
dx.

Solución Sabemos que
∫ ∞

0

e−z
2
dz =

√
π

2 , entonces
∫ ∞

0

e−z
2xdz = 1√

x

∫ ∞

0

e−z
2x
√
xdz =

1√
x

∫ ∞

0

e−u
2
du = 1√

x

√
π

2 =⇒ 1√
x

= 2√
π

∫ ∞

0

e−z
2xdz, x > 0.

a)
∫ ∞

0

cosx√
x
dx =

∫ ∞

0

2√
π

(∫ ∞

0

e−z
2x cosxdz

)
dx = 2√

π

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

e−z
2x cosxdx

)
dz =

2√
π

∫ ∞

0

z2

1 + z4 dz = 2√
π

√
2π
4 =

√
π
2 , ya que:∫ ∞

0

e−ax cos bxdx = a
a2 + b2

y que∫
x2

1 + x4 dx = 1
4
√

2
ln
(
x2 − x

√
2 + 1

x2 + x
√

2 + 1

)
+ 1

2
√

2
arctan(x

√
2+1)+ 1

2
√

2
arctan(x

√
2−1)+C.

b) Similarmente,
∫ ∞

0

senx√
x
dx =

∫ ∞

0

2√
π

(∫ ∞

0

e−z
2x senxdz

)
dx = 2√

π

∫ ∞

0

dz
1 + z4 =

2√
π

√
2π
4 =

√
π
2 , ya que:∫ ∞

0

e−ax sen bxdx = b
a2 + b2

y que∫
dx

1 + x4 = 1
4
√

2
ln
(
x2 +

√
2x+ 1

x2 −
√

2x+ 1

)
+ 1

2
√

2
arctan(x

√
2 + 1) + 1

2
√

2
arctan(x

√
2− 1) + C.

86. Sea f una función continua para x ≥ 0, tal que lim
x→∞

f(x) = `, entonces si a > 0, b > 0:∫ ∞

0

f(ax)− f(bx)
x dx = (`− f(0)) ln a

b
.

Usar este resultado en los siguientes casos:

a)
∫ ∞

0

arctan ax− arctan bx
x dx b)

∫ ∞

0

e−ax
n − e−bx

n

x dx, (n > 0).

Solución Consideremos
∫ R

ε

(f(ax)
x − f(bx)

x

)
dx =

∫ R

ε

f(ax)
ax adx−

∫ R

ε

f(bx)
bx

bdx =

−
∫ bR

bε

f(u)
u du+

∫ Rε

aε

f(u)
u du = −

∫ bR

aR

f(u)
u du+

∫ bε

aε

f(u)
u du,

pero mR ln ba ≤
∫ bR

aR

f(u)
u du ≤MR ln ba , donde mR = inf

x∈[Ra,Rb ]
f(x), MR = sup

x∈[Ra,Rb ]

f(x),

mε ln ba ≤
∫ bε

aε

f(u)
u du ≤Mε ln ba .

Observemos que mα ≤ f(x) ≤Mα para x ∈ [αa, αb ], entonces:

lim
R→∞

mR = lim
R→∞

MR = lim
x→∞

f(x) = `,
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por lo que se tiene lim
R→∞

∫ Rb

Ra

f(u)
u du = ` ln ba y además lim

ε→0
mε = lim

ε→0
Mε = f(0) i.e.

lim
ε→0

∫ bε

aε

f(u)
u du = f(0) ln ba .

Finalmente
∫ ∞

0

f(ax)− f(bx)
x dx = f(0) ln ba − ` ln ba = (`− f(0)) ln a

b
.

a) Dado lim
x→∞

arctanx = π
2 , entonces

∫ ∞

0

arctan ax− arctan bx
x dx = (π2 −0) ln a

b
= π

2 ln a
b

.

b) Sea f(x) = e−x
n

, cuando x→∞, f(x) −→ 0 y como f( n
√
ax) = e−ax

n

tenemos:∫ ∞

0

e−ax
n − e−bx

n

x dx = (0− 1) ln
n
√
a

n
√
b

= 1
n ln ba .

87. Sea f una función continua para x ≥ 0, tal que
∫ ∞

A

f(x)
x dx converge, para todo A > 0.

Probar que si a > 0, b > 0, se tiene que
∫ ∞

0

f(ax)− f(bx)
x dx = f(0) ln ba .

Usar este resultado en los siguientes casos:

a)
∫ ∞

0

e−ax − e−bx
x dx b)

∫ ∞

0

cos ax− cos bx
x dx

c)
∫ ∞

0

sen ax sen bx
x dx d)

∫ ∞

0

b sen ax− a sen bx
x2

dx

e)
∫ ∞

0

sen3 x
x2

dx.

Solución Para la demostración observemos que
∫ ∞

ε

f(ax)dx
x siempre existe, lo mismo

que la integral
∫ ∞

ε

f(bx)
x dx, por lo tanto:∫ +∞

ε

f(ax)− f(bx)
x dx =

∫ +∞

ε

f(ax)
ax adx−

∫ +∞

ε

f(bx)
bx

bdx =
∫ ∞

aε

f(u)du−
∫ ∞

bε

f(u)du =∫ bε

aε

f(u)udu =⇒ mε

∫ bε

aε

du
u ≤

∫ bε

aε

f(u)
u du ≤Mε

∫ bε

aε

du
u , es decir:

mε ln ba ≤
∫ bε

aε

f(u)
u du ≤Mε ln ba ,

donde mε = inf
x∈[ εa,εb ]

f(x), Mε = sup
x∈[ εa,εb ]

f(x), pero lim
ε→0

mε = lim
ε→0

Mε = f(0), por lo que:

∫ ∞

0

f(ax)− f(bx)
x dx = lim

ε→0

∫ ∞

ε

f(ax)− f(bx)
x dx = f(0) ln ba .

a) Sea f(x) = e−x, sabemos que
∫ +∞

A

e−ax
x dx converge ∀A> 0, entonces:

∫ ∞

0

e−ax − e−bx
x dx = f(0) ln ba = ln ba .
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b) Si f(x) = cosx,
∫ ∞

A

cosx
x dx converge ∀A> 0, pues:

∫ B

A

cosx
x dx = senx

x

∣∣∣B
A

+
∫ B

A

senx
x2

dx −→ − senA
A

+
∫ ∞

A

senx
x dx,

cuando B →∞, por lo tanto
∫ ∞

0

cos ax− cos bx
x dx = f(0) ln ba = ln ba .

c) Se tiene que sen ax· sen bx = 1
2(cos(a − b)x − cos(a + b)x); si definimos f(x) = 1

2 cosx

obtenemos:∫ ∞

0

f((a− b)x)− f((a+ b)x)
x dx = 1

2

∫ ∞

0

cos(a− b)x− cos(a+ b)x
x = 1

2 ln
∣∣∣b+ a
a− b

∣∣∣.
d) Sea f(x) = senx

x , como
∫ ∞

A

f(x)
x dx =

∫ ∞

A

senx
x2

dx converge, ∀A>0 y como lim
x→0

senx
x =

1, se tiene que ab
∫ ∞

0

sen ax
ax − sen bx

bx
x dx = abf(0) ln ba = ab ln ba .

e) Sabemos que sen3 x = 3
4 senx− 1

4 sen 3x, entonces definiendo f(x) = 3
4

senx
x , tenemos

que f(3x) = 1
4

sen 3x
x =⇒ sen3 x

x2
=

3
4

senx
x − 1

4
sen 3x
x

x =
f(x)− f(3x)

x , por lo tanto:

∫ ∞

0

sen3 x
x2

dx = f(0) ln 3
1 = 3

4 ln 3.

88. Verificar que la función de Laplace Φ(x) = 2√
π

∫ x

0

e−t
2
dt, satisface las siguientes rela-

ciones:

a)
∫ x

0

Φ(az)dz = e−a
2x2 − 1
a
√
π

+ xΦ(ax).

b)
∫ ∞

0

(1− Φ(x))dx = 1√
x

.

Solución

a) Escribamos
∫ b

0

Φ(az)dz =
∫ b

0

(
2√
π

∫ az

0

e−t
2
dt
)
dz =

2√
π

∫ ab

0

(∫ b

t
a

e−t
2
dz
)
dt = 2√

π

(∫ ab

0

be−t
2
dt−

∫ ab

0

t
ae−t

2
dt
)

=

b 2√
π

∫ ab

0

e−t
2
dt+ 1√

πa
e−t

2
∣∣∣ab
0

= bΦ(ab) + 1√
πa

(
e−a

2b2 − 1
)

. -

6

b

ab

z

t t = az

Sustituyendo b por x tenemos
∫ x

0

Φ(az)dz = 1√
πa

(
e−a

2x2 − 1
)

+ xΦ(ax).

b)
∫ b

0

Φ(az)dz−bΦ(ab)=
∫ b

0

Φ(az)dz−
∫ b

0

Φ(ab)dz=−
∫ b

0

(Φ(ab)−Φ(az))dz= 1√
π

(e−a
2b2−1).
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Si a = 1, se tiene que
∫ b

0

(Φ(b)− Φ(z))dz = 1√
π

(1− e−b
2
).

Si b→∞, Φ(b) −→ 1 y e−b
2 −→ 0, por lo tanto:

lim
b→∞

∫ b

0

(
Φ(b)− Φ(z)

)
dz =

∫ ∞

0

(
1− Φ(z)

)
dz = 1√

π
lim
b→∞

(
1− e−b

2)
= 1√

π
.

89. Las funciones si(x) y ci(x) se definen por si(x) = −
∫ ∞

x

sen t
t

dt (seno integral) y por

ci(x) =−
∫ ∞

x

cos t
t

dt (coseno integral). Demostrar que
∫ ∞

0

senxsi(x)dx=−
∫ ∞

0

cosxci(x)dx=

π
4 .

Solución
a) Observemos que:

−
∫ ∞

0

senx
(∫ ∞

x

sen t
t

dt
)
dx = −

∫ ∞

0

(∫ t

0

senx sen t
t

dx
)
dt =∫ ∞

0

(
cos t− 1

) sen t
t

dt =
∫ ∞

0

(
sen t cos t

t
− sen t

t

)
dt =

6
t

x

t = x

-

1
2

∫ ∞

0

sen 2t
2t 2dt −

∫ ∞

0

sen t
t

dt = 1
2

∫ ∞

0

senu
u du −

∫ ∞

0

senu
u du = −1

2

∫ ∞

0

senu
u du = −π4 ,

ya que
∫ ∞

0

senx
x dx = π

2 .

b) −
∫ ∞

0

cosx
(∫ ∞

x

cos t
t

dt
)
dx = −

∫ ∞

0

(∫ t

0

cosxcos t
t

dx
)
dt =

∫ ∞

0

sen t cos t
t

dt =

1
2

∫ ∞

0

sen 2t
2t 2dt = 1

2

∫ ∞

0

senu
u du = 1

2
π
2 = π

4 .

90. La función de Bessel de orden cero es J0(x) = 2
π

∫ π
2

0

cos(x sen θ)dθ. Demostrar que:

a)
∫ ∞

0

e−axJ0(x)dx = 1√
1 + a2

, a > 0.

b)
∫ ∞

0

sen ax
x J0(x)dx =


π
2 si a ≥ 1

arcsen a si |a| ≤ 1

−π
2 si a ≤ −1.

Solución

a) Se tiene que
∫ ∞

0

e−axJ0(x)dx = 2
π

∫ ∞

0

e−ax

(∫ π
2

0

cos(x sen θ)dθ

)
dx =

2
π

∫ π
2

0

(∫ ∞

0

e−ax cos(x sen θ)dx
)
dθ = 2

π

∫ π
2

0

adθ
a2 + sen2 θ

=

2
π

a
a
√
a2 + 1

arctan
√
a2 + 1 tanx

a

∣∣∣π2
0

= 2
π

1√
a2 + 1

π
2 = 1√

a2 + 1
, a > 0.
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b) Sea I =
∫ ∞

0

sen ax
x J0(x)dx = 2

π

∫ π
2

0

(∫ ∞

0

sen ax cos(x sen θ)
x dx

)
dθ =3

1
π

∫ π
2

0

(∫ ∞

0

( sen(a− sen θ)x
x +

sen(a+ sen θ)x
x

)
dx

)
dθ.

Si a > 1, a− sen θ > 0, a+ sen θ > 0, entonces:

I = 1
π

∫ π
2

0

(∫ ∞

0

sen(a− sen θ)x
(a− sen θ)x (a− sen θ)dx+

∫ ∞

0

sen(a+ sen θ)x
(a+ sen θ)x (a+ sen θ)dx

)
dθ =

1
π

∫ π
2

0

(∫ ∞

0

senu
u du+

∫ ∞

0

senu
u du

)
dθ = 1

π

∫ π
2

0

(π
2 + π

2
)
dθ = π

2 .

Si a < 1, a− sen θ < 0, a+ sen θ < 0, entonces:

I = 1
π

∫ π
2

0

(∫ ∞

0

sen(−u)
u du+

∫ ∞

0

sen(−u)
u du

)
dθ = 1

π

∫ π
2

0

(−π2 −
π
2 )dθ = −π2 .

Si 0 ≤ a ≤ 1 se tiene que:

a− sen θ > 0, si 0< θ < arcsen a,

a− sen θ < 0, si arcsen a < θ < π
2 ,

a+ sen θ > 0, si 0< θ < π
2 , entonces:

I = 1
π

(∫ arcsen a

0

π
2 dθ +

∫ π
2

arcsen a

∫ ∞

0

sen(−u)
u dudθ +

∫ π
2

arcsen a

∫ ∞

0

senu
u dudθ +∫ arcsen a

0

π
2 dθ

)
= 1
π

(
π
2 arcsen a+ 0 + π

2 arcsen a
)

= arcsen a.

De manera similar se analiza el caso −1 ≤ a ≤ 0.

91. Verificar que las siguientes funciones satisfacen las ecuaciones diferenciales dadas:

a) f(x) =
∫ ∞

0

e−xz

1 + z2 dz, y′′ + y = 1
x .

b) f(x) =
∫ 1

−1

(
z2 − 1

)n−1
exz dz, xy′′ + 2ny′ − xy = 0.

c) f(x) =
∫ ∞

0

e−xz(
1 + z2

)n+1 dz, xy′′ − 2ny + xy = 1.

d) J0(x) = 2
π

∫ π
2

0

cos(x sen θ)dθ, y′′ + 1
xy

′ + y = 0.

Solución

a) Sea y =
∫ ∞

0

e−xz

1 + z2 dz, y′ =
∫ ∞

0

−ze−xz
1 + z2 dz,

3sen α cos β = 1
2
(sen(α− β) + sen(α + β))
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y′′ =
∫ ∞

0

z2e−xz

1 + z2 dz =
∫ ∞

0

(
1 + z2

)
e−xz − e−xz

1 + z2 dz =∫ ∞

0

e−xz
(−x)dz
−x −

∫ ∞

0

e−xz

1 + z2 dz = − 1
xe−xz

∣∣∣∞
0
− y = 1

x − y =⇒ y′′ + y = 1
x .

b) Sea y =
∫ 1

−1

(
z2 − 1

)n−1
exz dz, y′ =

∫ 1

−1

(
z2 − 1

)n−1
zexz dz,

y′′ =
∫ 1

−1

(
z2 − 1

)n−1
z2exz dz, entonces:

xy′′ =
∫ 1

−1

(
z2−1

)n−1
z2xexz dz, 2ny′ =

∫ 1

−1

(
z2−1

)n−12nexz dz, xy =
∫ 1

−1

(
z2−1

)n−1
xexz dz,

xy′′ + 2ny′ − xy =
∫ 1

−1

(
z2 − 1

)n−1(
xz2 + 2nz − x

)
exz dz =∫ 1

−1

x
(
z2 − 1

)n
exz dz +

∫ 1

−1

2n
(
z2 − 1

)n−1
zexz dz =

(
z2 − 1

)n
exz
∣∣∣1
−1
−
∫ 1

−1

2n
(
z2 − 1

)n−1
zexz dz +

∫ 1

−1

2n
(
z2 − 1

)n−1
zexz dz = 0.

c) Tomemos y =
∫ ∞

0

e−xz(
1 + z2

)n+1 dz, y′ =
∫ ∞

0

−ze−xz dz(
1 + z2

)n+1 , y′′ =
∫ ∞

0

z2e−xz dz(
1 + z2

)n−1 , en-

tonces: xy′′ − 2ny′ + xy =
∫ ∞

0

(
z2x+ 2zn+ x

)
e−xz(

1 + z2
)n+1 dz =∫ ∞

0

(
z2 + 1

)
x

(z2 + 1)n+1 e−xz dz +
∫ ∞

0

2nze−xz dz(
z2 + 1

)n+1 =
∫ ∞

0

x
(z2 + 1)n

e−xz dz +
∫ ∞

0

2nze−xz dz(
z2 + 1

)n+1 =

− e−xz(
z2 + 1

)n ∣∣∣∞
0
−
∫ ∞

0

2nze−xz dz(
z2 + 1

)n+1 +
∫ ∞

0

2nze−xz dz(
z2 + 1

)n+1 = 1.

d) Sea y = 2
π

∫ π
2

0

cos(x sen θ)dθ, y′ = − 2
π

∫ π
2

0

sen(x sen θ) sen θdθ,

y′′ = − 2
π

∫ π
2

0

cos(x sen θ) sen2 θdθ, entonces:

y′′ + 1
xy

′ + y = − 2
π

∫ π
2

0

cos(x sen θ) cos2 θdθ + 2
π

∫ π
2

0

sen(x sen θ) sen θdθ
x =

− 2
π

∫ π
2

0

cos(x sen θ) cos2 θdθ + 2
π

(
− sen(x sen θ) cos θ

x

∣∣∣π2
0

+
∫ π

2

0

cos(x sen θ)x cos2 θ
x dθ

)
= 0.

92. Calcular las siguientes integrales impropias.

a)
∫ ∞

0

(∫ ∞

0

e−(x+y)dy

)
dx b)

∫ 1

0

(∫ y2

0

e
x
y dx

)
dy
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c)
∫∫
S

dxdy

x4 + y2
, S = {(x, y) ∈R2/x ≥ 1, y ≥ x2} d)

∫ ∞

0

(∫ ∞

0

dy
(x2 + y2 + a2)2

)
dx, a > 0

e)
∫ ∞

0

(∫ ∞

0

(∫ ∞

0

dz
(x2 + y2 + z2 + 1)2

)
dy

)
dx.

Solución
a) Sea Sb = [ 0, b ]× [ 0, b ], entonces

∫∫
Sb

e−(x+y)dxdy =

∫ b

0

(∫ b

0

e−(x+y)dydx

)
= (−e−y)

∣∣∣b
0
(−e−x)

∣∣∣b
0

=

(1− e−b)2 −→ 1, cuando b→ +∞.
qb

qb
x

y

-

6

Sb

b) Hay problemas cuando y = 0, por lo tanto tomamos ε>0

y definimos Sε = {(x, y) ∈R2/0 ≤ x ≤ y2,
√
ε ≤ y ≤ 1},

entonces:
q1

q1

ε

√
ε

Sε

x

y

-

6
x = y2

∫∫
Sε

e
x
y dxdy =

∫ 1

√
ε

(∫ y2

0

e
x
y dx

)
dy =

∫ 1

√
ε

ye
x
y

∣∣∣∣y
2

0

dy =
∫ 1

√
ε

y(ey − 1)dy =

y(ey − y)
∣∣∣1√

ε
−
∫ 1

√
ε

(ey − y)dy = (e− 1)−
√

ε(e
√

ε −
√

ε)− (ey − 1
2y

2)
∣∣∣1√

ε
=

e− 1−
√

ε(e
√

ε −
√

ε)− e + 1
2 + e

√
ε − 1

2ε −→ 1
2 , si ε → 0+.

c) Consideremos Sb = {(x, y) ∈R2/x2 ≤ y ≤ b, 1 ≤ x ≤
√
b},∫∫

Sb

dydx

x4 + y2
=
∫ √

b

1

(∫ b

x2

1
x4 + y2

dy

)
dx =

∫ √
b

1

1
x2

arctan
(
y

x2

)∣∣∣∣∣
b

x2

dx =
∫ √

b

1

(
1
x2

arctan
(
b
x2

)
− π

4x2

)
dx =

y
6

-q√
b

qb
Sb

1

1

x

y = x2

[
− 1√

2b
arctan

(√
2
b
x+ 1

)
− 1√

2b
arctan

(√
2
b
x− 1

)
− 1
x arctan b

x2

− 1
2
√

2b
ln(x2 +

√
2bx+ b) + 1

2
√

2b
ln(x2 −

√
2bx+ b) + π

4x

]√b
1

=

arctan b+ 1√
2b

arctan
(√

2
b

+ 1
)

+ 1√
2b

arctan
(√

2
b
− 1
)

+ 1
2
√

2b
ln(b+

√
2b+ 1)

− 1
2
√

2b
ln(b −

√
2b + 1) − 1

2
√

2b
ln(2

√
2 + 3) +

(
− 1

2
√

2b
− 1

4

)
π −→ π

2 −
π
4 = π

4 , cuando

b→∞.
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d) Definimos Sb = {(x, y) ∈R2/x2 + y2 ≤ b2, x ≥ 0, y ≥ 0}, entonces:∫∫
Sb

dxdy

(x2 + y2 + a2)2
=
∫ b

0

(∫ √
b2−x2

0

dy

(x2 + y2 + a2)

)
dx =

b

b

Sb

6

-

∫ π
2

0

(
1
2

∫ b

0

2rdr
(r2 + a2)2

)
dθ = π

4

(
− 1
r2 + a2

)∣∣∣b
0

= π
4

(
1
a2
− 1
a2 + b2

)
−→ π

4a2
, cuando b →

∞, (usando coordenadas polares).

e) Sea Vb = {(x, y, z) ∈R3/x2 + y2 + z2 ≤ b2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}, y

usando coordenadas esféricas tenemos:∫∫∫
Vb

dxdydz

(x2 + y2 + z2 + 1)2
=

∫ b

0

(∫ √
b2−x2

0

(∫ √b2−x2−y2

0

dz
(x2 + y2 + z2 + 1)2

)
dy

)
dx =

-

6

	

1
]

ϕ

ψ

∫ π
2

0

(∫ π
2

0

(∫ b

0

r2 cosψ
(r2 + 1)2

dr

)
dϕ

)
dψ =

∫ π
2

0

cosψdψ·π2 ·
∫ b

0

(
1

r2 + 1
− 1

(r2 + 1)2

)
dr =

π
2

(
1
2 arctan r − r

2(r2 + 1)

)∣∣∣∣b
0

= π
2

(
1
2 arctan b− b

2(b2 + 1)

)
−→ π

2

(
1
2
π
2 − 0

)
= π2

8 , cuando

b→∞.

93. Determinar la convergencia de las siguientes integrales dobles impropias.

a)
∫∫
S

ln
√
x2 + y2dxdy, S es el cı́rculo x2 + y2 ≤ 1.

b)
∫∫
S

dxdy

(x2 + y2)α
, S es la parte exterior del cı́rculo de radio 1 con centro (0, 0).

c)
∫∫
S

dxdy
3
√

(x− y)2
, S es el cuadrado |x| ≤ 1, |y| ≤ 1.

d)
∫∫∫
V

dxdydz

(x2 + y2 + z2)α
, V es la parte exterior de la esfera de centro (0, 0, 0) y radio 1.

Solución

a) El problema se presenta en (0, 0), por lo que tomamos

Sε = {(x, y) ∈ R2/ε2 ≤ x2 + y2 ≤ 1}, ε > 0 y usando

polares
∫∫
Sε

ln
√
x2 + y2dxdy =

∫ 2π

0

(∫ 1

ε

(ln r)rdr
)
dθ =

h
ε

1-

6
y

x
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2π
∫ 1

ε

r ln rdr = 2π
(

1
2r

2 ln r − 1
4r

2
)∣∣∣1

ε
= 2π

(
− 1

4 −
1
2ε2 ln ε+ ε2

4

)
−→ −π2 , cuando ε → 0.

b) Sea Sb = {(x, y) ∈R2/1 ≤ x2 + y2 ≤ b2}; usando coordenadas polares se tiene:∫∫
Sb

dxdy

(x2 + y2)α
=
∫ 2π

0

(∫ b

1

1
r2α−1

dr

)
dθ = 2π r−2α+2

−2α+ 2

∣∣∣∣b
1

= 2π
(
b−2α+2

−2α+ 2 − 1
)
−→ −2π,

cuando b→∞, sii −2α+ 2< 0, o sea α > 1.
c) Sea Sε = S\∆ε, ε > 0 como aparece el la figura adjunta,

entonces
∫∫
Sε

dxdy
3
√

(x− y)2
=

∫ 1

−1+ε

(∫ x−ε

−1

dy

(x− y)2/3

)
dx+

∫ 1−ε

−1

(∫ 1

x+ε

dy

(x− y)2/3

)
dx =

-

6
y

x

y = x

y = x− ε

y = x+ ε*

-

1

1

ε
−1

−1∫ 1

−1+ε

−3(x− y)1/3
∣∣∣x−ε

−1
dx+

∫ 1−ε

−1

−3(x− y)1/3
∣∣∣1
x+ε

dx =

∫ 1

−1+ε

(3(x+ 1)1/3 − ε1/3)dx+
∫ 1−ε

−1

3(−ε1/3 − (x+ 1)1/3)dx =(
9
4 (x+ 1)4/3 − 3xe1/3

)∣∣∣1
−1+ε

+
(
− 3xε1/3 − 9

4 (x− 1)4/3
)∣∣∣1−ε

1
=

3
4

(
ε4/3 − 8ε1/3 + 6 3

√
2
)
− 3(1− ε)ε1/3 − 9

4ε4/3 − 3ε1/3 + 9
424/3 −→ 9

2
3
√

2 + 9
424/3 = 9 3

√
2, si

ε → 0.

d) Tomemos Vb = {(x, y, z) ∈ R2/1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ b2},

entonces pasando coordenadas esféricas tenemos:∫∫∫
Vb

dxdydz

(x2 + y2 + z2)α
=
∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ b

1

r2 cosψ
r2α

dr

)
dψ

)
dϕ =

-

6

	

1 b

2π·2
∫ π

2

0

cosψdψ
∫ b

1

dr
r2α−2

= 4π r−2α+3

−2α+ 3

∣∣∣∣b
1

= 4π
3− 2α

(
1

b2α−3
− 1
)
−→ 4π

2α− 3 sii α > 3
2 ,

cuando b→∞.

94. Calcular las siguientes integrales dobles impropias.

a)
∫∫
S

1
x− y dxdy, S = {(x, y) ∈R2/0 ≤ y ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1}.

b)
∫∫
S

1√
xy

dxdy, S = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ].
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c)
∫∫
S

1√
|x− y|

dxdy, S = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ].

d)
∫∫
S

x
y dxdy, S = {(x, y) ∈R2/y ≤ x ≤ 2y, 0 ≤ y ≤ 1}.

e)
∫∫
S

log xdxdy, S = {(x, y) ∈R2/0 ≤ x ≤ ey, 0 ≤ y ≤ 1}.

Solución
a) Hay un problema que se presenta a lo largo de la recta

x = y en S; tomemos Sε, ε> 0 como aparece en la figura

adjunta, entonces:∫
Sε

1
x− y dxdy =

∫ 1

ε

(∫ x−ε

0

1
x− y dy

)
dx =

6
y

x

y = x− ε1

ε
-

1

y = x

Sε

−
∫ 1

ε

ln(x− y)
∣∣∣x−ε

0
dx =

∫ 1

ε

(lnx− ln ε)dx = (x lnx−x−x ln ε)
∣∣∣1
ε

= −1− ln ε + ε −→ +∞,

si ε → 0, o sea diverge.

b) Hay un problema en (0, 0), entonces consideremos el

conjunto Sε = [ ε, 1 ]× [ ε, 1 ], ε> 0:∫∫
Sε

1√
xy

dxdy =
∫ 1

ε

(∫ 1

ε

1√
xy

dy

)
dx =

6
y

x

1

ε
-

1

ε

Sε

∫ 1

ε

(
2√
x
− 2

√
ε√
x

)
dx = 4(

√
x−

√
xε)
∣∣∣1
ε

= 4(1−
√

ε)2 −→ 4, cuando ε → 0.

c) Observemos que por razones de simetrı́a, la integral

es dos veces la integral sobre el triángulo inferior del

cuadrado [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ]. Ası́, tomamos Sε, ε > 0 como en

la figura adjunta, por lo que:

6
y

x

1

ε
-

1

Sε

∫∫
Sε

1√
x− y

dxdy =
∫ 1

ε

(∫ x−ε

0

1√
x− y

dy

)
dx =

∫ 1

ε

−2
√
x− y

∣∣∣x−ε

0
dx =

∫ 1

ε

(2
√
x−2

√
ε)dx =

( 4
3x

3
2 − 2x

√
ε)
∣∣∣1
ε

= 4
3 − 2

√
ε− 4

3ε
3
2 + 2ε

√
ε = 4

3 − 2
√

ε + 2
3ε
√

ε −→ 4
3 , si ε → 0.

Finalmente,
∫∫
S

dxdy√
|x− y|

= 2· 43 = 8
3 .
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d) Tenemos un problema en x = 0, por lo que tomamos la

región Sε = S\ [ 0, ε ]× [ 0, ε ], ε> 0, entonces:∫∫
Sε

y
x dxdy =

∫ 1

ε

(∫ x

x
2

y
x dy

)
dx =

∫ 1

ε

1
2
y2

x

∣∣∣xx
2

dx =

6
y

x

1

ε
-

1

ε

Sε

x = y

x = 2y

∫ 1

ε

3
8xdx = 3

16(1− ε2) −→ 3
16 , si ε → 0.

e) Sea Sε = S\ [ 0, ε ]× [ 0, 1 ] con ε>0, ya que tenemos prob-

lemas en x = 0, entonces:∫
Sε

lnxdxdy =
∫ 1

0

(∫ ey

ε

lnxdx

)
dy = qe

q1

1
q

ε

Sε

-

6
x = ey

∫ 1

0

(x lnx − x)
∣∣∣ey

ε
dy =

∫ 1

0

(ey(y − 1) − ε log ε + ε)dy = ((y − 2)ey − yε ln ε + εy)
∣∣∣1
0

=

2− e− ε ln ε + ε −→ 2− e, si ε → 0+.

95. a) Indicar la manera de colocar los lı́mites de integración, de la integral doble
∫∫
S

f(x, y)dxdy,

si S es la región no acotada S = {(x, y) ∈R2/φ1 (x) ≤ y ≤ φ2(x), x ≥ a}, donde φ1 ≤ φ2,

si x ≥ a.

b) Evaluar
∫∫
S

xye−(x2+y2)dxdy, S = [ 0,+∞ [× [ 0, 1 ].

c) Evaluar
∫∫
S

e−xy dxdy, S = [ 0,+∞ [× [ 1, 2 ]. Suponga que el teorema de Fubini se

cumple y probar que
∫ ∞

0

ex − e−2x

x dx = ln 2.

Solución

a) En este caso lo más simple es tomar la integral respecto a

y, luego respecto a x:∫∫
S

f(x, y)dxdy = lim
b→∞

∫ b

a

(∫ φ2(x)

φ1(x)

f(x, y)dy

)
dx. q

ba
q S

-

6 φ2
φ1

b) Sea Sb = {(x, y) ∈R2/0 ≤ x ≤ b, 0 ≤ y ≤ 1}, entonces:∫∫
Sb

xye−(x2+y2)dxdy =
∫ b

0

(∫ 1

0

xe−x
2
ye−y

2
dy

)
dx =

∫ b

0

xe−x
2
(
− 1

2ye
y2
) ∣∣∣1

0
dx =

− 1
2

(
1− e−1

) (
− 1

2e−y
2
) ∣∣∣b

0
= 1

4 (1− e−1)(1− e−b) −→ e− 1
4e

, si b→∞.
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c) En el caso presente se puede cambiar el orden de integración sin problema.

Sea Sb = [ 0, b ]× [ 1, 2 ], b > 0, entonces:∫∫
Sb

e−xy dxdy =
∫ b

0

(∫ 2

1

e−xy dy

)
dx =

∫ b

0

− 1
xe−xy

∣∣∣2
1
dy =

∫ b

0

e−x − e−2x

x dx =
∫ 2

1

(∫ b

0

e−xy dx

)
dy =

∫ 2

1

−1
y e−xy

∣∣∣b
0
dy =

∫ 2

1

1− e−by
y dy.

De este modo vemos que
∫ b

0

e−x − e−2x

x dx =
∫ 2

1

1− e−by
y dy y si b→∞ se tiene:

lim
b→∞

∫ b

0

e−x − e−2x

x dx =
∫ ∞

0

e−x − e−2x

2 dx =
∫ 2

1

lim
b→∞

1− e−by
y dy =

∫ 2

1

1
y dy = ln 2.

96. Calcular las integrales impropias siguientes:

a)
∫ 1

0

(∫ a

0

x√
a2 − y2

dy

)
dx b)

∫ 1

0

(∫ 1

0

x+ y
x2 + 2xy + y2 dx

)
dy.

Solución

a) Tenemos problemas en y = a; sea Sε = [ 0, 1 ]× [ 0, a − ε ],

ε> 0, entonces:∫ 1

0

(∫ a−ε

0

x√
a2 − y2

dy

)
dx =

∫ 1

0

x arcsen ya
∣∣∣a−ε

0
dx = q

1

qa
x

y

-

6

Sε

a− ε

∫ 1

0

(
arcsen a− ε

a

)
xdx = 1

2x
2
∣∣∣1
0
arcsen a− ε

a = 1
2 arcsen

(
1− ε

a
)
−→ π

4 , si ε → 0.

b) Dado que S = [ 0, 1 ]× [ 0, 1 ] hay problemas en (0, 0).

Tomemos Sε = [ ε, 1 ]× [ 0, 1 ], 0 < ε < 1, con lo cual se tiene∫∫
Sε

x+ y

(x+ y)2
dxdy =

∫ 1

0

(∫ 1

ε

dx
x+ y

)
dy = q1

q1

x

y

-

6

Sε

ε

∫ 1

0

(ln(y + 1)− ln(y + ε)) dy = ((y + 1) log(y + 1)− (y + ε) log(y + ε))
∣∣∣1
0

=

2 ln 2− (1 + ε) log(1 + ε) + ε log ε −→ 2 ln 2, si ε → 0.

97. Analizar la convergencia de las integrales dobles siguientes:

a)
∫∫

x2+y2≤1

sen2(x− y)√
1− x2 − y2

dxdy b)
∫ 1

0

(∫ x

0

ex
2+y2

x− y dy

)
dx.

Solución
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a) Es claro que el problema se presenta en el cı́rculo x2+y2 = 1;

entonces tomando Sε el cı́rculo x2 + y2 = (1 − ε)2, se tiene

(0< 1− ε< 1):

0 ≤
∫∫
Sε

sen2(x− y)√
1− x2 − y2

dxdy ≤
∫∫
Sε

dxdy√
1− x2 − y2

=

-

6

11− ε
Sε

∫ 2π

0

∫ 1−ε

0

rdr√
1− r2

dθ = −2π
√

1− r2
∣∣∣1−ε

0
= 2π

(
1−

√
1− (1− ε)2

)
−→ 2π, si ε → 0.

De esta manera la integral
∫∫
Sε

sen2(x− y)√
1− x2 − y2

dxdy está acotada superiormente y como

es creciente cuando ε → 0, por el Axioma del extremo superior, tiene lı́mite, es decir

converge.
b) Tenemos problemas sobre la recta x− y en S, entonces con-

sideremos Sε = {(x, y)∈R2/ε<x< 1, 0 ≤ y ≤ x−ε}, ε> 0, por

lo tanto:∫∫
Sε

ex
2+y2

x− y dxdy =
∫ 1

ε

(∫ x−ε

0

ex
2+y2

x− y dy

)
dx ≥

6
y

x

y = x− ε1

ε
-

1

y = x

Sε

∫ 1

ε

(∫ x−ε

0

1
x− y dy

)
dx = −1− ln ε + ε −→ +∞, si ε → 0, es decir la integral diverge.

98. a) Calcular la integral impropia
∫∫∫
V

(x2 + y2 + z2)
1
4√

z + (x2 + y2 + z2)2
dxdydz, donde V es el primer

octante de la esfera x2 + y2 + z2 = a2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0.

b) Determinar la existencia de la integral impropia
∫∫
S

x−
3
2 ey−xdxdy, sobre el conjunto

S = {(x, y) ∈R2/0 ≤ y ≤ x, x ≥ 0}.

c) Calcular
∫∫∫
R3

f(x, y, z)dxdydz, con f(x, y, z) = 1
(1 + (x2 + y2 + z2)

3
2 )

3
2

.

d) Calcular
∫∫
R2

dxdy

(1 + x2 + y2)
3
2

.

e) Calcular
∫∫∫
V

dxdydz

(x2 + y2 + z2)2
, donde V es la región exterior a la esfera de centro

(0, 0, 0) y radio 1.
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Solución

a) La integral tiene problemas en (0, 0, 0) y consideramos Vε =

{(x, y, z)∈R3/ε2 ≤ x2 +y2 +z2 ≤ a2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0}, ε>0,

entonces pasando a coordenadas esféricas tenemos:

-

6

	a

a

a

x

y

z

ε

∫∫∫
Vε

(x2 + y2 + z2)
1
4 dxdydz√

z + (x2 + y2 + z2)2
=
∫ π

2

0

(∫ π
2

0

(∫ a

ε

√
rr2 cosψ√
r senψ + r4

dr

)
dψ

)
dϕ =

π
2

∫ a

ε

(∫ π/2

0

r5/2 cosψdψ√
r senψ + r4

)
dr = π

2

∫ a

ε

2r
3
2
√
r senψ + r4

∣∣∣π2
0
dr =

π

∫ a

ε

r
3
2 (
√
r + r4 − r2)dr = π

∫ a

ε

(r2
√

1 + r3 − r
7
2 )dr = π( 1

3
2
3 (1 + r3)

3
2 − 2

9r
9
2 )
∣∣∣a
ε

=

2
9π

(
(1 + a3)

3
2 − a

9
2 − (1 + ε3)

3
2 − ε

9
2

)
−→ 2

9π

(
(1 + a3)

3
2 − a

9
2 − 1

)
, cuando ε → 0.

b) La integral presenta problemas en x = 0 y se realiza

sobre una región no acotada, por lo que tomamos Sε,b =

{(x, y) ∈R2/0< ε< x ≤ b, 0 ≤ y ≤ x}. Ası́ se tiene:∫∫
Sε,b

x−
3
2 ey−xdydx =

∫ b

ε

(∫ x

0

x−
3
2 ey−xdy

)
dx =

6
y

x

y = x− εb

ε
-

b

Sε,b

S

∫ b

ε

x−
3
2 e−xey

∣∣∣x
0
dx =

∫ b

ε

1− e−x

x
3
2

dx, pero 1− ex

x
3
2

∼ 1√
x

y en 0 no hay problemas.

En +∞, 1− ex

x
3
2

≤ 1
x2

, a partir de algún A > 0, por lo que permanece acotada por una

función integrable en [A,+∞ [, luego es integrable.

Finalmente podemos concluir que
∫∫
S

x−
3
2 ey−xdxdy existe.

c) Sea Vb la esfera de centro (0, 0, 0) y radio b; usando coordenadas esféricas tenemos:∫∫
Vb

f(x, y, z)dxdydz = 1
3

∫ 2π

0

∫ π
2

−π2

∫ b

0

3r2| cosψ|

(1 + r3)
3
2

dr

 dψ

 dϕ =

2π·2·
∫ π

2

0

cosψdψ 1
3

∫ b

0

3r2dr

(1 + r3)
3
2

= 4
3π(−2) 1

(1 + r3)
1
2

∣∣∣b
0

= 8
3π
(
1 − 1√

1 + b3

)
−→ 8

3π, si

b→∞.

d) Sea Sb el cı́rculo de centro (0, 0) y radio b, entonces usando polares tenemos:
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∫∫
Sb

dxdy

(1 + x2 + y2)
3
2

= 1
2

∫ 2π

0

∫ b

0

2rdr

(1 + r2)
3
2

 dθ = π(−2) 1√
1 + r2

∣∣∣b
0

=

2π
(

1− 1√
1 + b2

)
−→ 2π, si b→∞.

e) Sea Vb = {(x, y, z) ∈R3/1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ b2}, b > 1, entonces pasando a coordenadas

esféricas tenemos:∫∫∫
Vb

dxdydz

(x2 + y2 + z2)2
=
∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ b

1

r2 cosψ
r4

dr

)
dψ

)
dϕ = 2π·2

∫ π
2

0

cosψdψ
∫ b

1

1
r2
dr =

4π
(
1− 1

b

)
−→ 4π, si b→∞.

99. En cada uno de los siguientes casos, calcular la integral impropia o probar la divergen-

cia.

a)
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

dxdy
1 + x2 + y2 . b)

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

dxdy

(1 + x2 + y2)
3
2

.

c)
∫ ∞

0

∫ ∞

−∞

dxdy
(x2 + y2 + a2)2

. d)
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−|x|−|y|dxdy.

e)
∫ ∞

0

∫ ∞

0

(x+ y)e−(x+y)dxdy. f)
∫ ∞

0

∫ ∞

0

xye−x
2−y2

dxdy.

g)
∫ ∞

0

∫ ∞

0

e−(x2+2xy cosα+y2)dxdy. h)
∫ ∞

0

(∫ ∞

x

e−y
2
dy
)
dx.

i)
∫ ∞

0

(∫ ∞

x

xe−y
sen y
y2 dy

)
dx.

Solución

a) Usando coordenadas polares tenemos que:∫∫
C(a)

dxdy

1 + x2 + y2
=
∫ 2π

0

∫ a

0

rdr
1 + r2

=π ln(1+a2) −→∞, si a→∞

i.e. diverge.

a

y

x

C(a)

-

6

b) Usando coordenadas polares sobre el cı́rculo C(a):∫∫
C(a)

dxdy

(1 + x2 + y2)
3
2

=
∫ 2π

0

(∫ a

0

rdr

(1 + r2)
3
2

)
dθ = −2π√

1 + r2

∣∣∣a
0

=

2π
(
1− 1√

1 + a2

)
−→ 2π, si a→∞ i.e. converge.

a

y

x

C(a)

-

6
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c) Usando el cambio de variable x = r cos θ, y = r sen θ, J = r,

0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ a<+∞, se tiene que sobre el semi-cı́rculo C(a):
a

y

x

C(a)

-

6

∫ π

0

(∫ a

0

rdr
(a2 + r2)2

)
dθ = π

2

(
− 1
a2 + r2

)∣∣∣a
0

= π
2

(
1
a2
− 1
a2 + a2

)
−→ π

2a2
, si a→∞.

d) Tomando el cuadrado [−a, a ]× [−a, a ] e integrando:∫ a

−a

∫ a

−a
e−|x|e−|y|dxdy =

(∫ a

−a
e−|x|dx

)(∫ a

−a
e−|y|dy

)
=(

2
∫ a

0

e−xdx
)2

= 4(1− e−a)2 −→ 4, si a→∞.

a

y

x-

6a

e) Efectuamos el cambio de variable x + y = u, y = v, x =

u− v ≥ 0, y = v ≥ 0, por lo que 0 ≤ v ≤ u <+∞ y el Jacobiano

J =

∣∣∣∣∣∣ 2 −1

0 1

∣∣∣∣∣∣ = 2; entonces:
-

6

a

a

u

v

∫ a

0

(∫ u

0

ue−udv
)
du =

∫ a

0

u2e−udu −→
∫ ∞

0

u2e−udu = Γ(3) = 2! = 2.

f) Tomemos la región [ 0, a ]× [ 0, a ], entonces:∫ a

0

(∫ a

0

xe−x
2
ye−y

2
dx
)
dy =

(∫ a

0

xe−x
2
dx
)2

=(
− 1

2e−x
2
∣∣∣a
0

)2

= 1
4(1− e−a

2
)2 −→ 1

4 , cuando a→∞. -

6

a

a

x

y

g) Supongamos que 0<α< π
2 . Realicemos el cambio de variable,

de acuerdo con x2 +2xy cosα+ y2 = (x+ y cosα)2 +(y senα)2 =

v2 + v2 i.e. u = x+ y cosα, v = y senα, entonces x = u− v tanα,

y = v
senα . Como en la región original x ≥ 0, -

6

a
v

u

]α

u = v tanα

y ≥ 0, debemos tener que x = u− v tanα ≥ 0, y = v
senα ≥ 0 =⇒ 0 ≤ v tanα ≤ u ≤ +∞.

El Jacobiano es J =

∣∣∣∣∣∣∣
1 − tanα

0 1
senα

∣∣∣∣∣∣∣ = 1
senα , por lo que:

∫ a

0

(∫ v tanα

0

e−(u2+v2) 1
senαdudv

)
= 1

senα

∫ α

0

(
1
2

∫ a

0

2e−r
2
rdr
)
dθ = α

2 senα (−e−r
2
)
∣∣∣a
0

=

α
2 senα (1− e−a

2
) −→ α

2 senα , si a→∞.

h) Realizando una inversión en el orden de integración tenemos:



3.10. Integrales dependientes de un parámetro 231

∫ a

0

(∫ a

x

e−y
2
dy
)
dx =

∫ a

0

(∫ y

0

e−y
2
dx
)
dy =

∫ a

0

ye−y
2
dy =

−1
2e−y

2
∣∣∣a
0

= 1
2(1− e−a

2
) −→ 1

2 , cuando a→∞. -

6

a

a

x

y y = x

i) Invirtiendo el orden de integración tenemos que:∫ a

0

(∫ a

x

xe−y
sen y
y2 dy

)
dx =

∫ a

0

(∫ y

0

xe−y
sen y
y2 dx

)
dy =∫ a

0

1
2y

2e−y
sen y
y2 dy= 1

2

∫ a

0

e−y sen ydy= 1
2
(
− 1

2
)
(cos y+sen y)e−y

∣∣∣a
0
=

1
4 −

1
4e−a(cos a+ sen a) −→ 1

4 , si a→∞. -

6

a

a

x

y y = x

100. Determinar la convergencia de las siguientes integrales impropias, usando coordenadas

polares sobre el cı́rculo de centro (0, 0) y radio a, que denotamos D.

a)
∫∫
D

ln
√
x2 + y2dxdy b)

∫∫
D

e−x
2−y2

x2 + y2
dxdy.

c)
∫∫
D

sen(x2 + y2)
(x2 + y2)

3
2
dxdy. d)

∫∫
D

cos(x2 + y2)
x2 + y2

dxdy.

Solución Las integrales impropias que consideramos tiene problemas en (0, 0), por lo

que tomamos la integral sobre Dε = {(x, y) ∈R2/ε2 ≤ x2 + y2 ≤ a2}.

a)
∫∫
Dε

ln
√
x2 + y2dxdy =

∫ 2π

0

(∫ a

ε

1
2 ln r rdr

)
dθ =

π
(

1
2r

2 ln r − 1
4r

2
)∣∣∣a

ε
= π

(1
2a

2 ln a − 1
4a

2 − 1
2ε2 ln ε + 1

4ε2
)
−→

π
(1
2a

2 ln a− 1
4a

2
)
, cuando ε → 0 i.e. converge.

h
ε

-

6
y

x

Dε

a

b)
∫∫
Dε

e−x
2−y2

x2 + y2
dxdy =

∫ 2π

0

∫ a

ε

e−r
2

r drdθ = 2π
∫ a

ε

e−r
2 1
r dr, que diverge pues e−r

2 1
r ∼

1
r ,

cuando r → 0.

c)
∫∫
Dε

sen(x2 + y2)
(x2 + y2)

3
2
dxdy =

∫ 2π

0

∫ a

ε

sen r2
r3

rdr = 2π
∫ a2

ε2

senx
x

3
2
dx, con el cambio de varia-

ble x = r2, por lo que la integral converge, ya que cuando x→ 0, senx
x

3
2

∼ 1√
x

.

d)
∫∫
Dε

cos(x2 + y2)
x2 + y2

dxdy =
∫ 2π

0

(∫ a

ε

cos r2
r2

rdr
)
dθ = π

∫ a2

ε2

cosx
x dx, diverge pues sabe-

mos que cosx
x ∼ 1

x , cuando x→ 0.
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101. Determinar la existencia de un número m tal que
∫∫
R2

dxdy

(x2 + y2)m
sea convergente.

Solución Consideremos el conjunto Da
ε = {(x, y) ∈R2/ε2 ≤ x2 + y2 ≤ a2}, entonces:∫∫

Da
ε

dxdy

(x2 + y2)m
=
∫ 2π

0

∫ a

ε

rdr
r2m

= 2π
∫ a

ε

dr
r2m−1

.

La integral converge en 0, si 2m− 1>−1 i.e. m> 0.

La integral converge en ∞, si 2m− 1<−1 i.e. m< 0.

En conclusión, no existe m ∈R tal que
∫∫
R2

dxdy

(x2 + y2)m
sea convergente.

102. Calcular las siguientes integrales impropias.

a)
∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

dxdydz√
(1 + z + y + x)7

. b)
∫ ∞

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

xy dxdydz
(1 + x2 + y2 + z2)3

.

c)
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−x

2−y2−z2 dxdydz.

Solución

a) Consideremos el cubo [ 0, a ]3, entonces:∫ a

0

(∫ a

0

(∫ a

0

dx
(1 + x+ y + z)

7
2

)
dy
)
dz =

∫ a

0

(∫ a

0

−2
5

dy

(x+ y + z + 1)
5
2

∣∣∣a
0

)
dz =

2
5

∫ a

0

(∫ a

0

(
1

(y + z + 1)
5
2
− 1

(y + z + a+ 1)
5
2

)
dy
)
dz =

4
15

∫ a

0

( −1
(z + a+ 1)

3
2

+ 1
(z + 1)

3
2
− 1

(z + a+ 1)
3
2

+ 1
(z + 2a+ 1)

3
2

)
dz =

8
5

(
1
3 −

1√
a+ 1

+ 1√
2a+ 1

− 1√
3a+ 1

)
−→ 8

15 , cuando a→∞.

b) Usando coordenadas esféricas en la región [ 0, a ]× [ 0, π2 ]× [ 0, π2 ], o sea la esfera de

radio a en el primer octante que denotamos Va:∫∫∫
Va

xy dxdydz

(1 + x2 + y2 + z2)3
=
∫ π

2

0

(∫ π
2

0

(∫ a

0

r4 cos3 ψ senϕ cosϕ
(1 + r2)3

dr
)
dψ
)
dϕ =

∫ π
2

0

cos3 ψdψ
∫ π

2

0

senϕ cosϕdϕ
∫ a

0

r4dr
(1 + r2)3

= 2
3 ·

1
2

∫ a

0

(
1

(r2 + 1)3
− 2

(r2 + 1)2
+ 1
r2 + 1

)
dr =

1
3

(
3
8 arctan a+ a

4(a2 + 1)2
− 5a

8(a2 + 1)

)
−→ 1

3
3
8
π
2 = 1

16π, cuando a→∞, ya que:∫
dr

(r2 + 1)3
= 3

8 arctan r + 3r
8(r2 + 1)

+ r
4(r2 + 1)2

+ C,∫
dr

(r2 + 1)2
= r

2(r2 + 1)
+ 1

2 arctan r + C.
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c) Tomando la esfera Va de radio a, se tiene que:∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ a

0

e−r
2
r2 cosψdr

)
dψ
)
dϕ = 2π·2·

∫ a

0

e−r
2
r2dr = 2π

∫ a

0

e−r
2
r(2rdr) =

2π
∫ a2

0

e−x
√
xdx = 2π

∫ a2

0

x
3
2−1e−xdx −→ 2πΓ( 3

2 ) = 2π 1
2
√
π = π

3
2 , cuando a→∞.

103. Determinar la convergencia de las integrales impropias tomadas sobre la esfera V de

radio a y centro (0, 0, 0).

a)
∫∫∫
V

dxdydz

(x2 + y2 + z2)
3
2 ln 3

√
x2 + y2 + z2

. b)
∫∫∫
V

ln
√
x2 + y2 + z2

x2 + y2 + z2
dxdydz.

c)
∫∫∫
V

xyz

(x2 + y2 + z2)3
dxdydz. d)

∫∫∫
V

ln(x2 + y2 + z2)dxdydz.

Solución Observemos que la integrales tienen problemas en el origen, por lo que

tomaremos el conjunto Vζ = {(x, y, z) ∈R3/ζ2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ a2}.

a)
∫∫∫
Vζ

dxdydz

(x2 + y2 + z2)
3
2 ln(x2 + y2 + z2)

1
3

= 3
2

∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ a

ζ

r2 cosψdr
r3 ln r

)
dψ
)
dϕ =

3
2 ·2π·2

∫ a

ζ

dr
r ln r = 6π ln | ln r|

∣∣∣a
ζ

= 6π(ln | ln a| − ln | ln ζ|) −→ −∞, cuando ζ → 0+, es decir

diverge.

b)
∫∫∫
Vζ

ln r r2
r2

dr cosψdψdϕ = 2π·2·
∫ a

ζ

ln rdr = 4π(r ln r − r)
∣∣∣a
ζ

=

4π
(
a ln a− a− ζ ln ζ + ζ

)
−→ 4πa(ln a− 1), cuando ζ → 0.

c)
∫∫∫
Vζ

xyzdxdydz

(x2 + y2 + z2)3
=
∫ 2π

0

∫ π
2

−π2

∫ a

0

r3 cos2 ψ senψ senϕ cosϕ r2 cosψ
r6

drdψdϕ =

∫ 2π

0

senϕ cosϕdϕ
∫ π

2

−π2

cos3 ψ senψdψ
∫ a

ζ

1
r dr = 0·0·(ln a− ln ζ) = 0, lo que nos indica que

la esfera Vζ no sirve para determinar la convergencia de la integral. Pero sabemos que

si la integral es convergente, debe converger para cualquier parte de la esfera sobre la

cual se integre. Tomamos la esfera en el primer octante, ası́:∫ π
2

0

(∫ π
2

0

(∫ a

ζ

1
r dr

)
cos3 ψ senψdψ

)
senϕ cosϕ dϕ = (ln a− ln ζ)(− 1

4 )( 1
2 ) −→ +∞, si ζ →

0, o sea diverge.

d)
∫∫∫
Vζ

ln(x2+y2+z2)dxdydz=
∫ 2π

0

(∫ π
2

−π2

(∫ a

0

ln r2r2dr
)

cosψdψ
)
dϕ=2π·2·2

∫ a

ζ

r2 ln rdr =
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8π· 13 (r3 ln r − 1
3r

3)
∣∣∣a
ζ

= 8
3π(a3(ln a− 1

3 )− ζ3(ln ζ − 1
3 )) −→ 8

3πa
3(ln a− 1

3 ), cuando ζ → 0.

104. Calcular el volumen de los siguientes sólidos:

a) el sólido limitado por la superficie z = (x2 + y2)e−(x2+y2) y el plano z = 0.

b) el sólido limitado por la superficie z = x2y2e−(x2+y2) y el plano z = 0.

c) el sólido limitado por la superficie z = xe−(x2+y2) y el plano z = 0, con z ≥ 0.

Solución Consideremos el cı́rculo de radio a y centro (0, 0)

y el volumen del sólido correspondiente denotado Va:

a) Va =
∫ 2π

0

(∫ a

0

r2e−r
2
rdr
)
dθ = π

∫ a2

0

xe−xdx −→

πΓ(2) = π, cuando a→∞.

-

6

	x

y

z

b) Va =
∫ 2π

0

(∫ a

0

r4 cos2 ϕ sen2 ϕ e−r
2
rdr
)
dθ =∫ 2π

0

cos2 ϕ(1− cos2 ϕ)dθ
∫ a

0

r5e−r
2
dr =

4(π2
1
2 −

1
2

3
4
π
2 ) 1

2

∫ a2

0

x2e−xdx −→ 4π4
1
4

1
2Γ(3) = π

4 , si a→∞.

-

6

	
x

y

z

c) En este caso la región es x =
√
a2 − y2, −a ≤ y ≤ a y

el volumen Va:

Va =
∫ π

2

−π2

(∫ a

0

r2 cosϕ e−r
2
dr
)
dθ =

∫ a2

0

√
xe−xdx −→

Γ( 3
2 ) = 1

2Γ( 1
2 ) =

√
π

2 , cuando a→∞.

q2

q 1√
2e

1√
2

q -

6

	x

y

z
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[16] Dixmier J. 1976 Cours de Mathématiques, Editorial Dunod, Paris
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d’une variable réelle, Vol.1, Editorial Presses Polytechniques et Universitaires Roman-

des, Lausanne, Suisse.

[18] Douchet Jacques, Zwahlen Bruno 1987 Calcul différentiel et intégral. Fonctions réelles

d’une variable réelle, Exercices résolus, Vol.3, Editorial Presses Polytechniques et Uni-

versitaires Romandes, Lausanne, Suisse.

[19] Douchet Jacques, Zwahlen Bruno 1986 Calcul différentiel et intégral. Fonctions réelles
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[24] Edwards Jr., C.H. 1973 Advanced calculus of several variables, Dover, New York.



Bibliografı́a 237

[25] Efimov A., Demidovich Boris 1983 Problemas de las matemáticas superiores, Vol.2,
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6a édition, Dunod, Paris.

[54] Quinet J. 1996 Cours élémentaire de mathématiques supérieures, Calcul intégral et
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