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Capitulo 1

Resumen: Espacios vectoriales normados

1.1 Familias de conjuntos
1.1.1 Imagenes directas e inversas

Sea f:E — F una aplicacion, si A C E definimos f(A4) = {f(z)/x € A}. SiB C F
definimos f~(B) = {z € E/f(x) € B}. Recordemos que A C f~*(f(A))y f(f '(B)) C B

y que en general no siempre se da la igualdad.
1.1.2 Familias de conjuntos

Definicion 1.1.1 Sean Ly X dos conjuntos, sea (X) el conjunto de subconjuntos de X
([(X) el conjunto de partes de X). Una familia de subconjuntos de X (de partes de X),

es una aplicacion L — (X)) tal que A\ — A, y se denota por (Ax)xer, con Ay C X (o

Ay € (X)), para cada X € L.

]

Ejemplo 1.1.1

1. SiX =R, L=1[0,1], definimos Ay = {x € R/xz > A}.

2. Si X =N, L =N, definimos A,, = {z € N/z <2n + 1}.
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Reunion e interseccion de familias

Sea (A;)ic; una familia de conjuntos de X (i.e. A; C X, Vi € I), definimos:
(4 ={zeX/ze A Viel},
iel
UAZ' ={reX/Ji,ecltalquexc A4, }.
il
Observacién Si I = (), por definicién escribimos U A; = Q; ﬂ A = X.
iel iel
Proposiciéon 1.1.1 Sean (A;);c; una familia de partes de A, (Bj),cs una familia de

partesde By f: A — B una aplicacién de A en B, entonces

CAJA = N@AA), A4 = JA\A).

icl icl iel icl
JayndJB)=JJAainB)=JJAinB)= |J 4inB,.
i€l JjeJ jeJ iel i€l jeJ (i,5)eIxJ
(A u () B)=(AuB)=([)AuB)= (] AUB,.
el jeJ jedJiel el jed (i,7)eIxJ
flJ4a) = fa)
el el
F(4) c (N f(A
el el
(UBy=Ur
JjeJ jeJ
NBYy=("
JjeJ jeJ
. Si I = U I, entonces UAi = U U A;.
keK iel keK i€l

1.2 Espacio vectorial normado
Sea E un espacio vectorial sobre R, una normasobre E, || ||: E— R es una aplicacién

x— [|x]|
de E en R tal que:

%] >0,vxe Ey x| =0 < x=0.
A = (A I, vx € B, VA € R.

Ax vl <l +[lyll, vx € B, Vy € E.
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Un espacio vectorial provisto de una norma, se llama espacio vectorial normado y se

denota por (E,| ).
Ejemplo 1.2.1 TR con el valor absoluto es un espacio vectorial normado, (R,| |).

Casode ™ Recordemos que R" es un espacio vectorial sobre IR, con las operaciones

usuales, es decir que si x = (21,...,2,), ¥y = (Y1,---,Yn), X € R, entonces:

x+y:(xl+yla"'7xn+ yn)
AX = (Ax1,..., Axy).

BDefinicién de una norma sobre ™ Seax = (z1,...,2,)ER", definimos ||x|| = /2% + - -- + 22.

|

Proposicién 1.2.1 Desigualdad de Schwarz!
Sean x = (z1,...,2n), ¥ = (Y1,...,yn) € R™, entonces |xy| < ||x|||yl, donde xy =

T1Y1 + - -+ + Tpyn es el producto escalar.
Proposicién 1.2.2 La aplicacion de R — R tal que x — ||x||, es una norma sobre R™.

La norma definida en la proposicién 1.2.2, se llama norma euclidea® sobre R". BO-

'Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) Nace en Hermsdorf, Silesia (hoy Polonia) y muere en
Berlin, Alemania. Schwarz comenz6 en Berlin sus estudios en quimica, pero fue influenciado por Kummer
y Weierstrass y se interesa en la geometria. Continué estudiando en Berlin supervisado por Weierstrass
hasta su doctorado (en 1864) sobre superficies minimas (superficies de menor area), un problema tipico del
calculo de variaciones, que estableci6 un puente entre la teoria de superficies minimas y la teoria de funciones
analiticas. En 1869 fue designado como profesor de matematicas en el Eidgenossische Technische Hochschule
en Zurich y en 1875, acepté un puesto de Matematicas en la Universidad de Géttingen. Schwarz dio un
método alternativo para resolver el problema de Dirichlet que pronto llegé a ser una técnica usual. Schwarz
contesté la pregunta de si una superficie minima dada rinde realmente un darea minima. Una idea de este
trabajo, en que él construyé una funcién que usa aproximaciones sucesivas, Emile Picard la usé para la
prueba de la existencia para soluciones de ecuaciones diferenciales. Contiene también la desigualdad para la
integral ahora conocido como “la desigualdad de Cauchy-Schwarz o de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz”. Creé
métodos generales basado en su magnifica intuicién geométrica. La desigualdad de Cauchy-Schwarz aparece
en aritmética, geometria y en las formulaciones tedricas del trabajo de matematicos tal como Bunyakovsky,

Cauchy, Grassmann, von Neumann y Weyl.
2Euclides Nace en el afo 365 a.C. en Alejandria, Egipto y muere alrededor del afio 300 a.C. Muy poco se

sabe con certeza de su vida. Probablemente, fue llamado a Alejandria en el afio 300 a.C. Sin duda que la gran
reputacién de Euclides se debe a su famosa obra titulada “Los elementos geométricos”, conocida simplemente
por “Elementos”. Tal es la importancia de esta obra que se ha usado como texto de estudios cerca de 2000
anos. Esta obra de Euclides es la coronacion de las investigaciones realizadas por los geémetras de Atenas,
asi como de sus antecesores. La forma que emplea fue la deductiva.
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tras normas sobre ™ Las aplicaciones R* — R y R" — R definidas por ||x||; =

x—x[i x> [x[le
lz1 |4+ 2, [|X]|o = max{|z1], ..., |znl}, six = (21,...,2,) €ER"™, son también normas
sobre R™.
Normas equivalentes
Dos normas || ||,y | |» definidas en un espacio vectorial E, se dicen normas equiva-

lentes si existen « € R, S € R, a > 0, 8 > 0, tales que x|, < ||x[|s < B||%||a, VX € E.

Proposicion 1.2.3 La norma euclidea, la norma || |1y la norma || ||~ definidas sobre

R™ son equivalentes.

BEspacios vectoriales con producto escalar

Definicién 1.2.1 Sea E un espacio vectorial sobre R, se llama producto escalar sobre

E una aplicacion (, ): E x E — R tal que:
(oY) = (Y, x)
(x;y1+Y2) = (Y1) + (x,42)

</\va> = <X’ /\y> =A <X’y>

(x,x)>0,six#0y (0,0) =0.

Asi, se ha establecido que un espacio vectorial con producto escalar es un espacio vecto-

rial normado. El espacio (F, { , )) se denomina espacio pre-hilbertiano®.

En un espacio vectorial con producto escalar, la norma obtenida del producto escalar

3David Hilbert (1862-1943) Matematico aleman nace en Kénisgberg y fallece en Géttingen. Durante
el siglo XIX se puso de manifiesto, cada vez de una manera mas evidente, que Euclides no habia partido de
conceptos patentes y que habia supuesto muchas cosas sin especificarlas. Se hicieron esfuerzos para fijar un
numero minimo de términos y definiciones basicas y de éstas deducir rigurosamente la estructura matematica
completa. Esta es la ciencia axiomadtica y fueron Hilbert y Peano quienes la fundaron. Hilbert public6 en 1899
“Foundations of Geometry”, en la que por primera vez se exponian satisfactoriamente una serie de axiomas
de geometria. También probé que su sistema de axiomas era bastante completo, algo que los griegos habian
admitido de los axiomas de Euclides, pero sin demostrarlo. Asi complet6 el trabajo de Euclides sin efectuar

cambios en la esencia, pero su fundamento pasé de intuitivo a logico.
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verifica la ley del paralelogramo:
[ +yl? + lx = ylI* = 2lx[I* + 2]y,
ya que:
(x+yx+y) + -y x —y) =[x+ [yl + 2 60) + X+ P =2 6, y)-

En general, en un espacio vectorial normado no existe un producto escalar asociado a
la norma. Una condicion necesaria y suficiente, para que un producto escalar se pueda
definir de la norma, es que satisfaga la ley del paralelogramo (verificarlo). En este caso,

el producto escalar es de la forma:
1 2 2
(oy) =7 (e +yll” = lx = yll).

1.3 Abiertos y cerrados de FE

BBolas abiertas y cerradas

Definiciéon 1.3.1 Sea E un espacio vectorial normado, sea p € R, p >0y sea x € E.
Llamaremos bola abierta de centro x y radio p y la designamos por B(x, p) (0 a veces por
B,(x)), al conjunto B(x,p) = {y € E/|x —y| < p}.

Se llama bola cerrada de centro x y radio py se designa por B(x, p), al conjunto definido

por B(x,p) = {y € E/|lx - y|| < p}.

Conjuntos abiertos de E

Definiciéon 1.3.2 Un subconjunto U C E, se llama conjunto abierto o simplemente un

abierto, si Vx € U, existe p > 0 tal que B(x,p) C U.
Proposicion 1.3.1 Toda bola abierta es un conjunto abierto.

Proposicion 1.3.2 Sea E espacio vectorial normado, entonces tenemos las siguientes

propiedades:

1. E'y () son abiertos.
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. Toda reunién de abiertos es un abierto.

. Toda interseccion finita de abiertos es un abierto.

Conjuntos cerrados de E

Definiciéon 1.3.3 Un subconjunto F C E se llama cerrado, si E\F es abierto.

Proposicion 1.3.3 En E tenemos las siguientes propiedades:

. Ey () son cerrados.
. Toda unién finita de cerrados es un cerrado.

. Toda interseccion de cerrados es un cerrado.

Definicion 1.3.4 Sea E un espacio vectorial normadoy sea A C E, definimos el interior
de Ay lo denotamos A, como el mayor abierto contenido en Ai.e. si O es un abierto de E

talqueOCA:>OCfi.

Recordemos que una familia de abiertos ¥ de E es una topologia sobre E si:

P,Eeq,

Si (0;);er C T (es una familia de abiertos), |J O; € %.
=5

Si (05)i=1

.....

m es una familia finita de abiertos, () O; € .
i=1

1=

Al par (F, %) lo llamamos espacio topoldgico.

Definiciéon 1.3.5 Sea F un espacio vectorial normadoy sea E' C E; se dice que A’ C E’
es un abierto de E' (resp. cerrado), si existe A C E abierto (resp. cerrado) tal que
A =ANE.

1.3.1 Adherencia y puntos de acumulacion

Definiciéon 1.3.6 Sea A C E, x € F se llama punto adherente de A, si toda bola abierta

de centro x contiene puntos de A, es decir si B(x, p) N A # (), para todo p > 0.

El conjunto de puntos adherentes de A, se llama la adherencia de Ay se designa por A.
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Proposicion 1.3.4 Sean Ay B subconjuntos de E, entonces:

. ACA

. Aescerrado y si ' C E es un cerrado tal que A C F, entonces A C F, es decir A es el
cerrado mds pequerio que contiene a A.

. Fescerradosiysélosi F =F.

.SiAcB=— AcCB.

AUB=AUB.

Definicién 1.3.7 Sea A C F, se dice que x € E es un punto de acumulacién de A, si para

cada p >0, B(x,p) N A contiene un punto'y # x.

Definiciéon 1.3.8 Sea F un espacio vectorial normado y sean Ay B dos subconjuntos

de E, se dice que A es denso en B si A D B.

El conjunto A es densoen E si A= E.

Definiciéon 1.3.9 Un espacio vectorial normado E se dice separable, si existe un sub-

conjunto numerable A de E tal que A es densoen Eie. A=E.
Definicién 1.3.10 Sea A C E, se llama frontera de A al conjunto Ft(A) = AN E\A

Definicién 1.3.11 Sea E un espacio vectorial normado y sea A C E, se dice que A es
convexo, st Vx, y € A, se tiene que x + A\(y —x) € A, VA €0, 1], i.e. si el segmento de recta

que une a x con Y estd contenido en A.

1.4 Sucesiones en F

Definicién 1.4.1 Sea (x;)ren una sucesion de puntos de E, decimos que el limite de la

sucesion es x € ' y escribimos klim Xr = X (0 X;, — X, cuando k — oo o simplemente
—00

X, — X), st para cada bola abierta B(x, p), existe K € N tal que si k > K, implica que

xi € B(x, p).
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Proposicion 1.4.1 Sea (xi)ren una sucesion de E, las siguientes condiciones son equi-

valentes.

lim x5 = x.
k—o00

. Ve>0, existe K € Ntalquesi k > K = ||x;, — x|| <e.

lim ||x — x|l = 0.
k—o0
Proposicion 1.4.2 Si x; — x con una de las tres normas euclidea, | |1 0 || |lco

entonces también lo hace con cualquiera de las otras dos.

Proposicion 1.4.3 Sea x;, = (z},...,27) una sucesion de R" y sea x = (z',...,2") en

R", entonces:

lim xp, =x <= lim 2, =2" Vi=1,...,n.
k—o00 k—o00

Notemos que (z)ren €s una sucesién de nimeros reales y son las componentes de los

vectores (xj )k, parai=1,...,n.

Definiciéon 1.4.2 Un espacio vectorial normado E se dice completo o que E es un espa-
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cio de Banach?, si toda sucesién de Cauchy® es convergente en E.

4Stefan Banach (1892-1945) Matematico polaco, que nace el 30 el marzo de 1892 en Cracovia, Austria-
Hungria (hoy Polonia) y muere el 31 de agosto de 1945 en Lvov, (hoy Ucrania). El padre de Stefan Banach
era Stefan Greczek. La primera cosa en darse cuenta fue que Banach no era el apellido de su padre. Stefan
Greczek fue un oficial de impuestos que no se casé con la madre de Banach, la cual desapareci6 de escena
después del bautizo de Stefan, cuando tenia cuatro dias de nacido y no se supo mas de ella. El nombre que
aparece como la madre de Stefan en su certificado del nacimiento es Katarzyna Banach. Unos creian que era
la sirviente de la madre de Stefan, mientras otros, que era una lavandera que cuidaba a Stefan cuando era
muy joven. En vida, mas tarde Banach traté de determinar quién fue su madre, pero su padre se neg6 a decir
algo sobre su identidad.
Stefan Greczek naci6 en un pueblo pequefio llamado Ostrowsko, 50 km al sur de Cracovia. Fue en la casa de
su abuela en Ostrowsko, donde se bautiz6 Banach. Sin embargo, cuando la abuela de Banach enfermé, Stefan
Greczek arreglé traer a su hijo con Franciszka Plowa que vivia en Cracovia, junto con su hija Maria. Aunque
Banach no volvié a vivir con su abuela, la visitaba frecuentemente cuando crecia. El guardian de Maria
era un francés intelectual, Juliusz Mien, quien rapidamente reconoce los talentos que Banach tenia. Mien
ensefi6 al joven Banach a hablar francés y en general le dio una apreciable educaciéon. Banach asisti6 a la es-
cuela en Cracovia y sale la escuela en 1902 para empezar su educaciéon secundaria en el Henryk Sienkiewicz
Institute, en Cracovia. Por coincidencia, uno de los estudiantes en la clase de Banach fue Witold Wilkosz
que se hizo profesor de matematica. En 1906, Wilkosz cambia a un mejor Instituto, aunque Banach man-
tuvo contacto con Wilkosz. En sus primeros aios en el Instituto, Banach alcanzé las primeras clasificaciones
en matematica y ciencias naturales. Un comparniero recuerda a Banach en este periodo de su vida: ... era
agradable en el trato con sus colegas, pero fuera de la matematica no se interesaba en nada. Si hablaba,
lo hacia rapidamente, tan rapidamente como pensaba en matematica... Wilkosz era similar. Para ellos no
habia problema matematico que no resolvieran rapidamente. Mientras Banach era muy rapido resolviendo
problemas matematicos, Wilkosz era fenomenalmente rapido resolviendo problemas en fisica, que no eran de
interés para Banach. Las calidades excelentes de sus primeros afos escolares, dieron paso a calidades mas
pobres cuando se acercé su final escolar. Pasé los examenes en 1910 pero no alcanzé distincién. Al salir de
la escuela, Banach y Wilkosz querian estudiar matematica, pero ambos sienten que nada nuevo se puede
descubrir en matematico y deciden trabajar en otra cosa. Banach escogié estudiar ingenieria, Wilkosz escogi6
idiomas orientales. El padre de Banach nunca no le habia dado mucho apoyo a su hijo, pero ahora una vez
sali6 escuela le dijo abiertamente que ahora era su vida. Banach deja Cracovia y se va a Lvov, donde entra en
la Facultad de Ingenieria de la Universidad Técnica de Lvov. Es casi cierto ese Banach, sin cualquier apoyo
financiero, tenia que ayudarse ensefiando. Esto le ocup6é mucho tiempo y cuando se gradué en 1914, habia
durado més de lo normal. Banach habia visitado Cracovia frecuentemente durante su periodo de sus estudios
en Lvov de 1910 a 1914. No estaban claros los planes de Banach en 1914, pero con la irrupciéon de I Guerra
Mundial en agosto, al poco tiempo de su graduacién, Banach se va de Lvov. Lvov estaba, en el tiempo que
Banach estudi6 alli, bajo el control austriaco desde que se dio la particion de Polonia en 1772. En la época de
la juventud de Banach, Polonia en cierto sentido no existia y Rusia controlaba gran parte del pais. Varsovia
sélo tenia una universidad en idioma ruso y se situé en lo que se llamaba “Vistula Land”. Con el inicio de la I
Guerra Mundial, las tropas rusas ocupaban la ciudad de Lvov. Banach no era apto para el ejército, por tener
pobre visién en su ojo izquierdo. Durante la guerra, trabajé construyendo caminos pero en el tiempo que pasé
en Cracovia, gané dinero ensefiando en las escuelas locales. También ensefio en la Universidad Jagiellonian
en Cracovia y aunque no es completamente seguro, se cree que asiste a las conferencias de Zaremba. Un
hecho importante ocurri6 en la primavera de 1916, que impacté la vida de Banach. Steinhaus, que hacia
el servicio militar, estuvo cerca de tomar un puesto en la Universidad Jan Kazimierz en Lvov. Sin embargo

vivia en Cracovia en la primavera de 1916, aguardando tomar la oportunidad. Caminaba por las calles de
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Cracovia en las tardes y, relaté en sus memorias: ...Durante una de la caminatas of por casualidad las pal-
abras “medida de Lebesgue”, me acerqué al parque y me presenté a los jovenes matematicos. Me dijeron de
otro comparnero de nombre Witold Wilkosz, que ellos alaban extravagantemente. Los jévenes eran Stefan
Banach y Otto Nikodym. Desde entonces, nosotros tendriamos una base comun y decidimos establecer una
sociedad matematica.

Steinhaus da a Banach un problema que trabajaba sin éxito. Después de unos dias Banach tenia la idea
principal para el requerido contraejemplo. Steinhaus y Banach escriben un articulo en conjunto, que presen-
taron en Zaremba para su publicaciéon. La guerra atrasé la publicacion y el articulo aparecié en el Boletin de
la Academia de Cracovia en 1918. De estos primeros resultados con Steinhaus, Banach comenzé a producir
importantes articulos matematico rapidamente. Por supuesto, es imposible decir que sin la reunién con Stein-
haus, Banach habria seguido la ruta de investigaciéon en matematico. Es también a través de Steinhaus que
Banach conoce a su futura esposa Lucja Braus. Se casaron en Zakopane en 1920. Por iniciativa de Steinhaus,
la Sociedad Matematica de Cracovia fue creada en 1919. Zaremba se encargé de la reunién inaugural y se
eligié como al primero presidente de la Sociedad. Banach diserté en la Sociedad dos veces durante 1919 y con-
tinué produciendo articulos de calidad en la investigacion. La Sociedad Matematica de Cracovia siguié y se
volvié la Sociedad Polaca Matematica en 1920. Se le ofreci6 a Banach un puesto de asistente de Lomnicki, en
la Universidad Técnica de Lvov en 1920. Trabajé en matematico y presenté una tesis doctoral bajo la tutoria
de Lomnicki. Por supuesto, no la ruta normal a un doctorado, pues Banach no tenia cursos matematicos uni-
versitarios. Sin embargo, se hizo una excepcién en su caso para someter su tesis “On Operations on Abstract
Sets and their Application to Integral Equations”. Esta tesis, se dice que marca el nacimiento de analisis
funcional.

En 1922 la Universidad Jan Kazimierz en Lvov, le otorgé a Banach su habilitacién para una tesis en Teoria
de la medida. El Calendario Universitario de 1921-22 informa: “En 7 el abril de 1922, por resolucién del
Concejo de la Facultad, el Dr. Stefan Banach recibié su habilitacién por un Grado de Docente de Matemaética.
Se nombré Profesor extraordinario por decreto del Jefe de Estado emitido el 22 de julio de 1922.”

En 1924 Banach se promovié a Profesor Titular y pasé el afio académico 1924-25 en Paris. Los afios entre
las guerras fueron sumamente ocupados para Banach. Asi, continda produciendo un flujo de articulos im-
portantes, escribi6 sobre aritmética, geometria y textos del algebra para secundaria. También se envolvi
mucho con la publicacién de Matematicas. En 1929 junto con Steinhaus, comenz6 una revista nueva “Studia
Mathematica” y Banach y Steinhaus fueron los primeros editores. La politica de la direccién o redaccion de
una publicacién era: “enfocar en investigacion en analisis funcional y temas relacionados”.

Otra publicacién importante empieza en 1931, una nueva serie Monografias Matematicas. Se desarrollan bajo
la direccion de Banach y Steinhaus de Lvov y Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz, y Sierpinski de Varsovia.
El primer volumen en la serie Théorie des opérations linéaires fue escrito por Banach y aparecié en 1932. Era
una version francesa de un volumen que originalmente public6 en polaco en 1931, que rdpidamente se volvié
un clasico. En 1936 Banach dio una conferencia plenaria en el Congreso Internacional de Matematicos en
Oslo. En esta conferencia describié el trabajo completo de la escuela de Lvov y también hablé de los planes que
tenian para desarrollar ideas futuras. Otra influencia importante de Banach, fue el hecho que Kuratowski se
qued6 en la Universidad Técnica de Lvov en 1927 y trabajoé alli hasta que 1934. Banach colaboré con Kura-
towski y escribieron juntos un articulo. La manera de trabajar de Banach era libre de reglas. A él le gustaba
hacer matematico con sus colegas en los cafés de Lvov. Andrzej Turowicz, también profesor de matematica la
Universidad Kazimierz en Lvov, describié el estilo de trabajo de Banach: “Banach gastaba la mayor parte de
su tiempo en cafés, no sélo por la compania de otros, sino también por él mismo. A él le gustaba el ruido y la
musica. No le impedian concentrarse y pensar. Habia ocasiones, después que el café cerraba por la noche, que
caminaba por la via férrea de la estacién, donde la cafeteria estaba abierta alrededor del reloj. Alli, sobre un
vidrio de cerveza, pensaba en sus problemas”. En 1939, antes del inicio de la IT Guerra Mundial, Banach fue
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elegido presidente de la Sociedad Matematica Polaca. Al principio de la guerra las tropas soviéticas ocupaban
Lvov. Banach estaba en buenos términos con los matematicos soviéticos antes de que la guerra comenzara.
Visit6 Moscu varias veces y se le trato bien por parte de la nueva administracion soviética. Esto le permitio
continuar con su puesto en la Universidad y se nombré Decano de la Facultad de Ciencia de la Universidad,
ahora nombrada Universidad Ivan Franko. El padre de Banach lleg6 a Lvov huyendo del ejército aleman. La
vida de Banach en esta fase sufre un pequefio cambio, pero continda su investigacion, su escritura del libro
de texto, ensefiando y sesionando en los cafés. Sobolev y Aleksandrov visitaron a Banach en Lvov en 1940,
mientras que Banach asistié a unas conferencias en la Unién Soviética. Estando en Kiev, Alemania invadi6
a la Unidén Soviética y se volvié inmediatamente a su familia en Lvov. La ocupacién Nazi de Lvov, en el junio
de 1941, significé para Banach que viviera bajo condiciones muy dificiles. Fue arrestado bajo sospecha de
traficar en dinero aleméan, pero salié después de algunas semanas. Sobrevivié a un periodo cuando en Polonia
asesinaban académicos. Su supervisor de tesis Lomnicki murié la noche tragica de 3 el julio de 1941, cuando
muchas matanzas ocurrieron. Hacia el final de 1941 Banach estaba en el instituto aleman de enfermedades
infecciosas, trabajando sobre el acaro de alimentos. El acaro del alimento fue su vida durante la ocupacion
Nazi de Lvov, hasta el julio de 1944. Cuando las tropas soviéticas volvieron a tomar Lvov, Banach renové sus
contactos. Encontré Sobolev en Moscu, pero claramente en ese tiempo estaba gravemente enfermo. Sobolev
dio una disertacién en una Conferencia Conmemorativa de Banach, y dijo: “A pesar de los rastros de los afios
de la guerra bajo la ocupacién alemana y a pesar de la enfermedad grave que minaba su fuerza, los ojos de
Banach todavia eran vivos. Sigui6 siendo el mismo Stefan Banach sociable, alegre y extraordinariamente
bien intencionado, quien habia visitado en Lvov antes de la guerra. Es asi como queda en mi memoria: con
un gran sentido del humor, con energia, una alma bella y un gran talento”.

Banach pensaba ir a Cracovia después de la guerra, a tomar un puesto matematico en la Universidad Jagiel-
lonian, pero murié en Lvov en 1945 de cancer pulmonar. Banach fundé el anélisis funcional moderno e hizo su
mayor contribucion a la teoria de espacios vectoriales topolégicos. Ademas, contribuy6 a la teoria de la medida
e integracion, la teoria de juegos y la teoria de series ortogonales. En su disertacion escrita en 1920, defini6
axiomaticamente lo que hoy se llamaba un espacio de Banach. La idea fue introducida por otros matematicos
al mismo tiempo, por ejemplo Wiener introdujo la nocién. pero no habia desarrollado la teoria. El nombre
espacio de Banach fue acunado por Fréchet. También se nombraron las algebras de Banach.

La importancia de la contribucién de Banach es que desarroll6 una teoria sistematica de analisis funcional,
donde antes habian sélo resultados aislados, fueron armonizados para constituir una nueva teoria. Gen-
eraliza la teoria de las contribuciones que hicieron Volterra, Fredholm y Hilbert en ecuaciones integrales.
Banach demostré numerosos resultados de espacios lineales normados, y muchos teoremas importantes hoy
se nombran por él. El teorema de Hahn-Banach en la extensién de un funcional lineal continuo, el teorema
de Banach-Steinhaus sobre familias de transformaciones acotadas, el teorema de Banach-Alaoglu, el teorema
del punto fijo de Banach y el teorema y la paradoja de la descomposicion de una bola de Banach-Tarski. La
paradoja de Banach-Tarski apareci6 en una articulo dos matematicos en 1926 en Fundamenta Mathematicae
llamado “Sur la décomposition des ensembles de points en partiens respectivement congruent”. El enigmaética
de la paradoja muestra que se puede dividir una bola en dos subconjuntos que pueden ser ajustados a dos
bolas idénticas a la primera. Se necesita el axioma de elecciéon para definir la descomposicién y el hecho
que puede tal resultado no es intuitivo, ha hecho que algunos matematicos se cuestionen el uso del axioma.
El paradoja de Banach-Tarski fue la mayor contribucion hecha al trabajo de la teoria axiomatica de conjun-
tos, alrededor de este periodo. La funcién abierta de Banach de 1929 también usa conceptos de la teoria de

conjuntos, esta vez introducidos por Baire en su trabajo de 1899.
5Augustin Louis Cauchy (1789-1857) Nace el 21 de Agosto 1789 en Paris, Francia. Muere el 23 de

Mayo 1857 en Sceaux (cerca de Paris), Francia. Agustin Louis Cauchy fue pionero en el analisis. Investigd
la convergencia y la divergencia de las series infinitas, las ecuaciones diferenciales, los determinantes, la

probabilidad y fisica matematica.
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Definicion 1.4.3 Un espacio E pre-hilbertiano completo se denomina espacio de Hilbert.
BDistancia

Definicion 1.4.4 Sea E # () y sean x, y, z€ E, llamamos distancia en E una aplicacién

d: E x E — R que verifica las propiedades:
. dx,y)=0<=x=y

. d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Al par (E,d) se le llama espacio métrico.

Como consecuencia de la definicion se tiene:

d(x,y) >0, d(x,y)=d(y,x).

Observemos la norma induce una distancia si definimos d(x,y) = ||x — y|.

La situacion inversa se da, pues si tenemos una distancia en F, se pude definir la norma

[x|| = d(x, 0) (verificarlo).

Un resultado interesante sucede con los espacios vectoriales normados de dimension
finita, ya que en estos espacios todas las normas son equivalentes i.e. todos los espacios

vectoriales normados de dimension finita son completos.
Definicién 1.4.5 Sean Ay B C E no vacios y sea x € E, entonces:

. se llama distancia de x a A (y se denota) d(x, A) = iIelg IIx =yl
y

Ocupé diversos puestos en la Facultad de Ciencia de Paris, el Colegio de Francia y la Escuela Politécnica. En
1814 publicé su trabajo de la integral definida que lleg6 a ser la base de la teoria de las funciones complejas.

Gracias a Cauchy, el andlisis infinitesimal adquiere bases sélidas.

Cauchy, produjo 789 escritos, pero fue desaprobado por la mayoria de sus colegas. Mostré una obstinada
rectitud a si mismo y un agresivo fanatismo religioso. Como un apasionado del realismo pasé algin tiempo
en Italia después de rechazar tomar un juramento de lealtad. Dej6 Paris después de la Revolucion de 1830.
Acept6 una oferta del Rey de Piedmont para dar una catedra en Turin donde estuvo hasta 1832. En 1833 se
marché a Praga en atencién a Charles X y para ser el tutor de su hijo.

Cauchy volvié a Paris en 1838 y retoma su cargo en la academia pero no su posicién de profesor por haber
rechazado tomar el juramento de lealtad. Cuando Louis Philippe fue destronado en 1848 Cauchy vuelve a su
catedra en la Sorbonne. Ayudé en los posgrados hasta su muerte.
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2. se llama distancia entre Ay B, al valor d(A, B) = igg [Ix —yl|
yeB

3. se llama didmetro de A al valor diam (A) = sup |[x —y|.
xX,ycA

Es claro que si diam (A) < oo, A es acotado.

1.5 Conjuntos compactos de F

Definicion 1.5.1 Sea A C E, una familia (O;);cr de abiertos de E se llama un recubri-

miento abierto de A, si A C U O;.
i€l

Definiciéon 1.5.2 El conjunto K C E sellama un conjunto compacto de E o simplemente
un compacto, si de todo recubrimiento abierto de K, se puede extraer un recubrimiento

finito.
Proposicion 1.5.1 Sean a € R, b € R, con a < b, el intervalo [a,b] es compacto (en R).

Definicién 1.5.3 Un conjunto A C E se dice acotado, si existe una bola abierta B tal

que A C B.
Proposicion 1.5.2 Sea A C E, A compacto, entonces A es acotado.
Proposicion 1.5.3 Si A C E es compacto, entonces A es cerrado.

Proposicion 1.54 Si A C E es compactoy F' C A con F es cerrado, entonces F es

compacto.
Proposicion 1.5.5 Si A C E es compacto, entonces es cerrado y acotado.

Proposicion 1.5.6 Propiedad de interseccion finita
Sea K C FE compacto y (F,)men una sucesién de cerrados de E, tales que F,,, C K,

Foi1 CELy By # O, para cada m € N, entonces ﬂ F, # 0.
meN
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Teorema 1.5.1 Bolzano®-Weierstrass’

Sea K C E un compacto, entonces toda sucesion (xi)ren de puntos de K tiene una

subsucesién que converge a un punto x € K.

1.6 Producto de compactos

Sean FE y F espacios vectoriales normados i.e. se tiene (E,|| ||g) ¥y (F,| ||r), se define
el producto cartesiano de los espacios vectoriales normados E y F por (E x F.|| ||gxr),

donde [|(x,y)llzxr = X[z + lylr, sixe Eyy e F.
Se verifica sin dificultad que || || px 7 es una norma sobre F x F.

Otras normas inducidas por las normas de F y I’ se pueden considerar, por ejemplo,

166 Yl zxr = sup{||x||e, [yl <}, o bien [|(x, y)ll zxr = V/IXIlE + lyl%-

6Bernhard Bolzano (1781-1848) De nacionalidad checa, fue filésofo, matematico y teélogo. Hizo con-

tribuciones significantes tanto en la matematica como en la teoria del conocimiento. Bolzano ingresé a la
facultad de filosofia en la Universidad de Praga en 1796, estudié filosofia y matematica. En 1819 fue sus-
pendido de su puesto a causa de presién del gobierno austriaco, quienes se oponian a su pacifismo y su ex-
presion de la justicia econémica. Liber6 al calculo del concepto infinitesimal. En metafisica Bolzano se opuso
a Kant, reivindicando el cardcter constructivo y no simplemente regulativo de algunas ideas metafisicas como
las relativas a Dios y a la inmortalidad del alma. Bolzano, se adelanté a los analistas rigurosos del siglo XIX,
con el concepto de funcién continua y en la demostracion de sus propiedades, en el criterio de convergencia de
series y en la existencia de funciones continuas sin derivadas. Como publicé sus escritos de analisis en Praga,
ciudad entonces alejada de los centros cientificos, o de permanecer inéditos, como su importante obra “Teoria

de funciones”, que aparecié en 1930, la influencia de sus ideas fue escasa.
"Karl Weierstrass (1815-1897) Nace el 31 de octubre de 1815 en Ostenfelde, Bavaria (hoy Alemania).

Muere el 19 de febrero 1897 en Berlin, Alemania. Karl Weierstrass fue mas conocido por su construccion
de la teoria de las funciones complejas por medio de series. Después que Weierstrass habia ocupado varias
posiciones de ensenanza menor, llegé a ser reconocido después que public6 una gran cantidad de escritos
de funciones abelianas en el Journal de Crélle. En 1856 obtuvo apoyo de Kummer y fue aceptado en la
Universidad de Berlin.

Sus exquisitas conferencias en matematicas atraian a los estudiantes de todo el mundo. Los tépicos de sus
conferencias incluian: fisica matematica (1856-57), introduccién de la teoria de funciones analiticas (donde
los resultados obtenidos en el afio 1841 no fueron jamés publicados), la teoria de las funciones elipticas y

aplicaciones a problemas en geometria y mecanica.
En las conferencias de 1859-60 Weierstrass present6 “Introduccién al Analisis”. En su curso “Teoria general

de las funciones analiticas” en los afios 1863-64, comenz6 a formular su Teoria de los nimeros reales.

En sus conferencias el afio 1863 Weierstrass prob6 que los nimeros complejos son sélo conmutativos en su
extension algebraica de los niimeros reales. Gauss habia prometido una prueba de esto en el afio 1831 pero
fall6 en el intento.



1.7. Funciones continuas 15

Lema 1.6.1 Sean Ey F espacios vectoriales normados, sean ac E, be F y sea B((a,b), p)
la bola abierta de centro (a,b) y radio p > 0 de E x F, entonces existen bolas abiertas

B(a,a) C Ey B(b,a) € F, (a > 0) tales que B(a,«) x B(b,«) C B((a,b), p).

Teorema 1.6.1 Producto de compactos Sean F y F espacios vectoriales normados y

sean K1 C FE compacto, Ko C F compacto, entonces K1 x K5 es un compacto de E x F.
Corolario 1.6.1 EI producto finito de compactos es compacto.
Teorema 1.6.2 Los conjuntos compactos de R™ son los conjuntos cerrados y acotados.

Este resultado es valido para espacios vectoriales normados de dimension finita.

1.7 Funciones continuas

Definiciéon 1.7.1 Sean E y G espacios vectoriales normados, sea A C E, f: A — G,
a € A; decimos que f es continua en a, si para toda bola abierta B(f(a),e), existe una
bola abierta B(a,d) tal que si x € B(a, ) N A, entonces f(x) € B(f(a),¢e), es decir ¥V e >0,

36>0tal que |x—a <d, xe A= | f(x) - f(a)] <=

Se dice que f es continua en A, si es continua en cada punto de A.

Proposicion 1.7.1 Sea A C Eysea f:A — G, las siguientes condiciones son equiva-

lentes:

1) f es continua en A.

2) Si O C G es un abierto, entonces f~1(0) = U N A, donde U es un abierto de E.
3) Si F C G es un cerrado, entonces f~1(F) = C' N A, donde C es un cerrado de E.

En particular si f: E — G; f es continua en E siy sélo si f~(O) es un abierto, para

todo abierto O C G si y sélo si f~1(F) es un cerrado, para todo cerrado F C G.

Proposicion 1.7.2 Sea f: A C E — G, si (X;)ren C A esuna sucesion tal que x, — X

y x € A, entonces si f es continua en A, klim f(xk) = f(x).
— 00
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Proposicion 1.7.3 La funcién constante y la funcién identidad son continuas, es decir:
Si f:ACE— Gestal que f(x) =c¢, Vx € A, entonces [ es continua en A.

Si f: E — Eestal que f(x) = x, Vx € F, entonces f es continua en FE.

Proposicion 1.7.4 Sean E, F, G espacios vectoriales normados, la composicién de fun-
ciones continuas es continua, es decir si la funcion f: A C E — G es continua en a€ A
y st g:G — H es continua en f(a), entonces h = g o f es continua en a.

Proposicion 1.7.5 Se tienen las siguientes propiedades:

a) Sean f:ACE — G, g:AC E — G dos funciones continuas en a € A, entonces f + g

es continuaen ay si A € R, A\f es continua en a.

b)Si f:ACE — R, g:ACFE — R son continuas en a € A, entonces f-g es continua en

ay ! también es continua en a, siemprey cuando g(a) # 0.
g

Definiciéon 1.7.2 Sea k = (k1,...,kn) un vector de enteros positivos o nulos, ¢ € N y
n
sea x € R", con x = (21,...,2n), se denota x* = ay'ay* a7, |k| = ) K, entonces

Jj=1
P,(x)= > axX"= Y G ..x, 2" -zh", donde ax, = a, ..., son constantesy la suma
lk|<q lk|<q
se realiza sobre todos los posibles vectores de enteros positivos con |k| < g, se denomina

polinomio en n varias variables de grado q.

Corolario Todo polinomio en varias variables es continuo en R". También son conti-

nuas las fracciones racionales donde no se anule el denominador.
Definicién 1.7.3 La proyeccion i-ésima es la aplicacién p;: R" — R tal que:

x=(x1,...,2,) —> x;, Le pi(x)=uwm; para i=1,...,n.

Proposicion 1.7.6 Las proyecciones son continuas en todo R™.

Definicion 1.7.4 Sea f: A ¢ R™ — R?, las funciones p; o f: A C R" — R se llaman
funciones componentes de f y se designan por f; =p;o f, parai=1,...,p.
La funcion f seescribe f = (f1,..., fp), con f: A C R" — RP tal que x — (f1(x),..., fp(x))

ydonde fi: R" — Res tal que x = (x1,...,x,) — fi(x) = filx1,...,2n).
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Proposicién 1.7.7 Sea f:A C R" — RP con f = (f1,....fp) ¥y fiitA C R" — R,
entonces [ es continua en a € A siy sélo si cada funcion componente f; de f es continua

en a.

BFunciones continuas y compactos

Teorema 1.7.1 Sea K un compacto de E, f[:K — G una funcién continua sobre K,

entonces f(K) es compacto en G.
Lema 1.7.1 Si A C R es acotado, entonces sup A€ Ay inf Ac A.

Teorema 1.7.2 Sea K C E compactoy sea [: K — R continua en K, entonces existen
acKypeK tales que f(a) < f(x) < f(B), ¥x € K, es decir la funcion es acotada en K

y alcanza su mdximo y su minimo.

1.8 Continuidad uniforme

Definicion 1.8.1 Sea A C Eysea f: A — G, decimos que | es uniformemente continua

en A, sivVe>0,30>0tal queVx e A, Vye A con ||x —y||<d = ||f(x) — f(y)| <e.

Note que ¢ sélo puede depender de ¢ y no de x o dey.

Proposicion 1.8.1 Si f: A C E — G es uniformemente continua en A, entonces es

continua en A.

Teorema 1.8.1 Sea K C FE compacto, f: K — G continua en K, entonces f es uni-

formemente continua en K.

Definicion 1.8.2 Sea E y F espacios vectoriales normados y sea f: E — F una apli-

cacion, se dice que f es k-lipschitziana®si || f(x) — f(y)|| < klx —yl, Vx, y € E.

Si 0 < k < 1sedice que f es contractiva.

8Rudolf Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) Nace el 4 de mayo de 1832 en Konigsberg, Alemania
(hoy Kaliningrado, Rusia). Muere el 7 de octubre de 1903 en Bonn, Alemania. Su padre era un hacendado.
Empezo6 sus estudios universitarios muy joven, bajo la supervisiéon de Franz Neumann. También estudié en
Berlin con Dirichlet. Completé su doctorado en 1853 y fue lector de la tesis de Klein en Bonn en 1868. Sus

contribuciones mas notables se dan en teoria de niimeros, funciones de Bessel y series de Fourier, ecuaciones
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1.9 Aplicaciones lineales continuas

Proposicion 1.9.1 Sea E y I espacios vectoriales normados y sea f:E — I una
aplicacion lineal, entonces las proposiciones siguientes son equivalentes:

f es continua

f es continua en el origen

f es acotada en la bola unidad

existe M > 0 tal que || f(x)|| < M||x||, Vx € E.

Definiciéon 1.9.1 Sean E y F espacios vectoriales normados, el espacio de aplicaciones

lineales continuas de E a F, que denotamos L(FE, F) es un espacio vectorial.

Al espacio de funciones lineales continuas que son invertibles, lo denotamos Isom(E, F')

y es un subespacio de L(E, F).

El espacio vectorial de aplicaciones lineales lo denotamos £(E, F) D L(E, F).

Teorema 1.9.1 Si F es un espacio de Banach, entonces L(E, F') también es un espacio

de Banach.

Definiciéon 1.9.2 Sean E 'y F espacios vectoriales normados, una funcién f: E — F se

dice que es un homeomorfismo si f es biyectiva y tanto f como f~! son continuas.

Teorema 1.9.2 Sea E un espacio vectorial normado de dimensién finita y sea 2 C L(E)

formado por los elementos invertibles de L(E), entonces:

- SifeQcon|fl[=a"tygel(E), con|f-g|=BF<a=ygeQ

Q es un abierto de L(E)

diferenciales ordinarias y parciales, mecanica analitica y teoria potencial. Su trabajo en la interpretacion
mecanica de la geometria diferencial de Riemann resultaria un paso esencial en el camino hacia la teoria
especial de Einstein de relatividad: Lipschitz se recuerda para la “condicién de Lipschitz”, una desigualdad
que garantiza una solucién extraordinaria a la ecuacién diferencial y' = f(z,y). Peano dio un teorema de la
existencia para esta ecuacién diferencial, las condiciones garantizan por lo menos una solucién. Su trabajo
en la teoria algebraica de numeros lo dirigié para estudiar el cuaterniones y la generalizacion de las dlgebras
de Clifford. Lipschitz redescubri6 las dlgebras de Clifford y fue el primer en aplicarlas para representar

rotaciones en espacios euclideanos.
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3. p:Q — Q tal que p(f) = f~! es un homeomorfismo.

BMatrices Sean F, 'y GG espacios vectoriales normados de dimensiones finitas (n, m y r
respectivamente), con bases B, Br y B¢ respectivamente. Sea f€L(E, F), sea A(m xn)
la matriz asociada a f por las bases Bg y By y sea g€L(F, G) con matriz asociada B(rxm)
por las bases By y B. La matriz asociada a la composiciéon g o f € L(E, G), en las bases

Br y Bg es la matriz BA(r x n).

Observemos que si M,,x, es el conjunto de matrices m x n, es un espacio vectorial

normado (Banach) que es isomorfo a R"™™.

La norma en || ||; en R" induce una norma en 9, ,,, de modo que si A € M, «n, || A} =

sup || Ax||;. Se verifica que:

lIxfli=1

n

L [JAlf = sup [[Ax[y = max 3 .

Ixll1=1 tsIsni=1
2. |A||53 = sup ||Ax|l2 =  /max \;, donde Ay, ..., \, son los valores propios de A’A.
Ixll2=1 tsisn
n
3. [|Alli = sup [|Ax[[oc = max > |ai;].
lIxllco=1 lsisn =y

Sea F un espacio vectorial normado, la norma u — ||u|| es una aplicacién continua de

Een R, pues | [[ul| — [V | < [lu—v.

La topologia de E es separada ya que si x # y, d(x,y) = r y las bolas abiertas B(x, 3r),

B(y, 37) son disjuntas.

Definiciéon 1.9.3 Sea (w,),en una sucesioén en E, espacio de Banach, la serie de término

n
general u, es convergentea we E, si x,, = >, u; — u, es decir Ve >0, IN € N tal que si
i=1

o]
n> N = ||x, — u|]| < e. El limite u se denota ) w,.

n=0
Definicion 1.9.4 Sea (u,),cn una sucesion de E, espacio de Banach, se dice que la se-

rie de término general w,, es normalmente convergente, si la serie de las normas Y |u,]|
n>0

es convergente.

Nota Existen series convergentes sin ser normalmente convergentes, como por ejemplo

> (-1)nd.

n=1
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Teorema 1.9.3 Si la serie de término general u,, en E espacio de Banach, es normal-

mente convergente, entonces es convergentey | > w,| < Y [u,].
n>0 n>0

BComposicion de aplicaciones lineales continuas Sean F, F, GG espacios vectoriales
normados y sean f:E — F, g:FF — G aplicaciones lineales y continuas, entonces

go ftE — G es una aplicaciéon lineal y continua. Para todo x € E se tiene que

llg o FONN = Nlg(FONI < Mgl LF GO < llgl[[[£[HIx[l, por 1o que [lg o £l < [lg[| I f]-

Definiciéon 1.9.5 Sea E, F espacios vectoriales normados, la aplicacion f: E — F es
un isomorfismo si:
i) f es lineal y continua.

it) existe g lineal y continua, g: F — E, talque go f =Igy fog = Ip.

Es claro que estas condiciones implican que f es una biyeccién de £ en F'y que g es
biyectiva. Sin embargo si f es lineal biyectiva continua, no implica que la biyeccion
inversa g sea continua. De estas observaciones se tiene otra caracterizacién de los
isomorfismos: Para que f: E — F sea un isomorfismo es necesario y suficiente que

/ sea un homeomorfismo (de espacios topolégicos) y que sea lineal.

Sefialamos sin demostracion un teorema muy importante en analisis debido a Banach.

Teorema 1.9.4 Banach Si E'y F son espacios de Banach, toda aplicacién lineal con-

tinua biyectiva f: E — F es un isomorfismo.
Nota El teorema indica que la aplicacién inversa f~!: F — E es continua.

Definicién 1.9.6 Sean E, I espacios vectoriales normados, una aplicacién f: E — F

es una isometria si f es lineal biyectiva tal que ||f(x)||r = ||x||&, Vx € E.

Teorema 1.9.5 Sea E un espacio vectorial normado de dimension finita, entonces E es
un espacio de Banach y toda aplicaciéon lineal de E en un espacio vectorial normado F

es continua.
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Ejemplo 1.9.1 Si F = R, vamos a definir una isometria natural L(R, F') ~ F. Sea
y € F, la aplicacién lineal A — Ay de R en F, es continua pues | Ay|| = |ly|||\| y se tiene
una aplicaciéon ¢: FF — L(R, F') que es lineal. Ademas la aplicacion lineal p(y): R — F

tiene norma ||y]|.

Inversamente, sea f: R — F una aplicacién lineal y sea f(1) € . Asi se define una
aplicacion ¢ € £(RR, F') que es lineal. Es claro que ¢ y ¢ son inversas una de la otra y

cada una es una biyeccion. Ademads es una isometria, puesto que ||¢(y)|| = ||ly||.

Ejemplo 1.9.2 Sea F un espacio de Banach real; entonces 7 (F,R) es un espacio de
Banach real, llamado dual topolégico de F y sus elementos son formas lineales con-
tinuas de E. No debe confundirse con el dual algebraico, que comprende las formas
lineales continuas o no. Cuando E es de dimension finita n, el dual topolégico y el dual

algebraico coinciden, el cual es también de dimension n.
En general designamos con E* el dual topoldgico de E que es un espacio de Banach.

Ejemplo 1.9.3 Consideremos L(F, E) espacio de Banach, si F es de Banach. Ademas
go feL(E,E), pero g — go fy f — go f son lineales. Una aplicaciéon de este
tipo se denomina bilineal. En general si en un espacio vectorial normado H se define
una ley de composiciéon interna (llamada multiplicacién) bilineal se dice que H tiene
la estructura de algebra sobre el campo R. Asi tenemos que L(F, E) es un algebra

asociativa y tenemos una norma tal que ||g o f|| < ||g]| || f]-
Dado que E es de Banach, diremos que L(F, ') es un algebra de Banach. En general se
tiene que [|g o f|| # [|gl[ || f]-

Teorema 1.9.6 Si E es un espacio de Banach y si f € L(E,E), la serie ) %f" es
n>0 """

normalmente convergente. Su suma se representa por el

Nota Observemos que si go f = fo g se tiene e/ 0 e9 = e/*9, En particulare’ = I y

ef oe=f =Tie. el esinvertible en L(E, E).

Las afirmaciones anteriores son validas para toda algebra de Banach.
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Teorema 1.9.7 Sea E un espacio Banach y sea uw € L(E, E) tal que ||u|| < 1, entonces

I — u tiene inversa en L(E, E) dada por 3 u™
n>0

Corolario 1.9.1 Si |ju— I| < 1, entonces u tiene inversa dada por 3 (I —u)".
n>0

Teorema 1.9.8 Sean E, F espacios de Banach, sea Isom(E, F) C L(E, F), el subcon-
Jjunto formado por los isomorfismos E — F, entonces

i) Isom(E, F) es abierto en L(E, F)

it) la aplicacién ¢:Isom(E, F) — L(E, F), con ¢(u) = u~! es continua.
Nota Cuando EF y F tienen la misma dimension finita n y se identifica L(E, F') al
espacio de las matrices de n filas y n columnas. Se sabe que una matriz f es invertible,

si la condicion det f # 0. Por ser continua la aplicacion, f — det f de L en R, la imagen

inversa de R\{0} es un abierto i.e. det ' (R\{0}) = Isom(E, F).

1.10 Aplicaciones multilineales continuas

Definicién 1.10.1 Sean E1, Es,...,E,, F espaciosvectorialesy sea f: E1 x---xE, — F
una aplicacion, se denomina multilineal, si para cada k = 1,...,ny para cada sistema
de elementos a; € E;, i # k, la aplicacion parcial x;, — f(a1,...,Qk—1, Xk, Qg1,.-.,0Ap)

de E), en F es lineal.

Observemos que f(A1X1,. .., AnXn) = A1+ A f (X1, ..., Xp)-

Teorema 1.10.1 Sean FEi, E,,.. . E,, F espacios vectoriales normadosy sea f: E; x ---x
E,, — F una aplicacién multilineal. Las siguientes condiciones son equivalentes:

i) f es continuaen Fy x --- x E,

ii) f es continuaen (0,...,0) € Ey x--- X E,

it1) || f(x1, . .., x,)|| estd acotada en el producto de bolas unitarias, ||x1]] <1,...,||x,|| < 1.

Ejemplo 1.10.1 Aplicacion bilineal continua Sean F, F'y G espacios vectoriales
normados y sea ¢: L(F,G) x L(E,F) — L(E,G) la aplicaciéon compuesta i.e. p(g, f) =

gof.
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Observemos que esta aplicacion es bilineal y que ||g o f|| < ||g|l||f]|; lo cual implica que

v es continua y ||¢|| < 1.

Isometria entre L(E, F;G) y L(E;L(F, G))

Vamos a definir una aplicacion ¢: L(E, F';G) — L(E,L(F,G)) de la siguiente manera.
Sea f € L(E,F;G), f(x,y) es una funcién de dos variables x € E, y € F. Fijada x, la

aplicacion y — f(x,y) lineal de F' en GG y la representaremos fy. Se tiene:

1A= 1O < LMYl LA < AT

es decir fy es una aplicacion lineal continua, entonces x —— f, es una aplicacién
g:E — L(F,G) que también es lineal. Ademas |g(x)|| < ||f|l|lx]|, luego g es conti-

nua con ||g|| < ||f]|.
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Capitulo 2

Ejercicios de espacios vectoriales normados

2.1 Generalidades

1. Dar un ejemplo de dos subconjuntos A y B de X tales que B C Ay de una aplicacién
f:X — Y tal que f(A\B) # f(A)\f(B).
Solucién Tomemos X = {1,2,3},Y = {1,2}, A = {1,2}, B = {2}, donde f(1) = f(2) =
a, f(3) = b, entonces A\B = {1}, f(A\B) = {f(1)} = {a}, f(A) = {a}, f(B) = {a}, pero
f(A\B) = {a} # [(A\[(B) = .

2. Dar un ejemplo de aplicaciones f: X — Yy de subconjuntos A C X tales que:
a) f(X\A) C Y\f(A)  b) f(X\A) DY\f(A)  ¢) que no se cumpla a) ni b).
Solucién

a) Sea X = {1,2,3},Y = {a,b}, A = {1,2}, donde f(1) = a, £(2) = f(3) = b, X\A = {3},
FXNA) ={f(3)} = {0}, Y\f(A) = © C f(X\A).

b) Sea X = {1,2,3}, f(1) =b, f(2) = f(3) = a, A= {1}, f(A) = {b}, fF(X\A) = f({2,3}) =
Y 5 Y\f(4) = {a}.

©)Sea X = {1,2,3},Y = {a,b,c}, f(1) =1, f(2) = f(3) =b, A= {1,2}, B = {2}, X\A = {3},
JXO\A) = {b}, F(A) = {a,b}, Y\F(A) = {¢}, con lo cual tenemos que f(X\A) ¢ ¥\ f(A)
yY\f(A4) ¢ f(X\A).

3. ¢Se relacionan de algin modo los conjuntos f~1(Y\B) y X\f~(B), si f es una apli-

25
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cacionde X enY y B CY?
Solucién Searc f~1(Y\B) = f(z)eY\Bie. f(x)€Y, f(z) ¢ B=zc f 1Y) = X,
¢ f7YB) = reX\fYB)ie. fYY\B)C X\f YB).
4. Sea f una aplicacién f: X — Y, probar que las siguientes condiciones son equivalentes:
a) f es inyectiva
b) f(AN B) = f(A) N f(B), para todos los subconjuntos Ay B de X
¢) f1(f(A)) = A, paratodo A€ (X).

[

Solucién
(a = b)Seaye f(ANB) = y = f(z), para algin x € AN B = y = f(z) € f(A4),
y=f(z)e f(B)=ye f(A)N f(B), esdecir f(ANB) C f(A)N f(B).

Seaye f(A)N f(B) = y = f(za) = f(zp),conzs € A, x5 € By como f es inyectiva

=14 =2p€ANB = yec f(ANB), esdecir f(A)N f(B) C f(AN B).
(b = ¢) Sea z € f~1(f(A)) = f(z) € f(A) ie. Jua € A tal que f(z) = f(za), pero
f@)ef{ah)nf{zal) = f{atn{za}) # D =z =24 € A
Inversamente, si z € A = f(z) € f(A) = x € f~1(f(A)).
(c=>a) 8i f(z) = f(y), entonces y € f~!(f({z})) = {z} ie z =y.

5. Dar un ejemplo de una familia de conjuntos (A;);c; si:
a)l={1,23 bI=R oI=N d)I=[210]
Solucién

a) A} = N\{1}, Ay = N\{1,2}, A5 = N\{1,2, 3}.

b) A; =]i,00][, 1 € R.

o)A ={1,2,--,i},i e N.

d) A, =] —oc0,z],z€[2,10].

6. Dar un ejemplo de una familia de conjuntos (A, ),en que cumpla las siguientes condi-

ciones: ) # A, CR,¥Yn€N; A,11 CA,,VneNy () A, = Q.
nelN
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Solucién Tomemos A,, = [n,+oo[, entonces A,, # @, A,11 C A, ¥VneNy ) A, = ).
nelN

7. Sea (E,)nen una familia decreciente de conjuntos no vacios, es decir E,, D E,, 11, Vn € N
yE,#®,¥ncN. Sea E = ﬂ E, yseaF,, = E,\FE,+1. Demostrar que E;\F = U F,
neN neN
yque F,NF; =@ sii#j.
Soluciéon Sea z € FA1\F — z € Fy, 2 ¢ E = () E, = z € E; y 3dng € N tal que

neN

x€E,,_1,2¢ Ep = x€F,_1=2z¢€ |J F,.
neN

Inversamente, si z € |J F,, existe ng € N tal que = € F,,, = E,,\En,+1 1.e. © € E,,,
neN

x¢ Epgy1 = x€E1 ANz ¢ () E, = z€E\E.

nelN
Falta probar que F; N F; = @, si i # j. En efecto, si z € F; N F; con i > j, entonces
x€F; =FE\E;j11 = x € Ej,x ¢ Ej;1, pero como E; C E; 1, se tiene que = ¢ E;, 0 sea

x ¢ F; que es una contradiccién.

8. Sea f: E — F una aplicacion; se dice que X C F es estable si f(X) C X. Demostrar
que:

a) Si X es estable, entonces f(X) es estable.

b) Toda unién de partes estables es estable y toda interseccion de partes estables es es-

table.

¢) Si X C F existe un subconjunto D C E que es estable, tal que D D X y tal que si F es
una parte estable y X C F entonces D C F. Designemos con X esta parte estable, es
decir la parte estable mas pequena que contiene a X.

d) Demostrar que si X C Y — Xcv.

e)Sea f*(X) = fof" (X)), fL(X) = f(X)y f°(X) = X, demostrar que X = U FM(X).

neNU{0}

f) Demostrar que X = X U f(X) = X U f(/)?)
g)Sea F = f(E)y G = E\F, probar que VX C G, existe Y C F tal que f(X UY) =Y.

h) Si X, es la interseccion de todas las partes estables no vacias de F, demostrar que

Xo = f(Xo).
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Solucién
a) Si X es estable, entonces f(X) C X = f(f(X)) C f(X)1ie. f(X) es estable.

b) Sea (X;);cr una familia de partes estables, entonces f(|J X;) Cc U f(X;) € U X;, o sea

i€l i€l i€l
J X es estable.

i€l

Ademas f(() X;) C () f(X;) C () X;ie () X; es estable.

iel iel iel iel
c) Sea X C E'y como E es estable, el conjunto 9t = {D C E/X C D, D estable} # (), pues

E et

Sea X = [ D, entonces X es estable, pues f(X)=f( () D)c () f(D)c N D=
Dem Dem Dem Dem

X.
Ademas, si F es estable con X ¢ F = X C F, pues X = (N DCF.
Dem

d) Sabemos que X C Y C Y, Y estable = X C Y, Y estable = X C Y.

e) Probemos que X = J f"(X) es estable.

n>0
En efecto, sea A = L>Jof"(X) = f(A) = f( L>Jof"(X)) = L>Jl fMX)cXu L>Jl MX) =

A, es decir f(A) C Ay es estable.
Por otro lado, X ¢ A = X C A por ser X la parte mas pequefia que contiene a X.

Falta probar que A C X. En efecto, sea y € A4, ye |J f*(X) = y = f(z), con
n>0

x € f(X), para algin ng € NU{0} = y = f(z), z = f"(z), z€ X, perocomo X C X y

froti(X)c X =y = f(z) = frori(z) e X.

f) Tenemos que X = |J f*(X) = XU U f*(X) = X U f( U f”(X)) = X UfX) =

n>0 n>1 n>0

XUfT)?), ya que si Y = f(X), entones como X = X U |J f*(X) = f(X) = f(X)U
n>1
ng(f"(X))Zf(X)U L>Jlf"(f(X))=YU L>Jlf(Y)=Y=f(X)-

g)Sea X C GyseaY = f(X), entonces f(X U f(X)) = f(XUfT)?)) =f(X)=f(X)=Y.

h) Sea Xy = ()] X, entonces X, también es estable i.e. f(Xy) C Xo.
Xesta(gle
X#

Ademas f(Xy) es estable, por lo que Xy C f(Xo) i.e. f(Xo) = Xo.

9. a)Seax = (z1,...,2,) € R", probar que > z; < /n /> 7.
=1 =1
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b) Probar que x-y = ||x||||y|| cos 6, donde # es le angulo formado por los vectores x y y.
Utilice y verifique que ||y — x||* = ||x||* + |ly[|* — 2||x]| ||y|| cos6.
¢) Probar que si |x-y| = ||x]|| ||y]l, x ¥ ¥ son colineales.

Solucién

a) Por la desigualdad de Schwarz En: X = i z;-l > En: 12 i 2 =/n i x?.
=1 =1 \/ =1 \i= i=1
X

b) Probemos que |[x — y||* = ||x|| + [ly||* — 2||x| [ly]| cos 6.

En efecto, tenemos que ||x||? = b2 + ||x||? cos? 4,

I =yl = b + (lyll — [Ix]| cos )* =
x> sen 20 + [ly[|* — 2[|x|| [l ]| cos 6 + [[x]|* cos® 6 = [|x]|* + [[y[|* — 2[[x] |y|| cos®.
n n n n
Porotrolado, 3 (vi—y:)* = 3 ai+ 3 v7 =2[|x|| [ly[ cos§ = =2 37 wiyi = =2||x|| [[y]| cos,
i=1 i=1 i=1 i=1
oseaxy = ||x|||y| cosé.

c)Sixy ==£|x| |yl = 0 =006 =rie. xyy son colineales.

n n n
10. Sia1 > a9 > - Zanybl Zbgz ---an,entonces Zai-Zbi SnZalbl
=1 =1 1=1

(b —bj) >0, Vi, Vj = ajb; — a;bj — a;b; + ajb; > 0,

ai) bj + a; (Z bi>, Vi= n Y abit 0y ab; >
i=1 i=1 =1

Solucién Sabemos que (a; — a;

Msv

Vi, V) = Z a;b; + najbj >

i=1

() (£0) (B
() (£2)

2.2 Normas

1

n n n n
bl> = 2n Z a;b; > 2 Z a; Z bi, 0 sean Z a;b; >
1 =1 =1 =1 i=1

NGERR

11. Sea N:R? — R, N(x,y) = sup |z + ty|, probar que N es una norma sobre R? y
te[0,1]

determinar la bola cerrada de centro (0,0) y norma 1.
Solucién
a) N es una norma. En efecto, N(z,y) > 0, V(x,y) € R
Si N(z,y) =0= sup [z +1ty|=0= |z +1ty| =0,Vt€[0,1]ie sit =0,z =0ysi

0<t<1
t=1,y=0,0sea (z,y) = (0,0).
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Ademas N(A(z,y)) = sup |Az+ Aty| = |} sup |z + ty| = AN (z, ).
0<t<1

Por otrolado N((z,y)+(2',y')) = sup |:c—|—:c —|—t(y—|—y )| < sup |:v+ty|+ sup |:c +ty'| =
te[0,1] telo, te[o,

N(z,y) + N(2',y").

b) Consideremos la bola de centro (0,0) y radio 1, es decir el conjunto de (z,y) € R? tales

12.

que N(z,y) < 1.
Para z, y fijos debe satisfacerse —1 <z +ty < 1,Vt€[0,1].

Siz >0,y > 0tenemos que f(t) = x + ty alcanza =z+y
su maximo en ¢t = 1 i.e. f(1) = x + y y se cumple ]

que sup |z+ty|=|z+y| <1

te[0,1] x<0,y<10
Sixz <0,y > 0secumple que en valor absoluto, it
el maximo valor se alcanza en |z| o en |z + y|, que l

debe ser < 1.

Siz >0, y <0 se cumple que en valor absoluto,

el maximo valor se alcanza en |z| o en |z + y|, que

debe ser < 1.

Siz <0, y <0 tenemos que f(t) = x + ty, alcanza en valor absoluto el maximo en ¢t = 1
ie.|f(1)] = |z +y|ysecumple sup |z+tyl=|z+y|<1.

t€[0,1]
Finalmente tenemos que By ((0,0),1) = {(x,y) € R?/|z| < 1, |z +y| < 1}.

Sea E el espacio vectorial de aplicaciones continuas de [0,1] en R, con la norma || ||«

definida por || f||c = sup |f(t)|. SeapeN, fijo, (f1, fa, ..., fp)€EEP, N:R? — R definida
te[0,1]

por N(z1,...,xp) =

dar una condicién necesaria y suficiente para que N sea

p
Iifi )
i=1 00
una norma en RP.

Soluciéon La condicién N(x) > 0 se da por definicién; ademés se tiene que N(A\x) =

sup || Z Az fi( )HOO = [A|N(x).

te[0,1]

Xp: xifi

i=1

Por otrolado N(x +y) = = N(x) + N(y).

p
Z: (zi +yi) fi
Solo falta probar que si N(x) =0 = x=0.

P
yifi
=1

o0 o0
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p p p
Sl N(ZCl,IQ,...,Ip) = ZIle = 8Sup szfl(t)' =0 = ZIle :0, por SeI’H Hoo
i=1 o 0<t<1[i=1 i=1
una norma en E. Para que esto implique que z; = --- = z, = 0 debe tenerse que
fi,..., fp sean linealmente independientes en E.

13. Sea E el espacio vectorial de aplicaciones de clase C? de [0,1] en R, donde N, N/,

N!! son aplicaciones de E? en R, definidas por: Vf € E, Noo(f) = sup |f(z)], N..(f) =
z€[0,1]

[FO)+ sup [f'(x)]y NL(f) = [f(O0)+[f'(0)] + sup [f"(z)|. Probar que son normas
y compaiioly;;. e
Solucidén Es facil ver que cualquiera de las tres aplicaciones N* > 0; también N* (f +
9) < NZ4(f) + N2 (g). Por otrolado N, (Af) = [AINZ(/):
Falta probar que N (f) =0=— f =0.

a) Sea Noo(f) =0 = sup [f(z)[=02>|f(2)|,Vore[0,1]= f(z)=0,Yrec[0,1]

z€[0,1]
b) Sea NZ(f) =0 = [f(0)|+ Es%pl]lf’(fzr)l:0:>f(0):0y sup |f'(z)] =0= f(0) =0

y f(z) =0,Vz e [0,1] :>mféx) = Vee[0,1] = f(0) zzec[(:i), por lo tanto f(z) = 0,
Vo e[0,1]

¢) Sea NL(f) = 0= |F(0)| +|/(0)| + sup |f"(z)| =0 => £(0) =0, £'(0) =0y f"(x) = 0,
Vae[0,1] = f/(z) =c=0—> f(;)eio’clz]: 0,Va € [0,1].
Ahora vamos a comparar las normas. Consideremos f € E, por el teorema del valor
medio f(z) = f(0) + 2f'(u), con u € [0,1]. De esta forma |f(z)| < |[f(0)| + |z||f' ()] =
Neo(f) < [£(0)] + s (@) = N&(f)-
Aplicando un razonamiento andlogo se llega a N..(f) < N/ (f) < N’ (f), pero no son
normas equivalentes como lo demuestra el ejemplo siguiente.
Sea n € N*, tomemos f(z) = 2" = f'(z) = na"! = f"(z) = n(n — 1)2" 2. De esta

forma, No.(f) =1, N._(f) = n, N._(f) = n(n — 1) y las normas no son equivalentes ya

n(n—1)

—— =n — 1 no estan acotados.

que los cocientes 7

14. Sea E el espacio vectorial de sucesiones acotadas en R, u = (u,)nen tales que ug = 0.
Se define N (u) = sup |uy| y N(u) = sup |upt1 — Up-
nelN nelN

a) Demostrar que N, y N son normas sobre E.
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b) Demostrar que Vu € E, N(u) < 2N, (u) y que Ju € E\{0} tal que N(u) = 2N (u).

¢) Demostrar que N y N, no son equivalentes.
Solucién

a) N(u) = 0 = |up41 — un| < 0, Vn € N, por lo tanto usando induccion se sigue que
Upt1 = Up = ug = 0. Por otra parte N(u) =0 = |u,| =0,Yn e N = u,, =0,Vn € N.
Es claro que N(u) > 0y Ny(u) > 0. Ademas, Noo(u+u’) = sug [t + ul| < sup |u,| +
aup 0] = Noo(1) 4 Noo(t) y N+ ) = Sup s + st — ] < sp s
neN neN neN
Un| + 7511615 lug, 1 — up| = N(u) + N(u'). Por tdltimo, Noo(Au) = slelg [M|un] = A Noo(u) y
N(Au) = sup Mlunt1 = un| = [AIN(u).

b) N(u) = sup [tn41 — un| < sUp |upi1| + sup [un| = N(u) < 2N (u) ya que sup |u,| =

neN neN neN neN

Ny (u). Se define ahora la sucesion u = (u,,), tal que uo =0y u, = (—1)" paran > 1.
Luego N(u) =2 = 2N (u).

c) Sea 0 < € < 1, se considera la sucesiéon u = (u,,), definida por u,, = %n, sin < % yu, =1,
sin> % En este caso Ny (u) = 1.
Ahora, existe un ng € N tal que ng < % yno+1> %, por lo tanto u,, = %noe Y Ung+1 = 1,
entonces paran = 1,...,n9 — 1 se cumple u, 11 — u, = %e. Para n > ng + 1 se cumple
Upt1 — Up =1 —1=0.
Ahora se calculara u,,41—un,. En efecto, acuerdo con la definicion inge < 1<3(no+1)e,
por lo que |ung41 — Un,| = 1 — noe < 3€, yaque 1(ng +1)e > 1 = Inge + 3¢ > 1, i.e.
te>1—Inge. Asi, N(u) = Ley como e €]0, 1 es arbitrario, el cociente No(u)/N(u) no

est4 acotado.

15. Sea E el R-espacio de aplicaciones continuas de [0,1] en R y sea 0 # g € E. Se define
Noo, Ng: E— R por Noo(f) = s |f(@)|y Ng(f) = Noc(f9)-
a) Probar que N, es una norma si y sélo si el interior de ¢~ ({0}) es vacio.
b) Demostrar que N, N, son normas equivalente si y sélo si g~ 1({0}) =

Solucién

a) Las propiedades habituales de la suma y el producto de la norma son inmediatas. Por
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otrolado, Ny(f) =0<«<= sup |f(z)g(z)| =0 f(x)g(x)=0,Vxe[0,1].
Se probara que para quexi[s(:é]implique f(z) =0, Va € [0,1], es necesario y suficiente
que el interior de g~*({0}) sea vacio.
(=) Supongamos que no es asi, entonces existen a« y § € [0,1], con « < 3, tales que
g(z) = 0, Va € [a, 8], por lo que se puede construir una funcién f # 0, f € E tal que
fg = 0. Por ejemplo, se define una funcion de la siguiente forma: f(z) = 0, Vz € [0, «];
f@)=z—a,sia <z < $(a+8); f(z) = B—=a,si3(a+B) <z < Byportltimo f(z) =0,
si f <z < 1. En este caso, N, no es una norma.
(<) Ahora supongamos que el interior de g~!({0}) es vacio. Sea f € E tal que N,(f) =
0 = fg = 0. Sea x¢ € [0,1], como el interior de ¢g~'({0}) = (), existe una sucesién
(un)n C [0,1] convergente a x¢ y tal que g(u,) # 0. Asi, f(u,) = 0, Vn € N y por
continuidad f(zg) = 0, es decir f(x) =0,Vz €[0,1]i.e. f=0.

b) Vf € E se cumple Ny(f) < Noo(f) - Neo(g)-
Si g71({0}) = @, entonces existe un « tal que |g(z)| > o, Vz € [0, 1], pues g es continua

n [0,1]. Por lo tanto, N,(f) > aN(f) y son equivalentes.

Si g~ 1({0}) # @, entonces existe un xo € [0, 1] tal que g(x¢) = 0. Sea € >0, 31 >0 tal que
Vaelzg—n,z0+n[N[0,1], [g(z)| < 1e. Sedefine f(z) = §(z—x0+1n), sizg—n < z <z,
flz)=%(@o+n—2a),sizg <z <z0+ny f(x) =0, siz no estd en estos intervalos. De

esta forma No(f) =1y Ny(f) = %e y las normas no son equivalentes.

16. Sea (F,| ||) un espacio vectorial normado. Probar:

8) VX, v, 7, t € B, x — vl + 12— tl] & IIx — 2]l + iy — 6] > x — 6] + [}y — .

b) Vx,y, z€ E tales que x+y+z = 0 se tiene |[x—y| + ||y —z| +[|z— x| > 2(||x[|+ly]+]z])-

0 Vx, y € \{0} se cumple [x — yI| > §supfllxl Iyl 7% = 7l

v,y € B[O, I -yl = 30l + Iy Dl 27 -
Solucién

a) Sabemos que [[x—y||+[y—t| > lx—t, [x=yl+[x—z| = [y -z, [x—z[|+[z—t] > [lx—t]|
vy —t|l + ||z — t]] > ||y — z||, luego se suma y se tiene el resultado.

b) 2([[x—yll+lly =2l +lz—x[) = ([x=yll+lly —2l) + (lz— x|+ l[x =y )+ (ly —z[l+[lz—x]]) =
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[(x=y)=(y=2) |+ [[(z—x) = (x=y) [+ (y —2) = (z=x) || = [|=3y|+[|-3x]|+[| 32| = 3(l|x[|+
[yl +lzl), pues x+y+z = 0, 1o que implica ||x—y||+[ly — 2/ +[lz—x|| > S([|x[|+]y||+]|z])-

ol supdlxl vl =

lyl
1| x y _ 1 =l oy _ 1 [l 1 Ixly _
sl = Ty Nl = 2l = gl = 2l =y +y = pyll < s (==l + Iyl (1 = 57)) =
sl =yl + Iyl = lIxl) < 3(x = yll + [Ix = yl) =[x -yl
d) Se observa que 1 (||x|| + [ly|)) < & sup(||x[. [ly||), entonces por c) tenemos que:
x —y|| > Lsup{|x||, X > L(|Ix|| + x Y
[x =yl = 5 sup{|[x]| Hy”}HHxH ||YHH 2 ([l Hy”)HHxH ||YHH

17.

18.

19.

Sea E un espacio vectorial normado y 7: E — E definida por T(u) = u < |jul| < 1y

T(u) = ||UH <= ||ul| > 1. Probar que | T'(u) — T'(v)]] < 2|[u—v]|.

Solucidén Si ||ul| <1, ||v]] <1, entonces ||T(u) — T (V)| = |Jlu—v| <2||u-v].

Si |lul] > 1, ||v]| > 1, entonces ||T(u) — T(v)|| = Hm - ﬁH < MHu —v| <
2|lu — v||, por el ejercicio 16d), pagina 33.

Por tltimo, si |[ul| < 1, ||v|| > 1, entonces ||T(u) — T'(v)| = ||lu— ﬁ” <flu—v|+|v-
il = = vl + w10 = o) = = vl v = 1< =]+ vl =l < 2= v]L

Sea E un espacio vectorial, N y N> normas sobre E. Sea By = {x € E/N;(x) <1}y
By = {X S E/NQ(X) < 1} Probar que si By = B, — Ny = Ns.

Solucién Supongamos que B; C By, entonces VxeE\{0}, ac[0,1[, Ny (

« _
M) x) = a<l,

lo que significa que X€ B C By, porlo que N, (Wx) <1, esto es aNo(x) < Ny (x).

N 1( )
Si o — 17 se obtiene Nao(x) < Ni(x).
Similarmente se prueba que si By C By = N;(x) < No(x) y entonces necesariamente

Nl(X) = NQ(X), Vx € FE.

Sea FE un espacio vectorial normado y sean a, b€ E, r >0, s > 0, A # 0. Demostrar que:

a) B(a+b,r +s) = B(a,r) + B(b, s).

b) AB(a,r) = B(Aa, |\|r).

¢) B(a,r) N B(b,s) # @ < |la—b|| <r +s.

d) B(a,r) = B(b,s) <= (a,r) = (b, s).

Solucién
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a) Sea x€ B(a+ b,r +s), seay = Tis(rx—i-s(a—i-b)), u=y—-b,v=x-y+b,
entonces u +v = x, [u—a| = [ly - (a + b)|| = 775[x — (a+ b)| < r. Por otro lado,

[v—Db|=[x-yl= rj_SHX—(a—i—b)H <s=x=u+veB(ar)+ B(b,s).
Reciprocamente, sea u € B(a,r), v € B(b, s), entonces |[lu+v — (a+b)|| < |[lu—a| +||v—
b||<r+s,porloqueu+veB(a+b,r+s).

b) Sea x € AB(a,r) = x = \y, y € B(a,r) = [|[x — Aa|| = |\||ly — a|| < |A|r, entonces
x € B(Aa, |A|r).
Inversamente, sea ye B(\a, |A|r) = |ly—a||<|A\|r = |ly/A—a||<r = x = %yeB(a, ),
por lo que y = Ax € AB(a,r).

¢) Si existe x € B(a,r) N B(b,s) = |la—b|| < [la— x|+ |[b — x| <7 + s.
Reciprocamente, supongamos que ||a—b||<r+s, entonces sia = b = B(a,r)NB(b,s) =
B(a,min{r, s}) # (.
Sia#b,3d\tal que 1 —

S r _ _ _ .
Ta=b] <AL Ta =B’ Seac=a+ A\(b—a), entonces ||a—c|| =

Mlb—al<ry|b—c|=(1-MN|a-b| <s,porloquece B(a,r)NB(b,s).
la —b]

T

d) Supongamos B(a,r) = B(b,s) y a # b, entonces 3N € N tal que si N > . Sea
1 r 1 .
¢, =a+ (—L5—+ —=)(a—Db), entonces ||c,, —a| = (——+7 — = )|]a—Db| <r,sin>N,
(||a—b|| ) ) | [ (||a—b|| )l |
por lo tanto ¢, € B(a,r) = B(b,s) y en consecuencia |/c,, — b|| <s, si n > N, es decir
|Ha117b|\ - % + 1|-/la — b|| < s. En particular se deduce que (1 — %)Ha —blj<s—r,si
n> N y cuando n — oo, |a — b|| < s —r. Andlogamente ||a — b|| < r — s y finalmente
a = b, que es una contradiccion. Asi lo que supusimos es falso y a = b. Claramente, si

a=b—r=s.

La otra direccion es evidente.

2.3 Topologia de un espacio vectorial normado

20. Demostrar que normas equivalentes definen los mismos abiertos i.e. todo abierto por

una norma es unién de abiertos por la otra norma.

Soluciéon Sean N; y N> dos normas equivalentes y sea B;(a,r) una bola abierta para

la norma N;. Probemos que Bj(a,r) = |J B2, donde los By son bolas abiertas para la
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norma No.

Seay € Bi(a,r) = ||y — a||1 <r, entonces I, 8 > 0 tales que a||y — alj2 < |y —alj1 <
Blly — al|2, entonces 3 py, > 0 tal que Bi(y, py) C Bi(a,r)ie. Yz € Bi(y,py), |z — a1 <.

Probemos que B(y, py/8) C Bi(a,r).

En efecto, sea z€ Ba(y, py/B) = [|z—yl2<py/B = Bllz—yl2<py = |z2—y|1 <py =

Z EBI(YaPy) - Bl(avr)'

Asitenemosque |J Ba(y,py/8) = Bi(a,r).
y€E€Bi(a,r)

21. Dar un ejemplo en R de:

a) Una interseccion de abiertos que no sea abierta.

b) Una unién de cerrados que no sea cerrada.

¢) Demostrar que Q C IR no es abierto ni cerrado.
Solucién

a) N ]0,1+L[=70,1].
nelN

b U [L1]=]0.1].

neN

c) Observemos que @ = Ry que Q = Q.

22. Sea E un espacio vectorial normado, A C F abierto y sea x € F; definimos x + A =
{x +a/ac A}. Demostrar que x + A es un abierto.

Si B C E definimos B+ A= {b+a/bec B,ac A}; pruebe que B + A es un abierto.

Soluciéon Seazex+ A = z =x+a,conac A = dp>0 tal que B(a,p) C A,
entonces B(z,p) = Bla+x,p) C x+ A. En efecto,seay € Bla+x,p) = |ly —a— x| =
lly—x)—al|l<p=y—x€B(a,p) CA=y—x=4a,cona’ € A= y=x+aex+A
Observemos que B+ A = |J b+ A, por lo tanto B + A es un abierto, al ser unién de

beB
abiertos.

23. Sea A = {(z,y) € R?*/y = sen %}, B ={(0,y) € R?/|y| < 1}. Demostrar que B C A .

Solucion Sea (0,y)c Byseaac[—7, 5| tal quesen a = y. Dado e >0, existe n € N* tal
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1 1
m<€:>sen 1
nm+ «

B((0,y), €) = AN B((0,y),€) £ @ i.e (0,y) € A.

que 0 <

= sen (nm + a) = sen « = y, es decir (ﬁ,y) €

24. Sea E un espacio vectorial normado, A C E, definimos la frontera de A por Ft(A) =
AN E\A. Demostrar que:
a) §t(A) C A <= A es cerrado.
b) §t(A) N A = () <= A es abierto.

¢) 3t(A) = @ < A es abierto y cerrado.

Solucion
a)(=)Seaxc E\Ad = x ¢ A = x ¢ Jr(A) = x ¢ A, por lo que Ip > 0 tal que
B(x,p) N A=, o0sea B(x,p) C E\A= E\A es abierto y A es cerrado.
(<=)Si Aescerrado, A= A= Ft(A) = An E\A=An E\AC A.
b)(=)SeaxcA=—=x¢ Ft(A) = x¢ Aox¢ E\A— x ¢ E\Ay existe p > 0 tal que
B(x,p) N (E\A) = ) = B(x,p) C A, i.e. A es abierto.
(<=) Si A es abierto, E\A = F\A = §t(A)NA = E\AN ANA=An(E\A)n A=
ONA=0Q.
¢) (=) Fr(A) = @ C A = Aes cerrado por la parte a) y Ft(4) = @ = Fr(A)NA =) =

A es abierto, por la parte b).

(<=) Si A es abierto, Fr(4) N A = (@ ysi A es cerrado, Ft(A) C A = Fr(A) = Q.

(o)

25. Dar un ejemplo de conjuntos de una parte A C R paralacual A, 4, A, A, A

D>O\o
ol

’

sean dos a dos distintos.

Solucién Se considera el conjunto A = [0,1[U]1,2[U(]3,4[NQ) U {5}, entonces A =

[0,2]U[3,4]U{5}, A =]0,1[U]1,2], A =]0,2[U]3,4, A = [0,2], A =]0,2]. Por
dltimo A = [0,2]U[3,4]y los conjuntos son dos a dos distintos.

26. Sea I un espacio vectorial normado. Probar que:

a)Aesabierto<:>/ci:A b)AﬁB:Zﬁé c)/ci:E\Tél
d) A\B =A\B A =A HA =A
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g ACB= A CB.

Solucién
a) Es evidente por la definicién pues si A es abierto A = A. Inversamente si A = A,
entonces es abierto pues A es abierto.

b)Seobservaquef(i CAyé CB,luegofi ﬂé CAﬂB:>IZﬂB? Cc AnB. Por otro

Q o

lado ANB Cc ANBC A= ANDB C A, porser AN B el mayor abierto contenido

en AN B.

o

De la misma forma se pruebaque ANB C B ytenemosque ANB C ANB.

¢) Se pueden establecer las siguientes equivalencias: xe A <= I\>0tal que xe B(x,\) C

A CAe=3rn>0tal que B(x, )N E\A= @ <= x ¢ E\A <= x € E\ E\A

d) A\B = An(E\B) = An E\B = A N(E\B), por la parte c), pero esto es igual a

A\B B B
e)/ci C/ci :>/icxz éjcj.Porotroladoz C/i:>/i C/i:/ci
DACA=— A =4 ytambién A CA=—A CA =A== A CA.

c A
ggACB=—A CACB= A C B,porser B el abierto mas grande contenido en B.

27. Sea FE un espacio vectorial normado y sea A C F un abierto, demostrar que m =
E.
Solucién Supongamos que E¢ AU (E\A), entonces existe un elemento x € F tal que
x ¢ AU(E\A). De esta forma existe ro > 0 tal que B(x,ro) N (AU (E\A)) = (. Asi
que B(x,79) C E\(AU (E\A)) = (E\A) N (E\(E\A)) = (E\A) N A y en particular,
B(x,70) € E\A = B(x,70) NA = ) = x ¢ A = x € E\A que es una contradiccién.
Asi debe tenerse E C AU (F\A). La otra inclusién es obvia.

28. Sea E un espacio vectorial normado, A un abierto de £y B C E. Demostrar que
AN B = AN B. Dar un ejemplo de abiertos Ay B de R tales que AN B, ANB, AN B,
AN B sean dos a dos distintos.
Solucién Es claroque ANB C AN B.

Seaxc AN B, entonces Ve >0 se cumple B(x,e)NANB # (). Seay€ B(x,e)NANB =
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y € B(x,€) N A que es abierto por ser interseccion de dos abiertos. Luego existe un « tal
que B(y,a) C B(x,€)NA. Peroye B = () # B(y,a)N B C B(x,e)N AN B, por lo tanto
x€ ANB.

Para los ejemplos tomamos A = ]0,1[U]3,5[y B = |2,3[U]4,6[, entonces A N B =

[4,5[,ANB=14,5], ANB=[4,5],AnB ={3}U[4,5].

29. Sea E un espacio vectorial normado. Demostrar que:

a)SiUyV sonabiertosysilU =V =E=— UNV = E.

b)SinVsonabiertosdeEysiUﬁV:Q):>(§ rﬂ_; = Q.

c)SiFszoncerradosconZ; e =0 = ﬁ@ = Q.
Solucién

a) Sea xc E, comoxcl = E = B(x, e)NU # (), Ve>0. Si tomamos y< B(x, €)NU, entonces
existe a > 0 tal que B(y,a) C B(x,e)NU,peroy € E =V, porloque B(y,a) NV # @}y
@ # B(y,a)NV C B(x,e) NU NV y como esto es cierto Ve > 0, setlenequexe UﬁV

b) Dado que U NV = Q):>UCE\V:>UC BW=EV =BV —0 c E\V =
E\V:>U ﬁf/:@:H? rﬂ_/ = 0.

c) E\lg = W:E\Cov' = E\G = E. Por la parte a) se tiene que (E\F)N (E\G)=F —

E\(FUG)=FE\ FUG =E= FUG = 0.

30. Sea E un espacio vectorial normado, sea a€ E 'y F un cerrado tal que a ¢ F. Demostrar
que existen dos abiertos disjuntos U y V talesqueac Uy F C V.
Solucién Sea p = 3d(a,F) >0,sea U = B(a,p) ysea F C V = UFB(X, p) y tenemos
pdS
que UNV = (), pues sino existiriay e U NV, con ||y —al| < py ||y — x| < p, para algun

xeF = |x—a|| <|y—a||l+]|y—x[<20 = 2p = irellfm||x—a|\<2p, que es una
X

contradiccion.

31. Sea E un espacio vectorial normado y sea A una parte de E, se dice A es una parte
rara (o el conjunto es raro) si y sélo si A = (). Las siguientes tres propiedades son
equivalentes:

a) A es rara
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b) A es rara.

¢) E\A=E.

d) Probar que si A y B son raros, entonces A U B es raro.

32.

Solucion
Aesraro <= A = () « E\A = E\A=E. Porotrolado A = A, entonces A es raro

<= A es raro.

. . . . , . y — /L\
Ahora se aplica el ejercicio 29 c), pagina 89, con A = F'y B = G, entonces F UG =@ =
—_— _°
AUB = AUB.
Sea F un espacio vectorial normado, X C E. Probar que las siguientes propiedades son
equivalentes:

a) Todo punto de X es un cerrado de X.

b) Para todo par de puntos distintos de X, existe un vecindario en X alrededor de uno de

los puntos que no contiene al otro.

¢) Para todo x € X la interseccién de los vecindarios de x en X es igual a {x}.

d) Para toda parte A de X, la unién de partes cerradas de X inducidas en A es igual que

33.

A.

Solucién

a) = b) Six # y, entonces X\{x} es un abierto (es decir un vecindario) que contiene

ay perono a x.

b) = ¢) En efecto, siy € ﬂX Vi (con Vi un vecindario de x), entonces y € X\{y}, ya
x€

que X\{y} es un abierto que contiene al x, lo cual es una contradiccion.

c) = a) Sea x € X, Vy € X\{x}, existe un abierto U, tal que y € Uy y x ¢ Uy, esto

implica que X\{x} = | Uy que es abierto, lo que implica que {x} es un cerrado.
yeX\{x}
a)—d) A= | {x} C X.
xXEA

d) = a) Sea A = {x} C X, como es la unién de cerrados, {x} es cerrado.

Sea F un espacio vectorial normado, X una parte de . Las nociones de abierto, cerrado,

interior, adherencia son relativas a X. Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) YU C X abierto de X, U es abierto de X.
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b) VF C X cerrado de X, I' es un cerrado de X.

(o)

OVACX, A —=A.

ol

d)VBC X,B = é .
e) YU, V abiertos de X talesque UNV = @, se tiene U NV = .
) VF, G cerrados de X tales que F'U G = X, se tiene 1; U CO¥ = X.
Solucién
(a = b) Sea F' C X cerrado de X, entonces X\F = X\}% es abierto de X — F es
cerrado de X.
(b = a) Sea U C X abierto de X, entonces ’)ﬁﬁ = X\U es cerrado de X = U es

abierto de X.

(c=dSeaBC X = X\B = X\B = X\B=X\B= X\B =X\B =

=B.

ol

@=—0Sead X — X\4 = T — X\A = X\4 — X\4 = X\4 —
X\A =xX\A = 4 4.

(e = f) Sean F y G cerrados de X tales que FUG = X = X\FNX\G = @ y son
abiertos, con lo cual X\F N X\G = ¢ = X\}% ﬁX\COTY = X\}% Wle. y por lo tanto
FUG =X,

f=—e)Sean Uy V abiertos de X talesque UNV = ) = X\UU X\V = X y son

cerrados, entonces X\U U X\V X = X\UUX\V X\UﬁVyporlotanto UﬁV 0.

(a = c¢) Sea A C X, entonces A es un abierto y A C A con A abierto. Pero A es el

ol

abierto mas grande contenido en A que es abierto =— A = A.

(o)

(c => a) Sea U C X abierto, entonces U =U = U = U que es abierto.
(a:>e)SeanUyVablertostalesque UNV =0 =UcX\V=1Uc X\V=

X\V = T =0 = X\V X\V=10nV= q)

Sio
Il

(f = a) Sea U abierto de X, entonces U N X\U =0 =Un X\U =UNnX\

(¢ = U c U, porlotanto U = U es abierto de X.
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O
. P

Sea E un espacio vectorial normado, acE, p>0, probar que B(a,p) = B(a,p)y B(a,p) =
B(a, p).

Solucién Sea x € B(a,p) y sea x, = ~a + (1 — 1)x, entonces x,, — x y x,, € B(a, p),
pues |x,, —al| = (1 — 1)||x — a|| < p, por lo tanto x € B(a, p).

Sea x € B(a, p), entonces Vn € N, existe x,, € B(x, 2) N B(a, p), con lo cual x,, — x, con
x, € B(a,p) = x € B(a,p).

Sea x € B(a,p) C B(a,p), entonces ||x — al| < p y si tomamos p' = p — ||x — a||, se tiene
que B(x,p') C B(a,p) C B(a,p) = x€ B(x,p') C m , ya que m es el mayor

abierto contenido en B(a, p), pues si || x, — a| < p = lim ||x, —al = ||x —a| < p.
n—oo
O

o —
Sea x € B(a,p), entonces 3p’ > 0 tal que x € B(x,p’) C B(a,p) = ||x — al| < p, con lo
cual se concluye que ||x—al| < p. En efecto, si || x—al| = p se cumple que B(x, p’)¢ B(a, p),

/ . ., ’ ’7_\
YV p' >0, lo que es una contradiccion. Asi se concluye que B(a,p) C B(a,p).

Sea E un espacio vectorial normado y sean A y B dos partes de FE, A € R. Demostrar
A+Bc A+ B, M= )\fl,/c{ +]§ C m y :\EE —AA. Probar ademas que se puede
tener A+ B# A+ By m ;é/(i +B.

Solucién Sea x € A + B, entonces existen a € A4, b € B tales que x = a + b. Por otro
lado, existen dos sucesiones (a,,), C Ay (b,), C B, tales que a, — ay b, — b. Asi,
a,+b, —xyxe A+ B.

Sea x € A\, entonces 3(x,, )nen C A tal que x,, — X, con X, = Ay, yn € A. De esta

forma y, — +x € A, por lo que x € \A.

A
Similarmente, si x € A\A = x = )y, con y € A. Asi, existe una sucesioén (y,), tal que

Yn — ¥, cony, € A, pero \y,, — \y = x € \A.
Seaxefi—H§,ent0ncesx:a—i—b,conaej,beé y existen a y 5 > 0 tales que
B(a,a) C A c Ay B(b,B) C B c By como B(a+ b,a+ ) = B(a,a) + B(b,) C
A+B=x¢ m

1 1

Seaxe A4, existe p > 0 tal que B(x,p) C \A = B(%x, mp) CA= Xxe/i , por lo

quex €A,
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De la misma manera, si x € A A, entonces %x €A = Jp>0talque B(lx, p) C A=

A
B(x,|\p) CAyxe AA.
Sea £ = R?, A = {(v,y) € R?/zy = 1}, B = R x {0}, entonces A + B = A+ B =
{(z+2, %) eR?/zeR*, 2’ e R} = R?*\(R x {0}) y de esta forma A + B = R>. También,

A+B =@, A+B =A+B.

Sea E un espacio vectorial normado, F un subespacio vectorial de E tal que F # ),
probar que F = E.
Solucién Dado que F # @, Jac F C Fy p>0 tal que B(a,p) C F. Sea x € F tal

que x # a, entonces a + L(x —a) € B(a,p) C Fycomo F es un espacio vectorial

2[|x — al
normado se deduce que x —ac ' = xc F.
Sea E un espacio vectorial normado, F un subespacio de F, demostrar que F es un
subespacio de E.
Solucién Seanxyy < F, a, 3 € R, existen dos sucesiones (x,,)neN ¥ (¥n)nex C F tales

que X, — Xy ¥, — ¥, por lo que ax, + By, € F y ax, + By, — ax+ fy € F.

Sea E un espacio vectorial normado, U un abierto de E, C el cono de vértice 0 sobre U,

es decir C = {\x/\ >0, xc U}.

a) Demostrar que C' es un abierto.

b) Demostrar quesi0 e U = C = E.

Solucion

a) C = |J {\x/x €U} es abierto, ya que {\x/x € U} es un abierto, V \ > 0.

A>0

b) Dado que 0 € U abierto, 3B(0,p) C U. Seax € E = y = -2 € U, por lo que si

39.

(1] 2
A= 2”7>§ﬂ tenemos que \y = x € C.
Determinar todos los cerrados de R conteniendo a Q. Dar un ejemplo de una parte de
R que no sea la interseccién de un abierto y un cerrado.
Solucién Sea F un cerrado tal que Q C F, entonces R = Q ¢ F = Fy F = R.
Ademas Q) es una parte de IR que no es interseccion de un abierto y un cerrado, porque

si Q = AN B, con A abierto y B cerrado, entonces Q C By R = Q C B C IR, con lo que
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B =R. Luego Q = ANR = Ay Q seria, lo cual es una contradiccion.

Demostrar que el conjunto {(x,y) € R?/z + y > 1} es un abierto de R? y que el conjunto
{(z,y) € R*/2% + 2%y + zy* + y* — (2? + y*) = 0} es un cerrado de R? de interior vacio,

teniendo (0,0) como punto aislado.

zo+yo—1

V2 1
de (z0,y0) alarectar +y—1=0esigual a %1.

Solucién Sizo+yo>1, B((xo, o), ) C {(z,y)eR?/x+y>1}, pues la distancia
Para probar la otra parte, se sabe que 23 + 2%y + 2y? + y3 — 22 —y? = (22 + *)(x + y) —
(@2 +y) =22 +y)(z+y—-1)=0<z+y=1loxz=y=0.

Asi E = {(0,0)} U {(2,y) e R*/x +y = 1}

y (0,0) es un punto aislado, puesto que

B((0,0), %) NE={0,0)}.

Por otro lado, V(z,y) € E, B((z,y),p)¢ E,

Vp>0,0sea B = (), pues (z+ $,y) ¢ E

yaquer+ 5 +y—1=5#0. —

Sea (un)n>0 una sucesion de nimeros positivos tales que u,, — +oc. Para cada n € N

se da un cerrado F,, de R incluido en R\ [ —uy,, u, |. Probar que |J F,, es cerrado de R.

Soluciéon Sean A, = R\F,, F = |J F,, entonces A =R\F = F]G]NAn V[ —tn,un] C Ap.
Sea x € A, existe ng € N tal que V:ZNIN, n>ng = u,>|z|+1 ;Zzisten €0y---5€ny ERT
tales que Vn € {0,...,no}, B(x, €,) C A,.

Sea € = inf{1, €g,...,€,}, entonces B(z,e) C A,, Vn € N = B(x,e) C A, asi que A es

un abierto y por lo tanto F' es un cerrado.

Sea U abierto de R, a cada = € U se asocian los elementos 2/, 2"/ de R = R U {—oo0, +-00}
definido por 2’ = inf{ly e R/y <z, |Jy,a| C U}, 2" =sup{z € R/z <z, |z,z| CU}yse

denota I, = |/, 2" [.

a) Probar que I, es el intervalo abierto més grande que contiene a x y esta contenido en

U.

azo +byo + ¢
Va? +b?

1Recuerde que la distancia de un punto (zo,v0) a la recta ax + by + ¢ = 0 es igual a
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b) Sea f:U — R una aplicacion estrictamente creciente y acotada; probar que Vn € N*,
existe a lo sumo un nimero finito de intervalos I, = ]2/, 2" [ distintos, tales que f(z") —
J@) > 5.

¢) Deducir que U es la union de una familia a lo sumo numerable de abiertos dos a dos

disjuntos.
Solucion

a)Seazel, =2, 2" [= z<zo0z>u1.
Siz<z=]z,z[CUyaquer <z= z€U.
Siz>x=]z,z[CUyaquez<z”" = zeUie. I, CU.

I, es el intervalo abierto mas grande que contiene a x y esta contenido en U, ya que si

tenemos un intervalo J = | o, 3 | con esta propiedad, ' < «, 3 < 2.

b) En efecto, es claro que Vn € N* siempre se puede encontrar un intervalo I, = |2/, 2" [ tal
que f(ac”)—f(:c’)>%, pues en caso contrario, | f(z”)— f(z )|< ,VneN = f(z") = f(z'),

con 2’ < 2, que es una contradiccién pues f es estrictamente creciente.

Si existe un ndmero infinito de intervalos I, disjuntos tales que f(z”) — f(a’) > %,
entonces dado A >0, 3n € N tal que n > A, por lo que si escogemos n? intervalos con la

propiedad, los ordenamos de modo que:

o< <ah<---<al,<all, = f(al)= F@)> 5, F@l) — F@l)> 5, Fa) - F@) >0,
Vi=1,....n° = f(a)2) = f(a2) + f(@),2) = f@ya_ )+ f@nay) = F@he )+ f(@,2,) —
F@la o)+ f@ls )= (@ o)+ F (@ha_y) =+ (@)= f(a}) = f(aha) = f () >n? (F+0) =

n > Ai.e. f no es acotada, lo que es una contradiccion.

Se concluye que los I, son dos a dos disjuntos y que la suma de las longitudes de las

imagenes de un ndmero finito de intervalos I, es inferior o igual a M — m, donde M =

sup f(z), m = inf f(z).

zeU zeU

¢) Si U es acotado, usando f = I: U — R que es estrictamente creciente y acotada, por lo

que U = |J D,, donde D,, es la unién finita de todos los intervalos I, = ]2/, 2" | tales
nelN
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que f(z")— f(2')=2" — 2’ > %
Si U es un abierto no acotado, U se escribe como union numerable de conjuntos acotados

U (Jn,n+1[NU) y se usa la primera parte de c).
nez

43. Sea F un espacio vectorial normado, (4;);cs una familia de partes de E.

a) Probarque N 4, c N4, U A c U A, ﬂA c N A yUA C UA

icl icl icl el icl el

el
b) Encontrar ejemplos en que la inclusion es estricta.

Solucién

a) Se tiene que Vi € I; (| A; C A;, porloque () A; C A;,Vie I,luego () A; C () As.

el B i€l B el el
AhOI‘aVZEI,AlCUAZ:AlC UAz:> UAzC UAz
i€l i€l il icl

O

Por otro lado, (| 4; C 4;,Vie — ﬂA C A = ﬂA N A.
el el i€l =

También se cumple, Vi € I, A C UA = U A C UA
el zEI

b) Para los ejemplos, tomemos I = {1 2} E=RyA; =]-1,0[,A2=]0,1[. Asi, Ay N Ay =
O = A, NAy # AN Ay = {0}.

Seal =Q, F = IRyA_{z}:>U{} Q # U{} Q=R.

el

Seal = Q, F =R, A = R\{i} = ﬂA—]I—IR\(Q Por lo tanto ﬂA =@ #

iel
N A4 =1L
iel
Por dltimo, si se toma I = {1,2}, F = R, A; = [—1,0], A = [0,1] = A; U Ay =
|-1,0[U]0,1[# AjUAy =]-1,1].

44. Sean F y I espacios vectoriales normados, A C E, B C F.
a) Probar que A x B= A x B, ﬁz? —A xé.
b) A x B es cerradoen F x F' <= A es cerrado de F' y B es cerrado de F.
A x B es abierto en E x F' <= A es abierto de F' y B es abierto de F'.
¢) Fr(A x B) = A x Ft(B) UFt(A) x B.
Solucién

a) Sea (a,b) € Ax B <= VA >0, B((a,b),A\)NAx B # () + ¥\ >0 se cumple que
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O+ B((ab),3)NAx BC B(a,3)xB(b,3)NAxBC B((a,b), ) NAx B <= YA>0,

B(a,3)NA#QyB(b,4)NB#(<acAybel« (ab)cAxB.

o o —— o o o o
Es facil verque A xB € AxB,puessiAd C A,B C B— A xB C A x B, pero

o

A X B esun abierto, lo que implica A x B ¢ Ax B.

)xB(b,2) C AxB —

Si(a,b)e Ax B — 3B((a,b),\) C Ax B C Ax B=> B(a, 5

N[>~

B(a,%) cA yB(b,%) Cé,esdecir(a,b)ej < B.
b) Ax Bescerrado<= Ax B=Ax B=Ax B,porlapartea) < A=Ay B =B.

A x B es abierto <= A x B :AxB:/i xl% <:>A:/Ci yB:é.
¢) Fr(AxB) = Ax BN(E x F\A x B) = AxBN(( E\AxF)U(Ex F\B)) = (AxB)N( E\Ax

F)U(Ax BNE x F\B) =[(An E\A) x BJU[A x (BN F\B)] = §t(A) x BU A x §t(B).

45. Sean F, F, GG espacios vectoriales normados, A es un abierto de ¥ x 'y B abierto de
F xG. Sedefine BoA={(x,z)eExG/IyeF, (x,y)€A, (y,z) € B}. Probar que Bo A
es abierto de £ x G.
Solucion Sea (x¢,z0) € B o A, entonces existe y( € F tal que (x0,y0) € 4, (yo0,20) € B.
Por otro lado existen abiertos U de F y V; de F tales que (yo,2z0) €U x Vi C Ay Vs
abierto de F'y W abierto de G tales que (yo,z0) € V2 x W C B. Hay que demostrar que
UxW C BoA.
En efecto, V (x,z)eU x W se tiene (x,yo)eU x Vi C A, (yo,z)€VaxW C B = (x,z)€BoA.

De esta forma tenemos que B o A es un abierto.

46. Sea I un espacio pre-hilbertiano:

a) Demostrar que Va € F, la aplicacién f,: E — R es continua.
x+— (x, a)

b) Deducir que VA C E el ortogonal A+ de A es un subespacio vectorial cerrado de E.
Solucién

a) Tenemos que |fa(x) — fa(y)| = | (x —y,a)| < ||lx —y|l ||al|, es decir f, es continua.

b) Observemos que A+ = () f:'({0}) es un cerrado.

acA

Enefectosixc€ At = x Ll a,Vac A= (x,a) =0,Vac A<= xe () fi'({0}).
acA
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47. Sea FE el espacio vectorial normado sobre R de aplicaciones continuas de [0,1] en R, con
la norma || ||. Se define F; la parte de F formada por las aplicaciones derivables, M
formada por las aplicaciones mondétonas, P formada por las aplicaciones polinomiales.
Demostrar que Eol = ]\04 = 1—9’ = Q.

Solucién Sea e >0y f € E; (resp. P), la aplicacion z — €|z — 1| no es derivable ni
polinomial y la aplicacién g: [0,1] — R tal que g(z) = f(z) + €|z — 1| satisface g ¢ E;
(resp. P), y sin embargo [|g — f|l = € < €, por lo que B(f,€)¢ E; (resp. P)y 51 =0
(resp. P = D).

Sea € > 0, f € M creciente; si f no es constante, existen x, x2, 23 € [0,1] tales que
O<z<ao<a3<1lyO0< f(z2)— f(11)<€/2,0< f(a3)— f(a2) < €/2.

Sea h € E tal que f(xz2) — f(z1) < h(z1), h(z2) = 0, 0 < h(z3), ||h|| < €. Observemos que
f+h ¢ M, pues f(z1) + h(z1) > f(22), f(22) + h(z2) = f(22), f(23) + h(zs) > f(x2), por

lo que B(f,e)¢M,Ve>0,0sea]\Z/ = Q.

48. Sea E el R—espacio vectorial de aplicaciones continuas de [0,1] en IR, provisto de || |,
1, S, B las partes de FE formada por las aplicaciones elementales de E, con valores en
[0,1] y respectivamente inyectivas, sobreyectivas, biyectivas. ;Son I, S, B cerrados o
abiertos en E?

Solucién

a) Definimos paran > 3, f,,:[0,1] — [0, 1] dada por:

5(3 - Ly sizel0,1]
MO=S Be-pey sieelbdl
5(3-2)xz—1)+1 sizels, 1], ’

entonces f,, € B, pero f, — f,donde f:[0,1] — [0, 1] esta dada por:
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Sa size[0,1]
fl@)=19 3 size[l, i
Se-1)+1 sizeli 1],

por lo que se tiene que B, I no son cerrados, pues | ¢ I.

b) Para n > 3, la funcién g,,:[0,1] — [0, 1], dada por:

Lox six €0,

3=

]

1
2

gn(fp) = size [ +

_ 1
n

3=

]

N[

)

[N
N[

sz —-1)+1 size[l+11]

converge a I;:[0,1] — [0,1], pero g, ¢ I, g, ¢ By sin embargo dada la bola B(I, ¢€),

Jn € N tal que € > % = g, € B(I4, €) y se concluye que I, B no son abiertos.

Veamos que ||g, — Iil|coc = sup |gn(z) — x| =sup{ sup %x, sup |
0<z<1 1 <

sup mEp(l—w)} =
5+5 <z<l

c)Paran > 4,sea h,:[0,1] — [0, 1] definida por:

0 sizel0,1]
ho(z) =
-1 size[i ],
T 1"
0 siz=0

tenemos que h,, ¢ S, pero h, — h =
r si0<zx <1,

con h € S, por lo que se tiene que S no es abierto, pues dado € > 0, I3n € N tal que

e>L—h,eBhe)s5.

d) Sea (¢, )nen C S una sucesioén convergente a ¢ € E i.e. ||¢, — ¢llcc — 0, cuando n — oo,

osea sup |pn(z) —¢(x)| <e,Vn > Ne.
0<a<1

Sea y € [0,1], para cada n € N, existe x,, € [0,1] tal que y = ¢, (z,), asi la sucesion

(n)nen C [0,1] tiene al menos un punto de adherencia = € [0,1], i.e. existe una
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aplicacion 0: N — N, estrictamente creciente tal que z,(,) — z. Ademas, como
lon = @lloo — 0, se tiene que lim [lpn(2) — (z)[| = [y — p(z)] = 0ie. p(z) =y, es
decir p € S.

Asi hemos demostrado que S es cerrado.

2.4 Frontera

49. Sea I un espacio vectorial normado y A, B dos partes de E, probar que:

a) sz\IZ y ﬁ =E\A

b) Ft(A), A , B\ A son dos a dos disjuntos

¢) §e(A) = (AN (EVA) U (AN (B\4))

d) F(4) € Fe(4) y Fe(A) © Fe(4)

) A CFr(A) e A = ¢

f) A es una parte cerrada <= Ft(4) C A

g) A es a abierto <= ANGFt(A) =@

h) 3e(A) = A\ A

1) §r(AUB) C §t(A) UFe(B)

j) Si A es cerrado, entonces BN Fr(A) C §t(AN B)

k) A= AUFr(A)

1) Si Ay B son abiertos, entonces:
(ANF(B))U(BNF(A) CF(ANDB) C (ANFe(B))U(BUFH(A) U (Fe(A) NFe(B)).
Dar un ejemplo en que estos conjuntos sean dos a dos distintos.
Solucion

a) Dado que A CA= E\AC E\/i que es un cerrado = E\A C E\/(i . Supongamos
ahora que E\/i ¢ E\A=— 3x¢ FE\Ayx ¢ A , es decir 3p> 0 tal que B(x,p)N(E\A) =
O=x¢ fi yx€B(x,p) C A, que es una contradiccién. De esta manera hemos probado
que E\A= E\ A.
Ademss, sea B = E\A = W:A:E\é,oseaE\[lzé = ’E_ii

b) Es claro que E\3t(A) = E\(ANE\A) = (E\A)U/i , entonces S’I’(A)ﬁ/i = Fr(A)N(E\A) =
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. Por otrolado (E\A)N A C (E\A)NA = .
¢) Note que (AN (E\A)U(AN(E\A)) =[(An E\A)UA|N[(ANn E\A)U (E\A)] =
[(AUA)N(E\AUA)N[(AU(E\A)) N (E\AU (E\A))] =
[(AN(E\A)UA)N[(AU(E\A) N (E\A)] =[A]N[ E\A] = §t(A).
d) Sabemos que Ft(4) = AN (E\A) ¢ An(E\A) =

\
3t(A) y por otra parte A C A=
— A

FtA)=An(BE\A)=AN(E\A)=AN(E\A)=A4 n(E\A) c An(E\A) = Fe(A).

@ ACF(A) e AC BNA=E\A <= AnA = A = Q.

f) (=) Ft(A) = AN E\A C A = A, pues A es cerrado.
(«<=)F(A)=AN E\AC Aycomo A= AUFt(A) = A= Ay es cerrado.

g) Como A es abierto, entonces F\A es cerrado = Fuv(E\A) C E\A, pero Fr(E\A) =
Fr(A) c E\A= AngFr(A) = .
Si ANFe(A) = @, seaxc A = x ¢ Ft(A) = x ¢ E\A=— Ip>0tal que B(x,p)NE\A =
() = B(x,p) C Ai.e. A es abierto.

h) Fe(A) = AN E\A= AN (E\A)=A\A.

) (AUB)= AUBN E\AUB= AU Bn (E\A)N(E\B)=[An (E\A)N (E\B)|U[BN

(BE\A) N (E\B)] € [An(E\A)]U[BN (E\B)] = §t(A) U Fr(B).

)F(ANB=AN E\ANB=ANBN E\AC ANBN E\ANB = g(ANB).

k) Es claro que A C Ay Ft(A) C A, entonces A U Fr(A) C A.
SeaxcA sixcA xecAUFr(A). Six ¢ A, entoncesxc E\A C E\A Asixc Ay
x € E\A= x € Ft(4) = x € AU Fr(A).

1) Se tiene que ANB C ANBy ANB C AN B, entonces AN Fr(B) U BN Fr(A) =

[ANBN E\B|U[ANBN E\A] c ANBN[ E\AU E\B] = AN BN E\AN B=§(ANB).

Vamos a usar que A U §t(A) = A entonces:

St (ANB)= ANBN E\ANBC[ANB|n| E\AU E\B] = [BNg(A)|U[ANF(B)] =
[(BUF(B))NFe(A)JU[(AUFt(A)NFe(B)] = (ANFe(B))U(BNFe(A) U (Fe(A)NFe(B)).
Falta determinar los conjuntos para los cuales no hay igualdad.

SiE=R,A=]01[U]23[U]3,5[, B=]1,3[U]4,6], entonces AN B =1]2,3[U]4,5],
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§t(ANB) = {2,3,4,5}, §r(A) = {0,1,2,3,5}, §e(B) = {1,3,4,6},
por lo que A N Fe(B) = {4}, BN Fe(A) = {2,5}, Fe(A) N §e(B) = {1,3).

De esta forma [A N §t(B)]U[B N §t(A)] = {2,4,5} # St (AN B) = {2,3,4,5} # [AN
$r(B)|U[BNJr(A)]U[Fr(A) NFr(B)] = {1,2,3,4,5}.

50. ¢(Se puede decir que Ft(Ft(A)) = @, VA C E, donde FE es un espacio vectorial normado?
{Sr(Sr(A)) = Jr(A)?
Solucién Ft(Fr(A)) = @ no es posible. Si por ejemplo E = R, A =]0,1[NQ, Ft(4) =
AN R\A=[0,1]NR = [0,1], Fr(Fr(4)) = {0,1} # @ y Fr(Fr(4)) # Fr(A).

51. Sea E un espacio vectorial normado y consideremos H = {F' C E/F es cerrado}. ;La
aplicacion §v: (F) — H es sobreyectiva?

Solucién No es sobreyectiva, pues si £ = {0}, §t(Q) = Q@ y §v(E) = 0 y H={), E}.

52. Sea E un espacio vectorial normado, U C E abierto, probar que t(U) = r(U) <= U =

U.

Solucion

(=) SiT = U= 3e(0) = 0N BENO=TNE\U =0nE\U=0n E\U = §e(U).
(—>) Tenemos que U' N(E\U) € TN (E\U) = TN E\T = §¢(U) y como Fe(U) = §e() =

UNE\U c E\U = U n(E\U)c E\U = E\UC E\U = U cU.

53. Sea F un espacio vectorial normado y sea A C E. Las tres propiedades siguientes son

equivalentes:
a)VX e [(E), ANX=AnX.
b) VX € [(E), AUX —AUX.
) Fr(A) = Q.

d) Demostrar que Ft(A) = () += VU abierto de E se tiene ANU = ANU.
Solucién
(a— ) ANB\A= (G = AN B\A = 3t(A).

(c=a)Setieneque ANX C A ANXCX = AnXcCANX.
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Para probar la otra inclusién, tomemos y € AN X, como Ft(4) = @ = A\ A — A =
A=A porloque VA>0,B(y, \)NANX #QP=yec AnX.

(a = b) Dada la equivalencia entre a) y ¢) y como Ft(4) = Fr(E\A) = @, la propiedad

es valida también para E\A; asi F\ AUX = E\(AUX)= (E\A)N(E\X)= E\AN
B\X = (E\A)N(E\X) = E\A UX , por ejercicio 26¢), pagina 37, o sea AU X =
AUX.

(b—a) \AAX = FNANK) = (BAUEBX) = B\AUBR = FVAUEX —

E\(AnX)ie. ANX=ANX.

d) (=) Dado que (c==>a), en particular tenemos que ANU = ANU, YU abierto de E.

(<=)Sea U = E\A, entonces ) = ¢ = AN (E\A) = An E\A= Fe(A).

2.5 Partes densas

Dar un ejemplo de dos partes Ay B de R, complementarios de R, en biyecciéon uno con

el otro y densos en R.

Solucién Tomemos A = (] —00,0]\Q-)UQ4+, B=Q_-U([0,0[\Q4+)y f:A— B
T— —2.

Sea D denso en R, demostrar que D es infinito y que si se quita a D una parte finita se

obtiene un conjunto denso en R.
Solucién Si D es finito, 3 M >0talque D C [-M,M ] = D C [-M, M ] # R.
En consecuencia, D debe ser infinito.

Probemos la propiedad para un elemento para un elemento. Sea a € Dy D; = D\{a},

sean z, y € R tales que = < y, como D es denso, 3de D tal que z < d < y.
Sid=a,3d talquez <d <d=a<yie Id €D;talquex<d <y.
Si d # a, entonces d € D, y tenemos x < d < y.

Asi tenemos que D; es denso en R.

Es claro que si tenemos aq,...,a, € D, entonces D\{a1} es denso en R, D\{a1, a2} es

densoen R, ..., D\{a1,as,...,a,} es denso en IR, dado que si un conjunto es denso en R
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y se le extrae un punto, el conjunto resultante sigue siendo denso en RR.

Sea E un espacio vectorial normado, A, B, X, Y C E. Demostrar que si A es denso en
X (esdecir X € A)y B es denso en Y, entonces AU B es densoen X UY.
Solucién Si X c A, Y c B= XUY c AUB = AUB, por lo que AU B es denso en

XUY.

Sea F un espacio vectorial normado, D C E, demostrar que D es denso en F < YU
abierto de &/, D N U es denso en U.
Solucién

(<) Es claro si se toma U = F el cual es abierto, entonces DN E = D es denso en E.

(=) Sabemos que si D es denso en E y U un abierto de F, se tiene DNU = DN U (ver

ejercicio 28, pagina 38), esdecir DNU = DNU=ENU=UyUcU= DNU.

Sea E un espacio vectorial normado, D C F denso en F'y x € D. Demostrar que para
todo V vecindario de x en D, V es un vecindario de x en E.

Solucién Sabemos que si V' es un vecindario de x en D, entonces existe un abierto U

de EtalquexcUNDCV=xecUNDcCc UND= UND=U C V (ver ejercicio 28,

pagina 38).

Sea F un espacio vectorial normado, admitiendo una parte densa a lo sumo numerable,
demostrar que toda familia de abiertos de E no vacios, dos a dos disjuntos, es a lo sumo
numerable.

Solucion Sea (D;);c; una familia de abiertos de F no vacios, dos a dos disjuntos y D
una parte densa a lo sumo numerable, por el axioma de escogencia, existe d; € D tal que
di € D; y como D; N D; = (), sii # j, se tiene que d; # d; y la aplicacién f:I — D es

inyectiva, por lo que I es a lo sumo numerable.

Demostrar que Q2 es denso en R2.

Solucién Sabemos que Q2= Q x Q = R2.

Sea F un espacio vectorial normado, A C E que admite al menos un punto de acumu-

lacién en E, entonces A es infinito. Estudiar el reciproco.
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Solucion Sea a € F un punto de acumulacion de A en E, entonces Vk € N, existe un
a,, € 4, tal que a,, € B(a, 1) N (A\{a}), con a,, # a,,, sii# jya,, — a. Luego A es
infinito.

El reciproco es falso pues si £ = R, A = Z es infinito y no tiene puntos de acumulacion.

Sea D una parte densa de R, demostrar que D es infinito y que si se elimina en D una
parte finita se obtiene un conjunto denso en R.

Solucién Si D fuera finito, seria acotado y 3a > 0 tal que Vx € D, |z| < a, por lo que
D C[—a,a] #R.

Sea a € D, D' = D\{a} y sean z, y € R tales que = < y, entonces existe d € D tal que
r<d<y.

Sid=a,existed € D' talquea<d <d<uy.

Si d # a, se tiene que d € D’, por lo que siempre existe d € D' tal que x < d' <y y D’ es
denso en RR.

Un razonamiento andlogo muestra que el argumento es valido si se elimina una parte

finita a D denso en RR.

2.6 Puntos aislados

Sea E un espacio vectorial normado, X C E, demostrar que para que todo punto de X
sea aislado, es necesario y suficiente que todo punto de X sea abierto en X.

Solucién

(=) Sea x € X aislado en X, entonces existe B(x, €) tal que B(x,e) N X = {x}; por lo
tanto {x} es un abierto de X.

(«<=) Si todo punto {x} C X es un abierto en X, entonces {x} = X NU, con U abierto, lo

que implica que x es un punto aislado de X.

Sea A C R, demostrar que si todos los puntos de A son aislados, entonces A = ().
Estudiar el reciproco.
Solucion Supongamos que todos los puntos de A son aislados en A, entonces Va € A,

Jep tal que Ja — €p,a+ €9 [NA = {a} = Va € A, Je, tal que |a — eq,a + €, [ ¢ A, pues
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por ejemplo a + 1€, €]a — €q,a+ €, [\{a}. Se concluye que A = Q.
El reciproco es falso pues se puede definir A = {%/n eN}uU{0}y A = @, pero 0 no es
punto aislado.

Otro ejemplo es cuando tomamos 4 = Q, Q@ = @ y ningtn punto es aislado.

65. Sea E un espacio vectorial normado, U un abierto de E, x € U, demostrar que si x es
aislado en U, x es aislado en E.
Soluciéon Sea x € U abierto, si x aislado en U, existe U’ abierto tal que U N U’ = {x},

entonces {x} es un abierto de F, por lo que x es aislado de F.

66. Demostrar que si A C E espacio vectorial normado, no tiene puntos aislados, sucede lo
mismo con A.

Solucién Supongamos que A tiene un punto aislado, entonces existe un abierto U de
xtalque UNA={x} = UNA=UnNA= {x} = {x} = UnN A= {x}, es decir x es

un punto aislado de A, lo que es una contradiccion.

2.7 Puntos de acumulacion

67. Sea F un espacio vectorial normado, para cada X C E se denota por X’ al conjunto de
puntos de acumulacién de X en F, llamado conjunto derivado de X. Sean A, B C E, U,
V abiertos de F, probar:

a)ACB= A'Cc B

b) (AUuB) =A"UB' y (AN B) C A’ N B'. Dar un ejemplo en que no haya igualdad

c¢) A’ es cerrado y ademas A’ = A’ = (A)’

dDUNA Cc(UNAY

e unvV=0—= U NV =0

f) A es cerrado siy sélosi A’ C A. Ademas A = AU A’

g) Si F es un espacio vectorial normado y C C F, entonces A’ x C' C (A x C')'. Dar un
ejemplo donde no se da la igualdad

h) Se define A™ por A° = A, A"*! = (A")’. Sin > 0, dar un ejemplo de un conjunto A C R

tal que ) # A3 £ A% £ A’
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Solucién
a) Sea x € A’, podemos construir una sucesion (a,),en C A tal que a,, — x y para cada
n €N, a,, # x. Como para cadan € N se cumplea, € AC B=—x€ B’.
b)-Esclaroque AC AUB,BC AUB=— A'UB' C (AUB)'.
—Seax€ (AUB), 3(xn)nen € AUB, x, # Xy X, — x ¥y se puede extraer una
subsucesion de términos en A o una subsucesién de términos en B que converge a x.
Asi,xe A UB'.
— Sabemos que (AN B)' c A’y (AN B)’' C B’,1o que implica (ANB) ¢ A’ NB’.
-Sea E=R,A=Q,B=R\Q, entonces ANB=0 = (ANB) =0 # A NB =R.
¢) — Probemos que A’ es un cerrado de E. Sea (x,),en una sucesién de elementos de A’
convergente a un x € F; como x,, € A, entonces existe una sucesion (a, ),en C A tal que
Vn €N, [x, — a,|| < %, es decir a,, — x, por lo que x € A’. Asi tenemos que A’ = A’y
esto prueba también que A’ es cerrado.
—Como A C A= A’ C (A) y entonces A’ = A’ C (A)'.
— Sea x € (A)', existe una sucesion (y,),en C A con y, # x, para cada n € N, tal que
yn — X, entonces para cada n € N existe un a,, € A tal que ||a,, — y,|| < ||x — y.||, por lo
que (a,)nen C A converge a x y por lo tanto x € A'.
d)SeaxcUNA’, entonces x € A’ y si V es un abierto con x € V se tiene U NV N A\{x} #
O = (UNA)NV\{x} # @, porloquexe (UnNA.
e)SiUNV=0=UcCE\V=Uc(E\V)cEV=E\V= U c ’ETV =E\V C
E\V’CE\‘;/ U AV = Q.
f) Probemos que A = AU A'.
“”Seaxe A, sixcA=xc AUA.
Six¢ A=Vp>0,Bx,p)NA\{x} #Q =xc A CAUA
“>” Tomemos ahora x € AU A’, entonces six € A C A.
Sixe A= Vp>0,B(x,p)N(A\{x}) #D =Vp>0,B(x,p) NA# ) — x€ A
— En particular A es cerrado <= A=A =AU A < A’ C A.

g) Si F' es un espacio vectorial normado y C' C F, entonces si (a,b)€ A’ x C’, I(a,)nen C 4
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¥y (by)nen C B tales que a, — ayb, — b,cona, # ayb, # b, ¥ncN. Luego
(ap,b,) — (a,b) = (a,b) € (A x B)'.

Ahorasi E = F =R, A = [0,1]y C = {0}, se tieneque A’ = A = A, C' = Qy
A% O = 0 £ (10.1]x{0}) = [0,1] x{0}.

h) Sea B = |J U {2 ¢ [Ovl]mﬂ/nhf;oxﬁ = 1} ysea A = ([1,2]nQ) U B, con lo que

68.

69.

70.

keN nelN
A =[1,2]U{2/neN}y A% =[1,2]U{0} y 4* =[1,2].

2.8 Convexidad

Sean F un espacio vectorial normado, Cy,Cs, ..., C, partes convexasde Fy ay,...,a, €
R. Demostrar que a;C; + - - - + a,,C,, es una parte convexa de E.
Solucioén Sean x; €C;, y; €C;, entonces para cada 5€[0,1] se cumple Sx;+(1—8)y; €C,,

coni=1,...,n, luegoBZ aixi—i-(l—ﬁ) Zaiyi S ZaiCi.
] =1 =1

1=1

Sea E un espacio vectorial normado, se dice que una parte A de E es estrellada si y sélo
si existe un a€ A tal que Vx € A el segmento [a,x] C A4, donde [a,x] = {Aa+(1—\)x/\€
[0,1]}. Demostrar que si A es estrellado, entones A es estrellado.

Solucién Supongamos que A es estrellado con respecto a a, seax € Ay seay € [a, x|,
entonces existe Ae[0,1]tal que y = Aa+(1—)\)x. Ademas existe una sucesion (a, )nen C
Atal que a,, — x, conlo que Aa+(1—MN)a,, C A, pues [a,a,] C Ayla+(1—-Na, — vy,
es deciry € A.

Sea FE un espacio vectorial normado, C' una parte convexa de F, probar que C'y 5 son

convexas.

Solucién

a) Sean x,y € C, A €[0, 1], existen sucesiones (X, )nen ¥ (¥n)nen en E, convergentes a X y

y respectivamente. Asi, Ax,, + (1 — Ny, — Ax+ (1 — Ny, con Ax,, + (1 — Ny, € C, lo

que implica Ax + (1 — \)y € C.

b) Sean x,y € C', A € [0, 1], entonces existen a, 8 > 0 tales que B(x,a) C C, B(y,8) CC'y

por las propiedades de la bolas abiertas B(Ax + (1 — Ay, Aa + (1 — A\)3) = B(Ax, \a) +

o

B((1-=MNy,(1=X)p) =AB(x,a)+(1-=XN)B(y,8) cCie. Xx+(1-NyeC.
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71. Sea E un espacio vectorial normado, U un abierto de F, demostrar que U en convexo si
ysélosiU + U =2U.
Solucion
(=)Siye2U = y=2x=x+x,conxeclU = y e U+ U. Por otro lado, como U es
convexo, para cada x,y € U — %x—i— %ye U=—x+yec2U,osealU + U =2U.
(«<=) Supongamos ahora que U + U = 2U con lo que Vx,y € U, %(x +y)eU.
Sean x, yeU tales que x # y, A€[0,1],u = Ax+(1—\)y y por ser U abierto, existe p>0 tal
que B(x,p) C U, B(y,p) C U. Ademas, VneN, e, >0 tal que B(5-x+(1—5=)y, €,) C U,

2" ) )
paraic {0,...,2"}. Sabemos que [x,y] C U U B(z=x+ (1 — 5=)y,€,) C U.
nEN i=0
72. Demostrar que la parte de ¢2, formada por las sucesiones u = (u,),>1 € £2, tales que

[es)
Z nzu% converge y su limite de convergencia €S menor que 1, €S una parte convexa
n=1

y con interior vacio. ¢* es el espacio vectorial normado de sucesiones u = (uy,),>1 de
oo 1
términos reales, tales que " uZ converge. La norma se define por [luf; = ( 3 u2)®.
n n=1

Solucioén

a)Seau = (up)n>1, V= (vp)n>1 € C={uet?/ > n?u? <1}, \€[0,1], entonces VN € N,
n=1

N N N N
ST n2(Aug + (1= Nv,)? = A2 3 n2u2 + 201 = \) X n2upv, + (1= A2 3 n202 < A2+
n=1 n=1

n=1 n=1
N
A1 =X Y n?(u2 +v2)+ (1 - X2 < A2+ 2X(1—)\) + (1 —)\)? =1, por lo que es convexa.
n=1

b) Seax€ Cy e >0, se va a demostrar que existe y € ¢? tal que y ¢ Cy ||x —y]|| <e. Sabemos

oo oo
que existe N € Ntal que Y 22<ie?’y Y % <le?
n=N+1 n=N+1T
Para n € N denotemos y, = x,, sin < N, y,, = %, sin> N, entoncesy € ?y |x —y||* =
oo oo

(zn — 12 < > 2(22 + %) < €? y por lo tanto |x — y|| < €, peroy ¢ C pues
n=N+1 n=N+1 n
> n?y?2 diverge.
n>1

2.9 Distancia de un punto a una parte

73. Sea E un espacio vectorial normado, A C E, A # (3, x € E, comparar d(x, A) con d(x, A).
Solucién Sabemos que A C A, entonces d(x, A) < d(x,A). Ahora, sea € > 0, existe
un y € A tal que d(x,y) < d(x, A) + € y existe a € A tal que d(y,a) < €. lo que implica

d(x, A) < d(x,a) < d(x,y)+d(y,a)<d(x, A)+2ey como el € >0 es arbitrario, concluimos
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que d(x, A) < d(x, A) y por lo tanto d(x, A) = d(x, A).

Sea FE un espacio vectorial normado, a cada parte cerrada A # () se le asocia la apli-
cacién d4: E — R, definida por d4(x) = d(x, 4) = ;Ielg d(x,a). Probar que la aplicacién
A — dy4 es inyectiva.

Solucién Sean Ay B dos partes cerradas no vacias de F tales que d4 = dg. Dado a€ A,

se tiene da(a) = 0 = dp(a) = d(a, B), entonces a € B = B, o sea A C B. Por simetria,

B C Ay por consiguiente, A = B.

Sea E el espacio vectorial de aplicaciones acotadas de [0,1] en R, provisto de la norma

[/l = sup |f(x)], sea A C E formado por las aplicaciones continuas y se considera
z€[0,1]

fo € E, definida por fo(z) =1,siz € [0,1], fo(z) =2, siz €]3,1]. Calcular d(fo, A).

Solucioén

a) Sea f € A, se tiene que ||f — follo > [f(3) = fo(3)| = |f(5) — 1|. Ademas ||f — follo >

Nim [ f(z) = fo(x)| = [f(3) = 2|, por lo tanto 2||f — folloc > [f(3) = 1]+ [f(3) = 2] > L.

b) Sea g:[0,1] — R definida por g(z) = 2, entonces g€ Ay |lg— fo| = 3. Luego, d(fo, A) =

N[

76. Sea E el espacio vectorial sobre R de aplicaciones continuas de [0,1] en R, provisto de

1
la norma || ||00yA—{feE/f(O)—O,/O f>1}

a) Demostrar que A es una parte cerrada de E.

b) Demostrar que Vf € A, || f]|c > 1.

¢) Calcular d(0, A).

Solucién

a) Sea (fn)nen C A convergiendo en (E,|| ||«) a un f € E, entonces f,(0) — f(0), si

n — oo, ya que |f,(0) — f(0)| < ||fn — fllco, entonces f(0) = 0. Ademas tenemos que

1 1 1 1 1
/ o — / [, pues / fn_/ f’ < |Ifa = flloo- Esto demuestra que/ f>1y
0 0 0 0 0

tenemos que f € A.
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1 14+
b) Sea f € A, entonces 1 < / fF < Iflloy silfllooc = 1, 16
0
1
[0l =n =0 = lfl~f =0 — =1 que
0
contradice el hecho f € A. € 1

c) Porb), d(0,A) > 1. Seae €]0,1]y fc:[0,1] — R, tal que fe(z) = 11'6:5, size[0,ely
1 1 €

fe(z) =1+4e€,siz€[€, 1], entonces fe€A, pues fc(0) = Oy/ fe :/ (1+e)+/ HTezv =
0 € 0

1+ 2e(l—e)>1. Ademas d(0, A) < [|f[lcc =1+¢,Ve>0=>d(0,4) <1..d(0,A) =1.

77. Sea E un espacio vectorial normado.
a) VX C E,n €N, se denota por H,(X) = {x € E/d(x, X) < 2}. Demostrar que H,(X) es
un abiertode Ey que (| H,(X)= X.
b) Deducir que todo cerr.;lﬁ(li\I es interseccion de una familia numerable de abiertos de F.
¢) Demostrar que todo abierto de £ es unién de una familia numerable de cerrados de F.
Solucién

a) H,(X) es un abierto, pues H,(X) = d(-, X)~!(] o0, 1 [) y la funcién d(-, X) es continua

de E en R. Ahora observemos que x € X <= d(x,X) =0 <= VneN*, d(x,X) < 1 <

xe (| Hy(X).
nelN*
b) Esta implicacién es inmediata, por que si F es un cerrado, FF = (| H,(F).
nelN*
¢) Sea O un conjunto abierto, entonces E\O es cerradoy F\O = (| H,(E\O) = O =
nelN*

U E\(H.(F\O)), donde los F\ H,,(E\O) son cerrados.
nelN*

78. Sea E un espacio vectorial normado, ) # A C Ey ds: E — R definida por d4(x) =
d(x, A). Demostrar que si A es una parte convexa de F, d4 es una aplicacién convexa.
Estudiar el reciproco, suponiendo ademas que A es cerrado.

Solucién

a) Sea A convexo y sean x, y € F, A € [0,1], z = Ax + (1 — \)y, entonces Vu, v € A,
d(z, A) < d(z, 3+ (1= \v) = [Ax = w) + (1= Ay = V)] < Alx = ul|+ (1 = Ny - v]
= d(z, 4) < X dnf [lx =+ (1= 3) in [ly = v = X(x, 4) + (1= Nd(y, 4),

esdecir d(Ax + (1 — Ny, A) < Md(x,A) + (1 — N)d(y, A).
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b) Reciprocamente sean x,y € A, A € [0, 1], entonces:

79.

dAx+ (1 =Ny, A) < Md(x,A) + (1= Nd(y,A) =0= A Ax+(1-N)yc A=A, osea Aes

convexo.

Sean F espacio vectorial normado y sea A C E acotado.

a) Demostrar que A es acotado y que diam (A ) = diam (A).

b) Pruebe que si A, B C R" no vacios y acotados diam (A U B) < diam (A) + diam (B) +
lx—y|,Vx€ A, Vy € B.

¢) Concluya que diam (A U B) < diam (A) + diam (B) + d(A4, B).

d)SiANB# @ = d(A,B) =0y que el reciproco es falso.

e) Demostrar que Ft(A) es acotada y que diam (Ft(A)) = diam (A).

Solucién

a) Sea € > 0, existen x, y € A tales que diam (4) < d(x,y) + €. Por otro lado existen a, bc A

tales que d(x,a) < €, d(y,b) < €, de donde diam (A) < d(x,y) + € < d(x,a) + d(a,b) +
d(y,b) + € < d(a,b) + 3¢ < diam (A) + 3e = diam (A) < diam (A) y en particular A es

acotado. La igualdad se desprende del hecho que diam (A4) < diam (A).

b) Observemos que Vx, Vy € AU B se tiene que ||x — y|| < diam (A) + diam (B) + ||x’ — y'|l,

conx' € Ay’ € B.

En efecto, si x, y € 4, ||x — y|| < diam (A) < diam (A) + diam (B) + ||x’ —y’||, con x’ € A,
y €B.

Six,y € B, ||x —y| < diam (B) < diam (A) + diam (B) + ||x' — y’||, conx’ € A, y’ € B.
Six€ A,y € B, consideremosx' € Ayy’ € B,porloque [x—y| < |x—x||+ |y - y'Il +
|Ix" —¥'|| < diam A+ diam B+ ||x’ —y'||, x' € A4, y’ € B arbitrarios, entonces:

sup |x—y|| =diam (AU B) < diam A +diam B+ ||x' —y'|| y como x' € Ay y’' € B son
x€AUB
yEcAUB

arbitrarios, vale Vx' € A,Vy’' € B.

¢) Por la parte b) tenemos diam (A U B) < diam A + diam B + d(A, B) ya que d(4,B) =

Jnf Ix -yl
yeB
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DSiANB#@,Ixec A, xeB=d(A,B) <|x—x| =0.

Para el reciproco veamos que si A = {0} y B = {%/n € ]N*} tenemos que d(A4,B) =0 =
inf { £ /neN"}.

e) 3r(4) ¢ A = Fr(A) es acotada. Ademds, diam (Fr(A)) < diam (A) = diam (A). Si
A = {x} no hay nada que probar. Sean x, y € A, x # y, entonces las semi-rectas
{x+ Ay —x),A > 1}, {y + A\(x —y), A > 1} contienen cada una al menos un punto de
§r(A) puesto que A es acotado; entonces ||x—y|| < diam (Fr(A4)), Vx, y€ A, lo que implica

diam (A) < diam (Fr(A)). Asi, diam (A) = diam (A) = diam (Fr(A)).

2.10 Topologia inducida

80. Sea F un espacio vectorial normado y sean A C B C F, probar que si A es una parte
abierta de B y B una parte abierta de F, entonces A es una parte abierta de E. Probar
que lo mismo ocurre con las partes cerradas.

Solucion Se tiene que A = U N B, con U, B abiertos de E, luego A es abierto de E.

Similarmente si A = F'N B, con B, F cerrados de F, entonces A es cerrado de E.

81. Sea E un espacio vectorial normado y sean A, B C Fy C C F tales que C C AN B.
Demostrar que si C' es un abierto de A y un abierto de B, entonces C' es un abierto de
AU B.

Solucion Por hipétesis, existen dos abiertos U, V C F talesque C = ANU = BNV,
entoncesUNVNAUB)=UNVNAUUNVNB)=(CNU)U(CNV)=Cycomo

U NV es abierto, se sigue que C es un abierto de AU B.

82. Sea F un espacio vectorial normado, sea (U;);c; un recubrimiento abierto de £ y A una
parte de E. Demostrar que A es cerrado en F siy sodlo si, Vi € I, AN U; es una parte
cerrada de Uj;.

Solucién
(<) Supongamos que Vicl, ANU; es una parte cerrada de U;. Para cada icI denotamos

B, =U;N(E\A) = U;\(U; N A) que es un abierto de U;, entonces B; es un abierto de E,
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lo que implica que |J B; = |J U; N (E\A) = F\ A es un abierto de F y por lo tanto A es
el i€l
un cerrado.

(=) Es inmediato de la definicién.

2.11 Sucesiones en un espacio vectorial normado

Sea F un espacio vectorial normado, X C E, demostrar que todo punto de X es aislado
si y sodlo si toda sucesion convergente en X es estacionaria.

Soluciéon

(=) Seaxec X, (xn)nen C X tal que x,, — x, existe € > 0 tal que B(x,e)NX = {x} y
existe N € N tal que x,, € B(x,€), Vn > N. Esto significa que (x,,),cn es estacionaria e
igual a x a partir de un cierto V.

(«<=) Supongamos que toda sucesién convergente en X es estacionaria. Sea x € X, si x
no fuera aislado en X, entonces 3(x,,)nen C X tal que x,, — xyVn €N, x,, # x y esto

es una contradiccion con el hecho de que toda sucesiéon en X es estacionaria.

Sea F un espacio vectorial normado y sean (X, )nen, (yYn)nen dos sucesiones en E tales
que X, — Xyy, — Yy, entonces d(x,,,y,) — d(X,y).

Solucién Se tiene que d(x,,y,) < d(x,,%x) +d(x,y) +d(yn»,y) y por otro lado, d(x,y) <
d(xn, %) + d(xn, yn) + d(yn,y) = |d(x,y) = d(Xn,yn)| < d(xXn, %) + d(yn,y). Finalmente
dado € > 0, 3N € N tal que paran > N, se tiene d(x,,x) < %e, d(yn,y) < %e, por lo que

|d(xnayn) —d(X,y)| <€, Vn>N.

Sea E un espacio vectorial normado y (u,),cn una sucesion de E tal que (us,)nen,
(U314+1)neNs (Usnt2)neN ¥ (W7n11)nen convergen. Demostrar que (u,),en converge.

Solucién Denotemos nhﬂngo Usnai = b, parai=0,1,2y ¢ = nhﬂngo u7,11. Las sucesiones
(W21n+415)ns (U21n+1)n, (U21nts)n S€ extraen de (Uz,41)n, yaque 7(3n+ 1)+ 1 = 21n + 8,
7(3n)4+1=21n+1,7(3n+2)+1 = 21n+ 15. Pero ademas, estas sucesiones se extraen de
(U3n)n> (U3n41)n, (Usnt2)n Yaque 3(Tn+5) =21n+15,3(Tn)+1 =21In+1,3(Tn+1)+2 =
21n + 8, por lo que ¢y = ¢; = {3 = {. Por otro lado, como N = 3N U (3N + 1) U (3N + 2), se

tiene que u,, — uy dado € >0 existe N; tal que si n>N; = |us,1; — | = [ugni — | <e.
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Observemos que si k > max{Ny, N1 N2}, entonces |u;, — | < e, pues k =3n+2,3n+1o0

3n.

86. Sean F'y F espacios vectoriales normados, (x,,)nen C E'Y (yn)nen C F sucesiones.

a) Demostrar que si (x,y) es un punto adherente de ((x;,, yn))n6 en E x F, entonces x es

N
un punto adherente de (x,,),en ¥ y es un punto adherente de (y,,)nen-

b) Dar un ejemplo en el cual (x,,)nen, (Yn)nen admiten al menos un punto de acumulacién,
pero (X, yn)neN NO.
Solucion

a) Es claro que existe una subsucesion (x,, , yn, )ren tal que (x5, ,¥n, ) — (X,y) y se tiene

que x,, — Xy yn, — Yy asi x es un punto adherente de (x,).ex ¥ y es un punto

adherente de (y,)neN-

) 0 sinespar n  sinespar
b) Sea EF = IR, definimos z,, = Yn =
n  sin esimpar, 0 sinesimpar,
» (0,n) sinespar
entonces la sucesion (z,,y,) =
(n,0) sin esimpar,

no tiene puntos adherentes.

87. Sea E un espacio vectorial normado, (u(, ))m,penxn Una sucesion doble en E. Se
supone que Vn € N, la sucesion (u(, ,)),cn converge a v, y que la sucesion (v, ),en con-
verge a { € E. Demostrar que existe una aplicacion p: N — N, estrictamente creciente
tal que la sucesion (u(, ,(n))nen converge a /.

Solucién Para cada n € N, existe ¢(n) € N tal que Vp > ¢(n), [[ug, ») — Vall < 737
Sea p: N — N definida por p(n) = sup{¢(0),...,d(n)} + n, entonces p es estrictamente

creciente y VneN, ||u, 5(n) — Va| < 547, lo cual implica que u, o(n)) — ¢, pues v, — .

88. Sean E y F espacios vectoriales normados, (x,),cn una sucesién de E; x € F, (yp)neN
sucesién en I, y € I'. Se supone que x,, — X y que y es un valor adherente de (y,,)nen-
Demostrar que (x,y) es un valor adherente de ((x,,,¥»))nen en E x F.

Solucidn Se sabe que existe una subsucesion (yy, ) C I tal que y,,, — y y como

kEN

X, — x también x,, — x = (Xn,,¥n,) — (X,¥), por lo que (x,y) es un valor
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adherente de ((Xn,¥n))neN-

Sea E un espacio vectorial normado, (u,,),en C E, para peN se denota U, = {u,,/n>p}.

Demostrar que (] U, es el conjunto de valores adherentes de la sucesién (u,,),en-
pEN

Solucién Sea u un valor adherente de la sucesion (u,),en, existe una subsucesién

(Wn; ), o tal que u,, — u. Cada p € N satisface que (u,,),. C U, = ue U, VpeN,

k=>p
estoesue N U,.
peN
T . 1 .
Inversamente, sea u € () U, existe n, € N tal que [[u — u,,|| < 5, conn, >n, 1 ie u

pEN
es un punto adherente de (u,)nen-

En efecto, dado u € [ U,, consideramos:
peEN

ny =min{k € N/u, € B(u,1)NU; }

ny =min{k € N/uy € B(u, 1) N Uy, }

n, =min{k € N/uy € B(u, 5) N Un, 1}
Observemos que ninguno de los conjuntos anteriores es vacio, pues u € U, y B(u, %) N
Unm # () sea cual sea r y m. Ademas n, > n,_1, pues u,, € Un,_ ; ={um/m>np_1} =

np > ny-1, p € N, esto quiere decir que (u,,)yen es una subsucesion de (u,)nen. Asi,

u,, € B(u,3),VpeN = |ju,, —u| < 3, lo que implica lim u,, =u.
p—00
2.12 Continuidad

Sean F y F espacios vectoriales normados, F' # {0} y X C E. Probar que X es discreto
siy solo si toda aplicacion de X en F' es continua.

Solucién

(=) Si X es discreto, entonces toda parte de X es abierta y para toda f: X — F se
tiene que f~1(O) es un abierto, con O abierto de F' y esto significa que f es continua.
(<) Supongamos que toda aplicaciéon f: X — F es continua, sea U C X, entonces
definimos f: X — F, por f(x) =0,sixe Uy f(x) =yo # 0, si x ¢ U. Esta funcién es
continua y como {yo} es cerrado en F, entonces f~!({yo}) = X\U es cerrado, por lo que

U es abierto en X.
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91. Sean E y I espacios vectoriales normados, f: £ — F continua, A C E, demostrar que

si A es denso en F, entonces f(A) es denso en f(F).

Solucién Seay € f(E), entonces existe x € F tal que y = f(x). Sea (a,)nen C 4, tal

que a,, —> x, entonces f(a,) — y = f(x) y esto implica que f(A)= f(E).

92. Sean F y F espacios vectoriales normados y sea f: E — F una aplicaciéon. Demostrar
que las siguientes propiedades son equivalentes:

a) f es continua.

b) VA€ [(E), f(4) c f(A).

c)VB e [(F), f~YB)c f~4(B).

o
N
=
E)

d)VBe [(F), X

Solucion

(a=Db)Sea Ac [(E), y € f(A), entonces existe x € A tal que f(x) = y. Ademas existe

una sucesion (a,),en C Atal quea, — x = f(a,) — f(x) = y; porlo tanto ye f(A).

(b= ¢ f~1(B)C fH(f(FHB)) C fHfHB)) = F1(B).

(¢ = &) f7U(B) = ["NF\F\B) = E\j"{(F\B) ¢ E\JI(F\B) = E\/ '(F\B) =

7B O

(d = a) Sea U abierto de F, entonces f~}(U) = f‘l([;) c fYU) c f~Y(U), por lo

O

que f~1(U) = f~1(U),osea f~1(U) es abierto.

o

93. Sean F y F espacios vectoriales normados y sea f: E — F una aplicacién continua.
a) Para A C E, comparar f(Ft(A)) y Fr(f(4)).
b) Para B C F, comparar f~1(Fv(B)) y $t(f~1(B)).

Solucién
a)i) Sean £ = F = A = Ry consideremos la funcién Loy —
-1 siz<-1 o
: 1 v
flx) = r si—-1<zx<1 .

1 siz>1,
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entonces Ft(A) = RN R\R= @ = f(F(A) = @, f(A) =[-1,1], Fe([-1,1]) = {~1,1}
y St(f(A)EL f(Fr(A)).

ii) Sea £ = FF =R, A = R* y tomemos la funcién

r+2 siz<-1

flz) = —r si—-1<z<1

r—2 siz>1,

asi tenemos que f(A4) = R, §v(4) = {0}, f(§r(4)) = f({0}) = {0} y fF(Ze(A)¢ @ =
Fe(f(A)).
Asf se concluye que no existe relacién entre f(Ft(A)) y Fe(f(A)).

b)i) Sea E = F = R, B = [—1,1], f la misma funcién que en b-ii), entonces tenemos que
f7HB) = [=3,3], §o(f1(B)) = {-3,3}, §ue(B) = {-1,1}, ['(Fe(B)) = {-3,-1, 1,3}y
JHEB)E Fe(f~H(B)).

ii) SeaxeFe(fH(B)) = x€ fY(B)N BE\f Y(B) = x€ f~1(B)yxe€ E\f }(B). Como

f es continua en x € F, dado € >0, existe p>0tal quesi ||y — x| <p = || f(y) — f(x)]| <e.
Como xe f~1(B) se tiene B(x, \)Nf~1(B) # ,¥A>0. SeayeB(x, p)Nf~'(B), entonces
ly —xl[<p,ye f(B) = fly) € B, |f(y) — f(x)|| <e.. BN B(f(x),e) # . Luego
f(x)e Byxe f7(B).

Por otro lado, como x€ F\ f~1(B) se tiene que Vp>0 se cumple B(x, p)N(E\f~'(B)) # @.
Seay € B(x,p) N E\f~'(B), entonces [ly —x[| <p,y ¢ f~1(B) = [If(y) - f®)] <&,
f(y) ¢ B= B(f(x),e)NF\B# @ .. f(x) € F\B,oseaxc f~'(F\B). De esta forma,
podemos concluir que x € f~1(B)N f~(F\B) = f~}(BnN F\B) = f~'(§t(B)), es decir

Se(fH(B)) € fH(EE(B)).

94. Sean FE y F espacios vectoriales normados, f: F — F continua.
a) Comparar para A C F, los conjuntos f(A") y f(A).
b) Comparar para B C F, los conjuntos f~}(B')y f~1(B)".
Solucién

a)i)Sea E = F = A=R, f =0, entonces A’ = R, f(A") = {0}, f(A) = {0}, f(A) = @, por



b)i) Sea E = F = R, B = |0,+00[, f = 0, entonces B’ = [0,+o0|y f~1(B’)
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lo tanto f(A")¢ f(A).

ii) Sea £ = 0,400, F' = [0,+c[, A = E, f(z) = %, entonces A’ = ]0,4o00[ = E,
f(A) =10,+00], f(A) = [0, 400 = [f(A)'T f(A).

I
&

YB)=9, f~YB) = @, porlo tanto f~1(B')¢ f~1(B)'.
ii) Sea F = F = R, B = {0} y sea la funciéon

r+1 sizx<-1 ‘1

f(z) = 0 si-1<z<1 -~ 1 *
r—1 siz>1, -1

entonces B' =@, f~Y(B)=Qy f'(B) =[-1,1] = fY(B)¢ f~4B).

Sean Iy I espacios vectoriales normados y sea f: £ — I un aplicacion. Demostrar
que f es continua siy sélo si Vx € E, 3V, un vecindario de x en F, tal que la restriccion
de f a Vi sea continua en V.

Solucién

(=) La necesidad es inmediata.

(<) Sea x € E, sea Vx un vecindario de x tal que f|y, es continua y sea € > 0, entonces
existe p; >0 tal que si ||y — x|| < p1,y € Vo = ||f(y) — fF(x)| <e.

Por otro lado, existe B(x, p2) C Vx, es decir si ||y — x|| < p = min{p1, p2} = || f(y) —

f(x)|| < e. Esto significa que f es continua en x € E.

Sean E 'y F espacios vectoriales normados, F, F» cerrados en F tales que E1 U Ey = F
y sea f:E — F una aplicaciéon. Demostrar que si las restricciones f|g, y f|g, son
continuas, entonces [ es continua.

Solucién Sea Auncerradode F, f~1(A) = (fY(A)NE)U(fL(A)NE) = (f|g,) (AU

(f|E,) "' (A) es un cerrado porque es la unién de dos cerrados.

Sean E y F espacios vectoriales normados y sean [, g: E — F dos funciones continuas,
demostrar que {x € E/f(x) = ¢g(x)} es un cerrado en E y que si F' = R, el conjunto

{xeFE/f(x) <g(x)} esuncerradoen Ey {x€ E/f(x) < g(x)} es un abierto de F.
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Solucién Es claro que {x € E/f(x) = g(x)} = (f — g)~*({0}) es un cerrado por ser
imagen inversa de un cerrado y porque f — g es continua.

Cuando F = R, el mismo argumento se aplicaa {xcE/f(x) < g(x)} = (f—g) (] —<,0])
ya{xeE/f(x)<g(x)} = (f—g)7"(]—00,0].

98. Sean F y F espacios vectoriales normados; D una parte densade Fy f, g:E — F
aplicaciones continuas. Demostrar que si f|p = g|p, entonces f = g.

Solucion Sea x € E, existe (a,),en C D tal que a,, — x, entonces Vn € N, f(a,) =

g(a,), lo que implica que ILm flan) = f(x) = ILm g(a,) = g(x).

99. Sean E'y F espacios vectoriales normados, ac F, f: E — F una aplicacién acotada. En
un vecindario de a se define la oscilacién de f en a como w(f,a) = Vig‘f/a(diam (F(V))),
donde V, es la familia de vecindarios de a. Demostrar que f es continua en a si y sélo si
w(f,a) =0.

Solucion

(=) Sea € >0, 3n > 0 tal que f(B(a,n)) C B(f(a),s€), entonces se tiene que la bola
B(a,n) € Va ydiam (f(B(a,n))) < e = w(f,a) =0.

(«<=) Supongamos que w(f,a) = 0y sea € > 0, existe V € V, tal que diam (f(V)) < e,
por lo que existe n > 0 tal que B(a,n) C V, entonces Vx € E, d(x,a) <n = x €V =

fx) e f(V)=|f(x) — f(a)] <diam (f(V)) < ey f es continua en a.

100. Sea FE un espacio vectorial normado.

a) Sean a, b € E tales que a # b, demostrar que existe una aplicacién f: F — R continua
tal que f(a) # f(b).

b) Sean F' y G cerrados disjuntos no vacios de F, demostrar que existe una aplicacion
®: E — R continua tal que ®|p =0y ®|g = 1.
Solucién

a) Sea f(x) =[x —al| - ||x — b|, es continua y f(a) = —[la —b|| # f(b) = [la —b].

b) Sea ®(x) = d(x, F)

d(x, F) 4+ d(x,G)
®|p =0y ®|¢ = 1. Ver ejercicio 219, pagina 118

, es continua pues d(x, F) + d(x,G) # 0, Vx € E. Ademas
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Sean E y F espacios vectoriales normados, f: E — F continua, (u,),cn una sucesién
de E y a un punto adherente de (u,),en. Demostrar que f(a) es un punto adherente de
(f(un))nelN en I

Solucién Existe una subsucesion (u,, ) tal que u,, — a = f(un,) — f(a),olo

keN

que es lo mismo f(a) es un punto adherente de (f(u,))nen.
Sea FE un espacio vectorial normado, sea n € N* y a;,...,a, € E. Demostrar que A =
{x€ E/ ] ||x — a;|]| = 1} es una parte cerrada y acotada de E.
i=1
Solucién Consideremos la funcién f(x) = ][] [|x — a;||, es continuade Een Ry A =
i=1

{x€E/ ﬁ |x —a;|| = 1} = f~1({1}) es cerrado, pues {1} es cerrado en R.
i=1

n n

Sean > 2yseax€cA, entonces f(x) =1= [] |x—a;|| > |lx—a1| [ |l[x—ai]]—|lar —ai]l|-
i=1 =2

Denotando por ¢t = ||[x — a; ||, o; = ||a; — a;|| se tiene que t|t — az| - |t — an| < 1y como el

polinomio |t(t — aq)(t — az2) -+« (t — ay)| — o0, 81t — F00, tenemos que existe NV € N tal
que {t € R/t[t —an|---[t —an| <1} C[=N,N] - [x]| < [laufl + [[x —as|| < flas]| + N, si

x € Ay por lo tanto A es acotado y cerrado.

Sea E un espacio vectorial normado y sean F, G cerrados disjuntos de F. Demostrar
que existen dos abiertos U, V de E talesque F C U, G Cc U, U NV = (. En particular
verificar que si x € E\ F, con F' cerrado, existen abiertos Oy, O, tales que x€ Oy, F' C Oy
yO1 N0y = .

Solucién Consideremos h(x) = d(x,G) — d(x, F') que es continua de F en R y sean los
abiertos U = h= (] —00,0(), V = h71(]0,¢ ), entonces six€ F, d(x, F) = 0y h(x) >0 =
xeU.

Sixe(@ = d(x,G) =0y h(x)<0=x€U,osealUNV = .

Por otro lado {x} es un cerrado disjunto con F, por lo que 30, y O abiertos tales que

{X}COl,FCOQyOlﬁOQZQ).

Sean F, F espacios vectoriales normados, f: £ — F, una aplicacion f se dice que es
abierta si VO abierto de E, f(O) es abierto de F. Demostrar que f es abierta si y sélo si

Vx € FE 'y todo vecindario V de x en E, f(V) es un vecindario de f(x) en F.
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Solucién

(=) Sea x € E, V € Vi, existe U abierto de F tal que x € U C V, entonces f(x) €
f(U) c f(V), con f(U) abierto, por lo que f(V') es un vecindario de f(x) en F, es decir
F(V) € Vi

(=) Vx € E,VV € Vi, f(V) € Vix). Sea U un abierto de E'y y € f(U), entonces existe
x €U tal quey = f(x) y por lo tanto U € Vx = f(U) € Vi) = IB(f(x),p) C f(U) 0

sea f(U) es abierto.

2.13 Homeomorfismos

Sean F, F' y G espacios vectoriales normados, f: £ — F, g:F — G aplicaciones
continuas de modo que f es sobreyectiva y g o f es un homeomorfismo. Probar que [y
g son homeomorfismos.

Solucién Es claro que f es inyectiva, pues si f(x) = f(x') = ¢(f(x)) = 9(f (X)) =
x = x/. Asi, f es biyectiva y como g o f es biyectiva, g es biyectiva. Ahora f~! = (f~!o

g 1)og = (gof) tog es continua, lomismo que g ! yaque g ! = fof ltogTt = fo(gof) L.

Demostrar que en un espacio vectorial normado E # {0}, todas las bolas abiertas (re-
spectivamente cerradas) son homeomorfas.

Solucion Sean B(a,p), B(d',p’) dos bolas abiertas, entonces f(x) = %I(x —a)+a’es
un homeomorfismo de B(a, p) en B(a’, p') (resp. B(a, p) en B(a’, p')).

En efecto, es continua, biyectiva con inversa (y—a)§ = f~Y(y) que también es continua.
Encontrar una aplicaciéon f:IR — R uniformemente continua sobre R, biyectiva tal
que f~! sea continua en IR, pero no uniformemente continua.

Solucién Sea f(z) = signo (z)+/|z], entonces f es continua y biyectiva. Ademas f~!

esta dada por g(r) = f~1(x) = signo(z)z?, que es continua, pero no uniformemente

continua.

En efecto, sea 0<e<1y sean>0, entonces ‘% + g — %‘ = g<n, pero ‘g (% + g) -9 (%)‘ =
2 2

517—1-14—%—512 :1+%>1>e,esdecirquedadoe>0,ﬂn>0talqueV:z:,yeIR,si

lz -yl <n=lg(z) —g(y)| <e.
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Falta probar que f es uniformemente continua. Observemos que:

vz =yl < V] =yl siz,y > 0.

W=z - vl < Ve~ ylsia,y <0,

V=2 — Yl <]z +yl=/Illz] = Jyll, siz <0,y > 0.

En efecto, sin pérdida de generalidad podemos tomar z > y > 0 — /oy >y > 0 —
2y <27y = v+y—2yay < z—y = (V- y)? < ]r—y[> Asise tiene la
desigualdad deseada.

Dar un ejemplo de dos espacios vectoriales normados F y F'y una aplicacién f: F — F
tal que f sea continua y biyectiva, pero que f~! no sea continua.

Solucién Sea I: (C([0,1],R), ]| |lw) — (C([0,1],R),| [l), I(f) = f, I es continua
pues | f — gl = /01 [f(t) —g)]dt < || f — glloo/o1 dt =||f —gllec <6 =e.

Sin embargo, I=' = I: (C([0,1],R),] |l1) — (C([0,1],R),]| [l) no es continua por
ejemplo en la funcién 0.

En efecto, sea f5 definida como en el grafico adjunto, con

0 < < 3, entonces si 0 < € < 1 tenemos que | f5|1 =46 y

1
Hf5||oo—5>2>€ %—62 % %4—52

Sean FE y F espacios vectoriales normados, X C E,Y C F'y f: X — Y una aplicacion.

a) Se supone que f es continua, inyectiva, sea x€ F tal que f(x) es aislado en Y, demostrar

que x es aislado en X.

b) Deducir que si f es un homeomorfismo y si x € X es aislado en X, entonces f(x) es

aisladoen Y.

¢) Demostrar que [0,1], [0,1]U{2}, [0,1]U{2, 3} son dos a dos no homeomorfos.

Solucioén

a) {f(x)} es aislado, o sea es un vecindario de f(x), por lo tanto {x} = f~!(f({x})) (pues f

es inyectiva) es un vecindario de x.

b) Similarmente x = f~1(f(x)) y como f~! es biyectiva y continua, entonces f(x) es aislado

enY.
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¢) {2} es aislado en [0,1]U{2}, pero [0, 1] no tiene puntos aislados, por lo que no son home-

110.

111.

112.

omorfos, ya que en caso contrario f(2) es aislado en [0, 1] y esto es una contradiccién.
Por otro lado, {2,3} son puntos aislados en [0,1]U{2, 3}, pero [0,1]U{2} sélo tiene un

punto aislado y no son homeomorfos.

Sean E y F espacios vectoriales normados y f: F — F una aplicacién, demostrar que
f es uniformemente continua si y sélo si V(x, )nen, V(¥n)nen sucesiones de E tales que
% — yn|| — 0, cuando n — oo, implica que || f(x,) — f(y»)|| — 0, cuando n — cc.
Solucién

(=) Supongamos que [ es uniformemente continua y sean (x,)necnN, (¥n)nen sSucesiones
en F tales que ||x,, — y,|| — 0. Sea € >0, 3 > 0 tal que Vx, x' € E, si ||x — X/|| <n =
1£x) - F)]| < e.

Por otro lado, existe N € N tal que sin >N = [|x,, —y.|| <n = ||f(xn) — f(yn)| < €.
(«<=) Supongamos que f no es uniformemente continua sobre F, entonces e > 0y 3x/,
x" € E tales que V7 >0, con || x’ —x"|| <7 se tiene || f(x") — f(x")| > e. En particular, para
cada n € N existe (x,,y,) € E x E tal que [[x, — yn|| < 2 y [|f(xn) — f(yn)|| = €. De esta

forma ||x,, — y.|| tiende a 0, pero || f(x,,) — f(yn)||—~ 0, lo que contradice la hipétesis.

Sean F y F espacios vectoriales normados y sea f: E — I una aplicacién continua,
demostrar que el grafico de f, Gy = {(x, f(x)) € E x F//x € E} es homeomorfo a E.
Solucién Sea h: E — G definida por h(x) = (x, f(x)), h es continua y biyectiva. Falta
probar que h~! es continua.

Sea U un abierto de F, entonces se tiene que (h=1)"1(U) = h(U) = {(x, f(x))/x € U} =

G¢N (U x F) es un abierto de Gy, i.e. h~! es continua.

Sea E un espacio vectorial normado y sean f y ¢g: E — R funciones uniformemente
continuas sobre F, demostrar que si f y g son acotadas, entonces fg es uniformemente
continua sobre F, pero es falso si f 0 g son no acotados.

Solucién

a) vx, X' € B, [fg(x) = fg(x)| = [f(*) (9(x) —g(xX)) + (f(x) = F(x') g(xX)| < [[fl[oelg(x) —
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9&) =+ glloel £ () = F(K).
Sea e >0, existe 6; >0 tal que ||x —x'|| <61 => | f(x) — f(x')| < 3€/]|9]l« ¥y existe 62 >0 tal
que ||x — x'|| < 0 = [g(x) — g(x')| < 1€/|| f|loc, con lo cual si escogemos § = min{dy,d2},

entonces si ||x — x| < § = |fg(x) — fg(x')| < e.

b) Sea £ = R, f(z) = x, g(x) = sen z, fg no es uniformemente continua en R, pues

113.

114.

115.

|fg(2nm + %) — fg(2nm)| = 2nm + %)sen % — 2.

2.14 Funciones Lipschitzianas

Sea E un espacio vectorial normado, demostrar que d: F x E — R, d(x,y) = [|x — y|l&
es 1-lipschitziana, con F x E provisto de la norma ||(x,y)|| = ||x|lz + ||y &-

Soluciéon Sabemos que |d(x,y)—d(x",y')| = |||x—yllz— X —-¥'|g| < |x-y—-x'+y'|r <
lx =Xz +lly —¥'lle =dxx) +d(y,y) = [(x - <",y =¥')I.

Sea F un espacio vectorial normado, A una parte no vacia de F, probar que la aplicacion
x — d(x, A) es 1-lipschitziana.

Solucién Vx, y < E, Va A, |x—al| < [x—y|+ |y —al = d(x, 4) < |x—a] < |x—y]+
ly —al, Vae A= d(x, 4) < [x — y|| + d(y, 4), por lo que |d(x, 4) — d(y, A)| < [Ix -],

por la simetriaen x y y.

Sea E el espacio vectorial normado de aplicaciones lipschitzianas f:[0,1] — IR, tal que
f(0)=0,YfeE.Sedenota N(f) =inf{keRy /Y x,ye[0,1], |f(x)— fy)| < klz—y|}.
Probar que N es una norma sobre E no equivalente a || | oo-

Solucién N(f) esta bien definida, N(f) > 0, N(\f) = |AN(f)y N(f+g) < N(f)+N(g).
Si N(f) =0,VEk>0se tiene que Vx, y€[0,1], |f(z) — f(y)| < klz—y| = f(x)— f(y) =0,
o sea [ =constante i.e. f =0, pues f(0) = 0.
Por otro lado, Vf € E, ||f|lcc = suop1 |f(2)].
por lo tanto |f(z) — f(y)| < J\f(fgglefl[7 )—]yl < N(f) = [f(@) = fO)] = [f(2)] < N(f),
Ve e[0,1] = [flle < N(f)-

Sabemos que |f(z) — f(y)| < klz — yl,

Ahora, consideremos f,,:[0,1] — R definida por f,,(z)



116.

76 Capitulo 2. Ejercicios de espacios vectoriales normados

nlz —y| sio<z<i o<y<il
-1 1
0 SIﬁSxSLﬁSygl
entonces || fullo = 1, [fu(2) = fu(y)| =
|nz — 1] o |ny — 1| s10<x§%,%§y§10
1 1
0<y<gz,73<z<1,

Y
por lo tanto si 0 < z < %, % Sy<Lnz—1] =nlr—5|=n(5 —2) <nly—z) =nly —z|,
se tiene que Vz, y € [0,1], [fn(z) — fu(y)| < n|ly — x|, es decir N(f,,) =nie Ny| |~ no

son equivalentes.

Sea E un espacio vectorial normado, A una parte no vacia de £, k € Ry, f: A — R,
k-lipschitziana, demostrar que la aplicacién g: E — R definida por g(x) = sug( f(a) —
k||x — al|), extiende a f y es k-lipschitziana. Explicitar g(x) en el caso en qlalz E =R,
A=10,1], f(a) = a® k = 2.

Solucién Sea aj<€ A fijo, que existe pues A # (), entonces VxeFE, Vac A, f(a)—k|x—al =
f(a) = f(ao) + f(ao) — klx —al| < kllao —al| — kllx — all + f(a0) < k|x — o]l + f(ao), por
lo que existe sug(f(a) — kljx — al|).

Seax€A, g(X;ie: sgg(f(a)—k”x—a”) > f(x). Porotrolado, Vxc A, VacA, f(a)—k|x—al =
F(a) = £(x) + £(x) = kllx —a]l < f(x) = g(x) < f(x) ya que f(a) — f(x) < k|x —al], por
ser k-lipschitziana.

Se ha demostrado que f = g|4 i.e. g extiende a f en E. Falta probar que es k-lipschitziana.
En efecto, ¥x, y € E, ¥a € A, f(a) — klx —al| = f(a) — klly — a]| + k(ly — al| - |x — a]}) <
f(a) — k|ly — a]| + k||x — y||, por lo que tenemos g(x) < g(y) + k||x — y|| y por simetria
lg(x) — g(y)| < k||x — y||, o sea g es k-lipschitziana.

Queda por explicitar g(x), si A =[0,1], f(a) = a?, k = 2.

Primero verifiquemos que f es 2-lipschitziana. En efecto, |f(z) — f(y)| = |2® — y?| =

[z +ylle —y| <2z —yl, Ve, Vy €[0,1].
22 —2x+2a siz>a
Ahora g(a) = sup (22 —2|z—al),conh(z) =2 -2|r—a|={ 224922 —2¢ siz<a

z€[0,1]

x? six = a.

Para = > a se tiene que el minimo se tiene para 7/(z) = 22 — 2 = 0i.e.x = 1 y el maximo
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en x = 0, entonces para a < 1, g(a) = 2a.
Para x < a se tiene que el minimo ocurre en h/'(z) = 22 4+ 2 =0 i.e. z = —1 y el maximo
enz=1,0seasia>1,g(a) =3 - 2a.

Para x = a, g(a) = a?, para0 < a < 1.
2.15 Completitud

Sea E espacio vectorial normado, (u,),>1 sucesion de Cauchy en E, (v,),>1, definida
por v,, = %(ul +---+u,), demostrar que (v,),>1 es de Cauchy en E.
Solucién Dado € >0, IN € N tal que Vp > N,Vr € N = [[upir — u,| < je.

Sean p, r € N tal que p > N entonces:

”VPJFT_Vp”:Hﬁ(ul‘i‘"""up‘i‘”"i‘umr)—%(u1+"'+up)H

= tpp I+ b ) = () ()|

11 ”i’” 2”:
= D ||P ug —r ug
r +pp k=p+1 k=1
1 1 p+r P N
=557 |P > oup—r Y. up—rNuygi+rNuyi —7 >, ug
k=p+1 k=N+41 k=1

N
< 7 4pprie+rNlluni| 3 ).

pues hay pr términos de la forma uy — uy, par;i s, t >N +1.

N
Por otro lado %(NHuNHH + > |lugl]) — 0, cuando p — oo, por lo tanto existe N’ € N
k=1

N
tal que si p > N/ = §(N|un1] + kzl Jugll) < Le.

Finalmente, para p > max{N, N'} = ||v 1, — v, | <e.

Sean F, I’ espacios vectoriales normados, (u,), una sucesiéon de Cauchyen £, f:F— F
una aplicacion uniformemente continua, demostrar que (f(u,)), es de Cauchy en F.
Solucién Dado € > 0, existe n > 0 tal que Vx/, x" € E, |x' — x"||g <n = ||f(X) —
fEr <e.

Por otro lado existe NeN tal que sip>N, ¢>N = ||u,—u,||p<n = || f(u,)—f(uy)||r<e

i.e. (f(uy))n, es de Cauchy en F.

Sea E un espacio vectorial normado y sean (uy,),, (v,), dos sucesiones de E tales que
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|lu, = vn||le — 0, cuando n — oo. Demostrar que si una es de Cauchy la otra también
es de Cauchy.

Solucién Supongamos que (u,), es de Cauchy y sea € > 0, existe NV; € N tal que si
n >N = |u, —v,] < %e. Por otro lado existe N, tal que si p > N, ¢ > Ny —>
[y —ug < ge.

Sea N = max{Ny, N2}, entonces si p > N, ¢ > N se tiene ||v, — v4| = ||[vp) —u, +u, —

u, +uy — vl < lvp —upl| + [lug — vyl + [[u, —ugfl <e.

120. Sea E un espacio vectorial normado, (u,),en una sucesion en E, o: N — N biyectiva.

a) Demostrar que (u,), y (1,(,))» tienen los mismos valores adherentes.

b) Demostrar que (u,), es de Cauchy <= (u,(,)). es de Cauchy.
Solucion

a)Seaac {u,/neN}<=VYp>0,B(ap N{u,/ne N} # @ —
¥ p>0, B(a,p) N {uym/ne€N} £ @ < ac {u,,/neN}L

b) Supongamos que (u,),cn €s de Cauchy y sea € > 0, existe N € N tal que Vp, ¢ > N =
luy —uyll < e.
El conjunto {n € N/p(n) < N} es finito. por lo que existe N’ € N tal que ¢(n) < N =
n < N',porlo quesip, ¢g> N = ¢(p), ©(q) > N = [[uyp) — Uyl < €ie. (uym))n €8
de Cauchy.

Reciprocamente si (u,(n)), es de Cauchy, (u,-1(,(n)) = us)n es de Cauchy.

121. Sea E un espacio vectorial normado, o >0, ) # X C EtalqueVx,y € X, x # y —
|lx — y|| > a. Demostrar que X es una parte completa de F.
Soluciéon Sea (u,), una sucesion de Cauchy en X y sea € >0, entonces 3N € N tal que
sip,¢q>N = |lu, —u,l| <e.
Sea € = ¢, entonces ||u, — uy|| <asip, ¢> N, pero ||u, —u,| > a, siu, # u,ie u, =u,,
sip,¢> N, osea (u,), es estacionaria y por lo tanto es convergente. Asi, X es una parte

completa de E.

122. Sea E un espacio vectorial normado tal que 3p > 0 para el cual la bola cerrada 5(0, p)
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sea completa. Demostrar que £ es completo.
Solucién Sea (u,), una sucesion de Cauchy en F, existe N € N tal que sip, ¢ > N =
[lu, — u,|| < p. La sucesién (u,),>n+1 es de Cauchy en la bola cerrada B(u,1, p), que

es completa pues es homeomorfa a B(0, p); asi (u,,), es convergente y E es completo.

Sea E un espacio vectorial normado completo, f: £ — F una aplicacion biyectiva uni-
formemente continua tal que Vx, y € E, ||x — y||g < || f(x) — f(y)||r. Demostrar que la
imagen por f de toda parte cerrada de E' es una parte cerrada de F'.

Solucion Sea A C FE cerrado y sea (y,), una sucesién de términos en f(A), conver-
genteaye F. Comoy, € f(A), 3x, € A tal que f(x,,) =y, y como (y, ), es de Cauchy en
F, (x,)n es de Cauchy en FE. Asi tenemos que x,, — x, donde f(x) =y, entonces x € A

por ser cerrado i.e. y € f(A) y es cerrado.

Sea F un espacio vectorial normado y sea F un espacio vectorial normado completo,
f:E — F biyectiva, uniformemente continua y tal que f~! es continua. Demostrar
que E es completo.

Solucién Sea (u,), una sucesién de Cauchy en E, entonces (f(u,,)), es de Cauchy en
F, por el ejercicio 118, pagina 77 y por lo tanto converge a un y € F. Asi, la sucesion

(u,), converge a f~1(y), o sea E es completo.

Sea F un espacio vectorial normado, D una parte densa en E, demostrar que F es
completo < toda sucesion de Cauchy en D es convergente en F.

Solucién

(=) Sea (x,), una sucesiéon de Cauchy en D, entonces x,, — x € D = E.

(«<=) Supongamos que toda sucesiéon de Cauchy en D converge en E. Sea (x,),eN una
sucesion de Cauchy, para cada n € N, 3v,, € D tal que ||x,, — v,,| < % Asi, (vp), C Des

de Cauchy, por lo que converge x € F y se tiene que x,, — x i.e. E es completo.

Sea E un espacio vectorial normado, sea D una parte densa en E' y sea F' un espacio
vectorial normado completo, f: D — F uniformemente continua. Demostrar que existe

g: B — F continua unica que extiende a f.
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Soluciéon Existencia Sea x € E, existe (a,), C D tal que a,, — x, entonces f(a,),
es de Cauchy en F, por el ejercicio 98, pagina 70, por lo que f(a,) — y € F. Se define
g:FE — Fporgx)=y= 7111—{20 f(an), con a, — x. La funcién g asi definida esta bien
definida, pues si b, — x, a,, — X, nl;ngo fla,) = nl;ngo f(b,) = y. Probemos que g es
uniformemente continua.

Sea e >0,3n>0tal queVa',a” € D, [la’ —a"|| <n=>||f(a’) — f(a")]| < }e.

Sean x/, x” € F tales que [|x' — x| < e, existen dos sucesiones (a},),, (al}), C D tales
que a, — X/, a)) — x. Existe N1 €N tal que sin>N; = [|x' —a}, || <3, [x"—a]| <37
y existe Ny € N tal que sin > No, [|g(x') — f(a],)|| < 3¢, [[g(x") — f(a)|| < 3e.

Sea N = max{Nj, Ny}, entonces si n > N implica que:

lg(x') =g < llg(x) = fla)ll + [ f(a),) — f(a) + [ f(an) — g(x")[ <e,

si||x' —x"| < ||x" —a'||+|la, —al’|| + ||al — x"|| <n. Asi tenemos que g es uniformemente
continua sobre F i.e. es continua.

Unicidad Sea ¢’ otra extensién de f en E, por lo tanto ¢'|p = g|p, con D parte densa,

entonces ¢’ = g por el ejercicio 98, pagina 70.

Demostrar que un espacio vectorial normado F es completo < V(u,,),en C E tal que
[luy, —wpya| < 2% converge.
Solucién

(=) Supongamos que F es completo y sea (u,,), una sucesion tal que ||u,, —u, 1| < 2%,

r

entonces [[u, —uy | < [lup—vp |+ lup s —vppofl+ - Fup 1 —up | < kz 2P+1k—_1 <
—1

2p{1 i.e. (u,), es de Cauchy, o sea es convergente.

(«<=) Supongamos que V(u,), sucesion tal que ||[u, — u, 1] < 2% es convergente en E.
Sea (x,,), una sucesién de Cauchy en F, existe V; € N tal que p, ¢> N1 = ||x, —x,[| < %,
IN,eN tal que p, ¢>No = ||x, —%,4|| <%,. ..,23N,eNtal que p, ¢> N, = ||x, —x4||< 2%
La sucesién definida por u,, = xy,, verifica que ||u,, — u,41| < 2%, por lo que (u,),

converge a x € F. Demostremos que x,, — x.

En efecto, dado e > 0 existe N € N tal que si n > N => [lu,, — x|| < 1€, con lo cual
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[xn, — x| < 3¢, paran > N. Para m > N, se tiene ||x,, — x| < [|xp — Xp—1|| + [[xm—1 —

1
+eeet V. + 1%,

1
2n—1

X al| -+ [, = x| < g+

2m1 —X||_2m1—|— e<ietie=e,

si m>max{N,, M}, con M tal quesin>M — < $e. Asix, — xy E es completo.

Sea FE un espacio vectorial normado, demostrar que E es completo siy sélo si V(F},)n>0
de cerrados acotados no vacios de FE, decrecientes y tales que lim diam (F,,) = 0, se
n—oo

tiene N F, # ©.

n=0
Solucién
(=) Seae>0,dIN € Ntalquesin > N = diam (F,) <eie Vx,y € F,, [x—y| <e.
Vn € N, consideremos x,, € F},, entonces Vp, ¢ > N, x4, X, € F,, = ||x, — X4|| < €, por lo

que (x,), es de Cauchy en F completo y se tiene x,, — x € E.

Por otro lado, x,, € F;, = x, € F,,, Vp > n y como F,, es cerrado, x € F,, Vn ¢ N =

N F.# 0.

n=>0 _
(<) Sea (z,,)nen una sucesién de Cauchy en E, Vn € N se define F,, = {x,/p > n}.
Cada F), es cerrado, F,, 1 C F, y como (z,), es de Cauchy, (z,), es acotada = F), es
acotado.

Seae>0,3IN e€Ntal queVp, ¢ >N = |x, — x4|| < ei.e. Yn > N se tiene diam (F,,) < ¢,
pues diam A = diam A, es decir diam (F,,) — 0, por lo que () F, # .

n=0

Sea x € () F,, probemos que x,, — x. En efecto, x,, € F,, x € F,, por lo que ||x,, — x| <
n=>0

diam F,, <e€,sin> N, oseax, — xy F es completo.

Sea F un espacio vectorial normado completo y sea f: F — E una aplicacion tal que
Jae]0, 5[, parael cual Vx, y € B, || f(x) — f(y)]| < a(|[f(x) x|+ f(y) —y|). Demostrar
que f admite un punto fijo tnico.

Solucion La unicidad es inmediata, pues si x y y son dos puntos fijos, || f(x) — f(y)|| <
a0ie. f(x)=fly)=x=y.

Sea (x,), la sucesion definida por xg € E, x,41 = f(xn), si n > 0. Por hipétesis, si
X =Xp-1,Y = X, tenemos ||x,41 —xnll < a[[zn =Xn-a [+ [[xns1=xn ) = (K041 —=xn | <
1 = lxn — xn_1f| y como 8 = = €]0,1], se tiene |[x,41 — Xn || < B"[|x1 — x0].

Asi tenemos que (x,,), es de Cauchy en F y converge a x € E. Aplicando la hipétesis a
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X = Xp, Y = x se tiene [|x,+1 — x|| < a(||xn+1 — x| + ||f(x) — x||) ¥ pasando al limite
[f(x) = x| < af f(x) — x|, 0 sea f(x) = x.

Sea F un espacio vectorial normado completo, f: E — E aplicacién para la cual 3pcIN*
tal que f? sea una contracciéon. Demostrar que f? admite un punto fijo unico.
Soluciéon Sea g = f?, entonces se define xg € F, x,,+1 = g(x,,) paran > 0. Por otro lado
existe 0 < § < 1 tal que [|g(x) — g(y)|| < B||x — y||, entonces se tiene si n > m:

150 = Xmll < Bll%n1 = Xmo1l] < -+ < B7]|X0 = Xnoml <

B [xo = xaf + [Ix1 = 2| + -+ + [[Xn-m—1 = Xn—mll] <

Bl — il 146+ 4+ 5771 = L2 o — x|

Asi tenemos que (x,,),, es de Cauchy, por lo que (x,,),, converge a x € E.

Por otro lado ||g(x,) — xu|| < B||xn — Xn—1]| ¥ tomando el limite por ser g continua, se
tiene ||g(x) — x|| < -0, lo que implica g(x) = x.

Supongamos que hay dos punto fijos, entonces f?(x) = x, fP(y) = y y tenemos ||x —y|| =
[f7(x) = Pl = llg(x) =gl < Blx —yll <[x =], con 0 <5 <1, porloquex =y
Demostrar que el espacio vectorial normado de E de aplicaciones continuas de [0,1] en

1
R, provisto de la norma || f|; = / | f(x)|dx no es completo.
0

Soluciéon Para n > 2 se define f,,:[0,1] — R, por:

1 sio<z<i
falz) = —nar—i—nTH sig<z<i+1
0 sit++<z<l,
1,1 1,1
A 1 EARD n+2 1111
entonces || fusr— fuli = [ |=ra+drldet [T | —not2lar = L1 L =
L 2 2t nTr
T < 3o Por lo que (fn)n es de Cauchy y converge a f(z) = I[o,%](x)’ f ¢ E, pues

no es continua en 1.

Supongamos que existe f € E tal que f,, — f en E, con la norma || |1, entonces
1 1

2 2
Il fn = fll1 = /0 |f(x) = fn(z)|de = /0 |1 — f(z)|der — 0, por lo tanto f(x) = 1, para

1
OSZCSi«
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1 1
Sea xp€] %, 1], entonces Vn > I—ll—, | fn=Ffll > / |f ()= fn(x)|de = / |f(x)|de — 0,
073 0 o

por lo que f(z) = 0en [zo,1]y se concluye que f no es continua en %

Sea (X, d) un espacio métrico completo acotado, I el conjunto de homeomorfismos de X

en X. Demostrar que 6: I x I — R definido por:

8(f,9) = sup [d(f(x),9(x)) +d(f " (x),97'(x))]

xeX
es una distancia sobre I y que (I, J) es un espacio métrico completo.

Solucién Demostremos que si C(X) es el espacio vectorial de aplicaciones continuas
de X en X y duoo(f,g9) = sup d(f(x),9(x)) > 0 es una distancia y que (C(X),d) es un

xeX
espacio métrico completo. En efecto:

xeX
fx)=9gkx),Vxe X < f=g.
)

=d(g, f), pues d es una distancia.

©) doo(f,9) =supd(f(x),g(x)) < d(f(x), h(x)) + d(h(x),9(x)) < doo(f, 1) + doc(h, g).

Sea (fn)n C C(X) una sucesién de Cauchy i.e. dado € > 0, doo(fn, fin) < €, VN, m >
N = d(fn(x), fm(x)) <€, VYVn, m > N,Vx € X < (f,(x)), es de Cauchy en (X, d)
espacio métrico completo Vx € X < f,,(x) — yx, Vx € X.

Asi, se define f: X — X por f(x) = yx y probemos que f € C(X).

Sea e>0, entonces existe NeN tal que sin > N = d(f,(x), f(x)) <3¢, VxeX. Ademas,
como f, es continua (i.e. uniformemente continua por ser X compacto), 31 >0 tal que si
d(x,y) <1 = d(fu(x), fa(y)) < d(fa(x), f(x)) + d(fa(x). fa(¥)) + d(fu(¥), f(¥)) < € +
let+ie=e.

Asi se tiene que [ es continua en X (uniformemente continua), lo que implica f € C(X)
v (C(X),dw) es un espacio métrico completo.

Observemos que Vf, g €1, d(f,9) < 6(f,g). Se tiene que ¢ es una distancia sobre
I ¢ C(X). Probemos que (I,d) es un espacio métrico completo.

Sea (f,). una sucesion de Cauchy en (I, ), entonces (f,,),, es una sucesion de Cauchy

en (C(X),dx), por lo que f, — f € C(X) por do,. Ademas (f, '), es de Cauchy en
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(C(X),ds) y converge a g € C(X) por doo. Asi tenemos que f, — f, f,} — g =
foofyit — fogy filofu —rgof = fog=gof=1Ix,0seag=f"'confyf!
continuas.

Asi 6(fn, f) < doo(fn, f) +doo(f 1, 9) — 0, entonces f,, — f en (1,6) que es completo.

n

a) Sea F un espacio vectorial normado # {0} y sean a, b€ E, p >0, a > 0, demostrar que
B(a,p) C B(b,a) <= |la—b| < a—p.

b) Sea E un espacio vectorial normado completo, (a, ), una sucesién de E, (p,), una

sucesiéon en IRY.. Se supone que la sucesion (B(ay,pn)), es decreciente y que p, — p.

Demostrar que (a, ), converge y que sia = lim a,, se tiene (| B(a,,p.) = B(a,p).
n—r00

neN
Solucién
a) Si a = b es evidente. Se supone a # b, entonces existe n tal que si n > ”a;pb”.
Seac:a+(ﬁ—%)(a—b):> lc—al| = ||a—b|\(ﬁ—%)<p:>
c€ B(a,p) C B(b,a) = ||b—c|| = (a—b)(l—i—ﬁ—%) ’ =

_ 1

Reciprocamente, si |a — b|| < o = a € B(b, ).

Seaxc B(a,p) = |x—a| +|[b—al|<p+a—p=aie B(a,p) C B(b,a).

b) Sabemos que B(a, 1 m; prnim) C B(an, pn) = |lantm —anl| < pn—pnim. Asi tenemos que

(pn)n 4 p, por lo que (p,), es de Cauchy i.e. (a,), es de Cauchy y como E es completo
(an)n convergea ac E.
Seax e (N B(an,pn) = VneN,|x—a,| <p, =[x —al <p,oseaxc Ba,p).

nelN

Por otro lado, sabemos que ||a,m,a.)|| < pn — Pntm; si fijamos n y m — oo se tiene

lan —all < pn —p = B(a,p) C B(an,pn), Vn € N = B(a,p) C ﬂNB(an,pn)-
ne

134. Sea f:S — S, S C R™ una aplicacién tal que || f(x) — f(y)| < [x —y|,six #y.

a) Probar que f posee a lo sumo un punto fijo y dar un ejemplo de funcién de este tipo sin

puntos fijos.

b) Seax € S, po = X, Pn+1 = f(Pn)s ¢n = ||Pn — Pnt1ll, n > 0, probar (¢, ), es una sucesion

decreciente y que existe ¢ = lim c¢,.
n—oo
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¢) Supongamos que existe una sub-sucesién (p,, ) convergiendo a q € S. Probar que

keN
c=lla— f(a)ll = [|f(a) = f(f(a))| y deducir que q es un punto fijo de f y que p,, — q.

d) Si S es compacto, deducir que f siempre tiene un punto fijo dnico.
Solucion

a) Si hay dos puntos fijos xo # yo se tiene || f(xo) — f(yo) = [[xo — yoll < [|x0 — yol, por lo
que hay a lo sumo un punto fijo.
Sea f:]0,1[ —]0,1[, f(z) = 3z, es tal que | f(z) — f(y)| = 3|z — y| < |z — y|, pero no hay
puntos fijos pues f(z) =z < o =z <= 2=0¢]0,1[.

b) Se tiene cp1 = [[Pnt1 = Pot2ll = [[f(Pn) — f(Prt1)|| < [[Pn = Pnt1ll = cn, por lo tanto
(¢n)n | y acotada inferiormente por 0, es decir ¢,, — ¢ > 0.

¢) Dado que p,,, — q, entonces c,,, = [[Pn, —Pny+1ll = [[Pny, = f(Pny)ll — lla—f(a)l|, pero
también converge c,; +1 = |[Pnj+1—Pnjt2ll = £ (Pn),) = f (f (Pr )| — 1 (@) = f(f (@),
ya que si (cp, Jken converge, (c,, +1)ken también converge y al mismo limite, es decir
¢=lla=f@ll = /(@) = F(f (@)l
Siq # f(a) = ||f(a) — f(f(a)ll < la — f(a)|| que es una contradiccién. Asi, q = f(q)
i.e. q es un punto fijo.
Probemos que p, — q, cuando n — oc. En efecto, sea € > 0, Iny, tal que [[p,, —dll <e,
entonces sin>ny se tiene [[pn, —ql| = || f(Pn—1) — f(@) | <[[Pr-1—al = |/ (Prn—2) = f(a)[ <
[Prn—2—qf < <lpn, —ql <e.

d) Si S es compacto, existe (p,, ), tal que p,, — q; y por ¢) p, — q. Por la parte a), f

posee un punto fijo dnico.

2.16 Compacidad

135. Se denota Ky = [0,1], K1 = Ko\]3,2[, K2 = Ki\(] 5,2 [U] g,%[),...y K = ) K,.
neN
Demostrar que K es un compacto de interior vacio (K es el conjunto de Cantor?).

2Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918) Matematico ruso-aleman nace en San Pe-
tersburgo (Leningrado, Rusia) y fallecido en Halle, Alemania. Ya en la escuela Cantor, mostré talento por las
matematicas. Se doctoré en 1867 y obtuvo el puesto de profesor en la Universidad de Halle en 1872. Mejor
conocido como el creador de la Teoria conjuntista, Cantor construyé una estructura légica completa, en la cual

se postulaba que una serie completa de nimeros transfinitos, representaba diferentes érdenes de infinitos.
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Soluciéon K C [0,1]es cerrado, pues es la interseccion infinita de cerrados y es acotado,

1
2-3"
e,z + €[N[0,1]¢ K, por lo tanto no esta contenido en K, pues K,, estd formado por

2" intervalos de tamafio -, Asi K — (, es decir K no puede estar contenido en un

3m°
conjunto formado por cerrados de tamario 3n—1+1, ya que el tamano del intervalo |z —

e,x+e[esmayoroigualque%ly]:z:—e,:z:—i-e[gth,VpZn.

por lo tanto compacto. Sea x € K, € > 0, existe n € N tal que < €, entonces |z —

Demostrar que una parte K de un espacio vectorial normado E es compacta <=V (F});c;s

familia de cerrados de K tales que (| F; = @, 3N € N* y iy,...,ix € I tales que
i€l

N
k=1

Solucion

(=) Sea (F;);c; una familia de cerrados de K, F; = S; N K, con S; cerrado en F, Vi € I,

porloque (| F; = N SiNnK = @. Ahora |J E\S; D K, entonces existen iy,...,iy € [
icE icE il

N N N

tales que K C kL_Jl E\S;, = KN k(_]l Sy, =@ = k(_]l Fy, .

(«=) Sea (0;);c; un recubrimiento abierto de K, K C |J O;, entonces K C |J O, N K =
i€l i€l

O = NEO)NK = NS;NK = () F, donde S, es un cerrado y F; es un cerrado
i€l i€l i€l

N N
de K, (F; = S; N K). Asi, por hipétesis 3N € N* tal que () Fy, = O =N Sip, NK =
k=1 k=1

N N N
kgl(E\Ozk) NK — K = kL:Jl Oik NK C kL:Jl Oik'

Sea E un espacio vectorial normado y sea () # X C E, demostrar que cualesquiera dos
de las tres propiedades siguientes implica la tercera:

i) X es compacto ii) X es discreto iii) X es finito.
Solucién
1) y ii) = iil)) ({x})xex es un recubrimiento abierto de X, pues {x} es abierto en
X = X se recubre por un namero finito puntos {x} i.e. X es finito.
i) y iii) = ii) En efecto iii) = ii).

ii) y iii) = 1) X tiene un numero finito de abiertos.

También adelanté el estudio de las series trigonométricas, fue el primero en probar la no numerabilidad de

los ntimeros reales e hizo contribuciones importantes a la teoria de la dimensién.
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Demostrar que toda parte compacta K de un espacio vectorial normado F, contiene una
parte densa dentro de K, a lo sumo numerable.

Solucién Para cada n € N*, (B(x, %))xe & €s un recubrimiento de K, del cual se puede
extraer un subrecubrimiento finito (B(x,, , %))195 N, -

El conjunto H = {x,;/n € N*,1 <i < N, } es una parte densa de K y numerable.

En efecto, el hecho que sea numerable es evidente. Falta probar que es densa. Sea
y€ K, e>0,3m tal que % <e=yeKC NUZ B(Xm.i, %) = y € B(Xm, %) para algun

ioE{l,...,Nm}.

Asi tenemos que B(y,€) N H # (), pues existe x,, ;, € H tal que ||y — X, ;|| < % <e.

Sea E un espacio vectorial normado, U, V abiertos de I/ y K un compacto de E tal que
K c U UYV. Demostrar que existen compactos Ky, Ky de E tales que K = Ky U Ky,
KycU,Ky CV.

Solucion K\U y K\V son cerrados de F, disjuntos, entonces por el ejercicio 103,
péagina 71, existen abiertos U; y V; tales que K\U C Vi, K\V Cc U, Uy NV; = Q.
Tomemos Ky = K\V;, Ky = K\U; que son cerrados de E, contenidos en K, es decir con
K=KyUKy,Ky cU,Ky CV.

En efecto, sixe K —= xcUUV = x¢U; 6x ¢ V3 — x€ Ky 6xe Ky, osea
KCKyUKy,ie. K=KyUKy.

Seaxe Ky = x€ K,x ¢ V; = x€U. De manera similar se prueba que si x € Ky —>

xeV.

Sean F, F' espacios vectoriales normados, K C F compacto, L C F'y A una parte cerrada
de K x L. Demostrar que la segunda proyeccion pr,(A) es cerrada.

Solucién Sea (y,), una sucesiéon en pr,(A) convergiendo a y € F. Para cada n € N,
existe un x,, € E tal que (x,,,y,) € A C K x L, por lo tanto (x,), C K que es compacto
y existe (x,, ), tal que x,, — x € K, lo que implica (x,, ,yn,) — (X,¥) € 4, pues A es

cerrado en K x L, es deciry € pr,(A).

Sea FE un espacio vectorial normado de dimension finita, (u, ), una sucesion acotada en
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E. Probar que el conjunto de puntos adherentes de (u,,),, en E es un compacto de E.
Solucién Sea A’ C E el conjunto de puntos adherentes de (u,),, entonces A’ es un
conjunto cerrado y acotado (pues la sucesion lo es) en un espacio vectorial normado de

dimensién finita, lo que implica que A’ es compacto.

Sea E un espacio vectorial normado, K una parte compacta de F, (u,), una sucesién
en K, demostrar que si (u, ), tiene un unico punto adherente, entonces (u,,),, converge.
Soluciéon Supongamos que (u,), C K admite solamente un punto adherente a € £
y que (u,), diverge, entonces Je > 0 tal que VN € N existe n € N, n > N y se tiene

[u, — al| > e. Asi podemos construir una subsucesién (u,, ) tal que [ju,, —al > ¢,

kEN
Vk € N.
Por ser K compacto, (u,, ), admite al menos un valor adherente be K tal que d(b, a) > e,

por lo tanto la sucesion (u,),, tiene dos valores adherentes distintos.

Sea E un espacio vectorial normado tal que B(0,1) es compacta, demostrar que E es
completo.

Soluciéon Sea (u,), una sucesion de Cauchy en E, entonces IN € N tal que Vp, ¢ >
N = ||u,—u,| <1. En particular Vp > N = ||u, —uy|| <1, lo que implica u, € B(uy, 1),
entonces (1, — uy),>y admite al menos un valor adherente en B(0,1) i.e. (u,),>n
admite un valor adherente en B(uy,1).

Probemos que si una sucesién de Cauchy en B(uy, 1) admite un punto adherente, en-
tonces converge.

Sea € > 0, como B(0,1) es compacta existe una subsucesién (u, , — un), convergente a

k
u—uyie IN' talquesik > N = |lu,, —uy —u+uy||<geysipyqg> N' —
u, —uy —ug +un|| < i€, pues (u,), es una sucesién de Cauchy .

Sea p > max{N’, N’ N}, entonces:

[up —ul| = [lu, —uy —u+un| < flup —wn [+ un, —ull < ze+je =e.

Sea F un espacio vectorial normado, F' C FE cerrado, K C E compacto, demostrar que

F + K es cerrado. (Es el resultado cierto si K es s6lo cerrado?
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Solucién Sea (z,),cn una sucesion en F' + K convergente a z € E. Paracadan € N,
Ix, € F,y, € K tales que z, = x,, +y,. La sucesién (y,), C K tiene una subsucesion
(¥n,,),, convergiendo a y € K. Como x,, = 2z, — Yy, — z—Yy € I, por lo tanto
z=(z—-y)+yeF+K.

Los conjuntos F = N*, K = {-n + %/n € N*} son cerrados, pero (%)n CF+Ky

0¢ F + K, osea F + K no es cerrado.

Demostrar que toda parte A de R que tiene un nimero finito de puntos de acumulacion

en R, es a lo sumo numerable.

Solucién Sean a; < --- < ay,, los puntos de acumulacion de A y sea € = - 1H<1£ —1(ai+1 -

a;)/2. Para cada p € Z, sea A, = AN [pe,(p+ 1)e], entonces si A, no tiene puntos de

acumulacién en R, A4, es finito. En el caso que A4, tiene un punto de acumulacién (y

s6lo uno) z € R, entonces A, = {z} U L%I (Ap\]z — %, 7 + % |) es la unién numerable de
geN™

conjuntos finitos, i.e. A es a lo sumo numerable por ser unién a lo sumo numerable de

conjuntos A, a lo sumo numerables.

Sea f:IR — R una funcién tal que Vo € R, Je, > 0 de modo que f es creciente en
|z — ez, + €, [, demostrar que f es creciente en R.

Solucién Sean z, y € R tales que z < y; la familia de conjuntos (] z — €.,z + €. [).c[a,y]
es un recubrimiento abierto del compacto [z, y], por lo tanto existen z1,...,2, € [z,y]
tales que [.y] ¢ ) 5 — €.y, 5+ €2, [= /(2) < J0)

En efecto, suponga;nos que [z,y] C |21 —€1,21 + €1 [U] 22 — €2, 220 + €2 [, entonces existe
t€)z1 —€1,21+€1[N]z2 —€2,20+ex[conz <t < ytal que f(x) < f(t) < f(y). Asi
el resultado es valido si [z,y] esta contenido en una unién finita de intervalos | z;, —
€k, 2k + €k |-

p
Mas generalmente, si f es creciente sobre los intervalos I,..., I, tales que |J Ij; sea
k=1

P
un intervalo, entonces f es creciente en |J I, por lo tanto f es creciente en RR.
k=1

Demostrar que [0,1] y R no son homeomorfos.

Soluciéon Sabemos que [0, 1] es compacto y R no lo es, pero la compacidad se conserva
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por homeomorfismos.

Sea E un espacio vectorial normado, sea ej, e, e3 un sistema libre en EF y sea f: R — R
definida por f(t) = ||t(cost)e; + t(sen t)es + (12 — 1)es||, probar que existe m > 0 tal que
Vi eR, f(t) > m.

Solucién Para todo t € R, f(t) > (t — 1)|les]| — [t(cost)e; + t(sen t)es|| — +oo, si
t — 400, entonces existe to € R tal que si [¢t| > to = f(t) > 1.

Por otro lado f(t) = 0 = t> — 1 = tcost = tsen t =0 => t = +1 y cost = sen t = 0
que es imposible, por lo tanto f es continua en el compacto [ —¢¢, ¢y ] con f(t) >0, es decir

Imy > 0 tal que Vit € [ —to,t0], f(t) > m1 y tomamos m = inf{m4, 1}.

Sea FE un espacio vectorial normado, K, L C E compactos, demostrar que K + L es
compacto.
Solucion K + L es la imagen del compacto K x L (de E x E) por la aplicacién continua

(7,y) — = +y.

a) Sea E un espacio vectorial normado y sean K, . C F compactos, demostrar que la
union de segmentos que unen un punto de X y un punto de L, es compacta.

b) Sean F, F dos espacios vectoriales normados, K una parte compactade F, L C F'y
f: K — L continua y biyectiva, demostrar que f~! es continua.

Solucién

a) El conjunto propuesto es la imagen del compacto K x L x [0,1] por la aplicacién
continua (x,y,t) — tz + (1 — t)y.

b) Sea f~!: L — K y sea A un cerrado de K i.e. compacto, entonces (f~1)"1(A) = f(A)

es un compacto y por lo tanto un cerrado.

Sean FE, F' espacios vectoriales normados, A C E, f: A — F continua, p: A — A x F

definida por ¢(a) = (a, f(a)) y G = A x f(A).

a) Demostrar que ¢ es continua.

b) Demostrar que G es compacta <= A es compacto.

Solucién
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a) Dado que la funcion identidad 7: A — A es continua y que f: A — F es continua,
tenemos que (7, f): A — A x F es continua i.e. p = (I, f) es continua.

b) (=) G es compacta y A = pr,(G) es la imagen de un compacto por una aplicacion
continua i.e. A es compacto.
(<) Si A es compacto, f(A) es compacto, pues f es continua =— G = A x f(A) es

compacto.

152. Sea E un espacio vectorial normado, A C F una parte no vacia de F, para cada p > 0 se

define el conjunto V,(A) = {x € E/d(x, A) < p}.

a) Demostrar que V,(A) es un abierto de E'y que A C V,(A).

b) Demostrar que si A es compacto, VU C FE abierto, donde A C U, existe p > 0 tal que
V,(A) CU.
Solucién

a)V,(A) =d '(-,A)(] —0, p[) es la imagen inversa de un abierto por la aplicacién continua
x — d(x,A) de E en R. Ademds A = {x € E/d(x,A) =0} = d~1(-, 4)({0}) C V,(A).

b) Sea f: A — R definida por f(a) = d(a, E\U), es continua sobre el compacto A, con
f(a) >0, Va € A, entonces existe p > 0 tal que Va € A, f(a) > p, con lo cual V,(A) C U.
En efecto, siz e V,(A) = d(z, A) <pi.e. d(z,a) <p,paraalginac A = z < U, pues en

caso contrario z € E\U y d(a,z) > f(a) > p que es una contradiccion.

153. Sea FE un espacio vectorial normado.

a) Sea (a, ), una sucesion en E, que converge a un elemento ¢ € E, demostrar que {(} U
{a,/n € N} es una parte compacta de F.

b) Sean E y F espacios vectoriales normados, A C F, f: A — F una aplicacion, demostrar
que si la restriccién de f a todo compacto A es continua, entonces f es continua.

¢) Sean F y F espacios vectoriales normados, A C E, f: A — F una aplicacién, demostrar
que si f es inyectiva y si la imagen por f de todo compacto de A es un compacto de F,
entonces f es continua.
Solucién

a) Sea (O;);c; un recubrimiento abierto de {¢} U {a,,/n € N}, entonces 30, tal que ¢ € O;,
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y existe N € N tal que sin > N, a,, € O;,. Asi tenemos que hay a lo sumo N abiertos O;
tales que la union contienen a los elementos ay, ..., ay i.e. {{} U{a,/n € N} se recubre

con un numero finito de abiertos.

b) Sea (a, ), una sucesion en A tal que a,, — ¢ € A, por a) (f(an)), converge a f({) € F.

¢) Sea (a, ), una sucesién en A convergiendo a ¢ € A. Si (a,), es estacionaria, (f(a,)), es

154.

155.

156.

estacionariay f(a,) — f(¢) en F.

Supongamos que (a,), no es estacionaria. Sea (v, ), la sucesion obtenida a partir de
(a,,), suprimiendo los eventuales términos iguales a ¢, entonces v,, — /¢, por lo tanto
{} U{v,/n € N} es compacto y se tiene que L = {f({)} U{f(v,,)/n € N} es compacto y
(f(vn))n admite un valor adherente en L.

Supongamos que (f(vy,)), admite un valor adherente y € L tal que y # f(¢), entonces
JN; € N tal que y = f(vn,). Consideremos (v, ),>n, que converge también a ¢. De
manera similar existe N> € N tal que N2 > Ny, con y = f(vy,). Asi construimos una
subsucesién (v, ), tal que y = f(v,, ), Vk € N, entonces v, — [y es constante
pues f es inyectiva, o sea v,, = /, lo que contradice la definicién de la sucesion (v, )n.
Finalmente (f(v,)), admite en el compacto L un dnico valor adherente f(¢) y por el

ejercicio 142, pagina 88, f(v,) — f({) = f(a,) — f(£).

Sea F un espacio vectorial normado de dimensién finita, () # A C E acotado, demostrar
que existen a, b € A tales que diam (A) = ||b — a||.

Solucién La aplicacién (x,y) — ||x—y|| es continua sobre el compacto Ax A, por lo que
es acotada y tiene su cota superior en A x A. Por otro lado diam (A) = diam (A) = ||b—al|,

para algin a, b € A.

Sea E un espacio vectorial normado, K C E compacto, K la envolvente equilibrada de
K, es decir el conjunto {\x/x € K, |\| < 1}. Demostrar que K es compacto.
Solucién K es la imagen del compacto [—1,1] xK, por la aplicacion continua tal que

(A, x) — Ax.

Sea F un espacio vectorial normado, I’ un subespacio vectorial de dimensién finita de
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E tal que E # F, demostrar que existe x € E tal que ||x|| = 1, d(x, F) = 1.

Solucién Existe x € E tal que x ¢ 'y como F es cerrado, d(x,F) > 0. La aplicacién
z — ||x — 2| es continua sobre el compacto F N B(x, d(x, F) + 1), por lo tanto alcanza su
cota inferior y existe zo € I' tal que d(x, F') = ||[x—z||. Seay = m&—zo), entonces
Iyl =1y dly, F) < dy,0) = |yl = 1y V2EF, iy —a = e — (s + [ x— 20 }2)]| >
(x,F) = 1, pues zg + ||x — zo||z € F. Finalmente Jy € E tal que |y| = 1,

T——d
[[x = 2ol
dly,F) =1.

Sea E un espacio vectorial normado, U abierto de E/, K compacto de F tal que K C U,
demostrar que existe p > 0 tal que Vx € K, B(x,p) C U.

Solucién Sea K C E compacto, K C U, la aplicaciéon x — d(x, E\U) es continua
sobre el compacto K y es positiva, por lo tanto alcanza su cota inferior p > 0; asi Vx € K,
B(x, p) C U, pues en caso contrario JyeB(x, p), talquey ¢ U = ||ly—x||<p,ye E\U =

d(x, E\U) = i%f\U |lx — y|| < p, que es una contradiccion, pues d(x, E\U) > p.
ye

Sea E un espacio vectorial normado, K parte compacta de E, (U;);c; un recubrimiento
abierto de F, demostrar que 3p > 0 tal que Vx € K, Ji € I, B(x,p) C U,.

Solucién Supongamos que es falso; entonces Vp > 0, Ix € K, Vi€ I, B(x,p)¢ U;. Asi,
sip = %, existe x,, € K tal que B(x,, %)gt U;, Vie I, Yn € N* y como K es compacto
3 (X"k)kelN* tal que Xp, — a€ K. Dado que (U;);er recubre K, existe ip € I tal que
ac U, y existe py > 0 tal que B(a, py) C U;,. Por otro lado 3N; € N tal que si k > N; —
%, —all < 2po y 3N: € N tal que si k > Na, 7 < L.

Sea N = sup{Ni, N2}, entonces si k > N = B(x,, nlk) C B(a,po) C U, que es una

contradiccion.

Sea E espacio vectorial normado, K C E compacto, p >0, F = |J B(x, p), demostrar
xeK

que F' es cerrado.
Solucién Sea (x,), una sucesién en F convergiendo a x € E. ParacadancN, 3y, € K

tal que x,, € B(ya,, p), por lo tanto dado que K es compacto, existe (Yn,,), C K tal que

k

Yn, —y€K.
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Por otro lado Vi € N, [[x5,, — ¥l < [[%n), = ¥ny | + [[¥n, = ¥II < p+ [¥n), — ¥|, tomando el

limite se tiene |[x —y|| < p = x € B(y,p),y € K = x € F.

160. Sea E un espacio vectorial normado, K C F compacto, (F,,), | una sucesién decreciente

de cerrados no vacios de K, FF = [\ F,.
nelN

a) Si f: K — K es continua, probar que f( (| F,) = () f(Fn)
neN neN

b) Demostrar que la sucesion (diam (F,))nen decrece y converge a diam (F).
Solucién

a) La inclusion f( () F.) C () f(F,) es inmediata.
nelN nelN

Inversamente, seay € [\ f(F,) = Vn €N, existe x,, € F}, tal que y = f(x,). Como K
nelN

es compacto H(xnk)k C K tal quex,, — (€ K. Asi,sik>NeN,z, €F, CF,,,por

lo tanto ¢ € F),, y dado que (F,),, es decreciente se tiene que Yn e N, £ € [ F,.

nelN
Finalmente como f es continua, f(z,,) — f({) =y € f( ) Fu).
nelN
b) Sabemos que F # () por el ejercicio 154, pagina 92, puessi F = ) = (| F, C K
nelN
k
compacto => Jiy,...,i; tales que (| F;, = ¢ y como es decreciente Fik = (), que es una
s=1

contradiccion.

La sucesién (diam (F},)), ), pues F,,11 C F, y diam F < diam F,, Vn € N, por lo que
diam F,, — ¢ > diam F.

Para cadane€NN, 3a,, b, € F,, tales que ||a, — b, || = diam F,,. Como (a,,b,)€ K x K que
es compacto, existe (a,, ,b,, ), que convergea (a,b)€ K x K i.e. a,, — a,b,, — by
como (ay, )

» C Fp, (by,,) C F,, entonces a, be F),, Vp e N, por lo tanto a, be F' y se

k> k>p

tiene diam F,, = [|an, — by, || — [la—b| < diam F' = ¢ < diam F'.

161. Sean F un espacio vectorial normado, K una parte compacta de £y f: K — K una
aplicacion tal que Vx, y € K, || f(x) — f(y)| > [[x —y||. Demostrar que f es una isometria
de K en K.
Soluciéon

a) f es inyectiva pues six #y = [|f(x) — f(y)[| # 0, 0 sea f(x) # f(y).

b) Demostremos que f conserva la distancia. En efecto, sean a, b € K, entonces las suce-
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siones a, = f("(a), b, = f")(b) son tales que (a,),, (b,), C K, por lo que existe
((an;,,bn,)), — (@, B) € K x K.

Sea >0, 3Ny, NoeN tales que Ny <No ¥ ||an,, —all <€, [an,, —af <ie,[[bny, —Bll<ie,
by, — Bl < %e, entonces si k = ny, — ny, > 0, se tiene ||a; — a|| < [|f(ax) — f(a)|| =
larsr — acll < [[f(an1) = flan)]l = [larse — @zl < - < lany, —any, || < ze.
Similarmente, ||b, — b|| < 3¢, por lo que [la; — by < [lag — by| < -+ < [lag — by <
la = bl + |lax — al| + ||[bx — b|| < |la—Db|| + €, Ve > 0, lo que implica ||ja; — b1| < ||a —Db||,
es decir la —b|| < ||f(a) — f(b)| = [la1 — bs1|| < [la—bl| ie. |f(a) — f(b)]| = [a—b].

¢) Lo anterior demuestra que f(K) es denso en K. En efecto, Ve > 0, Va € K, 3k € N* tal

que |la— f®)(a)|| < eie. f(K)=K.

d) K es compacto y f es continua (pues || f(a) — f(b)| = |la — b|]) ... f(K) es compacto,

162.

163.

f(K)= f(K)= Ky f es sobreyectiva sobre K.

Sean FE, F espacios vectoriales normados, K C F, . C F compactos y sean f: K — L,
g: L — K aplicaciones tales que Vx, x’' € K, || f(x) — f(X)|lFr = |x = X'||g, Vy, ¥ € L,
lg(y) —9(y)le = lly — ¥'llr. Demostrar que f(K) =Ly g(L) = K.

Solucion Observamos que si f(K) =Ly g(L) =K = fog(L)=Lygo f(K)=K,
entonces sigo f(K)# Ko fog(L)# L= f(K)# Log(L)# K, que es la negacién de
lo que debemos demostrar.

Se supone que go f(K) # K, entonces 3x€ K tal que x ¢ go f(K) y como go f es continua
y K compacto, go f(K) es compacto i.e. cerrado en K, lo que implica € = d(x, go f(K))>0.
La sucesion definida por x,, = g o f(")(x) es tal que (x,), C K compactoi.e. 3(x,, ), tal
que x,, — a€K. Asi, existen N1, N2€N, N1 <N tales que [|go f"N1 (x) —go f"V2 (x)[| <e.
Finalmente, sea p = N, — N; € N*, se tiene ||go fP)(x) — x| = ||[go f*+V)(x) —go f(x)|| =
o= |lgo f)(x) — g o f("1)(x)|| < e que contradice la definicién de €, pues si x € K,
[x —go f(x)|]| > €. Asise tiene K = go f(K)Cg(L) C K = ¢g(L) = K.

Similarmente, si f o g(L) # L se llega a una contradiccion, lo que prueba que f(K) = L.
Sea E un espacio vectorial normado, K C F compacto; se define el conjunto I = {f: K —

K/|f(x)— f(y)] = lx—yl, Vx, y € K}. Probar que I es un grupo con la operacién com-
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posicién o.
Solucién Sea f € I, probemos que f es biyectivay que f~! € I.
En efecto, f es continua e inyectiva. Ademaés f(K) es denso en K (ver ejercicio 161,

pagina 94) i.e. f(K) = K, por lo tanto f es continua y biyectiva. Como f es biyectiva,

f(K)= f(K)= K por ser K compacto.

Finalmente =" € I, pues [ f 7' (y) — f ' (Y)| = [Ix = x| = [f(x) = f()] = lly = ¥'l], es

decir (I, o) es un grupo cuyo elemento neutro es la funcién identidad.

Sea F un espacio vectorial normado, F' un espacio vectorial normado cerrado de F, G
subespacio vectorial de dimension finita de F, demostrar que F' + G es cerrado.
Solucioén Por induccién sobre la dimensién de G, es suficiente probarlo cuando dim(G) =
1. Sea v; € FE vector que genera G y supongamos que v; ¢ F. Si no, el resultado es evi-
dente. Sea (x,), una sucesién de F' + G convergiendo a x € F; para cadan € N, Jy,, € F,
An € R tal que x,, =y, + \,vi.

Sea p = d(v1, F)>0, entonces VneN, \,, # 0 = H|§:|” = ||/\—1nxn—V1H >po ] <

[1%n|
B,

Vn € N y como (x,,), converge, (||x.||), es acotada, por lo que ()\,), es acotada y existe
una subsucesién (A, ), converge a A tal que la sucesién y,, — x — Avy € F, lo que

implica que x = (x — Avy) + vy € F + G.

Sean FE, F espacios vectoriales normados, K C F compacto, f: K — F una aplicacion
tal que V(x,,), sucesion de Cauchy en K, la sucesion (f(xy,)), es de Cauchy en F. De-
mostrar que f es uniformemente continua.

Soluciéon Demostramos el resultado por contradiccion. Si f no es uniformemente con-

1

tinua, existe € > 0 y dos sucesiones (x;, ), (X;,)n C K tales que Vn € N*, ||x], —x; |g < 7

yILfG) = fxDIF = e

Como K x K es compacto, existe ((x;, ,xj, )), subsucesién convergente a (x',x")€ K x K

3 / / 1" 1" 4 ! __ "
ie.x, — x,x; — x", porlo que se tiene x’ = x".

/!
ng?

"

La sucesion (yj); definida por y, = x/, ,si k esparyy, = Xy, » Si k es impar, converge

a x/'(= x"), por lo que (yx)r es de Cauchy en K. Por hipétesis, (f(yr))r es entonces de

Cauchy en F, pero Vn € N, ||f(yn) — f(yn+1)|lF > €, que es una contradiccién pues la
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sucesion es de Cauchy.

Sean E' y F espacios vectoriales normados, K C E compacto, f: K — F una apli-
cacion tal que VA, B € [(E)\{®}, d(A,B) = 0 = d'(f(A), f(B)) = 0, donde d(A, B) =
irelf4 la— bl y d’ se define de manera analoga en F. Demostrar que f es uniformemente
a

beB
continua.

Solucién Dado que K es compacto, es suficiente demostrar que f es continua. Ra-
zonemos por contradiccién; supongamos que existe ac K y € >0 tales que Vn>0,Ixe K
con[[x —alg <ny|f(x) - fla)|r > e.

Paran = %, Ix, €K con|x,—alg <% v || f(xn)—f(a)||r > €. Aplicando la hipétesis a los
conjuntos A = {a}, B = {x,,/n € N*}, se tiene que d(A, B) = 0, pero d'(f(A), f(B)) > e,

que es una contradiccion.

Sea f:IR — IR continua, demostrar que la imagen inversa por f de un compacto de R
es un compacto de R < Jlim |f(z)] = +o0.

Solucién

(=) Supongamos que la imagen inversa de un compacto es un compacto. Sea A > 0,
entonces f~!([—A, A]) es un compacto i.e. 3B > 0 tal que f~!([-A,A]) C [-B,B],
entonces Vz € R, con |x| > B = |f(z)| > A, o sea Igrfoo |f(z)| = +o0.

(«<=) Supongamos que mll)rfoo |f(z)] = +o0 y sea K un compacto de R, entonces existe
A>0tal que K C [—A, A], por lo que existe B > 0 tal que f~!([—A4,A]) C [-B,B], es
decir Vz € R, |z| > B = |f(z)| > A = f(z) ¢ K. Asi f~1(K) es cerrado (pues K es

cerrado y f es continua) y acotado pues f~(K) C [—B, B].

Sea K un compacto de R? no reducido a un punto, demostrar que 3'lac R? y 3!p > 0 tal
que K C B(a,p) ysibcR? 6 >0demodo que K C B(b,§) = § > p.

Solucién

Existencia ParacadaacR?, A= {pcR*/K C B(a,p)} # @, pues K es acotado .". 3la
cota inferior de A que la denotaremos f(a) y f(a) # 0 (pues K no es un punto aislado).

Sean a, beR?, entonces Vxe K, |a—x| < |la—b||+|x—b|| = ||x—a| < |la—b|+f(b) =
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x € B(a,|la— bl + f(b)) = K C B(a,[la—b]|| + f(b)), por lo que f(a) < [la —b]| + f(b)
y por simetria |f(a) — f(b)| < ||a — b||, lo que prueba la continuidad (uniforme) de f.
Por otro lado, sea § = diam (K ), entonces Vx € K se tiene K C B(x,0). Asi, Va € R? tal
que ||x —a|| > 36, conx € K, se tiene Vy € K, [[a—y| > |la—x]|| — [|x —y| > 26, por lo que
f(a) > 26, lo que prueba que f admite una cota inferior que se encuentra en B(a, 30)
que es compacto.

En efecto, sea a € R? tal que si x € K, ||x — al| < 3. En particular si a = x se tiene
K C B(a,§) = f(a) < J,Va€e K y como f(a) > 26, Va tal que ||x — al| > 39, f tiene un
minimo en el compacto B(a, 35) por ser continua. Asi, Ja; € R? tal que f(ag) es minimo
ie. f(y) > f(ap), Vy € B(a,36), es decir Jay € R?, py > 0 tales que K C B(ag,po) y si
K C B(b,) = f(a0) = po < f(b) < .

Unicidad Supongamos que existen a;, a; € R?, p1, p2 € RY tales que (a1, p1) y (a2, p2)
satisfacen la condicion, entonces p; > po y p2 > p1 i.e. p1 = p2 = p.

Si a; = ag, no hay nada que probar.

Si a; # ap, consideremos a = i(a; +az) y p/ = \/ 2 — 1|la; — a||2. Probemos que

K C B(a,p).
En efecto, |x—al|2<p’® = p?—1llai—as|? < |x—ai|*—i|lai—as|]* < [x—2a1—1as|* =
[x—ai+ai—zai — za)* = [x —a1 — 5(az —a1)[|* <p* — fllas —a2|* = |[x —au||* < p?,

por lo tanto, si x € B(a;, p) => x € B(a,p’),0sea K C B(a,p')y f(a) < p’ < p que es una

contradiccion, pues p es el menor.

Sea F un espacio vectorial euclidiano de dimension finita, K C E compacto, para p > 0
se denota B, = {x€ E/K C B(x,p)}, demostrar que I = {p>0, B, # ()} es un intervalo.
Si denotamos py = inf I, precisar B,,.

Solucion Observamos que el ejercicio 168, pagina 97 es valido en general para un
espacio vectorial normado de dimensién finita.

Es claro que I # @, pues al ser K compacto, I3x € E, p>0tal que K C B(x,p) => x€ B,
ie. I #Qpuespcl.

Sean «, 8 € I, probemos que si a <t < = t € I. En efecto, si a <t < 3, con a,
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Bel = B, ={x€E/K C B(x,a)} # @, Bs = {x€ E/K C B(x,8)} # (. Pero si x€ B,,
K C B(x,a) C B(x,t) = () # B, C B; C Bg, por lo tanto B, # () y t € I. Sea py = inf I,
que existe pues I es acotado inferiormente por 0.

Por otro lado, por el problema 168, pagina 97 3la ¢ E, 3!p > 0 tales que K C B(a,p) y
asi tenemos que p = po. Sean a, b € B,,, entonces K C B(a,pg), K C B(b,py) => a=b,

pues sélo existe un a € E tal que B(a, py) D K i.e. B,, = {a}.

Sea f:R — R continua, sobreyectiva tal que Vy € R, f~({y}) es un compacto de R.
Demostrar que f es cerrada (i.e. la imagen de un cerrado es un cerrado).

Solucioén

a) Demostremos que | f(x)| — +o0, si £ — +00, razonando por contradiccién. En efecto,

si|f(z)|—~ + o0, cuando z — +o0, IA >0y (x,),1 tal que x,, — 400, con |f(z,)| < A4,
Vn e N.

Supongamos que I' = {neN/Jye€|x,,Tns1], f(y) > A+1} esinfinito, existe o: N — N
estrictamente creciente y (z,), tales que Vn € N, 2, € [To(n), Tom)+1] Y f(2n) = A+ %,
utilizando el teorema de los valores intermedios, pero f~'({A+ 1}) no es acotado lo que
es contradictorio.

Asi T es finito (sea m = supI') y f es acotado superiormente por A + 1 en [z,,, 0.
Similarmente f es acotado inferiormente. Como f es sobreyectiva se puede construir

una sucesion (uy,),, de limite +oco tal que Vn > m:

fluzni1) > [ sup [f(ﬂ?) Y U2ny1 <Uzn — 1, f(ugng1) >0
TE[U2n,+00

f(uzny2) < inf f(x) ¥y uany2 <usnir — 1, f(uzng1) <0.
x€[uznt1,+00|

Por el teorema de los valores intermedios, se tiene que f~!({0}) no es acotado, lo que es

una contradiccion. Finalmente tenemos que liril f(z) =0 lirf f(z) = Foo.
T—r100 T—r 00

b) Sea F un cerrado de Ry (y,), una sucesion en f(F) que converge a y €R, entonces para

cadan e N, 3z, € F tal que f(z,) = yn.
Si (zn)n no es acotado, se puede extraer una subsucesion (7, ), tal que x,, — +ooy

f(zn, )~/ £ o0 que es una contradiccion.
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Asi, (z,), es acotado y existe una subsucesion (z,, ) tal que z,, — z, lo que es-

kEN

tablece que z € F'y f(x) =y € f(F), 0 sea f(F) es cerrado.

Sean F y F espacios vectoriales normados, f: F — F biyectiva y abierta, demostrar:

a) Si (y,)n C F tal que y, — vy, la sucesién (x,), C E con x,, = f~*(y,) convergente en

L.

b) Si B es compacto en F', A = f~1(B) es compacto en E.

Solucioén

a)Sea x,, = f1(yn), x = f~1(y). Probemos que x,, — X.

Sea € > 0, B(x, €) es un abierto = f(B(x,¢€)) es abierto cony = f(x) € f(B(x,¢€)) =
36 > 0 tal que B(f(x),d)) C f(B(x,¢€)).
Ahora y,, — y = f(x), entonces 3N € N tal que n > N = y,, € B(y,J) i.e. x, =

f'(yn) € B(x,€),sin > N, es decir x,, — x € E.

b) Sea B compacto de F', probemos que A = f~!(B) es un compacto en E.

172.

Sea (O;)ic; una familia de abiertos tales que A = f~'(B) c |J O, = B C f(U O:) C
icl i€l

U f(0;) y como f(O;) es abierto, existen i1, ..., i, talesque B C |J f(O;,).
el s=1

Probemos que A = f~Y(B) ¢ U O;,. Seaxe f}Y(B) = f(x)e Bc U f(Oi,) =
s=1 s=1
f(x) € f(O;,), para algin s = 1,...,m, lo que implica x € O,, para algin s = 1,...,m,

(por ser f inyectiva) = x € |J O,,, o sea A es compacto.
1

Sean F y I espacios vectoriales normados, f: E — K una aplicacion, de modo que
K C F compacto, probar que si G es cerrado, f es continua.
Solucién Supongamos que no es continua, entonces 3xg € £y de > 0 tal que Vn > 0,

Ix = xoll < 'y se tiene [|£(x) — f(xo)]| > e.
1

Sean = 7, conn € N*, 3x,, € E tal que [|x, — x¢|| < % v |If(xn) — f(x0)|| > €, Vn e N.

Ahora, como x, — Xo y (f(%n))n C K compacto, 3 (f(xn,)) C K convergente,

keN
f(xnk) — yeK — (xnk,f(xnk)) — (x0,¥y) y como (xnk,f(xnk))EGf se tiene (xq,y) €
Gy ie.y = f(xo), pero || f(xn, ) — f(x0)| > €, Vk € N que es una contradiccién pues se

tiene que f(xn, ) — f(xo).
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Sea F un espacio vectorial normado, probar que F' C E es cerrado si y solamente si
{xe E/d(x,F)=0} CF.

Solucién

(=) Seaxe{yeE/d(y, F) =0}, entonces Vn € N, 9x,, € F tal que ||x,, — x| < %, por lo
tanto x,, — x, pero I’ es cerrado —> x € F.

(<) Sea (x,,)n C F tal que x,, — x, entonces dado € >0, IN € N tal quen > N —

dx,F) <|x, —x[|<eie dx,F)=0=x€F.

Se define en R la distancia d(z,y) = |arctanz — arctany|, probar que (R, d) no es com-
pleto.

Solucion Probemos que d es una distancia.

-d(z,y) >0,Va,y € Rysid(z,y) =0 = arctanx = arctany = = = y.

- d(z,y) = |arctanz — arctany| < |arctana — arctan z| 4+ | arctan z — arctany| = d(z, z) +
d(z,y).

Sea (z,,), una sucesion tal que x,, — 7, entonces z,, = tanx, — +o00. Probemos que
(zn)n es de Cauchy.

En efecto, d(z,, 2m) = |n — zm| < €, para n, m > N, pues (z,), converge a I y es de
Cauchy. Asi, (z,), es de Cauchy, pero (z,), es divergente.

Sea E espacio vectorial normado, F' C F cerrado, (x,), C F tal que x,, — x, entonces
x € F. Enuncie el reciproco y estudiar su veracidad.

Solucién Dado que x,, — x, entonces x € {x,/n €N} C F = F.

Reciproco SiV(x,), C F tal que x,, — x = x € F, entonces F es cerrado.
Hagamos la prueba por contradiccién y supongamos que F' no es cerrado, entonces £\ F
no es abierto, es decir 3x € E\F tal que Vi >0, B(x,n)¢ E\F.

Sea n = %, Ix,, € B(x, %) tal que x,, ¢ E\F, por lo tanto (x,,), C F, x, — x ¢ F, que
es una contradiccién.

Sea E un espacio vectorial normado, F' C E un cerrado, K compacto, entonces I'N K es

compacto.
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Soluciéon Sea (O;);c; familia de abiertos talesque KN F C YO, = K C |JO; U
el el
E\F . Kc O, ,UE\F= KNFcC |JOi,,puessixc KNF = xcK,xcF =
s=1 1

s=

xe |J O, x¢ EA\F = x¢€ |J O,,,0sea K NF es compacto.
s=1 s=1

177. Sea E un espacio vectorial normado, demostrar que toda interseccién de compactos
es un compacto y que toda unién finita de compactos es compacta. ;Toda unién de
compactos es compacta?

Solucion
a) Sea (K,,)menm una familia de compactos y sea K = ﬂM K,, C K,,, Yvme M. Como K
me

es cerrado, por el ejercicio 176, pagina 101, K N K,,, = K es compacto.

P
b) Sea K = |J K,, y sea (O;);c; una familia de abiertos tales que K ¢ |J O, = K,, €
m=1 el

P
UOi,,Vm=1,....py K, € U Os, con I, finito, Vm=1,....p = K = |J K,, C

i€l s€lm m=1
P

U Os, I = U I,ie. K es compacto.

sel m=1

c) En general es falso que toda uniéon de compactos sea compacta, pues [n,n + 1] son

compactos, pero |J [n,n+1]=[0,+0c0], que no es compacto.
nelN

178. Sea E un espacio vectorial normado.

a) Dar un ejemplo de una sucesién de cerrados tales que F,, ;1 C F,, # @, ¥n € N, pero

N F.=09.

nelN
b) Demostrar que si (F},), es una sucesién de cerrados tales que F,, 1 C F,,, F;, # @, VneN

y F,, C K compactode E = (| F, # Q.
neN

¢) Sea (F,),, una sucesion de cerrados de E, tales que F,, .1 C F,,, F,, # (), Vn € N.

Sea F = () F, y sea O un abierto tal que F' C O. Demostrar que existe N € N, tal que
nelN

sin>N=—F, C O.
Solucioéon

a)Sea E =R, Fy = [n,+00[# D, Fpsr C Fuy () Fu= 0.
nelN
DSi N F=0=Kc UE\F . KCcUE\F, =E\()F, = E\F,, dnde
neN neN k=1 k=1
no = max{ny,...,ns} = F,, C K C E\F,, = F,, = Q. Asi (" F, # Q.
nelN
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c)Sea FF = () F, C O abierto, entonces K ¢ |J E\F,UO = K C | E\Fnk Uo =
k=1

179.

180.

nelN nelN
E\F,,UO, conng =max{ni,...,ns}, porlo que Vn > ng se tiene F,, C K C E\F,,UO C

E\F,,UO = F,, C O, sin > ny.

Sea E un espacio vectorial normado y sean F' un cerrado, K compacto de F, tales que
KNF = (). Demostrar que existe a>0tal que |x—y|| > o, Vx€K,Vy<cK,i.e. d(K,F) > a.
Solucién Supongamos que no, Vn €N, 3x, € K, Jy, € F tales que ||x, —y,| < % Dado
que K es compacto 3(x,, ), C K tal que x,, — x € K, por lo cual y,, — x, pero I
es cerrado = x € I, es decir N K # (), que es una contradiccién. Asi 3o > 0 tal que

|lx —y|| > a,Vxe K,Vy e F.

a) Sea U C RR? abierto, demostrar que si (z,y) € U, existen § > 0, € > 0 tales que |z —
S,x+d[x]y—e,y+e[CU.

b) Sea a, b € R tales que a < b, sea O abierto de R? tal que O C R x [a,b] y sea A =
{reR/Fye]a,b], (x,y) € O}. Demostrar que A es abierto en RR.

Solucioén

a) Sea (z,y) € U abierto, 37 > 0 tal que B((x,y),n) C U, entonces Vo > 0, Ve > 0 tales que

§<in,e<in setienequelz—dz+8[x]y—ey+e[CU.
En efecto, sea (u,v) €|z — 6,2+ 0[ x|y — e,y + e[ = [[(u,v) — (z,y)||*> < %7724—%77 =

n* <n? = (u,v) € B((z,y),n) C U.

b) Seaxz€ A, Jycla,b]tal que (z,y)€0 . F6>0,e>0talesque|z—d,z+0[x|Jy—e,y+e[C

181.

182.

O=]x—d,x+d[C Aie. Aes abierto.
En efecto,siuc]z—d,z+d,Ive|y—e,y+ e[ C[a,b]tal que (u,v) € O = u e A.

Sea F un espacio vectorial normado y sea f: E — R continua en a € E tal que f(a) > 0.
Demostrar que 3B(a, p) tal que si x € B(a,p) = f(x) > 0.
Solucién Sea e = 1 f(a)>0,Ip>0tal que sixe B(a,p) = |f(x)— f(a)|<e = 1 f(a) =

0<if(a)< f(x)<32f(a), Vx e B(a,p).

Sea C = {(z,y) € R?/12? + 1y? = 1}, demostrar que C es compacto.

Solucién C = f~!({1}) es cerrado pues f:R* — R, f(z,y) = 12* + 1y? es continua.
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Ademés C es acotado, pues C' C B((0,0),3). En efecto, si (z,y)€C = 12 +1y? <1 =
122 <1, 2 < 1= |2 <2, |yl < VB =2 +y* < 9ie. (z,y) € B((0,0),3).

Sea A = {(z,y) € R?*/x* — 2y > 0}, demostrar que A es cerrado en R?. ;Es A compacto?
Solucién Sea f:R? — R, f(x,y) = 2° — 2y es continuay A = f~1([0, +c |) es cerrado
por ser la imagen inversa de un cerrado por una funcién continua.

A no es compacto, pues no es acotado ya que la sucesion ((n,0)),en C Ay no es acotada.

22 +1
T

(Es el conjunto A = {x e R/0 < sen xcoshz < 1} compacto?

2
Solucién La funcién f:R — R definida por f(0) = 1, f(z) = L1 sen zcosha, si

x # 0 es continuay A = f71([0,1]) que es cerrado, pero no es acotado pues nm € A,

Vn e N.

2.17 Aplicaciones lineales

Sean F y F espacios vectoriales normados, f € H(E, F'), se supone V (X, ),eN sucesion en
E tendiendo a 0, la sucesion (f(x,))nen €s acotada. Probar que f es continua.
Solucién Supongamos que f no es continua, entonces 3xg € F, 3¢ > 0 tal que Vn > 0,

Jx € E tal que |x —xo|| <ny |f(x) = f(x0)| > €.

Sean = %, Yn = Xp — X0, |ynllE < % v | f(yn)llF > €, por lo tanto si u,, = Han, |u,|| =1
1 €
u,) = —— f(yn) es tal que u > ——— > ne.

Se ha demostrado que existe (u,,), C E tal que ||u,| g =1, || f(u,)||r — +o0, sin — 0.

Sea x,, = \/ﬁ, entonces x,, — 0y || f(x,)||Fr = /|| f(un)|F — +00, que es una
contradiccion. o

Sean E y F espacios vectoriales normados, (x,), C F sucesién tal que x, — x € E,
(fn)n C L(E, F) convergiendo a f € L(E, F). Demostrar que (f(x,)), converge a f(x) en
F.

Soluciéon Sabemos que dado 0 < € < min{1, 2| f||}, IN: € Ntal que sin > Ny = || f. —

____ € : _ _
Il < xw+1) yIN:eNtalquesin > No = ||x,|lg — [|X]|g < |[|[xn — x| 5 <

2[I71

ie. ||x,|| < |Ix||g + 1. Asi, para n > max{Ny, N2} se tiene:

[fn(xn) = F)p < [ fn(xn) = )7+ 11f (x0) = F(X)][ P <



187.

188.

189.

190.

2.17. Aplicaciones lineales 105

Xnl||E
1= A1 allz + 17 = x5 § ]

W"’Hf” - ‘Se-

2[|f1

Sean E, F'y G espacios vectoriales normados, (f,), C L(E,F), convergiendo a f €
L(E,F), (gn)n C L(F,G), convergiendo a g € L(F, &), demostrar que (g, o f,), converge
ago fenL(E, Q).

Solucién Sea 0 < e < min{1,2[|f|,2(|l¢|| + 1)}, ||f]] >0, |lg]| > 0, IN; € N tal que si

n >N = ||, — fll £ 57t—=, IN2 € N tal que sin > Ny = [|g, — g|| < 57&
= V1 I f fH_2(||gH+1) 2 q Z IV2 llg qll 2||f||y

IN3 € Ntal que sin > N3 = ||gull — llgll < llgn — gl < € < 1= |gnll < 1+ [|g]|.

Asi, paran > N = max{Ni, Na, N3} se tiene |[gofn—gof|| = [[gnofn—gnof+gnof—gof| <

lgnll Il fa = £+ 1 Hgn = gll < W fa = FIQ+Ngl) + 11 Ign — gll < 5e+ e =€

Sea F un R-espacio vectorial normado y P € R [z ]; demostrar que {f € L(E)/P(f) = 0}
es cerrado en L(E).

Solucién Sea (f,), C L(E) tal que f, — f€L(E), entonces fX = f,, 0 f,0---0 f, EL(E),
—_—

k—veces

fkel(E). Sea P(z)€R [ ] un polinomio, P(z) = ap+aix+- - -+a,zP, con a, # 0, entonces

P(f)=aol +ai1f +- +apfP € L(E) y como f, — f, P(fn) — P(f).

=

208 (5 (rary) b

En efecto, sea e >0, 3INeNtalquesin > N = || f,— f| < p= min {(F
0<k<p

p p
entonces | P(f,) = P()| < 3 Jaxllfu = fI1F < 3 Jax b <.
k=1 k=1 Ok

Asi, si f,, €L(F), con P(f,) =0, entonces si f,, — f, es tal que | P(f)||<e = P(f) =0,

osea{f eL(E)/P(f)=0} es cerrado.

Sean (> el espacio vectorial normado de las sucesiones reales acotadas x = (zy)n,
provisto de la norma ||x|. = sug |xn| y A:4>° — (>, definida por A(x) = y, donde
Y = (yn)n es tal que Vn e N, y, nzel'n_’_l — Z,. Demostrar que A € L(¢*°) y calcular ||A|l.

Solucién Observamos que A es lineal y que |A(X)||c = sug |Tnt1 —2n| < 2|%X||o0, 0 sS€Q
[IA]l < 2. Por otro lado, si z,, = (—1)", n€N, se tiene A(x) 7;6—2xyx #0 = ||AX)]|cc =

2[x[loo < [[A[HIx[loos 2 < [[A]l Le. |A] = 2.

Sea T:(>* — (> una aplicacién definida por T(x) = T((zn)n) = (n——i—l > Ti) oo

demostrar que T € L(¢*°) y calcular ||T||.
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Solucién T es lineal, pues T'(x +y) = (nL—i—l ZO(:CZ- +yi)nen =T(x)+T(y)y T(\x) =

(7 X Aws) = AT(x). Ahora [ T(x)|| = sup 1| 3 @] < sup 7 Y- [2] < [[x]oe =
=0 nelN 1=0 nelN 1=0

IT| < 1.

Ademas, si x = (1),en se tiene T'(x) = x, por lo que |T(x)||c =1 < [|T]| = ||T|| = 1.

Se provee a R [z ] con la norma || P|| = sup |ay|, si P(z) = ag+ a1 +- - - +a,zP. Estudiar la
n>0

continuidad de las aplicaciones lineales f: P — P’, g: P — zP y calcular las normas

de las aplicaciones, si existen.

Solucién

a) f:R[x] — R[z] es lineal y no es continua. En efecto si f es continua por el ejerci-

cio 185, pagina 104 se debe tener que si P, — 0, entonces (f(FP,)), es acotado, pero
si P,(z) = %x" es tal que || P, || = ﬁ — 0 y sin embargo f(P,)(z) = /n2""! no es

acotado ya que || f(P,)]| = v/n — 0.

b) g es lineal y continua (uniformemente continua), pues ||g(P)|| = ||[«P| = || P||, es decir
lgll = 1.
192. Sea n € N* y sea 9, el espacio vectorial de matrices n x n provisto de la norma N

193.

definida por N(A) = sup f: la;j], con A = (a;;). Calcular | f]|, si f(A) = tr(A), con
1<i<n j=1

f:m, — R.

Solucion |f(4)] = | 3= axl < 3 fa] < 3 el < nV(4), por lo que [ ] < .

Por otro lado, |f(I)] :n§ HfHN( ) = ||f||1e I £Il = n.

Sea F el espacio vectorial normado de aplicaciones continuas de [0,1] en R, provisto de
la norma || ||, demostrar que la aplicacién ®: f — e/ es continua sobre E, pero no es
lineal.

Solucion Sea E = C([0,1],R]), || flleo = sup || f(2)|l. La funciéon ® esta bien definida.
En efecto, si f = g = f(x) = g(z), V:ce[O 1] yef(m) =e9®) vz e[0,1], es decir ef = e9.

También e/:[0,1] — R es continua y e/ € E.

k
Ademss, f, = Z f [ €E, sifcEyf,— e en Eyel € E. En efecto, |[e/ — fullcc =
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0o k o) k n k
sup |ef(ac) — fulz)] = sup 3 / (':v) < v HfH'oo — |elflles — D HfH'oo < e, para
0<z<1 0<z<l [keng1 P! hmg1 = K
n > N,.

® no es lineal, pues ®(I + I) = e* # 28(I) = 2e!. En efecto, e/(*) = ¢2* £ 2¢7,
Vo e[0,1], 2 #In2.

Probemos que V¢ € [—1n2,In2] = |e’ — 1| < 2|t|. En efecto |e! — e°| = e[|, para ¢ entre
0y t por el teorema del valor medio, por lo que |e! — 1| < 2]¢|.

Sea f, € E, entonces Vx € [0,1], |ef(®) — efo(@)| = efo@)|ef(@)=folz) _ 1] < 2efo(@)| f(2) —

fo(x)| = ”(I)(f) - (I)(fo)Hoo < Qe”follme - foHOOa si Hf - foHoo < In 2.

Sea e>0ysead = min{ln2, },entoncessi || f— fol| <0 = ||f— fol <

- -
gellfolm elfole

[®(f) — (fo)]loo < 2elfoll||f — folloo < € i.e. ® es continua.
Sea F el espacio vectorial normado de aplicaciones continuas de [0,1] en R, provisto
1
de la norma | f|; = / |f(t)|dt y sea T:E — E definida por: Vf € E, Vx € [0,1],
0

T(f)(x) = / f(t)dt. Demostrar que T € L(E) y calcular ||T||.
0

/0 Pt d:z:<//|f |dtda:</ 1f|l1dz =

| fll1 ie. |T|| < 1. Sea f, € E, definida por f,(t) = n(1 —t)"~!, entonces | f.|l1 = 1y

1
Solucion T eslineal y | T(f)||: = /
0

ademas || T'(fn)ll1 —/ (1= (1 —a)")de = A5 < ||T|[Ifalls = [ T[], por lo tanto || T > 1
0
y Tl = 1.

Sea F el espacio vectorial normado de aplicaciones continuas de [0,1] en R, provisto
dela | |, F el espacio vectorial normado de aplicaciones de [0,1] en R de clase C!,
provisto de lanorma N(f) = || f|lco+ | f']lcos T: E — F aplicacion definida por T'(f)(z) =

/ f(t)dt. Demostrar que T € L(E, F') y calcular ||T|.
0

Solucién T es lineal, pues T'(f + A\g)(z) = /w(f + Ag)(t)dt = T(f) + AXT(g). Ademas
0
N(T(f)) = 1T (Hlloe + 1 flloe < [ flloo + [ lloc = 2[|flloc, 0 sea [ T|| <2y T es continua.

Sea f = xo1]s [[flleo =1, N(T'(f)) = 2 < (I T [ flloe = 1T} = 2 = ||l

Sea FE el espacio vectorial normado de aplicaciones continuas acotadas de R en IR pro-

visto de la norma || ||, para f € E, a € R, 1, f: R — R definida por 7, (f)(z) = f(z +a).
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a) jPara ap € R, f € E, se tiene t,f — T, f, cuando a« — ay dentro de E?
b) Demostrar que Va € R, T, € L(E) y calcular ||,
¢) (Para a € R, 1, — T4,, cuando a — ap, dentro de (L(E), || |lo)?
Solucion
a) Sea f(x) = sen 22, entonces para a >0, ||T,(f) — To(f)|lco = SLGIPR |sen (z + a)? —sen 2?%| >

2 2 2 2 2
@42 oy &2+ 20

a— 01.e. t,(f)—7> t(f), cuando a — 0.

|sen (a+1/a)? —sen (1/a?)| = 2|sen , que no tiene limite cuando
b)Sea f € E,a € R, ||T(f)||cc = sup |f(x + a)| = ||f||~, entonces ||T,]| = 1 y T, es continua.
z€R

¢) 1, € L(E), pero ||t (f) — Tao (f)|| -0, si a — ag por la parte a).

197. Sean € N, R, [z] el espacio vectorial normado de polinomios de grado < n, provisto de
la norma ||P|| = 53p<1 |P(x)], zo € R, demostrar que existe ¢ > 0 tal que VP € R,, [z],
P(zo)| <c|P].

Solucién Sabemos que R, [x] es un espacio vectorial normado de dimension finita,
entonces la aplicacion f,,: R, [2] — R, tal que f,,(P) = P(xz¢) es lineal, por lo que f,
es continua y existe ¢ >0 tal que VP € R,, [z], |P(x0)| < ¢/ P]|.

En efecto, si f,, es continua, |f,,(P)| esta acotada en la bola unidad || P|| < 1, por lo que

e o (P)| existe y se denota || fz, || i-e. [ faq (P)] < || fao || P]-

198. Sea F el espacio vectorial real de aplicaciones continuas de [0,1] en R, provisto de

1
una las tres normas || |1, | |2, | |lo, definidas por ||f]1 = / |f(z)|dx, ||fll2 =
0
1

1 p)
(/ |f(:c)|2d:v> s [ flle = sup |f(z)], sea ® € E, ® > 0y sea Tp: E — R definida
0 0<z<1
1
por T (f) = / f(x)®(z)dz. Demostrar que Ty es lineal, continua y calcular ||Ts| en
0
cada uno de los tres casos.

1
Soluciéon Ty es lineal (forma lineal), pues T (f + \g) = / (f+A9)® =To(f)+ o (g).
0

1 1
w%mhilmwmwSAWMWWMQMMWA%MMWSMM

i.e. Ty es continua.

Si ® = 0, es trivial.
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Supongamos @ # 0, entonces 3z €[0,1] tal que ®(zg) = || P|| - Sea € >0, 36> 0 tal que

Vo €lzg— 8,20 +8]N[0,1] = ®(x) > D(z0) — €.
Consideremos para n € N*, n grande, f,:[0,1] — R,
1 1

nula en [0, z9 — $8]U[zo + 35, 1], valiendo s~ men
1_
[zo — %é—i—%,xo—i-%é—%] y en el resto rectas que 5

hagan continua a f,, como se muestra en la figura

adjunta.

Asi tenemos que || f,|1 < (% - %)5 =1-2<¢ 1, para n suficientemente grande y

1— n
T (fn)] > (®(20) — e)/0 Fa(a)dz > (®(x0) — €)(5 — %)(% by 5 B(ag) — e, sin = 0

Le. sup [To(f)| = To(fn) — ®(x0) — €, Ve >0, 0sea [Ty, > [|Plloc = [|Tolln, =
<1
[[®loo-

1
b) [Te(f)] < /0 [f(@)]|@(2)|dz < [[flloo[[®llr = [ITa|n. < [[®]l1. Ademas si f = Xx(o.1],

1
entonces |Ts(f)| = ‘/ O(x)dz| = ||P]|1, i-e. [Toln, = ||P||1-
0

1 2 1 1
O [Ta(f)P = < / f(sc)@(x)da:> < / 2 ()da / S (@)dr = [fI312]3 ie. [Ta(f)| <

199.

[ fll2]|®]|2, es decir || Te||n, < ||®[2. Ademds |Ts(®)| = [|®||3 y por lo tanto || Ty || n, = [|P]2.

Sea E el espacio vectorial normado de aplicaciones de [0,1] en R con la norma || ||, sea

F:[0,1]* — R una aplicacién continua, con sup |F(z,t)|<lyseaT:E — E tal que si
0<a<1
0<t<1

deFE, asociaT(®):[0,1] — R definida por Vz€[0,1], T(®)(x) = <I>(:E)+/l F(z,t)®(t)dt.
Demostrar que 1" es un homeomorfismo de E en E. '

Solucion Sea U: E — F definida por U(®) = T(®) — ®; U es lineal y continua.
U=T-1,T eslineal, pues T(P+ V) = &+ ¥ + /1 F(,t)(®(t)+ P (t))dt =T(®)+T(P)
y T(A®) = \T(®). i

Por otro lado |U(®)(x)| = ‘/1 F(w,t)fb(t)dt‘ < M||®||oo; ademas [|[U(P)|| < M||P]|oo. Asi
podemos definir la norma deOU, ||U]| de modo que ||U]| < M <1y tenemos U € (L(E),]| |)
el cual es completo, es decir T = I + U es invertible en L(F) y suinversaes ) (—1)"U".

n>0
Falta probar que 7'y 7! son continuas. En efecto, ||T(®)| < 2[|®| 0, [|T71(®)]| <
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1
— || P|| o
=07 12!

200. Sea F un espacio vectorial normado y sea ® € L(F,R), ® # 0, demostrar que Vx € E,

d(x, ker(®)) = |(IT((I))T‘)|

Solucién

[}
2) Sea x € E, y € ker(®), |2(x)| = [#(x — )| < [|@][[Ix — yllz = [x - y]| = 20N vx e p.

el

b) Sea F' = ker(®), sea x € F tal que x ¢ F y sea € > 0, tal que € < ||®||, entonces Iz €

201.

202.

tal que |®]| < |[®(z)] +ey|z]| =1 =2z ¢ F.AsiVx€ E,x = a+ Az, conacF,
AeR = |®(x)| = |\ |®(z)], pero Mz =x —u = [N\ = |\|||z|| = |[x —u|lg > d(x,F) =

[ @) = [A[([[@] =€) = d(x, F)([|@]| — €) = [[®(x)]| = d(x, F)||®[|, Vx € E.

Sea E un espacio vectorial normado, f: F — F una aplicacién acotada en B(0,1) y
aditiva, es decir Vx,y € E, f(x +y) = f(x) + f(y). Demostrar que f € L(E, F).
Solucién Sabemos que f(0 + 0) = f(0) = f(0) + f(0) = f(0) = 0. Por ser aditiva
se tiene f(—x) = —f(x) ya que f(0) = 0 = f(x) + f(—x). Ademas se tiene que f(nx) =
nf(x), conn € Z.

Sea f(x) = f(%x+ +éx)—qf(qx) por lo tanto f(

f f(x), con g € Z*.
(2
g%

fx) =rfx).

Il
Q=

)
x) =

QI’B

SeareQ,r:g,pEZ,QEZ*,entonces flrx) = f(
Sea )\ € R, probemos que f(Ax) = \f(x).

Sea x # 0, A € R, existe (r,), C Q tal que r,, — \. Para cada n € N*, Ip(n) € N tal que
A= 7Tpmy| < m, entonces y, = n(\ — rp,))x verifica que |y, ||z <1 = || f(ya)llr <

M = sup |[f(y)|lr. Asitenemos |[f(Ax) = rpm) f(x)[|r = [|f(Ax) = f(rpmX)[[r = [ F((A =

lyll<1

Tpn))X)||F = ||f(%Yn)||F = %Hf(yn)”F <M __, 0 cuando n — oo, lo que implica

JFOx) = Af(x).
f(||X)T|E)

Sea x € F, entonces

[f&)r < Mie. [[fx)|r < Mx|[zy fes

F IIXII

continua.

Sean F, I’ espacios vectoriales normados tales que ' es de dimension finita, feH(E, F),
demostrar que [ es sobreyectiva <= [ es abierta (i.e. VO abierto de E, f(O) es abierto

de F).
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Solucién
(=) Como f es sobreyectiva, dados e/, ..., e/, base de F,Jey,..., e, €F tales que f(e;) =
e;. La funcién f|(, . .,) es un homeomorfismode H = (ei,...,e,) en F.

Sea O un abierto de E, f(0) = (f~1)'(0), con f~! continua => f(O) es abierto.
(«<=) Supongamos que f es abierta, entonces f(Bg(0,1)) = U abierto en F'. Como f es

lineal, f(0) = 0 € U, por lo tanto Je > 0 tal que Br(0,¢) C U.

Sea y € F\{0}, ﬁy € Br(0,e) C U C f(E) = f es sobreyectiva ya que como
: 2lyllr
€ €
==y € f(F), 3x € F tal que = =7—7Y, entonces si = , tenemos
2Hy||Fy f(E), 3x q f(x) 2||YHFy X0 e X

f(x0) =y.

203. Sea E un espacio vectorial normado sobre C, P C|z], Z, = {f € L(E)/P(f) = 0}.
a) Demostrar que si val(P) = 1, P = a1z + - -+ + a,a", a1 # 0, entonces 0 es un punto
aislado de Z,. Recuerde que val (P) = k, si P = apz® + - -+ + apa™, conay # 0, k < n.
b) Demostrar que si dim(E) > 2y val (P) > 2, entonces 0 no es un punto aislado de Z,.
Solucién

a)Sea P(z) =aix+ - +apz™, a1 #0,a, € C,i=1,...,nysea f € Z, tal que ||f| <1,

entonces como P(f) = 0 = |ai| f|| = llazf? + -+ anf"|| < laz||fI? + - +lan|[lF]" <
allflI%, cona = " |ag| = || f| > |Z—1| i.e. 0 es un punto aislado de Z,,.
k=1
. . OI e .
b) Sea € > 0y sea fc € L(E) definida por la matriz en una base fija, entonces
o 0

¥ =0,k > 2, porloque P(fe) =0ie. fe € Z,, Ve >0, es decir fc — 0, cuando € — 0,

pues || fe|| = €. Asi 0 no es un punto aislado en Z,.

204. Sea E # {0} un espacio vectorial normado y sean « > 0, u, v € L(E), demostrar que
uov-—vou#alg.

Solucion Probemos el resultado por contradiccion. Supongamos que uov—vou = alg,

entonces vouov —viou=av,uov:—vouov=avysumandouov?—vZou=2av.

1 _ n 2

2ouov® ! = av?; vZouo

En general uo v —vouov® = av?’; vouov® — v

n—1 3 2 n

v —viouov' <t = av?, ..., V"

cuov —v"! ou = av®. Sumando tenemos
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uov™tl —v"tlou = (n+1)v?, VneN. Ahora (n+1)a|[v"| < 2[jull||[v* | < 2[lul/|v] v
Siv™ #0, (n+ 1)a < 2||ul-|v], ¥n € N, que es una contradiccién.
Si v = 0, sea ny el menor entero tal que v = 0 = uov™ — v ou = ngav™ ! =

v~ =0 = F = {0}, que es una contradiccion.

205. Sea E un espacio pre-hilbertiano de dimensién infinita, ®: £ — R lineal, no continua.
Probar que ker(®) es denso en E'y que ker(®)* = {0}.
Solucién ker(®) es un hiperplano de E, supongamos que ker(®) es cerrado, entonces
Ja € F tal que ®(a) = 1, por lo tanto a ¢ ker(®) y a + ker® es cerrado y se tiene
0 ¢ a+ker®. Asi Je > 0 tal que Vx € B(0,¢), x ¢ a+ ker(®), es decir Vx € B(0,¢),
D(x) £ 1.

Sea x € B(0, ¢), si |®(x)| > 1, entonces HLH = 1] < ||x|| < €, pero ® (Lx) =1,
(0,€) |®(x)] d(x) [®(x)] B3] p 3(x)

que es una contradiccion.
Asi debe tenerse que Vx € B(0, €), |®(x)| < 1, es decir que ® es acotada sobre B(0, ¢) =
® es continua, que también es una contradiccion.

Finalmente, ker(®) es un subespacio vectorial de F, contenido estrictamente en el hiper-
plano ker(®) = ker(®) = E.
Sea xeker(®)*, como ker(®) es denso en E, 3 (x,,)nen C ker(®) tal que x,, — x, entonces

(Xp,x) =0,Yn € Ny (x,,x) — ||x]|> =0, 0 seax = 0.
2.18 Espacio de matrices

206. a) Sea n€IN*, N una norma sobre 9, (IR) espacio vectorial de matrices n x n, demostrar
que Ja >0 tal que VA, Be M, (R), N(AB) < aN(A)N(B).
b) Verificar que si || || es la norma euclidea, ||AB|| < ||All || B

Solucioén

a) Denotando ||Allc = sup |as;|, existen oy 5 > 0 tales que VA € M, (R), af|Al|oc <
1<i,j<n

N(A) < B Alloo, pero [[AB|loc < n[|Allsc || Blloo = N(AB) < nf|Alloc | Blloc < Z—gN(A)N(B)~

n

b) En efecto, [ AB|2 = 3° 32 (AB)2 = 3 3 (f abz-kb,cj)2 <3 ; (f afk> (é bij.) _

i=1j=1 i=1j=1 \k=1 i=1j k=1
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3 (£ ah) £ (5 0,) = 1411817, 0 sea |45 < |41 |

k=1 j=1

207. Sea n € N*, A, P € M, (C) tales que A* — P, cuando k — oo, demostrar que AP =
PA=PyP?=P.
Solucién AAF = AFA = AFY 5 AP = PA =Py AFAF = A%F — P2 = P,

208. Sea N € N*, Z = {(A, B) e M,,(C)?>/AB = BA}.

a) Probar que Z es cerrado en 9, (C)2.

b) Sea (A4,B) € Z, P, K € M, (C) tal que A* — P, B¥ — @Q, cuando n — oo. Probar que
P2=P,Q*=Q, PQ =QP.
Solucién

a) Sea f:9M,(C)?> — M, (C) definida por f(A, B) = AB — BA, entonces f es continua.
Ademas Z = f~!({0}) es cerrado, pues {0} es cerrado.

b) Por el ejercicio 207, pagina 113, P2 = P, Q? = Q.
Por otro lado, Yk € N, A*B* = AF-'ABB*! = AF1BABF! = AF2BAABF ! =

BAF1ABF-1 = BAR-IBF-1A = B2AF 2B 24 = ... = B* Ak — PQ = QP.

cosha bsenh a
209. Sean a, b€ Ryt € R, calcular e, con A =
1
b
Solucién Veamos que det A = 1. Diagonalizando A, 3P y D diagonal tal que A =

senh a cosha

PDP-!, donde P = bob pr 1|1 b p-|¢ ° Ademis
’ - b - 2b b - .
11 1 b 0 e@

eth = etPPP™" = petD p=1 pues (PDP~')k = PDP-'PDP~'...PDP~! = PDFpP-ly
et 0
como e’ = , entonces tenemos:
0 eftea

te? te 2 te? te
etA:PetDPflzi b(ete —|—eei ) b(e'® _eei )
2b etea _ ete @ b(etea 4 ete a)

210. Sean € N*, A € 9, (C), demostrar que existe a > 0, 3 > 0 tales que |[e*4|| < ael!*l.

Solucion Por el gjercicio 206, pagina 112, tenemos para una norma || || arbitraria, ex-

oo k o kak—1 k
iste 7 > 0 tal que | AB| < 1[|A||B], entonces [le4] = | 35 LAL | < 5~ T AL
. k=0

= k!
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15 [t[*y* Al

v k!

z = %e‘”””“‘” y tomamos a = %, B =|A]|.

211. Sean € N*, A € M, (R), demostrar que Ik; € N, tal que Vk > ko, se tiene I + A+ --- +

k
4r € 6L (R).

Solucién Sabemos que GL,(IR) es un abierto, pues la aplicacién det: 9, — R es

continua y det ' (R*) = GL,(R).

A

Por otro lado e” € GL,(R) (ya que e oe~4 = I), entonces existe e > 0 tal que B(e?,€) C

k m
GL,(R). Asi, H, = Y. % — etyJkgeNtal quesi k > kg = ||Hy —e?| <e

!
ie. Hy € GL,(R). "
212. Sea n € N*, demostrar:

a) Vp e N, el conjunto de matrices A € M, (R) tales que rang (A) < p, es cerrado en N, (R).
b) El conjunto de matrices no invertibles de 9%, (IR) no es compacto si n > 2.
¢) El conjunto de matrices diagonalizables de 9t,,(IR) es conexo por arcos.
d) El conjunto de matrices diagonalizables de 9t,,(C) es denso en 91, (C).
e) 0,(R) y U,(C) son compactos (matrices ortogonales en R y unitarias en C).
f) {A€ 0,(R)/A? = A} es compacto.

Solucion

11 a12 - - a12

a) Sea f:M,(R) — R tal que f(A4) = (a11,det a?l G?Q ' G?Q ,...,det A), es continua y

a1 G222
f~YHRP x {0} x --- x {0}) es un cerrado i.e. ij FHRE x {0} x --- x {0}) es cerrado.
k=1

n
b) El conjunto no es acotado, pues A4,, = es tal que ||A| = n.
0 9]

¢) Es suficiente unir una matriz diagonalizable A y una matriz nula 0. Una aplicacién que
sirve es 7:[0,1] — 9M,,(C), con v(t) = tA.

d) Sea A € M, (C) y sea e >0, IP € GL,(C), T triangular superior tal que A = PT P~
Por otro lado Ja;,...,a, € C tales que si Aq,...,\, son los elementos diagonales de

T, \1 + a1,..., A\, + @y, son distintos dos a dosy |77 — T|| < donde 7" =

€
IPIP=
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al DY O
T+ : . : |,entonces PT'P~! es diagonalizable y ademds | PT'P~! — A < e.

O PR an
e) 0, (R) = f~1({I}) con f: M, (R) — M,(R), A — A'A que es continua y acotada.

Un(C) = f~1({I}), con f:M,(C) — M, (C), A— A*A que es continua y acotada.
f) {A € 0,(R)/A? = A} es una parte cerrada del conjunto O,,(R) como imagen inversa del

cerrado {0} de 901, (R) en 91, (R), por la aplicacién continua de A — A? — A.

2.19 Continuidad

213. Analizar la continuidad de las siguientes funciones de R? en RR.

r2 — y2 . xy .

=9 si(x,y) #(0,0) si (z,y) # (0,0)
&) floy) =] &Y b fay) = © Y

0 en (0,0). 0 en (0,0).

s ,y) #(0,0)

o f(z,y) = (2% + %)
0 en (0,0).

Solucién

= 2-/+0,si z — 0y la funcién no es continua en (0, 0).

a)Siy = gz, f(z,320) = /3 =3

2
b) Siy =z, f(z,2) = 45 = 30, si z — 0 y la funcién no es continua en (0,0).

ot

5L
2
2
—z?(2x) —223 1 .,
¢) Notemos que f(z,—xz) = = = —— 0, cuando z — 0 y la funcién no
que f( (2:132)% e \/i—/—> y
es continua en (0,0).
— 4 b) f=— z 2
a)f=5—Y +
x° +vy
X P 2
| 0 -1 y
1 T TTORORN
ZZ0 [ RORR <o /RN i}
G IO i N\
7] R ]
QKD 0 RN TR
RSO s il 2
K ) \ ...O AR EZZ, 27 -,
\g,g.‘\‘“ N S
. SR \\\-\\\“::}:::!3'.5: K
-1
0

y 1

214. a)Si  lim  f(x,y) = Ly si existen los limites lim f(z,y), lim f(z,y), demostrar que
(z,y)—(a,b) T—a y—b

lim (lim f(z,y)) = iﬂ%@fb f(z,y)) = L.

z—a y—b"
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b) Verificar que el reciproco es falso.

Solucioén

a) Sea LY = lim f(z,y), L§ = lin})f(x,y) ie. Ve >0,36; >0 tal que |f(z,b) — L}| < 1€, si

b)

215.

216.

|z—a| <81, 352 >0tal que |f(a,y)—L3|<Lte,si|y—b/<dyIés>0tal que|f(z,y)—L|<1ie,
si|(z—a,y—0)| <ds.

Sea & = min{s1, 62, s}, 8i [I(z — a,y — D) <6 = |24 — I3] < 124 — (o, 0)] + |f(ay) —
LS| + |f(z,b) = L| + |f(a,y) — L| < fe + e + e + 1€ = €, es decir LY = L4, o sea

lim f(2,5) = lim f(a,y).

r—ra

Falta verificar que f(z,b) = lim f(z,y) ' 22y?
y—b f=

a?y? 4z —y|?

que es inmediato, pues [f(x,b) — f(z,y)] <

[f(x,0) = f(a,0)| + |f(z,y) = f(a, )| <e.

S 22y

ea T, = ———F——3, entonces
f@9) 2y + [z —y|

lim (lim f(z,y)) = lim(lim f(z,y)) = 0, pero

x—0 y—0 y—0 x—0

lim  f(z,y) no existe, pues f(x,z) = 1-/~0,
(z,y)—(0,0)

sixz — 0.

Sean E 'y F espacios vectoriales normados y sea f: £ — F una funcion continua en F,
O C E x F un abierto y sea el conjunto A = {x € E/(x, f(x)) € O}. Demostrar que A es
un abierto de E.

Solucién En E x F se escoge la norma ||(x,y)| = ||x|lg + ||yl|lr- Sea xo € 4, In >0
tal que (B(xo, f(x0)),n) C O, por ser abierto y sea 3n >0, 35 > 0 tal que si ||x — x| <
&' = || f(x) = f(x0)|| < 57 Sea § = min{d’, 31}, entonces (x, f(x)) € B(xo, f(x0),7), pues
[1(x = %0, f(x) = f(x0)) | = lIx = %oll& + [1f(x) = f(xo)llF <0+ 37 <.

Probemos que B(x¢,d) C A. En efecto, sea x € B(x¢,d) = ||x — xol|g < = ||f(x) —

fxo)llr < %n = (x,f(x)) €0 = x€ A.

a) Sea f:IR — R una funcién continua y sea Gy = {(z,y) € R?/y = f(z)} el gréfico de
/. Demostrar que el G es un cerrado de R

b) Dar un ejemplo de una funcién f: R — R que tenga grafico cerrado en R? y que no
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sea continua.
c)Sea f:R — K, donde K C R es un compacto y f una aplicacién tal que su grafico G
es cerrado en R?. Demostrar que f es continua en RR.

Solucién

a) Sea ((Inayn))n C Gf tal que (xnvyn) — (IanO)y entonces Yn = .f(xn) y como .f €s

continua f(z,) = yn — f(z0) = yo = (0, %0) € Gy y es cerrado.

b) La funcién f(z) = % siz # 0y f(0) = 0es discontinuay G; = {(z, %)/x £ 0}uU{(0, £(0))}

es un cerrado.

¢) Demostremos la propiedad por contradiccion. Si la funcién no es continua en un punto

217.

218.

x0€R, Fe>0tal que V>0 se puede encontrar z5s €R que satisface |z5s — 2| <7y siempre
se tiene | f(zs) — f(z0)| > €. Sitomamos § = L1, construimos una sucesion (z,,),>1 tal que
|20 — x0| < L. Pero (f(zn))n C K que es compacto y existe una subsucesion (f(@n ) pen
que converge a yo € K. Asi, (zp,, f (:an)) — (20, Y0) € G por ser cerrado, lo que implica

Yo = f(x0), es decir que existe K € N tal que si k > K, [f(zy,) — f(z0)| < €, que es una

contradiccion. De esta forma lo que se supuso es falso y f es continua.

Sea E un espacio vectorial normado de dimension finita, F' un espacio vectorial nor-
mado y sea f: E — I una aplicacion lineal, probar que f es continua.

Solucion Sea {ei,...,e,} una base de E, sea M = max If(e)|l y sean x = > z;e;,
<i<n i=1
y = Y yie; € E, entonces:
i=1
[fx) = FDI = If(x=y)I = |l ;(I —yi)fle)l < Zil |zi — il M = M||x —y||1, es decir
la funcion es continua. Observemos que en realidad se probé la continuidad uniforme

de f.

Sean F y I espacios vectoriales normados y sea f: F — F una aplicacion que para por

el punto a€ F, tiene la siguiente propiedad: V (a;)ren C F tal que a;, — a, se tiene que

f(ar) — f(a). Demostrar que f es continua en a.

Solucién Supongamos que f no es continua en a, entonces existe € > 0 tal que Vn > 0
1

si |x —al| <n=|[f(x)— f(a)|| > e. Sean = 5, entonces 3x,, € E tal que ||x,, —al| < % y
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por hipétesis || f(x,) — f(a)|| < € que es una contradiccion. Asi, la funcién f es continua

en a.

219. Sea E un espacio vectorial normado y sea A C E, definimos d(x, A) = ing |lx — al|, para
ac
x e L.

a) Demostrar que la aplicaciéon £ — R es uniformemente continua.
x —d(x, A)

b) Demostrar que d(x, A) = 0 <= x € A.
Sean F, y F, dos conjuntos cerrados de F tales que F; N F, = ().

¢) Demostrar que el conjunto {x € E/d(x, F1) < d(x, F2)} es un abierto de E.

d) Deducir que existen abiertos O; y O, de E talesque O; N Oy = @y F; C Oy, F» C Os.

e) Demostrar que existe una aplicacién f: E — [0, 1] continua en E, tal que f(x) = 1, si
xeEFyf(x)=0,six€ Fy.
Solucion

a)Seaac Ayseanx,y € E, entonces ||x —a|| < ||x —y|| + ||y — a/|, entonces angg lx —al =
d(x,A) < [x—a| < [x-yll+ly —al| = dx,4) - [x -yl < |y —al, vac A —
d(x,A4) — [[x -yl <d(y,A) = d(x, 4) —d(y, 4) < [x —y].
Similarmente, d(y, A) — d(x, A) < ||x — y||, por lo que |d(x,4) —d(y,A)| < [|[x—y| yla
funcién es uniformemente continua.

b) d(x,A) =0 <= Ve >0,3dac Atal que [|[x — a|| < e += Ve >0, B(x,e)NA # Q) < xc A.

¢) Notemos que {x € E/d(x, F}) < d(x, Fy)} = (d(-, F1) — d(-, F5))~!(] —o0, 0 es abierto pues
d(-,F1) — d(-, F») es continua y la imagen inversa de un abierto es un abierto.

d) Observemos que Iy C O = {x € E/d(x, F1) < d(x, F»)}. En efecto, si x € F1, d(x, F1) =
0 < d(x, Fy), pues si d(x, F») = 0 se tiene x € Fy, que es una contradiccion.

De esta forma también, Fy, C Oy = {x € E/d(x, F1) > d(x, F>)} y se tiene O; N Oz = (.
d(X,FQ)

d(x, F1) +d(x, F>)"

d(x,F1)+d(x, F») #0,Vx € E'y claramente f(x) =1,six€ F1 y f(x) =0, si x € Fy.

Es importante notar que

e) Sea f: E — [0,1] definida por f(x) =

220. Dar un ejemplo en R? de dos cerrados I, y I, no vacios tales que F1 N Fy, = () y

d(Fi, Fy) = 0y que ademas existen abiertos O; y Oy de R? tales que Fy; C O1, F» C Oy y
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OlﬁOQZQ).

Soluciéon Sea F; = N*, F, = {n + %/n € N*}; es claro que [y N Fy = @, d(F, Fy)

IN

n—n—3%| =%, VneN* = d(R, F,) = 0. Ademés, Fy C O1 = |J B(n,5-), F> C 0, =
nelN*

L%I B(n—i—%,ﬁ)yOlﬂOg:@. Recuerde que en R, B(a,p) =]a—p,a+p|.
nelN*

221. Demostrar que si f:IR"® — R es uniformemente continua sobre un conjunto acotado
A C R™, entonces f es acotada en A (i.e. existe M € R tal que |f(x)| < M para todo
x € A).
Solucién Supongamos que no, entonces existe (x,),en C A tal que f(x,) — +oo, por
ejemplo. Por otro lado, (x,)nen C A es compacto, por lo que Exnk — x0 € A, entonces
dado € >0, 3n > 0 tal que [x,, — %ol <n = [f(xn,) — f(X0)| < €, pero f(x,,) — +00

lo que es contradictorio.

222. Estudiar la existencia del limite en (0,0) para las funciones f(x,y) siguientes:

xy 14 22 + 42 (z +y)?
a)x—_|_y b)ﬁseny C)W
23 4+ 48 1 —cosz
)T &) — 7 0 [af?
) sh 2 sh y h) 72 i) (2?4 y?)?
TFy B Ed
o 20yt 4y aty? ] |y|?
- k) 1= 1 ,a, R
20 + 92 )(x2+y)3 )y—:c2 o f
|z [y|? ly| sen xsen y
m—-———s,a,€R n ,aeR 0) —/——=
'y ? ' E T VRV
)sen2x+sen2y ) Sen & —sen y )senx—shy
sh?z +sh?y shax —shy sh z —sen y
Soluciéon
x
_ 3 2 4
Consideremos f(0,y) =0 — O0siy — 0y f(z,—x + 2%) = z( x:x ) ==t ;)"x =
x x
xz— % ~ % — +00, cuando z — 01 y no existe el limite en (0,0).
1 2 2
b)f(w,y)=wsen y

~1+a2?+y? ~1,si(z,y) — (0,0) ie. existe el limite en

La expresion (1 + 22 + y%%

(0,0).
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_ (aty)?
¢ f(z,y) = 22+ 7
2
Notemos que f(0,y) =1y f(z,z) = % = 2 i.e. no existe el limite en (0, 0).
X
. (z+y)
b f = (1+a” o) 2 W= TE

15 o X KRNSO, 2
. S

i

'O

AN
T
T H R

“P““g“\\‘\\\\\\\\\\\\\‘\\!

\l“

2%+ 93 z+y)(a? —ay +y° 2%+ 92
Puesto que [f(z,y)| = $2+ZQ - ¢ y);2+y2 ) < 2|$+y|52+—3y/2 =2z +

yl < 2(Jz| + |y|) <€, si § = e, pues dado € > 0 se escoge § = e y es tal que si
[(z,y) = (0,0)[1 <6 = [f(z,y) — 0 < 2lz+y| <2z + [y]) <e, ie flz,y) — 0,

cuando (z,y) — (0,0).

1 —cosz
e) f(z,y) = —yg—y

- 1—(1— 3222
Como | =622 |EZ 030 1102) < 4o, ), se tieme que f(x,) — O, s
(z,y) — (0,0). En general:

— COS 1—(1— L2 24 2,2
hm 1 Cgsxy _ . ( 217 ,1/2 Oy(x Yy )) _ hm (%12"—01/(1)) _

(@)= (20,0) Y (@)= (20,0) Y (z,y)—(20,0) ‘

%mg. Se escribe o, para enfatizar que el o depende de y, cuando y — 0.

f) f(xvy) = |x|y

Tomando el logaritmo podemos escribir In f(x,y

~—

=yln|z| .. Inf(z,2) = xln|z|] — 0,

1
)=ahz =e —e,siz— 0", loque

‘}_‘

cuando = — 0, entonces f(x,x) — 1, pero f(z,

Ja—

nr

demuestra que el limite no existe.
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d).f:13+y3 . 1 — cosxy

z* 4y =T

o
L
i

h zsh
§ f(r.y) = Ty

sh sh (— 2
Observemosquef(o,y):O—>quuef(aa—:z:—&—lz):b zsh x+x):

2
et — e % e—m-&-mz _ 61—12 _ 612 _ 621—12 _ e—2m+m2 + e—IQ _
222 2 4a?
L+a? + (1422 — 22+ 3(22)%) — (1 — 22+ 22 + 3(—22)%) + (1 —2® + o(2?)) _
5 ) 42 N
—4114;20(56) = —14o0(1) — —1 y no existe el limite en (0, 0).
X
2
h) f(z,y) = —=
2 2 .
Es claro que f(z,z +2?) = &5 — 1y que f(z,z + %) = L& ~ % —+ 400, es decir no
X X

existe el limite en (0, 0).
. 2 + 2\2

D fy) = LS
(2% + (z +A2*)%)?

Notemos que f(0,y) = —y?> — 0, cuando y — 0, pero f(z,v+Az?) = iy e v

(222 4+ 222t + N\226)2 4 (2 4+ 2022 + N2pt)? 22 2

y no existe el limite en

22 — (22 + 22T+ X225 T TN+ M%) YAy T T
(0,0).
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3,3 2
. _ Ty +y
3 flz,y) = e
176—1-172

Haciendo y = z, f(z,z) = PR

=1y f(x,0) =0 con lo cual se tiene que no existe el

limite en (0, 0).
4,4

R f(@.9) = oy
Cuando =z = y, f(z,z) = z® = a? — 0, ysiz =12 f(yy) = vyt _
Y, ) (£C2 -I—.I'4)3 (1_’_1,2)3 > Yy, ) (2y4)3

%—/—> 0 y no es continua en (0, 0).

] [y|?
y—a*’

D f(zy) = a, BER

_ =%z +2)°
a [

> 2. Sea v = max{a + 28 + 1,3}, entonces f(|z|, |z|” + 22) = |z|*TZ=7(1 + |2|772) =
|

Se considera f(x, |z|” + 22) = |z V222 (1 + |2 2)8 ~ |z|o—7+28 si

711+ |2]772) — oo, siz = 0y v = a + 28 + 1 i.e. el limite no existe.

Y
{ |z|2F28=3(1 + |z|) — o0, siz = 0y v =3 = a + 28 — 3 < —1i.e. el limite no existe.
3,3

2 4,4
b= S

4‘\‘ | 1Y
ol

16+y2

=)

e Q‘\ \‘v\’» “J\\\\\\\‘) ‘y"““
Iyl o fi ”"““
z "r’:’:’.’,"";'i.'g' i : ."f"\\\ \\ \‘i/’/\,\\\\'imu‘o““« Z
: 'M\\l\\g‘e\?\ , //// A\\\\\\i\‘\“‘

| *[yl”
T2
¢ —xy+y
Notemos que z% — 2y + y*> # 0, salvo para (z,y) = (0,0), asi tenemos que f(z,y) =

2] |y|?
x? — xy +y

m) f(z,y) = ,o, BeER

s — 0<=a+3>2,a>0,5>0.

En efecto, |z|*|y|® < ||(z,v)||%F8, 22 +y? — 2y > 3||(x, y)||%,, entonces:
00 1 00

al,,|B
27 < 4)1(, ) 282 — 0, cuando (z,y) — (0,0),

Yl < 55—
|f(x,y)] pER——

es decir el limite existe sia + 3 —2 > 0.

Sia+8=2, f(z,z) =1-/0,sixz — 0.
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Sia+B8<2, flz,z) = |z|*TF~2 — o0, siz — 0.

Observemos que si « < 0 0 8 < 0, no existe el limite en (0, 0).

;
2

=
S

— —

==

z7)

=

—=

=
—

S ——

—————=

=
"

=
———

—F —
=

X —7

SISO
RIS
RS

=
=
=
—_—
——
=

—7

AR RS SR
s

COSS
elet
%%

S

ly|*

n) f(z,y) = ,aeR
f(z,y) 22+ [y
1 a=1
Veamos que f(0,y) = |y|*~ ! —
0 a>1
Sia=1, f(/y,y) =% — 1, siy—0.
Sia>1,|f(z,y) = P% < |y|*~1, es decir f(z,y) — 0 <= a > 1.

sen xsen y

RV Fvir)

3
|2, es decir tiene

sen rsen y

Y maxi |z §: T
NEERVI S‘M+\/m‘§( a1, lyH)® = l(w.v)]

2
3.

Puesto que

por limite 0 en (0,0), pues basta escoger j = €
sen 2z +sen ?y
sh?z+sh?y
sen 2z +sen 2y (sh?z —sen?z) + (sh?y —sen 2 y)
sh?z+sh?y sh?z+sh?y
sen2t < t? < sh?t. Ademéas 34 > 0 tal que sh®t —sen 2t < At*, Vt € [—1,1], de modo

p) f(z,y) =

,yaqueVteRR,

Tenemos que

_ 1’ <
que si ||(z,y)|| < 1 tenemos:

I4+y4 (I2+y2)2
<A
I2+y2 x2_|_y2

|f(z,y) 1< A = All(z,y)|* — 0, si (z,y) = (0,0).
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sen xsen y p)f_son2z+son2y
o sh21+sh2y

WY
K

A “ WX .
::‘skwar:vt'?t",zl,»'m
“
5

4 .’ LN
4l W77 0
N | -
Q2% ‘\\“\\\\“9, lll
*?3\gm\t‘$:o"l o5
“3};::" .
-3
0
X

sen ¥ —sen y  Sen %(x—y) COS%(l"*‘/y)
shz—shy = shi(z—y) ch 3(z+y)
sea f(xz,y) — 1 cuando (x,y) — (0,0).

sen r — sen
Q flz,y) = Wshyy

~ 1, cuando (z,y) — (0,0), o

Es conocido que

sen z — sh
r) f(z,y) = W

Notemos que f(z,z) = —1, f(z,0) = S‘Se}rll—f — 1i.e  limite en (0,0).

. sen x —sen y _sen z —shy
Df= shz —shy I‘)f*shm—seny

223. ¢(La funcién f(z,y,z) = % tiene un limite en (0,0,0)?

.. . . 2(=2 4 93 6
Solucién Si consideramos f(z,z, —2z + zt) = z( i+m ) - 2 4+:1: ~ —% y no
x x
existe limite en (0, 0).
294 1, ce el T4y . P
. ¢La funcion f: (z,y, z) — gy g tiene un limite en (2, —2,0)?

Solucién Tomemos la trayectoria (2 + h, —2 + h, h) en R3, es decir f(2+h,—2+h,h) =

2h 2h 2h  _ 1 1

R+ (2+h)?2—(—2+h? hP+4+4h+h’—(4—4h+h%) h®+8h 4+ 1h 1
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Ademas f(2 + h,—2 — h,h) = 0y no existe el limite en (0, 0).

225. Sean a, b > 0,¢,d>0y f:R} xR} — R, encon-
Ialjb
— =
((E, y) ¢ 4 yd
trar una condicion necesaria y suficiente sobre a, b, ¢, d

para que f admita 0 por limite en (07,07).

Solucién Se considera X = z¢/2, Y = y%/?, entonces

2a/cy2b/d a b
fla,y) = % < [(X,Y)|*c*a~Y, por lo tanto
f(z,y) — 0, cuando (z,y) — (07,07) <= & + 2 > 1.

Es claro que (X,Y) — (07,07) < (z,y) — (07,07).

226. Determinar la continuidad de las siguientes funciones:

I4\/1_/
—— 573 si(z,y) #(0,0),
) f(a.y,2) = Bt b) f(oy) = # Ty
Yy +z ‘
0 si (z,y) = (0,0).
2 —ay .
—T s1 (x, 0,0),
0 si (z,y) = (0,0).
Soluciéon
_ Ty +x2+y2

a) f(z,y,2) = pray e

2
£0,0,2) =L =0, f(z,2,2) = g% =1-40,siz — 0.
z X

4
b) f(z,y) = % si (z,y) # (0,0),

0 si (z,y) = (0,0).

Sea x <0, f(z, (1 — x%)%/°(—x)%) =
_VA43/2(1 _ 4)3/10 112
( I)xt') — CS - iS) _ ( 129 (1— x4)3/10 — 400, si

xz— 0.

125




o f(z,y) =

227.
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z2 —xy

o f= Tty

£C2 — X .
x+yy S1 ('rvy) # (070)’

0 si (z,y) = (0,0).
Es claro que y # —x, entonces siy = 22—z, f(x, 2% —z) =

v —x(@? —x) _ 222 —a?

x? x?

=2—az—F—0,siz—0.

Sea f:IR* x R — R una aplicacion, se supone que para toda aplicaciéon ¢: R* — R tal

que 1im0 p(x) = 0, la funcion « — f(x,p(z)) admite un limite en 0. Demostrar que f
z—

admite un limite en (0, 0).

Solucién

a) Demostremos que liII}J f(z,p(z)) = [, no depende de la escogencia de ¢, es decir que [ es
>

el mismo para todo ¢: R* — IR tal que lim0 e(z) =0.
Tr—r
Sean ¢4, 2 funciones tales que lim ¢ (x) = lim po(z) = 0, con lim f(x,pi(x)) =11y
r—0 z—0 x—0
lim f(xa %02(:17)) = 12‘
x—0
1 siz|>1
Sea ¢ una funcién definida por p(z) = ¢ ¢(z) size [ﬁ, % [ neN*
wa(z) sixe[ﬁ,ﬁ[ n € IN*.
La funcién ¢ es tal que lim0 p(x) =0.. limo f(z,o(x)) =1 existe, o sea |f(z,o(z)) — 1| <€
z— z—
si|z| <n. Asi 3 n para el cual |z| < 2n—1—1 <.
1

Sizeld, gl = f(ee@) -1 = f(ee) [ <e ==l

Similarmente si = € | [ = |f(x,p@) =1 =|f(z,o1(x) —lhi]|<e = 1=1,es

1 1
2n+1'2n

decir I; = [ y es independiente de la funcion ¢.

b) Supongamos que f no admite a [ por limite en (0,0), entonces Je > 0 tal que Vn > 0,

[ + [y| <, con (z,y) e R* x Ry |f(z,y) =] > e.
Consideremos >0 y construyamos una sucesion tal que |z, |+|y,| < |z,—1|sin > 2, con
|f(zn,yn) — | > €. En efecto, sea xg = 1y sean = 1|zo| = 3, entonces 3(z1,y1) € R* x R

tal que |z1] 4 |y1| < 3|wol = 3 ¥ | f(21, 1) — 1] > €.
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Sean = %|x1|, F(x2,y2) € R* x R tal que |xa| + |y2| < %|x1| v | f(x2,y2) — 1| > €.

Sean = {|zn_1], I(@n,yn) € R* x R tal que |z, | + |yn| < $|@n_1| ¥ |f (@0, yn) — 1] > €.
Observe que |z, | + |yn| < §|@n—1] < |zn_1], 0 sea |z, | < |zn_1].

Sea p: R* — R tal que ¢(x) = y, si |xn11] < |z|<|2,|. La funcién ¢ es tal que p(z) — 0,
cuando x — 0, pues dado € > 0, IN e Ntal que n > N = |z,p1| < |2n| < |2n-1] < 2€
por lo que [p(z)| = |yn| < |za] + |yn] < 3lzn-1| < €, es decir lim f(z,o(x)) = 1, pero

(TnsYn) — (0,0) y f(2n, p(xn)) = f(Zn, yn)—~ 1, que es contradictorio.

Sea ¢: IR — IR aplicacién continua, estudiar la continuidad de f: R?> — R definida por

Tty
f(z,y) = / o(t) dt.

-y

T4y r—y
Soluciéon Consideremos f(z,y) = / o(t) dt— / ©(t) dt, por lo tanto la funcion que
0 0

se debe estudiar es 1 (u) = / ©(t) dt. La funcién ¢ es de clase C'! y como las aplicaciones
0

(x,y) — =+, (z,y) — x — y son continuas, f(x,y) es continua en R2.
2y  sixz >y
Sea f:R? — R definida por f(z,y) = 27517 si|z) <y? y#0

—2y sixz < —y
a) Demostrar que f es continua en R2.

b) Demostrar que no existe (4, «, ) € R x R} x R, tal que
V(Iaxlvy) e]_ava[x]_ava[x]_ﬁvﬂ[é |f(xay) - f(xlvy” S A|I —CC/|.

Solucioén

a) En el plano sin las pardbolas © = £ las funciones son continuas, pues las férmulas de

las funciones son polinomios o cocientes de polinomios que no se anulan en el denomi-

nador.
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Queda por analizar la frontera z = +42, y en Yy

r=—y

particular en (0,0). Sea (z9,%0) € R? tal que

xo = y2 # 0 (el caso 79 = —y2 # 0 se analiza

de la misma forma), entonces dado € >0, 31>0

yun k>0 tales que si (z,y) € B((x0, %0),n) =

| <k, |y <k, o < k.
Siz >y, [f(z,y) — f(xo,y0)| = |2y — 2y0| ¥ se

~
7

escoge § = %
Siz <y [f(z,y) — f@o,p0) = |5 — 24| =

1 2
——|2xyo — 2 < —=—|zyg —
|yyo|| Yo Oy| > |yy0|| Yo

zy +xy — woy| < 282 (|| [y — ol + [y| |z — x0]) <

|2_£U_%
Yy [0)

2k°(Jz— ol +|y—wol) = 2k°||(z— 0, y—y0)[1 <e

y se escoge § = —&

2k3
Sea 0 = min{nv %7 2_23}7 entonces si H(SC —20,Y — yO)H <d= |f(Ivy) - f(x05y0)| <een
ambas regiones.

Falta analizar en (0,0). Veamos; dado € > 0 debemos tener |f(z,y)| < € <= [2y| < € si

|z| > y? o ‘2717’ < e si |z| < y?; por tanto basta escoger § = % En efecto, si ||(z,y)|1 < =

2y <2& =e si |z| > y?
€ 2

5 => lz| + |y| < %, lo que implica | f(z,y)| =

FFl <2yl <28 =€ silel<y?,
o seaV(x,y) € B((0,0),0) se tiene que |f(z,y)| < €.

b) Supongamos que existen A€ R, o, 3>0tales que Vze| —a,al,Vye| 3,8 = |f(z,y) —
f(@',y)] < Alz — 2’|. En particular si |z| < y?, |2/| < 32, entonces |f(z,y) — f(2',y)| =
12 -2 = 200 —a| < Ao — ).

[yl /
Escojamos = = %min{m 8%, ﬁ}, x' = 2x,y = \/r, entonces ‘2717 — 2TI

[\

— |4x| —
=7 =

/1 2 /1 1 sz
< = 2 < < .
2\/5 A|.I'| 2 A\/E A 3 ) 1 <A B} \/— que es una contradiccion

230. Encontrar todos los pares (o, 3) € R? tales que IM € R, 2%y’ < M(z +y), Vz,y > 0.

Solucion Sea y = 1, entonces 2® < M(x + 1), Vo > 0 se tiene s6lo si 0 < o < 1.
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Similarmente 0 < 3 < 1. Ademés si « = y implica que z*? < 2Mz se tiene para todo
x> 0 si sélo si 2P~ < 2M el cual permanece acotado si o + 3 = 1.
Sea\: {(, ) €R2/I M >0, 2%y < M(z+y)Va,y>0} C {(e,8)€ER?/0<a<1,0<

<1, a+p=1}

Reciprocamente si 0 < 2%y” < (z + y)*(z +y)? = (z + ) i.e. se tiene la desigualdad.

Sea I un intervalo de R de longitud >0, f: I — IR aplicacion, a € I tal que f admite un
desarrollo limitado de orden 2, g,%y(f(a +z+y)— fla+z)— fla+y)+ f(a)) admite un

limite cuando (z,y) — (0,0), zy # 0?

1 o1 *

W siz = ,ne€N,
Soluciéon Sea e: R — R definida por e(z) = L4 siz = % + %, n € N*,

n n

0 si no,
y sea f(x) = x%¢(x). Se toma z = %, y= %, a =0y se tiene

n
1 _1l_g40
flatz+y) —flataz)—flaty) +fla) _pt 7 _ 3
Ty = 1 =1-—n".
A

Para (z,y)eR? se define f, ,:[—1,1] — Rpor f, ,(t) = 2t +yty F(z,y) = sup fu,(t).
te[—1,1]

a) Calcular F(z,y).

b) Estudiar la continuidad de F en R2.

Solucién

a) Si x > 0, alcanza el maximo para F(x,y) = sup{z — y, z + y}, pues el maximo se alcanza

en los extremost =10t = —1.

y siy>0
Siz=0, F(z,y) = ie F(0,y) = |yl.
-y siy<0
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Si z < 0 alcanza el maximo en F; (1) = 0 = 2tr +y <=t = —
2

2
y (Y _YN_ Y
’_217‘ <1’F(I’y)_x( Zx) —l—y( 21:) T 4w

En el caso en que ‘—% > 1, Fz,y) = max{z + y,z — y}.

. Asi tenemos que si

SIS

max{z +y,x —y} siz >0,

Fa,y) =4 - six<0y‘2'i‘g1
En resumen €z

max{z +y,x —y} siz<0y ‘%‘>1.
2
:max{x—l—y,:v—y,—i/—x}.

b) Hay que probar que es continua en la frontera |y| = 2|z| para 2 <0y el caso 2 = 0,y = 0.

Sea (z0, 2z9) un punto en el que deseamos probar la con-

tinuidad, g # 0, entonces

2 2
_y Y Y
‘ iz T dxg St QI‘ <1
| (,y) = Fx0,90)| = 2
x_y_axlo s1 ‘%‘>1_
2 2 2 2
S| Y . Y Yo | |Ymo—xyy| 1 ) 5
Sl’ﬂlglse‘mene T | = | drmg _4|m0||y 20— ayd] <
1 2, 2 2., _ 1 21 .
4|:vx0|(|y zo — xy?| + |y*z — zyol) Taao] | [y?] |z — @o| + || ly* — 4] | <
1
g (V71w = 2ol + [2l 1y + yol Iy = vol)-

Dado € >0, existe ’ >0y k> 0 tal que (z,y) € B((z0,v0),7) = ‘%‘ <k, |z| <E, |y <k.

2 2
5 : 7 n_ 2€ . 7 Y Y
Ademas existe n” >0, 7 —ﬁtalques1|x—xo|+|y—yo|<n = |1z ~ 1z S €&

2
Si[g2| > 12—y + 4| = o =y + 20| = & — w0 — y + 20| = |z — x0] + [y — yo| < ¢, si se
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escoge "' = €. Finalmente si n = min{n/,n”, "'}, entonces para |z — x¢|+ |y —yo| <n =
|F(z,y) — F(xo,y0)| < €, con xg # 0, yo = 2x¢.

En (0,0), tomemos € > 0, = %, entonces si |z| + |y| < 7 se tiene |z| < &, |y| < % y

max{z +y,x —y} < |z|+|y<e siz>0

|F(z,y) = F(0,0)] = ¢ max{z +y,z—y} <|z|+ |y <e siz<0,

Y|y Y~ € i
I—‘2IH2’§’2’<4<6 siz<0,

Demostrar que f:R?-—R no es uni-
(@,y) — V]z? — 97
formemente continua en R?.

Y
(11 \\
“ “\ \ ,”/’I,'

W77
‘\“; “‘/////,, "

W77/

i6 i 11 ol 1y
Solucién Analicemos |f(5,5 + o) — f(g . a)| =
V2+a2 > 2ie Ve <2, B 6 >0 tal que si

H(x,y) - (anyO)” <6 = |f(x,y) - f(x(vaO)l <E.

Sea f:IR? — IR tal que para todo (¢, yo) €R?, las aplicaciones parciales f(zo,-) y f(-,0)
son continuas. Demostrar que existe una sucesién (g, )nen de aplicaciones continuas en
R?, convergiendo simplemente a f en R

Soluciéon Sea g(x) = f(x,y0) y sea yo un punto arbitrario pero fijo. Tomemos el punto
xo y probemos la continuidad de g en zy. Sea € > 0, por la continuidad de f en (zo, yo),
In > 0 tal que si ||(z,y) — (zo,y0)|| <1 = |f(z,y) — f(zo,y0)| < €. En particular si
y = yo todo lo expresado anteriormente es valido, por lo cual se escoge el mismo 7 para
la funcion g(x). En efecto si |« — x| < 7, entonces |z — x| = ||(x,y0) — (0, v0)|| <n =
|f(z,y0)— f(zo,y0)| = |g(x)—g(x0)|<e. Finalmente, se probé la continuidad de la funciéon
g en xg, pero este punto puede ser cualquier elemento de R, luego la demostracion es
valida para todo x € R.

De la misma manera se demuestra la continuidad de h(y) = f(zo,y).

Para cada n € N* se descompone R? en bandas verticales: R?> = |J [%, ﬂ} x Ry se
kEZ,
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%, ﬁ} x R de la manera siguiente:

define g,, sobre { o

gn(a:,y):m(x—%)—i—f(%,y), siz e {%,k;tl},

k+1
conm = n(f(5FL,y) - F(E,y)).
Sea (19,%0) € R? y sea € >0, 3n > 0 tal que si |z — zo| <n = |f(z,v0) — f(20,v0)| < %

k 1

Por otro lado, dado 1 > 0, 3n € N, 3k € N tales que 7 < z¢ < %, con 5 <. Asi

tenemos que:

19(z0, y0) — £ (@0, yo)| = [m(wo — &)+ F(E, o) = f(z0,90)| <

k+1
nlf(E w0) = F(5 w0l (w0 — £+ [£(E, y0) = f(zo,50)| < &L+ € =,

lo que prueba la convergencia puntual y como (z¢, yo) es arbitrario, vale V(z,y) € R?.

235. Estudiar la continuidad de f(x,y) = @ iyy)Q

Solucion La funcion se indefine sobre la recta z = v.

Cabe la posibilidad de que exista el limite en (0, 0).

.3

Veamos que no, pues si f(z,z — 23) = LG"T) =
T

1 — 22

74

— +00, cuando = — 0.

Finalmente, f es continuaen D = {(z,y)€R?/x # y}.

236. Demostrar que si f(x,y) = %, entonces f(z,y) — 1, cuando (z,y) — (1, 1).
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Solucién Sea d; < 3, entonces si |y — 1| <6; < 3 =
1 3 2 1

§<y<§:>§<y<2.

Sea € > 0y sea ¢ = min{dn, %}, entonces si ||(z,y) —

-yl

(1,1)||1:|:U—1|—|—|y—1|<5:>’%—1’:|

% :2”($—1,y—1)”1<25§2§ — ¢, es

[\

decir lim % =1.
(z,y)—(1,1)

Estudiar la continuidad de f(z,y,2) = m

1

Solucién Es claro que f(z,,2) = = — 400, cuando z — 0 i.e. no es continua en la
z

recta (z,x,0), x € R.

¢La funcién f(z,y) = e %/(@=D’ es continua en (1,2)?

Solucion Sea 1l >¢€¢ >0y sead = min{%, 21_n3€}, entonces si ||(z,y) — (1,2)|1 =

lz—1l+ly-2[<d=ly—-2l<3;=3<y<s=-2<-y<-3

3 Y 3

_ C1PRe__3 -3 _ _
lz—1|<d = |z—1]°< 5Tae — 1< 3@ =17 = = 1)2< = 1) <lne =
e ¥/(@=1% celne — ¢ egdecir lim e /@D’ =q.
(z,9)—(1,2)

Observemos que f es continua en R?\{1} x R y que

se puede definir el limite como 0 en {1} x] 0, +o0 [y no

existe el limite en {1} x] —o0, 0], pues f(z,y) — 400 8
cuando (z,y) — (1,y), y <O0. z
. . DGR
En el punto (1, 0) tampoco existe el limite. s
0 22
S5 -2
P .z . L
Asi podemos extender la funcién f a una funcién con- S8

&
4
&

tinua sobre R?\D con D = {1} x | —00,0].
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