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Capitulo 1

Resumen: Calculo Diferencial en varias variables

1.1 Derivadas Parciales

Sea U C R? un abierto, sea (a,b) € U y sea f una funcién, f:U — R tal que (z,y) —
F(z,y). Si el limite lim L&D = /(@0 _ y;,, Jlath.b) = fla.b)

r—a xr—a h—0 h

existe, decimos que f

es parcialmente derivable respecto a x en (a,b) y que el limite anterior es la derivada

parcial de f con respecto a x en (a,b), o la primera derivada parcial con respecto a

la primera variable de f en (a,b) y la denotamos por f.(a,b), o fi(a,b), o D1f(a,b), o
of

D, f(a,b), 0 a—x(a, b).

Similarmente se define

como la derivada parcial de f con respecto a la segunda variable en (a, b) o la derivada
parcial de f respecto a y en (a,b) y se denota f,(a,b), o f2(a,b), 0 Dy f(a,b), 0 Dy(a,b), o

g—‘;(a,b).

1.1.1 Derivadas Segundas

Las derivadas segundas se definen como las derivadas de las primeras derivadas y las

terceras como las derivadas de las segundas, etc.
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Notacién
a%(%) - % fyo = fo1 = Daf = Dyof
a@y(%) — 8(Zz£x = fi22 = fuyy, etc.

Proposicién 1.1.1 Teorema de Schwarz!

Sea U C R? un abierto, sea (xo,y0) € U y supongamos que f:U — R, fi,f2 y fio

existen y son continuas en una bola abierta B((xg,yo),r) C U, entonces fo1(xg, yo) existe

¥ fi12(wo,y0) = fo1(wo, yo).

Derivadas parciales de funciones de varias variables

Sea U C R™ abierto, sea f una funcion f:U — Ry sea a = (ay,...,a,) € U, entonces

si el limite lim f(alv"'vai+h7"'7an)7f(a’17"'7ai7"'7an)
h—0 h

of

D (a), fz,(a), fi(a), D;f(a), ete. y lo llamamos la derivada parcial de la i—ésima variable

de f evaluada en a.

existe, lo designamos por

Generalizacion de la proposiciéon 1.1.1

La proposicién 1.1.1 se generaliza al caso de n variables y al caso de derivadas parciales
of of o*f 9*f O*f

segundas, terceras o de cualquier orden. Por ejemplo si D0’ By’ Dwdy’ Bydz’ 9wdz

'Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) Nace en Hermsdorf, Silesia (hoy Polonia) y muere en

Berlin, Alemania. Schwarz comenz6 en Berlin sus estudios en quimica, pero fue influenciado por Kummer
y Weierstrass y se interesa en la geometria. Continué estudiando en Berlin supervisado por Weierstrass
hasta su doctorado (en 1864) sobre superficies minimas (superficies de menor area), un problema tipico del
calculo de variaciones, que estableci6 un puente entre la teoria de superficies minimas y la teoria de funciones
analiticas. En 1869 fue designado como profesor de matematicas en el Eidgenossische Technische Hochschule
en Zurich y en 1875, acepté un puesto de Matematicas en la Universidad de Géttingen. Schwarz dio un
método alternativo para resolver el problema de Dirichlet que pronto lleg6 a ser una técnica usual. Schwarz
contesté la pregunta de si una superficie minima dada rinde realmente un area minima. Una idea de este
trabajo, en que €l construyé una funcién que usa aproximaciones sucesivas, Emile Picard la usé para la
prueba de la existencia para soluciones de ecuaciones diferenciales. Contiene también la desigualdad para la
integral ahora conocido como “la desigualdad de Cauchy-Schwarz o de Cauchy-Bunyakovsky-Schwarz”. Cre6
métodos generales basado en su magnifica intuicién geométrica. La desigualdad de Cauchy-Schwarz aparece
en aritmética, geometria y en las formulaciones tedricas del trabajo de matematicos tal como Bunyakovsky,

Cauchy, Grassmann, von Neumann y Weyl.
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Rf . . oaf 9 fF & f
920,02 existen y son continuas en (xg,yo), entonces D20y0z — 0ydadz — 92020y

1.1.2 Derivadas direccionales

Sea U C R™ un abierto a€ U, ue R", la derivada direccional de f en a en la direccion u,

denotada por el simbolo D, f(a) o fu(a), se define por D, f(a) = lim fla+ hlilz) — f(a) i

h—0

h € R, si tal limite existe.

Observacion Algunos autores requieren que ||u| = 1. Note que si u = (1,0,...,0),

Duf(a) = %(a), siu=(0,1,...,0), Duf(a) = %(a), etc.

1.2 El diferencial

Definicién 1.2.1 Sea U C R™ un abierto, ac€ U y sea f:U — RP, decimos que f es
diferenciable en a si existe una funcion lineal (:R™ — RP tal que f(a +h) = f(a) +

{(h) + ||h|le(h), donde e(h) — 0, cuando h — 0.

La aplicacién ¢:R™ — RP se llama el diferencial de f en a y se denota por df(a) o

Df(a).
Proposicion 1.2.1 Si el diferencial de f en a existe, es tinico.

Proposicion 1.2.2 Sea ¢:R" — RP una aplicacién lineal, entonces { es continua en

R™

Proposicion 1.2.3 Si f es diferenciable en a € R", f:U C R" — RP, a € U abierto,

entonces f es continua en a.

Proposicion 1.2.4 Sea U C R" abierto, sea ac Uy f:U — R. Si f es diferenciable en

a, entonces Dy, f(a) existe para cualquier direccion u € R" y D, f(a) = (Df(a))(u).

Corolario 1.2.1 Sea U C R", abiertoac Uy f:U — R, si f es diferenciable en a,

entonces existen todas las derivadas parciales de primer orden de f en ay tenemos:

Uy) = g—i(a)yl +--- 4+ %(a)yn, (1.1)
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para todoy = (y1,...,yn) € R". Ademds ((e;) = %(a), donde e; = (0,...,1,...,0)esel

i-ésimo elemento de la base canénica de R™.

Observacion Usualmente se designa por dz;, la i-ésima proyeccion, es decir dz;: R* —
R de manera que siy = (y1,...,yn) € R", y; = dz;(y) y la ecuacion (1.1) del corolario
se escribe Df(a)(y) = L(y) = ((i;];(a)dxl +o 4 (%L(a)dmn> (y), lo que da para el di-
ferencial, la siguiente notacion:

df(a)=Df(a) == %(a)dml +-F %(a)dwn,

o también

_of Ly 9f

Gradiente Si f es diferenciable en a €¢ U C R™ (U abierto), se llama el gradiente de f

en a y se denota por gradf(a) o Vf(a) al vector Vf(a) = ((,?Tf(a), ce %(a)). Resulta
1 n

entonces, por la proposicion 1.2.4 y la relacién (1.1) de su corolario, que:
Duf(a) = () = Vf(a)u.

1.2.1 Caso de una funcion diferenciable de R™ en R?

Sea U C R" abierto,acUy f:U — RP, f = (fi1,..., fp) una funcién diferenciable en a,
entonces

Cada funcién componente f;: U — R es diferenciable en a y df (a) = (dfi(a),...,df,(a)).

La matriz que corresponde al diferencial df (a) es:

@ Sl

of, . of,
e (a)- - P

(a)

que se llama matriz Jacobiana® de f evaluada en ay se denota por J;(a).

2Karl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) Nace el 10 de diciembre de 1804 en Potsdam, Prusia (hoy
Alemania). Muere el 18 de febrero 1851 en Berlin, Alemania. Jacobi establecié con Abel la Teoria de las
funciones elipticas. Demostré la soluciéon de integrales elipticas mediante la aplicacién de las funciones,

series exponenciales introducidas por él mismo. Desarroll6 los determinantes funcionales, llamados después
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1.2.2 Criterio suficiente de diferenciabilidad

Proposicion 1.2.5 Sea U un abierto de R?, f:U — R, si f tiene las derivadas par-

ciales continuas en U, entonces f es diferenciable en cada punto de U.

Proposicion 1.2.6 Si U C R" abierto, f:U — Ry si todas las derivadas parciales de

f en U existen y son continuas, entonces [ es diferenciable en cada punto de U.

Corolario 1.2.2 Sea f:U C R* — R?, f = (f1,..., fp). Recordamos que f es diferen-

ciable si cada funcion componente fi, ..., f, es diferenciabley que a f;:U C R” — R, se
le puede aplicar la proposicion anterior, es decir si las derivadas parciales gwi_ existen y
J

son continuas, entonces f es diferenciable.

1.3 Regla de la cadena para varias variables

Proposicion 1.3.1 Sea U C R™ abierto, f: U — RP diferenciable en a € U, sea B C R?
abierto tal que f(U) C B, sea g: B — R diferenciable en f(a), sea H:U — R" definida
por H = go f, entonces H es diferenciable en ay DH(a) = Dg(f(a)) o Df(a), es decir el

diferencial de H en a, es la composicion de los diferenciales de fen ayde gen f(a).

Corolario 1.3.1 Con las mismas hipétesis de la proposicién anterior

Ju(a) = Jy(f(a)) Js(a),

es decir la matriz jacobiana de la composicion de dos funciones es igual al producto de

las matrices jacobianas de las funciones.

Proposicion 1.3.2 Sea U C R" abierto, f:U — RP diferenciable en a, sea B C R?

abierto, tal que B D f(U), g: B — R" diferenciable en f(a) = b. Sabemos que H = go f

jacobianos y las ecuaciones diferenciales.

El padre de Jacobi era banquero y su familia era muy préspera, fue asi como €l recibié una buena educacién
en la Universidad de Berlin. Obtuvo su Doctorado en 1825 y ensefié matematicas en Koningsberg desde 1826
hasta su muerte. Fue nominado para una catedra en 1832. En 1834 probé que si una funcién uni-valuada de
una variable es doblemente periédica, entonces la razén de los periodos es imaginaria. Este resultado impulsé

enormemente el trabajo en esta area, en particular a Liouville y Cauchy.

Jacobi tenia la reputacién de ser un excelente maestro, atraia a muchos estudiantes. Introdujo un método de

seminario para ensefiar a los estudiantes los ultimos avances matematicos.
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es diferenciable en a y si denotamos f = (f1,...,fi,---.fp)s 9 = (91,1 G0,---,Gs) ¥

H = (H,,..., Hy) entonces, Hy es parcialmente derivable y se tiene:

DiHy(a) = 3 (Dige(b))(Dx fi(a)),

1=1

parake{l,...,n}, Le{l,..., s}
Definicién 1.3.1

Dos vectores x # 0, y # 0 en R"™ son perpendiculares (u ortogonales) si x-y = 0.

El conjunto {x € R"/(x — a)n = 0} se llama hiperplano que pasa por a y es normal

(perpendicular) a n.

Una funcién f: E C R™ — R se dice de clase C" sobre E, si todas las derivadas parciales

de orden < r estdn definidas y son continuas en E.

Observacion Si f es diferenciable, f(x +h) = f(x) + df (x)h + || h|le(h), con e(h) — 0,
cuando h — 0. Podemos escribir f(xo + h) — f(x¢) = df(xo)h, cuando h esta cerca de
0. La funcion df (xo) es lineal y se dice que se linealiza f en un vecindario de x,. En la
practica los resultados obtenidos por df (x() se aplican mejor en tanto que h es pequefio,

o bien f(x) — f(x0) ~ df (x0)(x — x0), cuando x esta cerca de xg.

Corolario 1.3.2 Si Vf(x) # 0, entonces V f(x) apunta en la direccion a lo largo de la

cual f crece mds rdpido.

Corolario 1.3.3 Si f:R?> — Res de clase C' y (x,, 9o, z,) es un punto de la superficie
de nivel S definida por f(x,y, z) = k, k una constante de R, entonces V f(x,, Yo, 2o) €S nor-
mal a la superficie en el sentido siguiente: Si v es un vector tangente de una trayectoria

r(t)ent =0, con r(0) = (2o, Yo, %0), entonces V f-v = 0.

Corolario 1.3.4 Si f:U C R®> — R es diferenciable en (v,,Y,,%,) € U abierto, la

derivada direccional de un vector unitario u = (cos «, cos (3, cos y) existe y se tiene:

_ w2 of af
Duf(o, Yo, 20) = V[ (0, Yo, Z0) 0 = F-cosa+ By cos 3+ 5 cos,
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y este vector es mdximo cuando u coincide con V f (o, Yo, 2o) L.€.

of of
RN T %mf oy T Ty %yf 2 (01"
¢ () +(a7,) +(72) \/ () +(a*y) + ()
of
9z

VG - (30 ()
1.4 Teorema de la funcion implicita
of

Teorema 1.4.1 Sea f:U C R? — R, U abierto. Supongamos dy es continua en U y que
existe (a,b) € U tal que f(a,b) = 0y tal que %(a7 b) # 0, entonces existen dos intervalos
I, Iy con a € I,, b e I tales que:

a) La ecuacién f(x,g(x)) = 0y las condiciones z € I,, y € I, definen una aplicacién
g: 1, — I, continua y verifica g(a) = b, es decir para cada z € I, la ecuacion f(z,y) =0
con la condicién y € I, tiene una solucién tnica, que se denota g(x). Esta solucién de-
pende de manera continua en x. Por otro lado, si para ciertos valores x € 1, la ecuacién

f(x,y) = 0 tiene varias soluciones, entonces la tinica solucion y = g(x) pertenece a I,.

b) Si f es parcialmente derivable en = en (a,b), g es derivable en a y se tiene g'(a) =

_ fala, g(a))
fy(a, g(a))

¢) Si [ es parcialmente derivable en x sobre U, g es derivable en I, y se tiene ¢'(x) =

m si fy(x,9(x)) # 0.

d) Si f es de clase C*, para k > 1 sobre U, g es de clase C* en I,. Para k > 2 se tiene:
[frz + fmyg/(x)] Jy — [z [.fxy + fyyg/(x)]
L£,)°

9" (x) = — , donde fyu, foy fyys fo ¥ [y se evalian

en (z,g9(x)).

Teorema 1.4.2 Sea f(x,y) una funcién real de n + 1 variables, de clase C*, k > 1, sobre
un abierto U C R""! y sea (a,b) € U tal que f(a,b) = 0y tal que f,(a,b) # 0, entonces
existe una bola abierta V, de centro a en R"™ y un intervalo I, con V, x I, C U, tales que
la ecuacion f(x,g(x)) = 0 y las condiciones x € V,, g(x) € I, definen la dnica funcion
g: Va — I, es decir para cada x € V,, la ecuacion f(x,y) = 0 con la condicién y € I, tiene

una tinica solucién, que se denota g(x). Claramente g(a) = b; g es de clase C* sobre V, y



8 Capitulo 1. Resumen: Calculo Diferencial en varias variables

ademds

99\ Felx ()
92 = " o) (1:2)

Corolario 1.4.1 Se considera S = {(x,y) e R"™!/f(x,y) = 0}, con las mismas hipétesis
del teorema existe un abierto W (a,b) C U, tal que SNW (a,b) = {(x,y) eR" " /xeV,, y =

g(x)}, es decir al interior de W (a, b) los elementos de S son de la forma (x, g(x)).

Definicion 1.4.1 Sea f una funcion real con derivadas parciales en ac U C R™ abierto,
f es regular en a si Vf(a) # 0. Se dice también que a es un punto regular de S =

(x e U/f(x) = c}, donde c = f(a).

Corolario 1.4.2 Plano tangente a la superficie de ecuacion f(x) = ¢
Sea f una funcién de clase C* (k > 1) sobre U C R™ abierto y sea ac U tal que V f(a) # 0.
Se considera f(a) = ¢, entonces S = {x € R"/f(x) = ¢} admite en a el plano tangente de

ecuacién (x —a)-Vf(a) =0.

1.4.1 Teorema de la funciéon implicita para un sistema de ecuaciones

Teorema 1.4.3 Sean f;(x1,...,%n,y1,-.-,Yp), J = 1,...,p, funciones reales de n + p va-

riables de clase C*(k > 1) sobre un abierto U C R"*P. Sea acR", beR? donde (a,b) €U,

8(f17"’7fp)
a(yh e 7yp)
invertible, entonces existe una bola abierta V, y una bola abierta Vi, con (a,b) eV, x W C

tales que f;(a,b) =0, j =1,...,py tales que la matriz jacobiana (a,b) sea
U, tales que el sistema de ecuaciones f;(x,¢1(x),...,9p(x)) =0, =1,...,py las condi-
ciones x € Vo, (g1(x),...,9p(x)) € W, definen las funciones g;(x), j = 1,...,p (es decir
para x € Vy, la ecuacién f(x,y) = 0 con la condicién y € Vy, tiene una tnica solucion
v = (g1(x),...,9p(x)). Se tiene que g;j(a) =b;, j =1,...,p, ademds las funciones g; son

. . g,
de clase C* sobre V,. Las derivadas parciales de g, a—? estdn dadas por la formula:
1

g1 09p) oy = (s fo) (i 71MX <
a(x17"'7x71)( ) <a(y1>ayp)( 79( ))) 6(.’151,...,.1}”)( ’g( ))’

donde g = (g1, ..., 9p)
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Corolario 1.4.3 Tomando en cuenta las hipétesis del teorema anterior, consideremos
el conjunto S = {(x,y) € R"™?/f(x,y) = 0}, entonces existe un abierto W)y C U del
punto (a,b) tal que SN W) = {(x,y) e R"P/x € Va, y = g(x)}.

Definicion 1.4.2 Funcion regular en un punto Se dice que | es regular en a si

%(a) es de rango p. En este caso se dice también que a es un punto regular de S =

0x
{xeU/f(x) = f(a)}

Corolario 1.4.4 Sea f:U C R" — RP, U abierto, f una funcién de clase C* y sea a un
punto regular de S = {x €U/ f(x) = 0}, entonces existe un abierto W,, ac W, C R?, una
bola By C R™P centrada en el origen y una aplicacion h: By — R"™ de clase C* tales

que SNW, = h(By) ={z€R"/z = h(x), x € By}.

Teorema 1.4.4 Teorema de la funcion inversa
Sea U abierto, F una aplicacion F:U Cc R® — R”, de clase C*, k > 1y sea ac U tal

que F es regular en a, det (8—F(a)> = 0, entonces existe un abierto U,, acU, C U tal que

ox
la restriccion de F a U, sea una aplicacion biyectiva (de U,) sobre una bola Vi, de centro
b = F(a). La aplicaciéon F~': Vi, — U, es de clase C* y se tiene Jp—1(F(x)) = (Jp(x))7},
Vx € U,.

(La matriz jacobiana de F~' en 'y = F(x) es igual a la inversa de la matriz jacobiana de

Fenx=FY(y)).

1.5 Formula de Taylor para funciones de varias variables

Teorema 1.5.1 Férmula de Taylor®

Sea A C R? abierto, f: A — R, con derivadas parciales continuas de orden p. Sean h,

3Brook Taylor (1685-1731) Nace el 18 de agosto de 1685 en Edmonton, Inglaterra. Muere el 29 de
diciembre de 1731 en Londres, Inglaterra. En 1708 Taylor produjo una solucién al problema del centro de

oscilacion, la cual desde que fue difundida hasta 1724, resulté ser la disputa principal con Johann Bernoulli.

En “Los métodos de incrementos directo e inverso” Taylor (1715) agrega a las matematicas una nueva rama
llamada ahora “El calculo de las diferencias finitas”, inventa la integracién por partes y descubrié la célebre
formula conocida como la Serie de Taylor. La importancia de esta férmula no fue reconocida hasta 1772,

cuando Lagrange proclamé los principios béasicos del calculo diferencial.

Taylor también desarrollé los principios fundamentales de la perspectiva en “Perspectivas lineales” (1715),

junto con “Los nuevos principios de la perspectiva lineal”.
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k reales tales que el segmento de extremidades (xo,yo) ¥ (xo + h,yo + k) estd contenido en
A (es decir los puntos (xo + th,yo +tk) con 0 < t < 1), entonces la formula de Taylor para

dos variables es:

d 0 2 92

£(a0 + hugo + k) = f(z0.90) + h5E (w0, ) + k5L (o, 0) + 25 5L (o, o)+
hk Of k20 f w3 f Wk f
1111 928y (zo,v0) + ST 0y (z0,Y0) + y@(ﬂfmyo) + Tﬁm(%v%)‘*‘
k> _f B S nm g 0P
11 21 9zdy? (20, y0) + 31 9y? (20, y0) + + n+m2_;p_1 m! n! dzmoy" (0, yo)+

s hEY O L gh o+ 0k), con 0 <8< 1
ntm—p M nl 0z OY" ’ ’ ’

Corolario 1.5.1 Para el caso de tres variables tenemos (bajo hipétesis similares):
_ hi ks 0TS
f(wo+h,yo+Fk, 20+ ) = q+7‘+§§p71 ol 1 ! 010y D2 (w0, Yo, 20) +
hekr e 0TS
s q s 83:‘183/”6,25 (Io + 0h,yo + Ok, 20 + 96), con0< <1,

Mas generalmente, sea f: A € R®™ — IR, A abierto, con derivadas parciales conti-
nuas hasta el orden p, sea h = (hq,...,h,) € R" tales que el segmento de extremidades
X0, Xo + h esté contenido en A (x +th, 0 <t < 1), entonces la férmula de Taylor para n

variables es:
a1 1,492 n +qo+-+qn
hit hg o hdr Q01 ta2 an f

X h)= X
f( ot ) Q1+--'J§I:n§p71 Q1! (]2! Qn! 81'[{1851,‘%2 81‘%” ( O)
hit pan gaitotan f
g+ Fan=p O qn! Oz ---83@51;( 0 )

con 0 <6 <1ysih— 0entonces:

h hdn  §arttan
foo+h)= o !

——(Xg) + h pO 1).
- ran<p 01 ! Oz "'637%"( o)+ ([b|fFe(t)

1.6 Diferenciabilidad en espacios de Banach

La definicion de diferencial se puede ampliar al caso general de un espacio vectorial
normado completo E. Al igual que en el caso de dimensién finita, la diferencial en

espacios de Banach utiliza la aproximacion por una funcion lineal.

Taylor da cuenta de un experimento para descubrir las leyes de la atraccién magnética (1715) y un método no
probado para aproximar las raices de una ecuaciéon, dando un método nuevo para logaritmos computacionales
1717).

Taylor fue elegido socio de la Real Sociedad en 1712 y fue nombrado en ese afio para integrar un comité para

la adjudicacion de las demandas de Newton y de Leibniz de haber inventado el calculo.
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Definicién 1.6.1 Sean E y F espacios de Banach*y sea U C E un abierto no vacio, la

4Stefan Banach (1892-1945) Matematico polaco, que nace el 30 el marzo de 1892 en Cracovia, Austria-
Hungria (hoy Polonia) y muere el 31 de agosto de 1945 en Lvov, (hoy Ucrania). El padre de Stefan Banach
era Stefan Greczek. La primera cosa en darse cuenta fue que Banach no era el apellido de su padre. Stefan
Greczek fue un oficial de impuestos que no se cas6 con la madre de Banach, la cual desapareci6é de escena
después del bautizo de Stefan, cuando tenia cuatro dias de nacido y no se supo mas de ella. El nombre que
aparece como la madre de Stefan en su certificado del nacimiento es Katarzyna Banach. Unos creian que era
la sirviente de la madre de Stefan, mientras otros, que era una lavandera que cuidaba a Stefan cuando era
muy joven. En vida, mas tarde Banach traté de determinar quién fue su madre, pero su padre se negé a decir
algo sobre su identidad.
Stefan Greczek naci6 en un pueblo pequeiio llamado Ostrowsko, 50 km al sur de Cracovia. Fue en la casa de
su abuela en Ostrowsko, donde se bautizé Banach. Sin embargo, cuando la abuela de Banach enfermé, Stefan
Greczek arreglé traer a su hijo con Franciszka Plowa que vivia en Cracovia, junto con su hija Maria. Aunque
Banach no volvi6 a vivir con su abuela, la visitaba frecuentemente cuando crecia. El guardidan de Maria
era un francés intelectual, Juliusz Mien, quien rapidamente reconoce los talentos que Banach tenia. Mien
enseno al joven Banach a hablar francés y en general le dio una apreciable educacién. Banach asisti6 a la es-
cuela en Cracovia y sale la escuela en 1902 para empezar su educacion secundaria en el Henryk Sienkiewicz
Institute, en Cracovia. Por coincidencia, uno de los estudiantes en la clase de Banach fue Witold Wilkosz
que se hizo profesor de matemaética. En 1906, Wilkosz cambia a un mejor Instituto, aunque Banach man-
tuvo contacto con Wilkosz. En sus primeros afios en el Instituto, Banach alcanzé las primeras clasificaciones
en matematica y ciencias naturales. Un companero recuerda a Banach en este periodo de su vida: ... era
agradable en el trato con sus colegas, pero fuera de la matemadtica no se interesaba en nada. Si hablaba,
lo hacia rapidamente, tan rapidamente como pensaba en matematica... Wilkosz era similar. Para ellos no
habia problema matematico que no resolvieran rapidamente. Mientras Banach era muy rapido resolviendo
problemas matematicos, Wilkosz era fenomenalmente rapido resolviendo problemas en fisica, que no eran de
interés para Banach. Las calidades excelentes de sus primeros afnos escolares, dieron paso a calidades mas
pobres cuando se acercé su final escolar. Pasé los examenes en 1910 pero no alcanzé distincion. Al salir de
la escuela, Banach y Wilkosz querian estudiar matematica, pero ambos sienten que nada nuevo se puede
descubrir en matematico y deciden trabajar en otra cosa. Banach escogié estudiar ingenieria, Wilkosz escogié
idiomas orientales. El padre de Banach nunca no le habia dado mucho apoyo a su hijo, pero ahora una vez
sali6 escuela le dijo abiertamente que ahora era su vida. Banach deja Cracovia y se va a Lvov, donde entra en
la Facultad de Ingenieria de la Universidad Técnica de Lvov. Es casi cierto ese Banach, sin cualquier apoyo
financiero, tenia que ayudarse ensefiando. Esto le ocupé mucho tiempo y cuando se gradué en 1914, habia
durado més de lo normal. Banach habia visitado Cracovia frecuentemente durante su periodo de sus estudios
en Lvov de 1910 a 1914. No estaban claros los planes de Banach en 1914, pero con la irrupcion de I Guerra
Mundial en agosto, al poco tiempo de su graduacién, Banach se va de Lvov. Lvov estaba, en el tiempo que
Banach estudié alli, bajo el control austriaco desde que se dio la particion de Polonia en 1772. En la época de
la juventud de Banach, Polonia en cierto sentido no existia y Rusia controlaba gran parte del pais. Varsovia
sélo tenia una universidad en idioma ruso y se situ6 en lo que se llamaba “Vistula Land”. Con el inicio de la I
Guerra Mundial, las tropas rusas ocupaban la ciudad de Lvov. Banach no era apto para el ejército, por tener
pobre visién en su ojo izquierdo. Durante la guerra, trabajé construyendo caminos pero en el tiempo que pas6
en Cracovia, gané dinero enseiando en las escuelas locales. También ensefio en la Universidad Jagiellonian
en Cracovia y aunque no es completamente seguro, se cree que asiste a las conferencias de Zaremba. Un
hecho importante ocurrié en la primavera de 1916, que impacté la vida de Banach. Steinhaus, que hacia
el servicio militar, estuvo cerca de tomar un puesto en la Universidad Jan Kazimierz en Lvov. Sin embargo

vivia en Cracovia en la primavera de 1916, aguardando tomar la oportunidad. Caminaba por las calles de
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aplicacion f:U — F es diferenciable en a € U, si existe g € L(E, F) tal que f(a+h) =

Cracovia en las tardes y, relaté en sus memorias: ...Durante una de la caminatas oi por casualidad las pal-
abras “medida de Lebesgue”, me acerqué al parque y me presenté a los jovenes matematicos. Me dijeron de
otro comparnero de nombre Witold Wilkosz, que ellos alaban extravagantemente. Los jévenes eran Stefan
Banach y Otto Nikodym. Desde entonces, nosotros tendriamos una base comun y decidimos establecer una
sociedad matematica.

Steinhaus da a Banach un problema que trabajaba sin éxito. Después de unos dias Banach tenia la idea
principal para el requerido contraejemplo. Steinhaus y Banach escriben un articulo en conjunto, que presen-
taron en Zaremba para su publicacién. La guerra atrasé la publicacién y el articulo aparecié en el Boletin de
la Academia de Cracovia en 1918. De estos primeros resultados con Steinhaus, Banach comenzé a producir
importantes articulos matematico rapidamente. Por supuesto, es imposible decir que sin la reunion con Stein-
haus, Banach habria seguido la ruta de investigacion en matemaético. Es también a través de Steinhaus que
Banach conoce a su futura esposa Lucja Braus. Se casaron en Zakopane en 1920. Por iniciativa de Steinhaus,
la Sociedad Matematica de Cracovia fue creada en 1919. Zaremba se encargé de la reunién inaugural y se
eligié como al primero presidente de la Sociedad. Banach diserté en la Sociedad dos veces durante 1919 y con-
tinué produciendo articulos de calidad en la investigaciéon. La Sociedad Matematica de Cracovia siguié y se
volvié la Sociedad Polaca Matematica en 1920. Se le ofrecié a Banach un puesto de asistente de Lomnicki, en
la Universidad Técnica de Lvov en 1920. Trabajé en matematico y presenté una tesis doctoral bajo la tutoria
de Lomnicki. Por supuesto, no la ruta normal a un doctorado, pues Banach no tenia cursos matematicos uni-
versitarios. Sin embargo, se hizo una excepcién en su caso para someter su tesis “On Operations on Abstract
Sets and their Application to Integral Equations”. Esta tesis, se dice que marca el nacimiento de analisis
funcional.

En 1922 la Universidad Jan Kazimierz en Lvov, le otorgé a Banach su habilitacién para una tesis en Teoria
de la medida. El Calendario Universitario de 1921-22 informa: “En 7 el abril de 1922, por resolucién del
Concejo de la Facultad, el Dr. Stefan Banach recibié su habilitacion por un Grado de Docente de Matematica.
Se nombré Profesor extraordinario por decreto del Jefe de Estado emitido el 22 de julio de 1922.”

En 1924 Banach se promovié a Profesor Titular y pasé el ano académico 1924-25 en Paris. Los afios entre
las guerras fueron sumamente ocupados para Banach. Asi, continda produciendo un flujo de articulos im-
portantes, escribi6é sobre aritmética, geometria y textos del algebra para secundaria. También se envolvié
mucho con la publicaciéon de Matematicas. En 1929 junto con Steinhaus, comenz6 una revista nueva “Studia
Mathematica” y Banach y Steinhaus fueron los primeros editores. La politica de la direccién o redaccién de
una publicacién era: “enfocar en investigacion en analisis funcional y temas relacionados”.

Otra publicacion importante empieza en 1931, una nueva serie Monografias Matematicas. Se desarrollan bajo
la direccién de Banach y Steinhaus de Lvov y Knaster, Kuratowski, Mazurkiewicz, y Sierpinski de Varsovia.
El primer volumen en la serie Théorie des opérations linéaires fue escrito por Banach y aparecié en 1932. Era
una version francesa de un volumen que originalmente publicé en polaco en 1931, que rapidamente se volvié
un clasico. En 1936 Banach dio una conferencia plenaria en el Congreso Internacional de Matematicos en
Oslo. En esta conferencia describié el trabajo completo de la escuela de Lvov y también hablé de los planes que
tenian para desarrollar ideas futuras. Otra influencia importante de Banach, fue el hecho que Kuratowski se
qued6 en la Universidad Técnica de Lvov en 1927 y trabajo alli hasta que 1934. Banach colaboré con Kura-
towski y escribieron juntos un articulo. La manera de trabajar de Banach era libre de reglas. A él le gustaba
hacer matematico con sus colegas en los cafés de Lvov. Andrzej Turowicz, también profesor de matematica la
Universidad Kazimierz en Lvov, describio el estilo de trabajo de Banach: “Banach gastaba la mayor parte de
su tiempo en cafés, no sélo por la compania de otros, sino también por él mismo. A él le gustaba el ruido y la
mausica. No le impedian concentrarse y pensar. Habia ocasiones, después que el café cerraba por la noche, que
caminaba por la via férrea de la estacién, donde la cafeteria estaba abierta alrededor del reloj. Alli, sobre un

vidrio de cerveza, pensaba en sus problemas”. En 1939, antes del inicio de la IT Guerra Mundial, Banach fue
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f(a) + g(h) + ||h|le(h), donde e(h) — 0O, cuando h — 0.

elegido presidente de la Sociedad Matematica Polaca. Al principio de la guerra las tropas soviéticas ocupaban
Lvov. Banach estaba en buenos términos con los matematicos soviéticos antes de que la guerra comenzara.
Visité Moscu varias veces y se le traté bien por parte de la nueva administracion soviética. Esto le permitié
continuar con su puesto en la Universidad y se nombré Decano de la Facultad de Ciencia de la Universidad,
ahora nombrada Universidad Ivan Franko. El padre de Banach llegé a Lvov huyendo del ejército aleman. La
vida de Banach en esta fase sufre un pequefio cambio, pero continda su investigacion, su escritura del libro
de texto, ensefiando y sesionando en los cafés. Sobolev y Aleksandrov visitaron a Banach en Lvov en 1940,
mientras que Banach asistié a unas conferencias en la Unién Soviética. Estando en Kiev, Alemania invadi6
a la Unién Soviética y se volvié inmediatamente a su familia en Lvov. La ocupacién Nazi de Lvov, en el junio
de 1941, signific6 para Banach que viviera bajo condiciones muy dificiles. Fue arrestado bajo sospecha de
traficar en dinero aleman, pero sali6 después de algunas semanas. Sobrevivié a un periodo cuando en Polonia
asesinaban académicos. Su supervisor de tesis Lomnicki murié la noche tréagica de 3 el julio de 1941, cuando
muchas matanzas ocurrieron. Hacia el final de 1941 Banach estaba en el instituto aleman de enfermedades
infecciosas, trabajando sobre el acaro de alimentos. El acaro del alimento fue su vida durante la ocupacion
Nazi de Lvov, hasta el julio de 1944. Cuando las tropas soviéticas volvieron a tomar Lvov, Banach renové sus
contactos. Encontr6 Sobolev en Mosct, pero claramente en ese tiempo estaba gravemente enfermo. Sobolev
dio una disertacién en una Conferencia Conmemorativa de Banach, y dijo: “A pesar de los rastros de los afios
de la guerra bajo la ocupacion alemana y a pesar de la enfermedad grave que minaba su fuerza, los ojos de
Banach todavia eran vivos. Siguié siendo el mismo Stefan Banach sociable, alegre y extraordinariamente
bien intencionado, quien habia visitado en Lvov antes de la guerra. Es asi como queda en mi memoria: con
un gran sentido del humor, con energia, una alma bella y un gran talento”.

Banach pensaba ir a Cracovia después de la guerra, a tomar un puesto matematico en la Universidad Jagiel-
lonian, pero murié en Lvov en 1945 de cancer pulmonar. Banach fund6 el anélisis funcional moderno e hizo su
mayor contribucion a la teoria de espacios vectoriales topologicos. Ademas, contribuy6 a la teoria de la medida
e integracion, la teoria de juegos y la teoria de series ortogonales. En su disertacion escrita en 1920, definié
axiomaticamente lo que hoy se llamaba un espacio de Banach. La idea fue introducida por otros matematicos
al mismo tiempo, por ejemplo Wiener introdujo la nocién. pero no habia desarrollado la teoria. El nombre
espacio de Banach fue acunado por Fréchet. También se nombraron las dlgebras de Banach.

La importancia de la contribucién de Banach es que desarroll6 una teoria sistematica de analisis funcional,
donde antes habian sélo resultados aislados, fueron armonizados para constituir una nueva teoria. Gen-
eraliza la teoria de las contribuciones que hicieron Volterra, Fredholm y Hilbert en ecuaciones integrales.
Banach demostré numerosos resultados de espacios lineales normados, y muchos teoremas importantes hoy
se nombran por él. El teorema de Hahn-Banach en la extension de un funcional lineal continuo, el teorema
de Banach-Steinhaus sobre familias de transformaciones acotadas, el teorema de Banach-Alaoglu, el teorema
del punto fijo de Banach y el teorema y la paradoja de la descomposicién de una bola de Banach-Tarski. La
paradoja de Banach-Tarski aparecié en una articulo dos matematicos en 1926 en Fundamenta Mathematicae
llamado “Sur la décomposition des ensembles de points en partiens respectivement congruent”. El enigmatica
de la paradoja muestra que se puede dividir una bola en dos subconjuntos que pueden ser ajustados a dos
bolas idénticas a la primera. Se necesita el axioma de eleccién para definir la descomposicién y el hecho
que puede tal resultado no es intuitivo, ha hecho que algunos matematicos se cuestionen el uso del axioma.
El paradoja de Banach-Tarski fue la mayor contribucién hecha al trabajo de la teoria axiomatica de conjun-
tos, alrededor de este periodo. La funcién abierta de Banach de 1929 también usa conceptos de la teoria de

conjuntos, esta vez introducidos por Baire en su trabajo de 1899.
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La aplicaciéon g: E — F se llama el diferencial de f en a y se denota por g = df(a) o
Df(a). La continuidad de df (a) implica la continuidad de f en a.

Definicion 1.6.2 Se dice que f es diferenciable en U C E, si f es diferenciable en todo

puntode U.

Es claro que la aplicacion lineal ¢ = df(a) depende de a € U, lo que permite definir la
aplicacion a — df (a), que denotaremos df i.e. df:U — L(E, F).

Definicién 1.6.3 Se dird que f:U — F es continuamente diferenciable o de clase C,
si f es diferenciable en U y la aplicacion df: U — L(E, F) es continua.

Al igual que en el caso de R", la diferencial no depende de la norma que se utilice.

Proposicion 1.6.1 Sean E, F'y G espacios de Banach y sea U C E abierto, f:U — F
diferenciable en a € U, sea B C F abierto tal que f(U) C B, sea g: B — G diferenciable
en f(a), sea h:U — G definida por h = g o f, entonces h es diferenciable en ay Dh(a) =
Dg(f(a)) o Df(a), es decir el diferencial de h en a, es la composicion de los diferenciales

de fenayde gen f(a).
Se verifica sin dificultad que si f € L(E, F), df(x) = f,Vx e U.

Teorema 1.6.1 Sean E,, E; y F espacios de Banach, si f: F1 X E; — F es bilineal

continua, f es diferenciable y su diferencial en (a1, as) estd definida por:

df(ai,az)(hi, hy) = f(hy, az) + f(ag, hy).

Generalizacion Sean Ey,...,E,, F espacios de Banach, si f: F; x --- x E, — F es
multilineal continua, donde ||(x1,...,x,)|| = Y_ ||x:||, entonces f es diferenciable y
=1

df(al,...,an)(hl,.. 7hn) = f(hl,(lg,...,an) =+ ... +f(a1,. ..,an_l,hn).

Teorema 1.6.2 Sean E, F espacios de Banach, sea Isom(E,F) C L(E, F), el subcon-
Jjunto formado por los isomorfismos E — F, entonces
i) Isom(E, F) es abierto en L(E, F)

i) la aplicacién ¢:Isom(E, F) — L(E, F), con o(u) = u~! es continua.
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En el teorema 1.6.2 se ha definido una aplicacién continua ¢:u —— u~! de Isom(E, F)
(abierto en el espacio de Banach L(F, F')) en Isom(E, F') y nos preguntamos si ¢ es dife-

renciable. Su diferencial seria entonces un elemento de L(L(E, F),L(E, F)).

Teorema 1.6.3 Con las condiciones anteriores, la aplicacién ¢ es de clase C' en el

abierto Isom(E, F) C L(E, F) y su diferencial viene dado por:
de(u)(h) = —u~thu™!, para hcL(E, F).

1.6.1 Convergencia de una sucesion de funciones diferenciables

Teorema 1.6.4 Sea U un abierto convexo de E espacio vectorial normado completo y
sea (fn)nen una sucesion de funciones diferenciables, f,:U — F, F espacio vectorial

normado completo, tal que:
i) da e U tal que f,(a) € I tiene limite

i1) la sucesion de aplicaciones df,,:U — L(E, F) converge uniformemente en U a una
funcién g:U — L(E, F), entonces Vx € U, la sucesion de las (f,(x)), C F tiene un limite
representado por f(x). La convergencia de la sucesién (f,), a [ es uniforme en cada

parte acotada de U y la funcion f es diferenciable y su diferencial es g.

Definicion 1.6.4 Sean E, F espacios vectoriales normados completos, V C E abierto,
W C F abierto, se dice que f:V — W es un difeomorfismo de clase C', si f es biyectiva

de clase C' y si la inversa f~': W — V es de clase C'.

1.6.2 Diferenciales de orden superior

Sean F, F' espacios vectoriales normados completos, V C F abiertoy f:V — F una
aplicaciéon diferenciable en V, se tiene entonces una aplicacién diferencial df:U —

L(E, F) y nos preguntamos si df es a su vez una aplicacién diferenciable.

Definicion 1.6.5 Se dice que f es dos veces diferenciable en el punto a € U, si la apli-
cacién df es diferenciable en ay la designamos d?f(a), donde d*f(a) € L(E,L(E, F)), es

decir &>f:U — L(E,L(E, F)).



16 Capitulo 1. Resumen: Calculo Diferencial en varias variables

Definicion 1.6.6 Se dice que f es dos veces diferenciable en U, si es dos veces diferen-

ciable en todo punto de U.

Definicién 1.6.7 Se dice que f es de clase C? en U, si f es dos veces diferenciable en U

v la aplicacién df es continua en U.

Recordemos la isometria canénica entre L(E,L(E,F)) = L(E,E,F). Mediante esta
biyeccién d? f(a) define un elemento de L(E, E, F), es decir una aplicacién bilineal con-
tinua de E x E en F. Abusando de la notacién se considera d*f(a) € L(E, E, F) de modo

que (h, k) — df*(a)(h, k) = (d*f(a)(h)) (k).

Teorema 1.6.5 Si f:U — F es dos veces diferenciable en el punto a, la segunda
diferencial d*f(a) € L(E, E, F) es una aplicacién bilineal simétrica, o sea d*f(a)(h,k) =

d*f(a)(k,h), Vh k€ E.

Casoenque E=F; X --- X E,

Sea ae U C E, con U abierto de F, sea f:U — F una aplicacién continua, para cada

a=(ay,...,a,) €U, consideremos la inyeccion \;: E; — F definida por:
)\z(xz) = (al, ey A1 Ly A1y e vy an).

La composicién fo); est4 definida sobre el abierto A\~'(U) C E;, de modo que a;€\; *(U).

La llamamos la i—ésima aplicacién parcial en el punto a.

Teorema 1.6.6 Con las notaciones precedentes, si f es diferenciable en el punto a, en-

tonces la aplicacién parcial f o \; es diferenciable en a;, i = 1,...,n. Denotamos su
diferencial d(f o A\;)(a;) = gx (a) € L(E;, F), que la llamamos derivada parcial de f

respecto a x;. Ademds:

n

df(a)(h) = ;gi(a)(hi), hi€Es i=1,....n

Corolario 1.6.1 Sea f diferenciable sobre U, una condicion necesaria y suficiente para

of .
5@ ’

que f sea de clase C' es que las aplicaciones U — L(F;, F) sean aplicaciones con-

tinuas.
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Aplicando el mismo razonamiento a df se tiene:

@ 1@ = 3 % @)k,

lo que permite escribir:

@ ra)im = (G @) ) m.

Recordemos que %(a) eL(F;,L(E,F)), que %(a)(ki) €L(E, F) y que su valor sobre

h es un elemento de F. Asi, tenemos:

(FL@w) 0= 3 (B (5 @ik) ()

0% f
al‘iaﬁtj Ox;
L(E;,L(E;, F)) = L(E;, Ej; F), obtenemos:

Si denotamos

(a) la expresion

(ai{) en el punto a, que es un elemento de
J

@)W = £ 3 (524 @m) () = £ £ (524 @) k).

1 i=1j=1

i
Corolario 1.6.2 Si f:U — F es dos veces diferenciable de n variables reales, se tiene:

Pf oy O
8$i8$j o 8xj8xi

(a) € F.

Es el clasico teorema de Schwarz.

Sea f:U — F una funcién dos veces diferenciable, se tiene que d>f: U — 15(E, F) =
L(E, E; F) de aplicaciones bilineales continuas de £ x E — F. En general se denota

L.(F, F) el espacio de aplicaciones multilineales continuas de £ x --- x E — F.

Si la aplicacién d?f es diferenciable, se escribird d°f su diferencial, que es un elemento
de L(E,Ly(F; F)) 2 13(E, F). Por recurrencia sobre n se tiene que si f es n veces diferen-

ciable, tenemos que d" f(a) € L,,(E, F'). De esta manera tenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.6.7 Si f es n veces diferenciable en el punto a, el diferencial d"f(a) €

L.(E,F) es una aplicacién multilineal simétrica de E X --- x E — F, es decir que
si hy,..., h, son n vectores de E y o es una permutacion cualquiera de {1,...,n}, se
tiene:

dnf((l)(hl, . ,hn) = dnf((l)(ha(l), - aha(n))-
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Capitulo 2

Ejercicios de Calculo Diferencial en varias variables

2.1 Derivadas parciales
1. Graficar la funcién f(x,y) = ax + by + c.

Solucion Determinemos la interseccion de la funcién f(z,y) = z, con los planos coor-

denados. Vamos a suponer que a <0, b <0, ¢ > 0.

Sobre el plano xy se tiene z = 0, por lo que ax + by + ¢ = 0.

Sobre el plano zz, se tiene y = 0, por lo que la interseccion es la recta z = by + c.
Sobre el plano yz, tenemos 2 = 0 i.e. la interseccion es la recta z = ax + c.

Las curvas de nivel definidas por la relaciéon z = h = ax + by + ¢, donde h es una
constante, son igualmente rectas. Resulta de igual manera cuando se hacen los cortes

perpendiculares x = p, y = ¢, con p, ¢ constantes cualesquiera.

f=ax+by+c

Asi, cualquiera que sea el corte que se haga, por uno
atbtc

de los planos descritos se obtiene una recta, por lo

que el grafico es un plano.

De manera general el conjunto de puntos en R"*! de

la forma (z, f(z)) donde f(z) = 3" a;z: + b se llama
=1

hiperplano de R"*!.

[~}

2. Considerar la funcién f(z,y) = L — L

2
b2 a?

19
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a) Dibujar en el plano xzy las curvas de nivel a las alturas h = 0, +1, +4.

2
b) Sea G la superficie representativa de f, G = {(z,y,2)/z = Z—2 - x—z} Dibujar en el
a

plano zz los cortes de GG, para los planos verticales y = 0, +b, +2b.
¢) Dibujar en el plano yz los cortes de G por los planos verticales x = 0, +a, +2a.

d) Dibujar la figura de la superficie G.

Solucién
2=0,+1,44
y
a) La curva de nivel de altura h es f(x,y) = h, es \/
Y 2
decir &5 — &5 = h. x
a2 a2 a a 2
Si h # 0 las curvas son hipérbolas, con asintotas y = / \
:I:g;v que corresponden al caso h = 0. / \
y =0, b, +2b
2b
b) El corte de la superficie G por los planos verticales /
y = k, dan la curva de la ecuacién z = f(x,k) = 7 b
2 2 .
—% + 2—2, que son parabolas. *
c) El corte de G por los planos horizontales de 2 =0 4a, +2a
2 2 2
ecuaciéon r = p, es la curva z = 2—2 — p—z son también
a
parabolas. .
Estos diferentes cortes nos permiten representar el y
grafico de f, que es un paraboloide hiperbdlico (silla
de montar), el cual tiene un plano tangente horizon-

tal en (0, 0).
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I / ’
3. Dibuyjar f(x,y) = %—f Efecttie el cambio de variable v = ~—_Y y= Ty .
a

VCRG

.. ., . 2x .
Solucion Observemos que la ecuacion de la superficie z = 21/, se obtiene por una
a

rotacion de angulo % alrededor del eje z.

/ / / /
r — x + .
Y y= Y 1a ecuacién se

V2 7 V2

y la superficie es un paraboloide eliptico.

Denotando z’/, ¢’ los nuevos ejes por la rotacién = =

. 2 12
escribe z = L5 — y—Z
a a

2 2
4. Sea f(x,y) = 2—2 + 'Z—Q, dibujar las curvas de nivel para h = 1,2,4 y el grafico de f.

. : 2 2
Solucion Las curvas de nivel buscadas por las elipses de ecuacion % + Z—Q =1,2,4.
a
$2

Cuando intersecamos la superficie con el plano y = 0, tenemos la parabola z = % y
a
2
Y

cuando = = 0 se tiene la parabola z = 0
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WW‘,
l i
............. ""5”%? W
‘ \\\ '“eml i {

H' I 0 I /
“\\\\‘8‘ “0"‘»5"”‘

\\\\\\\\\ON‘I

5. Graficar la funcién f(z,y) = d2%y®, a, b, d > 0.

Solucién Las curvas de nivel estdn dadas por la ecuacién dz®y®

k 1

= k, donde k es una

/b
constante i.e. y = (7) =% 2 > 0i.e. la grafica tiene la forma del tipo hiperbélico

d
con asintotas ejes x = 0, y = 0.

La interseccion del grafico f(x,y)

= dz%y® y con los planos verticales y = 0y = = 0, estan

dados por z = 0 y aportan poca informacién para el grafico.

La interseccién de la superficie con los planos verticales paralelos al plano y = 0 (i.e.

y = k) estan dados por las curvas z = dz®k®, que son del tipo parabélico si a > 1y del

tipo raiz sia < 1.

De manera similar se tiene que la intersecciéon de la superficie con los planos z = h i.e.

= dhoyb.

El estudio hasta ahora no ha permitido determinar claramente la forma de la superficie.

Cortemos la superficie con el plano 2 = y por lo que se tiene z = dz®*?,
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Designemos por v la bisectriz (en el plano z = 0) y

f=dz%y® a,b,d >0

V' el plano vertical que lo contiene. A cada x le cor-

responde 2’ = /2, ya que 2% 4 22 = 22, por lo que

los puntos (z,x,dz%*") se encuentran en el plano V, 12d
d(zy/2)e+
_ bo_ _ b
z = dz%tt = V2 cz'*t? y la forma de la

curva depende del valor de a + b.

—Sia+b<1,lacurva es de tipo raiz.

— Sia+b=1,lacurva es una recta.

— Sia+b>1,lacurva es de tipo parabdlico.

. Demostrar que si las derivadas parciales de f existen en una bola abierta B(a, p), p >0

y son acotadas, entonces f es continua en a.

o3

B(a, p) es un convexo, entonces por el Teorema de incrementos finitos, existe ¢; entre q;

Solucién Dado que 3 M > 0 tal que <M,i=1,...,n,Vx € B(a,p) y como

yxi,i=1,...,n, tales que:

Z (xl — ai)iari (l‘l, ey L1, G A1y - v ey an)
i=1

n
<MY |zi—ail=M|x—aly — 0, six — a.
i=1

2

2 _
. Sea f:R2 — R, f(z,y) =y — Y si (x,y) # (0,0) y £(0,0) = 0. Calcular las derivadas
T Yy

parciales de primero y segundo orden en el origen, cuando existan.

Solucién 97(0,0) = lim w = Iim 00 =,
7 0.0) = iy FOEIOD — oy 20 -y,
%(m,O) :}P_% f(as—i—h,O]z—f(x,O) _ h%% o,
e
2,2 9

9 ) D00 SO VTRV TV
ox h—0 h h—0 h h—0 h

0,

. 2h
Py
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2 — k2

k=—— —0

af T f(l',k)*f(x,())_ : 1’2+k2 T 1’2—k2_
gy (:0) = fimy k = 3 R R
52 9 .0~ Y 0.0
e
T —
fimy == =0

0 0
82f %(OJC) - a%(ov(n
910,00 = lim -
dy k—0 k
141
pm —— =0

of of >
O f I L A KON
oz (00 = lim, 2 = NS
lim —1=0 _ - z SN
k—o0t k >

0 0
. & .0~ 5 0.0
IS 0,0) = lim % il =
Oxdy ™’ - 0% h -

. 141
hlggi h +
2
. Sea f:R? — R, f(z,y) = Y
0 sixz =0.

Demostrar que D, f(0,0) existe para todo u € R?, |lul| = 1, pero que f no es continua en
(0,0).

Solucién Sea u = (uj,us), con \/u? + u3 = 1, entonces:

o f(Aug, dug) — f(0,0) . Auju3 L ujuy uf%
Duf(0,0) = )1\1% A N ;\IL% (N2u2 + M ud)N =0 w? + N2uj U
Si ug 75 0.
Cuando u; = 0, Dy f(0,0) = lim f(O,uz))\— f(0,0) _
. 0—-0 _ x
)l\li% N = 0. ., 0 2 ]
L5F )‘)‘W LN m‘v“y“w’;\
Asi tenemos que D, f(0,0) existe Yu € R2, |ju|| = 1. Q%Q\“Ffw
NN
Verifiquemos que f(z,y) no es continua en (0, 0). \\),,'!///Z/"..

20 "" N\
LR
En efecto, veamos que f(0,0) = 0, pero si tomamos &%ﬁ%@&
SN
la trayectoria (z,/z), z > 0 se tiene que f(z,\/z) = . ,:‘gtilf,,lll!l[,")'\\\& i
x(\/'E)Q _ ;(;2 o l 4 >
x2+(\/5)4*x2+x2727@0,cuandoxﬂo . 3 ~
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oy si@y) £ (0,0)
9. Sea f:R? — R, f(z,y) = rTy
0 si (z,y) = (0,0).
Demostrar que D15 f(0,0) # D2 f(0,0).
4 2.2 4
Solucion 2/ (z.y) = U (1241 SIE ), (
4 42,2 A4 N\ .
o) = BT i (0 £ 0,0), V“i\\
NN
of [ f@h) = f(2,0) _ gha?— b2 LN
gy (0 = fim | h - "Th§2+h2] - "éﬁ\\\ N7 :
of o [fhy) = f0,y)  hyh?—y?] 4
ai(oay)_}l}i% I h _7h2+y2 =Y, yo -1
.
of of
2 7(ha0) 7(070)
Sy 0.0 = iy | P B R 0]
af of
2 7(Oak)_7(0’0> A
Sy (0.0) = Jim | DB Sh20]

. 02 02 0? .
Asi, ay—@fx(o, 0) # —azéfy (0,0) porque —amafy (z,y) no es continua en (0,0).
r siy=0
10. Sea f:R? — R, f(z,4y) =4 y siz=0

1 en otro caso.
a) Demostrar que D, f(0,0) y D2 f(0,0) existen y determinarlos.

b) Sea u = (a1, a2), con a; # 0, as # 0. Demostrar que D, f(0,0) no existe.

Solucién
Dy £(0.0) = tim L0 TO0) _ A0y,
D,£(0,0) = Jim TORLTO0) _ b0y
Sin embargo, D, f(0,0) = Ali,réli flar, ag):\) — £(0,0) _ Alirgi 1)\;0 _ 00, 0508 Du f(0,0)
no existe si a; # 0, ag # 0.
xzﬁzjyz si (z,y) # (0,0)

11. Sea f:R?> — R, f(z,y) =
0 siz=y=0.
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Demostrar que f no es continua en (0,0), pero D;f(0,0) y D2f(0,0) existen y determi-

narlas.

Solucion Es claro que f(0,0) = 0y que f no es continua en (0,0), pues si tomamos la

= l% 0, cuando = — 0.

2
trayectoria (z, ) se tiene que f(z,z) = x2gj— =5

Verifiquemos que las derivadas parciales en (0, 0) existen. En efecto:
D1f(0,0) = lim h = Jin == =0
D1 f(0,0) = lim, k = fm == =0

22 arctan % — y% arctan % sizy #0

Sea f:R? — R, f(z,y) =
0 sizy =0.
Demostrar que D12 f(0,0) # D2y £(0,0).

af(o 0) = lim f(h,0) = f(0,0) _ . 0-0 _

Solucion Es claro que e Lim 7 = lim =
af(o 0) = lim 10BN =TSO0 _ 020 _
k—0 k k—0 Kk
of oy J@ R 0) = f(z,0) L 0-0 _
oz (®0) = lim h = Jim == =0
3f fO,y+k)—fO,y) . 0-0 _
(Oy)—h 2 —Illi% 2 =0.
2 Y 2 h
) ) h,y) — £(0, _ h7arctan & — y~ arctan g _
%(O,y):}gbw:g% h 7 =0(+3) —y=—vy.
2 k 2 x
o z,k) — f(x,0 oz arctan 2; — k* arctan 7 _
e T
of of
0%f . 337(0 k) — ('%C(O’O)i k-0 _
gy 0) = iy ; —fm = -t
of of
2 (h,0) — 5=(0,0)
9T (0,0) = 1im 2 Oy —lim 20—
0xdy h—0 h h—0 h

Dar un ejemplo de aplicaciones f:IR? — R?, g: R> — IR tales que f admite derivadas
parciales primeras en (0,0) y g admite derivadas parciales primeras en (0,0), f(0,0) =

(0,0), g o f no admite derivadas parciales primeras en (0, 0).
. 0 siuww=0
Solucién Sea f(z,y) = (22 + y%, 2% + y?), g(u,v) =
1 siuv #0.

99 (0,0) = lim (g(h’o) 0.0 _ 0;0) =0, £(0,0) = (0,0), go f(z,y) es

12
fEC(]R)a h—0
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tl quo 92200 =02 £0.0) _ o(f(h0) ~0(F0.00) _ g2 1) =6(0.0) _ 1 por,
que a%o f(O 0) = hlggl % = +o0.

14. Una aplicacién f: U — IR de clase C? sobre U abierto de R? (resp. R?) se dice arménica

2 2 2 2 2
sii Af =0,donde Af = 8 f 8 f ~ (resp. g J; + gyf + g J;) es el Laplaciano de f.
a) Para (r,y) € R?,sea z = x+1y € (D y f(x,y) = In|e*® |, probar que f es arménica en R
b) Demostrar que si f es armoénica y de clase C3, entonces 8f , y% — xgjyc son armonicas.

¢) Verificar que f(z,y,2) = arctan £ + arctan § g+ arctan es arménica en R*3.
Solucién
a)e *=e e W =e (cosy —iseny) =

ze * =e *(xcosy+yseny) +ie *F(ycosy — xseny),

—z

eze " — ee’z(fc cosy+yseny)+ie” *(ycosy—x seny), por lo tanto In ‘eze’z| _ e—z(x cos y + y sen y),
of — Pf _ s

g = € (xcoserysenyfcosy),@:e (xcosy —2cosy + yseny),

af 0 A

Ty = (—:cseny—i—seny—i—ycosy),a—yz:e (—xcosy+2cosy —yseny),osea Af =0.

b) Aaf M =0, por el teorema de Schwarz.

Ox x
82 af of\ . 0% ﬁ _of 8 82f 32f 9 ﬂ 82f
Y

== 1
¢) Qf _ 22 + z ___ Y + z 527f _ 2zy . 2xz
ox 1+(%)2 1+(%)2 2 2422 022 (@242 @+ AT
1 _Z
of .z v e o w  OPf_ 2x 2wy
Jy 1+(%)2 1+ (%) LIS S L, T S (VRS A R (o SN R
1 Z
of .y 2y 627f:_ 2yz 4+ 2wz Af=0.
0z 1+ (3)? 1+(£)?2 v +2° 2°+270:2 (P +27)7 @+

15. Estudiar la continuidad de f:R?> — IR, la existencia y continuidad de las derivadas

parciales de orden 1.

22 4y?) sen 21 5 si(x, , x2 5 ,
2) F(o,g)= (2% +y*) sen — "y si (z,y)#(0,0) by Flay) = 25 (z,y)#(0,0)
0 si (z,y)=(0,0) 0 (x,y)=(0,0)
TSNy —ySeNT (s (0, ) W i (a,y) £ (0,0)

o) f(z,y) = @ +y* d) f(z,y) = VY
0 si (z,y) = (0,0) 0 si (z,y) = (0,0)
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senzy . 2, 2 )
o si(z,y) # (0,0) e/ @y =) i g2 49?2 <1
o) f(z,y) = § [+ D fla,y) =
0 si (z,y) = (0,0) 0 siz?+y2>1
2 X . 2 ONT .
y?sen®t siy#0 (z* +y*)" si(z,y)#(0,0)
g) f(x,y) = Y h) f(z,y) =
. ) 1—22—9y? siz?+42<1
1) f(z,y) = sen|xy| ) flz,y) =
0 siz? +y?>1
2?2 silx| >y
k) f(z,y) =
y? s x| <.
Solucion
a) |f(x,y)| < 2?4+ y* — 0, si (z,y) — (0,0),
ax(o’o)—%%[ h =) =0
ay (030) - }ILIE% |: h “h sen h2 =0,
af _ 11 1
Oz (z,y) =2 {sen 21 PP coS 22|
of _ 1 1 1
Ty(x’y) =2y {Sen 2+ 2 2 P cos 2y
%(%0) = 2z {sen% - %COS% , %(I,O) = 2y {seni2 - %cosi2 , que no tienen
x x x x x x

limite cuando z — 0.

Asi, f es de clase C? en R?\{(0,0)}, continua en R?, con derivadas de primer orden
definidas en R?, pero no son continuas en (0, 0).

z]? + |y[? x|+ lyD]z? + 9% — |z||y .
b ()] < bl - QD 2B < gy gy — 0,51 0.9) — (0,00,
of af

por lo que f es continua, f(z,0) =z, f(0,y) = —v, %(0,0) =1, Jy (0,0) = —1.

9 z(z® + 3zy? 4+ 2y%) 0 1 2 4 9)3 )
Bn R\{(0,0)), 2 (0.9) = 2SR O vy = LA 4 o0,

Lo mismo sucede con g—y(x, y), por lo que f es de clase C! en R?\{(0,0)}, continua en

R?, con derivadas definidas en IR?, pero no son continuas en (0, 0).
2(y = 519° + 0(y*)) —y(x — 52° + 0(2®))| | — 2y® + y2® + vo(y?) + yo(a®)|
o |f(z,y)|= 2 2 = 2 2 <
¥4y 6(z* +y°)
|2yl (2® +y?) + |vyly®oy (1) + |zyle?o. (D] _ |zy| | 2yl o> 22
< 04+ <
6(2% + 49 S5 + 6 <x2+y2‘0y(1)|+x2+y2|0x(1)|) >
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lzy] + |zy] (Joy(1)] + lox(1)]) — 0, si (z,y) — (0,0) y es continua en R?.

6 6

of f(h,0) — f(0,0) o 8f o L0 = f(0,0) _

of y?seny — x?ycosT —y cosx—xzseny—kaysenx

%(z,y) (:Z? +y) ’

8x(x O)_le()( h h =0

af L f(h,y) — f(0,y)  hseny—ysenh\ seny—y

9z Y _flfi%( h TR )T 2

of y3 — 3y® — 2Py + saty — P + 5u0a? — 2Py + 2%yt + 207y — 22ty
7(3372'/) _A5
o &)

(= yl° _ 3 . of .
pero |A‘ < 2||(x’y)H - QH(.T,y)H I 0? S1 (CL’,y) - (070)1 0 sea %(.T,y) — 07 S1

(z,y) — (0,0).
Similarmente %(ay) — 0, s1 ||(z,y)|| — (0,0). Finalmente f € C' en R?.
22 4 2 1 . )
d) |f(z,y)| < m = f\/m — 0y es continua e R~.
Y

070,00 =0, W ay) = TV porto que 20,5 = My = 100,51y 0,
O (22 +y2)2 O lyl

g(x,O) T |3—/—>O siz— 0.

oz

Oz

a—f es continua en R?\{(0,0)} y estd definida en R2.

gJyf (0,0) =0, gf (0,y) =0, g—‘;(:c, 0) = ‘ k , por lo que gf existe y es continua en R* x R

y estd definida en R* x R U {(0,0)}. Asi, f es de clase C'! en R* x R.

2
e) |f(z,y) < il < (] +Jy)” _ |z| + |y] — O, si (z,y) — (0,0) i.e. f es continua

2 . . sen(r + 1 .

b a ki a
senzh 1 6f sen hy 1
1 —J —
Jim [ Sonly b ] =, ax(o y) = Jim, [|h| T~ o) = £
Of o senO-(y +h) 1 of .
Fy(o,y) = ’llli% “Thty b = 0, por lo que %(x y) existe y es continua en R x R*,
of

pero no es continua en (0,0) y Fy(x,y) existe y es continua en R* x R, pero no es
continua en (0,0).
Finalmente, f es de clase C! en R* x R*.

f) La funcién f tiene problemas en el circulo z? +? = 1. Sin embargo si 2%+ y?> — 1~ =

1
z? +y* —1<0, por lo que — —coye®+¥'=1 —, (. Asi, f tiene un limite

1
2 4+y? -1
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en el circulo 22 + y? = 1 y es continua en el circulo.

1
gf (z,y) = —e= +¥'~1 M—g_l)g — 0, si 22 +y? — 1~ y es continua en R2. Sucede

lo mismo con %(x, y) por simetria de los ejes, con lo cual se tiene que f es de clase C*

en R?. De manera general se puede verificar que f es de clase C* en R2.

) |f(z,y)| < |y|* — 0, si (z,y) — (0,0) y f es continua en R?.

0 0 . . 0 .

a—i(w,y) = ycos% y ‘ai;(x,y)‘ <yl — 0, si (z,y) — (0,0) i.e. 8—5 es continua en R?.

0 0 .

G o) = 2ysen —woos§y |G| < 2l + 1ol < 2ol + ) — 0,51 () = 0.0
of

ie. Dy S continua en (0,0).

Sin embargo, a pesar que gf (0,0) =0, gf (0,y) =0, %(z,o) =0, se tiene que:

. |of _ x x . . of
311% {ay(x, y) = 2y sen 7 — xcos 7 | no existe si z # 0, por lo que dy

existe y es continua
en R* x RU{(0,0)}. Asi f es de clase C! en R* x R U {(0,0)}.

h) f(z,y) = e* @) 1 4 2In(2? + y?) — 1, si (z,y) — (0,0) y f es continua en R2.

af f(h,O)_f(0,0) _ h2h—1 _ thlnh—l _ o
9z (0,0) = %%0{ 7 == = 7 =2Inh+2hlnh+o(hlnh)| =
—o00, es decir 63:(0’0) no existe, Jy (0,0) = }lll_r%{ 5 =T = o = 0.
Ademas,

87-}0 _ 2 2\x 2 2 2 s . . N
ax(a?,y) = (2% 4+ y?) Z iy 5 +In(z? 4+ y#) |, el limite es —oo, si (x,y) (0,0) y

a—f(a:, y) es continua en R?\{(0,0)}.

oz
af _ 2xy . . 0f B
a—y(x,y) = (22 + y?)* prea que no es continua en (0,0), pues si z = y, a—y(sc,x) =

(222)% — 1 # g—JyE(O,O). Asi se tiene que % es continua en R2\{(0,0)}.
Finalmente f es de clase C' en R?\{(0,0)}.

i) Claramente f es continua en R?, pues |f(z,y)| < |zy| < |[(z,y)|| — 0, si (x,y) — (0,0),
h.y) = n|h
%(x,o):g—i(o,y) gf(o 0) = gi(o 0), gf(o D) = lim £ ,y)hf(o,y) _se }|l y
85 (r,0) = lim f(x,h) — f(z,0) sen}Lxhq

B 1. of
= lim - = =|z|, lo que nos indica que I
of

existe y es continua en R x R* U {(0,0)}, al igual que Iy’ la cual existe y es conti-

nua en R* x RU{(0,0)}. Asi, f es de clase C' en R* x R* U {(0,0)}.
of

j) La funcién f es continua en R2. Sea C = {(z,y) € R?/2? + 3? = 1}, entonces 5, estd



k) f es continua en R%. Sea E = {(z, |z|)/z € R}, %(w,y) =
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definida en (R?\C)U{(0,1), (0, —1)} y es continua solamente en R?\C, pues si (2o, yo)€C,

— 2
%(zo’yo) — }lln%) f(xO + h7y0})l f(l‘07y0) _ 2$Ohh+ h _ —2560 + b _21:0’ Si h <0 y
f(o th, yO})L — f(@o,50) _ 0, si h > 0y los limites son distintos salvo en (0,1) y (0, —1).
of of

Sucede exactamente lo mismo para Dy’ por la simetria de los ejes, es decir Iy esta
definida en (R*\C) U {(1,0),(=1,0)} y f es de clase C' en R?\C.
2z silz|>vy

2y silz| <y.
Analicemos lo que sucede cuando |z| = y.

_ 2 _ 2
Caso (z,z): x>0, sih>0, f(x—i—h,x})L f(z.) = (x+hf)b ac =2r+h — 2z ysi

_ 2 _ .2
h <0, fath, I})L f@,2) =z ; L — 0. Asi, % no esta definida en (z,z) € R%, 2 > 0.
Caso (—z,z): De manera similar si z < 0, g—i no estd definida en (—z, ) € R
Por razones de simetria sucede lo mismo para % y tenemos que f es de clase C! en

R2\E.

Se considera la funcioén (z,y) — f(z,y) definida por f(z,y) = zysen (gi i_ Z) six # vy,
. 0? 0?
F(z,y) = 0, si 7 — y. Calcular W(-9’;(0,0) y %781;(0, 0).

Solucion Tenemos que:

™
9 (. 0) — Jim L0 = F£(0,0) . Ohseny =0
g (00) = Jim T = =0
T
Of o o _ o SO0K) = f(0,0) . Oksen(—5) -0
R e e )
h+y
h sen(ﬂi)
Of (0.0 — 1 L) = FOy) o PRI R—y)
g (O ¥) = fim n = jimy h =
x+k
O (1 o) — pim R —J@0) _ wEsen(5m)
ay "V = 1 k =2 k =T
of _of
dydz ™ k—0 k k—o0 k )
of _of
ﬁ(() 0) = lim @(h»()) @(O,O> — im0 _1
dzdy ™ h—0 h heoo B
o2 f 92 f 92 f

Asi tenemos que D2y (0,0) # W(O, 0), ya que Doy 1O €8 continua en (0, 0).
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2.2 Diferenciabilidad

Linealizar la funcién f(x,y,2) = (v/2yz,2? — 2yz) en un vecindario de x¢ = (1,2, 1).

Solucion Se linealizan cada una de las componentes de f escribiendo:

f(;my,z) = (fl(x,y,z),fg(:c,y,z)),

con fi(z,y, 2) = Vryz, f2(x,y, 2) = 22 — 2yz, es decir:

fi(zy,2) ~ f;(1,2, 1)+%(1,2, 1)(z— 1)+%—J;(1, 2, 1)(y—z)—|—%(l, 2,1)(z—1), j =1,2,

por lo que:
flxy,2)=24+(x-1)+@wy—-2)+2(z2—-1)
folz,y,2) m =34+ 2(x—1) —2(y — 2) —4(z — 1).

Usando notacién matricial, tenemos que la linearizacion de f es:

r—1
1 1 2
f(SU, Y, Z) ~ + —2
-3 2 -2 —4
-1
1 2
Observemos que J¢(1,2,1) =
2 -2 -4

Sea f:R® — R?, f(x,9,2) = (z + 2y + 2%,2y), :R? — R2, g(u,v) = (u® + 3,uv),
sea h = go f yseaa = (1,0,1). Calcular J¢(a), Jy(f(a)) y Ju(a). Comprobar que
In(a) = Jy(f(a)) o Jy(a).
Solucién f(z,y,2) = (v + 2y + 22, 2y) i.e. fi(z,y,2) = v+ 2y + 22, fo(z,y,2) = 2y,
g(u,v) = (u?+3,uv) i.e. g1(u,v) = u?+3, g2(u,v) = uv, entonces h(z,y, z) = gof(z,y, 2) =
9(f(z,y,2)) = gl + 2y + 2%, 2y) = ((x + 2y + 2%)* + 3,2y (2 + 2y + 2%)).

1 2 2z 1 2 2

De esta manera tenemos que Jy(z,y, z) = ,J5(1,0,1) = ;
y x 0 010



19.

20.

2.2. Diferenciabilidad 33

20+ 2y +22) Az +2y+2%) dz(z+2y+2?)

Jh<.’1,‘,y72): )
2xy + 2y? + 2y2? 2% + dry + 22 2xyz
4 8 8
Jh(laoal):
020
4 0 1 2 2 4 8 8

Ademas, J,(f(1,0,1))J(1,0,1) = =
0 2 010 020

Sean f:R? — R, ¢:R?> — R, g(z,y) = f(y,2), R — R, ¢(x) = f(z,x). Calcular las
derivadas parciales primeras de ¢g y ¢ en funcién de las de f, suponiendo que f es de

clase C! en R2.

Solucion 99(x,y) = lim gz +hy) —g(zy) _ lim flyz+h) — fy.x) = of
B ox h—0 h h—0 h oy
g

Fwy=Lw,

b 20 202 Lag(e o), h) + |h|hﬂo(1) = 1N oyt G apmn| +
o(l) = V(= )—hi%f( +hx+h) I, ):gi(x,x)—&—%(x,x)

A partir de la definicion, calcular el diferencial de las funciones siguientes en el punto

indicado.

a) Sea f:R? — R, si f(x,y) = xy, Calcular Df(1,1), Df(z,y).

b) Sea f:R2 — R, si f(z,y) = L +y, Caleular Df(1,0), Df(2,1), Df(z,y).
Solucién

a) f(l+h1+k)—f(1,1)=Q+h)(1+k)—1=1+h+k+hk—1=h+k+ hk, entonces
tomamos ¢(h,k) = h+ ky | (h, k)| e(h, k) = hk.

Es claro que / es lineal i.e. £ = (1,1) = df(1,1). Falta verificar que e(h,h) = . hk TR kT —

0, cuando (h, k) — (0,0).

(R, B)II?
N, BT

En general f(x + h,y + k) — f(z,y) = (x + h)(y + k) — vy = zk + yh + hk, por lo que

df(z,y) = (y,2) y e(h, k) = % — 0, si (h, k) — (0,0).

En efecto |e(h, k)| < M= = ||(h,k)|| — 0, cuando (h, k) — (0,0).

Observemos que df (z,y) = <g£( Y), 75(33 y))
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1—h?+h?

b)f(1+h,k)—f(1,0):ﬁ+k—1= e k1=
(1 —1hzr(1h+ h) 4 1}fh +k—1=—-h+k+ %, entonces definimos ¢(h, k) = —h+ ky

probemos que e(h, k) = ||(h1 il lfj_ 7 —0, cuando (h, k) — (0,0).
h, k)2
En efecto, |e(h, k)| < ”(h[‘]gw \)1”+h| = ”( }2” — 0, cuando (h, k) — (0,0).
-1 _1_ 1_h__h_ 3 _ h?
F@Ah1+E) = f(2,1) = g +1dk—5 -1 =5 Q—5ip+ltk—5 = 4+k+4(2+h)-
(R, &)|?

< =
2+h’Hhk|_4ﬂ+MHW%W

— 0, si (h, k) — (0,0); es decir f(x,y) es diferenciable en (2,1) y df(2,1) =

Tomemos ¢(h, k) = _h g k, entonces |e(h, k)| = ‘

4
(. )l
42 1 ]
(=11

Mas generalmente, f(z + h,y + k) = Lh +y+k— % —y=

1_h b _ 1 ,L h72
x z2+:c2(9c+h)+y+k v= TR z*(x+h)’

2
Se considera ¢(h, k) = ——2 + k y verifiquemos que e(h, k) = h
€T

1
z?(x + h) (A K]

— 0,

cuando (h, k) — (0,0).

I(h )12 _ Ik F)| :
En efecto, |e(h, k)| < P+ ER] - 2@ 1 h) — 0, si (h, k) — (0,0).

a)Si f:R? — R?,  calcular Df(1,1), Df(u,v) y escribir el resultado en forma de ma-
(u,0) — (u?,0)

triz.

b) Si f:R? — RR3, calcular Df(2,1), Df(u,v) y escribir el resultado en forma de
(u, v) — (wv,u?, v)

matriz.

Solucién

a) La funcién f(u,v) = (u?,v) es de clase C™, por lo que f es diferenciable.

fA+ h,1+h) (1+2h+h2) = (l)+(2 0) (h)+(h2),dondeDf(1,1):
1+k 1 0 1 k 0
2 2 '
.- ye(h k) = ||(h il es tal que:

h?,0)|| < [k, Bl = ||(h, k)| — 0, si (h, k) — (0,0).

le(h, k)|l = TR~

1
T ¢

En general tenemos:
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fluth,v+k) = (u +QUh+h2) ( ) ( ) ( ) (hQ),esdecier(u,v) =
v+ k 0

2u 0

( . 1) ye(h, k) = ||(k Al ( ) () cuando (h, k) — (0,0).

2+ h+ 2k + hk 2 1 h hk
b) f(2+ h,1+k) = 4+ 4h + h? =14+ 4 + | n2 |,
1+ & 1 0 k 0

2
0
1
1 2 hk 0
entonces Df(2,1) = 4 0 ye(h, k) = m 2 | — | 0|, cuando el vector
0 1 ’ 0 0

(h,k) — (0,0), pues:

e B)| = gty VIR 4 1 =

I(h; B

|h|V k2 + h% = |h| < ||(h, k)| — O,

H(h Gl

cuando (h, k) — (0,0). De manera general:

uv + vh + uk + hk uv v b hk
flut+h,v+k) = u® + 2uh + h? = | w2 |+ 2u 0 + | n2 |, esdecir
v+ k v 0 1 k 0
v u 1 hk 0
Df(u,v) = 2u 0 |ye(hk)= T BT 2| — | o] si(hk)—(0,0).
0 1 ’ 0 0

Sea f:R? — IR, demostrar que si f es diferenciable en (a;,as), entonces f2(x,y) =

[ f(x,y)]? es también diferenciable en (a1, a;) y calcular su diferencial.

Solucién En efecto, f2(x + h,y + k) — f2(z,y) = (f(x + h,y + k) — f(z,9))(f(x + h,y +
k)+ f(x,y)), pero f es diferenciable, entonces: f(z + h,y + k) — f(z,y) = df (z,y) Z +

Il(h, k)||e(h, k), con e(h, k) — 0 si (h, k) — (0,0). Asi:

2@+ hyy+ k) = f(x,y) + df(z,y) Z (f(x+h,y+ k) + f(x,y) + (f(z + h,y + k) +

(@, y)l[(h k)lle(h, k) = 2f(z,y)df (z,y) Z + df (z,y) (Z) (fx + hy + k) + f(z,y) —
2f(z,y)) + (fx +hyy + k) + f(z,9)ll(h k)| e(h, k).
Asi tenemos que df?(z,y) = 2f(z,y)df (z,y) y e1(h, k) = df (z,y) Z (flx + hyy+ k) —

f@,y)) + (f(@+hy + k) + f(z,9)|(h, k)|l e(h, k) es tal que [e1(h, k)| <
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M||(h, K)[|[f(z + b,y + k) = f(z,y)] HL(i'zf%\T h,y + k) + f (@, y)ll[(h, k)| [e(h, F)| _

M|f(x+h,y+k)— flx,y)|+ |flx+hy+k)+ f(z,y)| |e(h, k)] — 0, si (h, k) — (0,0).

Se usé el hecho que existe M > 0 tal que ||df (z,y)|| < M.

a) Calcular el diferencial de f en (0,0), si f(z,y) = |zy|.
b) Sea g(z,y) = /|zy|, {existen %, % en (0,0)?
c) (Existe dg(0,0)?

d) Estudiar el diferencial de g en R x {0} y en {0}.

Solucién
of iy S0 = f0,0) o h—h _ 4 _ Of
a) Tenemos que a—x(0,0) = %%f = ;Lli% = 0= Jy (0,0), entonces
p _ h |hk| k| (k)12 _
podemos escribir f(h, k)—f(0,0) = (0,0) (k) +[(h, k)|l OBIE donde TR < Xz

Il(h, k)|| — (0,0), si (h,k) — (0,0), es decir hemos probado que f es diferenciable en
(0,0) y que df(0,0) = (0,0).

9g _ 1. 9(h,0) —g(0,0) _ |h0 dg
b) %(0, 0) = }llli% 7 }HO =0= Jy (0,0).
¢) No es diferenciable, pues de ser asi g(h, k) —g(0,0) = (0,0) (Z) +|(h,k)||e(h, k), donde

g(h,k) — 0, cuando (h, k) — (0,0), pues se tendria que:

VIRE] = ||(h,k)|le(h, k) = e(h,k) = % — 0, cuando (h,k) — (0,0), pero

g(h,h) = \/|§|h| = %7& 0, cuando (h,k) — (0,0), lo que es una contradicciéon. Luego lo

que se supuso es falso y ¢ no es diferenciable en (0, 0).

d) Es claro que @(x 0) = lim

Oz’ h—0 h I 0,
- V\zk vV
89( ,0) = lim gtw. k) = 9(,0) = lim k] = lim i — o0, es decir g no es
dy k—0 k k-0 k k—0% £4/]k]

diferenciable en R x {0}.

De manera similar se verifica que g no es diferenciable en {0} x R. Ver ejercicio 34,

pagina 40.

24. Sea f:IR — R diferenciable en a;, g:IR — R diferenciable en a,, demostrar que la
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aplicacién H:R? — R es diferenciable en (a1, as).
(z,y) — f(z)g(y)
Solucién En este caso H(a; + h,as + k) — H(a1,a2) = f(a1 + h)glaz + k) — f(a1)g(az) =

(f(ar) + hf'(a1) + [hlex(h))(g(a2) + kg'(az) + [klex(k)) — f(a1)g(az) =
f'(ar)g(az)h+ f(ar)g'(az)k+|hle1(h)(9(az) +kg'(az) +[K|e2(k)) +|kle2 (k) (f (ar) +hf'(a1) +

|h|e1(h)), entonces dH (ay,az) Z = f'(a1)g(a2)h + f(a1)g' (a2)k y e(h,h) es tal que

le(h, k)| < ”(le)H(H(ha k)lllex(h)llg(az)+kg' (az)|+[kle2(k)|+|[(h, k)| e2(k)| f (a1)+hf' (a1)+
|hler(h)]) = lex(h)llg(az) + kg'(az) + |kle2(k)| + [e2(R)[|f(a1) + hf'(a1) +
|hle1(h)] — 0, si (h, k) — (0,0).
—L si (l.ay) 7£ (070)
Sea f:R? — R, f(z,y) = Va? +y?

0 si (z,y) = (0,0).
Demostrar que f no es diferenciable en (0, 0).
Solucioén Si f es diferenciable en (0,0) debemos tener que df (0,0) = (g—x((), 0), %(0, 0)) =

(0,0) y que:

f(h, k) = £(0,0) +df(0,0) (Z) +lI(h, k)l[e(h, k) =

hk — Pz a2 _ __hk
W == h2 + k2€(h,k) — e(h,k) = W,

pero €(h, k)—~ 0, cuando (h, k) — (0,0). En efecto, e(h,k) = /-0, si h — 0.

Asi hemos probado que f es no diferenciable en (0, 0).

(@ +y)sen 5 si (@) # (0,0)
Sea f:IR? — R, f(r,y) =

0 si (z,y) = (0,0).
Demostrar que f es diferenciable en (0,0) y calcular df (0, 0).
Solucién Observemos que f(h,k) = f(0,0) + 0-h + 0-k + ||(h, k)||? sen m, pero
_ 1 2 1 — 1 <
e(h, k) = TR, B)]] [[(h, k)||* sen B2 + k2 [[(h, k)| sen B2 4 )2 = |e(h, k)| < ||[(h, K)|]| — 0,
si (h,k) — (0,0), es decir hemos probado que f es diferenciable y que df(0,0) = (0,0).

Ver ejercicio 15, pagina 27.
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x> .
5 si(z,y)# (0,0)
Sea f:R2 — R, f(z,y) = ¥ +y

0 siz=y=0.

Demostrar que f no es diferenciable en (0, 0).

Solucién f es no diferenciable en (0,0), pues si lo fuera, debemos que:

f(h,k) = £(0,0) + £(h, k) + [|(h, k) || e(h, k),

con e(h, k) — 0, si (h,k) — (0,0), donde ¢ = df(0,0) = (%(0,0),%(0,0)) — (0,0).
2 2 .
Ast, % = [[(hR)e(h k) = e(h,k) = W%o, si (h,k) — (0,0), pues

__p* _ 1 1
e(h,h) = 2335 — 2%,Slh—>0.
Asi, la funcién f es no diferenciable en (0, 0).
3
T .
e _yyg S1 (557 y) # (0, O)

Sea f:R2 —>IR" f(xay) =
0 sizx=y=0.
Demostrar que f no es diferenciable en (0, 0).

Solucion La funciéon f es no diferenciable en (0,0), pues si lo fuera, f seria conti-

nua en (0,0) y no lo es. En efecto, si tomamos la trayectoria (x,vz* — 2°) tenemos

3./+4 _ 5 5. /1 =
fla Vi —ad) = SV TV e

— 1, cuando =z — 0.
2t — (2% — %) x ’

Sea N una norma en R", n > 1; demostrar que N no es diferenciable en 0.
Solucion Demostremos la propiedad por contradicciéon. Supongamos que existe una

aplicacion L: R” — R lineal y e: R™ — R, tales que Vh € R", N(h) = L(h) + | h||e(h),

: h N(h) N(=h) _ N(h)
con e(h 0,sih 0. Seau = 37, v+~ = L(u) + e(h = =
) — - Iul> Tl (W + ey Tonf = o
—L(u) + e(h), o sea L(u) = 0y se tiene e(h) = ﬁ — 0 que es una contradiccidn,

[[b]

pues si se escoge ||h|| = N(h) tenemos 1 — 0, cuando h — 0.

ol =
Demostrar que el diferencial es independiente de la norma equivalente que se utilice.
Solucién Sea f: E — F diferenciable y supongamos que hay dos diferenciales ¢, y ¢,
de acuerdo alasnormas | |,y || |», entonces f(xo+h)— f(zo) = ¢o(h) + ||h|seq(h) =
ly(h) + |[h[lpes(h), Vh € E.

Sea e; un elemento de una base de E, entonces si h = A\e; tenemos (¢, (e;) — lp(e;)) =
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IAl([[eilloen(Aei) —[leillaea(rei)) = La(ei) — Co(ei) = £(|lesllver(Ae) — [leilla€a(Nes)) — O,
si A — 0, por lo que ¢, = ¥, sobre todos los elementos de la base de E, es decir ¢, = {, y

es independiente de la norma utilizada.

Sean fi,..., f, funciones de una variable real, diferenciables en [a,b]. Se define sobre

[a,b]" C R™, la funcién f:[a,b]" — R tal que x — f(x) = zn: fi(x;). Demostrar que

es diferenciable en el cubo [a,b]". -

Solucién Dado que f; es diferenciable, fi(z; + hi) = fi(x;) + £;(hi) + |hile;(h;), con
€la,b], donde ¢; es lineal y €;(h;) — 0, cuando h; — 0,i =1,...,n, entonces:

V; Flai+h) = f(x+h) = F(x) + (6a,...,60)(h) + [h]1e(h), donde (£, ..., 0,)(h) =

Z li(h;), e(h) = > €;(h;), por lo tanto e(h) — 0,sih — 0y ¢ = ({4,...,¢,) es lineal

<.

ie. df(x) =
Y i (ey) # (0,0)
vy ——25 si(z,y) # (0,0
Sea f:R?* — R definida por f(z,y) = z? +y?
0 si (z,y) = (0,0).

a) Demuestre que f es diferenciable, salvo tal vez en (0, 0).
b) ;Qué sucede en (0,0)? En caso de existir el diferencial, determinarlo.
Solucion

a) Como f es de clase C* para (x,y) # (0,0), entonces f es diferenciable en (z,y) #

(0,0).
Rk h2+k2)
b)f(h,k)ff(O,O)fhkhQ_’_ka (>+||hk h,k)||2 y como
e(h, )] = EEZ =KL I 'QWZ = 2(h K| — 0, si (b, ) — (0,0),
Ik, k)12 IR

entonces f es diferenciable en (0,0) y df(0,0) = (0,0). Ver ejercicio 9, pagina 25.

Sean fi,..., f, aplicaciones definidas sobre £ C IR"™ abierto, con valores en R y se

filx+h) — fi(x)
hi

= A;. Demostrar que f = > f; es diferenciable sobre

supone lim
h—0 i=1

E.
Solucién Sea n>0, entonces 36;>0 tal que ||h|; <é; = |fi(x+h)— fi(x) = A;hi| < nlhy],

por lo tanto si § = min{dy,...,d,}, se tiene:
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n

S x4+ h) = 3 filh) = (Ar, s A)b| < (Bl + - + [hal) = nl[bfli. Ast, la funcién
=1

i=1
€(h) definida por e(h) = flx+h) ﬂhj[‘(x) — A(h) es tal que e(h) — 0, cuandoh — 0y
1

A= (4y,...,4,) =L es el diferencial de f.

Sea a > 0, demostrar que la funcién (z,y) — |zy|® es diferenciable en (0,0) sii o > 1.

Solucién Dado que |f(z,y) — f(0,0)] = |zy|* < [|(z,9)[2> < I(#,9)]|s, si 2a > 1, para
I(z,)|| <& <1, entonces f(z,y) = £(0,0) + 0- || + [|(z,9)|lse(z,y), con e(z,y) =
y

[(z,y)[|22~ — 0, si (z,y) — (0,0). Asi f es diferenciable, si a > 1.

1
2 : - |z| 1zl 1
Para :l,% 0, si (z, 0,0), pues six = v, =4 = 4 0.
=2 My 7 &St @y) = 0.0, puessiz =y, 775 = Z5r1 = 57

En resumen, f es diferenciable <— o > %

Sea f:R? x R3 — R, tal que (x,y) — x-y y sea g: R? x R3> — R?, tal que (x,y) —
x X y, demostrar que f y g son diferenciables y calcular su diferencial (x denota el
producto vectorial).

Soluciéon Sabemos que f(x+h,y+k)—f(x,y) = (x+h)-(y+k)—xy =yh+xk+hk=
(y,x) (ll; + h'k, donde (y, x) es lineal y h-k = ||(h, k)||e(h, k), con e(h,k) — 0, cuando

[hk| ([ + [Ik][1)?
h k)[y = [/l + [k

(h,k) — (0,0), pues M = [[h[l1 + [[k[|1.

Asidf (x,y) = y y es tal que df (x,y) E =y-h+xk.
X

Similarmente g(x+h,y+k)—g(x,y) = (x+h) X (y+k) —xxy =hxy+xxk+hxk,es
decir dg(x,y) Ll =hxy+xxkeslinealy h xk = ||(h,k)||1e(h, k), con e(h, k) — 0,

si (b, k) — (0,0).

Verifiquemos que h x k = ||(h,k)|e(h,k), En efecto |h x k||; = |[(hoks — k2hs3, hiks —
kihg, hiks — kiho)|l1 = |hoks — kahs| + [hiks — kihs| + |hika — kiha| < [hal|ks| + [ke||ha| +
|hallks] + |kl hs| + [ha|k2| + k1] ho| = [ha|([k2| + [ks) + [he|([k1| + |ks]) + [Rs]([f1| + [k2]) <

(Iha| =+ [ha] + |hs|) (|k1| + k2| + [ks]) = [[h|1 [k, por lo tanto |[h x K[|y < [/l [[k]1, es decir
b x K[l _ [l [k
I, K[ = [[(h, k)

< (b, k)| — 0. Asi, e(h,k) — 0, si (h, k) — (0, 0).
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El diferencial dg(x,y): R? x R? — RR3 tiene por matriz asociada a:

0 y3 —y2 0 —x3 29
dg(X7Y): y3 0  —y; —x3 0 =

y2 —y1 0 —x x1 O

Sea f € L(R?) y F:R® — R? tal que x — x x f(x), demostrar que F es diferenciable y
calcular el diferencial.

Solucién F(x+h) — F(x) = (x+h) x f(x+h) —x x f(x) = x x-f(X) +x x f(h) +h x
() +h x f(h) - x x f(x). Asi tenemos que dF (x)(h) = x x f(h) + h x f(x) es lineal y
h x f(h) = ||h|le(h), con e(h) — 0, si h — 0.

En efecto, dF'(x)(h+k\) = dF(x)(h)+MdF(x)(k). Ademas ||hx f(h)|| < ||h| || f(h)|, donde
£(h) — 0, cuando h — 0, pues f es lineal i.e. h x f(h) = ||h/|e(h), donde e(h) — 0, si

h — 0. Note que dF(x)(-) =x x f(-) — f(x) x -.

Sea neN*, f:R"\{0} — R" definida por f(x) = ”;:W, donde ||x|| es la norma euclidea
clasica. Demostrar que f es diferenciable y calcular su diferencial.

_ Ix[P(x+h) —x|x+h|® _

Solucién f(x+h) — f(x) = xth  x _
Joe ) = I = RSP~ P X%+ hJ?
(x,x)x + (x,x)h —x (x,x) — 2x (x,h) —x (h,h) x]|?h — 2x (x, h) — x| h]||?
[[x[[*[x + hl* [[x[[*[x + hl?
Por otro lado tenemos que f(x) = (”ihQ,..., HiﬁQ) = (f1,---, fn)(x), 0 sea:
o _x1? = 227 0f1 _ —2x1%9 0f1 _ 2x1h
9oy ) = 9, ) = x| B 7 R
dfa _ 21119 0fs _Ix]]? — 243 Ofa _ —2mzy
92 ) = T S
afn( )_ —2x1Zy 8fn( )_ —2T2Ty Ofn _ ”X”2 — Q:C%
9y ) = Tt Fry ) = T P = T
es decir df (x) = W(”XHZI — 2xx’), por lo que:
x||?h — 2x (x,h
f(x+h) - f(x) = I HXH4 < ) +
(IIx[1* = [Ix[1[lx 4+ h[*)h = 2x (x, h) (||x]|* = [|x + h[|*) — x[|x|]*|/h]|

= ||h|le(h)].
[1x[[*[]x -+ hl? |[hf[e(h)

Hay que probar que e(h) — 0, si h — 0. En efecto,
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[l = fel1?fle + 12 ]+ 2ff ]| (¢, 1) [[[1x]* =[x + B[ + [Ix]P[[h]

€ <
leth)] < EESIRERI
4 2 h 2 2 2 2 _ h 2 3 h
Il — e 2+ 2~ P PO
[ + h|*|x]
es diferenciable y df (x) = W(Hx”%—?xx’),osea df (x)(h) = ||X||4(HxHQh 2x (x, h)).

Demostrar que la aplicacién f:91,(R) — M, (R) definida por f(X) = X? es diferen-
ciable y calcular su diferencial.

Solucion Es importante sefialar que en realidad f esta definida de R"™ en ]R"Q, donde
X € R™ se escribe X = (T11y -, T1ny X215 -y L2y e -« y Tl - - -, Ty ) OIN embargo dejare-
mos la notacion matricial X,,,,, € 91, (R), pues nos va a facilitar la escritura.

Sea H una matriz n x n, H € M, (R), entonces f(X + H) — f(X) = (X + H)? - X? =
X?+HX+XH+H?—-X?=HX + XH + H?. Vamos a considerar ((H) = XH + HX y

e(H)||H| = H?, ¢ es lineal y si probamos que €(H) — 0, cuando H — 0 se tendrd que

f es diferenciable y df (H) = XH + HX. En efecto, |e(H)| = ||HH H ||H2||
Recordemos que ||H|? = Z Z hZ; = tr(HH') y que como vectores A-B = Y a;b;; =
o e i

tr(AB’), por lo que ||H2|?> = tr(H2H?') = tr(HHH'H') = > a;;, donde a;; = %:hilhlj, por
ij
lo tanto:
2
1221 =3 (Xl:hizhu) <X (Zl:h?z) (;hi‘) = (Xl:h?z) (zl:h?j) = [|H|*|H|? = [IH]I*,
1] (¥ T J

con lo que concluimos que | H?|| < ||H|?.
|12
HT

Observacion Se ha probado en realidad que || AB|| < ||A]| || B, VA, B € M, (R).

Finalmente ||e(H)| = <||H|| —0,si H — 0.

Demostrar que la aplicaciéon f: 9, (R) — M, (R) definida por f(X) = X? es diferen-
ciable y calcular su diferencial.

Soluciéon Sea H una matriz n x n, H € 9, (R), entonces:

FX+H)— f(X)= (X +H)? - X3=(X2+ HX + XH + H? - X?)(X + H) - X? =

X 4+ HX? 4+ XHX +H’X +X°?H+HXH + XH? + H? — X3,

Vamos a considerar ((H) = XHX+HX?+X?Hye(H)||H|| = H*X+XH?*+HXH+H?3,

¢ es lineal y si probamos que €(H) — 0, cuando H — 0 se tendra que f es diferenciable
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y df(X)(H) = XHX + HX? + X?H. En efecto, |[e(H)|| < HHLH(”HHQ X0+ XTI +

(X + [H %) = |2 GIX] + [ H]) — 0, si H —

40. Sea considera (R",| ||) con la norma usual y sea f:R"\{0} — R la funcién definida
_ 1 S ,
por f(xy,...,2,)= H(xh . axn)H l; TiTp41—i-

a) Demostrar que f es extendible por continuidad en 0.

b) ;La aplicacion extendida es diferenciable en 07

Solucion
a) Dado que:
1 n 1 n 1 n n
fG) = ol 2 @iwnsi—i] < g 2 lwillensi—il < w2 il ) 3 [zne-il? = [xll,
||x|| —1 ” ” i=1 HXH i=1 i=1
se tiene que f(x) — 0, cuando x — O i.e. si f es la extensién canénica de f, se tiene

que f(0) = 0y hace que f sea continua en R".
b) Si f es diferenciable en 0, f(0 + h) — f(0) = ¢(h) + ||h|e(h), con e(h) — 0, sih — 0
yo= (2L, Y (0)) = 0. Asi f(h) = [} e(h), por lo tanto ALY RN

G D, T~ ¢
. f(A1) 1 n)\?
h — 0,perosih=\Al,con AeR, 1’ = (1,...,1), tenemos que = =
—0p o) WXL = VAl VAl
1-/0, si A — 0. Asi, f no es diferenciable en 0.

41. Estudiar la diferenciabilidad de f: 9, (R) — R, dada por f(X) = y/tr({ + X' X).
Solucion Dado que f(X) = Z E T a{ (X) son continuas en R™ y por lo
tanto f es diferenciable en R"" = M, (R). Resulta interesante determinar el dife-

: 8f Z11 8f Lnn X
rencial, X) = e = ie. df(X) = ——&—— =
7 ) VX 0T /n - X2 /) Vn+ |1 X2
X
tr(l + X'X)’

Observe que se deja la notacion matricial para la facilidad de la manipulacién de los

vectores (o matrices). Usando la notacién matricial tenemos:
(X, _ trX')
Vil +X'X)  Ja(l+X'X)

tr(X'H)
tr(l + X'X)

df (X) = o bien df (X)(H) =

42. Sean € N*.
a) Demostrar que GL,,(R) es abierto en 2, (R).
b) Demostrar que la aplicacién f: GL,(R) — 9, (R) dada por f(X) = X! es diferencia-

ble y calcular su diferencial.
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Solucion Recordemos que GL,, es el grupo de matrices n x n invertibles i.e. si X €
GL,(R), existe X! € GL,(R) y f estd bien definida.

a) La aplicacién det: 9, (R) — R tal que X — det X es continuay GL,(R) = det ™' (R\{0})
que es un abierto.

b) f(X+H)-f(X)=(X+H)'-X"!'=(X+H) ' (X—(X+H)X '=—(X+H)'HX ' =
X VX 4 XIHX 1 (X4 H)'HX ' = —X 'HX - [(X+H)'=X"|HX ! =
X THX "HX '«(X+H) ' |HX '=—X "HX " 4X"1((X+H)-X)(X+H) " YHX =
~X'HX 4+ X 'H(X + H)"'HXL.

Es importante destacar que si X € GL,,, 3 H, con || H|| suficientemente pequeia tal que
X + H € GL,, por ser abierto i.e. X + H es invertible.

Sea ((H) = —X 'HX™!, eslineal y si probamos que ﬁX‘lH(X +H)'HX ! —o0,
cuando H — 0, se verifica que f es diferenciable y que ¢ es el diferencial en X.

En efecto, la aplicaciéon H —— (X + H)~! es acotada en un vecindario de 0, o sea
36; >0 tal que ||H|| <& = [[(X + H)7!|| < M y como ||PQ| < ||P||]|Q|, se tiene que
X O+ )X < g XTI PN+ )7 < X PM ] — 0,
si H — 0, es decir que f es diferenciable en X y df (X)(H) = - X 'HX !

Ty
43. Sea p:R? — R continua, f:R? — R definida por f(z,y) = / / o(u,v)dv du. Estu-
o Jo
diar la diferenciabilidad de f.

Solucién En R?, la funcién f tiene derivadas parciales primeras continuas y se tiene
0 Y 0 *

que(a,y) € B, () = | e, ), yf(x,y) = [ wlu,y)du.
ox 0 Y 0

Probemos la continuidad de las derivadas parciales. Sea (z9, o) € R? arbitrario pero fijo

y sea (h,k) € [—1,1]?, entonces:

yo+k Yo
| etan b~ [ plao vy
0 0

0 0
‘(,)‘;(aro—i—h,yo—i—k)— %(ﬂ?o,yo)

yo+k Yo Yo
/ o(zo + h,v)dv — / o(zo + h,v)dv + / (e(xo + h,v) — p(z0,v))dv| <
0 0 0

Yo+k Yo

[ tetwo+ noldo+ [ fowo+ o) = oo, 0)lde,
Yo 0

Sabemos que ¢ es acotado en [20—1,29+1] X [yo—1,yo+1] y es uniformemente continua

sobre [zp— 1,20+ 1] x [0,y |, entonces sin pérdida de generalidad tomamos » >0, k& >0,
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Yo > 0 (siyg = 0 el resultado es inmediato).

Sea e >0, 3n>0tal que V(z,y), (z/,y') € [vo — Lo+ 1] x [0, 50 ], [|(z,y) — («',y") | <n =
|g0(x,y)—<p(a:’,y’)\<ﬁ. Ademas IM >0talque V(z,y)€[zo— 1,20+ 1] X [yo— 1,950+ 1]
se tiene |p(z,y)| < M.

Sea § = min {1,7, ﬁ}, entonces si |k| < ||(h, k)| <§ < ﬁ se tiene:

Yo+k
/ (o (0 + hyv)|dv < MIk| < M=&. — €

Yo 2M 2

y también:

Y0 Yo

/O (0 + h,v) — @(x0,v)|dv < /O ﬁd” =5

por lo que:

0 0

‘8£(z0 + h,yo+ k) — %(Io,yo) < % + % =6

0 .

y a—i es continua en (z, o).

of

Similarmente Ty es continua en (xg,yo), entonces por el criterio suficiente de diferen-

ciabilidad f (es de clase C! en R?) es diferenciable en R? y ademas:

Y T
df (z,y) :h/o @(x,v)dv—!—k’/o o(u,y)du.

Sea F el espacio vectorial de aplicaciones continuas y acotadas de R en R, provisto de
£(0)
la norma ||f|| = sup|f(z)|, ®: E — R definida por ®(f) = / f(t)dt. Estudiar el
zeR 0

diferencial de ®.

Solucion En este problema se puede decir que estamos a ciegas, pues no tenemos idea

de la forma del diferencial, por lo que debemos utilizar la definicién:

£(0)+h(0) £(0) £(0)+h(0) f(0)+h(0)
¢U+m—¢ur:A <f+m—[; f—:ﬁw f+[; b= £(h)+[h]|e(h)

y debemos determinar /; lineal y e(h) — 0, cuando h — 0.

f(0)
Sea £;(h) = / h+ £ (0)h(0), s lineal y
0

£(0)+h(0) £(0)+h(0) )
Hwam:/‘ h+/ (f - FP(0),
f(0) £(0)
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con f(2)(0) = f(f(0)). Probemos que e(h) — 0, si h — 0. En efecto:

£(0)+h(0) )
/ h| < [IA]] |A(0)] < [|A]2,
£(0)

£(0)+h(0)
/ OO < O] s [f() - FO0)
£(0) te[ £(0),f£(0)+h(0)]
<IBl s ) — FOO)] = [Rfo(1),

te[ £(0),£(0)+IIAll]

pues sup If(t) — fA(0)] — 0, si ||h|| — 0, ya que f es continua.
te[£(0),f(0)+[IRl]

Sea FE el espacio vectorial de aplicaciones continuas de [0, 1] en R, provisto de la norma
Ifll = sup |f(x)|,sea:R — R declase C'ysea ®: E — FE definida por ®(f) = pof.
1]

z€[0,1
Demostrar que @ es diferenciable y calcular su diferencial.

Soluciéon Sea f € F y sea € > 0, como la funcién ¢’ es uniformemente continua en

I=[—|fl=1,Ifll +1], existe n > 0 tal que V (u,v) € I?, |[u —v|<n = |¢'(u) — ¢’ (v)| < €.

Sea h € FE tal que ||h|| < min{1,n}, entonces existe { € R tal que | — f(z)| < |h(z)| ¥
o(f (@) + h(x)) = o(f(x)) = h(x)#'(¢), por lo tanto [(p o (f +h) —po f — (¢ o f)h)(z)| =
(W)@ (C) = @' (f(@))] < [Ihlle = llp o (f +h) —pof— (¢ o)A < [h]e, es decir
e (F+m —gof— (¢ o fh] — 0,8 h—0.

Asi tenemos que @ es diferenciable y d®(f)(h) = (¢’ o f)h.

22 4+ y? siz,y son racionales
Sea f(z,y) =
0 si x,y no son ambos racionales.

Probar que f es continua en un sélo punto. jEs diferenciable en un punto?

Solucion Es claro que si (z,y) # (0,0), f no es continua pues existe siempre (z,,y,) €
Q? tales que (z,,yn) — (z,y) y 3 (rn,s,) € I? tales que (7,,5,) — (z,y), por lo que
i f (2, yn) = 2?4y # Jim f(rn, 50) = 0.

Probemos que es continua en (0,0). En efecto, sea ¢ > 0y sea § = /¢, entonces si

|(z,y) — (0,0)|| <6 = /e = /2?2 4+ y? < 4. Analicemos los casos:
a) (7,9) € Q% (v, y)| <0 = Va* +y° <o = Ve = a? +y’ <e = f(z,y) =a® +y’ <e.
b) Si (z,y) ¢ Q% ||(z,y)| <6 = f(z,y) =0<e.

Asi sea cual sea el caso de (z,y), tenemos que si ||(z,y)|| <d = |f(z,y)| <ey la funcién
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es continua en (0, 0).
2, 2
lim 2+0

h—o h
Observemos que 0f (0,0) = lim f(h,0) = 1(0,0) = "R
Jy h—0 h .. 0—-0 _
lim ~—— = 0.
h—0 h
he¢Q

=0

Igualmente, %(0, 0) = 0. Ademas, f(h,k) — f(0,0) = (0,0) (Z) + [|(h, k)||e(h, k), donde:

V22 +y? siz,y son racionales

e(h,k) =
0 si z,y no son ambos racionales.

entonces ¢(h, k) tiene la propiedad que ¢(h, k) — 0, si (h, k) — (0,0) y la funcién f es
diferenciable en (0,0), con df(0,0) = (0,0).

2.3 Regla de la cadena

Sean D = R?\(R- x {0}), A =] —m, 7 [ xR}, ®: A — D la aplicacién tal que ®(6, p) =

2
(pcosB,psend), f:D — Rdeclase C2, F = fo®, U:D — R, U(z,y) = 6‘ J;(z y) +
ngTf(x y), V = Uo®. Calcular V (0, p) en funcion de las primeras y segundas derivadas

parciales de F' y de 6, p.
Solucién Sear = /22 +y2, 0 = arctan Z, entonces:

or _ 1,2 -1 T _ or _ y _
87—5(.@ +y) 221’—\/TT:U2—COSG, @—W—Sena,
%r _ y? ;= sen? @ 87272’ _ x2 ;= cos? 6
2 3 T 3 T
oz (2% + y2)2 dy (22 + )2
r _ Yy 3:_se1129 00 _ 1 2(_&):_29 2:_sen€
TV @ y?)2 2r Or 14+ (%) =¥ 2Tty "
00 T cos 9%6 2 2zy sen 260
= = =t = 2 = =
8@ :EQ +y2 r 81’2 ({,C +y ) z ( +y2) ’1”2
%0 _ 2ry  _ _sen2f 9f _ OF or , OF 90
0y? (22 + y?)? r2 ox or 0x 060 ox’

>f _ _(PEor  PF @)@JF(LF@H@?F or  9°F 0000 | OF 0°0 _
or2 Ox ' 000r dx’ 0x ' Or 9x2? ord0 Oz ' 992 Oz’ dxr ' 00 Hx2

OPF 2, O*F 1 O°F sen®@ | OF sen20 | OF sen?#6
5 cos“ 0 200r 2S6119C089+802 2 +59 > +8r =,

por lo tanto:
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2
ngxJ; %2};7'2 sen? § cos? 0 — g;grrsen%senze—k %9}; sen* 0 + %frsen 0+
%—lgseHQHSen 20,
Of _ OF 9r , OF 96
Jy — 9r 9y ' 90 Jy’
0%f _ O°F (Ory? | 9 0°F 90 Or , 0°F (00y? , OF 0°r | OF 0% _
oy~ or2 \dy 900r Oy Oy ' Hp2 \Oy or 0y® ' 09 0y?
9°F O%’F senfcosf |, O*F cos’8 | OF cos’f  OF sen20
5,2 Sen 0+2898 T + 907 12 + g T 00 2 , por lo que
2
ngJ; = %21§r2c0526sen20+ 8808 7 sen 26 cos? 6 + 889}; cos 0 + %Frcos 6 —
%g sen 26 cos? ) =
2 2
x2g—y£ +y2% =72 gF (3 sen?26) + 88925 sen 26 cos 20 + %eF(coszlﬂ—i—sen4 0) +
%F (cos* 0 + sen* 0) — %}; sen 26 cos 20 =
2%2F17(jlos49 +rgag 1sen40+ %0}273+(ilos40 +T%7};3+c40549 %Igseréw
T
Recuerde que sen?d = 3 — L sen220 + L cos40 y que cos? 0 = 3 + L sen220 + L cos40.
8 2 8 8 2 8
f(z) = fy)

six
Sean f:R — R de clase C?, g: R* — R dada por g(z,y) = -y 7Y

f(x) si x=y.
Demostrar que g es de clase C' en R?.

Solucién Claramente g es de clase C! en R?\A, con A = {(z,7)/r € R}. Sea 7 € IR,

w — f'(x0), si (z,y) — (z0,20), pues w = f'(¢), con ( real entre z y

y. Por la continuidad de f’ en x, tenemos la continuidad de g en R?.

Para zp € R, h #£ 0, 9(wo + h, 20) — 9(w0, Zo) =1 (f(mo + hg — /(o) - f/($0)>

h h

#(f(:ro + h) = f(wo) — hf'(z0)) — f"(x0), si h — 0, por el desarrollo de Taylor de

f vy la continuidad de f” en xy. Asi g tiene derivadas parciales primeras en (xg, o) ¥y

dg
3

Finalmente, para (z,y) € R*\A

20, 20) = 98 (w0,20) = 11"z o

"(z)(x —y) +
, 8 ( ) _ f( )((1.7:2))2 f(y) _ %f”(
(z,y) — (x0,x0), por el teorema de los crecimientos finitos en [z,y] y la continuidad de

Zo), cuando

/" en xzq.

Encontrar una aplicacién P:IR?> — R de clase C! tal que f:IR?> — IR? definida por
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f(z,y) = (P(z,y), 2zy) tenga por diferencial en todo punto una similitud i.e. si su matriz

relativa a la base candnica es de la forma ( a —b ) 0 ( a b ) .

b a b —a
oP 0P
Solucién El Jacobiano de f es J;(z,y) = | 9% ) %—P = $2z, %—P = F2y,
2y 2z

por lo que P = +2? + hy(y) = Fy* + ho(x), 0 sea P = £(2 — y?) + C.

Sean f, o: R — R dos aplicaciones de clase C? y sea F': R? — R definida por F(xz,y) =

i Q*F OF _ 9°F OF _
f(z + ¢(y)), verificar que 922 Oy  Jz0y dx

Solucién 9L (w.y) = '@+ ¢(w)), P(e,0) = 1w+ o)¢'s TE(,y) = £(x + (),

Y
2 2
aaxay(m y) f//(x + 80( )) ( ) Yy se tiene g 1; % _ gTaFy %

Determinar todas las aplicaciones ¢:IR* — R de clase C?, tales que la aplicacién

. - _ >’f _ o f(@y)
f:U — R definida por f(z,y) = ¢(z + vy), verifique V(z,y) € U, s 920y (z,y) = 2(3: rne

donde U = {(z,y) € R?/z +y # 0}.

Soluciéon Sustituyendo o %f@; v) 2(2(1;)%) =¢"(x+y)ie ¢"'(t) =

2¢(t)
t2

_ at? + b1 sit>0,

La solucién es ¢(t) =

ca?+dl sit<o.
Encontrar las aplicaciones p: IR — R de clase C? tales que la aplicacién f:U — R
2 92
definida por f(z,y) = @(%), verifique V(z,y) € U, M(3:,y) f(x y) = y3, donde

0xz” dy’
U={(z,y) € R?/x #0}.

0
Solucién Se tiene que 8f (z,y) = ¢ (L) (- ), a—ij(m,y) =4,
9? 2y, 2 92
, L = (D (- L)+ (D), Gh @) =" (D) (L), porlo que &L .y -
2 2
A =k = o (G- () = & = v (G0 (D) -
% -, satisface la ecuacion " (t)(t2 — 1) + 2p(t)t = t.

La solucién es ¢(t) = 3t + p, p € R.

Encontrar las aplicaciones ¢: R% — R de clase C? tales que f: R*\{0} — R definida

. o3
por f(z,1,2) = pla’+y+:2), verifique ¥ (z,1,2) R\ (0}, gl (w,12) = .

) 82 83
a—ﬁ = gp’(a:Q +y? +2%)22, 6ygz = ¢"(@* +y* +2°)4yz, 833(9;82’ -

Solucién Se tiene que

8" (22 +y% +2H)ayz . P (t) = 8t = ¢"(t) = $Int+24 = ¢/(t) = ttInt+2At+ B =
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o(t) = $:t*Int + At> + Bt + C, A, B, C € R.

54. Transformar las ecuaciones en las derivadas parciales siguientes, utilizando el cambio

de variables en la funcién indicada (f es desconocida de dos variables reales).
a) 28—f - ﬁ
Ox 0y
of . of SR .
b) Tos T Yoy = v/x2 + y2 en polares sobre R* x R.

=0, u=z+y,v=1a+2y.

c) xaf 0f _ = 0 en polares sobre R?\{(0,0)}.

ay ~ Yox
d)2xygf+( 1+y )gg—o,ng,y:%,x>0.
e)(x—l—y)af (:C—y)%:O,u:mQ—y2—2my,v:y,x;Ay.
f)8—f—%ch+3(x—y)f:O,uzxy,v=x+y,x>y-
g)xg—f—ygg—2f+2:0,u:xy,v:%,x>0.

2 2
h) z 20°f +2xy887§ +y287f

922 ayQZO,x:u,y:uv,x>0.

2 2
. o ’
J)Q(yQ_x)Tf+2 3xgy+3f (¥’ —z) =0,z =u’+v* y=u+v, x>%
2 2
k)lﬂ% ngyffO ufxy,vfy,z>0 y>0.
Solucion

a) Sea F(u,v) = f(2u —v,v — u), pues v — u = y, 2u — v = x, entonces:

%—5 :2§f(2u7v v—u)— 85(2ufv’y7u):OyF(u,v):ga(v):>f(x,y):cp(ich?y),

peCtenRR.
b) F(r,0) = f(rcos6,rsenf), entonces oF _ 8—fcosﬁ + gf senf = 0L — e OF _

or or ar or
1= F(r,0) =r+¢0) = f(z,y) = /2> +y? Jrga(f),ngGC’len]R
c) Sea 83? girsenﬁ—i— ?ffrcose = —(afrcose— g—irsenﬁ) = —( % —ygf) = 0, por
lo tanto F(u,v) = ¢(r) = f(x,y) = (/22 + y?), p€ Cl en R.

O Sea s = 417, = B0 ﬁ’ = [ P = 53 4, ) =

OF _ Of wt of 1
ou  dr' T oy

Por otro lado nyg—i

)5‘f Of u? 4 v? +u2+v2ﬂ_

or v Y 02 Oy oz +ayv_

JF : _ _ 2z 1 *
0= 5. —OysetleneF(u,v)—go(v),f(a:,y)—go(,/l_’_yz),goe(}’ en RY.

+ (144> =0
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e)Seau==zx2+9y> -2y, v =y, #y,x=v+Vu+ 202,y = v, entonces:

OF _ Of oz | Of Oy 8f(i+)
ou Oz du ' Oydu Oz 2+ 2027’

@:g@ of 0y f(:l: 4v )+8f:ﬂ(\/m:|:20)+6f
v~ Oz dv  Oydv Ox \/m dy ~ 0z u+ 202 dy-

Por otro lado g(%ﬁ:\/u + 2@2)+7y(i\/u + 2v2) = 0, por lo tanto :l:% (liwﬁwr

8f OF

S = =0= F(u,v) = p(u) = f(z,y) = p(x® —y?> — 227), con p € C* en

=0, es decir
IR.

f) Sea u =2y, v =z +y, x>y, entonces y = (v F Vv? — 4u), z = (v £+ Vv — 4u) y como
z >y, se tiene z = (v + Vo2 —du), y = (v — Vo2 — du).

oF _ of -1 of 1

Sea F(u,v) = f(z(u,v),y(u,v)) entonces u ~ or Vo? — au + dy Vo2 —du pero:

_of n of
ai 6f 3 Oz 3y oF _
9z +3vv? —duf = 0 = o —du = 3f(z(u,v),y(u,v)), por lo tanto o =

3F — F(u,v) =e* +p(v)y f(z,y) = ¥ + o(z 4+ y), con ¢ € C*' sobre R.

g)Seayr =u,v= g, r>0=y=uv,z = \/%y sea F(u,v) = f(1/ &, /uv), entonces:

8F 0fox  0f0y _ Of 1 +ﬁ v l(af 1 +5f v,
T Oxdu | Oyou  Or2yuv ' Oy 2yuv  2\0x Juv
of Ju 2(F 1) _9f 1 of OF
Por otro lado 83:\/;4_\/%3 —2F4+2=0= 833\/%4— =250
sea u%—i F—1y F(u,v) = up(v) + 1, f(z,y) = my@(%) +1,con p € C! en R.
9 (,0F\ _ OF oF | ,O°F _ OF 0*F _
La solucién se obtiene ast: o (u 8u) = T Bu YT T ou = g 0=

g—g =p(v)y F(u,v) = up(v) + C. Pero ugg up(v) =F =1y F(u,v) = up(v) + 1.
Y

h)Sear =u,y =uwv,r>0,u=x,v=5,u>0ysea F(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)), entonces
OF _0fox  O0f0y _0f  Of 8*F _ 0*f % 0% f Yo 20%f

ou  Orou  Oyou Oz ' Oy ou?  Ox2 Y 0zdy oy*”

02 0 0
Pero uQG—J; + 2u? 8x5f + u? 28yf = 0, por lo tanto 85 ©(v), F(u,v) = up(v) + (v),
f(x,y)—:rgo( )+w( ), con ¢, ¢ € C* en R.
. 52 52 b _ )
) Sea g(w,y) = f(w.y)e?, f(z,y) = e Vg(z,y) = W = o Tf = eyt e
g

Oz
Pf _ (900, Doy PF_Pf _0f . % o B
a7 =<2y 5 G~y ey I =g g o

Efectuemos el cambio de variable u =z +y, v =2 —y, v = 3(u+v), y = 5(u—v). Sea

+ - 199 9y 2 1,0 d%g
G(u,v) = g(u2 v,u2 U) entonces %G (856 + 8y) — gugv = 1(6x2 - Oxzdy *
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g _ gy _ 1% &y o P9 P9 _ 9% oG _
Ty~ oyt ~ A5t~ ay?) Y S0 e ik~ G = Gugs ~ 0 Gy — ) =
G = p(v) +¥(u), con ¢, P € C* en R

Asi G(u,v) = Y(u)+o((v), 9(z,y) = Y(x+y)+p(z—y) = f(2,y) = e V(Y (z+y)+o(z—y)).

J)Seaz =u?+v% y =u+v, x> 3y% y? = u? + 02+ 2uv, entonces y* —x = 2uv = 2u(y —u) =

+ /220 — 12 V27— 2
2uy—2u2:>2u2—2yu+(y2—m):0$u:y 2x y,v:y:F Qx J-.

Dada la solucién z = u? + v2, y = u + v es indiferente el = en u y en v, escojamos

u=1y+v2zx—y?),v = 3(y— 2z —y?) y definamos F(u,v) = f(u® + v* u+ v),
IF _ f of _ PF _1Pfox, 0°f Oy 0°f 9z, O*f 0y _

ou 2 T dy = Duvou [axQ ov ' Oydx 81}] Ut Bz oy dv + oy v

0 f 0% f 0% f 0% f 0% f 0% f

o —54uv 8a:8y(2u+2v)+ﬁ e —52(y? _“)‘L%xay o7 =y -z =2wy
0*F oF

Sagy = 2w = G = uwv + ' (v) = F(u,v) = 1u*v? + ¢(v) + ¢(u), por lo que

flz,y) = é(y —x? +%0y+\/f )+ Y(y — /22 — y2), con ¢, ¢ € C? en R.

k) Sea u = zy, v = y, z>0,y>0,z=/uv,y = \/;, F(u,v) = f(\/uv, \/%), entonces:

55.

oz 1 v 0z 1 /u Oy _ 1 Oy _ 1 /u &= _ 1 Py _ 1

Ou 2V W 9y 2VV gy 2y/uv’ Ov 2V 3 Qudv  AJuw’ dudv 4 ud

82F:lﬁ azf( 11)_~_af(77>+82f(_17) af 1 of 1
Oudv ~ 492 ' O0xdy Oxdy \4 v O0y? Or 4y/uv Oy 4/ up3

1y
QOPF _Of 0 Of 1 Of 1 ?F _ _Of 1, Of 1

oudv — 9x2  0y* e | Oz Juv Oy Jurd — 4(9uav Y T Oz \/uv’

OF _9f1 Ju 9f1 ju 1OF _ 8f of 1 .

Por otro lado 90 = as2V v " 3y 21/ = 25,5 50 = ay\/ﬁ
, 0 (GF)
o0°F _ 1 0F Oou v’ _ 1 OF _ 1 @_ /
Oudv ~ 2u Ov = - 9F =% — In v lnu—anp( )= ov = Vup'(v) =
v
F(u,v) = Vup(v) + ¢(u) = f(z,y) = /Typ(F) +¥(xy), con ¢, ¢ € C* en 0, +-00 .
2 2

Sean A, B, C e R\{0}, (F) la ecuacion en derivadas parciales A%—MB% +Cayf

0, donde f:IR?> — R es una funcién desconocida, de clase C2. Efectuar el cambio de
variable u =z + ay,v =z + 8y, o, BE R, a # 0, f(z,y) = F(z + ay,z + By), demostrar

que se pueden escoger «, 3 para llevar el sistema (F) a una de las tres ecuaciones:

O*F _ 0°F _ 0°F | O°F _
(1) dudv =0 (2) 87}2 =0 (3) au2 + 802 =0.
f OF | OF Of _ or 0? f 9°F
Solucién Sea A, B, C # 0, =50 T o0 oy = ﬁav 92 8 +26u8v +

’F Pf _ 20°F
82’3y2 Ou2

20%F 52f 8F 92F L
20 ﬂaua +h 902’ 0z0y ~ Y 9u2 (/B+a)8u8v+ﬂa por lo
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*f f *f Q*F Q*F
tantoAa +2B8z8y+06 = (A+2Ba+Ca? )(9 +2(A+B(a+ﬁ)+0aﬁ)a—+

(A+ 2B + Cﬁ?)al =0.
Sea P(t) = Ct? + 2Bt + A polinomio de grado 2, si B2 — AC > 0, se escoge «, 3 las dos

9*F _
Oudv 0.

Si B2 — AC = 0, C # 0, se escoge o = ——yﬁ;«éa entonces A + 2Ba + Ca? = 0,

raices del polinomio y se lleva al caso

A+ B(a+8)+ CapB =0, porloque%2 =0.

Si B2 — AC <0, existen o # (3 tales que A + 2Ba + Ca? = A+ 2B+ CB%, A+ B(a +
B) + CaB = 0, pues si no, existe a« = 3 = A +2Ba + Ca? = 0 = B? — AC > 0 que es
una contradiccion.

Asi, llegamos al caso O’F + oF =0.

ou? ov?

Sea f(z,y) = In(z2+y?), u(t) = e~%, v(t) = e’. Dar el dominio de la funcién y la derivada
de F(t) = f(u(t),v(t)).

Solucién Dado que F(t) = f(u(t),v(t)) = In(e =2 + ¢%) tenemos que el dominio de F es
RR. Vamos a calcular la derivada de dos maneras: una directa y otra usando la regla de
la cadena para varias variables.

Asi, /(1) = —2¢ 7 2% _ gsenh2t _ ooy 9y

e 2t 4 o2 cosh 2t
af /() af /() _ _e_t(ze_t)+(26t)et

Usando la regla de la cadena F'(t) = + r;Tid w28 + 0%() =
eZt _ 67215

Sea f(x,y) de clase C?, z = rcosf, y = rsenf i.e. o(r,0) = f(rcosf,rsend). Determinar
D?p D0%p D%p 0% of of 8°f 9*f 9*f

52 0r90° 9r90” 892,enfuncwn de D’ 0y 92’ 9y aby’

Solucién

%:%% gig‘z gﬁcosoJrgfsena\/I2x+yzggcc+\/x2y+yz(g]yt’

%g —rsen@% +T0059?Tf —ygf—kx?,

(8'927(5 = —rcos@a—f + 72 sen2087‘§ — 272 cos@sen@% — rsen@% + 12 cos? Hgiyg
=r 561120a i 72rzsen9cos,95.a;gy +T2C0829%7TC089%77’S€H9%£
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20°f O°f . 20%f  Of af
~ Vo T oty T gy~ Yar Yoy
2 2 2
gif :cos29%+25en0005088 / + sen? Gg /
r x
__a? O, wy Of  y? 9
- 322 _|_y2 6.1'2 x2 _|_y2 axay Z‘Q +y2 6y2’

Do d%*p O f 0*f O%f of of
590 — D00r = r(cos? f — sen? Q)W—TSGDGCOSH(%—W) sen 98—4— 0898
ey 0wy (O°f Ofy . Of x  Of
V242 0x0y NZZEERAr S o> Vaity2 0z o\ [r2 42 oy*

La sustitucién t = g(z,y) de clase C* convierte a F'(t) en una funcién f(z,y) de clase C*,

siendo f(x,y) = F(g(x,y)).

af of
ox’ 0y’
of of

— bent
b) Sea F(t) = , 9(x,y) = cos(x? + y?), calcular 900 Dy

Solucion

a) Aplicando la regla de la cadena para varias variables se tiene %(m, y) = F'(g(=, y))%,

0 0
) = Floy) 2.
b) Usando la parte a) tenemos: g—i = —2gesen(cos(@®+4") cog(cos(a? + y?)) sen(a? + y2),
% = —2yesen(cos(@®+4") cog(cos? (22 + y2)) sen(22 + y?).
59. Sea f(z,y), una funcion, de clase C?, v = z(s,t), y = y(s,t) ysea F(s,t) = f(z(s,t),y(s,t)).

60.

OF OF 9*F 9*F O*F
Os’ Ot’ 9s2’ ot2’ 0sot’

Determinar

Solucién La regla de la cadena permite escribir:
OF _0f9x , 0f0y  9F _ 0f 9x , Of Oy

9s 0rds " Oyds® Ot oxot  dyot’

O°F _ 0 (OFy _ (6f>ax f %z | 0 (8f) of &y
952 0s' Os ds\0zx) 0s ' Ox 952 0y Iy 925
(52f or | O*f @)@ ﬁ&+ ( *f dz *f 5y>5y of 9%y
83;2 Os ' 0yodxr 9s) 0s ' Ox 9s? 0xdy 0s ' y? 0s) 0s ' Oy §s?

O f (ox f Oyox , O°f (0y of %y , Of 9z
(a) + 2599z 95 0s 8y2(5‘s> +8yas tor 952

92F _ *f (9x 82f Ay oz 82f dy of 0%y | Of 9%z
o ot ) 90z ot ot + (815) toyor Tor a2

0°F :Lf@uc @“@@ 8f(al@+@@)+%a% 0f 0%y
0s0t ~— 92 0s Ot ' Oy ds Ot Jydxz \ §s Ot ot 0s dx 0sot | 0y dsot”

Sea f(z,y) = z, con y = F(x), calcular filz si f, F son de clase C'.

Solucién Sea z(z) = f(z, F(x)), entonces g; =7(z) = %(x,F(m))Jr%(x,F(x))F’(x)
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Sea f(r,y) = /ry, u(r) = z, v(z) = senxz. Demostrar que F(r) = f(u(x),v(x)) esta
definida y es derivable en | 0, 7 [ y determinar F’(x) usando la regla de la cadena para

varias variables.

Solucion Dado quesiz€]0,7 [, u(z) >0, senz >0, entonces /z sen = esta bien definida
n]0,7[ie. F(z)= f(z,senx) = /xsenx.

Por otro lado, F/(#) = 5 (u(w),v(a))' () + G (u(w), v(@))v'(2) =

L’r)ulgj #U/x:7snx -
2/uen@ O 2t T 2 e s )

Sea f(z,y) = 22 + 22y + 492, con y(z) = e~ 2*. Dar la derivada de F(z) = f(z,y(x)),

usando la regla de la cadena para varias variables.

Solucién Tenemos que g—i =2z + zy, % =22 + 8y, y'(x) = —2e~ 2%, entonces:

Fi(z) = g£-+§}f () = 204262 4+ (—2e=27) (20 +8e~27) — 2+ 2e~2% — dze~27 — 1Ge—47,

Sea f(z,y) = 22 +y?, v(s,t) = e*sent, v(s,t) = e ®cost, dar las derivadas parciales de

F(S,t) = f(u(s,t),v(s,t)).

OF _ 0f gu , 9f dv

= 2e°s .eS —s R _
s~ Ouods 9 os = 2e®sent-e®sent+2e °cost(—e *cost)

Solucién Se tiene que
2e?*sen?t — 2e~2% cos? t.

or _ 9 ou 4+ 9L OV _ 965 gen tes cost + 2" cost(—e ®sent) = 2sentcost(e? — e~2%).

ot Oudt vt

Si f(x,y,2) = 2%z + y?z + 2%y, probar que f, + f, + f. = (x + y + 2)%

Solucién En efecto, f, = 22z + 42, f, =22y + 22, f, = 2* + 202 = fo + fy + f. =
(x+y+2)°

1 (0f\2

Determinar la expresién —2(—)2 + " (a—y) en las nuevas variables u = (2% + y?),
T

v= (2% —y?).

of

v

Solucién Usando la regla de la cadena se tiene of _ 9f ou + 0f v _ 9F T+

ox oudxr  Ovdxr Ou
of _0fou 0fov _ Of of
9y " oudy " owdy  ou? oY

(a,@%ﬁ)) (35)39 () (U 2200 (BY) ¢ () 0200

Determinar la ecuacion y

-z,

por lo tanto:

2 .
a Z _ 9, ya(?rgerx 87y2+y%fxa—y:0enfuncmndela
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variable r de modo que z = f(r), donde r = \/22 + 32 y f es dos veces derivable.

2
Solucién Se tiene que —f( )E, % :f’(r)%’ %Zy — .an( )_ f() ax
T2 en _ , 282 az 20%2
sz() df( ), 8y = gf’() Tgf/(r) por lo que y 6772 y&caerx @Jr

2,2
yGz —afl = ié’ () + T—gf (r) = 275-1"(r) + 2%f (r) + Tgf”(r) + mm +

W )~ () = Y ) <o),

_ y 1 0z 0z _
Sea z = xf(5), con f de clase C', demostrar que Tor + Yoy = *
Solucién Sea u = %, z =z f(u), entonces gz = flu)+zf'(u)(— %) fu)— %f’(u) =
9% = of(u) — yf (), y§2 = uf'(w) y se tiene w5 +y %= —wf(u) = af(§) =

2.4 Aplicaciones

Determinar la razén espacial de cambio de f(z,y,2) = 222 + 3y* — 22 en la direccién

hacia afuera de la normal a la esfera 22 + y? + 22 = 14, en el punto (—3,2,1).

Solucién Sea g(z,y,2) = 2% + y? + 22 — 14, el gradiente es Vg = (2z,2y,2z) y seau =
Vg(—3,2,1)
IVo(~5.2 D] ~ 1 36+24-2_ 58

Du.f(=3,2,1)=Vf(-3,2,1)u=(-12,12,-2)-(-3,2,1 = —= = .

Determinar la derivada direccional de f(z,y, z) = 2% + y*> — 2% en (3,4,5), a lo largo de

\F( 3,2,1), entonces la derivada direccional de f en la direccién de

la curva de interseccién de las superficies 222 + 2y? — 22 = 25 y 22 4 y? = 22

Solucién Sea g, (z,y, z) = 2224+2y?—22-25 = 0, g2 (2, y, 2) = 2?+y?>—22 = 0, entonces los
gradientes V¢ (3,4,5) = (12,16, —10) y Vg2(3,4,5) = (6,8, —10) son tales que Vg; x Vg
es tangente a la curva. Asf se tiene que v = Vg; x Vgs = (—80,60,0) y el vector unitario

u= ﬁ = 1(—4,3,0) es tal que V,f(3,4,5) = (6,8,—10)-(—4/5,3/5,0) = 0.

Demostrar que la curva = = t2, y = 3t, z = 21/t interseca la superficie 222 + y> + 2z = 15
en un angulo recto, en el punto (1, 3,2).

Solucién La ecuacién paramétrica de la curva r(t) = (¢2,3t,2v/t) y 7' (t) = (2t,3,1/V/%)
de modo queent =1, r'(t) = (2,3,1).

Sea g(z,y,2) = ¥ +y*+22—15 = 0, entonces Vg(x,y, z) = (4x,2y,2), Vg(1,3,2) = (4,6,2)

y se tiene que Vg(1,3,2) y 1'(¢) son colineales, es decir un vector tangente a la curva en
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(1,3,2) es proporcional a un vector perpendicular a la superficie.
Sea f(x,y) = 22 + ry — y?, determinar el incremento y el diferencial de f.

Solucién Elincremento Af = f(z+h,y+k) — f(z,y) = (@ +h)?* +(x+h)(y+k)— (y+

k)? — 2% —zy+y? =22 + y)h + (x — 2y)k] +h% + hk — k2.

El diferencial df (z,y) (Z) = %(x, y)h + %(x, Yk = 2z +y)h+ (x — 2y)k.
Si h es la altura de un cono de 30cm y el radio » de la base es de 10cm, determinar la
variacién del volumen, si 4 aumenta 3mm y r disminuye Imm.

Solucion la variacién del volumen se aproxima por el diferencial dV = % (2rhdr +
r2dh) = 17(2(10)(30)(—0.1) + 100(0.3)) = —10mcm?.

Calcular aproximadamente 1.023-0,

Solucion Sea f(z,y) =¥,z =1,y = 3, h = 0.02, k = 0.01, entonces f(x + h,y + k) =
flz,y) +df(z,y) Z = ¥ + ya¥~1h + (¥ Inx)k, por lo tanto 1.023%1 ~ 13 + 3(0.02) +
In1(0.01) = 1.06.
Usando diferenciales, calcular aproximadamente el valor:

i) V26V/28V17T i) (VI5+ v99)2
Solucién

i) Sea f(z,y,z2) = V& yv/z, entonces f(z + h,y +k,z+1) ~ f(z,y,2) + g—f(x y,2)h +

3] 3] 0
65(1‘ Y, 2 )k—i—af(a:,y,z)l,conx:25,y=27,z=16,h—1 k=1,1=1; f Q\f\[\f

of _ of _ 1 .. 3-2
Ty = 3y2/3\/5\/2, 5, = ‘/5\3/@745)/4' Asi: f(26,28,17) = 532+ 5§ +5392+5 3(4 8)
30 + 0.60 4 0.37 + 0.47 = 31.44.

ii) Sea f(z,y) = (V& + /7)), =16, y = 100, h = —1, k = —1, entonces f(z + h,y + k) ~

of, . of 0f  NEEVT Of  VEHE o
fay) + 5o+ gk, con 50 = —F W= £(15,99) ~ (14)% +
i(14)(—1) 75 (14)(=1) = 191.1.

2
Determinar el plano tangente y la normal a la superficie %2 + % + % = 3, en el punto
(2,3,4).

Solucién Sea f(x,y,2) = % + % 2—6 3 =0, entonces Vf = (3, 2y, £2) es normal
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a la superficie i.e. Vf(2,3,4) = (1,2,1),0sea (z —2)+ 2(y —3) + 5(z — 4) = 0 <
x—2—|—%y—2+%2—2:x—l—%y+%z—6:0<:>6x—|—4y+3z—3620.

La normal es n = (6,4,3).

1
V61
Hallar un vector normal a la superficie 2> + y? — z = 1, en el punto (1,1, 1).

Solucién Sea f(z,y,2) = 2> +y?> — 2 — 1 = 0, entonces Vf(2z,2y,—1) es normal a la

superficie, es decir Vf(1,1,1) = (2,2, -1).

Hallar el 4ngulo de interseccién en (—1,2, 1) entre las superficies 2%y+2 = 3, v In z—y? =
—4.

Solucién El angulo de interseccion esta determinado por el 4ngulo entre los vectores
normales a las superficies, es decir si f(z,y,2) = 2’y +2 -3 = 0, g(x,9,2) = vlnz —

y? +4 = 0, entonces Vf(—1,2,1) = (—4,1,1), Vg(—1,2,1) = (0,4, 1), por lo que cos§ =
(74,1, 1)-(0,=4,1) arccos ——>—
[@ L0, 4 1] = \ﬁ\ﬁ VIBVIT

Encontrar la ecuacion del plano tangente a la superficie dada en el punto indicado:

1) f('ray) = ‘TQ +y2’ (354725) 11) f(xvy) =V 25 - SC2 - y27 (47 7370)

Solucién

ie. 0=

i) El vector normal al plano en (z,y, z), es (2z,2y, —1), por lo que en (3,4, 25) es (6,8, —1)
y el plano tangente satisface (z—3,y—4,2—25)-(6,8, —1) = 0, es decir 62 +8y—2z—25 = 0.
ii) En el punto (4, -3,0), 5 8f \/257;"72 35 \/ﬁﬁ se indefinen, pero
el vector (4,—3,0) es perpendlcular al plano tangente por lo que:

(4,-3,0)(x —4,y—3,2)=0= 42— 3y =0.

Sea (2,4, 2) = (2,4, 2), r(2,9,2) = [r(w,9, )| = \/a” + 2 + 2.

i) Demostrar que Vr(z,y, z) es un vector unitario en la direccién de r(z, y, 2).

ii) Demostrar que V7" = nr"2r, sin € Z.

iii) Encontrar un campo escalar f tal que Vf =r.

Solucién

i) En efecto, r(z,y,2) = (z,y,2), 7 = V2> + > + 22y Vr = (2,9, )Hlll =
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ii) Dado que r" = (2% + y? + 22)"/2, entonces Vr" = In(z? +y*> + 2 ) Y(2x,2y,22) =

nr|jr||" 2.

iii) Sea f(z,y,2) = 3(z* +y? + 2?), entonces Vf = r.

La interseccion de las dos superficies dada por las ecuaciones 222 + 3y% — 22 = 25 y
2?2 4 4% = 22, contiene una curva I" que pasa por el punto (1/7,3,4).

i) Determinar un vector tangente unitario t a T en el punto (1/7,3,4), sin usar la repre-
sentacion paramétrica canénica de la curva.

ii) Verificar el resultado usando como parametro a z, para la representacion paramétrica

de la curva .

Solucién

i) Sea fi(z,y,2) = 222 +3y> — 22 — 25 = 0y fo(x,y,2) = 2% + 9% — 22 = 0, entonces
Vi(z,y,z) = (4z,6y,—22) y Vfa(z,y,2) = (22,2y,—2z) son normales a las superfi-

cies, por lo que Vf, x Vf, es tangente a la curva I'. De esta forma Vf;(1/7,3,4) x

1
Vfo(V7,3,4) = (24, —4V7,3V7T) vy = £ —L_ (24, —4/7, 3V/7).
ii) Si t = z, entonces 222 + 3y —t2 =25, 2% + y? =12 = y? + 12 = 25 = y = /25 — 12,
x = /2t2—25. Asi la curva parametrizada es r(t) = (v/2t2 —25,1/25 —t2,t), para
3V2<t<h.

Cuando t = 4, r(4) = (v/7,3,4) y un vector perpendicular a r(t) es el vector tangente

V(0 = (S o= )y (@) = (VT —4/3.1), @) = LT, por 1o que se

- C 1
tiene n = i”r()H +(24, —4V/7, 3[)F

Las tres ecuaciones F(u,v) = 0, u = 2y, v = V22 + 22, donde F es de clase C*, definen
una superficie en R?. Determinar un vector normal a esta superficie en el punto z = 1,

y =1,z =+/3, si se sabe que %F(l 1) = 1,%—5(1,1):2.

Soluciéon Sea G(z,y,z) = F(u(z,y, 2),v(z,y,%)) = 0, entonces el vector normal a la

superficie es VG(1,1,1/3) = (8—G(1,1 V3), aG(l 1 \f) 8G(1 1,V3)).

J0G _ OF Ou | OF Ov IG oF x _
Ahora, or _oudx T ovor  ox (1,1,v3) = y+ O V22 + 221(1,1,v3) >
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0G _ OF du , OF dv . 3G
9y = 9udy T avoy — 9y LLV3) =

0G _ 9F Qu | OF Ov oG
0z — Ou Oy oz 0 (11\/3

normal a la superficie es (2,1, /3).

8u 11\/5):

(% \/x2 + 22 ‘(1,1,\/§

= /3, es decir un vector

Calcule las derivadas direccionales de f(x,vy,2) = v2+2y*+32? en (1, 1, 0), en la direccién
(1,-1,2)y de f(z,y,2) = (%)Z en (1,1,1), en la direccién (2,1, —1).

Solucion El gradiente de f, Vf = (2z,4y,6z) el cual evaluado en (1,1,0) es (2,4, 0), por

lo que Vf(1,1,0)-%(1,—1,2) =(2,4,0)-(1,-1 2)% = %
Por otro lado, Vf = (%)Z(%, —7:In(%)) y VF(1,1,1) = (1,-1,0). Asi se tiene:

Vf(lv L, 1)'(_2v 1, _1)% = (17 _150)'(27 1, _1)L = L.

Determinar la ecuacién del plano tangente a la superficie z = z,/y en el punto (2,0,0).
Solucién Sea f(z,y,2) = z — z,/y = 0, el gradiente V f determinar un vector normal a
la superficie, pero en (2,0,0), Vf(2,0,0) no existe, pues Vf = (—,/y, %7 1).

Sin embargo observemos que si (xg, Yo, z0) €s un punto de la superficie donde existe el

gradiente, (x — zo,y — Y0, 2 — 20)-(—/%0, _QIT(Y)TO’ 1) = 0, es el plano tangente en el punto

. x Zo+v/Yo x 2
(w0, Y0, 20). Asi —$\/%+$0\/y0—y2\/(;%+ g tz—z0=0= —x@—yﬁ%+z+§0 =
0, pues zp = To\/Yo =— Y + 2%3!0 - melo + x%\/yo%o =0 y si (Jbo,yo,Zo) — (2,0,0)

tenemos el plano y = 0.

Otra manera de resolver el ejercicio, es observar que la misma superficie satisface
2?2 — 2%y = 0; de esta forma g(z,y,2) = 2% — 2%y es tal que Vg(2,0,0), donde Vg(=
(—2xy, —x?,22)) es normal a la superficie en (2,0, 0). De esta forma V £(2,0,0) = (0, —4,0)
y (z —2,y,2)(0,—4,0) = 0 = —4y es el plano tangente, es decir y = 0.

Determinar la ecuacién del plano tangente a la superficie z® + (x + y)2% + 22 + ¢y* = 13
en el punto (2,2,1).

Soluciéon Sea f(z,y,2) = 2% + (v + y)2% + 2® + y*> — 13, entonces Vf = (2% + 21,2 +
29,322 + 2(x + y)2) y Vf(2,2,1) = (5,5,11). Asi el plano tangente a la superficie es
(x—2,y—2,2—1)(5,5,11) = 0 < 5z + 5y + 11z = 31.

Sea x, a € R", b € RP, probar que:
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a) Si f(x) = Ax, A € M« ,,, entonces of _ A.

ox

b) Si f(x) = a’x, entonces % =da.
¢) Si f(x) = x’'Ax, con A matriz simétrica, entonces % = 2Ax.
d) Si f(X) =d Xb, con X € M,, ,,, matriz n X p, entonces % ab’.
e)Si f(X) = a’Xa, con XeM,, ,,, (matriz simétrica n x n), entonces % =2aa’—D(ad’),
donde D(aa’) es una matriz diagonal, cuyos elementos son los elementos de la diagonal
de aa’.
Solucion
a) Sea la funcién f: R™ — RP, con f(x) = Ax, entonces f;(x) = ﬁ:l aijrj,i=1,...,py

j=
tenemos que % = a;, es decir % = A, ya que la entrada ik de %{ es a;.
b) Sea la funciéon f:R™ — IR, con f(x) = a'x = anl a;r;, entonces % = ay, es decir
% =a.
c) Sea la funcién f:R"™ — R, con f(x) = x'Ax = ﬁ:l jﬁ:l a;;x;xj, entonces % =
z§n1 i % + ]él aRjx; = 2;:31 agiz; = (2A%)y i.e. %{ = 2Ax.
d) Sea la funciéon f: R"? — R, de modo que f(z) = a’X Zn: i a;b;x;;, entonces
f% = ab; ie. (%) aiby = 2L = v,

e) Sea la funcién f de R2"("t) en R, definida por f(X) = Xn: Xn: a;ajz;; y donde

i=1j=1

xij = xji-
A d of
si, cuando ¢ # j tenemos o = a;a; + aja; = 2a;a;.

Cuando i = j, f(X) = a;a;x4 + Z Q0% = of =a? entoncesﬁ =2aa’ — D(aa’)

Js 1 Wil , 1ty (%) 67 8X .
276]
Sea f:U C R®" — IR, U abierto, una funcion con derivadas de orden 3 continuas en U.
3 3 3
a) Probar que o°f o°f o’f sobre U.

8,@1»81:? - 02 ;07,01 - 895?8302»’
3
b) Demostrar que ﬁfaxk es la misma sobre U, si se permuta (i, j, k).
iUl

2
Solucién Denotemos f;; = 3%
iU

a) Observemos que f;; = f;; siempre que f;; sea continua, usando el teorema de Schwarz.
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Asi como f;;;, es continua para todo (i, j, k) € {1,...,n}>:
fii = fis = fji5 = Fijs = fij2s

fij = fji = fjij = fjji = [;2: y tenemos el resultado.

b) Por otro lado, como:

fii = fis = fijk = Fiiks [riz = Frjis

fik = frj = fijk = fikjs Fivi = frjis

fik = fri = fjix = firi> fikg = frij, se tiene que fin = fir; = frij = frji = fiws = fjin-
2.5 Funcion implicita

Demostrar que la relacion propuesta define implicitamente y en funcién de z, en un
vecindario del par (a,b) indicado y dar el desarrollo de orden 3 en un vecindario de a, de

la funcién y = ¢(x).

a)e™+y—-1=0, (0,0) b) xy? —sen(z +y)+y =0, (1,-1)
c)xzy—seny+xz =0, (0,0) d)1—ye*+ze¥ =0, (0,1)
e)rd +y>—3zy—1=0, (0,1 f) 2e*tv= tIn(x —y) — 22+ 4> =0, (1,0).
Solucién

a) Dado que f(z,y) = e*™¥ +y — 1 es de clase C*™ y que f=e"4+y-1=0

0.4

fy(z,y) = e +1 # 0, Vz, Vy € R y en particular

0.2

f4(0,0) = 2 # 0, existe ¢:Ij — Jy tnica de clase C*,

tal que f(z, ¢(x)) =0, con ¢(0) = 0. T o i

Ademas, 4,0/(1‘) _ _fI(SC,(,D(QC)) _ erte(@) , (pl(o) — 02

fy(z p(x)) —  ertel@ 1

e (14 /(@) (€9 + 1) = e (1 + f () )

¢"(z) = (ear+ea(x) +1)2
1
3

et (1 4 ' (x)) (3) 1
- (eertP(z) + 1)2 ’ SD”((D =T T 7%

i PO (L ()2 1) 4 e (1) (€7 1) e (14 ' (1))
" () = — (e:c+¢(z) n 1)3

. . 1 1
<p/”(0)=—4 Z 2 :_?4:?12,@(33):—%x—%ﬁxQ—Fﬁmg—FO(l‘g).

b
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b) La funcién f(z,y) = xy? — sen(z + y) + y es de clase
%, fylayy) = 22y — cos( + ) + 1y fy(L—1) = ~2 £ f=ar —sentatu) +y=0

0, f» = y* — cos(z + y), entonces existe p:I; — [ 4

i

unica de clase C*°, tal que f(z,p(x)) = 0, con ¢(1) = [\
—1. Ahora, z¢(z)? — sen(z + ¢(x)) + p(x) = 0, por lo 7 &J : i
que ¢ + 2zp¢’ — cos(z + @)(L+ @) + ¢ =0y ¢ = S
2
_ ¢t —cos(z+¢) 1) —
2x<pfcos(z+<p)+1:>¢(1)_0' "

Ademas, 2p¢’ + ¢’ + 2xpp" + sen(x + ©)(1 + ¢')? — cos(z + p)¢” + ¢ = 0y como
¢'(1) =0=¢"(1)2(-1) + ¢"(1) = ¢"(1) =0 = ¢"(1) = 0.

Por otro lado, 4¢"? + 4" + 2" + 22(2¢" ") + 200" + 220" " + 220" + cos(x + ) (1 +
¢')? +sen(z + 9)2(1 + ¢')@" + sen(x + ) (1 + ¢')¢” — cos(z + )¢ + ¢" = 0y como
¢'(1) = 0= ¢"(1) se tiene 2(~1)¢"(1) +1 = "' (1) + p(1) = 0 = ¢"'(1) = 5 = ¢(z) =
—1+ F(@—1)%+o((z — 1)3).

¢) f(z,y) = zy—seny+x es de clase C*, f,(z,y) = x—cosy, f=oy—seny+z=0

fy(0,0) = =1 # 0, f = y+ 1, por lo tanto Ip: Iy — 1
Jo unica de clase C*°, tal que f(z,¢(x)) = zp(z) —

sen p(z)+x = 0, con ¢(0) = 0. Ahora, derivando tenemos

o(x) + 29’ (x) — cosp()’(z) +1 =0 = ¢'(0) = 1. Cal-

culando la derivada de nuevo, ¢'(z) + ¢'(z) + z¢" (z) +

sen ()¢’ (x)? — cos p(x)@" (x) = 0.
Como ¢(0) = 0, ¢’'(0) = 1, tenemos 2 — ¢©”(0) = 0 = ¢”(0) = 2. Asi, 2¢"(z) + ¢"(x) +
z@" () + cos p(x)¢' (x)? + sen ()2 (x)¢" () + sen ()" (x) — cos p(z)p" (x) = 0 =

3¢0"(0) +1—¢"(0) = 0 = ¢""(0) = 7y se tiene p(z) = x + 2% + Iz% + o(z?).
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d) f(x,y) = 1—ye"+ze? es de clase C*, f,(z,y) = —e“+xe¥ f=1l-ye +we? =0

y f4(0,1) = —1 # 0, entonces J¢: [, — J; Unica de clase
C*, tal que f(z,¢(z)) =0, con p(0) = 1.

Ahora, 1 — e”p(z) + ze?(®) = 0 y derivando tenemos

—e®p(z) — ¢ (x)e® + e?®) + 2e?®) ' (2) = 0, por lo que *

—-1-¢'(0)+e=0=¢'(0) =—-1+e. "

Ademas, —e”p(z) — e®¢' (2) — e/ () — e (x) + e W/ (z) + ¢/ (z)e?®) 4z (x)e?®) +
zp! (x)%e?®) = 0.
Enz=0,00)=1,¢0)=e—1y—-1-2—-1)—¢"(0)+2(e—1)e=0= ¢"(0) =
1 — 4e + 2e2. Ademas, derivando de nuevo resulta —e®p — 3e”¢’ — 3e%¢" + 3¢"e? —
e +3(p")%e¥ + 3z " e? + 19" e¥ + x(¢')3e® = 0, por lo tanto en z = 0, ¢/ (0) = e — 1,
©"(0) =1—4e+2e?y —1-3(e—1)—3(1—4e+2e?)+3(1—4e+2e*)e+3(e—1)%e = ¢"(0),
osea ¢ (0) = —1 + 15e — 24e? + 9e3. Asi tenemos que p(z) = 1+ (e — 1)z + (e? — 2e +
D)a?+ (3e3 —4e? + Ze — 1)z + o(2?).
e) f(z,y) = 23 +y> — 3zy + 1, es de clase C*, f,(z,y) = f:ﬁ*ya;“y*l =0
3y? — 3z, f,(0,1) = 3 # 0, entonces existe ¢: [y — I
unica de clase C*° tal que f(z,p(z)) = 0, con ¢(0) = 1. \/

Ahora 2+ 3 (1) —3zp(r) +1 = 0 = 322 +3p?(2)¢’ (v) — -2 -1 g 2
3p(x) — 3z’ (x) = 0. -1
En (0,1) tenemos 3¢’ (0) —3=0= ¢/(0) = 1. 2

Derivando de nuevo, 6z + 6¢(x)¢’ ()2 + 3p2(z)¢" — 3¢ (z) — 3¢’ (z) — 3z¢" (x) = 0.
En (0,1) se tiene 6 4+ 3¢"(0) — 6 = 0 = ¢”(0) = 0 y derivando por tercera vez tenemos
6+ 12@/ 1/4,0 + 6(,0/3 + 390/// 2 + 690”@50/ _ 690” _ SQON _ 3%(,0”/ =0.

Para z = 0 se tiene 6 + 6 + 3¢/ (0) = 0 = ¢"'(0) = —4y p(z) =1+ z — 223 + o(z?).
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1
f) f(z,y) = 2e*Y=! +In(z — y) — 22 + > es de clase C*°,
fywy) = 20707 = kg o, f(L0) =1 £ 0y
existe p: [; — Jy unica de clase C* si x > y, tal que TE R TE 8
f(x,(p(ﬂ?)) =0, 90(1) =0. -0.5
Asi tenemos 2e* (@)~ L n(z —p(x)) - 2243 (z) = 0 = a1

88.

a) Sea f(z,y) = y> +y+x, como f,(z,y) =3y*+1#0,VyeR,

/

2e* L1+ ) + i:_—ﬁa —243¢%0 =0 =2+2¢'(1) -’ (1)+1-2=0= ¢'(1) = —1.
Adems, 2¢1(1 +')? + 2e7+e -1 — £ +(f)__@()12 =) 4 g + 370" =0 =
20" — " —4 =0 = ¢"(1) = 4. Derivando de nuevo, 2e**71(1 + ¢')3 + 4e* = 1(1 +
¢ )" +2eTHTI (@ — )T+ (@ — ) (1 - @) +2(1 — ¢ )" (@ — 9)* + 2(1 — ') (2 —

©) +6(¢")% + 1200" 0" + 69’ " + 32" = 0.

Enz=1,0(1)=0,¢(1) = -1, ¢"(1) =4y 20" (1) — ¢ (1) + 4(2) + 2(2)(4) +2(2)’1 +
6(—1)3=0=¢"(1)=-34ypx)=—(z—1)+2x—-1)2 - (z-1)3+o(z — 1)3
Demostrar que la relacion propuesta define implicitamente y en funcién de = sobre R y

que la aplicacion y = p(z) es de clase C*° en R:

Ay +y+r=0 b)y3+ (22 + )y +a2*=0
)y’ + (22 +1)y+1=0 d) P+ ety +22=0
Solucién

f=v’+y+z=0
1

se tiene que existe ¢: I, — J, Unica, tal que f(z, p(x)) =0,

o(z) = y; p es de clase C*°, pues f es de clase C°. Preferi-

blemente debe escribirse como ¢, la aplicaciéon ¢ dnica,

pues depende localmente de z. Se debe probar que existe 08

una unica funcién ¢ global en R. 1

La funcién f(zg, ): R — R, con f(zg,)(y) = f(x,y) es estrictamente creciente, de modo

que lilin f(xg,y) = +o0, para cada x fijo, pues f'(x¢,y) = 3y> + 1 > 0.
Y—T o0

Asi Vg existe un unico yo € R tal que f(xg,yo) = 0. Asi existe una aplicacion o: R — R
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tal que f(z, p(x)) = 01i.e. v, es la restriccion de ¢ sobre cada I, y ¢ es de clase C*°.

b) Sea f(z,y) = v* + (2> + 1)y + 2*. Un razonamiento

— .3 $2 (114 —
andlogo prueba que como f,(z,y) = 3y? + 22 +1 >0, f=y @+ ly+ 0

f(xo,-) es estrictamente creciente con liI:il flxo,y) = 0.5
Y— 00
+o00, para cada xy, entonces 3y, tal que f(zo,y0) =0, es 2 1 1 2

decir existe p: R — IR tal que f(z, ¢(x)) = 0.

Por el teorema de la funcién implicita ¢ es dnica y de s

clase C*. -2
¢ fy(z,y) = dy*+22+1>0, ¥ (z,y) €R? y usando el razonamiento de a) se tiene el resultado.

d) fy(z,y) = 3y*+ € >0, V(x,y) € R? y usando el razonamiento de a) se tiene el resultado.

Of=y"+@*+1)y+1=0 dDf=y’+ey+22=0
1
0.4
0.2
0.5
2 -1 1 2
1 0.5 0.5 1
0.5
1 -1

89. Demuestre que la relacion propuesta define implicitamente z en funcién de (x,y) en un
vecindario de (a, b, ¢) y dar el desarrollo limitado de orden 2 en un vecindario (a,b) de la

funcion z = ¢(z, y).

a3+ +23 —rz—r+y—224+1=0,(0,0,1) b)ln(l1+y—2)—2z—2=0,(0,0,0)

o (2 +y*+2)In(z+y+2)—e*+1=0,(0,0,1).

Solucion
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a) Sea f(z,y,2) = 2>+ 3+ 22 —wz—ax+y—22+1=0,
como f,(w,y,2) = 322 —x -2y f.(0,0,1) = 1 # 0,
existe una tunica funcién ¢: B((0,0),e) — J; tal que
[y, p(z,y)) =0, con ¢(0,0) = 1.

Dado que f(z,y,9(z,y)) = 0 = 2® +3° + ¢*(z,y) —

zp(z,y) —z+y— 2p(z,y) + 1, entonces:
322 +30% (2, y)pa (2, y) =20 (@, y) —p(2,y) =1 =202 (2,y) = 0 = 3¢,(0,0) —2—2¢,(0,0) =
0 = ¢,(0,0) =2,

3y? +3<P2(99ay)%0y(55»y) —zpy(x,y) +1—2py(z,y) = 0= 30y(0,0) +1—2¢,(0,0) = 0 =
‘Py((),O) = _11

6 + 6p(2,y) 2 (2, y) + 30% (2, Y)Paa(T,Y) — TPue(,y) — 202(2,y) — 2042(x,y) = 0 =
6-4 + 3¢002(0,0) — 4 — 20,,(0,0) = 0 => ©,,(0,0) = —20,

6y + 60 (, y)‘pi(wv y)+ 3‘:02@3’ y)@yy(% y) — m9‘%/1,1(% y) — 290yy(xa y)=0= 6+ 3‘Pyy(0a 0) —
2901;2/(0’ 0)=0= ‘Pyy(oa 0) = —6,

602 (2, y) 0y (2,Y) + 30 (%, Y)Puy (2, Y) — TPay(@,y) — 9y(2,Y) — 20y(z,y) = 0 = —12 +
302y (0,0) + 1 — 20,4(0,0) = 0 = ©,,,(0,0) = 11.

Asi o(z,y) = ¢(0,0) + ©.2(0,0) + ©yy(0,0) + 570020, 0)2% + 2y©ay (0,0) + 5704, (0,0)y> +

o(x? +y?) = 14 (2z — y) + (—102* + 11zy — 3y*) + o([|(z, y)||?).

b) Sea f(xvyaz) = ln(]- +y - Z) —Tr—z= 0’ fz(xvyaz) = f=In(l+y—2)—z—-2=0
—ﬁ — 1, £2(0,0,0) = —2 # 0, entonces existe
¢:B((0,0),e) — Io, Unica tal que f(z,y,¢(z,y)) = 0,
con ¢(0,0) = 0. Ahora f(z,y,¢o(z,y)) =0 =In(1+y — )
o(z,y)) — x — ¢(x,y), entonces:
7()0f£(xay)
< — 1 —py(z,y) =0 = 2¢,(0,0) = —1, es
5y —o(z,9) P (2, y) (0,0)

decir ¢,(0,0) = —3,

L+y—o(r,y
Cea(,y) (1 +y — o(z,9) + 02(2,Y) + Paelz,y)
(I+y—o(z,y))?

1- z,y
#y( )) —goy(:n,y):0:1—2<py(0,0):0:>g0y(0,0):%,

=0 = 20,(0,0)+ 7 =0 => ©,,(0,0) =



¢) Seaf(x,y,2) = (22 +y? +2)In(x +y + 2) — eV + 1,

90.
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1
-3

—oyy (@, y) (1 +y — o(z,y) — (1 — @y (z,y))?
(I+y—o(z,y))?
<pyy(0,0) = _%7
Py (T, Y) A +y — 9(z,y) — (1 — py(,9)pa (T, y)
(1+y—op(z,9))*

0 = ¢4,(0,0) = — 4.

— pyy(@,y) =0 = —20,,(0,0) — 1 =0 =

+ @wy(xvy) =0= 290my(0a0) +i =

Asi, p(,y) = — 5o+ 5y— 152" — gy — 157 +oll|(z,9)[?) = 3(y—2)— 55 (x+y)*+o(ll(z, ) [?)-

(22 +y* +22)
NCETEEN
1 # 0, entonces existe p: B((0,0),e) — J; Unica tal

Fola,y) = 22In(z +y+2) + ie. £(0,0,1) =

que ©(0,0) = 1y f(z,y,o(z,y)) = 0, por lo que (2z +

(=% + 4> + ¢°) .
2p00) Iz +y + @) + gy (Lt we) — e =

0= 14 9;(0,0) —1=0= ¢,(0,0) = ¢,(0,0) =0, por

simetria. Ademaés:

2z 4 200,
(2+ 203 4 20p20) In(z +y + @) + %(1 +¢y) +

(22 4 20p,)(x +y+ ) — (1 + @) (2® + 3> + 2%)
(z+y+¢)?
14 022(0,0) = 1 = 0 = ©,,(0,0) =2 = ©,,(0,0),

(2 + 2¢pp,)
(2pypu + 2000y) (2 +y + @) + s (L ey) +

2y + 209y (@ +y + ) — (22 +y* + ¢*) (1 + py) a® +y® + ¢ ot

—1+ ©z4(0,0) =1 =0=> 4(0,0) = 2.

1.2_,'_ 2+ 2
(1+¢x)+%%x—e“yzoz>

Asi, p(z,y) =1+ (2 + 20y + %) + o([[(z,9)?) = L+ (= +y)* + o([|(z, ) |*).

Sea A = {(z1,79,73) € R3/xy + 13 + 23+ 1 # 0}. Sea f: A — R3, f = (f1, f2, f3), con

Tk k
1+ a9+ 23 +1°

y verificar que |J; (21,22, 23)| = (z1 + 22 + 23 + 1) %

fe(x1, e, 3) = = 1,2,3. Demostrar que f es inyectiva, calcular f~!

Solucion Se observa que f(x1,z2,23) = f(2], 25, 2%) = fi(v1,22,23) = fi(a), x5, 2%),
itz t+as+1 7 o) +ab+af+1°

xi(r1 + z2 + 23+ 1), ¢ = 1,2,3. Sumando tenemos (z1 + z2 + z3)(x] + 25 + 25 + 1) =

i1 =1,2,3, es decir

=1,2,3 = z; (2} +ah+ai+1) =

(xf + b +25) (1 + 22 + 23+ 1) = 21 + 22 + 23 = 2] + 25 + a%. Asi se tiene que si
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/

T _ L . A :
Ty Sl gy D 1,2,3 = x; = 2}, ¢ = 1,2,3, es decir f es
inyectiva.

Por otro lado si definimos zp = z1 + 2 + 23 Y Yo = v1 + y2 + y3, donde y; = x(ﬁ 1>
entonces x; = yz(xO + ].) = Tp = y()((EO + ].) i.e To = 1 goy[), si Y1+ Y2 + Y3 7é —1.
Asi se tiene que z; = y;(xo + 1) = 1371‘1/0’ 1=1,2,3, es decir:
-1 N (W Y2 Y3 )
f (yhyZ;yS) (1_y071_y0a1_y0 )
. . Ofi  wmy—x;+1 Of; x; .
—1. A o 207 e T2 (A B .
siyr +y2 +ys # demas , s (w0 + 12 O, o 1172 si ¢ # j, entonces
To+1—x —x1 —x1
Jf($1,$27$3>:m —T9 o+ 1— 29 —To
—3 —I3 .’E()+1 — I3
. +1)2 1
el Jacobiano es det J¢ (21, z2,23) = (o = .
y f( 1, %2, T3) (x0+1)6 (m1+x2+x3+1)4

Calcular las derivadas parciales primeras y segundas de la funcion ¢(z,y) = z, definida
implicitamente por nz =z +y+ 2z — 1, en (2, —e, e).

Solucion Sea f(z,y,2) = lnz—z—y—2+4+1 =0,

f=lnz—z—-—y—2+4+1=0

fEC®R2 %0, 400(), folz,y,2) = L —1, £.(2,—e,e) =

% — 1 # 0, entonces 3! ¢: B((2,—e),e) — J. tal que

fx,y,p(x,y)) =0, con p(2,—e) = e. Como In(p(x,y)) —
P

z—y—py) +1=0,setiene F -1 -, =0 =
901(2776)
TR~ 1= pu(2,-€) = 0 = ¢,(2,—¢) = 55 =
QDy(Q?_e)a
2
2 Sﬁ.mc(27 *e)e — 672

— 1—e

me:o: > (I—e) + (2 -€) = 0 = gpa(l —1) =

ﬁ = (pxI(Q, —6) = @xy(za _e) = @yy(Q’ _e) = (—e j— 1)3 - (1 —66)3.

a) Sea n € N, demuestre que Vz € R, 3!y € R que satisface y>"*' +y —z = 0y que la

aplicacién ¢(r) = y asi definida es de clase C! en R.

b) Vz € R, calcular / p(t)dt en funciéon de n, x y p(x).
0
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Solucién

a) Sea f(x,y) = y*"*! +y — 2 = 0, entonces para z; fijo, f(zo,)(y) = y*" T +y — 29 es
tal que f'(zo,-)(y) = (2n + 1)y®" + 1 > 0 i.e. es estrictamente creciente; ademads de que
ygrinoof(xo, )(y) = £oo, entonces !y € R tal que f(zo,y0) = 0.
Asi se define p: R — R tal que ¢(z) =y, con f(zg) = yo, Vao € R, 0 sea f(x,¢(x)) = 0.
Por otro lado, f,(z,y) = (2n + 1)y*" +1 # 0 = IW: I,, — J,, tal que f(z,9(z)) = 0,
(xg) = yo 1.e. ¥ es la restriccion de ¢ a I, por lo que ¢ es de clase C.

b) Sabemos que ¢(0) = 0, pues ¢(0)(¢(0)*" +1) = 0 = »(0) = 0. Ademas,

[ 000+ ottt o) - e = 0 = B S i)+ ptear+

018 x 2n+2 T 2 T
/0 p(t)dt = /0 p(t)dt = —¢2n++(2) . 2( ) +xp(x). Como 2" 2(t) = —p?(t) + tp(t),

2n+1
entonces/ p(t)dt = QZIQQXP(%) — ﬁ@z(ﬂﬁ)-
0

93. Si f(z,y) = (2% +vy?)% — 3(2%2 + y?) + 1 = 0, determinar ' y ¥, suponiendo que % £ 0.
Soluciéon Es claro que f es de clase C*°. Dado que 15
fao(,y) = 3(2% + y?)*2z — 62 = 6([2® + y?]-1) ¥y '

fy(z.y) = 3(a* +y*)?2y — 6y = 6y([2* + y*] —1), por el

o
(W

teorema de la funcién implicita, si f,(z,y) # 0 en un

abierto, y se puede escribir en funcién de 2 de manera

-1.5

Unica en ese abierto.

Ahora, f,(z,y) # 0 < y # 0y 2® + y* # 1, por lo tanto existe y' y es tal que y/ =
_ 0 z2
_fz(xvy):_gyy//:i(_g) Y mdl‘ :_y+7:_$2+y2
fy(z,y) v de* Y y? y? y®

y#0ya® +y* # 1.

, siempre y cuando

: 0z 0z & 29,2 2 _ _ of
94. Determinar on oy S flx,y,2) =2 — 2y* + 32 — yz + y = 0, cuando 52 #0.
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Solucion Dado que f es de clase C™, f,.(z,y,2) = 2z,
f21272y2+3227yz+y20

fylz,y,2) = —dy — 2+ 1y f.(z,y,2) = 62 — y, entonces
si f.(x,y,2) # 0, por el teorema de la funcién implicita,
existe una unica funcién ¢ que es de clase C*°, tal que

P 0 0
F(.y. p(w.y) = 0. Asi, existen 57 (z,y) y 5 (z.y) en

R2\{(x,y)/ —y + 6¢(z,y) = 0} y estan dadas por:

9z " fz( Ty, ( v) ~ Gp(z,y)—y
3<p($ )= fy(@y,o(x,y) 11—y —p(x,y)
65 ’ fz(x Yy, e ( )) 690(557?4) -y
Sean F'y G funciones definidas por F'(z,y, u

) =ut+v—z—y, G(z,y,u,v) = zu+yv—1.
O(u,v)
Aa,y)’

Si F(z,y,u,v) = G(z,y,u,v) =0, determinar

oFGc) 11

Solucion Las funciones F'y G son de clase C*°. Ademas, como J = FIORD) =

Ty
y |J| # 0 <= y — x # 0, entonces existe una dnica funciéon p(z,y) = (u, v) de clase C*°

tal que F(z,y,o(z,y)) = G(z,y,¢(x,y)) = 0, siempre que z — y # 0. Asi, $¢ + v _ =1,

’6 Ox
u+x%+yg” = 0, por lo que 6“:u+y Qu _ute siz #y.

T—Y Jgr T—-Y’
. ou _ v—l—y 31}_ +x
Similarmente oy = oy~ T—y

: du,v)  (OF,G)\ (oFG)\ 1 y —1 1 -1
Finalmente, Nzy) < D) ) (6(x,y) ) =—5=%

1 yt+u —y—u

vy r+u r—1u
_z? v i dy d?y . Of
Sea f(z,y) " + )2 1 =0, determinar A’ da? si 5, # 0.
Solucién La funcion f es de clase C°, f,(z,y) = 2—323, PN S

la funcién implicita y se expresa como funciéon de x de ]

fy(lz,y) = i—g # 0 < y # 0, entonces por le teorema de /T—\

forma unica y tenemos:

v
2 2b2

L
p2 d?y y—y'x vty y’a® +x
72 - 2

da? y Yy R Ty
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y # 0.

97. Sea f(x,y) = 22 +y? + 2azy = 0, a > 1, determinar que y”(z) = 0 y explicar el resultado.

Solucién La funcién f es de clase C*, f.(z,y) = 2z + 2ay, fy(z,y) =2y + 2az # 0 <=

y # —ax, entonces por el teorema de la funcién implicita y se escribe en funcién de z,
folr,y) _ _ztay Y (z) = (1+ay)(y +ax) — (v + a)(z + ay)

!
€Tr) = — = — ,
V@) =—F ey = vFa (y + ax)?
_y+ax+ayy +aPxy —:ryz’ —ayy —ax—a’y _ (1-a®)(y —Qxy’) _
(y + azx) (y + ax)
(17a2)( ac—i—ay)_ oY% + 207y + 2%
(y+ax)2 y+xy+ax _(1 a) (y+ax>2 =0.
_ 7 A2 Vo
Asi, y? +2ary + 22 =0 =y = 2ax + ﬁ&x dz® _ ai2aa 1 ; e. esla ecuacién

de un par de rectas.

1 — dy ; 9f
98. Sea f(z,y) =y—1—y® =0, hallar g S 8y7é0.

Solucién La funcién f(z,y) es de clase C™, para y >0,

fola,y) = —y*Iny y si fy(z,y) = 1 —2y*" # 0, por el ’
teorema de la funcion implicita existe y inica en funcién 4
_ ’ _ _fx(xay(x)) _
d(e(:r, ;;al qu(e)f(m,y(x)) =0yy(z) = T @y@) — I
y(z))*Iny(z) . l-w

1—z(y(@)™ 0 siempre que z # (y(z))'~°. ~ .

. dy d%y . B u B af

99. Determinar de’ dp2’ sif(z,y)=y—x—Iny=0,con Jy #0.

Solucién La funcion f(z,y) = y — 2 — Iny es de clase C>, para y > 0, f.(z,y) = —1,

folay) =1—F #£0 >y #1.

Por el teorema de la funcion implicita, existe y Fey-z—Iny=0

unica en funcién de z de clase C*°, de modo que

f(z,y(x)) = 0, siempre que y # 1. Ademas,

/ _ _fT(x,y(x)) _ 1 _ y(z) "(g) —

y($)— fy(%y(x))_l_ﬁ_y(x)*l yy()—

Y(@)(y@) -1 -y @yx) Y@ _  y) :
(y(z) — 1)? (y(z) -1 (y(z) - 1%

100. La funcién z viene dada por la ecuacién f(z,y,z) = 22 + y? — 22 — 2y = 0. Determinar
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%,g—z’j,enx:—l,yzo,ZZL

f=a?4+y? -2 —ay=0
Solucion Por el teorema de la funcién implicita existe

una funcién z(z,y) anica tal que f(z,y,2(z,y)) = 0, si

l‘":"’l[[///

\u“

S
'l;/l;/ z

fz(wvyvz) = -2z 7& 0’ fx(xayvz) =2z - Y, fy(xvyvz) = \‘}\\:\{3.
\‘.,',’4

B dz _ 2z—y 9z _ 2y—z

)
oz oz _1
9z(-1,0) = -1, ay< 0)= 1.

. 2 ) 2 2
Determinar ¢2, 92 0 2 0z O 2 s1x—2+y—+z—2:1.
c

oz’ 0y’ gz’ 39639 oy’ b?
Solucion Sea f(z,y,2) = & + Z—Q + 2. — 1, es de clase C*® y como f.(v,y,2) = i—g *
0 < z # 0, por el teorema de la funcmn 1mplicita existe z(z,y) Unica tal que:
3Z(m y) = fa(z,y,2(z,9)) _ __ =z ol &(I y) = 7fy(sc,y,z(x,y)) _ __ Y c?
Oz INACEEICEN)) z(2,y) a®” Oy [y, 2(2,y)) 2(@,y) v
Ademas:
z(z,y) + & 22(z,y) +x2c—2
3722(33 ): Cf ( ) J:z,;(x y) _é ' Z('T7y)a :_i ’ a2
0s2 Y T T2 2*(x, y) a? 2*(z,y) a®>  2(zy
2(z,y) | a2
_ ot 2 a2 _ (y* = b*)c*
a2 Pny) VP (ay)
2 b?)c*
%ﬁ(x7y) = (2b2 3 x)y)’
0%z r 0Oz & xy AP ayc!
gmgy(m y) = ( )@(x 2 Y) 2 Z3<x7y) 20 a2b223(ac,y)'
oz 9y 9z

Si f(z,y,2) = 0, con f de clase C', demostrar que 0y 02 0 — = —1, siempre que f, # 0,
fy #0, f2 #0.

Solucién Sea (zo, yo, z0)€R tal que f(zo, yo, 2z0) = 0, con f (0, Yo, 20) # 0, fy(z0, Y0, 20) #
0, f.(%0,90,20) # 0. Por el teorema de la funcién implicita existen z(y, z), y(z, 2),
z(x,y) Unicas, tales que x(yo,20) = =0, y(To,20) = Yo, 2(To,%) = 20, siempre que

fz(xO;y()v ZO) # 07 fy($073/0720) # 07 fz(CUOyymZO) # 07 respeCtivamente‘

{ Ox _ Jfy(@(yo,20), Y0, 20) Oy _
Asi tenemos que (Ty(yo,zo) = (20, 20) %0 70" &(xo,zo) —

f=(w0,y (w0, 20), 20)
Jy(o,y(xo,20), 20)’
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f.”l:(x07y07 Z(IOa yO))
fz(xﬂvy()?'z(x()?yo))

0z

%(x()? Yo) = — , lo que implica:

3x ay aZ fy(xO’yOvZO) fz($07y07Z0) fw(x05y07zo)
9L (0 20)- 22 (20, 20)- 22 (0, — _ . . =1,
3y(y0 %0) 0z (%0, 20) 33?(960 o) fz(x0, 0, 20) fy(zo,Y0,20) f-(To,Y0,20)

siempre que f. (o, Yo, 20) (%0, Yo, 20)" f~(Z0, Yo, 20) # 0.
Como (z9,¥0,20) € R es arbitrario, el resultado vale para todo (z,y,z2) € R tal que
f(z,y,2) =0, siempre que f.(z,y, 2) fy(,y,2) f-(z,y,2) # 0.

Sea z = p(z,y), donde y esta en funcién de z, determinada por la ecuacion ¢ (x,y) = 0.

Determinar 9% siempre que v, # 0.

dx’

Solucién Si ¢, (z,y) # 0, entonces por el teorema de la funcién implicita existe y(z)

_Ya(z,y(x))
Dy (@ y (@) Por la regla de

. . 5} 0 d
la cadena z(x)az o(x,y(z)) tiene por derivada z'(z) = a—i(x, y(m))% + %(x, y(x))% =
P

o
7($,y(1‘))7(1‘,y($)) =, y(z y (2, y(x
0% (0, (o) — D0 T | eele ) ) )
@(x,y(w)) Vo(z,y(x)) Vy(z,y(2))

Unica, que satisface ¢(z,y(z)) = 0, de modo que y'(z) =

Sea z en funcién de (z,y) dada por la ecuacién f(z,y,2) = 222 +zy? +22 — 822 —2+8 = 0.

Determinar dz y d?z en (2,0, 1), dando claramente las condiciones de existencia.
Solucion fesdeclase C®ysi f.(x,y,2) =22—8x—1#

0, por el teorema de la funcién implicita existe z(z,y)

FA 0o _ Q & 2,
Unica de clase C*°, de modo que dz = (815’ 8y) ydéz = .

2z 8825

0x? 0Jzdy .

,8122 —8x —1#0.

9%z 0%z 7

0xdy  Oy?
Asi, 9 f, 2ZZ—8y—1>0y _ f. " 2z—8zr—1 Le. dz(2,0) = (0,0),
9z (4—82;)(22 — 8z — 1) — 2(z, — 4)(4x + y* — 8z) 3722(2 0)= 4
ox? (22 — 8z — 1)? ’ 22\ T I
&:_21}(22—8,@—1)—221!%];‘ 3722(2 0)= 4
dy? 2z —8z—1)2 y* 15
9z _  2y(2z—8x—1) — (22, — 8)2zy 922 (2,0) = 0
dzdy (22 — 8z — 1)? ’ dxdy =

Determinar dz, d?z, silnz = 2 + y + z — 1. Dar las condiciones de existencia de z en

funcion de (z,y).
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Solucion Sea f(z,y,z) =lnz—2z—y—2z+1=0, por el teorema de la funcién implicita

existe z(z,y) dnica tal que f(x,y,2(z,y)) = 0, si f.(x,y,z) # 0, es decir f,(x,y,2) =

1—2z
z

% —-1= #0<= z#1,z>01i.e. z # 1. Porlo tanto, z(z, y) se puede determinar en
todo punto (z,y) salvo para z = 1.

Como f es de clase C™, z(z,y) también es de clase C°, las derivadas parciales son

. . Zzx Rxy f -1

continuas y se tiene dz = (z,,2,), d’z = , donde z, = —fi =—1=z =
Zoy Zyy - Z

z az:_ —1 _ z p :<Z — ):Zr(1—2)+ZzZ: Zx —
e A (e e

z
(1-2)°

3 3

Ast,dz = (125, 725); 2= B B

(1-2)7 (1-2)°
Sea 2 la funcién determinada por la ecuacion 22 + y2 + 22 = p(ax + by + cz), donde ¢ es

diferenciable y a, b, ¢ son constantes. Demostrar que (cy — bz)@ + (az — cz)g—; = bax.

ox

Dar las condiciones de existencia de z en funcién de (z,y).
Solucidén Sea f(x,y,2) = 22 + 9%+ 22 — p(ax + by + cz) = 0, f es diferenciable, entonces
por el teorema de la funcién implicita existe z(z, y) unica tal que f(z,y, z(z,y)) = 0, si

fo(z,y,2) =22 — ¢’ (ax + by + ¢z) # 0. Ademas:

0z 0y = Cfolmyz(@y) | 20— ¢/(az+ by +cz(a,y))a |
Qx> B fz($7y72($ay)) N 2Z(x7y)_@/(air"‘by‘i‘CZ(iC,y))C,
&(LL‘ ) 77fy(w,y,z(:v,y)) _ Zy_ﬁpl(ax“rby-FCZ(l‘,y))b

ay = fz(xayvz(xay)) N 22’(17,:1/) _<P/(a$+by+cz(x,y))c'

Para aligerar al escritura, denotemos ¢’ en vez de ¢'(ax + by + cz(x,y)), entonces:

(cy = b2(, ) G (.9) + (az(z,y) — c2) G () =

2z — ayp’ 2y —by'
22 — ¢’ 22 —cp’

2cay — acyp’ — 2bxz(x,y) + abz(x,y)¢’ + 2ayz(x,y) — abz(x,y)p" — 2cxy + bexy’
- (22(z,y) — e’ -

—(cy — bz(z,y)) — (az(z,y) — cx)

(22(z,y) — c¢')(—bx + ay) _
- 22(z,y) — ' = v

Demostrar que la funcién z, determinada por la ecuacién f(x — az,y — bz) = 0, con f

9z 0oy = 1. Dar las condiciones de existencia de z en funcién
X

diferenciable, satisface a
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de (z,y).
Solucion Sea F(z,y,z) = f(x — az,y — bz) = 0, entonces F' es diferenciable y por

el teorema de la funcién implicita existe z(z,y) unica tal que que F(z,y,z2(x,y)) = 0,

_ 9 ou  9fou _ Of of _ of of
si F, # 0. Ademas, F, = 500z T oves — 8u( )+ ( b) # 0, donde 90’ Do
significa que las derivadas se hacen respecto a la primera y la segunda variable de f,

respectivamente.

Asi z(x,y) existe, si —a%(m —az,y—bz) — bg(a: —az,y —bz) # 0y se tiene:

ov
af - of
0z _ _Fr L0z _ My v 0z 10z _
il ol _ﬁ_ afioy ~ T~ _aﬁ_ fysetleneaa +b8y
“Bu v ou v
Sea F(%, %) = 0, demostrar que x% +ygz =z, si F es de clase C'. Dar las condiciones

de existencia de z en funcién de (z,y).

Solucién Sea f(z,y,z) = F(u,v) = F(%,

NS

) = 0, entonces f es de clase C! y por el
teorema de la funcién implicita, existe z(z,y) Gnica de modo que f(z,y, z(x,y)) = 0, si

Jo(@,y.2) £ 0k, fu(w,y,z) = OF0u  OF dv _ _OF(z Yyx OF(x Y)Y 4 Ahora:

Ou 0z  Ov 0z Ou 22,2 Gy R 2,2
ﬂ(l y)l @(i y)l
&:_fr(x,y,z) _ ou 2 2% %: v \2' 2%
e LD (SR D GEE D) 5T (GG D G D) S
. 0z 0z _
y se tiene T oy +y7y =

Demostrar que la funciéon z determinada por y = zp(z) + ¥(z), satisface la ecuacién

82 (gg) 28327 ?)Z 88;83/ * %(%)2 = 0, donde ¢, ¥ de clase C?. Especificar las

condiciones de existencia de z en funcién de (z,y).

Solucién Sea f(x,y,2) = y — zp(2) — ¥(2) = 0, f es de clase C? y por el teorema
de la funcién implicita z esta en funcién de (z,y) de modo que f(z,y,z(z,y)) = 0, si
fo(x,y,2) #01e. f.(x,y,2) = —x¢'(2) — ' (2) # 0. Ademas:

0z _ _falmy,2) _ (2) ¢ 0z _ _Ju(,9,2) 1

or — f(zy.2) w2 +¢(z) T w +47 Oy fwy,z)  ap +U7
6722 B _4,0121(33(,0/"‘1"(//) _w((p/+$<p//zm +’(/)//Zz)
6332 - (xgp’—kz/;’)z
—22:0"2 — 2e0' VY + 0’ — T2 09" — 220"
(¢’ +1)?
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0%z _ wye" +¢"z 92, a1

o> (z +)? 7 Oxdy (zo' +¢/)2

3z 0z 0z 0z 0%z 8%z (0z\2 _
(%) 2695? dxdy +6y (&E) o

Sea A = x¢’ + 1)/, entonces

A4[ T220"% — 250 ¢’+s0s0 — x250¢0" —zmw " — 200" — 2x09" 2p — 200" 25 — 2P?Q" 2y —
QWIZ]: 1[ 2y w/_ +z 277/1” . 29" 27/)7//]:

O 2y TP ""A o’ + zp? A e k|

1

i [gee @ +0) — el =0.
Las funciones y(z), z(x) se dan por el sistema 22 + y? — 22 = 0, 22 + 2y + 322 = 4.
Determine v/, 2/, y", 2", paraxz = 1, y = 0, z = 1. Dar las condiciones de existencia de z

en funcioén de (z,y).

22 4% — 22
1.2 + 2y2 + 3y2

C* y por el teorema de la funcién implicita existe (y(z), z(x)) en funcién de =, de modo

que F(x,y(x), z(x)) = 0, si det 8(6sz) # 0.

Solucién La funcién F:R? — R? dada por F(z,y,z) = , es de clase

2y —2z /
Ahora % = y det % = 20yz # 0 < yz # 0. Ademas y,(x) =
Y, 4y 62 Y Z (1’)
-1 6z 2z _4dz
) '0)- e 2) ()
)2 19) yz
(y,2) € —dy 2y 2x %%
Asi en (1,0,1) no se satisface y # 0 i.e. no existe y'(1) ni y”(1), pero si existe 2'(z)
’ 1 ’ lz ; " 1,z—2'z 12_%%2 522 — x?
2'(1) = . Como 2'(x) = 57 se tiene que z (x) = 5( o> ) = 3( - ) = 55,8
ie. 2"(1) = 5.

Las funciones u, v de las variables z, y se dan por el sistema de ecuaciones implicitas

x = ¢(u,v), y = ¥(u,v), con p, ¢ de clase C*. Determinar au %, % %

Solucién Por el teorema de la funcién inversa (u, v) se escribe en funcion de (z,y), si

8(807 w) : : . 890 8’1/} a'l/) 890 X .
3w, v) es invertible, es decir si e B0~ Ju Do # 0. En este caso se tiene:
- oy _9p 9u Qu
Ou,v) _ (a(so,w)> R Byl N i 7
8(x7y) B(u,v) _@ 8£ v v
Pu Po ou  Ou Ox Oy

quu wi}
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Asi ou _ 1 N gu 1 9o v 1 N gy 1 2%
> Ox ov’ Oy ov’ 0z ou’ 0y — ou’
<)0U. 901) (p'll, 901) <)0U. SQU <)0U. SQU
Yu Yy Yu Yy Yu Yo Yy Py
Sea z = F(r,6), donde r y 6 son funciones de las variables z, y, determinadas por el
0z 0z

sistema de ecuaciones x = r cos, y = r sen §. Determinar 00 Oy

Oz _OFOr ( OF 00 _ 0Fxz  OF 1 1 _
Solucién Por la regla de la cadena 0 — row T 006 = orT T 00 = (%)2

<

oF OF —rsenf _ 9F OF senf . 0z _ OF AF cosf
or sVt o2 T o sl g T Yoy T om0t g
Considerando z como funciéon de (z,y), determinar %, g?j Siz = acospcosy, y =

bsen ¢ cos, z = csen .

Solucioén Por el teorema de la funcién inversa, para que exista z en funcién de (p, ),

—asen p cosp —acos pseny
debe tenerse que M‘ = # 0 <= absen cos ) # 0.
L bcospcosy —bsen psen
Asi tenemos:
A, ) <B(x,y) >1 B 1 —bsenpseny  acospsen
= = e
@, y) o, ¥) abseny cos§ —bcospcosy —asenycosy
sen COs ¢
_ | acosy  beosy , es decir:
COS sen

“asenty  bsen)
0z _ 0200 | 0z 8¢_CCOS¢(_ COS@)

= —£ cos pcotg 1y,

o 37374'81[;6 aseny
0 0
g; = % b + (gfb 6¢ ccosw(—bsseéln@) = —%SGWPCOth/)-

Sea f(r,y) = x? + 32, demostrar que los resultados estdan acordes con el teorema de la
funcién implicita en el punto (0,1).

Solucién Sea g(z,y) = 22 +y?> — 1, g es de clase (0,1)

C®; como ¢(0,1) = 0, por el teorema de la funcién /0\’(@ =+vita®

implicita existe y(z) en funciéon de z unica tal que /

Dado que g,(0,1) = 2 £ 0, y/(z) = 7% = % 4/(0) = 0. Ademés y(x) = +V1 - 22.

g(z,y(x)) =0, si gy, =2y # 0.

Estudiar el conjunto de soluciones de la ecuacién f(z,y) = y> — 2%y = 0.
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Soluciéon Sabemos que y3 — 2%y = y(y?> —2%) =0 <=y =0, y = =.

— Si  # 0 hay tres soluciones a la ecuacién f(z,y) = 0, es decir la solucién no es
Unica. Para determinar la solucién unica del teorema de la funcién implicita se necesi-
tan condiciones iniciales. Por ejemplo si se considera que la solucién satisface g(—1) = 1,
se define en un vecindario de = = —1, g(z) = —z, pues f(—1,1) =0y f,(—1,1) # 0. Este
resultado se asegura por la existencia y unicidad de la funcién continua que satisface
g(—1) =1, es decir g(z) = —=.

- Siz =0, f(z,y) = 0, f(0,y) = 0 tiene solucién

Unica y = 0, pero f(z,g(x)) =0y ¢g(0) = 0 no permite

A y=u=x
definir una tunica funcién continua en 0. En efecto,
9(z) =z, g(x) = —z, g(z) = 0, g(z) = [z], g(x) = —|z| .y =0
son soluciones y no se contradice el teorema de la
funcién implicita ya que f,(0,0) = 0. y=—x

Sea f(z,y) = y> — vy + 2, demostrar que la ecuacién f(x,y) = 1y la condicién g(1) = 1
definen una funcién de clase C*° en = = 1. ;La ecuacién f(x,y) = 1 define otra funcién
en un abierto de z = 1? En otras palabras se puede encontrar b para que la ecuacion y

la condicién h(1) = b definiendo una funcién continua h en un abierto de 1.

f=v’—ay’+2%—1=0
Solucién Redefinamos f(x,y) = y> —xy? + 22 —1, es de 2

clase C* y se tiene f(z,y) = 0. \/}/V

1 # 0, entonces f(x,y) = 0, g(1) = 1 define una funcién

g de clase C*° en un vecindario de = = 1, de modo que
/ _ _g(x)2 + 3a?
90) = 35w —22g(e)

ie. ¢'(1) = -2, pues g(1) = 1.

b)Si f(1l,y) =1=y*> —y=0=y =0,y = 1, dando una solucién doble, pero f,(1,0) =0

y no se aplica. Esto corresponde al hecho que Vx € V4, vecindario de z;, f(x,y) = 0 tiene
una raiz cerca de 1, o sea la funcién g(x) tiene dos raices cerca de 0, lo que no permite
escoger una en vez de la otra. Como f,(1,0) = 0, el teorema de la funcién implicita no

se aplica (no hay solucién tnica).
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Demostrar que la ecuacion e” — e¥ + xy = 0, define y como funcién de x en un abierto de

z = 0. Dar el desarrollo de Taylor hasta el orden 5.

Solucién Parax =0, f(0,y) = 1—e¥ = y = 0. Ademas f=et—etay=0
fa=e€"+y, fy = —e¥ +z, pero f,(0,0) = —1 # 0, por el

teorema de la funcién implicita la ecuacion f(z,g(z)) = : 4
0, g(0) = 0 tiene una solucién tnica en x = 0 de clase

C® (pues f es de clase C*). Asi: -6 /\

e’ +g(x) — 9@y (x) +2g'(z) =0y ¢'(0) = 1,

et + 29’(3’:) _ eg(w)(g/(x))Q _ eg(x)g//<x) 4 a:g”(x) =0y g//<0) =2,

et — eg(a:)(g/(x))B + 391/(1,) _ 369(36)9/(:6)9”(.%') _ eg(w)g///(x) 4 mg”’(m) =0y g///(o) =0,

e? — e/ (g'(2))" — 69 (g'(2))%g" () — 3e9) (" (2))? + g (w) — 49V g/ (2)g"" () —
e9(@) g(4) () + Ig(4)(x) =0yg¥W (0) = 24,

e — e (g/(x))° — 10e97)(g/())%9" (x) — 159y (2)(g" (x))* — 1069 (g’ (2))g" (x) —
109" (z)g" () + 59 () = 5e(*) g/ ()9 (z) — e#*) g®) (z) +-29 () = 0y ¢ (0) = 320,

ie. g(z) =+ 2 +2* + §a° + o(a”).

Sea f(x,y) =z —y+ 2In(z + y), demostrar que la ecuacién f(z, g(z)) = 0y la condicion
g(3) = 1, definen una funcién g derivable en un abierto de 1. Dar el desarrollo de g

hasta el orden 2.
Solucién Sabemos que f(%,1) = 0, f,(z,y) = -1+

2
r+y

f=z—y+2In(z+y)=0
4

ie. f,(3.4) =140, por el teorema de la funcién

implicita la ecuacién f(z, g(z)) = 0y la condicién g(3) =

3, definen una tnica funcién g en un vecindario de 3. 2
Como f es de clase C™ en un vecindario de (1,1), g es
de clase C'*° en un vecindario de % y tenemos: o i
1+g'(z) 1 9"(x)(z + g(z)) — (1 + ¢'())?
1—g(z) +2 =0, ¢(%) = -3, —¢"(x) + 2 =0,
9( ) a:—i—g(a:) 9(2) g ( ) (ac+g(x))2

Sea f(z,y,2) = 2 + 3xz + 22% + 2y% — y* , probar que la ecuacién f(z,y,g(z,y)) =0yla
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condicién g(1,—2) = —2 definen una funcién g(z,y) continua con derivadas parciales en
un abierto de (1, —2). Calcular g, (1, —2) y g,(1,—2).

f=a®+3zz4+22° +a2y? —93 =0
Solucién La funciéon f es de clase C* en (1, -2, —2)
y como f(1,—-2,—-2) =0, f.(1,—-2,-2) = 15 # 0, existe
g(x,y) tnica de clase C* tal que f(z,y,9(z,y)) = 0,
g(1,—2) = —2. Ademas:

_folzy9(zy) _ 3g(z,y) +62° +
fZ(Iayhg(xay)) 392($,y) + 3z ’

g”l'(la 72) = 7%’

9z (2,y) =

_ _f@ye(ry) 2wy -3y* _ 16
WY = F Gy g y) T 3Py +sa T e

Encontrar la ecuacién de la tangente a un circulo y la ecuacién del plano tangente a una

esfera.

Solucién Sea f(z,y) = (x —u)? + (y — v)? — r? = 0, entonces V f(z,y) = 2

Sea (a,b) un punto de la circunferencia (f(a,b) = 0),

entonces Vf(a,b) =2 [ “""]. 4

b—v v
Sea (z,y) un punto de la recta tangente, entonces el z /
vector (z — a,y — b) es ortogonal al vector V f(a,d) i.e. \-/
(x—a)(a—u)+ (y—b)(b—v)=0. wa

Similarmente f(z,y,2) = (z —u)? + (y — v)? + (2 — w)? — r? = 0 define la superficie de la
esfera de centro (u,v,w) y radio r. El plano tangente a la esfera en el punto (a, b, ¢) (i.e.

fla,b,c) =0)es (x —a)(a—u)+ (y—b)(b—v) + (2 —¢)(c —w) = 0.

Sea f: R — R una aplicacién de clase C' tal que existe k €]0,1[ que cumple Vt € R,
|f/(t)| < k. Sea g:IR? — R? definida por g(z,y) = (z + f(y),y + f(z)), demostrar que g

es biyectiva.

1 !/
Solucién Es claro que J,(z,y) = f'@) =1-—f'(y)f'(x) #0,Vz, Vy € R, luego
fix) 1

g es localmente invertible en todo IR? y por lo tanto es biyectiva.
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Si e*t¥ = ¢y* con y > 0, determinar %
z+y—xzlny =0
20
Solucion Sea f(x,y) = e*T¥—y*, es de clase C*° si y>0. s
Ademas, f(z,y) =0ysi % = eV —zy*~! £ 0, entonces 10
existe una aplicacién ¢(z) = y de clase C* unica tal que 5
f(x,(p(a:)) =0. 15 -10 -5 5 10 15
?(1’7 ¢(x)) e?t(®) _ »(2)% In p(z)
Por otro lado ¢ (z) = — 8? = ——® 28 pero e () = (2)” por
Gwe@) T el
oy p@)e @1 —Inpz)  p(r)(np(z) —1)

lo que ¢ (IE) - So(x)eergo(m) _pertel@ T T — (,0(33) .
Observemos que si e = y?, la condicién e*tY — xy*~! = y® — ay* ! = y*(y — ) #
0=z #y.
Sea f una funcién de clase C', determinar las condiciones para que la ecuacién e® sen z =
f(eY cos z) defina z implicitamente en funcién de (z,y) y calcular % sen?z — % cos? z.
Solucién Sea ¢(z,y,2) = e“senz — f(eYcosz), es de clase C*. Si g—f = cosze® +
eV f'(e¥ cosz)sen z # 0, el teorema de la funciéon implicita garantiza la existencia de una
funcién z = g(z,y) tal que ¢(z,y, g(x,y)) = 0, g de clase C'. Ademas:

dp
69(35 y) B %(ﬂ%y,g(ﬂ?yy)) _ 7seng(x7y)ex
a9, ’ - = 8 - e® 7 eY ey’
oz 87‘5(177%9(177@) cos g(w,y) + f'(e? cos g(x,y)) sen g(x, y)

I
@ ) = 57/(%3/,9(%@/)) _ —f’(ey cosg(a;,y))ey cos g(,y)
gy V) =~ 3y — e"cosg(z,y) + f'(e¥ cos g(x,y)) sen g(z,y)e?”

E($7y79(x7y))
por lo que 92 (z, ) sen? g(z,y) — 22 (2, y) cos? g(x, y) =

B@ ) ) ax ) )
f'(e¥cosg(z,y))e? seng(z,y) + e” cosg(z,y) _

seng(aﬁ, y) COSg(a?, y) % cos g(x,y) + f/(ey cosg(z,y))evseng(z,y) sen g(, y) cos g(, y)
Sea f una funcién de clase C'! sobre R?, determinar las condiciones para que la ecuacién

f(ln\/x? +y? + 22, arctan ——=—) = 0, defina » implicitamente en términos de (z,y)

x4y
0z 0z
y calcular x oy Yo

Solucion Sea p(z,y,z) = f(In /22 + y2 + 22, arctan \/%), que esta definida sobre
€ Y
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_Ofou Ofov _0f - of \/m
3 2% u v _9/__ 2z
R\ {0} x {O}XR entonces si 82 = w0 T wo: Ty T R Rt T

0, o sea —z + —\/IQ +y2 # 0, donde Bf’ ﬁ son las derivadas parciales de f con

respecto a la primera y segunda variable respectivamente, entonces el teorema de

la funcién implicita garantiza que z se escribe en funciéon de (z,y). Ademas, g—i =
ﬁ$ _ g xrz
duz® +y° + 22 0v (22 4+ 92 + 22) /a2 + 2’
dp _ Of Y of yz
= == - == or lo que tenemos:
R Y T A
20z _ yaz _ 1 ( _ Ty af
dy ox g . g \/132+y2 72 _|_y2_|_22 o
Qua?+y>+2°2 vz +y?+22
TYz of Ty af TYz g) _
(22 + 2 +2) Va2 +y20v  2? Yyt 22 0u (22 4y 4 22) a2 g2 OV
125. Dado el sistema de ecuaciones z? + 3% + u? — v? = 0, 2y + uv = 0, determinar gz gg,
du v
dy’ dy*
.. . ) 22 + 42 +u? —0?
Solucion Sea F:R* — R? dada por f(x,y,u,v) = es de clase
TY + uv
F 3(F1,F2) 2u —2v . . . 9o 2
C*>,con F = y “Olu,0) = es invertible si v + v* # 0, por lo que el
2 v u

126.

Teorema de la funcién implicita implica que existe g(x,y) = (u,v) de clase C*° tal que

F(z,y,9(z,y)) = 0. Asi escribimos g(z,y) = (91(=,y), 92(2,y)) = (u(z,y),v(z,y)). De esta

forma tenemos que:

INu,v) _ (a(FhFﬁ)l oF,Fy) 1 v v 2v 2y | _
= = p) p) =
Iz, y) ouv) ) Owy) 2@ e I, .
ur + vy uy + vx
2zu +2vy  2uy + 2vx W02 ul ol
- 2(u? +0?) Tl w—av wa—yo

—2zv 4+ 2uy —2yv + 2ux

u? + v? u? + v?
En el sistema de ecuaciones z° + 3 + 23 — 3zyz = 0, axz +y + z = 0, donde a # 1, deter-

dy _ dz
minar d— M

.. L o’ +y° + 2% = Buyz .
Solucion La funcién F(z,y,z) = es de clase C>*. Asi, si

ar+1y—+ =z
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3y? — 3xz 32% — 3ay
_OF _ _ es invertible, i.e. si 3(y?> — 22 — 22 + 2y) = 3(y —
Iy, 2) 1 1

z)(x + y + z) # 0, por el Teorema de la funciéon implicita existe ¢(z) = (y(z), z(z)) de

clase C* tal que F(z, p(z)) = 0. Ademas:

/() ( OF )1 OF 1 1 —32%2+3zy 3x2 — 3yz
Ylx)== 30 T YT R —) :
Ay, 2) or 3(y* —xz — 2% + 1Y) 1 3y — 3z 1
2 —yr— 2 day (2 = 2)(z +2) + y(z — @) v = 2()
N rmemmrw | | v ret=a) | _ | i@
Y —xz— a2+ zy -y ty) +2(z—y) y(z) —=
y?—zz— 2" +ay (y—2)(y+2) +a(y—2) y(x) — z(x)
_ _ _ 8u Ou Ov Ov
Dadas las ecuaciones 92y + v? = 0, zv — 3u? = 0, determinar > Dy’ D Oy
9zy + v2
Solucién Sea F:R* — R? dada por F(x,y,u,v) = , entonces F es de
v — 3u?
aF 0 2v
clase C>*y 3(u,0) = es invertible, si uv # 0. Asi, existe g(z,y) = (u,v) de
’ —6u x
clase C* tal que F(x,y,g(z,y)) = 0y se tiene:
8(u,v)__< OF )_1 OF __ 1 T —2v 9y 9x
o(x,y) d(u,v) | O(z,y) 12uv 6u 0 v 0
—9zy + 202 322
_ 12uv duv
—9y —9x
2v 2v

Sea F:IR? — TR de clase C!' y sea z = g(x,y) una funcién definida por la ecuacién

3 0z

z = F(x + y,yz). Determinar ¢% 2 Y oy o funcién de las derivadas parciales de F.

Solucion Sea H(z, y,z) = 2 — F(x + y,yz), es de clase C' y se supone que a—H =

1— %5 0— %F y=1-— y # 0, donde 8F %F significan que se derivan en F' con respecto

a la primera y segunda variable respectlvamente. El teorema de la funcién implicita

garantiza que existe z = g(z,y) de clase C! tal que H(z,y,g(z,y)) = 0, si 1 — 8—F(Jc +

v
yyg(@.y))y # 0. Ademds Y (2., g(a,y)) = ~FE (@ + y,yg(e.)), G @,y.9(0,0) =

—%%(x +y,y9(z,y))9(z,y), por lo tanto:
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o0 %%(x,%g(x,y)) 8—F( +y,y9(z,y))
z,Y)=— = ’
Oz %I(z,y,g(x,y)) %F( z+y,y9(x,y))y
. Gy vaey) Gty ygle)gey)
dy %%(x, y,9(z,y)) - %—F(z +y,99(x,y))y

2.6 Formas diferenciales

Estudiar las formas diferenciales w siguientes, en dos variables. ;Es w cerrada? ;w es
exacta? En caso afirmativo, calcular las primitivas de w; si w no es cerrada, buscar una
funcién p(z,y) # 0 en el que la forma diferencial w; (z,y) = ¢(2, y)w(z, y) sea cerrada (¢
es el factor integrante de w) (Es w; exacta? En caso afirmativo calcular las primitivas

de Wi

a) (2z + 2y + ") (dz + dy)
dy — ydx
p) LY —yar
(z—y)*
o xdx + ydy
22+ y?
d) (1 + 2zy)dz + 2y°dy) cos(z? + y?) + ((1 — 2zy)dy — 222dx) sen(z? + y?)
y2dx + 22dy
e) L AT T LAY
(z +y)?
—y)dx + (z + y)dy
2+ 12
&) (1+22) (1 + 22)dy + (zy — 2% — 1)d)

— ydy

p @

az + by)(zdy — ydx)
(x2 +y2)3/2
J) d:c — 12 dy, p(x,y) depende sélo de 22 + 3>
ry

i)( abeR

k) (x +y? — 1)dx — 2ydy, ¢(z,y) depende sélo de

D) y2dx + 22dy, p(x,y) depende sélo de = + y

m) ydx — xdy

Zy—1 ° ¢(z,y) depende sélo de zy

n) 2z(y — 1)dz — (2% — 1)dy, ¢(z,y) depende sélo de x

0) (2 + y? — 1)dz — 2zydy, p(z,y) depende sélo de 22 — y?
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p) y(l+ x)e Ydx + z(1 — y)e Ydy, ¢(x,y) depende sélo de =
Q) (1+ (z+y)y)dx + (1 + (x + y)z)dy, ¢(z,y) depende sélo de zy.
Solucién

a)w = (22 + 2y + e ¥)dx + (22 + 2y + e*TY)dy = Pdx + Qdy; w es exacta en R?, pues

8P_ T+ _8762 4o
@_2+e y—ax.Ademas.

%:2x+2y+ef+y=>f:a:2+2xy+€“”+y+01(y)

g—ch:2x+2y+ew+y:>f:2xy+y2+e””+y+02(x)

= f=(z+y)’+e T+ C

Las primitivas de w son las aplicaciones f(z,y) = (z +y)? + e + C, C € R.

b)w= (scivy)Qdy_ @ _yy)Qdaj = Pdz + Qdy

Q _ x4y _ 9P _ 2
9o = oy = Oy — s cerrado sobre U = {(z,y) € R*/z # y} y es w exacta

sobre U; = {(z,y) € R?/z —y >0}y Uy = {(z,y) € R?/x — y < 0}. Por otro lado, tenemos

que:
of y y
of x Ty

Ty~ w—y? :>f=—x7_f_y+02(33)

Las primitivas de w son f(z,y) = —%— + C;, sobre U;, C; € R, i = 1, 2.

T—y

_ =z y—y@®+y*)
c)w—x2+y2dx+ prepy dy = Pdx + Qdy.
% = —(5522_;_13722)2 = g—g = w es exacta sobre R?\{(0,0)}. Adema4s:
af _ T — 1n(22 2 C
or ~ 2242 = f=3In(z" +y*) + C1(y)

’ = f=1In@*+4*) - Ly +C

of y 2 Y 2Y .
dy = P —y=f=3In(@*+y*) - 3y° + Ca(x)

Las primitivas de w son las funciones f(z,y) = %lm(nc2 +y?) — %y2 +C,CeRR.
d) w = ((1+ 2y) cos(z? + y?) — 222 sen(z? + y?)) dx +

(1 — 2zy) sen(z? + y?) — 2y% cos(z? + y?))dy = Pdx + Qdy.

%—P = 2z cos(z? + y?) — (1 4 2zy)2y sen(z? + y?) — 42y cos(z? + y?)
y ., op _0Q
2Q oy Oz’

T sen(z? 4+ y?) + (1 — 2zy)2z cos(z? + y?) — dzy? sen(z? + y?)
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y w es exacta sobre R?. Adem4s:

% =P = f =ysen(z? + y?) + z cos(2? + y?) + C1(y)

% = Q= f = xcos(x? + y?) + ysen(x? + y?) + Ca(x)

f =z cos(x? + y?) + ysen(z? + y?) + C.

Las primitivas de w es la familia de funciones f(z,y) = z cos(z? +y?) +ysen(z% +y?)+C.

y2

(z +y)?

% = g—g, por lo tanto w es cerrada sobre U = {(z,y) € R*/z +y # 0} y es exacta sobre

2
dr + —X——dy = Pdx + Qdy

Q) w = (z+y)?

Uy = {(x,y) € R?/z +y >0} y sobre Uy = {(z,y) € R?/x + y < 0}.

Por otro lado:

of y? y
Dy TEty T
Y = f=-"2 4
of 22 e Ty - Coly) Tty
3y_(;z:+y)2 Trty 2\
Las primitivas de w sobre U; es la familia f(z,y) = :raiﬁ/y +C;,CieR,i=1,2.
Dw= xg;szx—i— xgiZQdszdx—i—Qdy.
2 a2
% = ?)Cj = x(xji—?ﬁ)f"’”y, por lo que w es exacta sobre R*\{(0,0)} y se tiene:
of _ r-y = f(z,y) = 3 In(2? + y?) — arctan & + C1(y)
or — 2%+ y? Y= 4 y Ty
—
0 T+
5% =z _’_Zz = f(z,y) = $In(2? + y?) + arctan% + Cy(z)
f(z,y) = 3 In(a? + y?) + arctan § + C,
es la familia de primitivas de w. Recuerde que arctan o + arctan é =7.
—2z% —1 s
%—1; = \/% = g—g, por lo que w es exacta en R?. Ademas:
xr
of  wy—22%—1
o= = f(z,y) = (y —2)V1+ 22 + C1(y)
2

% =Vita? = f(z,y) = yV/I+ 2%+ Ca(a)
fle,y) = (y—o)V1+a2+C,
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es la familia de primitivas de w sobre R2.

B 21> 2(1 —a%)y —
h) w =27+ y4d + 1227+ y4dy = Pdx + Qdy.
2y A
% _ 4(3221(9%)362 j_ y43§2) = %—g i.e. w es exacta sobre U = R?\{(—1,0),(1,0)}.
Ahora
) 21y — 2 i
87£:%:>f:—arc‘wml 5— +c1(y), siy #0
=
af  2(1—a)y 2

B = G-y S T aean T e sty 0

2
f(z,y) = — arctan 1 —— +C, siy #0,

pues arctan « + arctan é =3
Cuando y = 0y |z| < 1, se tiene que f(z,y) = —F + C.
Cuando y = 0y |z| > 1, se tiene que f(z,y) = § + C.

De esta manera tenemos que las primitivas de w sobre U son las funciones:

2
—arctan1_2 +C siy+#0, CeR,
flz,y) = 5+C siy=0, |z]>1, CeR
-5+C siy=0, |z] <1, CeR.
. (az + by) (az + by)x
Dw=— T+ d Pdx + Qdy.
et T ey P ed
oP ard + 2bx?y — 2azy® — by 0Q 9
5= = — = — w es exacta sobre R 0,0)}. Asi:
dy (22 + )% =~ Or \{(0,0)}.
of _ (ax+by)y ay b
A= 5 n = — +C
ox x2—|—y2)§ \/$2+y2 \/x2+y2 1(y) .
Of  ax®+bxy ay b
=3 = f= . +C
or $2+y2)§ f \/.%'2+y2 \/x2+y2 2(55)
ay — bx
W= e
ay — bx

es decir las primitivas de w es la familia de funciones f(z,y) =

sobre R%\{(0,0)}.

\/TTZJQ‘FC,CER,
Dw= 1 da:—%dy:de—FQdy.

o:Ty
OP _ Qf 1
3y y

—L - — w no es cerrada sobre R** = =RY xRLURY xR* U
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R* xR} UR* x R*.

Si existe un factor integrante de la forma ¢(z,y) = g(z® + y?), g € CY, z = 2% + 42,

debemos tener que w; = %Zy)da: — gz(—jz)dy es exacta, es decir:

920y —a?g _ g'22%y° — yg 024 20202 _ o 20 g'(2)
P = praa = ¢'(2° + y°)22°y° = 22°y°g = ORREENT:
% = lny =Inz = ¢(2) = 2 = 2% + y%. De esta manera tenemos que:
2, .2
Of oy 1Y i x Yoy
Ox 2y Y2 U r U
5 o = fle,y) =45 -7 +C
of x4y ¢ 1 —z_Y .0
oy T Ty __yT_f f—y—f-i- 2(y)
. . - . 2 —q?
Finalmente, las primitivas de w; son las familias de funciones f(z,y) = zy— + Ci,

sobre cada uno de los cuatro cuadrantes U;, i = 1,2, 3,4.
k) w = (2% +y? — 1)dz — 2ydy = Pdz + Qdy.
Dado que % =2y # g—g = 0 se tiene que w no es cerrada sobre R?. Si existe un
factor integrante de la forma ¢(z,y) = g(z), g € C! entonces debemos tener que w; =
g(z)(z? + y? — 1)dz — g(z)2ydy es exacta, es decir:

J

()

g9(x)2y = —¢'(z)2y = 9@ = -1 =1Ing(z) = —zie. g(z)=e"".

Finalmente tenemos:

g—i =@+ -e "= f=—(2?4+20+1+y*)e "+ Ci(y) _
% — gy — f= g’ + Cola)
f@y) ==z +1)° +y*)e " +C,
es decir las primitivas de w, son las familias de funciones f(z,y) = —((x+1)2+y?)e *+C,

CeR.
D) w = y%dx + 2?dy = Pdz + Qdy.
oQ

Como %—1; =2y # 9y = 2z, w no es cerrada sobre R2.

Si existe un factor integrante de la forma ¢(z,y) = g(z +y), g € C', 2 = = + y, entonces

wy = y2g(2)dz + 22g(2)dy es exacta y tenemos que:

2ug + 29 =2xg+ 2?9 = 2y —x)g = (2* —y?)g = =—
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2 2
ng(z) nz 9= 5= wiy? L= Tt )2 T (r+y)

es la forma diferencial del ejercicio e).

zdy

Y x
y—ldx_xy—

m) w = 1dy: Pdzx + Qdy.

oP _ __ —1 Q 1 —
Tenemos que B @y 17 7& =y =17 i.e. w no es cerrada sobre U = {(z,y) €

R?/xy # 1}. Si existe un factor 1ntegrante de la forma o(z,y) = g(xy), g € Ct, 2y = 2,

entonces debemos tener que:

0 <9(Z)y) _ 0 ( g(Z)x) . Gy +9(G) @y —1) —ayg(z) _

oy\zy—1) or \ zy—1 (zy —1)?

—(g'(2)zy + 9(2))(wy = 1) +2yg(2) _ 9= _ 1 _
(ry —1)° g (2)zy(ry — 1) = g(2) = 92 ~ z2Ez-1) _

le —%:>lng(z):1nz 1 = g(2) = 25 L xyxgl,sigcy#l,xy#o.

De esta manera la region U se particiona en 6 regiones convexas y para cada una va a

existir una familia de funciones que son primitivas de w. Finalmente tenemos:

0 zy — 1

éTizxyy_r g = 3= f =hlz[+ Ci(y)

o 1 = f(z,y) =In|z| —Inly| + C,
—

@:ﬁ.%:%:f:myucz(x)

es decir las primitivas de w; son las familias de funciones f(z,y) = In ‘%’ +Ci i =
.,6. Observemos que en este caso, las aplicaciones son extendibles con continuidad

sobre el conjunto U.

n) w = 2z(y — 1)dr — (22 — 1)dy = Pdx + Qdy.

Se observa que w no es cerrada en R?, ya que %5 =2z 7é 8Q = —2.

Si existe un factor integrante de la forma p(z,y) = g(m), g € C', debemos tener que

a%fxg(x)(ll -1)) = —%(g(ﬂf)(JJQ —1)) = 2zg(x) = —2z9(z) — (2% - 1)g¢'(z) = gg’((;:)) _
C(:;_xl - 7$—2i- 1 =z E 1 :>g(x) = (x — 1)21(x+ 1)2 _ (mz i 1)2. Asi:

of _ 2z(y—1) 1—y

or (22 —-1)2 f= PRI (v) B

) (2 —1)? 1 . fay) = 12 _yl Le

of 1 _ Y
Jdy ~ 22 -1 :>f_x2—1

()

Finalmente la primitiva de w, son las familias de funciones f(z,y) =

is ¥

1,2,3, sobre cada una de las tres regiones U; = | —00, —1[ xR, Uy = | -1,1[ xR, Us =



2.6. Formas diferenciales 91

11, +o00 [ xR.

0) w = (;CQ + y2 - 1)d$ — 2zydy = Pdz + Qdy.

P _
O

Si existe un factor integrante o(z,y) = g(a® —y?), g€ O, 2 = 2® — y?, tenemos que

yy(g(Z)(w2+y2—1)) = 9 (g(=)2wy) = ¢ ()(~2y) (2> +y2 1) +2yg(2) = —¢'(2)20(2wy) -
9(2)2y = ¢'(:)2y(=2® — y* + 14 220%) = —dyg(z) = Z((ZZ)) = = 52 =g =

1 _ 1 1 i
g(z) = Gr? - @y 1) @ IR s factor integrante

de w, sobre U = {(x,y) € R?/2% — y?> + 1 # 0}. Asi w es exacta y

Es claro que 2z ;é Q = —2ri.e. w no es cerrada en R.

5, es decir ¢(z,y) =

of P4+ y*-1

_ —x
or =@y Ty PO
of _ 2wy e

dy — (x27y2+1)2:>f7x27y2+1+02(x)

f(SU y) _7x+0i,i:1,2,3,

y+1

son las primitivas de w; sobre cada una de las tres regiones convexas de U, que parten
el plano por la ecuacién 22 — y> + 1 = 0.

pw=y(l+zx)e ¥dx+ z(l —y)e ¥Ydy = Pdx + Qdy.

La forma diferencial w no es exacta sobre R? ya que %1; I+2)(1—ye ¥ # Q

(1 —y)e Y. Si w tiene un factor integrante de la forma ¢(z,y) = g(z), g € C', entonces

debemos tener que:

a%(g(x)(l +a)yeV) = a%(g(x)w(l—y)e‘y) = g(z)(1+2)(1-y)e ¥ = (¢'(z)z+g(x))(1 -
ye ™V = T;C) =1= g(zx) = e".

De esta forma tenemos:

af y(1+xz)e* V= f =zye™ ¥ + C1(y)

5 = f(z,y) = 2ye” ¥ + C,
(ijc — (1 — y)emY —> [ = aye™Y + Co(x)

es la familia de primitivas de w, sobre R?.

Qw=1+(z+y)y)dr+ (1 + (z + y)z)dy = Pdx + Qdy.

La forma diferencial w no es exacta sobre R?, ya que ?TP =x+4+2y#

2Q _
ox
tiene un factor integrante de la forma ¢(z,y) = g(z,y), 2 = xy, g € C*, se tiene que:

2¢ +y. Siw
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3%(9(2)(1+($+y)y)) = 8%(9(2)(1+(33+y)33)) = g'(D)z(1+ (z +y)y) +9(2) 2y +z) =

gyl + (z +y)r) +9(2)2r +y) = ¢ (2)(x —y) = 9(2)(z —y) = g((f)) = 1, es decir

g(z) = e* = e®¥. Asi obtenemos que:

& — (14 (ot y)y) = [ = (@ +y)e + Cily)
= fz,y) = (x +y)e™ + C,

% = e+ (z+y)z) = f=(z+y)e™ + Ca()
es una familia de primitivas de w en R2.

130. La misma pregunta anterior, para el caso de formas diferenciales en tres variables.
a) 3(z? + 2zy + 2z2)dx + 3(2® + y*)dy + 3(2* + 2?)dz
b) (%—ﬁ)dm—# (]Z: ) >dy+<1—)dz
¢) 2zzdr — 2yzdy + (2% — 2% + y?)dz, p(x,y, z) depende sélo de z
d) (y — 2)dz + (z — z)dy + (z — y)dz, o(z,y, z) depende sélo de y — =
e) yz(y + 2)dz + zx(z + z)dy + zy(z + y)dz, ¢(z,y, z) depende sélo de x + y + z.
Solucién

a) w = 3(x? + 2xy + 2x2)dz + 3(2? + y*)dy + 3(z? + 22)dz = Pdz + Qdy + Rdz.

Dado que %]; 0Q _ 6z, P — OB _ ¢, 9Q _ 9R _ 0, la forma diferencial w es

9r P or T oz " oy T Oy
exacta en R2, por lo que:

P= gi:f—x + 322y + 3222 + C1(y, 2)

Q= f=>f=3x2y+y3+02(9372) =

R= af:>f—3ac 2+ 23+ Cs(x,y)

flzy,2) =23 + 93 4+ 25 + 322y + 3222 + C,

es una familia de primitivas de w.
b) w = (% - ﬁ) da + (% - ;g) dy + (% - %) dz = Pdz + Qdy + Rdz.

Es claro que debemos tener = # 0, y # 0, z # 0. Ademas:

op _0Q _ 1 0P _0R _ _1 @*a—R:—i:>wesexactaencadaunade

3y B 67 B 7?’ 0z ox 1'2’ 0z B 3y 22
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los ocho octantes de R*? y tenemos:

A -2 =f=§+2+00.2)
F-l-g—r-tvgraen =
%:%—Zy—zéf:%+%+03(x,y)
las primitivas sobre cada uno de los octantes, son las familias f(x,y, z) = %—F % + % +Ci,
i=1,...,8.
¢) w = 2xzdr — 2yzdy + (22 — 22 + y?)dz = Pdx + Qdy + Rdz.
Dado que %P =2x # 8R = —2x, w no es cerrada en R>.
0

Si w admite un factor integrante de la forma ¢(z,y, z) = g(2), g€C?, tenemos -2~ (2229(2))

0z
2 (22 - a® +y)g(2)), £ (2a29(=)) = 2(~2y29(2)) = 0,
F-(2y29(2)) = FL((z* —2* + y?)g(2), por lo que:

20(g(2) + 26/ (2)) = ~29(z) = 29(2) = ~2¢'(z) = g(2) = ~,

es decir w; es exacta sobre los conexos U; = R? x R% y sobre U; = R? x R*. Ademas:

0 2
(%:2796 = f=L +Ci(y,2)
of _ _zy -V ¢ — =Y yc
Ty~ % = f=—+Ca(z,2) =7z i
af 2% 4 y? 22 — 42

es una familia de primitivas sobre cada U;, i = 1, 2.

d)w=(y—2)dz+ (2 —z)dy + (x — y)dz = Pdx + Qdy + Rdz.

La forma diferencial w no es cerrada en R3, pues, a—y =1 7é aQ =-1.

Si w admite un factor integrante ¢(z,y, 2) = g(y — z), g€ C*, v = y — 2, entonces debemos

tener que: -((y — 2)g) = £-((= = 2)g), L (v~ 2)9) = (@~ )g), (= — 2)g) =
2@ =u)g), entonces g+ (=)' = —g — § = 52z =~} — L= L e

w es exacta sobre los conexos Uy = {(z,y, z)€R3/y>z} y sobre Uy = {(z,y,2)€eR?/y<z}.
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Asi:
0
aiizylz :>f:yfz+01(y,z)
Iy~ (y—2)? y—=z y—z ' y—=z 2\ vz i
of _ z—y _T-y_ _x Y
82_(y_2)2:>f—y_2—y_z y_Z—l-Cg(x,y)

son las primitivas de w sobre cada U;, i = 1, 2. Observe que Yy ——_2 41,

Yy—z Yy—=z
e) w =yz(y+ z)dx + zx(z + x)dy + zy(x + y)dz = Pdx + Qdy + Rdz.

La forma diferencial no es cerrada en R® ya que %—IyD =2z + 22 # g—g =2xz + 22

Si existe un factor integrante (x,y,2) de la forma g(z +y +2), g€ Cl,x +y+2 =1

debemos tener que:

Sy (zty+2)9) = L ((e(z+a)g(v) = 2(y+2)g+yzg+yz(a+2)g = 2(v+2)g g+
wa(e+2)g =2y =g = (o) +y+2)y =G =F=9(0) = 5 = o

por lo que w; es exacta sobre los conjuntos conexos Vi = {(z,y,2) € R3/x +y+ 2 >0}y

sobre Va = {(z,y,2) € R¥/z 4+ y + z < 0}. Asi tenemos:

Of L vt L, v0tD) L0

or — (z+y+2)?
o 2x(z + 2 zx(z +x —
Fizmsz—%+m+c2(%z) f=

g_w:fszerwaaa(%y)

TYZ

CESTEAS

0z (v+y+2)?
es una familia de primitivas de w, sobre los conjuntos U;, ¢ = 1, 2.

a( Tyz )_ yz(y + 2)

Observemos que D \TFYF2) " wryr 2

Sea f:IR? — R de clase C'! y w la forma diferencial definida por:

(2% + v + f(z,y))(ydz — zdy)
I’2 +y2

w(z,y) =

(Coémo escoger f para que w sea exacta en R?\{(0,0)}?

Solucién Para que w = Pdz + Qdy sea exacta en R?\{(0,0)} debemos tener:

or .. flxy) | fyxy)(@®+y°) - 2yf(zy)  0Q
a—y71+m2+y2+yy @+ 472 = or

f(xvy) + xfa:(xay)(xQ + y2) _ Qxf(x,y)
.%'2 +y2 (1‘2 +y2)2

— 14
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2f (x,y) | yfy(z,y)(@® +v°) = 207 f(x,y) + 2 fulz, y)(@® + y?) — 222 f(z,y)

2+$ +y2+ (x2—|—y2)2 :O:>
2f yfy +afe 2f
Si tomamos f de la forma f(z,y) = —(2? +y?) + g(z, y), transformamos la ecuacién dife-

rencial en homogénea, pues yf, + = f, = y(—2y+g,) + o(—22+ g,) = —2(2* +y*) + 29, +
Y9y = TGz +ygy = 0.

Podemos resolver esta ecuacion diferencial escribiéndola g, + gy% = 0, y tomando
glz,y) = h(%), h € C! ya que g, +gy% =h (%) ( ) + (7) }Cz = 0.

Asi tenemos que f(z,y) = — (22 +y?) + h (%), con h € C', w es exacta.

Determinar f, ¢:IR — R de clase C! para que la forma diferencial w definida por
w(z,y,z) = 2zzdz+ f(y)g(z)dy+ (2* + 2y?)d= sea cerrada en R®. Calcular las primitivas.
Solucién Para que w = 2zzdz + f(y)g(z)dy + (2? + 3y?) dz = Pdx + Qdy + Rdz sea
cerrada debemos tener:

P _g_9Q 0P _0R _,, 99 _ OR

dy ~ T Oz’ 9z  Ox 0z
Fly) = ay, g(2) = &z0p.
Asi tenemos que las primitivas de w satisfacen:

a—f:2mz = f =222+ C1(y, 2)

(9
97 () = ot (3 45) o) | —
a—f—x2+ :>f:x2z+%y22+03(x,y)
f(@,y,2) = 2%z + 3y*2 + safy? + C.
A cada aplicacién »: R*\{(0,0)} — R de clase C' se asocia la forma diferencial w,,

definida sobre R*\{(0,0)}, por w,(z,y) =

R [(z — yo(z,y))dz + (zo(z,y) + y)dy].
?+y

a) Demostrar que w,, es cerrada sii ¢ verifica una ecuacién en derivadas parciales (E).

b) Demostrar que ¢y (z,y) = ng 5 es solucién de ().
4y
¢) ;La forma diferencial w,, es exacta en R?\{(0,0)}?

Solucion

a) La forma diferencial w, = %de + %f)yjydy = Pdz + Qdy es cerrada si
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%1; = 862 sobre R?\{(0,0)}, es decir que:
o(2y) (e oyel) @4y “2y(ye) _ y(2r) (v —ae.)(@® 4y - 20
($2 _|_y2)2 (xQ _|_y2)2 ($2 _|_y2)2 (.7?2 +y2)2

= (¢ —2p.) (@ +12) + (9 —ypy) (2® + %) = 2(2® +y*)p = 0 = zp, +yp, = 0, es decir

la ecuacién diferencial en derivadas parciales que debe satisfacer ¢ es:

2
b) Verifiquemos que ¢y = a?xi—i—yz satisface la ecuacion diferencial (E).

dp , D 2(x® +y?) — 22° 22° 2a%y? — 22%y?

En efecto, x— + y7<ﬂ ( ( @ _i/y)g)Q ) _ y(xz T 32)2 = (32 T y2)2y = 0.
¢) w,, es exacta en R?\{(0,0)} ya que:
oP _  2xy 2?4+ yP)? —aPy2(e® + 972y w(a® 4 227y — 3ay® 4 2¢°)
dy ~ @1 P @+ 7" = @2+ 92 ,
0Q  3x%(2? +y?)? — 232(2® + y?)2z  2axy(2? + y?) — 223 y _
or ~ @+ ) R

z(2® + 22%y — 3oy + 20°) . op

CERTIL Jle G = 8Q en R?\{(0,0)}.



Capitulo 3

Maximos y minimos de funciones en varias variables

3.1 Matrices simétricas y formas cuadraticas

Recordemos que si A es una matriz n x n simétrica se tiene que A = A’ y que:

Los valores propios de A son reales.

3 P matriz ortogonal (P’ = P~!) tal que D = P'AP, donde D es la matriz diagonal de

los vectores propios de A.

Definiciéon 3.1.1 Sea A una matriz simétrica n X n.

. Si todos los valores propios de A son positivos, se dice que A es definida positiva.

. Si todos los valores propios de A son negativos, se dice que A es definida negativa.

. Si los valores propios son positivos o nulos, se dice que A es semidefinida positiva.

. Si los valores propios son negativos o nulos, se dice que A es semidefinida negativa.

. Si existen valores propios positivos y negativos, se dice que A es indefinida.

Teorema 3.1.1 Sea A una matriz simétrica, entonces:

a1l @12

. A es definida positiva si a;; > 0, >0,...,det A >0, (semidefinida positiva st
a1 @22
algin determinante es igual a 0).
. . . ail ai2 . .
. Aes definida negativa si a1 <0, >0,...,(=1)"det A> 0, (semidefinida nega-
az1 a2

tiva si algin determinante es igual a 0).

97
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3.1.1 Formas cuadraticas

Sea A = (a;;) una matriz n x n, @Q:R” — R tal que x — Q(x) se denomina forma
cuadratica si Q(x) = (x,4x) = > > a;;x;x; = x'Ax. La matriz A es una matriz
i=1j=1

asociada a la forma cuadratica.
Proposicion 3.1.1 Una forma cuadrdtica tiene una unica matriz simétrica asociada.

Signo de una forma cuadratica

Sea @: R"™ — R una forma cuadratica.

. @ se dice definida positiva si y sé6lo si Vx # 0, Q(x) > 0 (semidefinida positiva si 3 x # 0
tal que Q(x) = 0).

. @ se dice definida negativa si y s6lo si Vx # 0, Q(x) <0 (semidefinida negativa si 3 x # 0
tal que Q(x) = 0).

. @ se dice indefinida si 3 x;, xo € R” tales que Q(x1) >0y Q(x2) < 0.

Proposicién 3.1.2 Sea Q: R™ — R una forma cuadrdtica Q(x) = (x, Ax), con A ma-

triz simétrica asociada a Q, entonces Q(x) > 0, Vx # 0 sii A es definida positiva.

3.2 Maximos y minimos de funciones de varias variables

Definicion 3.2.1 Sea U C R™ un abiertoy f:U — R, se dice que f alcanza un mdximo
(resp. minimo) en un punto xq € U, si existe una bola abierta B(xg,p) C U de modo que

f(xg) > f(x) (resp. f(x0) < f(x)), para todo x € B(xq, p).

Se dice que la funcién f tiene un extremo en xq, si ahi alcanza un mdximo o un minimeo.

Proposicion 3.2.1 Sea U C R" un abierto, f:U — R diferenciable en xy € U. Si f
alcanza (tiene) un extremo en x, entonces Dy f(xg) = 0, para k =1,...,n, es decir en un

extremo todas las derivadas parciales se anulan.

Definicion 3.2.2 Sea B C R", f: B — R, se dice que f alcanza un mdximo absoluto

(resp. un minimo absoluto) en xg € B si f(xq) > f(x) (resp. f(x0) < f(x)), Vx € B.
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a) Si f no es diferenciable en xy, no se puede asegurar la existencia de las derivadas

parciales y sin embargo f puede tener un extremo en x.

b) Las derivadas parciales pueden anularse todas en un punto x; y sin embargo la

funcion puede no tener un extremo ahi.

¢) f puede alcanzar un maximo absoluto en xq € B, si B no es abierto (0 un minimo
absoluto en xy € B) y sin embargo no es necesario que todas las derivadas parciales se
anulen en xq.

Podemos decir que si

1. f:U CR™ — R, con U abierto.

2. f es diferenciable en U, entonces los extremos de f en U se encuentran entre los
puntos x € U tales que Dy f(x) =0, Vk = 1,...,n. En otras palabras los puntos donde
las Dy f(x) (k = 1,...,n) se anulan, se les llama puntos criticos de f o candidatos a

extremos de f.

Definicién 3.2.3 Sea f:U C R" — R, xo€U abierto, f de clase C?, la matriz H(xo) =

2
(525;%(){00 se llama hessianolde f en x.

Foéormula de Taylor de segundo orden

Proposicion 3.2.2 Sea U C R" abierto, f:U — R con derivadas de segundo orden

continuas en xg € U. Si df (xo) = 0 (i.e. Dy f(x0) =0, k =1,...,n), entonces:

Si d? f(x0) < 0 se tiene un mdximo en Xo.

Si d? f(x¢) > 0 se tiene un minimo en x,.

ILudwig Otto Hesse (1811-1874) Nace el 22 de abril de 1811 en Kénigsberg, Alemania (hoy Kalin-
ingrado, Rusia). Muere el 4 de agosto de 1874 en Miinich, Alemania. Otto Hesse estudia bajo la supervisién
de Jacobi en Konigsberg y fue maestro de fisica y de quimica antes de graduarse en Konigsberg en 1840.
Hesse llega a ser un conferenciante en Konigsberg y publicé durante 16 afios Journal de Crelle. En 1856 fue
designado en Heidelberg y permanecido alli hasta que 1868, cuando se trasladé a Munich. Su trabajo princi-
pal se relaciona con teoria las funciones algebraicas y la teoria de invariantes. El introdujo el determinante
hessiano en un articulo en 1842, en el estudio de curvas cubicas y cuadraticas. Su trabajo fue influenciado
por Steiner, particularmente en la interpretaciéon geométrica de transformaciones algebraicas. Hesse tra-
baja en algunos temas que Cayley trabaja también y ambos producen una teoria de formas homogéneas que

publicaron al mismo tiempo.
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Si d? f(xo) cambia de signo, xo es un punto de ensilladura y f(xq) no es ni mdximo ni
minimo.

Si d? f(xo) = 0, no hay criterio.

3.3 Extremos de una funcidon de varias variables con restriccio-
nes
3.3.1 Multiplicadores de Lagrange

Teorema 3.3.1 Teorema de los multiplicadores de Lagrange?
Consideremos f(x), g;j(x), 5 = 1,...,p, funciones reales de n variables (n > p) con
derivadas parciales continuas en acU abierto, U C R", tales que g;(a) =0, j=1,...,py

tales que la matriz jacobiana de los g; sea de rango p en a, entonces si f tiene un extremo

en a con las restricciones g;(x) =0, j =1,...,p, existen Ay, ..., \, tales que:
0 0 .
f()+zxjaiz() 0, i=1,....n. 3.1)

Los niimeros \; se llaman multiplicadores de Lagrange y la funcion L(x) = f(x) +

n
Z Ajg;(x) es llamada funcion de Lagrange o lagrangiano. Con esta notacion escribimos

gg{- (a) =0,i=1,...,n o VL(a) = 0. Los puntos a que satisfacen esta condicién, son
7

puntos criticos bajo restricciones.

Para la busqueda de los extremos se procede en dos etapas.

2Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) Nace el 25 de Enero de 1736 en Turin, Sardinia-Piedmont (hoy
Italia). Muere el 10 de Abril de 1813 en Paris, Francia. Lagrange, procedia de una ilustre familia parisiense,
que tenia profundo arraigo en Cerdefia y algin rastro de noble linaje italiano. Pasé sus primeros afos en
Turin, su activa madurez en Berlin y sus dltimos anos en Paris, donde logré su mayor fama. En la escuela, sus
intereses infantiles eran Homero y Virgilio y cuando una memoria de Halley le cay6 en las manos, se alumbré
la chispa matematica. A los dieciséis anos de edad, fue nombrado profesor de matematicas en la Escuela
Real de Artilleria de Turin. A los diecinueve afios de edad, obtuvo fama resolviendo el asi llamado problema
isoperimétrico, que habia desconcertado al mundo matematico durante medio siglo. En realidad Lagrange no
solo habia resuelto un problema, también habia inventado un nuevo método, el calculo de variaciones, que
seria el tema central de la obra de su vida. Este cédlculo pertenece a la historia del minimo esfuerzo, que
comenz6 en los espejos reflectores de Heron y continué cuando Descartes reflexioné sobre la curiosa forma de
sus lentes ovales. Lagrange podia demostrar que los postulados newtonianos de materia y movimiento, un
tanto modificados, se adaptaban al amplio principio de economia de la naturaleza. El principio ha conducido
a los resultados atin mas fructiferos de Hamilton, Maxwell, en la obra de Einstein y en las ultimas fases de

la mecanica ondulatoria.
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1. Se buscan todos los puntos que pueden ser extremos:

. ) (g1, .., ,
a) resolviendo la desigualdad rang (H(x) <p,conzeUygj(x)=0,j=1,...,p.
1y+-+54n
. . g1, .-, . .
b) resolviendo las ecuaciones rang H (x) = p, con el sistema de ecuaciones
15 Tn
g](X):(), .]:L D
of 5 9 3.2)
g1 e Ip () = =
8$i (X) +>‘1 8xi (X)+ +>‘n8$z (X) 07 7 15"'7”5
conxeU.
Este sistema tiene n+p variables y n+p ecuaciones y a cada solucién (z1,...,%n, A1,..., Ap)

tal que la matriz jacobiana de los g; sea de rango p, corresponde un punto critico
X =(T1,...,Tpn)-
2. Se examina cada uno de estos puntos criticos para determinar si es un extremo o no.

En caso afirmativo, se precisa si es un maximo o un minimo.

La busqueda de los puntos que satisfacen 1.a) o 1.b) se puede realizar de una sola vez,

resolviendo el sistema:

99

0
%75

991
81‘i

(X)+M7=(x)+--+ A (x) =0, i=1,...,n, xeU.
6(917...,91)) %
5(3:1,...@”)()

son linealmente dependientes (si unos de los \; al menos es no nulo) y se estd en el caso

En efecto, si este sistema se satisface con \y = 0, entonces las p lineas de

l.a).

Si A\g # 0, se pude considerar \g =1y se satisface el sistema (3.2), es decir se esta en el
caso 1.b).

3.3.2 Condiciones de segundo orden

Teorema 3.3.2 Sean f, g;, j = 1,...,p, aplicaciones de U (C R"™ abierto) en R, a € U,
p < n, de clase C* en una bola abierta B, C U tal que g;(a) =0, j = 1,...,p. Suponemos

que:

i) el rango de la matriz jacobiana de los g; en aes igual a p
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9] 0g; )
L+ Saghm=ni=1..n

it) existen Ai,...,Ap

P

Sea S = {xe€R"/gj(x) =0, j =1,...,p} ¥y sea L(x) = f(x) + > \jg;(x); asi para todo
j=1

x € S, se tiene L(x) = f(x) y en particular a es un extremo de f bajo las restricciones

g;j(x) = 0 st y solo si es un extremo de L bajo las mismas restricciones.

Teorema 3.3.3 Sean f, g;, j = 1,...,p aplicaciones de U C R™ abierto sobre R, ac U,
p <mn, de clase C* en una bola abierta B, C U tal que gj(a) =0, j = 1,...,py tales que

las condiciones siguientes se verifican:

. a(gla"'agp) _

) rang (@1, .., %) @) =»

.. . of 0g; )

it) existen \i,...,\p Rrs ()—i—Z)\]ax() 0,i=1,...,n

p
Sea L(x) = f(x) + > Ajg;(x), entonces se tiene:
j=1

a) Si f tiene un mdximo bajo las restricciones g;(x) =0, j = 1,...,p, se satisface:

3 30 L (a)heh, <0, VheR?, (3.3)

con la condicién M(a) h=0.

8(1‘1, N ,.Z‘n)

b) Si la condicién siguiente se satisface:

n n 621_ n
kz=:1 ;::1 0O, (a)hgh, <0, VheR", h#0 (3.4)
(g1, -
h satisfaciendo la condicion M(a) h = 0, entonces a es un mdximo local es-
1y-+-sdn
tricto de la funcion f con las restricciones g;(x) =0, j=1,...,p

Estos resultados son vdlidos, con las desigualdades invertidas en el caso de un minimo.
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Otro método elegante a menudo utilizado, consiste en pasar por la matriz hessiana

orlada de L en a:

Leyey (@) 0 Leyan(@) (91)z,(a) o0 (9p)ay(a)

Ly, (@) - Leya, (@) (91)e,(a) - (9p)a,(a) (L”(a) Jé(a))
HL(a)*

(91)a:(@) - (g1)a,(a) 0 o 0 Je(@) 0
(gp)am (a) e (gp)mn (a) 0 T 0

y los menores principales orlados det H;(a), donde
LIlﬂfl (a) T Lmﬂl (a) (gl)l’l (a) T (gp)11 (a)
Ll’ll’i (a) e Lxﬂﬁl (a) (gl)sz‘ (a) T (gp)l’i (a)

H;(a) = , i=p+1,...,n.

(91)2: (@) -+ (g1)2:(a) 0 e 0
(9p)ai (@) -+ (gp)ai(a) 0 T 0

Teorema 3.3.4 Con las hipdétesis del teorema anterior tenemos:

a) Condiciones suficientes

- Si(—1)Pdet Hi(a)>0, i =p+1,...,n, es decir si los determinantes de los H;(a) son todos
del mismo signo que (—1)P, entonces [ tiene un minimo estricto en a bajo las restricciones
gj(x) =0.

- Si (=1)idet H;(a) > 0,3 =p+1,...,n, es decir si los determinantes de los H;(a) son de
signo alternado del mismo signo que (—1)*, entonces f tiene un mdximo estricto en a bajo

las restricciones g;(x) = 0.
b) Condiciones necesarias

- Si f tiene un minimo en el punto a con las restricciones g;(x) =0, entonces se tiene que
(=1)Pdet H;(a) >0, i=p+1,...,n.
- Si f tiene un mdximo en el punto a con las restricciones g;(x) =0, entonces se tiene que

(=1)idet Hi(a) >0, i=p+1,...,n
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3.4 Teorema de Kuhn-Tucker?

Definicién 3.4.1 Restricciones saturadas Sea ac S, gj(a) >0, j =1,...,m, se dice

que la restriccion gy es saturada en a, si gi(a) = 0.

Definicién 3.4.2 Restricciones regulares Sean g;, j = 1,...,m, funciones diferen-
ciables en a tales que g;(a) > 0. Se dice que las restricciones g;(x) > 0 son regulares en
a, si ninguna de ellas es saturada en a (es decir g;(a) >0, j =1,...,m) o si el rango de la
matriz jacobiana de las restricciones saturadas en a, es igual al niimero de restricciones.
En otros términos, st gj(a) =0para jeJ = {j1,...,jp}y st g;(a)>0, j ¢ J, las restriccio-
nes gj(x) >0, j = 1,...,m se dicen regulares si la matriz jacobiana de los g;,, ..., g;, es

de rango p en a.

Teorema 3.4.1 Kuhn-Tucker Sean f(x), g;(x), j = 1,...,m funciones con derivadas
parciales continuas en un abierto de ac R", tales que g;(a) > 0y tales que las restriccio-

nes g;(x) son regulares en a, entonces si a es un extremo local de f con las m restricciones,

existen X\, j =1,...,m tales que:
gf()+ZA]ggj() 0, i=1,....n (3.5)
T T;
Aigi(a) =0, j=1,....m 3.6)
Aj >0, j=1,...,m, si aes un mdximo 3.7
A <0, j=1,...,m, si aesun minimo. (3.8)

Estas condiciones son llamadas condiciones de Kuhn—Tucker. La condicién (3.6) se

llama relacién de exclusion.

3Teorema de Kuhn-Tucker Es lanzado en la teoria de programacién no lineal en 1950. Este teorema
da las condiciones necesarias y suficientes para la existencia de una solucién 6ptima a un problema de pro-
gramacion no lineal. El teorema se probé en un articulo “Nonlinear Programming” escrito colectivamente por
dos matematicos de Princeton: Albert W. Tucker y de Harold W. Kuhn. Pero resulté que este teorema ya se
habia probado, dos veces: anteriormente, primero en 1939 en una tesis de William Karush de la Universidad
de Chicago. Este resultado nunca se public6. El segundo por Fritz John en un articulo rechazado por el
Duke Mathematics Journal, pero luego publicado en una coleccién de ensayos para el volumen de Aniversario
del Courant en 1948. Es curioso el impacto que ha tenido este teorema en el mundo de la historia de la
matematica, pues representa un caso de un redescubrimiento multiple. Teorema también se conoce con el

nombre de Karush-John-Kuhn y Tucker.
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— El teorema se aplica en la busqueda de extremos locales de una funciéon f(x) bajo
las restricciones g;(x) > 0, j = 1,...,m, cuando las funciones f, g;, j = 1,...,m son

derivables con derivadas continuas en un abierto U.

Se procede en 2 etapas:

1. Se buscan los puntos de U para los cuales una de las condiciones siguientes se satisface:

a) las restricciones no son regulares (ni calificadas).

b) las restricciones son regulares (o calificables) y existen A; (todos positivos, todos nega-

tivos) tales que las condiciones de Kuhn-Tucker se satisfacen.
Se encuentran asi los puntos susceptibles de ser extremos.

2. Se examinan cada uno de los puntos encontrados en 1, para saber si se trata efecti-
vamente de maximo o un minimo. Este estudio puede realizarse directamente con-
siderando los valores de la funcién en un vecindario del punto estudiado o bien uti-

lizando los criterios de segundo orden que veremos mas adelante.

El teorema de Kuhn-Tucker da las condiciones necesarias para que f tenga un extremo
en a, bajo las restricciones g;(x) > 0, cuando las condiciones son regulares en a. El

siguiente teorema da criterios para precisar la naturaleza de los puntos candidatos.

Teorema 3.4.2 Criterio del hessiano orlado Sean f(x), g;(x), j = 1,...,m fun-
ciones de clase C? en un vecindario de a tales que gj(a) > 0, j = 1,...,m y tales que

las restricciones g;j(x) > 0 sean regulares en a. Supongamos que las condiciones de

Kuhn-Tucker se satisfacen en a, es decir existen \i,..., \,, tales que:
8f m A 89_7 _ .
oz, (a) + j;l Aj Dz, (a) =0, i=1,...,n, (3.5)
)\jgj(a) ZO7 ] = 1,...,m. (36)

Para facilitar la escritura se supone que las restricciones se numeran de modo que g;(a)>
0,j=1,...,0,yquegj(a) =0, =q+1,...,m(porloque \; =0, j =1,...,¢9) y las
.. . . .. . 0 ey
restricciones son por hipdétesis regulares en a, la matriz jacobiana (gg(?l—gﬁ;)(a) es
1y---sdn

de rango m — q < n. Se supone ademds que las variables x; se numeran de modo que la
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6(gq+17 cee ;gm)

matriz cuadrada
(X1, Tm—gq)

(a) sea regular.

Condiciones suficientes

Para que a sea un minimo de f bajo las restricciones g;(x) > 0, j = 1,...,m es suficiente
que:

A <0, j=q+1,...,m, (3.9

(=)™ 9 det Hi(a) > 0, k=m-q+1,...,n, (3.10)

y para que a sea un mdximo de f bajo las restricciones g;(x) > 0, j = 1,...,mes suficiente
que:

A >0, j=q+1,...,m, (3.11)

(—1)* det Hy.(a) > 0, k=m—q+1,...,n, (3.12)

donde los det Hy(a) son los menores principales orlados de la matriz hessiana orlada H

en a, del lagrangiano L(x) = f(x) + in: Ajg;(x):
j=1

[ F@ (& <a>>'

a *
(@) 0
* 0 e ., L . L.
y donde ai(a) = M(a). Ademds este minimo (respectivamente mdximo) es
ox X1y .., x)
estricto.
Condiciones necesarias
Si f tiene un minimo en a bajo las restricciones g;(x) > 0, j = 1,...,m se tiene:
A; <0, j=q+1,...,m, (3.9
(=1)"~9det Hi(a) > 0, k=m-—q+1,...,n. (3.10")
Si f tiene un mdximo en a bajo las restricciones g;j(x) >0, j =1,...,m se tiene:
A >0, j=q+1,...,m, (3.11")

(-1)*det Hy(a) >0, k=m—q+1,...,n. (3.12")
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Este teorema es similar al caso de restricciones con igualdades (el cual se utiliza para
demostrarlo, utilizando las variables cuadraticas z; usadas en el teorema de Kuhn-
Tucker, pues fuera de la condicién de signo de los ); se trabaja como si se tomara en
cuenta las restricciones saturadas (pero que queda bien claro, que las condiciones de
signo (3.9) y (3.11) y el numero de restricciones m, juega un papel importante.

En el caso en que ninguna de las restricciones es saturada en el punto candidato a,
(m = q), la matriz H(a) se reduce a L (a) = F"(a), pues \; =0, j = 1,...,m. Asi somos

llevados al caso en que el candidato puede ser un extremo (sin restricciones).
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Capitulo 4

Ejercicios de maximos y minimos de funciones en

varias variables

4.1 Ejercicios

4.1.1 Extremos sin restricciones

. Determinar los extremos locales de las funciones siguientes:

a) f(x,y) = 22 + 2y + 9> + 22 + 3y
¢) f(z,y) = 2% +y° — 3zy

e) f(x,y) = 2° + 22 + ¢?

g f(z,y) =" +y' —day

i) f(z,y) = 2%y + In(1 + y?)

k) f(z,y) = em>nv

m) f(z,y) = ze¥ + ye®

0) f(z,y) = senz + seny + cos(z + y) en ] 0, 7 [*
p) f(z,y) = 22 +y* + cos(z® + y?) en] -1, 1

— Ty
Q) f(z,y) = 1+2)1+y)(x+y) ¢

r) f(l‘, Y, Z) = (LE + 22)e$(y2+z2+1)

* 2
n RY

t) f(z,y,2) = xe¥ + ye* + ze”

V)f(l’7yaz):xyz(4*$*y*2)

Solucién

b) f(x,y) = 2 + 3

d) flz,y) = (@ —y)* + (z +y)°

f) f(x,y) = 2® + 3ay? — 152 — 12y en R >
h) f(z,y) = 2*y*(1 - 52 — 39)

i) fz,y) =z((Inz)*+y*) en R} x R

D) f(z,y) = 3z + dy)e—@*+v")

n) f(z,y) = (v - y)e™

s) f(@,y,2) = %$2+xyz+y—z
w) f(z,y,2) = zye® + yze® + zxe?

w) f(:l:,y,z):z2+y2+2272xyz

109
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a) fo=220424y =0, f, =a+2y+3=0=a=—1 y=—2 f(—3+h,—3+k)—f(-1,-3) =
(=34h)2+(—3+h)(—5+k)+(—5+k)*>+2(—2+h)+3(—3+k)— f(—3,—3) = h?+kh+k* > 0,
entonces (—3, —3) es un minimo con f(—3,—3) = —£.

b) f, =32% =0, f, = 3y?> = 0 => (0,0) es un punto critico, pero f(z,z) =22 >0,siz >0y
flz,2) <0, six <01i.e. (0,0) no es un extremo.

0 fo=322-3y=0,f,=32-3z=0=2'=2=2(2%-1)=0=2=0,2=1. Los

puntos criticos son (0,0) y (1,1).
En (0,0), f(h,h) =2h% —3h%2<0,sih — 0y f(h,—h) = 3h* >0y (0,0) no es un extremo.
En (1,1), f(1+ h, 1+ k) — f(1,1) = 3(h® — hk + k?) + h® + k> = 3(h® — hk + h?) + (k +
h)(h* — hk + k%) = 3+ k + h)(h® — hk + k?) > 0, si (h,k) — (0,0) y (1,1) es un minimo
con f(1,1) = —1.

f=a+zy+y>+2z+3y f=a%+y%—3zy

d fo = 2(x—y)+3(2+y)* =0, fy = 2(z—y)+3(a+y)? =0 =2y =0=a2=y =2 =0,
y = 0.
En (0,0) se tiene que f(h,h) = 8h?, que cambia de signo en 0 .". (0,0) no es un extremo.
e)fm:3x2+2x:O,fy:2y:0:>x(39:+2):O,y:0:>:v:0,x:f%,y:0.
En (0,0), f(h,k) = h® + h? + k> = h?(1 + k) + k? > 0 en un vecindario de (0,0) i.e. (0,0)
es un minimo.
En (-2,0), f(—%+h,k)—f(—2,0) = k*—h?+h?. En particular f(—2+h,h)—f(—%,0) = h®

que cambia de signo y no es un extremo.
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f)fx:3x2+3y2—1520,fy=6xy—12:0:>a:2+y2:5,a:y:2:>x2+§:

_5i\/25—4(1)(4)_5i3_14. pe 41 49
- 2 - = Lya .. - 5 .

5.2 b2 +4=0= 2? 5

Los puntos criticos son (1,2),(2,1),(—1,—2),(—2,—1). Se toman en cuenta solamente

(1,2),(2,1). Asi, H(z,y) =6 v , el hessiano tiene la propiedad siguiente:

1 2

En (1,2), H(1,2) =6 , pues A1 >0, Ay <0 no es un extremo, es un punto silla
2 1

ya que los valores propios del hessiano son —3 y 1.

2 1
En (2,1), H(2,1) =6 ,con A; = 12> 0, Ay = 36-3 >0y es un minimo.

f=a®+22 442 f =2 +3zy% — 150 — 12y

()
S

o
(RRNENtse
OSSR

9!
9

\BRN
O
\\\%\\\\.

S
=

9!
.
5

S

8igs 8!
X

8
X

o
:\\“\
AN

)
\
\

8!
!
“:“

S

R
R
\

S
N

%

N

Q) fo=4—dy=0,f, =4 -4z =0=y=2% Y =0= 1y =y =y =0,
y = +1, es decir (0,0), (1,1), (—1,—1). Ademas, f,, = 1222, f,, = 12¢y%, foy = —4y
1222 —4
Hy =
—4 1292
En (0,0) el hessiano no aporta al criterio; se debe analizar alrededor de (0,0). De este

modo f(h,h?) = h* +h8 —4h® = h3(h+ h® — 4) ~ —4h3,si h — 0 i.e. f cambia de signo en
(0,0) y (0,0) no es un extremo, es un punto silla pues los valores propios del hessiano

son +4.

12 —4
En (1,1) o (—1,—1) el hessiano H = y H es positiva por lo que son
—4 12

minimos.
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h) f. = 2zy3 — 2%y —ay? = 2y (2—x—y) =0, f, = 3x2y? —23y? —22%y> = 22y (3—2—2y) = 0,
entonces las soluciones son (0,0), (xo,0), sizg # 0; (0,y0), Siyo #Z 0y parazg 0y yo # 0,
2—-2z2—-—y=0,3—-2—-2y=0=2=1y=1.

En (0,0), f(h,h) = h® — $hS — 11 = h5(1 — $h — $h) ~ h®, si h — O i.e. en (0,0) cambia
de signo y no es un extremo.

En (0,50), f(h,yo + k) — f(0,50) = h2(yo + k)* — 3h3(yo + k)® — 3h*(yo + k)* =

h2(yo + k)*(1 = §yo — 3h — 3k).

—Siyo >2, f(h,yo + k) — f(0,y0) = h?y3(1 — 3y0) < 01i.e. (0,40) es un maximo.

—Siyo <0, f(h,yo + k) — f(0,50) = h?y3(1 — Fy0) < 01i.e. (0,y0) es un maximo.
—Si0<yo<2 f(hyo+k)— f(0,90) = h*y3(1 — 1yo) > 0 i.e. (0,yo) es un minimo.
—Siyo =2, f(h,2+ k) — f(0,50) = —h?(2 + k)?’(%h + 1k) i.e. (0,2) es un punto silla.

En (z0,0), f(zo + h, k) — f(20,0) = (zo + h)?k® — 3 (xo + h)*k® — L(zo + h)?k* =

(zo + h)?k3(1 — §(zo + h) — k) ~ 23k3(1 — Lx) y cambia de signo para z( # 3 i.e. (z0,0)
no es un extremo.

En (3,0), f(3+ h,k) — f(3,0) = —(3 4 h)?k*(§h + k) se tiene:

—-Sih>0,k>0, f(3+h,k)— f(3,0)<0.

—Sih<0,k>0conh<—3k, f(3+h,k)— f(3,0) >0,y (3,0) no es extremo.

Ademas, como f,, = 2y3 —2zy® —y*, fo, = 62y® —32%y® —4ay’, f,, = 622y — 223y — 62212,

-1 -1
en (1,1), el hessiano H = , A1 <0, Az >0y hay un maximo en (1,1).
-1 -2
D) fe=22y=0, f, =2+ 1 iny =0.Siz#0,y=0=— z =0 que es una contradiccion.

La unica solucién es x = 0, y = 0.
Ahora f(0,h) = In(1+ h2) >0, pero f(h3,h) = hih+In(1+ h2) ~ h3h <0, si h <0, por lo

que f no es un extremo.
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f=a*+y* —day f:w2y+1n(1+y2)

D fe=(Inz)?+y? +2xlnx% =(nz)>+y?>+Inz? =0, f, = z(2y) = 2zy = 0.

Siz>0=y=0y(nz)?=-n2’=¢*=-2=q=0,q=—-2,0seaxr =1,z =e¢?2

y (1,0), (e72,0) son los puntos criticos.

2 0
Ademas, f,, = 21% + %, fzy = 2y, fyy = 2z, el hessiano en (1,0) es y (1,0)

es un minimo.

En (e72,0), el hessianoes | € y (e72,0) es un punto silla, ya que tiene un

0o -2

o

valor propio positivo y otro negativo.
Se pudo analizar la funcién sin usar el hessiano, de modo que f(1 + h,k) — f(1,0) =
(14 h)((In(1 + h))? + k?) > 0, es decir (1,0) es un minimo.
En (e72,0), f(e 2+ h,0) — f(e72,0) = (e 2+ h)In*(e 2+ h) — e 2In’(e 2) =
(e"2 4+ h)(In” ”6752") —e2In”e 2 = (e 2+ h)(In*(1 + e2h) — 4In(1 + e®h) +4) —4e~2 =
e 2In’(1+e2h) —4e~2In(1+e2h) + h[In*(1 +e®h) —4In(1+ e2h +4] = h— 1h%e? + h?e2 +
o(h?) —4e~%(he? — Ih?e 2+ h?e~2 + o(h?)) +4h = h— 2h%e* — 4h + o(h?) + 4h ~ h+o(h),
o sea f cambia de signo y (e~2,0) es un punto silla.

k) fo =e"5"¥seny =0, f, = e**"Yzcosy=0=seny =0,y =0+ nm, z =0y (0,nm), con
n € 7 son los puntos criticos.
Ahora, f(h,nt + k) — f(0,nm) = elser(rmth) _ 1 ~ hk(=D" _ 1 = pk(—1)"+o(hk), con lo
que f cambia de signo en (0, n7) y no es un extremo.

D) f, = 3e~ ) 4 3z +4y)e~ ") (—22) = 0, f, = de~ @ T)  (3p+4y)e~ (") (—2y) =

3 9+ 16 3v/2

0,con10quef:%<:>3y:4x,osea3:2x 3 x:>9:2~25x2:>x:j:ﬁ,

4
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_ 42
=+75 -

2 Ay (22, 42

Los puntos criticos son ( 10 10 10 ° 10

fow = (=182 — 8y + 1223 + 1622y)e "V, f,,(—6x — 24y + 12292 + 16y3)e =" V", f,, =

(=8x — 6y + 1222y + 162y2)e~*"~¥". Asi tenemos:

342 1 —12v2 1
H(?’\/i 4\/5): 5 e 2 5 e 2
10 ' 10 —12\/56_% —41\/56_%

5 5

34\/56_% 12\/56_%

, A1 <0, Ay = 100e™! >0y es un maximo.

32 4ve, [ T 5 — 100e-1 .,
H( 10 ° 10 ) = 193 1 4198 . , A1>0, Ay = 100e™" >0y es un minimo.
e 2 e 2
) )
f:I(1n2:D+y2) f = e®seny f:(3x+4y)e*9”2*y2
0 -2

&

2
\ N \\\\\\“?‘i:;.‘ l';" e
\\\{{‘\‘\}\{\\\‘\\‘\\‘sﬁz‘&0~ 6 """’”””’ []
R e e
X X LRIRA
W\ N “"‘m‘:"’ z ) : ~'."””’l’ ”""
77
27 3

N
RIRRRRAILELE
RO ERR AL
IR R
XR2

o
ORISR
\\‘:“s‘::.vm
2
Ve

1 1
m) f, =e¥+ye® =0, f, =ze¥ +e* =0 = zy = 1, entonces —%ew =ez <= zex +e* =0.

1
La funcién © — zez + e” es estrictamente creciente en | —c0,0] y se anula en z = —1

El dnico punto critico es (—1, —1). Las derivadas de orden dos son f,, = ye?, f,, = zeY,

fzy = €Y +e”, el hessianoen (—1,—1) es H = ie. A1 <0,As <0Oynoes

oY o
o= oo

un maximo ni un minimo, es un punto silla.
n) f, = e+ (z—yye™ =0, f, = e+ (z —y)ze™ =0 = 1= (y—x)y = y* — ay,
2 a2y = 2?>-9y*=0,2 = —y, x =y, pero la solucién = = y no sirve.

l=(z—ylz==x
11

Por lo tanto, 1 = —2z(—=z), z = i% y los puntos criticos son (\/5, —ﬁ), (—%, %)
Las derivadas de orden dos son f,, = 2ye™ + (z — y)y?e”, f,, = —2ze™ + (v —

y)y2e™, fi, = xe™ + (x — 2y)e® + (z — y)zye®, por lo que el hessiano H(%, —%) =

1 s . st
<0, Ay = —4e 2 <0, no es maximo ni minimo

N

_1 1
2 = - —
e N Al ﬁe
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(punto silla).

1 3
i 11 : 1 1y _ | v2 Va2 -1
Similarmente para ( 75 \/5), el hessiano H( 75 \/5) = ; X ez yse
VzV2
tiene A = —%e‘% 0, Ay = _4e~3 < 0, no es maximo ni minimo (punto silla).

0) fo = cosz —sen(z+y) =0, f, = cosy —sen(z +y) = 0, entonces cosz = cosy = z =y
en 0,7 [>. Asi, cosz — 2senz cosx = cosz(l — 2senx) =0 = x = z,z, 5
Los puntos criticos son (17, i), (%, %), (57, 37). Ademas, las derivadas de orden 2 son
foe = —senz — cos(xz + y), foy = —cos(xz +y), fyy = —seny — cos(xz +y).
El hessiano (7, 7) falla, por lo que se impone un estudio més fino en el punto.
En (3, 5), f(§+h, 5+k)—f(5, %) = cos h+cos k—cos(h+k)—1 = cos h+cos k—cos h cos k+

senhsenk —1=1+h2+1+k%— (1+h?)(1+k?)— 1+ hk+o0(h?)+o(k?) = hk+o(|(h, k)||?)

y cambia de signo; no es un extremo.

-1 =1
. _ 2 o _ 3 .
En (5, §), el hessiano H(F,§) = X , A1 = —1<0, Ay = 7 >01ie. esun
-1 -1
-1 -1
méximo. Similarmente, H (3%, °F) = >y (3%, %) es un maximo.
1
-1
2

f=ze¥ +ye” f =senz + seny + cos(z + y)

p) fo = 2z —2xsen(z? +y?) =0, f, = 2y —2ysen(z? +y*) = 0. Asi, se tiene que una solucién
esz =0,y =0. Siz#0,sen(z? +y*) =1 = 22 +y> = Z, pero el circulo de radio
/3 se sale del cuadrado | —3,3[x]—3,3 [y la unica solucién es (0,0). Claramente,

flz,y) =1+ 2% + 3% +o(2? +3?) y (0,0) es un minimo.
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0f :y(xy2+x2y+x2+y2+2xy+x+y)—xy(xy2+2:cy+2x+2y+1)
! (zy* + 2%y + 2 +y* + 2zy +x +y)*
Py+PP+y =0 (1+y)yly—22) =0 <=y =22

T

También, f, = 0 < (1+z)z(z—y?) =0<=r=y>* = y =y = y =0,y = 1 y el inico

punto critico es (1,1). De esta forma f(1+h,1+k)— f(1,1) = (1+h)(1+ k) -

2(h2 + k% — hk) + o(h2) + o(k?) (h? + k2 — hk) @+hE+R)Z+h+ k)

- + R = +o0 +o + k2 — ‘

% N 82+ h)2+Ek)2+h+k) ~ 32 <0, V(h,k) # (0,0) i.e. es un
maximo.

f=2?+ 9%+ cos(a? + y?)

f= 2
Q+2)1+y)(z+y)

Z LI ZFLTE
S S S

r) fo = e WD 4 (4 22) ()2 4 22+ 1)t W ) — 0 = (24 22) (Y2 + 224 1) = -1, f, =
(2422)20ye” @ +2° ) = 0 = gy(a+22) =0, fo = 22e”W T T L 23z (g4 22) (W +2°+1) =
0= 22(1+z(z + 2?)) = 0, se deduce que = + 22 # 0 i.e. zy = 0.

Siz =0=> 2= 0 que es imposible pues z + 22 #0;asi, 2 #0 =y =0y xz = —11ie. el
unico punto critico es (—1,0,0).

Ahora f(—1+a,y,2) — f(—1,0,0) = (=1 + 2 + 22)e("1H) @ +="+1) o=l — =1(1 — z 4
22)67y2fz2+1y2+wz2+z_671 — efl(1—x+22)(1—y2—22+xy2+x22+x+%x2+0(\\(x,y,z)||2) _
e (— 1ty 42 —r—gatatato([[(z,y, 2) M) +eT! = e7 (G2 4y +2%) ol (2, y, 2)[2)>0,

(
para (z,y,2z) — (0,0,0) y (—1,0,0) es un minimo y f(—1,0,0) = 1

E-
s)fz:x+yz:0,fy:xz+1:O,fZ:xy—I:O:x:—%,:c:%ysetiene
:c—l—%(—%)=0:>33:%:>x3:1:>x:1,y:1,z:—1y(1,1,—1)ese11’1nic0
x

punto critico.
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Las derivadas parciales son f,; =1, foy = 2, faz =Y, fyy =0, fya = 25 f2. = 0, por lo

1 -1 1
que el hessianoes H = | —1 0 1 |,A1=1>0,A2=-1<0,A3=-3<0ynoes
1 1 0

un extremo.

Se puede llegar a la misma conclusién analizando la funcién alrededor del punto (1,1, —1).
En efecto, f(1 + h,1,-1) — f(1,1,-1) = L1 +h)?> - (1+h) +2-3 = In2>0y
fA+h14+h-1)—f(1,,1,-1) =21 +h)? - (1+h)?*+(1+h)+1-3 =-1r2<0
y claramente no es ni maximo ni minimo.

t) Sea (z,y, z) una solucién del sistema f, = e?+ze” =0, f, = ye*+e® =0, f, = ze¥+e* =0,

ze® e¥ e —e¥ eY e’
entonces el hessiano es H; = e¥ reV e? = oY _e* e
e’ e* ye* e” e —e*

Ahora, como —e? <0, la tnica posibilidad es que (z, y, z) sea un maximo. El determinante
de orden 2 debe ser positivo y el determinante det H = e¥(e® "% — e2?) 4 e¥(e® ¥ 4 &%) +
e?(eVT?4e* o) = e*Tvto 2otz 4 o242y 1 e¥+22 () y deberia ser negativo. Asi, cualquiera
que fuera la solucion, no puede ser un maximo y no hay puntos extremos.

uw) fp = ye* +yze® +ze¥ =0, f, = xe® +ze® +xze¥ =0, f, = xye® + ye® + xe¥ = 0. Se
observa que (0, 0,0) es una solucién. Ademas, tenemos quesiz =0=—=y =0y 2z = 0.
Siz #0(G.e y#0yz+#D0)setiene zye* +xyze® = —xze¥ = zyze¥ +yze® — z(x—1)e” =

ew:Z;].ez:ygley‘

. r—1
r(z —1)e* = =

. . . -1 -1 .
Consideremos la funcién g(z) = xTef. Paraa =% +— € hay una o dos soluciones.

4 9(@) { h(z)

Si hay una solucién, 0 < z < 1 y se deduce

!
quer =y =2z — x =002 = —2, que no ; Y
puede ser. Si hay dos soluciones iguales, y // 1 .
como hay tres ecuaciones deben existir dos /
|
valores z, y, z que son iguales. ’
Por ejemplo = = z, entonces 2ze” + z2e¥ = 0 = —2e% = ze¥ —> e¥ = —%er. Ademas

y(e” + ze®) = —ze¥ = z( — %)em =y = 142_$. Asiy = ln(_T?) +2=In2—1In(-2)+
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x = 1—&-% y la funcion h(z) = l—k% —x —In2 4+ In(—z) en R* tiene dos soluciones
r=a=~—-0.1585yx=—-2,porloquea=z=2~ —0.1585<0, 8=y = 1-1—%>2yn0

es ni maximo ni minimo. En efecto, las soluciones son (o, «, 3), (o, 3,a) y (8, a, ). Si
analizamos por ejemplo (¢, o, 3), entonces las derivadas de orden dos, evaluadas en este
punto son: f., = afe®, f,, = a?e’, f.. = ape®, fu, = e* + a(e® + €°), f.. = ef + 283,
fy= =€ +a(e” + e”).

Dado que f»; < 0, sélo podria tenerse un maximo y fu.fy, — f2, = a’Be*™? — (e* +
a(e® + e9))? < 0, deberia ser positivo. Asi, el hessiano tiene valores propios positivos y

negativos por lo que no es maximo ni minimo.

Si las tres soluciones son iguales, entonces z =y = z = —2.
0 1 1 4 -3 -3
El hessiano en (0,0,0) es H = 1 0 1 | yen (-2,-2,-2), -3 4 -3 é.
110 -3 -3 4
Ahora det(H — AI) nos determina los valores propios de H en (0,0,0) y en (—2,—-2,—2).
A1 1
Asidet | 1 X 1 [ =AN=1)—-(A=1)+(1-X) = A-1)(A\*+1=2) = (A-1)(A—-1)(A\+2)
11 A
y los valores propios permiten decir que la matriz es indefinida.
4—-X -3 -3
Ademas, det 3 4-—X =3 | =l=-N(4-XN?=9)-33B(4-X)+9)+(=3)(9+3(4—

-3 -3 A
A) = (A4=A)P—9(4—A)—6(9+3(4— )3 = 64— 48X+ 1232 — A3 — 36+ 9\ — 54— T2+ 18\ =

—98 + 1222 — 21X — A3 = 0 <= (A +2)(\ — 7)? = 0 y la matriz también es indefinida. Por
lo tanto no hay méaximos ni minimos.
V) fo = 4dyz — 22yz — y?z —yz2 = 0, fy = 4xz — 222 — 2xyz — 22?2 =0, f, = 4oy — 2%y —

2z — 2% = 4y — 2%y — xy?, por lo tanto

xy? —2ryz = 0 = 4dyz —y?z —y2® =4z — =z
Ay—w)d-rv—y-2)=0z(z-y)d-r-y-2)=0yylz—2)d-—2z—-y—2)=0.
Observemos que las variables z, y, z son simétricas en cuanto al resultado y basta

analizarse, fijando por ejemplo los valores de x. Por simetria se procede con y y z.

Claramente = = 0 es una solucién, para algan y y algian z. En efecto:
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—siz=0= 0=4yz —y?’z = yz(4 — y — 2) = 0. Hay dos posibilidades y = 0 0 yy # 0.
Siy =0, z = 2o forman la solucién (0,0, z) del sistema.
Siy # 0, yo = 4— 29, pues la solucién (0, yg, 0) ya esta contemplada (caso (0,0, zp)). Otra
solucion es (0,4 — zg, 20)-
— Si z # 0, hay dos posibilidades z =y 0 z # y.
Siz=y=4y>—22y> — > —y> = 20°Q -2z —y) =0y doy — 2% —y — xy® — 223> =
xy(4 — x — 3y) = 0, por lo tanto debemos considerar y = 0, y # 0.
Siy=0= 2=0y (x0,0,0) ya esta contemplado en (0,0, zy), por simetria.
Siy£A0=—=4-3y=2x—=2—-y=x=4-3y=—2y=21e.y=1,z=1,z=1. Otra
solucién es (1,1,1).
Siz#y=—=4-2—y—2=01ie z=4—x—y. Como f, = doy—a2?y—zy? —2ay(d—x—Yy) =
0= —doy+2?y+ay’ =0= —ay(4 -2 —y) =0.
Si y = 0 la solucién es (zg,4 — x0,0) que ya esta considerada.
Siy+#0=y=4—xylasolucién es (xg,4 — z¢,0) que ya estd tomada en cuenta.
En definitiva, las soluciones son (0,0, zp), (0,4 — 20, 20), (1,1,1).
—En (0,0,20), f(h,h,z0+h) = h?(20+h)(4—20—3h) ~ h?2z0(4—20),sih — 0y f(=h,h, z0+
h) = —h2(20 + h)(4 — 20 — h) ~ —h?z(4 — 29), si h — 0 y no hay extremo.
— En (0,4 — 20,20), f(h,4 — 20 + h,z0 + h) = h(4 — 20 + h)(=3h) ~ —3h%(4 — 29)20 ¥

f(=h,4 — 29+ h,20+h) = h*(4 — 20 + h)(20 + h) ~ h?(4 — 29) 20 y no hay extremo.

-2 -1 -1
—En(1,1,1) el hessianoes H(1,1,1) = —1 —2 —1 |[,pues fi, = —2yz, fy, = —2zz,
-1 -1 =2

foz = —2xy, foy = yz—2x2 —2yz — 22, fu. = 4y — 22y —y*® — 2yz, fy. = 4o —2? — 20y — 2z,
Ahora A = —2<0,Ay =4—1=3>0,A3 = -24—1)—(-1)2-1)—1(1-2) =
—-6+14+1=-4<0y(1,1,1) es un maximo, con f(1,1,1) = 1.

W) fe=2x—2yz=0 T =yz r=y’z r(1—-9y?)=0
fy=2y—222=0 — y=2x2z — y=2%% = y(1-22)=0

fo=22—2x2y=0 z=u1xy z=1%z 2(1—y?) =0.
Siz=0=y=0,2z=01i.e. (0,0,0) es una solucién del sistema.
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SizA0=y’=liey=4+1=22=1= 2z = +1.
Siy=l—z=z=zx=z2z=1lox=2=—-1
Siy=-1—=zr=-—2=zr=—2=1l0or=—2=-1.
Las soluciones son (0,0,0), (1,1,1), (-1,1,-1), (1,—-1,-1), (-1,-1,1).

2 0 0
—En (0,0,0) el hessianoes H(0,0,0) =] 0 2 0 | yhayunminimo de valor f(0,0,0)

0 0 2
0.

—En (1,1,1), f(1+h,1+h,14+h)—f(1,1,1) = (1+h)*(5—2h)—1 = —h?*(3+2h)<0,si h — 0,
f(1+h1,1)— f(1,1,1) = (1+h)?+2-2(1+h)—1=14+2h+h*+2—-2—-2h—1 = h? >0,
si h — 0y no hay extremo.

—En (-1,1,-1), f(=1 4+ h,1 4+ h,—1 + h) — f(=1,1,-1) = (1 + h)2(3—2—2h) — 1 =
—h%(3—2h)<0,sih — 0, f(—=1—h,1,—1)— f(=1,1,—1) = 2+ (—1—h)2—=2(1+h)—1 = h>>0
si h — 0y no hay extremo.

De manera similar se verifica que los otros casos no son extremos. Esto también sale de

observar que la funcién tiene el mismo comportamiento en los cuatro puntos.

F =122+ y—a)+ /v +(@-a)

. Sea a > 0, encontrar el minimo de f:R? — R definida

por f(z,y) = /22 + (y — a)®> + \/y? + (x — a)2.

Solucion Se tiene que:

_ x (z —a) _
(Y e e Y o e
__ (y—a y _
Y e e Y o e R
(z—a)ly—a) _ Ty

—a=x+y.

ViR+ (@ —a)? P+ (z—a)?

Observemos que para la existencia de la solucién debe tenerse que el signo de zy debe
ser el mismo que el signo de (z — a)(y — a). Asi tenemos que:
Siz>0yy>0=zr—-a<0yy—a<0,0seal<zx<ayl<y<a.
Siz>0yy<0<a=z>ayy<D0.

Siy>0yzr<0<a=y>ayxz<O.
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Six<0yy<0,nonos sirve pues = + y # a.

121

De esta forma la solucion z + y =avaleen0<z<ayO<y<a,enz>ayy<0yen

y>ayzx<0.

El valor de la funcién es:

fle,a—2) =Va2 + a2+ /(a—2)* + (a - 2)2 = V2(|z[ + |a — z|)
V2a si0<zr<ayl<y<a
=4V2(a—27)>V2asiz<0yy>a

\/5(2x—a)>\/§a siy<0yz>a.

Asi el minimo se debe dar cuando 0 < z < ay 0 < y < a y vale v/2a.

En efecto, sean x, y reales talesque x +y =a, 0 < <ay0<y<a.

Ast, f(z+h,y+k)—f(z,9) =/ (@ +h)2+ (y—a+k)2+/(y+ k)2 + (x —a+h)2—2a =

Vet + @ kP + Vy+ )+ (y - h)? - V2a=
ﬁx\/”%(h—m’”‘g;f+ﬁM+z}<k—h>+h2+k2—ﬁaz

2 2y°
V214 & (h— k) + 2—:162@2 +k?) — 8—;2(h —k)?)+
VEY(L+ gk =)+ 53 (02 82) = g (h = K)) = V2a+ ol (. )|) =

&S

\/§ 2 2_ 132 172, 1
V2(aty—a)+ 7 (B +k> = 5h> = 3k + phk) +

—~

g(h2+k2+%hk)+%y§(h2+k2+§hk)+o
h? + k* + $hk = (h+ $k)* + 12k* > 0, si (h, k) # (0,0).
Siz =0, f(0,y) = |y —al + V/y2 +a2 = a—y+ /y2 +a®y es minimo en y
fy(0,a) <O0.
Siy =0, f(2,0) = |zt —a| + V22 + a2 = a — z + V22 + a? y es minimo en z
fa(a,0) <0.

02f 0°f _ 0°f

Observemos que 9a2’ D20y y 7 o existen en (z,z — a).

3. Sea f:R? — R definida por f(z,y) = (2? — y)(322 — y).

(W21 12 = 3%+ L) (| (s 1)) =

I(h, K)[?) = 0, cuando ||(h, k)|| — 0, pues

a pues

a pues

a) Probar que V) € R, gx: R — IR definida por g, (z) = f(z, Ax) tiene un minimo en 0.

b) ;f admite un minimo local en (0,0)?
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Solucion

a) gx(z) = (22— Az)(32% — A\z) = 32* —4X23 + \22% y ¢l (z) =

1223 — 12\2? + 20?2z = 0 = z = 0. Ademas, ¢}(z) =

3622 — 24 x + 20% y g{(0) = 2A% > 0 i.e. gA(0) = O es el

minimo.
b) Las derivadas parciales f, = 122% — 8xy = 42322 —2y) = 0y f, = —4a? + 2y =

—2(222 — y) = 0 implican que 322 =22 <= r =0y y = 0.

Ahora f(x,A\x) — f(0,0) > 0y por otro lado f(z,22? + 23) = —2?(1 + z)(2? — 23) =

—2*(1 — 2%) < 0 y no hay minimo local en (0,0).

4. Se considera el modelo y = ax + b, se dispone de n observaciones de z y de y denotadas
(zi,9:), 1 =1,...,ny serequiere estimar gracias a ellas los parametros desconocidos a y

b. Para esto se minimiza la suma de los cuadrados de los errores o residuos y; — ax; — b.
n

La funcién f(a,b) = 3 (y; — ax; — b)? debe minimizarse, es decir se deben determinar
i=1

los valores de a y de b para los cuales f es minima.
Solucién Sea f(a,b) = > (y; — ax; — b)?, entonces:

for=-2>(yi—azx; —b) =0+ Y yi—ad z;—nb=0<= §—aT —b =0, o sea
i=1 i=1 i=1

fo=-2>(yi—ax; —b)z; =0<= Y zy; —ad 2 b
; i=1

n
z; =0 <
1 i=1

1=

Oz%inyi—a% Zx?—bfz%zgciyi—jgj—a% fo+a:ﬁ2:>

i=1 i=1 i=1 i=1

LS -2 -9 Y vy —nay
a— z:ln :zzln , b—g—aa:
LS~ (@ — )2 Y 22 — 2
i=1 i=1
.. 2f & 5, 0f 2f .

El punto (a,b) es un minimo pues 2z = 2;:1 x5, 2 = 2n, 9008 = 2nT y se tiene
o2 f n 25" 22 2nz n n
5 =2%a?>0,| =1 =dn Y z? -4’z =4n > (z; — 7)* > 0.
da i=1 oni  9n i=1 i=1

5. Encontrar los extremos de la funcién f(z,y, z) = 232 + y3 — 322y — 222,

Solucién Las derivadas son f, = 3z%z — 62y =0, f, =3y*> — 322 =0, f, = 2> — 42 = 0.
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—-Siz=0,0y=002z=0las otras son cero, (0,0,0) es una solucion.

—Siz #0, 32z =6y, y* = 22, z = 12° = 22 = L2 = 2% = 8y y como y? = 2? se tiene
y?=8,i.e.y=2,2 =42,z =2z Asi(2,2,2), (—2,2,—2) también son soluciones.

—En (0,0,0), £(0,k,0) = k% cambia de signo y no es extremo.

—En (2,2,2) no hay extremo. En efecto f(2,y,2) = y>— 12y + 8 tiene un minimo en y = 2,
pues f,(2,v,2) = 3y*> — 12, £,(2,2,2) =0y f,,(2,y,2) = 6y, fyy(2,2,2) = 12> 0. Por otro
lado f(2,2,2) =82 — 16 — 222, £.(2,2,2) =8 — 4z, £.(2,2,2) =0, f..(2,2,2) = -4 <0, que
es un maximo en z = 2.

—En (-2,2,-2) no es extremo pues f(z,y,2) = f(—z,y, —z) y la funcién se comporta de

manera similar.

. Se consideran p puntos m; € R?,i = 1,...,p, encontrar el punto m € R? tal que la suma
de los cuadrados de las distancia de m a m;, i = 1,..., p, sea minima.
Solucién Sea f(z,y,2) = > (z;i—2)?+(yi—y)*+(2;—2)?, entonces f, = —2 > (z;—z) = 0,
=1 =1

fy==2>Wi—-y) =0,f=-2>(zi—2)=0=2=2,y=0, 2 =2
=1 =1
Ademas fy, = fyy = f2z = 20, foy = f2. = fyz = 0y la matriz Hessiana H(Z, 7, 2) =
2n. 0 0

0 2n 0 | esdefinida positiva, por lo que (Z, 7, Z) es un minimo.

0 0 2n

. Determinar los extremos de las siguientes funciones:

a) f(z,y) = «® + 3zy® — 150 — 12y b) f(x,y) = zy(a —x —y)
) f(x,y) = 223 + xy? + 5% + 4> d) f(z,y) = e**(z + 3% + 2y)
e) f(r,y) = (2ax — 22)(2by — y?) f) f(z,y) = senx + seny + cos(z + y)

1
0<z,y<gm

g f(z,y) = \;% h) f(z,y) =yvItz+ayITy

) f(z,y,2) =In(a®y*2° (22 —x —y —2)) ) f(z,y) =4(z —y) +2? — 3
3 3
k) fz,y) =a* +ay+y* +o—y+1 Dflzy) =2 +ay+y* + G+ G

m) f(z,y) = 2* + y* — 222 — 4oy — 2y? n) f(z,y) = 23 + y? — 62y — 39z + 18y + 20
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0) f(z,y) = 2*y*(12 -z —y) p) f(z,y) =22% —day +y*> — 2 +2y

Q flz,y) ="+ @+ 1))+ @y -2 1) f(z,y) =22y +y°

s) f(x,y) = 2 — 2y + 2 t) f(x,y) =log(z® + 3> + 1)
W f(z,y) = 2%y + xy° + xy V) f(z,y,2) = a* +y* + 2" — dayz
Solucion

a) Las derivadas parciales f, = 3z? +3y> — 15 =0, f, =

f=a2+3zy? — 150 — 12y

bry —12=0=ay=2,22+y? =5= 2 —522+4=0
ie. 22 =1,22 =4 porlo que x = +1, z = +2 y los puntos

criticos son (1,2), (—1,-2), (2,1), (-2, —1).

Las derivadas de orden 2 son: f,, = 6z, fu, = 6y, fy, =

. 6z 6y
6z y el hessiano H = , con det H = 36z2 —

6y Ox
36y2 = 36(x? — y?) = Ay, A = 6.

—En (1,2), Ay =6, Ay = —108 < 0 no hay extremo (punto silla).

— En (—1,-2), Ay = =6, Ay = —108 < 0 no hay extremo, es un punto silla.

—En (2,1), Ay =12 >0, Ay = 108 > 0 es un minimo.

—En (-2,-1), A; = -12< 0, Ay = 108 > 0 es un maximo.

b) Las derivadas parciales son f, = y(a —x — y) — xy = f=rylo o —y)a>0
(a—22—-y)y=0,fy=xz(a—2x—-2y) =0=y=00
a—2x—y=0yz=00a—x—2y=0. Asi las soluciones

a.

W=

son (0,0);y=0,a=z2=0,a=y;2=ta,y=

Las derivadas de orden dos son f,, = —2y, fuy = a —

2z — 2y, fyy = —2x y el hessiano de f es:

—2 a—2xr—2
I— Y Y
a—2x — 2y —2x
0 a A a
— En (0,0), H(0,0) = ,det(H + M) = =X —a?=0<= )\ = +q,
a 0 a A
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por lo que es un punto silla.
—2a —a
—En (Ov a)? H(Ova) = , Ay = —2a, Ay = —a?.
—a 0

—Sia>0,A; <0, A <0 es indefinida (punto silla).

—Sia<0,A; >0, A <0 es indefinida (punto silla).

0 —a
— En (a,0), H(a,0) = y es indefinida (punto silla).
—a —2a
2, 1,
—En (%av %a)yH(éaﬂ%a) = ° ° 7A1 = 7%(1, Ay = %QQ-
_1, _2
3¢ —3a

-Sia < 0 es un minimo
-Sia >0 es un maximo.

0 fo=622+y*+10x=0, f,=22y+2y=0=y =00z = —1.

—Siy = 2 = = —_3
Siy=0,6z°+ 10z =223z+5)=z=00x 3 2%y 4 5e 4

—Siz=-1,y? =4 =y =+2. m
WA

Los puntos criticos son (0,0), (—2,0), (-1,2), (—1,-2). Las

derivadas de orden dos son f,, = 122+ 10, foy =2y, fyy =

_ 122 4+10 2y
2x 4+ 2y el hessiano es H =
T )
0 0 . g . .
—En (0,0), H = es definida positiva i.e. es un minimo.
0 2
10 0 .
—En (-5,0),H = , A1 = —10<0, Ay = —20 < 0 es un punto silla.
0 2
2 4 .
—En (-1,2),H = , A1 = —2<0, Ay = —16 < 0 es un punto silla.
4 0
2 -4 .
—En (-1,-2),H = , A1 = —-2<0, Ay = —16 < 0 es un punto silla.
—4 0

d) fo =22+ +2y+3)=0, f, =e*(2y+2)=0=2e>(y+1) = y=—1,2 = 3.
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f=e*(z+y*+2y)

Ademas f,, = 4e**(x + 9% +2y + 1), foy = 4e2*(y + 1),
gy = 227

Asi, H(3,-1) =2 , por lo que Ay >0, Ay >0

y es un minimo.

e) fo=2(a—2)y(2b—y) =0, fy, =2(b —y)z(2a —z) = 0.

—Siz=0=y=00y=20b.
—Siz=a=—y=0».
—Siy=0=—=2=0, z = 2a.

— Siy=2b=— x =00z = 2a, por lo que las soluciones

son (0,0), (a,b), (2a,0), (0,2b), (2a,2b).

Ademas, f,, = —2y(2b —y), foy = 4(a — 2)(b —¥), fyy = —22(2a — x) y se tiene que el

—2y(2b—y) 4(a—z)(b—vy)

( )
hessiano es H = )
4(a —x)(b—y) —2x(2a—x)
0
—2a?

2
0 4ab
—En (0,0), H = ( y det(H — M) = A2 — 16a%b? = 0 = \ = +4ab, por lo que

4ab 0
es un punto silla.
—2b? )
— En (a,b), H = , A1 <0, Ay >0y tenemos un maximo.
0
—4ab
— En (24,0), H = es un punto silla.
—4ab 0
0 —4dab
—En (0,20), H = es un punto silla.
—4ab 0
0 4dab
— En (2a,2b), H = es un punto silla.

4ab 0
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f =senz + seny + cos(z + y)

cosT = cosy = = = ¥y, por lo que cosx — 2senx cos T =
0<:>cosz(lf2senx):O:>sen:z::%,pues()§x,y§
7- Asi tenemos que = y = §. Ademas f,, = —senx —

cos(z +y), fay = —cos(x +y), fyy = —seny —cos(z +y)y

el hessiano es:

-1 =1
H(§, %)= ) 2 ,A1f—1<0,A2:%>Oy(%,%)esunméximo.
fo_atbrtey oy
_ W@t +y? 1) —aleteyta) Vita?+y?
g) fw— ($2+y2+1)3/2 ] b
c(@®+y?+1) —ybz +cy+a)
fy: =0.

(2% + 9% +1)3/2

Tomando yf, = zf, = 0 = by(l + 2? + y?) = \i\\\\g‘:\\ e
cr(1+ 2%+ 9?) i.e. by = cx por lo que sustituyendo 02:3\\\\\\%3:%\%?% JETE TS
SRR
. "‘\
en f, =0, se tiene b(y* +1) — by’ —za =0 =z = RS
g, y = <. Asi tenemos:
o= 20%(cy 4+ a) — 3bz(y* + 1) — (cy + a)(y* + 1)
TT (1‘2 +y2 + 1)5/2 ’
£ ca® = 2bx*y — x(2cy® + Baye) + by(y® + 1)
Ty — (:c2 +y2 + 1)5/2 ’
b+ 2?2 (Bey + a) — bx(2y? — 1) — (2ay® — 3cy — a)
fyy - (a:2 + y2 + 1)5/2 :
boey b ey a(a® + c%)|al b ey abelal
Evaluando, fm(a’ E) = fyy(ava) = _(a2 52 +02)3/2’ fry(avﬁ) = (a® + b2 +c2)3/2 y

el determinante del hessiano det H = 5 > 0. Asi:

6
a
(a® +b* +¢2)

—sia>0,( ) es un maximo,

o

—sia<0,(

b
a’
b ) es .
a un minimo.

ST

hf = 4 1 - = V1 _x 1 - __r  _
) fa 2%1+x+‘/ +y=0,f, =+ +x+2f+y 0= V1i+z AT
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S s S S
Por otro lado, Jae = 4(1+$>3/2’ fyu 4(1+y)3/2; fwy f ey TTE+ovTTT
1 1 — | hessi ' . )
N + 57Ty Y 5@ = s el hessiano es:
— 3/2 L \\\“{“‘\‘?\\‘\\
AN ‘\\3‘\‘\ 4
H = 4(1 +1$> \/1_‘; T 7 “%3\??\3“ .
Vidtz 414 z)3/?
- 1522 4 32z + 16
A = T Ay = — 228 T Iab 7 10
! 41 + x)3/2 1 =2 16(1+2)°5
por lo que cuando z = 7§, A = \ég >0, Ay = 7% <0y 1o es ni méximo ni minimo (es

un punto de silla).

: _ 3 1 _ _ 2 1 _ _ 9 1 _
Dfe=2-m—g—y=—2=0h= " m—g=y=—2=0 == =y=2 =0,

-z
entonces%:%:g266—433—231:—5:52023::6,y:4,z:10. Ademas,
_ _3 _ 1 _ _ _ —1 _ 2
1 __i_ 1 1 frng
(22—x—y—z)2’fzz_ o (22_$_y_2)2.Elhess1anoen(6,4,10)esH(6,4,10)
L 1 _1
3 74 "1
—l o LA = —1 <0, Ay = —Z < 0 no hay extremo.
1 1 7
i 71 78
f=4@—y) +a2° -y
. A
Dfo=44+22=0,f =-4-2y=0= 20 =-2,y = ’ , IR

—2. Ademas, f,; = 2, fyy = —2, fzy = 0y el hessiano

2 0
H(-2,-2)= , A1 >0, Ay <0 es un punto silla.
0 =2

K fo=20+y+1=0,f,=c+2y—-1=0= —3y+3=
0= y=1,2=—-1. Ademss, f,;, =2, foy =1, fyy =2

2 1
y el hessiano es H = ,A1=2>0,A0=3>0
1 2

es un minimo.
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3 3

2 +y?r = a® = 2(2®* —®) +ay(zr —y) = 0 = (z — Fea?taytytt Dy

Y) (222 4 22y + 2% + 2y) = 2(x —y) [(z — 39)* + §v°] =

SSo>
“‘“‘\\‘ N

SSSSSS

SIS
w
g,

NS

‘\\\\\\\\“‘

Oﬁmzy.Asi2x3+x3=a3:>x=%Zy-AdeméS

3 3
fee = 2+ 2%, foy =1, fyy = 2+ 2%, el hessiano es

\““‘\\‘

N
AN

W

8 1
H(-EL A = LA =8>0,A =63>0yes 3
V3T V3 1 8 4

un minimo. *

m) f, =42® — 4o —4y =0, f, = 4° — 4y — 4o = 0 =
B -ypP=@-y @ +ry+y?) =0z =y. Asi,z =
y =42 —8r =4x(22-2)=0=2=0,2 = 2y los
puntos criticos son (0,0), (v/2,v2), (—v2, —v/2). Ademas

las derivadas de segundo orden son f,, = 1222 —4, f,, =

—4, fyy =122 — 4.

—4 —4
En (0,0), H = y el criterio falla. Si analizamos comportamiento en (0,0),
-4 —4

f(z,0) = 2* — 222 = 2%(22 - 2) <0y como f(z,y) = 2* + y* — 2(z +y)? se toma f(x, —z) =

22% > 0 y se concluye que (0,0) no es un extremo.

20 —
Los puntos +(1/2,/2) tienen el mismo hessiano: H =

4
, A1 =20>0, Ay =
—4 20

384 > 0 y son minimos.
n) f, = 32°—6y—39 =0, f, = 2y—62+18 =0 = y = 329, F=a®+y?—6ay—39z+18y+20
22 -232-9)-13=0=22-6z+5=01e.2=1,5

y los puntos criticos son (5,6), (1, —6). Las derivadas de

orden dos son f,, = 6z, fzy = —6, f,, =2y se tiene:
6 —6
H(17—6): , A1 =6>0,Ay =—-24<0yes
-6 2

un punto de silla.
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30 —6
H(5,6) = , A1 =30>0, Ay =24 > 0 es un minimo.
-6 2

f=a®y?(12 -2 —y)

0) fr = 2?y*(36 —4x — 3y) =0, f, = 23y(24 — 22 — 3y) =0
y las soluciones son (0,0); (0,y), y # 0; (x,0), x # 0; ¥
siy#0y2x#0 = 12—-22 =0 =z =6,y = 4.

Las derivadas de orden dos son f,, = 6xy%(12 — 2z — y),

foy = 22y(72 = 8 — 9y), fyy = 22°(12 — = — 3y).

El criterio del hessiano en (0,0), (0,y), y # 0, (z,0),  # 0, falla pues det H = 0. Asi que
se debe analizar la funcién en estos puntos.
— En (0,0), f(h,h) — £(0,0) = h5(12 — 2h) ~ 12h° y la diferencia cambia de signo. No es
un extremo.
—En (0,y),y # 0, f(h,y +k) — f(0,9) = h*(y + k)*(12 —y — h — k).

-Si12 -y #0, f(h,y+ k) — f(0,y) ~ h3y*(12 — y) y cambia de signo.

-Siy =12, f(h,12+ k) — f(0,12) = B3(12 + k)2(—=h — k) ~ —144h3(h + k)

—288ht <0, sik=h

288h* >0, sik = —3hy cambia de signo.
—En (2,0), 2 #0; f(x+h,k)— f(x,0) = (x+h)3k?>(12—2—h—k) ~ 23k*(12 — 2 — h — k):

-siz #12, f(x + h, k) — f(z,0) ~ 23k%(12 — z), por lo que tenemos:
-si z(12 — z) > 0, es decir 0 < z < 12 es un minimo,
-si (12 — z) < 0, es decir z > 12 0 x < 0 es un maximo,
-siz =12, f(12+ h, k) — f(12,0) = (12 + h)3h?*(=h — h) ~ 21231 y cambia de signo.
— En (6,4), fz2(6,4) = —2304, f,,(6,4) = —2592, f;,(6,4) = —1728, por lo que A; =

—2304 < 0, Ay = 2985984 > 0 y es un maximo.
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fF=222 —doy+y?  —z+2y

p) fo=4r—-4y—1=0, fy = -4z +2y+2=0= —2y+1=
0= y=1,z=3 Ademas f,; =4, foy = —4, fyy =2,
4 —4
entonces H = ,A1=4>0,Ay = —8<0por
—4 2

) es un punto de silla.

lo que (3,1
Q fo=4x(@®*+y>+1) =0, f, = y(z*> +y*> — 1) = 0, asi
x=0,4y(y —1)(y+1) = 0, por lo que (0,0), (0,1), (0,—1)
son puntos criticos. Por otro lado, f,, = 1222 + 43> + 4,

Jay = 8y, fyy = 422 + 12y* — 4.

4 0
— En (0,0) el hessiano es H = y (0,0) es

0 -4

un punto de silla, pues sus valores propios cambian de

signo.
. 8 0 .
— En (0,1) el hessiano es H = y (0,1) es un minimo.
0 8
. 8 0 .
— En (0,-1) el hessiano es H = y (0,—1) es un minimo.
0 8

r) fo =2zy+y> =0, f, =2zy+ 22 =0 = 2? = y*, 0 sea

T = ty.
—Siz=y=32>=0,0seax =y =0.

—Siz = -y = —222+ 22 = —22 = 0. El dnico punto

critico es (0,0).

Las derivadas de orden son f,, = 2y, fzy, = 22 + 2y, fyy, = 2z, por lo que el hessiano
se anula y el criterio falla. Observamos que f(z,z) = 22® y hay cambio de signo de la

funcién. El punto (0, 0) no es maximo ni minimo.
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S)fx:2$_2yzo’fy:—2x+4y:0:>$:y’y:%$:>
] 2 =2

x = y = 0, el hessiano en (0,0) es H = ,
-2 4

A1 =2>0,Ay =4>0, por lo que (0,0) es un minimo de

valor f(0,0) = 0.

f =22 —2zy+ 2y>

—
L

]
Y
a

Y

Z>

s

K
<

LT

L2745

Lz
Lz

vy
L7

L7
{7
X

X7
i
o
O

f
1l

Otra manera de verlo, es observando que f(z,y) = (v — y)? + 3> > 0, V(2,y) € R? y que

£(0,0) = 0 es un minimo absoluto.

t)fm_x2+y2+1 0, fy PRy | 0=2z=y
2_ 5,2
0. Las derivadas de orden dos son f,, = %,
. —4dzy 24227 — 2y
Jaoy = @+ 2+ D)2 fyy = @+ 2+ )2 por lo que el
. 2 . oy
hessiano en (0,0), H = , es definido positivo
0 2

y (0,0) es un minimo de valor f(0,0) = 0.

f=log(z® +y> +1)

1
X
Ny
SN\

N

NN

Al
g

%

[

Sin embargo, f(z,y) = In(z? + > +1) > 0 = f(0,0), V(z,y) € R? y (0,0) es un minimo

absoluto.

w fo =5ty + 1y +y=yGat+y*+1) =0, f, =2x(2z* +2*+1) =0= 2 =y = 0. Las

derivadas de segundo orden son f,, = 2023y, fy, = 20zy>, f., = 5zt + 5yt + 1.

0 1
El hessiano en (0,0): H = , por lo que sus
1 0
. . -2 1
valores propios satisfacen det(H — \I) = =
1 =X

A2 —1 =0 <= XA = £1. Asi se tiene que la matriz

Hessiana es indefinida y (0,0) es un punto silla.

f=2y+ay® +ay

V)fm:4x374yz:0,fy:4y374xz:0,fz:42374xy:0:>x3:yz,y3:xz,

B =ay = 2t =y* = 2 = xyz = 2 = +y, v = +2, y = +2z. Dada la relacién

z* = y* = 2* = zyz, permite ver que todos los valores son positivos o dos negativos y
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uno positivo.

Ahoraz® =+’ =yz =y’ =tz =ty=—=y?’+y=0,y> —y=0=y =0,y = £1. Asi
las soluciones son (0,0,0), (1,1,1), (1,—-1,—-1), (-1,1,-1), (-1,—1,1). Las derivadas de
orden dos son: f,, = 1222, f,, = 12y%, f.. = 12y%, fo, = —42, fo. = —4y, fy. = 4z yel
hessiano es:

1222 —4z —4dy

H=| -4z 12y —4x |,det H=—64(3z" + 3y* + 32 — 272%y?2% + 2xyz).
—4dy —4x 12y
— En (0,0,0) el hessiano se anula, pero vemos que f(z,z,z) = 3z* — 423 = —23(4 — 3x)

y hay cambio de signo.

12 -4 —4
—En (1,1,1) el hessianoes: H(1,1,1) = | —4 12 —4 |,A; =12>0, Ay =128 >0,
—4 —4 12

A3 =1024>0yasi(1,1,1) es un minimo de valor f(1,1,1) = —1.

—En (1,-1,-1), (-1,1,-1), (—1,—1,1) se observa que por un argumento geométrico el
comportamiento de f(z,y, z) es el mismo en los tres puntos. Asi, es suficiente analizar

un sélo caso, digamos (1,—1,—1):

12 4 4
H(l,-1,-1) = 4 12 —4 |, A1 =12>0, Ay =128>0, A3 = 1024 > 0, por lo que los
4 —4 12

tres puntos son minimos con valor f(1,—1,—-1) = f(-1,-1,1) = f(-1,1,—1) = —1.

8. La grafica de la funcién g(x,y) = xiy es una superficie en R?. Determinar los puntos de

la superficie mas proximos al origen (0,0, 0).



134

Capitulo 4. Ejercicios de maximos y minimos de funciones en varias variables

Solucion El cuadrado de la distancia al origen esta

1
f==zy
.5

dada por f(x,y,2) = 2% + y* + 22, por lo que si z =

—
Z—=—=)
—

%, la funcién f(z,y, %) mide la distancia al origen

=

=

i

7

7=

7=
i

77

=

=

=
=

al cuadrado de los elementos de la superficie. El pro-

=
e
7
=7

7

=
7

T

}'}-}%\\\\"

TR

TSR z °

<
X X577
NS 77

e
==
”

7Z
7

=

77

7

77

N\

blema es equivalente a minimizar la funcién h(z,y) =

f(x,y,%y) = 22 +y% + xglyg, asi tenemos que h, =

__2__ 05 Y
2x :v3y2 s
hy, :2y—y3% =0 = 2%y? =1, 2%y* = 1y se tiene y? = %L = 15 = lie z = £1,
X
y = %1, es decir hay cuatro puntos criticos (1, 1), (1,-1), (-1,1), (-1,-1)
Las derivadas de orden dos son: h,, = 2 + %, hyy = 343, hyy = 2+ 26 7y el
' 8 +4 ‘
hessiano es H = , A1 = 8>0, Ay = 48 > 0 y los puntos son minimos de
+4 8

valor h(41,+1) = 3, es decir de distancia es /3.

. Determinar los valores maximos y minimos de la funcién f(z,y) = 2> +y?> —z—y+1len
D= {(z,y) e R?/2”® +y*> < 1}.

Solucién Se tiene que f; =22 —-1=0, f, =2y —1=
f=a?+y® —z—y+1,2°+4> <1
0=z =3,y=3Yy (5 3)€D es el inico punto critico en
D. Por otro lado, dado que D es un conjunto compacto y
f(z,y) es continua, existen (zo,yo) € D, (z1,41) € D tales
que f(z0,90) = min_f(w,y), for,o) = max_fla,y),

(z,y)€D (z,y)€D
lo que demuestra que debemos tener al menos un

méximo en la frontera, ya que (3, 3) es un minimo.

Verificamos que (%, %) es un minimo. Las derivadas de orden dos son f,, =2, f5, =0,

2 0
fyy = 2y el hessiano H = es definido positivo, lo que implica que ( é, %) es

e}
\V]

un minimo de valor f(3,%) = 1.

Sea (z,y) € D tal que 22 +y? = 1, entonces se puede escribir x = sent, y = cost, t€[0,27],

por lo que f(cost,sent) = 2 —sent — cost = ¢(¢). Para determinar los extremos de g(¢)
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derivamos, lo que nos permite escribir: ¢'(t) = sent — cost = 0 = ¢t = 7, 2 y como
g"(t) = cost + sent se tiene ¢’ (%) = V2 >0, ¢"(3F) = —vV2 <0y g(3) = f(g, g) =
2 — v/2 es un minimo. Ademds g(2F) = f(—g, —g) = 2 + /2 es un maximo. También

debe evaluarse la funcién en los puntos 0 y 27. Ahora bien, si se comparan los valores

tenemos 3, 2 — V2, 2+ V2,1 = f(1,0) y los extremos se dan en: (—g, —?) mAaximo
absoluto; (1, 1) minimo absoluto.
Sea f: E — R una aplicacién definida por f(z,y) = %, sobre el conjunto

E={(z,y) € R?/0<x <1, 0 <y <1}. Determinar los extremos de la funcién f.

Ty
= —3—,[0,1 0,1
f 1+312+y2’[7 ]X[7 ]

Solucion Dada la definicién de la funcion f, f(0,0) =
0 = min{f(z,y)/(z,y) € E}. Por otro lado, como f es
continua y F es compacto, f alcanza el maximo en E
y este maximo se tiene en el interior del conjunto F,

E ={(z,y) e E/0<y <1, 0<z<1}oenlafrontera de

E.

. . ﬁ_y(1—3x2+y2)_ ﬁ_w(l—3x2+y2)_
Derivando parcialmente tenemos gr =~ 11377 0, Oy = 11321 0

[e]
y este sistema no tiene solucion en F , por lo que no tiene puntos estacionarios. Asi, los

extremos se alcanzan en la frontera de E. Estudiaremos la funcién en la frontera:
—Siz=0, f(0,y) =0,Vy€[0,1].

—Siy=0, f(x,0)=0,Vz €[0,1].

2 — 322

—Siy =1, f(z,1) = =—%—, derivando obtenemos f’(z,1) = 2ty

2+ 3z%°
2

2 £t 1
£ y el maximo es max f(z,1) = 34/%.
\ﬂy ogxglf( ;1) 1\/ 3

=0<=zx=

2
—Siz=1, f(1,y) = Y f(ly) = ( 5, pero si 0 <y < 1, la derivada es mayor

4-y
44y 4+9%)
que 0 y el maximo se obtiene en y = 1i.e. max f(1,y) = L.
0<y<1 °
En conclusién, dado que i\/g > 1, el maximo sucede enz = /2,y =
El minimo es 0 y se alcanza en {0} x [0,1]U x [0,1] x{0}.
Sea f: E — R definida por f(z,y) = 2% — 2y + y*> + 3z — 2y + 1, sobre le conjunto

E={(z,y) €R?/ —-2<2<0, 0<y < 1}. Determinar los extremos de f.
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Solucion La funcién f es continua sobre E que es compacto, entonces f alcanza los

extremos en los puntos estacionarios o sobre la frontera de FE.

f=a?—ay+y?+3z—2y+1,

En el interior £ = {(z,y) e R?/ —2<z2<0, 0<y<1},

. of _ of .
e1s1stema%—2x—y+3—0,8—y——x+2y—2_ 1
0= y =4, 2=—3 Dadoque fou =2, f, =2,

—1 0
fzy = —1, el hessiano tiene por matriz , que N e |
es definida positiva y alcanza un minimo en (-3, 1) de x T
valor f(—3%,%) = —3. Analicemos f sobre la frontera. 2 y

—Siz =0, f(0,y) = (y — 1)?, para 0 < y < 1 y alcanza el maximo en y = 0 y el minimo
=1 1 i =1 i = 0.
eny , por lo que se tiene 01;15?1 f£(0,y) , OIﬁnleéll f(0,y)=0

—Siy=0, f(,0) =22 +3x+ 1, para -2 < 2 <0, f'(2,0) =22 +3 =0 = o = —

Asi, hay un minimo en z = —2 y un maximo en z = 0, es decir min_f(z,0) = —
—2<z<0

égzxgof(x,()) =1.

—Siy =1, f(z,1) = 22 + 2z en [-2,0], f'(z,1) = 2r+2 =0 = x = —1, por lo
que f(z,1) alcanza el maximo en x = —2y en z = 0; y el minimo en z = —1, es decir

_;gglgof(x,()) =-1, _gg;xgof(x,O) =0.

—_ 1 = — — = 2— 1 — = — — =
Siz=-2,f(-2,y) =y 1en[0,1],p0r10queor§n;r§11( 2,y) = =1, max f( 2,y)=0.

En conclusién, f alcanza un méaximo en (0,0) de valor 1 = ( mz)zx f(z,y) y un minimo en
z,y)eE

—4 1y 4 lor —4 = i .
(=3, 3) de valor —3 (I{E;gEf(x,y)

12. Sea f: E — IR definida por f(x,y) = 22 +y> + xy, donde E = {(x,y) € R?/2? — y? = 25}.

Determinar el minimo de f.
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f=a?+y*> +ay,2?—y> =25
Soluciéon  Consideremos la parametrizacion = =
5cosht, y = 5senht, entonces h(t) = f(5cosht,5senht) =

2(3e* + e, por lo que W (t) = Ze ?(3e* — 1),

R'(t) = 0 <=t = —11In3 y tenemos que es un minimo,
es decir rtréiﬂgg(t) =g(—3In3) = £V3 = f(zo,y0).

Observamos que esta parametrizaciéon no genera toda

la curva 22 — y? = 25, sin embargo, dado que f(z,y) = f(—x,y) también alcanza un

minimo en (_'T07y0) y f(_'r()ayo) = (:EH':/;IGlEf(m, y) = 2725\/§~

Sea F = {(z,y) e R*/4 < 22 +y*> <9, 0 < z < y}, determinar los extremos de la funcién

2
f: E — R, definida por f(xvy) = CL‘Z— Y-

Solucion Parametrizando la funcién con x = rcosf,

y = rsenf, 2 < r <3, 7 <0 < 5. Asig(r,0) =

sen? 6 sen 0

cosf +senf — T1+cotg0’ sobre

flrcosf,rsenf) = r

D=[23]x[%, %]

sen 6 : ;
Dado que T% cotgd es estrictamente creciente en
Ea 5 ) t 9 = 76 =
[, %], se tiene que (max f (z,9) (7{3§§Dg(r )
37 us - 3’ i s = 1 s 9 = 2, s =
93, %) (;ryl;gEf(x y) (T{g)lng(T ) = 9(2,7)
1
1Va
Sea E = {(z,y) € R/2? +y? < 1}, encontrar los extremos
i ; __ Tty
de f: E — R definida por f(z,y) = T2+

Solucion Parametrizando la region E, con x = rcosf,

y = rsenf, 0 < r < 1, 0 < 6 < 2w, entonces

g(r,0) = f(rcosf,rsenf) = 1I7‘2 (senf + cosd), sobre

D =1[0,1]x[0,2m].
Por otro lado, ﬁ es estrictamente creciente en [0, 1]; la funcién () = cosf + sen 6

es tal que su derivada es h/(§) = —sen6 + cosf = 0 <= cosf = senf ie. 0 € {Z, 2},
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con un méximo en 7 y un minimo en 2%, pues h"(5) < 0, A”(2F) > 0, (m?fo(x,y) =
x,y)E
0)=9(1,%5) =3 0) = g(1,57) = ~12.
Joax g(r.0) =g(1,§) = 5v2, min f(:v y) = min g(r.6) =g(1, %) = =

En este ejercicio se presenta el caso en que el maximo y el minimo se presentan en la

frontera 22 + y? = 1. En efecto:

a® + 22y — (y> +1) y? + 2y — (2 +1) 2(2? —y)
= — =0, f, = — =0 = — =0
Ja (22 +y*+1)? Tu (2 +y* +1)2 (22 +y? +1)2
ie. x = +y. Asi, 222 = 1y se tiene z = :i:\lf y los puntos criticos son i(ﬁv %) y
1 1
5 —5)

Las derivadas de segundo orden son:

2(z%(x + 3y) — (y* + 1)(3x +y)

ffc."c = (1,2 + y2 + 1)3 )
po= 2y +30) - (@2 + D3y + )
vy ($2 +y2 + 1)3 )
oo = _2(x +3y)(z? —day +y? + 1)
zy = C Ty .
1
El hessiano en £( 5, 5) es f = F vz Nk de modo que tenemos en (-, =) un
0 7
méximo de valor % yen —(5, %) un minimo de valor f%.
- 0
El hessiano en i(ﬁv \%2) esH =7 V2 , de modo que tenemos dos puntos
0 R
V2

silla.

Sea E = {(x,y) € R*/2? + y* < 4} y sea f: E — TR la funcién definida por f(z,y) =

tlirr(l)(cos tx + ysentx)/t,

a) Probar que V(z,y) € E, f(x,y) = e™V.

b) Determinar los extremos de la funcion f.

Solucion

a) Es importante destacar que }in% (costx + ysentx) = 1, por lo que dado € = %, existe § > 0

tal que si 2] < § = § < costz + ysentz < 3. Asi podemos definir (costz + ysentz)'/t =

el/tln(costw+yse11tx) — el/t1n(1+%t2w2+ytx+o(t2)) — el/t(%tzxz-i-xyt—i-o(tz)) _ ewy—&-o(l) ewy’ si

t— 0.
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f=e" 2% +y? <4

canza sus extremos en el interior de F o en la frontera
de E.

El interior de E, E — {(z,y) € E/2? + y* < 4} y las
derivadas parciales f, = ye™ =0, f, = ze™ =0 =

x=y=0y f(0,0) = 1.

Ademss f,, = y*e™, f,, = x%e™, fi, = ¥ + yze™, por lo que el hessiano en H(0,0) =
0
, de modo que det(H — \) = 0 = A2 — 1 i.e. A = £1. El punto (0, 0) es un punto
1 0

de silla.

Estudiemos la funcion en la frontera de E. Usando la parametrizacion x = 2cos6,

y = 2senfl, 0 < 0 < 2m, por lo que g() = f(2cosf,2senf) = e2%"2¢  La derivada

g(0) =4e* " cos20 =0 =20 =72,28, 5% Inx osea =7, 37, 3% In,
‘ — o(T) — (5T — 2 mi — a(3T)) — (7T =2

Asi Og)gwg(f)) = g(3) = 9(54) = €2, Ogrglgn%g(@ 9(57)) = g(“F)e” ", con lo cual
ma; r,y) = ma f) =e?, min z,y) = min g¢(f) =e 2.

(x,y)es)i(E)f( y) Ogeg)éwg( ) (af,y)é,”ft(E)f( y) ogegzwg( )

Finalmente, la funcién f tiene dos maximos en +(+/2,1/2) de valor (mz)aux fla,y) =€y
r,y)eEE

tiene dos minimos en +(1/2, —/2) de valor ( m%nEf(a;, y) =e 2
€

)

Determinar la menor distancia entre dos rectas d; y ds definidas por d; = {(x,y,z2) €
R3/x=2—t,y=3+t, 2=1-2t, tcR},do = {(z,y,2) ER3/r=1—-5,y=2—35, 2=
3+s, seR}.

Soluciéon Sea f(t,s) la funcién que mide la distancia al cuadrado entre dos puntos
arbitrarios de d; ydo ie f(t,s)=(z—2')?+(y—y )+ (z—-2)2=1—t+s) >+ (1+t+
8)2 + (2 + 2t + 5)2

Ahora, f; = —2(1—t+s)+2(1+t+s)+2(2+2t+5)2=8+12t+4s =0, fs = 4t+6s+8 =

0=—=24+Tt=0=—=1¢t=—-2

2 s =—8. Ademas, fi; = 12, fis = 4, fss = 6y el hessiano es

12 6
es definida positiva. Asi (—2,—2) es un minimo y f(—2,-2) = 2.

6 4
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Sea a € R, demostrar que la funcién f: R?> — R definida por f(z,y) = 2? + zy + 3% —

1
T+ a%? )

> tiene un minimo local en (0, 0).

_ 1
( o 7y = 0 f=at bt - oy
1+ a2z +y ’

= = 0, claramente (0,0) es

Solucion Dado que f, =22 +y +

_ 4y
fo =2t W - G T )

un punto critico. Por otro lado:

fow =2 — 2002 240”(y* +1)
T (1—1—0{2:02 _|_y2)3 (1+052562 _|_y2)4>

24y 4
= 2 — :
Fuy 1+ %22 + °)° + A+ a2z +y2)°°
24a’zy . .
Joy =1-— 7 y en (0,0), se tiene que el hessiano es H = ,

(1 + 2% +4?)
con A} = 2+ 40 >0, Ay = 12(1 + 2a?) — 1 = 11 + 24a? > 0. H es definida positiva e

indica que (0,0) es un minimo de f.

Sea E = {(z,y) € R?/xy # 0}, encontrar el punto estacionario de la funcién f: E — R

definido por f(z,y) = zy + % + % y estudiar su naturaleza.

Solucién Dado que f, = y — % = %(aﬂy —-1) =0,
xr

T

fy:m—y—g:#(myz—l):0,setienex2y:1,xy2:

I:y:%,yQZ%,esdecir%:%<:>x4—m: ’
T T

0= z(2®-1)=0=2=1,y=1,pues z #0.

Ahora, f,. s fyy = y%’ fzy =1y el hessiano en
X
2 1 .
(I,1)es H = con Ay =2>0, Ay =3>0, por lo que (1,1) es un minimo de
1 2
3

valor f(1,1) =

Determinar los puntos estacionarios de la funcién f:R? — R definida por f(z,y) =

2% — 32 + zy? y estudiar su naturaleza.
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f=a% -3z + zy?

Solucién Tenemos que f, = 322 —3 + 32 = 0y que

fy=20y=0=2=00y=0.

\
SN

. ) \
—Siz=0,92=3=y=+V3. = —«‘.\\\\‘:\\\

““l\‘

—Siy=0,22=1= 2 = +£1.

— Sixz =0y y =0, no hay solucion.

Los puntos criticos son (0,v/3), (0,—v/3), (1,0), (-=1,0). Adema&s f,, = 6z, f., = 2y,
6x 2y

fyy = 2, por lo que el hessiano es H =
2y 2z

— En (0,v/3), det(H — M) = X2 — 4(v/3)? = 0 = \ = +2+/3, es decir H tiene un valor

propio positivo y otro negativo; es un punto silla.

—En (0, —/3), det(H — M) = A% — 4(v/3)? = 0 y es un punto silla.

0
—En (1,0), H = es definida positiva y es un minimo.
0 2
_6 O . . P .
—En (-1,0), H = es definida negativa y es un maximo.
0 -2

a) Determinar los puntos criticos de la funcién f: R? — R definida por f(z,y) = 122y —

22y — 2y? y estudiar su naturaleza.

b) ¢(El maximo obtenido en a) es un maximo global?

Solucién f =120y — 22y — ay?
: : . T
a) Derivando parcialmente se tiene f, = 12y — 2zy — y? = -’M"!“l““‘
10N
//"'o'o‘o“‘,““ 2000

({)
8!
ol

(12—2z—y)y =0, f, = 12z—2?—2zy = (12—z—2y)z = 0.
—Siy=0=z=00z=12.
—Siy#£#0= 12—2z —y = 0, con lo que se deben
contemplar dos casos:

—r=0=y=12.

—2#0=12—-2-2y=0=3y=121e.y=4=— x =4.
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Las soluciones son (0,0), (12,0), (0,12) y (4,4).
Las segundas derivadas son f,, = —2y, foy = 12 — 22 — 2y, f,, = —2z.

0 12
— En (0,0) el hessiano es H = ,por lo que det(H — A\I) = \? — 122 = (0 <

120

A = +12 y los valores propios cambian de signo: (0,0) es un punto silla.

-24 —-12
— En (0,12) el hessiano es H = , A1 <0y Ay <0, por lo que (0,12) es
—12 0
punto silla.
. 0 —12
— En (12,0) el hessiano es H = por lo tanto det(H — A1) = \2 — 24\ —
—-12 =24
144 = 0 tiene una raiz positiva y otra negativa A = —12+12y/2 y se tiene un punto silla.
. 78 74 .
— En (4,4) el hessiano es H = , A1 = —-8<0y Ay =48 >0y se tiene que
-4 -8

(4,4) es un maximo.

b) No, pues f(—1,y) = —12y —y +y?> = —13y + y?> = y(y — 13) — o0, si y — oo.

21. Determinar los puntos criticos de f(x,y) = x? + zseny + i cosy + 5 definida sobre R y

estudiar su naturaleza.
f::r2+wseny+%cosy+5

Solucién Derivando parcialmente tenemos f, = 2x +
seny = 0, fy, = xcosy — iseny = 0. Asi tenemos que
seny = —2z = z(cosy +3) =0=z=00cosy = —1.
—Siz=0=seny =0,y =nm;n€EZ.

—Six;é0:>cosy:—%:>y::|:2?”+2n7r,n€Z:>

T = —%seny = :Fi\/g.

Asi las soluciones son (0, nm), n € Z; (3v/3, =3 + 2n), (—1V3, & +2nn), n € Z. Ademas

fre =2, fyy = —xseny + i cosy, fuy = cosy, por lo tanto el hessiano es (0, nn) es:

— H(0,n7) = 5 A1 =2>0,A = 3(-1)"-1<0,VnEZyesun

punto silla.
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2 i3
— HQEVB, -& 4 2nn) = 2 ;A1 >0, Ay = 3v/3 -2 >0y se tiene un
1 1
NI
minimo.
1 2 2 —5V3 .
— H(—3V3, % +2nrm) = y tenemos un minimo.
SN

22. a) Determinar los puntos estacionarios de la funcién f(x,y) = y? + ycosz — senx — 2

definida sobre R y estudiar su naturaleza.

b) Demostrar que min f(z,y) = —3.

(z,y)€R?
Solucion
f=vy?+ycosz —senxz — 2
a) Las derivadas parciales de orden uno son f, = —ysenz—
cosz = 0, fy = 2y +cosz = 0 = cosz = —2y =

—2ysenz + 2y =0 = 2y(senz — 1) = 0.
—Siy=0=cosz=0= 2 ==+75 +2nm,ncZ.

—Siy#£0,senz=1=2=2+2nm,n€Z=>y=0y

no es consistente la solucién.

Finalmente, los puntos criticos son (5 +2kn,0), k€ Z, (=5 +2nm,0),nc Z. Las derivadas

de orden dos son f,; = —ycosz +senz, fy = —senz, f,, =2y tenemos:
1 -1 . .
— H(% + 2km,0) = , A1 =1>0,As =1> 0y se tiene un minimo.
-1 2
-1 1 .. .
— H(—% + 2n7,0) = , A1 = —1<0, Ay = -3 <0y no es ni maximo ni
1 2

minimo, es un punto silla.

b) Observamos que f(z,y)— f(5 +2nm,0) = y?+ycosz—senz+1 = (y+ 1 cosz)?— 1 cos? z—
senz + 1= (y+ 3 +cosz)? — 1(3 + 4senz + sen’z) > 0. En efecto, el primer factor es
positivo; el segundo también pues —1 (3 + senz + sen? z) = 1(1 —senz)(3 — senz) > 0.

Finalmente, f(z,y) > f(5 + 2nm,0) = =3, V(z,y) € R?, es decir ( m)inRz flz,y) = —3.
x,y)E

23. Determinar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = cos(z + y) + seny, sobre R? y
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estudiar su naturaleza.

f =cos(z +y) +seny

Solucion Anulando las derivadas parciales f, =
—sen(z +y) =0, f, = —sen(x + y) + cosy = 0, se tiene
cosy =0ie y= 5 +nm Asisen(z+ 5 +nm) =0 <=z +
Z4nm = —n/m, porlotanto v = =5 +n"7 = J+(n"—1)m,

n,n',n" €7Z.

La solucién es (5 + nm, 5 +mm), n, m € Z.

Las segundas derivadas son f,, = —cos(m + (n + m)r) = —(=1)"tm+l = (—1)ntm
fyy = (1) —sen(F+mm) = (—1)""—(=1)", fyy = (=1)""". Ademds A; = (—1)"*"™,
Ay =1—(=1)?+" — 1 = (—1)"*L,

— Sin es par, Ay = —1 <0y no hay extremo en (§ + nx, T +mm).

— Sin esimpar y m es impar, A; = 1>0; Ay = 1>0y hay un minimo en (5 +nm, 5 +mmn).

— Sin esimpar y m par, A; <0, Ay >0y hay un méximo en (§ + nm, § + mmn).

Estudiar los puntos criticos de la funcién f(z,y) = (z + y) + sen(z + y) + cos(z + y), en
R2.
Solucion Las derivadas parciales iguales a cero son:

fz = 1+4cos(x+y)—sen(z +y) =0, f, =1+ cos(z +y)—sen(zx +y) = 0, pero 1 +
cos(z +y) —sen(z +y) = 1+ cos? £ (x +y) —sen? 3(z + y) — 2sen 3 (x + y) cos 3(z + y) =
2cosi(z+y)(cosS(z+y)—seni(z+y) =0= 3(z+y)=Z+nm,0i(z+y) =2 +nm,
esdecirz +y=7n+2nroxr+y= 3 +2nm,ncZ.

f = (wty)tsen(aty)eos(z+y)

Por otro lado, las derivadas de orden 2 son f,, =

—sen(z +y) — cos(z +vy), fyy = —sen(z +y) — cos(z + y),

fzy = —sen(z + y) — cos(z + y) y siempre tenemos
fow oy
Jey  Juy

= 0, por lo que el criterio falla.

Consideremos la funcién g(t) = ¢ + sent + cost, su derivada ¢'(t) = 1 + cost + sent se
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anulaent = 7+ 2nT 0o ent = § + 2nm, por lo que ¢”(t) = —sent — cost es tal que
g"(m+2nm) =1>0y ¢"(5 +2nm) = —=1<0, 0 sea g tiene un maximo en 5 + 2nw,n€Zy
un minimo en 7 + 2nw, n € Z.

Probemos que H' = {(z,y) € R?>/z +y = m + 2nm, n € Z} son minimos de f(z,y) y que
H" ={(z,y) e R?/x +y = 5 + 2nw, n € Z} son maximos de f(z,y).

En efecto, sea a = (a1, a9) € R? tal que oy + az = 7 + 2nm, B = (B1,2) € R? tal que
B1 + B2 = § + 2nm, entonces In > 0 tal que si [t — (o + a2)| <n = g(t) > g(a1 +az) y si
[t = (B1+ B)| <m=>g(t) < g(B1+ B2).

Sea § = 47, entonces si (z1,y1) € B(a,8) y (z2,12) € B(8,0) = [|(z1,11) — (o1, a2)|| =
(1 —a,y —)| <6 = |z1 -] <6y lz2—as <0 = |z1+y1 — a1 —ag| <
|21 — aa| + [y1 — a2 <20 = n = g(z1 + y1) — g(en + a2) = f(z1,y1) — f(ca1,a2) > 0. De
manera similar se verifica que si ||(z2,y2) — (81, 02)|| < |z2 — B1| + |y2 — f2| < 20 =n =

9(x2 +y2) — g(B1 + B2) = f(w2,y2) — f(B1,B2) < 0.

Determinar los extremos de la funcién f(z,y) = zy — In(2? + y?).

.o 2 2
Solucién Dado que f, = y — o ny =0, f, =a—
2y

——>— = 0, no se puede tener x = y = 0, pues no esta
22 +y2 p Y p

definida en (0, 0).

7/
7

N

1777
ERLLAhd
]

77
777
117

77

[
s
77 77
Ve
. ’:I”’ 7

777

Siz=0= y=0(caso excluido) ysiy=0=—= 2z =0

77
yas

(caso excluido).

Asix2+y2=27x:2x—yi.e.x:j:y.

-Siz =y,2? =1= 2 = +1i.e. se tienen los puntos (1,1), (-1, -1).

—Siz = —y, 22 = —1 y no hay solucién.
2(y? — ?) 14 4xy 0
TV T 2
Finalmente, H(z,y) = | & TV (@0 | H(1,+1) =
(@ +y%)? (@ +y7)°
La forma cuadratica (h, k)H Z = 4hk es indefinida, pues sobre la recta (h, h) es posi-

tiva y sobre la recta (h, —h) es negativa. Asi (1,1) y (—1,—1) son puntos de ensilladura
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y f no tiene extremos.

Determinar los extremos de la funcién de f(z,y) = a+ (v — y)* + (y — 1)*.

Solucién De las derivadas parciales f, = 4(x —y)* =0,

f=a+@+y*+w-1*

fy = —4(x —y)3 +4(y — 1)3 = 0, se tiene que z = y =
x =y =1;(1,1) es un punto critico.

El hessiano de la funcion f esta dado por:

12(z — y)? —12(z —y)*
H(z,y) =
—12(x —y)? 12(z —y)* +12(y — 1)?
ie. H(1,1) = y el hessiano no sirve como criterio.

0 0
Se debe efectuar un andlisis alrededor de (1,1), f(1+h,1+k)— f(1,1) = (k—h)*+k* >0,

V(h,k) # (0,0) = (1,1) es un minimo.

Determinar si x = y = 2z = 0 es un extremo de f(z,y, z) = ar?e? + y?e* + 2%e”.

Solucion Las derivadas parciales de orden uno y dos son:

fo = 2azxe? + 2%e%, fre = 2aeY + z2e7, foy = 2azeY,
[y = az?e¥ + 2ye?, Jyy = ax?e¥ + 2¢7, fzz = 2z€%,
f== y2€z + 2ze%, foz = yZeZ + 2e7, fyz = 2ye”®.

El punto (0,0,0) es un punto critico, pues anula las derivadas parciales primeras.

2a 0 O
El hessiano en (0,0,0) es H(0,0,0)=| 0 2 0
0 0 2

—Sia>0,en (0,0,0) hay un minimo.

— Sia<0,en (0,0,0) es un punto de ensilladura, pues H tiene dos valores propios
positivos y uno negativo.

Si a = 0, no hay criterio y es necesario un estudio en (0,0,0). Asi, f(z,y,2) — f(0,0,0) =
y*e* + 2%e* >0y (0,0,0) es un minimo.

Observemos que f(z,0,0) = f(0,0,0) = 0 y tenemos un minimo en (z,0,0), = € R.
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Determine los extremos de las funciones f(xz,y) en la regién indicada.

e) f(z,y) =senx + seny + sen (z + y) sobre £ = {(z,y) e R*/0 < z,y < 3}.
) f(x,y) = 22 — 2zy +y? — 20 + 2y sobre E = {(x,y) € R?/0 < z,y < 2}.

g) f(x,y) =senzsenysen (x + y) sobre E = {(x,y) € R?/0 < z,y < 7}.

Solucion

f=a?—y% 2? +y* <4

punto (0, 0), pero no es un extremo pues cambia de signo

alrededor de (0,0). En efecto f(h, k) = h? — k? es tal que

e
N
R
P Ry

f(0,k)=—-k*<0y f(h,0) = h?>0.

R

Por otro lado, la funcién alcanza su maximo y su minimo

sobre E compacto, por lo que los puntos extremos si no

estan en el interior, estan en la frontera.

De esta forma analizaremos la funcién sobre la frontera ya que en el interior no tiene

extremos.

Sobre la frontera 2% + y? = 4, entonces f(z,y) = 2% — y?> = 222 — 4 = ¢(x). Esta funcién
es tal que ¢/(z) = 4z, ¢"(x) =4 > 0, por lo que en [—2,2] la funcién tiene un minimo en
z = 0y un maximo en x = —2, x = 2; pero en x = 0 hay dos valores asociados y = +2

y en z = £+2 hay un valor y = 0 asociado. De esta forma mafo(x7y) =4 = f(2,0) =

(z,9)€
f(=2,0), min f(z,y) = —4= f(0,2) = f(0,-2).
(z,y)€E
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f=2%+2zy —4z + 8y

b) Las derivadas f, =22+ 2y —4=0, fy=2r+8=0=
x = —4, y = 6, pero este valor esta fuera del conjunto F.
Recordemos que f es continua definida sobre el conjunto
E, por lo que alcanza un maximo y un minimo en F.

Dado que no tiene extremos en el interior de F, estan

en la frontera de F.
—Paraxz=0,0<y <2, f(0,y) = 8y tiene el minimo O en y = 0y el maximo 16 en y = 2.
—Paraz=1,0<y <2, f(1,y) = —3 + 10y tiene el minimo —3 en y = 0 y maximo 9 en
y = 2.

—Para0<z<1,y=0, f(z,0) =22 —da =¢(x) y¢'(z) =22 —4<0,s10 <z < 1, por
lo que tiene el minimo —3 en x = 1 y el maximo 0 en x = 0.

—Para0 <y <1,y=2, f(x,2) = 22 + 16, es estrictamente creciente en [0, 1] y tiene el
minimo 16 en x = 0y el maximo 17 en x = 1.

Finalmente [ tiene el minimo —3 en (1,0) y el maximo 17 en (1, 2).

¢) Las derivadas parciales son f, = zy(8 — 3z — 2y) = 0, . oy

fy = 2%(4 — x — 2y) = 0, por lo que las soluciones son: si

”‘””N’””””’b’&’&ﬁb
AN SABLX
ANVAYAN ..."n’v'"v O
Q“Q’N“Q X

G 7
SN "
jii

XX
r=0,y>0;8iy=0,z=4. 0 il

DAY 0
N
QY
Nt

£ _—

U

—Siz #0,y#0,8—3x—2y =0,42 -2y = 0 = i

—2x+4=0= x =2,y = 1. Asi tenemos los puntos
(0,9), y €[0,6], (4,0) y (2,1).
Las derivadas de orden dos son: f,, = 8y — 6xy — 2y, fu, = 8 — 322 — 4y, f,, = —22°%
— En (0,y), el criterio del hessiano falla y se debe analizar el comportamiento de la
funcién alrededor de (0, y), es decir: f(h,y+k)—f(0,y) = h2(y+k)(4d—y—h—k) ~ h?y(4—y)
y es un minimo si 0 < y < 4 y un maximo si 4 <y < 6.

-Siy=4, f(hy4+k)— f(0,4) = h?(4 + k)(—h — k) cambia de signo.
— En (0,0), f(h,h) = h3(4 — 2h) y cambia de signo.
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—En (4,0), f(4+ h,k) = (44 h)*k(=h — k) ~ —16h%(h + k) cambia de signo.

—En (2,0), f(z+ h,k) — f(z,0) = (z + h)?k(4 — 2 — h — k) ~ 2%(4 — x)k cambia el signo

six # 4.

—En (2,1), el hessiano H(2,1) = -0 , A1 = —6<0, Ay = 32>0 es un maximo
-4 -8

valor f(2,1) =4.

—Enz+y=6,0<2<6, f(z,6 —2) =226 —2)(4— 2 —6+1x) =223 — 1222, es tal que
la derivada es 6z(z —4) =0 <= 2 =0,z =4 y alcanza el maximoOenz =0,z = 6 y el
minimo —64 en x = 4.

Finalmente, tiene el minimo —64 en (4,2) y el maximo 4 en (2, 1).

d) Las derivadas f, = —22(22% + 3y2 —2)e™* ~¥" =0, f, =
—2y(222 + 3y — 3)6_7”2_1/2 = 0, permiten concluir que si
r=0,y=06y=+1lysiy=0,z =06z = =+1.

Asi las soluciones son (0,0), (£1,0), (0, £1).
Las segundas derivadas son:
fow = (824 4+ 122%y% — 2022 — 6y2 + 4)e= =" V",

Jyy = (82%y? — 42 4+ 12y* — 30y + 6)6*‘1’2*92,

foy = day(222 + 3y — 5)e~= V",

— En (0,0), H(0,0) = vy es definida positiva y f(0,0) = 0 es un minimo.
0 6

8 9
—En (41,0), H(£1,0) = € es indefinida (punto silla).

0 2

_2
— En (0,+£1), H(0,£1) = € 1 es definida negativa y f(0,£1) = % es un
0 1L

maximo.

— En la frontera z2 + 32 = 4, por lo que f(z,y) = e 4(8 + y?), 0 < y < 2, la cual tiene un

minimo en y = 0 y un maximo en y = +2, pero f(0,42) = 12e~% < %.

Finalmente, f tiene el minimo 0 en (0,0) y el maximo % en (0,£1).
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e) Igualando las derivadas parciales a 0 se tiene: f, = F = sena + seny + sen(z + )

cosz +cos(x+y) =0, f, = cosy +cos(z+y) =0 =

cosx = cosy =—» x = y, por lo que cosx + cos2xr =

cosz + cos’z — sen?x = 2cos?z +cosz —1 = 0. La

ecuaciéon 2y +y — 1 = 0 toma las soluciones y = —1, % Z
ie. COSI:71:>.T:y:77T,COSI:%:>l‘:y:%

y se elimina z = y = —.

Por otro lado, f,, = —seny —sen(x +y), foy = —sen (x +y), fyy = —seny —sen(z +y), es

/3 L3

decir H(%, %) = 2 , A1 = —3<0, Ay = 2 >0 es un maximo con valor
-3 -3

f(3.5) =3V3.

Observemos que para 0 < z < 7,0 <senx < 1 = senx +seny + sen(x +y) > 0, por lo

que f(z,y) >0,Y(z,y) € By f(0,0)=0= ( m§nEf(x,y)-
x,y)E

Analizamos el comportamiento en la frontera.
—Para (0,y),0 <y < 7, f(0,y) = 2seny que es creciente, el maximo es f(0,J) = 2.
0

(
—Para (2,0),0 <2 < 7, f(z,0) = 2senx y el mdximo en f(7,0) = 2.
—Para (3,y),0 <y < 7, 1+seny — cosy es creciente, el maximo es f(5,5) = 2.
—Para (z,7%),0 <z < 7,1 +senz — cosx es creciente, el maximo es f(5,5) = 2.

Finalmente la funcién tiene el minimo 0 en (0,0) y el méximo 3v/3 en (3, ).

f) Tenemos que f, =22 —2y —2=0, f, = 22 +2y+2 =
fF=a%—2zy+y? -2z +2y
0= 2—y—1=0. Ademas, f,, =2, fyy =2, fo, = —2

2 =2
y el hessiano es H = y el criterio falla al
-2 2

calcularse el determinante.

S5
<S558
NSz
KL
LA
Lo
o0

—Cuandoy =21, f(z,2—1) = ¢(x) = (x —y)? — 2(x — )

y):_l' 2 2
Ahora, f(x +h,z —1+k)=(1+h—k)(h—k—-1)=(h—k)?—-1>-1= f(z,z — 1), por
lo que (z,2 — 1) es un minimo para 1 < z < 2.

Queda por analizar el comportamiento de la funcién en la frontera.
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—En (0,y),0 <y <2, f(0,y) = y?> + 2y y como f'(0,y) =2y +2>0,para 0 < y < 2, es
estrictamente creciente y tiene el minimo 0 en y = 0 y el maximo 8 en y = 2.

—En (2,y),0<y <2, f(2,y) =y*>—2y, f'(2,y) = 2y—2 = 0y alcanza el minimoen y = 1
y el maximo en y = 0, y = 2. El minimo f(2,1) = —1 y el maximo f(2,0) = f(2,2) = 0.
— En (2,0), f(x,0) = 22 — 2z, por lo que hay un minimo f(2,0) = —1 y un méximo
f(0,0) = f(2,0) = 0.

— En (2,2), f(x,2) = 22 — 62 + 8, pero f'(z,2) = 22 — 6 <0 en [0,2] y el maximo es
£(0,2) =8y el minimo es f(2,2) = 0.

Finalmente hay un maximo absoluto en (0, 2) que vale 8 y un minimo sobre “el segmento

derecta”y=2—1,1 <z <2quevale —1.

f =senzsenysen(z + y)

g) Las derivadas parciales de la funcién son:

fe = senycosxzsen(zx + y) + senzsenycos(z + y) = 2 / \
<S5 w b O
senysen(2z +y) =0, Lo \§\\\\ /// “\\
N\ \
7% x ’4»'0‘
fy = senxcosysen(x + y) + senxsenycos(x + y) = R

senzsen(z + 2y) = 0.

— Siseny = 0 = y = 0, 7; al sustituirlo en la segunda ecuacion se tiene:

—y=0=sen’z=0=2=0,7

—y=m=sen’z=0= 2 =0, 7.
—Sisen(2z4+y)=0=2cx+y=002zx+y =m, 2w, 3.

—si2x+y=0=— y=—2xyno es valida la solucién

—-si2s+y=nm=y=m—2z,porloque0 <z < 7J.
Asf se tiene en la segunda ecuacién senz sen(z + 27 — 4z) = —senzsendzr =0 = z =0,

m3r=0,r=1r=0,5 =y=m, 3.
—Si2z+y =27 = y = 27 — 2z, por lo que 0 < x < 7. La segunda ecuacién nos dice
senzxsen(z + 4w —4x) = —senzsendz = 0 = z =0, 7m; 3= = 0, 7, 2w, 37, es decir x = 0,

2 2

£ %7‘(‘, 7, pero si se eliminan x =0, 7, se tienex = sm,y = sm, 2 =0,y = 7.

Si 2z + y = 3w, también se obtiene la soluciéon z = 7, y = 7.
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En conclusién, las soluciones son (0,0), (0, ), (7,0), (7,7), (5, 5), (;2),7T7 7).

Por otro lado f,, = 2senycos(2z +y), fyy, = 2senx cos(z + 2y), fzy = cosysen(2z +y) +
seny cos(2z + y) = sen(2x + 2y).

— En (0,0), el criterio del hessiano falla pues se anula el determinante. Si se analiza la
funcion alrededor de (0,0), f(h,k) = senhsenksen(h + k) ~ hk(h + k) > 0, pues h > 0,
k> 0en F, o sea es un minimo.

— En (0,7) se tiene f(h,m+k) = —f(h,k),con h>0, k<0,0sea f(h,m+k) ~ —hk(h+k)
y cambia de signo.

— El caso (7,0) es similar al caso (0, 7) y cambia de signo.

— En (m, ) se tiene f(r + h,m+ k) = —f(h,k), h <0, k <0y es un maximo.

. —V3 _% 3 9
— En (%, %) el hessiano H = ;A1 =—V3<0,A; = 7>0yesun
-3V3 -3
méximo de valor f(%,%) = 3\f
V3 3V3
— En (7, 2n) el hessiano H = : , A1 =V3>0,A =9 >0yesun
V3 V3

minimo de valor f(3m, 27) = —24/3.

Finalmente, f tiene el minimo en (27, 27), de valor —21/3 y el maximo en (%,%), de

valor 3/3.

4.1.2 Extremos con restricciones

Determinar los extremos de f(z,y) = 22 + y bajo la restriccién g(x,y) = 2> + y = 0.
Soluciéon La funcién de Lagrange es L(z,y) = 2% + y + A(2® + y) y derivando L, =

2z +3\? =0, L, =1+ X =0, entonces \ = -1,z =0, x = %, por lo que los puntos

dg

criticos son (0,0), (3,—2) y donde aw,y) (32%,1) # (0,0) en esos puntos criticos.

2
3

Ademas L,, = 246\, L,y = 0, L,, = 0. Resolveremos el problema de tres maneras

distintas.

a) L(h,k) — L(0,0) = h? — k3 = h2(1 — h) ~ h? > 0 = (0,0) es un minimo.

LZ+h—&+k) L% -5)=
2

2 FTRP-G+0’ =3P+ () =3P +zh+h* = () -
3(3)°h = 3(Hh* — h* — (3) )

3=—n*—h3=-h2(14+h)~—-h* = (2,-£)esun
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maximo.
2+6M\x 0322
b) Usando el hessiano orlado H = 0 0| 1 |,p=1,n=2. Hay que considerar
32 110
un sélo determinante.
2 0 0
—En (0,0),det H(0,0)=| 0 0 1 |=—2ycomo (—1)'det H(0,0) >0, se tiene que (0,0)
01 0
es un minimo con restriccién.
-2 0 3
—En(%,-2),detH(3,—52)=| 0 0 1 |=2ycomo(—1)*det H(0,0)>0, (3, —5)es
4
11 0

un maximo con restriccion.

0 g(z,y) =0 < y=2ie hz) = f(z,y(x)) =2? -2 W(z) =0 <= 2 =0,z = %,
h'(z) = 2 — 6z, por lo que:
—2=0,h"(0) >0=(0,0) es un minimo.

—r = g, h”(%) <= (%, —%) es un maximo.

30. Determinar los extremos de f(z,y) =6 — 4z — 3y bajo la restriccién g(z,y) =22 +y? —1=0.

f=6—4z — 3y,
g:w2+y271:0

Solucién El Lagrangiano L = 6—4x—3y+ (22 +y?—1),
porloque L, = —4+4+22A =0,L, = -3+2\y =0y

22+ 13?2 =1. Asise tieneque A # 0, x # 0, y # 0, por lo

que \ = % = % =y = 3zie 22+ (32)? = 222 =
44 3
Las soluciones son: (3,2), =2y (-%,-2),A=-3

La matriz Jacobiana de la restriccion 3 (izg mi (2z,2y) # (0,0) en las soluciones.

Las derivadas de orden dos son L,, = 2\, L,, = 0, L,, = 2X y el hessiano orlado:

2\ 0 |22

H=1| 0 2x|2y [,condet H=—-2X(4y?) 4 2z(—4 z) = —8\(y* 4 2?).

2¢ 2y | 0



Capitulo 4. Ejercicios de maximos y minimos de funciones en varias variables

154
—En (£,2),A=2,det H = —20 y es un minimo de valor f(%,2) = 1.

—En (-%,-2), A= -3, det H = 20 y es un maximo de valor f(—%,—2) = 11.

Determinar los extremos de f(z,y) = 2% + y? sujeto a g(z,y) = 2* +y* — 1 = 0.

31.
Solucién El Lagrangiano L = f(z,y) + \g(x,y) es tal que L, = 2x + 4 \z3 = 2z(1 +

2Xz%) =0, L, = 2y + 4 y® = 2y(1 + 2\y?) = 0,

f=a"+4

— 52 2
f=z"+vy, g=x4+y4—1=0

g=z*4+y*-1=0

,A‘\.\.. - ”
WO 1)
R

i

‘v" W7 T l
\\:’5&.’.0“!!’, /// y/
\\\‘ Y4

—Siz=0=y==+1,A==3].

O _ 1
-Siy=0=2=+£1,\==£3.
i —_1 _ 1 1
—Sie£0,y#0,2° =gy =y’ yut =1l oseart gz A= -5

También % = 4(x3,9?) # (0,0) en los puntos criticos.

Ademaés L,, =2+ 12X\z?, L., = 0, L, = 2 + 12)\y?, g, = 423, g, = 4.

2+ 12X2? 0 43
El hessiano orlado es: 0 24+ 12)\y% | 4y |, condet H = —32(2(6)\y” + 1) +
43 493 0

yO(6Az? + 1) = —32(622y* \(z* + y*) + 28 + y5).
—En (0,£1), (£1,0), A = =3, det H = =32y (—1)' det H; > 0, i = 2y son minimos con

£(0,41) = f(£1,0) = 1.
—En (i%, 4%/5), (i%ﬁ, —%), A= —%, det H; = 322y (—1)'det H; > 0, i = 2 y son
maximos con f(i%, %) = f(i%7—%) =/2.

32. Determine los valores extremos de f(x,y) = xy con la condicién = + y = 1.
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Solucion Sea L = zy+A(z+y—1),con g(z,y) = z+y—1,

f=zy, g=x+y—-1=0

entonces L, =y+A=0,Ly=c+A=0=z=9y=—),

porloquesiz+y=1= 2=y =3, A=—1. Ademas

0 _ dg

0 1
hessiano orlado es | 1 1 |, con det H = 2, por lo

1 110
que en (3, 3) se tiene un maximo de valor f(3,3) = 7.
Otra forma de resolver el problema es considerar f(z,1 — ) = v — 22, f'(z,1 — ) =

1-2z=0=z=3, f'(z,1—2) = —2<0y se tiene un maximo con valor f(3,3) = ;.

Determinar las distancias minimas y maximas del origen a la curva 52 + 6zxy + 532 = 8.

f=a"+47
g:5$2+6wy+5y2—8:0

Solucién Sea f(z,y) = 2 + y? con la restriccién
g(z,y) = 522 + 62y + 5y? — 8 = 0, entonces L = z2 + y? +
A(522% +6xy+5y? —8) es tal que L, = 2x+10\x+6\y = 0,
Ly =2y+10\y +6Az = 0 = 22y + 10\zy + 6Ay* — 22y —

10 \zy — 6Az2 = 6A(y? — 22) =0 = x = £y, pues A # 0

vaquesiA=0= 2=y =0y g(0,0) #0.

Six:ysetiene5x2+6:c2+5x2—8:0:>x2:%,porloquex:j:%,)\:—%.

Siz = —y se tiene 4% = 8 = 2? = 2w = +v/2, A = —3 y las soluciones son +(, ),
A=—1y+(vV2,-V2), A= —1. Ademas % # (0,0) en los puntos criticos.

Las derivadas de orden dos son L., = 2 + 10\, f,, = 2+ 10X, f;, = 6, el gradiente
6‘(2,934) = (10z + 6y, 10y + 6z) # (0,0) en las soluciones, por lo que el hessiano orlado es:

R Y,
—Eni(%,%),)\:—%,H: -3 3 +8v/2 |,det H = —384y son minimos,
+8v2 £8v2 0
de valor f(%, %) = f(—%, —%) =1
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-3 -3 42
—En+(V2,—V2),A\=-1,H = —3 —3  F4v2 |,det H = 384y son méximos
+4/2 F4V2 0

de valor f(v2,-v2) = f(-v2,v2) = 4.

Asi las distancias son: minima 1 y maxima 2.

Determinar los ejes de la elipse de ecuacién 222 + zy + 2y?> — 1 = 0.

Solucién Laelipse E = {(z,y) € R?/22% +xy+2y> = 1} P

. . = 2 2 _ 1=
esta centrada en el origen y sus ejes son ortogonales. g=20"taoy+2y" —1=0

Asi se observa que el tamaio de los ejes tienen la par-
ticularidad que la longitud de los ejes, son extremos
de la funcién f(z,y) = 22 + y? sujeta a la restriccién
g(z,y) = 222 + 2y + 2y*> — 1 = 0. De esta forma el La-

grangiano L = 2% + y? + A\(22? + a2y + 2y% — 1) tiene

derivadas parciales:

244X A
Lo = 22(1420)+ Ay = 0, L, = 2y(1+2\)+ Az = 0 <= =

A 244X Y

244 A
Notemos que | * | # 0 , pues (z,y) € E = det = (24+4N)2 -\ =
Y 0 A 2+4A

(24 3X)(2+5X) =0, es decir A = —2, A\ = —2,
—Si)\:—%:>%x:§yi.e. T =1.
—Si)\=—§:>—2m%zgy,oseaxz—y.
—Siz=y,g(z,2) =52 - 1=0= =27, f(-J—7) =
—Siz=—y,g(x,—2) =322 -1=0= 2 = i%, f(%,—%) = f(—%, %) = %

2 N2
Observamos que <$4—;§/) + ($4/§/) =1 = 222 + 2y + 2y%. Las derivadas de orden

dos son L., = 2+ 4\, Ly, = 2 + 4\, Ly, = Ay como la matriz Jacobiana

ax,y)
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244\ A |da+y
(4 4+ 4,4y + x) # (0,0), el hessiano orlado es H = A 244X\ | dy+2

dr+y dy+=z 0

— En (—%, %), (%,—%), A= —2,detH, = 8y como (—1)'det H; >0, i = 2 es un
maximo.
— En (%, %), (—%, —%), A= —2 det Hy = —8 y como (—1)'det H; >0, i = 2 es un
minimo.

Determinar la menor distancia del origen a la hipérbola x2 + 8xy + 7y? — 225 = 0.

Solucién El problema equivalente a minimizar la funcién f(z,y) = 22 + 2, sujeta a la

restriccion g(z,y) = 22 + 8zy + Ty? — 225 = 0.

71,2 12
Sea L(z,y) = ? +y* + A(2® + 8xy + Ty* — 225), entonces f=a"+y

g:m2+8my+7y27225:0

Ly =20+ 2 x4+ 8\y = 22(1+ \) +8\y = 0, L, = 2y +

14Xy + 8 \x = 2y(1 + 7)) + 8\z = 0, que es equivalente

214+ M) 8A T 0 T
a = y como #
8\ 2(1+7)) Y 0 y
_ 2A+2  8A
se tiene = (22 + 2)(2 + 14)) —
0 8\ 24 14)

64X =4(—9A2 +8A+1)=0= A=1, — 1.
—Si A =1, z = —2y, solucién que no vale pues implica que —5y> — 225 = 0.

—SiA=—3,z =3y, porloque 4527 — 225 =0 = z? =5, v = +/5, y = £2/5.

9g
z,y)
Lyy =242\, Ly, =2(1+ 7)), Lyy = 8\y el hessiano orlado es:

Observamos que ar = (2z + 8y, 8z + 14y) es de rango 1. Las derivadas de orden dos

2\ + 2 8\ 2z + 8y
H= 8\ 2414\ | 8z + 14y |, det H = 8(z*(9A—17)+8zy(5A—8)+y*(63A—65)).
2z 4+ 8y 8z + 14y 0

—En (v5,2V5), A = —§, det H = —18000, (—1)" det H; > 0, i = 2y es un minimo.

—En (—V5,-2v5), A = =3, det H = —18000, (—1)* det H; > 0, i = 2 y es un minimo.
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En conclusién f(£(v/5,2v/5)) = 25, por lo que la menor distancia entre el origen y la

hipérbola 22 + 8xy + Ty? — 225 = 0, vale 5.

Determinar entre los tridangulos rectangulos que tienen area a, el tridangulo de menor

hipotenusa.

Solucién El problema equivale a encontrar (z,y) € E = {(z,y) € R?/x > 0, y > 0},
donde la funcién f: E — R definida por f(x,y) = 2 + y?, obtenga el minimo bajo la
restriccion g(z,y) = zy — 2a = 0.

dg

2.2 — ,
Sea L =x2°+y +A(my—2a),elrangodem—(y,;L) Fea? 4y gmay—2a=0

es 1, ya que zy = 2a. Las derivadas parciales L, =
2e+Ay=0,L,=2y+ e =0= (y—xz)(2—X) =0.
—Siz=y=—= A= 2yy=2=+2a.

— Si A =2 = x = —y y la solucién no es valida.

Las derivadas de orden dos son L., =2, Ly, =2, Ly =

. El hessiano orlado es:

NSRS

, det H = —22% + 2 zy — 2y°.

o IR

]

— En (v2a,v2a), A = =2, det H = —16A y como (—1)! det H; > 0, i = 2 es un minimo.

Asi el triangulo rectangulo de menor hipotenusa de area a, es isésceles de lado v/2a y la

hipotenusa es 2/a.

Sea f(x,y) = 23 —3xy®+ 18y sujeta a la restricciéon g(x,y) = 32y —y>—62 = 0, demostrar

que f alcanza dos extremos en los puntos z = y = ++/3.
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Solucidén Sea L = 23—3xy?+18y+A(3z2y—y>—62), L, =
f= x: — 3zy? + 18y,
32 =3y*+-6Ary—6A = 0, L, = —6ay+18+3X\z*—3\y* = 0. g=382"y—y’ —62=0

Observemos que si z = y, —62%+18 = 0i.e. z = +v/3 =y,

6A3—6A=0=— \=0. te

7
e PP}
/~ 77
i )

..":‘;.' 777 z
Por otro lado, % = (6zy — 6,32 — 3y*) # (0,0), : ""7".".", -

17
i
AT

para * = y = ++/3. Las derivadas de orden dos son

Ly = 62+ 6\y, Ly, = —6z —6Ay, Ly, = 6Ax —6y y el

hessiano orlado es:

6x +6\y 6lxr—6y | 6xy—6
H=| 6\x—6y 6x—6\y |32%2—3y? |,

6ry —6 322 — 332 0

det H = —54 [ 25 -3 zty+223(3y?+2)) —222y(A\y?+6) —z(3y* — 4 y? —4) +y(\y* +4y% —4N) |.

6v3 —6v3 12
—En (V3,V3),\=0,H=| —6v/3 6v3 0 [,detH =—864y/3, hay un minimo.
12 0 0
—6v3  6V3 12
—En —(v3,V3),\=0,H = 6v3 —6v3 0 |,det H=864y/3, hay un méximo.
12 0 0

Observacion Usando métodos algebraicos de resolucion de ecuaciones, tenemos que
existen otros puntos que satisfacen las ecuaciones:

A= 3V23Y(1 = VB), o = $2/4313 (14 V/3), y = §/2], det H = —108¥2V/3(1343V/3) <0
hay un minimo, de valor 22+138,

A= 1Va3/A(1-B), = —12V/431/8(14/3), y = — }/ 2L, det H = 108 Y2 V/3(13+3V/3)>0

o 3,8
hay un maximo de valor —227 135,

38. Encontrar la distancia mas corta del punto (1,0) a la pardbola y? = 4z.



39.

160 Capitulo 4. Ejercicios de maximos y minimos de funciones en varias variables

Solucién Sea L = (z — 1)? + y? + \(4z — y?), entonces

f=@-1%+¢°

Lo=2x—1)+4\=0,L, =2y —2\y =0 => z = 1 — 2,
2y(1 — ) =0.
—-Siy#0= \=1,2 = —1yy? = 4z que es imposible.

Asiy=0= 2 =0, A = 3, por lo que el hessiano orlado

1
2

9 0 4 2 0 4
H=| 0 2-2\|2y |,H0,00=] 0 1 0 [,
4 2y ‘ 0 4 0 0
det H = —16y como (—1)! det H > 0 se tiene un minimo en (0, 1) con valor 1.

Determinar los puntos (z,y) y las direcciones para las cuales la derivada direccional de

f(z,y) = 3z% + 12, tiene valor maximo, si f(z,y) estd en el circulo 22 + y? = 1.
Soluciéon La derivada direccional es el gradiente

h = 622 + 242,
de f: Vf(z,y) = (6x,y) evaluada en (z,y), es decir g=a"+y>-1=0

Vf(z,y)(z,y) = h(z,y) = 62% + 2y*> debe maximizarse

sobre z2 + 4% = 1.

)
\/

— 2 2 2 2 _ '
Sea L = 622 + 2y + \(2? + y?> — 1), por lo que L, = \‘\\\\\“‘“‘0%///»

TR AKX
N "//
A& ,‘,
e

22(6+\) =0, L, = 2y(2 + \) = 0.
—Siz=0=y=+1, A= -2.
—Siy=0=2=+1,\=—6.

Ademas Ly, = 12+ 2\, L, = 4+ 2\, Lvy = 0 por lo que el hessiano orlado es

12 42X 0 2x
0 442X\ | 2y
2x 2y ‘ 0

8 0 0
—En (0,+£1), \=—-2, HO,£1)=| 0 0 42 |,det H=-32y como (—1)'det H; >0,

0 £2 0
i =2, (0,£1) son minimos.
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0 0 +£2
— En (£1,0), \=—6, H(+1,0)=| o0 -8 0 |,detH =32y como (—1)2detH; >0,
+2 0 0

i = 2, (£1,0) son maximos. Asi la derivada direccional es méaxima en (+1,0), en la

direccién (£1,0).

40. Determine si las funciones f con las restricciones g que se dan a continuacion tienen

extremos:
b) f(z,y) = ay, g(z,y) = 2? + y* — 2a®> = 0.

O f(r,y) = 3+ 9(0,0) = 5 +
@ f(e.y) = acos?x + beos?y, gla.y) =y —x —

1
- =,a>0.
a2

=0.

N

e flxyz)=x+y+zglay)=s+i+l=1

) f(x,y,2) = ax® + by? +c2?,a,b,¢>0, g(x,y,2) = +y+2—1=0.

g f(x,y,2) = y* + 422 — dyz — 222 — 22y, g(x,v,2) = 220% + 3y + 622 — 1 = 0.

h) f(z,y,2) =2+ 2z, 9(x,y,2) =22 + 9> + 22— 1 =0.

1) f(z,y,2) = zyz, g(z,y,2) =zy + 2z +yz — 5 =0.
Solucion

a) fz,y)=a™+y™, g(z,y) =x+y—2=0,2>0,y >0,m>1.
Solucién Sea L(z,y) = 2™ +y™ + ANz +y—2), Ly =ma™ ' +A=0,L, =my™ 1+ =
0= a2m!'=y"lycomoz>0,y>0=z=y=—2=y=1 Ademéas Vg = (1,1) #
(0,0) y las derivadas en orden dos son L,, = m(m — 1)a™ 2, L,, = m(m — 1)y™ 2,

Lay = 0.
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PR——
El hessiano orlado en (1,1) es: g=z+y—2=0
0 0
y
m(m —1) 0 1
2
— e
H= 0 m(m—1) |1 |, ) .::.:’.; 4
DRIz | =
% LTS 2/
1 1 0 S A ,

2577
LB 1]

. e
LSS AT T
LT 77

det H = —2m(m — 1) <0, (—1)!det H, > 0, por lo que
(1,1) es un minimo de valor f(1,1) = 2.
b) f(z.y) = =y, g(x,y) = 2 + y* — 2a® = 0.

Solucidén Sea L = zy+ (2% +y*—2a?), L, = y+2\z = 0, F—wy g2 4y’ —2a% =0
L, =a+2\y = 0 = 2+2\(—=2\z) = 0 = 2(1—4)2) = 0,
y(1—4X2) = 0.

Siz =0,y =4v2ayy = 0 que es una contradiccién.

Asiz # 0, por lo que A = +1.

Si )= —%, y = x, x = *a i.e. se tienen los puntos (a, a),
1
(—a,—a), A\ = —3.
SiA=31,y=—z, x+aie. setienen los puntos (a, —a), (—a,a), A = 3.

La matriz Jacobiano de la restriccion 8(2, nie (2x,2y) # (0,0) en los puntos criticos.
Las derivadas de orden dos son L., = Ly, = 2\, L, = 1y el hessiano orlado H =
221 2z
1 2\ 2y |,detH =—8(Xa? —zy + Aa?).
2¢ 2y O
— En (a,q), (—a,—a), A = —3, det H = 16a? y hay dos maximos de valor ¢ = f(a,a) =
f(=a,—a).
— En (a,—a), (—a,a), A =
f(—a,a) = —a®.

1, det H = —16a” y hay dos minimos de valor f(a,—a) =
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1

O f(2,9) = 3 + > 9(@.9) = 5+ -y = =5,0>0
A
o1 1 g1 11y N
Solucién L=z + 5 + )\(502 + m a2), L,= \\\\\\‘\\\\\‘:}:‘:’:':!""!
\/":#,'...':47 o
20) =0, L, = —L(y+2)) =0 = -2\ =z = \33;‘3;2:’.,55 g

x
8(?:,93;) =( 33 , f%) # (0,0) en los puntos criticos.
. 2
Las derivadas de orden dos son L., = M,
x
orlado es:
2(z+3X) 92
R E— 0 —75
x x
9 3 2., .3 2
- 0 M “2 |, detH =82 + 3z jé’ +3My°
Yy Yy x°y
2 2
Ty |
—En (av2,aV/2), \ = —%, det H = 4—\/%>Oytenemos un méaximo de valor f(av/2,av/2) =
a
V2
=,
a V2 ..
— En (—av2,-aVv?2), A = NG det H = ~ a0 < 0 y tenemos un minimo de valor
a
f-avE,—av) = -2,
f =acos?x + bsen?y,
d) f(z,y) = acos® z + beos?y, g(z,y) =y —x — F = 0. g=y-2-%=0,b<-a

Solucién Sea L = acos’z + beos®y + Ay —z — ),

A0
2

[ — = = — = 2

L, = —asen2x — A 0, Ly bsen2y + A ”:"..%‘\"\’;';’/’;';;‘z\ .
= — = = Ty — & WL T
0 = A asen 2z bsen 2y bsen(2x + %) ’ ”Q\\\{Q\‘:\‘z”"‘"”l”:""’/"] ’
y y -2
bcos2rx = tan2x = —2, es decir x = —1arctan?, Q‘Q\\‘\\\\‘:&u!(«('\’cf/’
a 2 a ’Q'.’.,«!'I.’\)&
."[IDN.‘#,

y=—-1 arctang + 21— arctang + Z) = Larctan ¢, pues

arctan x + arctan % = g

Ademias Vg = (—1,1) # (0,0) en los puntos criticos y las derivadas de orden dos son
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L,z = —2acos2x, Ly, = —2bcos 2y, Ly, = 0y el hessiano orlado es
—2a cos 2z 0 -1
H = 0 —2bcos2y | 1 |, detH =2acos2x+ 2acos2y.
-1 1 0

2alal +2bp| | >0 sib>—a,

—En (—arctan 2, L arctan ¢), det H = — ———
2 2

a Va2 +b? <0 sib<—a,

es decir hay un maximo si b > —a y un minimo si b < —a.

1

e) f(x,y,2) =x+y+z9(x,y,2) =5+ +%:1'

<=

Solucién SeaL:x—i—y—&—z—i—)\(%—i—%—i—%),Lm:1—%:0,Ly:1_yf/\2 =0,
T

LZzl—z%:O:>x2:)\:y2222:>x::|:y,x::|:z,y::|:z.

Siz=—y— % =1=2=1,A=1=— y = +1, x = F1. Analizando los otros casos
x, 2y y, z, por simetria de los ejes, finalmente se tienen los puntos (1,-1,1), (1,1, -1),
(1,1,-1), A = 1.

Six:y:z:>%zli.e.x:y:z:i’),)\:Q.
—(-1 1 1 iti — 2) —
Recordemos que Vg = (——;, et 5) 7 (0,0,0) en los puntos criticos, L, = =5, Ly, =
x z x

127?,‘, L..= i—g\, Ly =Ly, = Ly, =0y los hessianos orlados:

2\ 1
1 3 0 0 )
223 0 —= x z
- 0B o |-
Hy = 0 % _% s H3: Y Y ’
] y 0 o 2| _L
1 17 5 5
2y 11 1 g
22 y2 22

__2x (1,1 4N
son tales que det Hy = —m3—y3<§ + g), det Hs = —W(:cy+xz+yz).

Yy
—En (3,3,3), A =9, det Hy = —2%3 <0, det H3 = —2% < 0, por lo que es un minimo de
valor 9.

— En (-1,1,1), (1,1,-1), (1,—-1,1), A = 1 observemos que det H, = 0 en (—1,1,1)
y (1,—1,1) por lo que el criterio falla. Sin embargo por un argumento puramente

geométrico (simetria de los ejes) tenemos que la funcién f tiene exactamente el mismo
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comportamiento en los tres puntos. Asi se tiene que det Hy(1,1,—1) = —4 y el criterio
no falla.
De esta forma tenemos det H, = —4, det H3 = 4, pero la tinica opcién que tienen estos

puntos es que sean maximos, pero (—1)det H; > 0, i = 2, 3 no se cumple, por lo que no

son maximos ni minimos.
) f(x,y,2) = ax® + by? + ¢z, a,b,¢>0, g(x,y,2) = +y+2—1=0.

Solucién Sea L = az? + by’ +cz? + Na+y+2—1), Ly =2ax+ A =0, L, = 2by + X = 0,

- — 11— L1l 1y_ _yaebtactbe _
L.=2c2c+ ) =0=z+y+z=1= )\(2a+2b+20)_ A( Sabe ) = A=

2abc _ be _ ac _ ab
_ab+bc+ac’con10quexo_ab+bc+ac’y0_ab+bc+ac’z0_ab+bc+ac'

La matriz Jacobiana % = (1,1,1) # (0,0,0). Las derivadas de orden dos son

Ly =2a, Ly, =2b, L., =2¢, Ly, = L, = L,, =0y el hessiano orlado:

2¢ 0 0|1
0 20 01
H - b b
0 0 2|1
1 1 110

donde det Hy = —2a — 2b, det H3 = —4(ab + bc + ac) y como (—1)'det H; >0, i = 2,3 se
. L. _ ab*c® + ba*c® + ca®b? _ abc
tiene un minimo, de valor f(z, yo, 20) = (ab+ be 1 ac)? = Wb T be Tac

g f(x,y,2) = y* + 422 — dyz — 222 — 22y, g(x,v, 2) = 2202 + 3y + 622 — 1 = 0.

Soluciéon Sea L = y? + 422 — 4yz — 2x2 — 22y + A\(22% + 3y + 622 — 1), entonces L, =

—2z—-2y4+4 x =0,L, =2y —42—-2x4+6 \y =0, L, =82 -4y — 224+ 12Xz = 0 =

4\ —2 -2 T 0
—2 246\ —4 y | = | 0 |- Perola solucién del sistema es # (0,0,0), pues
-2 —4 12\ + 8 z 0
4\ -2 -2
202 +3y>+622=1y| —2 246X -4 |=720+1)(4N\2-1)=0.

-2 -4 12X 48

—SiA=-1l,y=—-z2=ax=0,porloque3y* +62> =9y’ =1 =y = +3, 2 = T3

—Sid=—3,y=2z2=-32=36"=1=2==4},y==+3,z=Fi.
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. 1 2 1 1 1
—SiA=3,y=22,2=32=36=1=2=*+;,y=*+3,v==%3.

0 . .
3(?291,2) = (4x,6y,12z) # (0,0,0) en las soluciones. Las derivadas de

Por otro lado,
orden dos son L,, =4\, Ly, =6A+2,L,, =12A+8, Ly = -2, L, = -2, L, = —4, por
lo que:

—2 6A+2 -4 | 6y

-2 —4 122 +8 |12z

Hy -2 6A+2 6y | Hj; =

dz Gy 0 4x 6y 122 0

—En (0, 3, —%), A = —1, det H, = 16, det H3 = —432, es decir (—1)det H; > 0,1 =2,3y

se tiene dos maximos de valor f(0,+%, F1) = 1.

—En +(-1,1 1), A\ = —1, det H, = 28, det H; = 288, por lo que no son maximos ni
minimos.

—En +(3,%,5), A =1, det Hy = —44, det H3 = —864, entonces (—1)' det H; >0, i = 2,3
y se tienen dos minimos de valor f(+(3,3,¢)) = —3.

h) f(z,y,2) =2+ 2, g(x,y,2) =2® +y> + 2 =1 =0.
Solucién Por el teorema de Lagrange se tiene que L = = + 2z + M2? +y? +22 - 1) y
L,=14+2X=0,Ly, =2y =0,L, =14+222=0=2#0,A#0,2#0ie y = 0.

Ademss se tieneque r = 2 = 222 =1, = i% =2, \= —%.

Los puntos criticos son (—%,0, —%), A= —%; (—L1.,0 —

0
(puesto que Wz,l‘) = (2z,2y,22) # (0,0,0)):

75)» A = 5. El hessiano es

20 0 0 |2z
0 2\ 0|2y
0 0 2)\|2z

H =

b

2% 2 22| 0 2z 2y | 0
y tenemos det Ho = —8\ (22 + 32), det Hz = 1672 (22 + 32 + 22).
—En (%,0, %), A= —%, det Hy = 2v/2, det H3 = —8i.e. (—1)'det H; >0, i = 2,3 y es
- 1 1y _
un méximo de valor f(J5,0, 75) = V2.

— En (_%507 -

b
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tenemos un minimo de valor f(——5,0,~5) = —V2.

1) f(z,y,2) = 2y2, g(v,y,2) =2y + 22 + y2 =5 =0.

41.

Solucién Sea L = zyz+A(zy+xz+yz—5), Ly = yz+A(y+2) =0, L, = zz+A(z+2) =0,
L, =zy+Ma+y) =0. Observemos que z # 0, puessiz =0= yz =5, z=0= A =0

y yz = 0, que es contradictorio.

Asix7&O,y;«éO,z;«éO,x—&—y;ﬁO,a:+27é0,y+z#O,)\#O,porloque—)\zxx_fz:
ry

x+y<:>x22::c2y<:>y:zi.e.x:y:z:>3x2:5,oseax:j:\/§ylospuntos

criticos son j:(\/é, \/g, \/g), A= ¥%\/§

La matriz Jacobiana m = (y+z,2+z2x+y) # (0,0,0) en las soluciones. Las

derivadas de ordendos son L, = Lyy = L., =0, Ly = A+ 2, Ly, =A+y, Ly, = Aty

el hessiano orlado es:

0 Az At+yly+z 0 Atz y+z
Atz 0 Atz |tz
H: 5 H: )
Aty Atz 0 Tty 2 Atz 0 T+ z
yt+z z+z x—l—y{ 0 y+z x+=z2 0

condet H = —4[z?(y(z+ A) + Az) + 2(y?(z + X)) +y (22 + A2) + Az(z + N)) + Adyz(z +y + V)],
det Hy = 2(z + N)(y + 2)(x + 2).

—En —(\/é, \/§ \/é), A=1./% det H = 2, det Hy = — 2228 (—1)ldet H;>0,i = 2,3,

[

es un minimo de valor —2,/32.

_En (\/%a \/gv \/%)’ A = _% %7 detH = _23j> detHQ = 20\9/ﬁ’ (—1)1 detHz > 0, 1= 273,

es un maximo de valor g\/g .

Determinar los ejes de la elipse dada por la interseccién del cilindro 22 +y?> —4 =0y el

plano z +y +2z —2 = 0.
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Solucion El plano se escribe z +y + 2(z — 1) = 0, la

rH+y+22=2224+y2=4

elipse tiene el centro en (0,0,1) y los ejes de la elipse
son perpendiculares y pasan por (0,0, 1).

De esta forma la distancia de los puntos (z,y,2) a
(0,0, 1), sujeta a las restricciones g(x,y, z) = 22 +y%>—4 =

0, h(z,y,2) = z+y+2(z—1) = 0 son tales que los vértices

maximizan y minimizan esta distancia.

La matriz Jacobiana de las restricciones s~~~ =
d(z,y, 2)

es de rango 2, pues
1 1 2

si z =y = 0 no satisface la restricciéon 22 + 3% = 4.

La funcién de Lagrange es L =22 + y? + (2 — 1)2 + M(22 + %> —4) + a(z+y+22—-2)y
setiene Ly =2x(1+ M)+ A2 =0,L, =2y(1+ M)+ X2 =0,L, =22—2+2), =0, por lo
que \y = —z+ 1, (x —y)(1+ X)) =0.
—Siz=y=a2=y=4V2,2=1-J(x+y) =1FV2 A =+V2, Ny = -2
—SiM=—1,A=0,2=1,22=4=—=20=+V2,24+y=0,y=TV2.

Queda por verificar que los puntos obtenidos son extremos. Las derivadas de orden dos

son Lyp =2(14+ A1), Lyy =2(1 4+ \1), L., =2, Lyy =0 = L. = L, y el hessiano orlado

242\ 0 0|2z 1
0 242\ 0|2y 1
es H = 0 0 21 0 2 |,detH=28(z%(4\1 +5)) — 2zy + y*(4\1 + 5)).
2x 2y 0] 0 O
1 1 210 O

—En (£v2,£v2,1 7 V2), A, =

—3, X = +V?2, det H = —64 y es un maximo.

—En (£v2,Fv2,1), \; = —1, Ay = 0, det H = 64 y es un minimo.

Finalmente las rectas que contienen a los ejes de la elipse son:

dl:{(a’:,y,z)EIR:S/Q,‘:t7 y=—-t, z=1, teR}’

do ={(z,y,2) eR3/z=t, y=t, z=1—1t, te R}.

42. Determinar entre los triangulos de perimetro 2p, los que tienen area maxima.
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Solucion Es conocido que el area de un triangulo de lados z, y, z, esta dada por la
formula p(p — z)(p — y)(p — 2), con p = L (x + y + z) semi—perimetro del triangulo. Asi,
el problema es determinar el punto (x,y,2) € E = {(z,y,2) € R?/2 >0, y >0, >0} que
maximiza la funcién f(x,y,2) = p(p — x)(p — y)(p — 2), sujeta a la restriccion g(x,y, z) =
r+y+z—2p=0.

El Lagrangianoes L = p(p—x)(p—y)(p— z) + AN(x +y + z — 2p) y las derivadas parciales:
Ly =—p(p—y)(p—2)+A=0,Ly = —plp—2)(p—2)+A =0, L. = —p(p—2)(p—y) + A = 0.
Dado que p(p —z)(p—y)(p—2) # 0 = A = —plp—2)(p—2) = —plp—y)(p — 2) =
—pp—2)p-y) #F0=p-a=p-y=p-zr=r=y=2z=3p, A= g5p".

Por otro lado o 99

T,y %)
Lyy=0L.., Lyy=p(p—2), Ly. =p(p—y), Ly. = p(p — x) y el hessiano orlado:

= (1,1,1) # (0,0,0). Las derivadas de orden dos son L,, = 0 =

0 plp—=2) plp—y) |1
p(p—2) 0 p(p—x) |1

pip—y) plp—2) 0 1

1 1 1 0

det H3 = p?(22 + 2(—2y — 22+ 2p) + ¥> +y(2p — 22) + (2 — p) (2 + 3p)), det Hy = —2p(z — p).
Los hessianos evaluados en (2p, 2p, 2p), A = §p?, indican: det Hy = Zp?, det Hz = —1p*
y como (—1)idet H; >0, i = 2,3, se tiene un méaximo. Asi el tridngulo buscado es un

triangulo equilatero de lado 2p y de érea 5-p®.
43. Encontrar los extremos de la funciéon f(z,y,z) = z, bajo las restricciones g(z,y,2) =
$2+y2—2:0, h(37>y72) :$+y+Z:0

Solucion

h 2¢ 2y O
a) Los puntos en que Olg.h) = 4 es de rango <2, son los puntos en que
d(r,y,2) 1 1 1

x =y = 0, z arbitrario, pero no satisfacen g(z,y, z) = 0.
Asi el punto (0,0,2) ¢ S = {(z,9,2) € R*/g(x,y,2) = h(z,y,2) = 0} que es regular i.e.
todo extremo de f sobre S es regular.

b) Los puntos criticos se obtienen de las ecuaciones g(z,y,2) = 22+ y? —2 =0, h(x,y,2) =
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T+y+2z2=0, fo+ Mg+ Xhy =2+ Xy =0, fy + Mgy + Aohy = 2My + X2 = 0,
fz+/\1_qz+)\2hzzl+)\2:0:>)\2:—1, Alx:)\ly:—%,porloque)\l 750,1?:1/750
Asi, tenemos 222 — 2 =0 = 2 = +1, 2z + 2z = 0, es decir z = —22 y los puntos criticos

son (1,1,-2), \y = 3, Ao = =1y (-=1,-1,2), \y = =3, Ay = —1.

Se verifica que (—1,—1,2) es un maximo y que (1,1, —2) es un minimo.

21 0 0| 2x 1

0 2\ 0|2y 1
0

En efecto, el hessiano orlado es H = 0 0 0 1 |,p=2,i=p+1=

20 2 0] 0 0
1 1 1]0 o0

3,...,n =3, por lo que un sélo determinante debe calcularse. Asi,
241 0 2y 1 0 2\ 0 1 0 2\ 0 2
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0O 0 O
det H = 2\ — 2 + =
20 0 0 O 2¢ 2y 0 O 2¢ 2y 0 O
1 1 1 0 1 1 1 0 1 1 1 0
2y 0 2z 0
2M\1 | 2y + 4\ =8\ (22 + ¢?).
1 1 1 1
—Si N = —%, Ao = —1, (—1,-1,2), entonces det H = —8 y es un maximo de valor

f(=1,-1,2) = 2.
—-Si\ = %, A2 = —1, (1,1, —2), entonces det H = 8 y es un minimo de valor f(1,1,-2) =

—2.

g=2>+y>-2=0,
h=x4+y+2=0

El problema también puede interpretarse como el de-
terminar los extremos de z, bajo las restricciones
g(z,y,2z) =0, h(z,y,z) =0, o sea los extremos de = sobre
la elipse (z,+v2 — 22, —2 + 2 — 22), —v2 < 2 < V2.

Asi se puede tomar la funcién z = ¢(z) = —z £ /2 — 22,

Xz

—V/2 < 2 < /2, entonces ¢ (z) = _1:F\/?7x2 =0=
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2—22 =22 ie. 22 =1lycomol = F—X— las
y + 5 — 2

soluciones son x = +1, y = F1, z = +£2. Ademas,

o' (x)=F 2__ por lo que (—1,1,2) es un maximo

(2 —22)3
y (1,—1,—-2) es un minimo.

Determinar los extremos de f(z,y, 2) = zy + xz + yz bajo la restriccion xyz = 125.

Solucidén Sea g(z,y,z) = zyz — 125, L(z,y, 2) = a2y + 2z + yz + A\(125 — 2yz), entonces
Ly=y+2-Ayz=0,Ly=a+2—-dez=0,L, =x+y— vy =0, xzyz = 125 =z # 0,
y#0,z#0. Ademés zy + 2z = ay+ 2y = 2y + 20 = \xyz = 28 = 2y, T = Y ¥y

x:y:z:>x:y:z:5,)\:f§.

El Jacobiano a(i i (yz,x2z,2y) y en (5,5,5) es de rango 1. El hessiano orlado

0 -1 —1/25
-1 0 —11]25
H(5,5,5) = , p = 1 y hay que calcular dos menores principales
-1 -1 0125
25 25 25|10
orlados.
0 -1 -1 25
0 —1 25
-1 0 —1 25
detHy =| —1 (0 25 |= —1250, det H3 = = —1875.
-1 -1 0 25
25 25 0
25 25 25 0

Como (—1)' det H; >0, i = 2,3, el punto (5,5,5) es un minimo de valor f(5,5,5) = 75.

125

Si se considera que z = %, buscamos determinar los v =yt (@ +y) Ty
extremos de p(z,y) = :By+(9c+y)1xly5. Asi, p, = y—% =
x \
4
— 125 _ - Y - N

0, py == y2 =0=y = 195 = y = 0 (que se \\\\!‘!!!!‘l_“

. . 250 250 \\\‘l\\‘\\““““
elimina), y = 5, x = 5. Ademas, ., = pux Pyy = B \\“‘.\‘l‘\‘\‘\‘:“ o

‘ 1

@2y = 1, entonces el hessiano H(5,5) = es una

1 2
matriz definida positiva y hay un minimo.

Determinar los extremos de f(z,y, z) = zyz bajo las restricciones x +y+z =5, zy +yz +

xrz = 8.
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Solucion Sean g(z,y,z) = x+y+ z — 5, h(z,y,2) = 2y + yz + vz — 8, el Lagrangiano
L(z,y,2) = zyz+ M(z+y+ 2 —5)+ Aa(zy + yz + xz — 8) nos determina las ecuaciones
Ly=yz+M+Xy+2)=0,Ly=cz+ M +X(r+2)=0,L,=cy+ M\ + (z+y) =
0= z(z—y) = X(z—y)=0.

Siz #y = z = —)2 y sumando las tres ecuaciones da 8 + 3\; + 10\ = 0. Restando la
primera ecuacién multiplicada por z y la segunda ecuacién multiplicada por y, se tiene
My —2)+ Xz(y —xz) yeomo x # y = A\ + doz = 0 => \; = —Xg2 = 22, con lo cual
tenemos 327 — 102 +8=0=2=2,z = 3.

Casoz =3 Dadoquez+y=5-z2=4 = ay+z(e+y =ay+ L =8=ay=2y

4
3

2

11 28 __ : _ 7 : _ 7 _ 4 . _ 4 _ 7
y°— 3y + 5 =0. Las solucionessony = 3, 3. Siy =g =2z =3ysiy=3 =z = 1.

Sixz=y,sellegaaquexr=y= % 02,z= % Asi, hay tres (2‘?—{, = 3) soluciones que son

4 4 7

las permutaciones posibles de 3, 3, £, para las cuales \; = %, Ao = —

ol

Caso z = 2 Enestecaso \; =4, \o = —2ysixz #ytenemos z =2,y = 1.
Six =y tenemos z = y = 2, z = 1 y hay tres soluciones.

Condiciones de segundo orden

dgh) (111

La matriz Jacobiana de las restricciones s —~2—*~ =
(z,y,2)

es de rango
Yy+z r+z r+y

dos para todas las soluciones que se encontraron y son regulares. El hessiano orlado es

0 z+Xd y+A |l y+z
z+ Ao 0 z+X |1l z+2
H=1]y+X z+X 0 1 z+y |,p=2,i=p+1=3,...,n =3, por lo sélo un

1 1 1 0 0

y+z x+z x4y |0 0
determinante es necesario calcular en cada solucién.

—Enelcaso (%,3,3), \1 =12, Ay = —3, tenemos que det H es:
0o 0 o1 &
’ o0 1 i 00 1 1
oo Ly 0 1 o i 01 0 1
detH:0101%=— ?—5—% =
1 1 1 0 1 1 1 0
R B TR B E R
8 11 11
3 3 3 00
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0o 1 4 01 0 0 11 01 0
—l1 1 of|+%]1 1 1|+5[1 1 o|-%[1 1 1]|=

b0l [reg (330 (333
RE-D-E-PHIE-D--EFr1-D--2

Es importante hacer notar que al sustituir los puntos (3,4, 1), (3, Z, 3), con sus respec-

tivos A1 y Ao, se tiene la matriz anterior permutando una fila y una columna, por lo que
; : : 7 4 4 16 4

tienen el mismo signo que det H(3, 35,3), A1 = g, A2 = —3.

Ahora, como (—1)"det H3 >0, con i = p+ 1 = 3 = n tenemos un maximo de valor

f(%,4,%) = 12 Dbajo las restricciones = + y + 2 = 5, vy + yz + vz = 8, resultado que vale

para los puntos (3,3, %), (3, %,3), (3,5, 5)-
Para el caso (2,1,2), Ay =4, Ao = —2, el determinante del hessiano es:
00 —-11 3
0014 000 4 0001
00 014 1 013 1 00 3 1 001
dtH=|-10 01 3|=- - +3 -
1100 1100 1110
11 1 00
3400 3430 3430
34 300
1 0 3 -1 00 -1 00
=11 1 0|+4] 11 1|-3] 1 1 1]|=-3(4-3)+4(4—-3)—4(3—4)+3(3—4)=2>0.
340 3 4 3 3 4 3

Igual que en el caso anterior, los hessianos orlados para los casos (2,2,1), (1,2,2) se
obtienen permutando una fila y una columna.
Dado que (—1)?det H > 0, los puntos (2,1,2), (2,2,1) y (1,2,2) son minimos de valor

f(2,1,2) = 4, bajo las restricciones las restricciones = +y + z = 5, xy + yz + zz = 8.
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r+y+z=5,zy+yz+xz=28

88—y

TTyo tenemos

Observemos que cuando z = 5—xz—y =
que 22 + y? + xy — 5z — 5y + 8 = 0: (1), es decir que
la curva interseccién de las superficies = + y + 2z = 5,

xy + yz + xz = 8, proyectada sobre el plano zy es una

elipse de ecuacién (1). La solucién de la ecuacion (1) es

y:%(5—x:ﬁ:\/—2x2+10x—7),1§x§%,2:5—x—y

y la curva interseccién es z, 1 (5 — z = v/—22% + 10z — 7),
15—2FV-222+102—-7),1 < 2 < I,y se pretende

. _ 7
determinar los extremos ¢(z) = zy(z)z(z) en 1 <z < 3.

Simplificando ¢(z) = z1((5 — z)? — (=222 + 10z — 7)) = ’ Q

x2+y2+zy75x75y78:0

z(z?—bx—28),¢'(z) =32> - 102 +8=0=c =3,z =2
y go/l(x) = 6z — 10. 0 1 2
) = —2, es un maximo i.e. hay un méaximo ¢(2) = 2(a” — 52 — 8)

4
Como ¢"(3 o
en (3,3,7) yen (3,7, %), cuando se usan las soluciones
y=3(6-2z+tvV-2024+10c-7),z2=5—-z—y. ; - -

Otro méximo de ¢(z) en 1 < 2 < I, se obtiene enz = I i.e. y = 3, z = 5. Asi tenemos el

3

QW

méximo de valor 112,

Como ¢"(2) = 2 >0, es un minimo i.e. hay un minimo en (2,2, 1), (2,1, 2). Otro minimo

de ¢ sucede en 2 = 1 y tenemos el punto (1,2, 2).

Finalmente, los minimos son (2,2, 1), (2,1,2), (1,2,2), de valor 4.

Determinar los extremos de f(x,y,2) = z — 2y + 2z en la esfera 2% + y% + 22 = 1.

Solucion Sea L = z — 2y + 2z + Mz? + y?> + 22 — 1), entonces L, = 1 + 2\z = 0,
Ly=-2+4+2\y=0,L,=2+2 z=0,porloque A #0, x # 0, y # 0, z # 0. Asi se tiene
que Az +2\y =20(2z4+y) =0=y = -2z, \z = —1lyademds 2\(y+2) =0 =y = —=z.
Asisetiene z = —Jy = 1z = 2% + 42” + 42 = 1, 0 sea 922 = 1 => x = +1, con lo cual

tenemos como solucién (3, —2,2), A =3y (-1,2,-2) A= 3.
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Las derivadas de orden dos son L,, = 2\, Ly, = 2\, L., = 2\ y el gradiente de

g(z,y,2) = 2% + y? + 22 — L es (2z,2y,22) # (0,0,0) en las soluciones.

20 0 0 |2z o 0 2
0 2x 0 |2

El hessiano orlado es H = Y , Hy = 0 2\ 2y
0 0 2X\|2z
2v 2y 22| 0 20 2y 0

—En (3,-2,2), A= —2,det Hy = %, det Hy = —36 i.e. (—1)'det H; > 0,7 =2,3y es un
maximo con valor 3.

—En (-1,2,-2), =2, det H, = —2), det H3 = —36, i.e. (—1)'det H; >0, = 2,3y es
un minimo con valor —3.

La funcién f sobre la esfera se escribe p(z,y) = ¢ — 2y £ #@V) =W E2VL -0t =y

24/1 — 2?2 — y? y se quiere determinar los extremos de ¢ so-
+2z

— ==t ),

V1—a2—9y?

+2y ’

Py T—22 -2 7 = vV Y +y

ie 2z = —y, V1 —422 — 22 = +£22 =— 1 — 522 = 322, 0 sea

x=%3,y=F35 2=7F3

bre el circulo z2 + 4% < 1. Asi, p, = 1 —

. . 122 2 2
Finalmente, las soluciones son (3, —%, ) cuando en ¢ se usa el +y (-3, 5, —3) cuando

en ¢ se usa el —.

. 0% f +2(y2 - 1)  92f +2(2% - 1) 0% f
Las derivadas de orden dos son 9= m, 7 = A= 22 —22 D2y —

por lo que el hessiano de ¢ es:

F2zy
(1 — 72 _ y2)3/2’

H(3,-2)= , es definida negativa y tenemos un maximo

H(-%,2)= , es definida positiva y tenemos un minimo.

47. Determinar los puntos de la curva que es la interseccion de las dos superficies ¢ (z, y, z) =
22 —zy+y?—22 =1y go(x,y,2) = 22 + y> — 1 = 0, que estdn més préximos al origen.

Soluciéon Sea L = 22 + y? + 22 + A\ (2% — oy + y* — 22 — 1) + X\a(2? + 4% — 1), entonces
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Lo =22(1+ M +X) — My =0, Ly =2y(1+ A + Ap) — Az =0, L, = 2z(1 — Ay) = 0.

—Siz=0,22+y? —ay=1,22 4+’ =1=ay=0=a2=00y=0.
—Siz=0,y==41,A1 =0, Ay = —1.
—Siy=0,z==41,A\ =0, Ay = —1.

—Siz#0, A\ =1,22(24+ X)) =y, 2y(2 + X2) = v = 4x(2 + \2)? = .
—Siz=0=y=+1yy?—22=1= 2= 0 que es imposible.

Asiz#£0 =42+ )’ =1 4N} + 160, + 15 =0= A= -3, -3,

—Si)\gz—%,)\l:1,233(2—%):x:yﬁx:y:i%,;ﬂ:—%quenopuedeser.
Y Y S | S R U

Finalmente la soluciones son (£1,0,0), Ay = 0, Ao = —1; (0,£1,0), A\; = 0, Ao = —1;

1 1 1 _ _ 5. 1 1 1
(77— Emh M =bhe=-507% 755

Las derivadas de orden dos son L, = Ly, = 2(1 + A1 + X2), L. = 2(1 — A1), Lyy = — A,

A =1,0=-3.

Ly, =0, Ly, =0.

2x — 20—x —2z
La matriz Jacobiana de las restricciones Og1,92) = v tiene
Az, y, 2)
2x 2y 0
rango 2 al evaluarse en las soluciones.
2()\1 + Ao + 1) -\ 0 20 —y 2x
—A1 2()\1 + Ao + 1) 0 20—x 2y
El hessiano orlado es 0 0 -2\ 1) =22 0
2x —y 2y —x —2z 0 0
2z 2y 0 0 0
0 0 0 F1 0
0 0 0 +£2 =£2
—En (0,£1,0), Ay = 0, Ay = -1, H = 0 0 2 0 0 |[,detH =8yesun

minimo.
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0 0 O
0 0 O
— En (+1,0,0), Ay = 0, \y = -1, H = 0 0 2
F2 +1 0
F2 0 O
minimo.
-1
-1
—En (%,—%,i%), M=1Xx=-5H= 0
V2
det H = —16 y en ambos casos hay un maximo.
-1
-1
~En (-G, ot p)h =1L =5, H = 0
_%\/i
V2
det H = —16 y en ambos casos hay un méaximo.

Los minimos son (0, +1,0), (+1,0,0) de valor 1.

Por otro lado, la interseccién de las superficies x> — zy +
y?—22=1ya?+y?—1=0, satisfacen z = +\/—zy y
buscamos los extremos de p(7) = 22 + 3% +22 =1+ 2% =
1—2y = 1+|z|v/1 — 22, para —1 < z < 1, ya que —zy > 0,
o sea cuando y = /1 — 22 se tiene —zy = |z|v/1 — 2.

Es suficiente analizar p(z) para 0 < z < 1; la derivada

21’2 —1 1 "
es () = —FF—— =0 = = = —=, ¢'(x) =
V1 — 22 V2
z(22% — 3) i .
N eI @(%) < 0 y es un méaximo. Igualmente
-

sucede con z = —

s

177

F2 F2
+1 0
0 0 ,det H = 8 y es un
0 0
0 0
-1 0 3v2 V2
-1 0 -3vV2 V2
0 0 FV2 0 ,
-3V2 72 0 0
-2 0 0
-1 0 —3v2 V2
-1 0  3V2 V2
0 0o F2 0 |
V2 FV2 0 0
V2 0 0 0

122

—ay+y’ =12+ =1
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p(x) =14 |z[vV1 — 22

Ademas hay tres minimos: z =0, © = +1. 2
41 41 T
Los puntos +( 75 f f) son maximos.
Los puntos (£1,0,0), (0,£1,0) son minimos. -1 0 1"

Representar el nimero positivo a de manera que el producto de cuatro factores positivos

sea de suma minima.

Solucién El problema se plantea de esta forma: minimizar f(z,y,z,w) =z+y+z+w

sujeta a la restriccion g(z,y, z,w) = zyzw —a=0,2 >0,y >0,z > 0, w > 0.

El Lagrangiano L = z+y+z+w+A(zyzw—a) tiene derivadas parciales L, = 1+ yzw = 0,

Ly=1+Xxzw=0,L, =1+ zyw =0, L, = 1+ Azyz = 0, por lo que A # 0, y # 0,

x #0,z# 0, w# 0. Restando dos ecuaciones tenemos \zw(z — y) = 0, Aew(y — 2) = 0,

_3
1

My(w—2) =0, yz(z —w) =0 =z =y=2=w=ai, \=—a
Las derivadas de orden dos son Ly, = Ly, = L., = Ly = 0, Ly = Azw, Ly, = Ayw,
Low = Ayz, Ly, = Avw, Ly, = Avz, L,y = Azy.

= (yzw, zzw, xyw, zyz) # (0,0,0,0) en la solucion.

Ademds -——*——
a(x7 y’ Z7 w)
Desarrollando el hessiano orlado evaluado en (/a, ¥/a, /a, ¥/a) tenemos: p = 1, i =
0 —ai —ai a7
5 3
0 —at a1
5 5 3
i . 1 —as 0 —a+ a* A
2,3,4,det Ho = | —q% 0 o | =—2a*%,det Hy = = —3d%,
5 5 3
—ar —a1 0 a1
3 3
a4 a4 0 )
3 3 3
a4 a4 a4 0
5 5 5 3
0 —a+ —a* —ai a+
5 5 5 3
—a1 0 —a1 —az a4
5 5 5 3 2 .
det Hy = | —qi —q1 0 —ai a1 | = — 1, por lo que ( )p det H; > 0,1 = 2,3,4
5 5 3
—ai —qagi —q1 0 a*
a% b b a% 0

a
3 1
a1 es un minimo con restricciones. El valor minimo es 4a7.
Por ejemplo si deseamos descomponer 20736 = 12:12-12-12 de forma que el minimo es

412 = 48.



49.

179

4.1. Ejercicios

Descomponer un nimero positivo en tres sumandos positivos de modo que el producto
sea maximo.

Solucion El problema se va a resolver usando dos caminos distintos.

a) El problema planta maximizar f(z,y, z) = zyz bajo la restriccion g(x,y, z) = x+y+z =
a,conx >0,y >0,z2>0.

Si consideramos el Lagrangiano L = zyz + A(z +y + z — a), tenemos L, = yz+ A = 0,
Ly=224+A=0,L, =2y+A=0= A=ay=22=yz =a#0,y #0, 2 #0,
pues en caso contrario x = y = z = 0 que contradice z + y + z = a > 0. Asi tenemos que
rT=y=2z= éa, A= —éaZy% = (1,1,1) # (0,0,0).

Por otrolado L, =0, Lyy = 2, Ly, =y, Ly, =0, L, =z, L,, = 0. Como p = 1, se deben

de calcular dos determinantes i = 2, 3, con:

0 ia ia 1
3 3
0 ia 1
° %a 0 %a 1 Lo
det Hy = %a 0 1 Z%a, det H3 = ) ) = —3a”.
ga ga 0 ].
1 1 0
1 1 1 0

Asi tenemos (—1)'det H; >0,i = 2,3y %(a,a,a) es un maximo de f(z,y, z) bajo la re-

. .z 1 3
striccion g(z,y, z). El valor es 5-a”.

b) Sobre el conjunto E = {(z,y) € R?/0 < z,y < a, 0 < x +y < a}, se busca maximizar la

funcién (,0(.13, y) = f(xvya Z(x7y)) = xy(a —T = y)
Las derivadas parciales son f, = y(a — 2z —y) =0, f, = z(a — 2y — ) = 0 y tenemos que

sir=0=y=00y=a.

ez, y) =zyla —z —y)

-Siz#0yy#0=—=a—-22—y=0,a—2y—z=0—

_ _ 1 _1
y=a,y=3a,z=3a.

-Siz#40yy=0=— 2 =a.

A5
%;//,,Qtl
|

fyy = —22. 0

Las soluciones son (0,0), (0,a), (a,0), (3a,3a). Las 0

derivadas de orden dos son f., = -2y, foy = a — 22 — 2y,
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—En (0,0), H(0,0) = es indefinida (punto de silla).
2 0
—2a —a )
—En (0,a), H(0,a) = , A1 = —2a <0, Ay = —a? < 0 (punto de silla).
—a 0
O _a . . .
—En (a,0), H(a,0) = es indefinida (punto de silla).
—a —2a
~24 —la
—En (a,3a), H(3a, 3a) = 3 s , A1 =—-2a<0,A; = £a* > 0 es un maximo
1 2
—ga —ga

con valor f(3a,1a) = 5-a®. Queda por analizar la funcién en la frontera.
(x,0) =

—En (z,a—2), f(x,a —2z) = z(a — 2)-0=0.

 f
—En (z,0), f

3 1
Finalmente el maximo de f es 3-a® en (3a, $a).

Determinar el punto del plano 2z — 3y + z = 1 mas préximo al punto (3, —2,1).

)

Solucion La distancia de un punto (z,y, z) del plano al punto (3, -2, 1), esta dada por
flx,y,2) = (x—3)2+(y+2)%+(2—1)? sujeta a la restricciéon g(z,y,2) = 20 —3y+2—1 =0,
entonces el Lagrangiano es L = (z — 3)? + (y + 2)> + (2 — 1)2 + A(2z — 3y + z — 1), con
Ly =2@—3)+2\=0,L, =2(y+2)—3\=0, L. =2(z—1)+)\:0:>x: ~A+3,

_ 9 , _ 4
y——f—ﬁ—)\ 2Z——7)\+1:>2x—3y—|—z—1—0——7)\+121e )\— x—;,y—%
z= 7. La matriz Jacobiana % = (2,-3,1) # (0,0,0). Las derivadas de orden dos

son L, =2, L, =0, L,, =0, Ly, =L., =2y el hessiano es:
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2 0 0 2
2 0 2
0 2 0| -3
) 2 *3 ) z
0 0 2 1
2 -3 0
2 -3 1 0
det H2 = —26, det H3 = —56,
entonces como p = 1, (—1)?det H; > 0, i = 2,3 y tenemos un minimo en (2,2, 1). La

distancia minima es /f(2,2,1) = /2 = 6\/?

Otra manera de resolver el problema es minimizar la funcién ¢(z,y) = (z—3)?+(y+2)*+

(—2z + 3y)?. Las derivadas parciales son ¢, = 2(x — 3) +4(2z — 3y) = 2(5z — 6y — 3) = 0,

==

¢y =2(—6x+10y+2)=0porloques =2, y=1,2=

Es claro que este punto (%, %) minimiza la funcién, pero es necesario verificarlo. Las

derivadas de orden dos son ¢, = 10, ¢, = 20, ¢, = —12, por lo que el hessiano es
10 —12 ' .
H= , A1 =10>0, Ay =56 >0y se tiene un minimo en (£, 2).
—12 20

Finalmente, el punto que minimiza la distancia del punto (3, -2, 1) al plano 2z — 3y +

9

z—1=0,esel punto (2,2, 1). Ver ejercicio 67, pagina 201.

Determinar el volumen maximo de una caja de base rectangular inscrita en una semies-

i

z
AN

fera de radio R.
Solucion Si colocamos la caja y la semi-esfera cen-

tradas en el origen, entonces el volumen sera f(z,y,2) =

\

4zyz, con la restriccion g(z,y, z) = 2% +y* + 22> — R? = 0.

La funcién de Lagrange es L = 4zyz+\(22+y?+2%— R?),

entonces L, = 4yz + 2zA =0, L, = 4xz + 2yA =0, »

$2 + y2 + 22 — R2
L, = 4xy 4+ 22\ = 0. Asi, A\ # 0, pues si no f tendriamos x = y = z = 0 que no esta en

la superficie de la esfera. De este modo xL, + yL, + zL, = 12zyz + 2\(2? + y* + 22) =

2
0 = 6zyz = —AR%. Ademads, 4yx = —2)\z = —% = 2% =1d’ie z = %, y = %,
z = %, A= —%. La matriz Jacobiana % = (2m,2y,22) # (0,0,0). Por otro lado,
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Lyw =2\ = Lyy = Lz, Lyy = 42, Ly, = 4y, Ly, = 4z,

2\ 4z 4y | 2z -2 2 2|1
4z 2\ 4z | 2 2 =2 211
H= Y ,H:é?a . H| = -2,

dy 4dx  2X\ | 2z 2 2 =21
2¢c 2y 2z | 0 1 1 110

3 -2 2|1 A

23 64v/3

) H2 = Ta 2 —211 ) |H2‘ = 9 a3,
1 110

(—1)idet H; >0, i = 2,3 y es un maximo.

Se pudo considerar maximizar V = (2z)(2y)z, donde z = /R? — a2 —y2, 2 > 0,y > 0.
v _ dyR? — 822y — 4y3 ~0
Oz VR — 2% — ’

=0, o bien y(R? — 222 — y?) = 0, 2(R? — 2y? — 2°) = 0.

Asi se maximiza V (z,y) = daxy/ R? — 22 — 32, por lo que

oV _ 4xR? — 8xy? — 4a3
Jy VRE =27 — 2
Como 7 >0y y >0 se tiene 222 +¢y? = R?2 = 2y + 22 = v = y yse tiene x = y =

IVBR=z=12=y=1V3Ryel volumen es V = 4zyz = 3+/3R>.

Determine el volumen maximo de una caja de base rectangular inscrita en el elipsoide

2 2 2
T Y Z
L+ 44 =1,
a> v 2
Soluciéon El volumen que queremos maximizar es
baio 1 et d T
f(z,y) = 8zyz, bajo la restriccion g(z,y, z) = a—2+b—2+c—2 =
2 2 2
1, la funcién de Lagrange es 8zyz + A(%; + Z—Q + % —1),
a C

por lo que L, = 8Syz + 2)\§ =0, L, = 8xz + 2)\1)% =0,

L, :8my+2)\c% =0,2L, +yLy+z2L, =24zyz+2)\ = A =

—12zyz,

_o\Z _ 2 2 a?
2
a

A= —%aba La matriz jacobiana 8(89

8yz =

Ty~ g2 e
_2)

Por otro lado, las derivadas de orden dos son L., = 2

2\
L., = ?, Lmy = 8z,
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L,. =38y, L,, = 8z y el hessiano orlado es:

2 8 sy | —dbe oy |l
8z % 8 2% 4e —4ac 40 | L
i = b b H— 2 b b
2\ | 22 | V3 dab | 1 |’
8y 8z 2|2 4b 4a _% c
20 2y 2z 1 1 1
7 ol a oy el

o~
o
o~
=
o
o |S= Q-

S =

con (—1)*det H; > 0, i = 2,3 y tenemos un maximo. Finalmente, las aristas valen %,

2b  2c¢ ‘ot 8abc
, el volumen maximo es .
V3 V3 yevo X 3v3

El problema se puede resolver de otra manera, maximizando la funcién:

22y
V(Jf,y) - Sl'yC ) b72’
2 2
2z y z2 2y
Bey(1— =5 —17) Sea(l— 25— 75)
por lo que V, = \/ S =0,V, = S = 0y como x # 0,
L L 1—L L
a®> b \/ a b?
2, v _ 2 a2 z _ Y 322 _ _ a
y;éo:>1_a2+b2_b2+a2:>a_b:>1 a2-0=>x_\/§,
y:%:%z:%.

Las derivadas de orden dos son:

8bcry (20?22 — 3a2(b? — y?) Sacxy(3b?z? + a?(2y? — 3b?)
Va::v = 3 > Vyy = s

3
a(a2b2 _ b2$2 _ a2y2)§ b(a2b2 _ b21‘2 _ a2y2)§
2.2 . 2,2 2 9
Viy = ab(S—g\/a%? 0222 — aZy? — 802(b2:z: J;a2y ) —_— 8abcx*y . )
a aby/a2b% — b222 — a2y (a20% — b2a2 — a2y?)2

El hessiano es:

_32v/3bc 16V3c /3
3a 3 32/ 3bc 2
H = , A =-— <0, Ay =256¢c,
B 164/3c 732\/§ac ! 3a 2
3 3b

con lo cual tenemos un maximo.



53.

184 Capitulo 4. Ejercicios de maximos y minimos de funciones en varias variables

2
Determinar los puntos del elipsoide £- + = 1, cuya distancia al plano = + y +

ﬁ 2
4 8

22
T

z — 10 = 0 es maxima y minima.

Solucion Recordemos que la distancia de un punto al
|z +y+ z — 10|
V3

al plano es 1—% y la distancia del origen a un punto del

plano es y como la distancia del origen

elipsoide como maximo es 2/2, se deben determinar los

10—2x—y—=z .
extremos de f(z,y,2) = ——=>—" sujeta a la re-
f( Yy Z) \/g )
triceid _ 22 92 22 _
striccion g(z,y, z) = TTgst+tT 1=
_0-w—y—z a2 Y2 B U _
Sea L = 73 +)\(4+8+4 1),entoncest— 3+)\2—0,Ly_
1 Y 1 z
— LN 0. =-L a2 =0
Vi Vi T2
Se observa que A # 0, x # 0, y # 0, 2z # 0y se tiene x = %y = z por lo que
2?2 | 42?2 _ o _ _ _ C 2
rt st = =1= o =21,y = 42, 2 = +1. Asi se tiene A = ek (1,2,1)
yA= —%, (=1,—2,—1). Se observa que para las soluciones, la matriz Jacobiana
dg _(x Y z
ey — (20 103) #(0.0,0).
Las condiciones de segundo orden son Ly, = X, Ly, = tA, L.. = 3\, Ly = Ly, = Ly, =
0.
N 0 0 | iz
2 ? %)\ 0 %x
. 0 3\ 0 |3y
El hessiano orlado es H = , Hy = 0 % A %y , donde
0 0 3XA|3z
1. ly 0
1, 1, 1.0 ¢ v o4
2T 1Y 3%
DV _ a2 NP+ 227
det Hy = 16 39 det H = 39 o1
—En (1,2,1), \ = lg det Hy = —?3, det Hy = —% ie. (—1)'detH; >0, i =23, por lo
que (1,2,1) es un minimo y £(1,2,1) = -5 = 2/3.

/3 6

lo que (—1,—2,—1) es un maximo y f( 9,-1) =14

3
—En (-1,-2,-1), A\ = —2, det Hy = g det Hy = — L ie. (—1)idet H; >0, = 2,3, por
_17_
V3

54. Determinar el elipsoide de volumen minimo con ejes en los ejes coordenados que pasa
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por (2,-3,5).

4
a’> b ¢
1y su volumen es 8abc. Asi se debe minimizar f(a, b, ¢

8abe, con la restriccién g(a, b, c) = % + b% + % = 1.
a c

El Lagrangiano L = 8abc + A\ (i + 24 % — ) satis-
c

Solucién El elipsoide debe satisfacer que

~

a’? b
face que: L, = 8bc — )\5—3 =0, L, = 8ac — )\% =0,
L. =8ab— )\i—g =0= a3bc=\= %ab% = %abc3 ==
4aTbc = C;%, 4%\1)6 = b%, 46;\1)0 = i—g = %&bc =1, 0 sea A = 12abc. Asi a®bc = 12abc =
a? =12, %ab% = 12abe = b® = 27, 2i5abcf3 — 12abc = ¢® = 75, \ = 1080v/3. La matriz

. dg .
Jacobiana a.b.0) es de rango 1 en la solucion.

Las derivadas de orden 2 son: L., = %, Ly, = 54\ L.. = 150)‘, L, = 8¢, Ly = 8b,

a* N ct
Lbc = 8a.
240 g gy |-E
a a 24\ g, _8
8¢ 54 8a _9 a a?
. b* b3 54\
El hessiano orlado H = , Hy = 8¢ —9p?
& s 150A | 25 bt
ct 3 _8 _9
8 9 2% a@ b
B R

En (2v/3,3v/3,5v/3), A = 1080v/3, det Hy = —22;3)1\/?’, det Hy = — 1792 y como (—1)" det H,>

0, para i = 2,3, se tiene un minimo, de valor 720/3.

2
+ 2 =1

2 2
Finalmente el elipsoide de volumen minimo es £ + y 75

12 " 27

2 2
55. Un paraboloide eliptico de ecuacion %—p + g—q = z, se corta por el plano z = a. Determinar

el volumen del mayor paralelepipedo recto rectangular que se puede inscribir en esta

figura.
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Solucién El problema plantea maximizar
la funcion f(z,y,z) = 4zy(a — 2), sujeta a

2
la restriccion g(z,y,2) = %—p + 22171 —2z=0.

La funcién de Lagrange es L = 4zy(a — 2) +
2y _ _
)‘(pr+Tq_Z)’L$ —4y(a—z)—|—)\% =0,

Ly=4x(a—z)+/\%=O,Lz=—4xy—)\:0

2 2
= 2zy(a—z) = —Apr, 2zy(a—z) = —)\yT, A = —4xy, entonces tenemos que 4xy(a—z) =

q
_ 22 Y _ : _ _a _ _ T
—AMa—2z2) = —)\(% + 271) =-Azlea—z=z= 2= 9" Pero 4zy(a — z) = 2ay = -\,
20z = —)\% = 2ay = %Q)Zqu = \? = 4a’pq, 0 sea A = +2a,/pq y tomamos A = —2a./pq,
2 2
ya que A = —4zy, x > 0,y > 0. Asi tenemos 4zy(a — 2) = -\ = —)\% =\ =
P U _a iz iacobi 09 _(z Y _
z = LY = , 2 =G, A= —2a/pq. La matriz jacobiana 9, 0.7) — (p,q,—1) #
(0,0,0). Las derivadas de orden dos son L,, = %, Ly, = %, L..=0, Lyy = 4(a — 2),
L,.=—4y, L,, = —4x. El hessiano orlado es:
A
B dla—z) —4y | § \ .
A Y
4(a — z) q —dz | 5
H= ;o Ho=1| 4(a—2) % % ;
—4y —4x 0 -1
b 7 |0
T Y
P q -1 0
_ q _ a
2a D 2a 2/2aq 2 o % o 2&
2a —2a\/g —24/2ap 2%] b
H= CoHe=| 20 —20/h 5 |
—2y/2aq —2+/2ap 0 —1
/ a [ a ‘ 0
a a 1 0 2p 2q
2p 2q

det Hy = 4a?, det H3 = —32a?, (—1)*det H; > 0, i = 2,3 y tenemos un maximo.

p

_ 2 v T _ 322 Y _ _ 22 3V°) _
queVg;—4y(a—2p—2q — play =4y a=55 =9 =0,V, =4z =555 =0.

Siy=0= =002z =+2ap. Siz =0= y =00y = +/2aq. Asi se tiene que (0,0),

2 2
Se pudo resolver este problema considerando el volumen V = 4xy <a - "5— - g—q , por lo

(0,+/2aq), (v/2ap,0) son puntos criticos tales que VV = 0 (i.e. es un minimo).
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; 322 _ Y 3z 822 22 _a
Slz#o,y#ﬂ,a—%—jﬁa —3( 2p>——2a—2p:>2p—4,

x—\/>:> \/:,z—2,porloquev—4\/a>p\/>< —7>—a\f

Queda por verificar que es un maximo. En efecto, las derivadas de orden dos: V,, =

2
_12]'#’ Vyy = —lzqﬂ, Vay = 4a — @ - 6% y evaluando el hessiano en (,/%p,,/%) es

_6ar/P _9
a q a D 2 . .
tal que H = , A = —60,\/; <0, Ay = 32a” > 0, lo que indica un

q
—2a —6a P

maximo.

Por el punto (1,1, 2) pasa el plano que forma con los tres planos coordenados un tetrae-
dro. Determinar las ecuaciones del plano, cuando el volumen del tetraedro formado es
minimo.

Solucion Si consideramos que el plano tiene

%Jr% = 1, entonces %Jr%Jr% =

1. De esta forma el problema se transforma en

por ecuacion % +

1
determinar el volumen V = %abc bajo la re-
> T
smidn L1 2 a
striccion ¢ + 3 +2=1

El Lagrangiano L = Lobe + A ( +1 + £ 1) se tiene que: L, = lpe = A _ 0, Ly, =

6 6 a?
%ac—b%—OL—fab———Oz abc-%—%:%é)\(l—&-%—kg)—abc por
loque%bc—%é a=30b=3c=6,\=27. Asi L +g+6—1:>2x+2y+z—6—0
yV= %(3)(3)(6) = 9. Queda por verificar que la soluciéon es un minimo.

2/\ — 2 _ 4) 1 1 _1
En efecto, V,, = 22, Vi =5 Vee = 3 Vo = 6O Ve = 6b’ Ve = 60
2\ 1 1 1
22 1. 1, _ 1
a3 6 6 a2 2\ lc _L
1 221 _1 a® 6 a?
: 6° B 6" | T 1, 22 1
El hessiano orlado es: H = , Ho = zc 2 —=
1, 1, 4x | _2 6 b b
6 6 c3 C2 _L _l 0
1 1 _2| a*> b
a® b2 c?
1 _1
9 ;1 2 1 2 9
’ 1 2 1 1
En (3,3,6), A = 27 se tiene Hy = 1 2 _% , Hy = 2 o,
1 11 1
- 2 3 3 18
-5 —5 O
9 9
- -k o0
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det Hy = —%, det Hy = —ﬁ. Ahora como (—1)! det H; >0, i = 2,3, se tiene que (3, 3,6)

es un minimo.

Determinar los extremos de f(z,y, 2) = 2? + y? + 22 bajo la restriccién g(z,vy, 2) = 5z? +
992 + 622 +4yz — 1 = 0.

Solucion El problema se puede interpretar como la mayor y menor distancias al origen
del elipsoide 522 4 9y + 622 + 4yz — 1 = 0. Derivando el Lagrangiano L = 22 + y% + 22 +
A(5z? + 9y? + 622 + 4yz — 1) se tiene: L, = 2x(1 +5)) =0, L, = 2(y(1 4+ 9\) + 2Xz) = 0,
L. = 2(2(1+ 6)) + 2\y) = 0.

—Siz#0= A= —1,2=—2yycomo 5z?+9y*+ 627+

4yz—1 = 0 se tiene 522 +25y° = 1,0 seax = /1 — 52, 5u* +9y?f622 tyz=1
=2y, —s <y<g.

—Si z = 0, entonces si y = 0 = 2z = 0, pero (0,0,0)

no satisface g. Asi, y #0yz #0 = 2z = (1+6\) =

ZRE2N) L 6a)(1490) = 402 1. 50N 15AL] =
T+9A

0—A=—10A= 4.

—SiA=-1= 2= -2yytenemosy = +1, z = FZ.

—Si X = — setiene y = 2z, por lo que 50z =1 = z = + %,y:ig,xzo.

V21
7575\/5

(£4/% = 5y%,y, —2y), —% <y < L (circulo de radio %).

Las derivadas de segundo orden de L y las derivadas parciales de g son: L., = 2 + 10,

), ¥ las soluciones A = —1,

En resumen tenemos las soluciones A = —, £(0

Lyy=0,L,, =0,9, =10z, Lyy =0, Lyy = 2+ 18\, Ly, = 4\, g, = 18y + 4z, L., = 0,

L.y =4\ L., =2+12), g, = 12z + 4y. El hessiano orlado es:

2+ 10X 0 0 10x
0 2+ 18X\ 0 18y + 4z
H =
0 0 2412\ | 122+ 4y
10z 18y +4z 12z + 4y 0
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5vV2

1 0 0 0

0o L 0 | +BY2 oY ’

— 5 5 1 13v2
H = ) H2 - 0 5 :l:T )

0 0 4 iL\/ﬁ

5 5 0 i13\/§ 0
13v2 142 5
0 5 5| 0
det Hy = —338 det Hy = —172  (—1)' det H; >0, i = 2,3 es un minimo de valor 1

Tk

’

—En (+/1 - 5%y, -2), A= -}, -t <y <
0 0 0 | +2v5/% —5y?
10y

U=

0 -5 0
H= ,
0 0o -2 —20y
+2V6, /2 —5y2 10y —20y 0
0 0 +2V6,/% 592
Hy; = 0 -3 10y ;
+2V5,/% — 542 10y 0

det Hy = 32(1 — 25y?), det H3 = —%(1 —25y%), (—1)"det H; >0, —1 <y < 1, por lo que se

tiene un maximo de valor .
En y = +1, también son méximos aunque det H; = 0, i = 2, 3.

58. Determinar los extremos de la funcién f:IR® — R dada por f(x,y,2) = 22 + y* + 22,
bajo las restricciones g(x,y,2) =2 +y+2—1=0, h(x,y,2z) =2y — 1 =0.
Solucién La funcién de Lagrange es L(z,y, z) = 22+ y? +22+ A1 (z+y+2—1)+ Ao (zy—1).
Derivando, L, = 22+ + A2y = 0, L, = 2y+A1+Xoz = 0, etytz=Lay=1
L, =2z+ X\ = 0, por lo que 2(z — y) + Xo(y — z) =

(y—2)(A2 —2) =0.

—Siy=2=2%=1,0seaz = +1.

‘1-
o

NS
S

o

2 ‘!
—Sil’:1:>y:1,,2:71:>)\1:2,)\2:74. yl

NN
N

~

—SiI:—l,y:—1,223:>)\1:—6,)\2:—8.
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— Siz #y = X\ = 2, entonces \y = —2(z+y), \;y = -2z, perox+y+z =1y

z+y—2=0= XN =-1,z=3,2+y=3. Asi,z(3 —z) = 1ylaecuacion 222 —z+2 =0

no tiene solucion. De esta forma = = y y los puntos criticos son (1,1, —1), A\ = —4, Ay =2
y (—1, —1,3), )\1 = —4, )\2 = —6.
(g, h) LR

Por otro lado @,y 2] = es de rango 2, para las soluciones encontradas.
b b y :L‘ 0

Las derivadas de segundo orden son: L., = 2, Lyy = Ao, Ly, = 0, Lyy = Ao, Lyy = 2,

L,,=0,L,,=0,L,, =0, L, =2, el hessiano orlado es:

2 X 01 y
XN 2 0|1 =z
H=] 0 0 2|1 0 |yeldeterminante det H = 422 — 2xy()\s + 2) + 49>
1 1 170 0
y « 0|0 0
—En (1,1,-1),\; =2, \y = —4,det H =4 — 2)\y = 12> 0y como (—1)?det H3 > 0 es un

minimo, de valor f(1,1,—1) = 3.
—En (—1,-1,3), \y = =4, \y = —6,det H = 4 — 2\ = 16 y como (—1)?det H3 > 0 es un
minimo, de valor f(—1,-1,1) = 11.

Este problema se pudo haber resuelto de otra forma. En efecto, por las restricciones

4 _ 3 2 _
Setieney:%yz:l—x—%’porloqueQ(‘r):f(x7y7z):21’ 2x +Z):E 2x+2,
226t o 402 At 43)

xT
IS .114

se tiene un minimo en (1,1, —1). Ademas ®'(—1) =0, ®"(-1) =20>0y (—1,—1,3) esun

' (z) =

y ®'(1) =0. Asi, ?"(z) = y como ®”(1) = 12>0

minimo.

Determinar los extremos de f(z,y,2) = 22 + y? + 22 sobre R?, bajo las restricciones
g(z,y,2) =% +y?> +222 —4 =0, h(z,y,2) =ayz — 1 =0.
Solucion Sea L = 22 +y%+22+ 1 (22 +y?+222—4)+ A2 (vyz—1), entonces L, = 2x+2X\ 12+

Aoyz =0, Ly =2y+2 My +Xozz =0, L, = 22+ 4\ 2+ dozy = 0 = (2® —y?)(1+ ;) = 0.
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m2+y2+2z2:4,a:yz:1

Si 22 # y? se tiene que \; = —1 = \yz = 0 =
Xoxyz =X =0yx #0,y#0,2z+#0, pues xyz = 1 # 0.
Asi tenemos: 2z(1 + 2)\1) + dozy = 22(1 +2X) = 0 =
A1 = —1 que es una contradiccion. Asi, 22 = y? y

como 7%y%2% = 1 se tiene 22 + 22 = 2, 2*(2 — 2%) — 1 =

— 284+ 22*—1=01ie 26 —22*+1=0.

Consideremos la ecuacién y> — 2y? +1 = 0, y = 1 es solucién, por lo que 3> — 2y + 1 =

(y2_y+1)(y_1) = (y_a)(y_b)(y_l) = O’ cona = 1 +2\/5? b= L _2\/5<0- PerOy = .7}2>0,

por lo que se elimina la solucién b. Las soluciones satisfacen z? = 1, 22 = 1%\/5,
2?2 = 12, 22 = 2 — 2%, 2yz > 0 y se tiene (si llamamos « una solucién del sistema):
202(1+ M)+ A =0,22—a?)(1+2X\) + Xa =0 =\ _2Ae’ 1) A __20°(2-0a%)
“ Az = As T UTAz= LS 30T T T 3

Las derivadas de orden dos de L y las derivadas de orden uno de las restricciones son:
me =2+ 2A1, Lmy = /\QZ, Lmz = )\Qy, Lyy =24 2A1, Lyz = )\gx, Lzz =2+ 4)\1, gz = 21’,

9y =2y, 9. = 42, hy = yz, hy = vz, h, = 2y.

242\ Aoz Aoy 2r  yz
Aoz 242\ Aoz 2y w2z
El hessiano orlado es H = Aoy Ao 244X |4z ay
2z 2y 4z 0 O
Yz Tz Ty 0O O
Observemos que la matriz Jacobiana % = o s tiene rango 2, pues

yz TZ TY

si bien las dos primeras columnas son iguales en las soluciones, no es asi para la primera

2¢x 4z
y la tercera columnas pues: det = 22%y — 4y2? = 2y(2? — 2(2 — 2?)) =

yz Ty
—2y(4 — 3x?) # 0, para cualquier solucién z = a.

Las soluciones evaluadas en los determinantes de los hessianos orlados son:
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a=1 o= \/ 1+2\/5
(o, o, V2 — a2) 32 645 — 160 < 0
(—a, —, V2 — a?) 32 64/5 — 160 < 0
(—a,a,—V2 — a?) 32 64v/5 — 160 < 0
(o, —a, —V/2 — a?) 32 64v/5 — 160 <0
por lo que para o = 1, los puntos son minimos de valor 2 y para o = 1+2\/g’ los puntos

545

son maximos de valor 5

Determinar los extremos de la funcién f(x,y, z) = x+y+z sobre R, bajo las restricciones
g(z,y,2) = (@ —4)+2(y—2)+3(2—3) =0, h(z,9,2) = (r—4)?+(y—2)+ (2 —3)2 =1 = 0.
Solucioén Sea L(z,y,2) = z+y+2z—9+ A1 (v +2y+32)+ X2 (22 +y*+ 22— 1) el Lagrangiano
de la funcién f(x,y, z), trasladando el origen a (4,2, 3). Las derivadas parciales de L son

Ly=14+X+2Xx=0,L,=14+2X\ +2Xy =0, L, =1+ 3\ +2X2z = 0 y sumando

2 1

_ 1.
14> )‘QZ — 7>

Ly +2Ly + 3L, =6+ 14\; =0 => \; = —2, por lo que Aoz =

7 A2y =

esto nos indica A\ £ 0,2 # 0,y £ 0, z #£ 0.

2 2 2
_ 9 9 9 4 1 z+y“+2°=1Lx+2y+32=0
Por otro lado, 1 = 2° 4+ y* + 2* = 92 + 2% +
1 v
1032 = Ay = =+, con lo cual tenemos las solu-
. . _ 3 _ V21, g
ciones: —\/%(4,1,—2), =3 k= 5 (4,1,-2),
3 V21
A =—7 A=
. . .. O(g,h
La matriz Jacobiana de las restricciones lg.h)_ =
(z,y,2)
1 2 3 _
es de rango 2 y las derivadas de segundo orden son L, = 2X3, L, =0,
20 2y 2z
L. =0,Ly, =2\, Ly, =0, L., = 2X,. El hessiano orlado es:
2o 0 0 1 2z
0 2\ 0 |2 2
H = 0 0 2)\ |3 2z ,
1 2 3 [0 0
2 2y 2z |0 O

det H = 8)\2(1322 — 4wy — 622 + 10y — 12y2 + 522).
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—En (\/%, \/%, —\/%), A=-32, 0= —g, det H = 112Xy = —8v/21 y es un maximo.

. .. . 3
El maximo de la funcién original es 9 + NIk

) Adi=—2, 0= V2L et H = 112X\, = 8v/21 y es un minimo.

14 >

4 1 2
—En (- 75 - 74 v

El minimo de la funcién original es 9 — Nk

Determinar los extremos de f(z,y, z) = xyz sobre R3, bajo las restricciones g(z,y, z) =
22 +y?+22<1yh(z,y,2) =1—2sen(x? +y? + 2%) = 0.

Solucién Observamos que las condiciones 72 +y? + 22 <1y 1—2sen(z?+y>+2%) =0 es
equivalente a la condicién g*(z,y, z) = 2% +y*+ 2% — ¢7 = 0, por lo que tenemos una sola
restriccion. El Lagrangiano es L = zyz + A(z? + y? + 22 — {7) y las derivadas parciales
sonL, =yz+2xA=0,L, =22+ 2yA =0, L, = 2y + 22X = 0.

SiA\=0= z =y =z = 0, pero no es solucion del sistema, por lo que X\ # 0. Asi
20°X = 2y°A = 22N = —ayz,0sear’ =y =22 = 3’ = im a2t = kry A= —%. Las
derivadas de orden dos son L,, =2\, Ly =2, Ly, =y, Lyy =2X, Ly, =, L,, = 2\.

20z oy |2z 2\

z 2z
El hessi lado H A
essiano orlado H = , = ,
y oz oM 2 2 z 2\ 2
2¢ 2y 2z| 0 2z 2y O

det Hy = —8(A\z? — zyz + \y?),
det H = 4(x* — 222 (y% + 22 + 2)\2) + 12 2yz + y* — 2y2(22 + 2)2) + 22(22 — \?)).

Siaz? =y? =22, det H = —120%(2? — 4(£2))\ + 40?) = —122%(+2 — 2))2. La matriz Ja-

99

cobiana Wz, y.2) = (2z,2y,2z) # (0,0,0) y es de rango 1. Al evaluar los determinantes

de los hessianos orlados se tiene det Hy = i%?w?’/ 2, det H3 = F5-m°, segun sean los

puntos (+c, +¢, £c), A = £3¢, ¢ = /7. Los resultados se resumen es la siguiente tabla:
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c=1/1s A det Hy | det Hj
(¢c,c,c) —%c + —
(Ca c, —C) %C - -
1
(—c¢,c,c) 5C -
(Ca —C, C) %C - -
(—e,—c,c) —3c -
1
(—c¢,¢,—c) 5C
(C7 —C, _C) _%C -
(—e,—c,—c) ic - -
Asi se tiene que la solucién (c,c,c), A = —ic, con ¢ = /7% tal que det Hy = #ﬁm,
det H® = — 2+ 72, pero como p = 1, (—1)"det H; >0, i = 2,3 y se tiene un méximo.
Similarmente la solucién (—c, —c, —c), A = 3¢, conc = /%, es tal que det Hy = —42—\?7r3/2,

det Hy = —5-m? y como p = 1, (—1)' det H; > 0, i = 2,3 y se tiene un minimo.

Finalmente los maximos son (¢, ¢, ¢), (—c¢, —c¢, ¢), (—¢, ¢, —¢), (¢,—¢, —c), con ¢ = \/% y los
minimos son (c, ¢, —¢), (—¢, ¢, ¢), (¢, —¢,¢), (¢, —¢, —c), con ¢ = /& Ademas: f(c,c,c) =
f(=¢,—c,c) = f(—¢,¢,—c) = fl¢c,—¢c,—c) = iw\/;yf(c, ¢,—c) = f(—c,c,c) = f(c,—c,c) =

f(—=¢c,—c,—c) = —&m %71'.

[

Determinar los puntos extremos de la funcioén f(z,y, z) = vy + x2z+yz bajo la restriccién
g(z,y,2) =2 +y? —22—1=0.

Soluciéon El Lagrangiano es L = xy + 22 + yz + A(2? + 4> — 22 — 1), por lo que L, =
y+2+22=0,Ly=zc+2z-2 \y=0,L, =z+y—-2Xz2=0= (1-2\)(z—y) =0= 2z =y

_1
0A=3.

Siz=y,z—X2=0,2+2+2\x =0= 2(2\2 + A+ 1) = 0y las soluciones ) € C\R,

que no puede ser. Asi, z # y = A\ = %,y—i—x—&-z =0, y+r—2=0= zxz+y =0,
— 2 __ _ 1 _ 1 _

z=0= 2z —1:>x—iﬁ,y—:|:ﬁ,z'—0.

La matriz Jacobiana % = (2z,2y,2z) # (0,0,0) en las soluciones. Las derivadas

de orden dos son L,, = 2\, Ly, = 1, L,, =1, L, =2\, L,, =1, L,, = -2\ yel
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22 1 1 |2z
201 2z

hessiano orlado es: H = , Hy = 1 2\ 2 de modo que
1 1 —2X\| 2z

2¢ 2y O

20 2y 2z 0
det Hy = —8(\z? — a2y + \y?),

det H=4(2?(4N? +1) = 2z(y(2A+ 1) + 2(1 — 2X) + y2(4N2 + 1) +2yz(2X — 1) + 22(1 — 4\1)).

—En (%, —%,0), A =1,det H, = —8 <0, det H3 = 16 > 0 y no es maximo ni minimo.

—En (—%, %,0), A =1,det H, = —8 <0, det H3 = 16 > 0 y no es maximo ni minimo.
Se pudo tratar de resolver este problema usando la

funcion ¢(z,y) = zy £ (¢ + y)y/22+y?> — 1, sin em- pley) =wy £ (@+y)\/a2 +y? — 1

bargo presenta el problema que las primeras y segun-

das derivadas se indefinen en las soluciones aportadas

RN

7—

por el sistema de ecuaciones ¢, = 0, p, = 0: j:(%, —%)

=<0
Vil

o

Y
4

N

—

y hace imposible el tratamiento con el hessiano. Si ve- 2

S

mos el grafico adjunto, notamos que estos puntos no son

maximos ni minimos.

Determinar los extremos de f(z,y,z) = xy + 2z + yz bajo la restriccion g(z,y,z) =
224+ y?+22—-1=0.

Soluciéon El Lagrangiano es L = zy + 22 + yz + M(2? + y?> + 22 — 1) y se tiene L, =
y+2+22=0,Ly =zc+2z4+2 \y=0,L, =z+y+2Xz2=0= (z—y)(1-2\) =0 =z =y
0X=1.

— Sixz =y, setiene que x = —\z = y + z(1 — 2)\?) = 0.
Si)\:ﬁ:\/g:>x:y:z:()quesedescartapuesx2+y2+z2:1.

SiA#+,/L z:—#ﬁQ/\Q—k)\—l:O:w\:—l,/\:%.

—SiA=-1l=—=zx=y=2z=%

o

— Si A= %,x+y+z=0,x2+y2+22 =1 = 224+’ 42y = % Por otro lado,
1
2

(x+y+2)2=a?+y? + 22+ 20y + 202+ 2y2 =0 = ay + 22 + Yz = —
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La matriz Jacobiana (’9(1:8732) = (2z,2y,22) # (0,0,0) es de rango 1. Las derivadas de

orden dos son Ly, = 2\, Lyy =1, Ly, = 1, Ly, = 2\, L, = 1, L., = 2\ y el hessiano

orlado es:
22 1 1 |2z
22 1 2z
12X 1 |2y
H= ) H2 - 1 2\ 2y )
1 1 2)\|2z
2¢ 2y O
2z 2y 22| 0
det Hy = —8(\z? — 2y + \y?),

det Hy = —4(22(42% — 1) — 22((2X — 1)(y + 2) + y?(4\2 — 1) — 2yz(2X — 1) + 22(42% — 1)).
—En j:(%, %, %), A= —1, det H, = 8, det H3 = —36 y es un maximo.
El conjunto £ = {(z,y,2) € R*/2%2 + y* + 22 = 1, o + y + z = 0} es una circunferencia

sobre el plano = + y + z = 0, pues este plano corta la esfera z + y? + 22 = 1.

Anteriormente se determiné que f(z,y,z) = vy + yz + 2z = —% sobre E, pero sobre F,

1 1 1 2z

11 1 2 o
det Hs = = 0y el criterio falla.

1 1 1 2z

2v 2y 2z O
Por el otro lado, sobre E = {(x,y,2) e R®/2%2 + y?> + 22 =1, o + y + 2 = 0}, f es continua
y alcanza el maximo y el minimo sobre el compacto. Ademas el Teorema de Lagrange
nos garantiza que si existen estos extremos, satisfacen las ecuaciones de la Lagrange,

por lo tanto deben ser los puntos (z,y, z) € E'y son minimos.
El problema se pudo resolver considerando la funcién f(z,y) = 2y £+ (z+y)/1 — 22 — 92,

yaque z = +/1 — 22 — 92,
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oe,y) = oy (z +y)\/1— 2% —y?
Tomenos f(z,y) = zy + (z +y) m, entonces

_y—|—1/1—,’L‘2 y ,7) 0
y =T+ /1 — y) =0=
V31— _y
T +y Q)ZOSx:y,oxﬁ-y:

— (1 +
(z = y)( JI—a2— 2
—+/1 — 22 — 42 con lo cual debe tenerse z +y < 0.

—Siz =y, se debe tener x # if, entonces x++v/1 — 222 — ﬁ =0= zv1— 222+
1—222 — 222 = 0 = 2v1— 222 = 422 — 1. Si elevamos al cuadrado, z2(1 — 22%) =
162% — 827 + 1ie 1824 — 92° +1=0 = 2% = 530 = L L osear = +1, 0 = +1.

Sin embargo al elevar al cuadrado, aparecen soluciones no validas en el sistema de

ecuaciones original. Veamos que z = y = f yr=y= f no sirven como soluciones.
2
En efecto, 2 = y = ise tiene que = + V1 — 222 = $ = z+ V1-—222 =

\/ﬁ +\/> \[:> 1 + 2 = 1 que no puede ser.

Sixz=y= 7t \[ 0= \/7 que tampoco puede ser.

Asi tenemos las soluciones z = y = %, z = % yr=y= —%, z= —\/g.

Sizt+y=—-y1-22—y?= (z+y)?=1-2%—y* = 2% + 2y +y* = 1 y la solucién es
una parte de la elipse dada por (z, 2 (—z + v2 — 322)), \/><;1:< 2, donde z +y =
z+v2-322<0.

Para f(z,y) = 2y + (x + y)/1 — 22 — 32, las derivadas de segundo orden son:

=22 (12— y?)E W V11— a2 —y2 (1—x —yh)’
—r -y ry(z +y)
- _ .
Ty Vi—a? =2 (1—a?—y?)2
-6 -3
En (%7%) el hessiano es I — y tenemos un méximo con f(%,%))zl-
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9 9
. 1 4 .. . L.
En — (\% %ﬁ) el hessiano es H = y el criterio no aporta sobre si es maximo o
9 9
4 1

minimo. Debemos analizar la funcién f en alrededor de —( %, %)

Ast, f(— Dot ho—d k) - f(— L) =

2
W= deh— Tkt b (= Z4nt k)1 (=L +n) = (- L +h) +5=

hk—%(h—kk)—k%—k(—%+h+k)\/§+%h+lk—h2—k2:1

45 5

Bk — Je(h k) + 2+ (= Z+h+ k)2 (1= Bhk+ L (h+ k) — 1212 — 122 4 o((h+ k)?) =

2(h? + 2hk + k*) + o((h + k)?) = §(h + k)? + o((h + k)?), por lo que tenemos un minimo

en —(—z, ), devalor f(— 25, ——5) = —3.

Un estudio similar muestra que para (z, (-2 £ v2 — 32?)) \[ <z < /%, donde
z+y ==+ v2— 322 <0 es un minimo de valor f(z, (—z + v2 — 322)) = —3.
De manera similar, la funcién f(z,y) = 2y — (z + y)/1 — 2 — y2 nos da las soluciones

a::y:_%yz_ f,iﬁ_y G,Z__\/>y ,2 in\/2—3$2 \/><$<\/7,
donde z +y = x + V2 — 322 > 0.

En este caso, un estudio similar al anterior nos lleva a que ( — %, 77) es un maximo

de valor f( — %, —%) =1.

En (%, %) tenemos un minimo de valor f(%, \%) =-1

En (z,1(—z £ V2 - 32?)), \[<m<\/;,dondex+y7xj:\/m>0 se tiene un

minimo de valor f(z,1(—z £ v2—32?)) = —1.

Veamos que:
a:+y:x+\/m<0 Si—\/g§x<—%
:U+y:x—\/m<0 si—\/g§m<%
r4+y=x+v2-322>0 si—%<x§\/g
r+y=r—+v2-322>0 si %<x§\/g.

64. Determinar en el interior de un triangulo dado de area A, el punto cuyo producto de las

distancias a los tres lados sea maxima.

1Usamos que vI+z =1+ 3z — t2? + o(z?)



65.

4.1. Ejercicios 199

// N \5 N
Solucion Primeramente necesitamos conocer el area /o S
c Al
bz /NN
T AN / ~ ~
2 . . ~_/Y NN
del triangulo con lados a,b,c y de distancias a los tres A/ DN
// J"L N
Y / ~

lados z,y, 2z a través de z, v, 2, a, b, c. En efecto, dado que

se tienen 6 triangulos, el area es:

Yaz+(a—a)z+ By + (b= By +7z + (c = )2) = L(az + by + ¢z) = A.
De esta forma el problema que nos interesa equivale a maximizar la funcién f(x,y,z) =
xyz, sujeta a la restriccion g(z,y, z) = ax + by + cz — 2A = 0.

. . dg

Es claro que la matriz Jacobiana Wy 2) (a,b,c) #(0,0,0).
El Lagrangiano L = zyz + Aax + by +cz—2A) estalque L, =yz+ X a=L, =zz+ Ab=
L, =xy+ A =0, por lo que —zyz = dax = oy = Aez 0 = ax = by = ¢z = %A, es

2A 2A 24y _ _ 44?

= ~ 9abe”

decu‘ngfa,y:ﬁ,Z—g,

Las derivadas de orden dos son L,, = 0 = L, = Lzz, Lyy = 2, Ly, =y, Ly, =z yel

0 2z a
hessiano orlado es H = z 0 b |
a b 0

det H = a%2? — 2az(by + cz) + (by — cz)?, det Hy = 2abz.

2 .
—En (22,24 24) N = 24 det Hy = 222 A, det H3 = —3A% y como (—1)'det H; > 0,

i = 2,3, se tiene un maximo.
24 24 24
3a’ 3b’ 3c

8A®
27abc*

Asi tenemos que el punto ( ) maximiza el producto de las distancias a los tres

lados, con valor maximo
Determine los extremos de la funcién f(z,y,z) = 22 + y? + 22, bajo la restricciones
gz, y,2)=x+y+2z—1=0, go(x,9,2) =22 +y> — 22 = 0.

Solucién El Lagrangiano L = 22 + y®> + 22 + M(z + y + 2z — 1) + Aa(2? + y? — 2?),
Ly=2x+ X +2x)=0,L, =2y+ A\ +2yr2 =0, L, =22+ A\ — 2X22 = 0. Asi tenemos
2(z —y) +2(z —y)A2a = 2(z —y) (1L + A2) = 0.

Sig=-1= XN =0y22+2:=0=2=0,224+9y?>=0ie. 2=y =2=0, que es

imposible yaque z +y + 2z = 1.
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Asi, s # ~lyr=y=2=1-20y22?> =1—4r + 422 = 222 — 42 + 1 = 0, es decir

=B g 2 150 A = 3£ 2V2, A = —4(3 £ 2V2).

Ademas, L, =2+2X =Ly, L., =2 —2Xy, Lyy = L, = Ly, = 0y el hessiano orlado
242X 0 0 1 2z

0 242%n 0 |1 2

es H = 0 0 2—2X |1 —2z
1 1 1 0 0
2x 2y —2z 0 0
Asien (1+%,1+ %,—1 —V2), A = —4(342v/2), Ay = 3+2v/2, det H = 32+ 161/2, hay
.. 2(174+12v2)
un minimo de valor v
En (1 — %,1 — %,—1 +v2), A = —4(3 — 2v/2), Ay = 3 — 2¢/2, det H = 32 — 16v/2, hay
.o 2(17-12V2)
un minimo de valor S

2

cty+z=1a>+y> =2

Se observa que se puede ver este problema como deter-
minar la menor distancia al origen de la curva inter-
seccion de las superficies g;(z,y,2) =2 +y+2—-1=0y
go(w,y,2) = 2% +y* — 2> = 0.

En el grafico se muestran los puntos de la curva mas

cercanos al origen.

Determinar el pie de la perpendicular de (6,2, 3) al plano z = 5z — y + 2 que minimiza
la distancia al punto (z,y, z) en el plano.

Solucién Sea f(z,y,z) = (—6)2+(y—2)*+(z—3)? sujeto a la restriccién 5z—y—2+2 = 0,
entonces L = (x —6)? 4+ (y — 2)° + (2 = 3)? + A6 —y — 2+ 2), L, = 2(z — 6) + 5\ = 0,
L,=2y—2)—A=0,L, =2(z—3) — X = 0. Sustituyendo tenemos 5(12 — 5)) — (4 +
AN)—(64+N)+4=-2TA+54=0= A =2. Asise tiene z = 1, y = 3, z = 4. Queda por

verificar que efectivamente se tiene un minimo. El hessiano orlado es:
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" 0 2 0]-1 u
— 0 0 9 1 ) 2 — 0 2 —1 )
5 -1 —1| 0 5 -1 0

det Hy = —58, det H = —108, por lo que se tiene un minimo, ya que (—1)!det H; > 0,
i=2,3.
Determinar la distancia minima de un punto (zo, o, 20) al plano ax + by + cz +d = 0.

Solucién Sea (9,0, 20) € R? que no estd en el plano ax + by + cz + d = 0, entonces el
problema es equivalente a minimizar f(x,y,2) = (z — 1) + (y — y0)? + (2 — 20)?, sujeta
a la restriccién az + by + cz +d = 0.

Sea L = (x—x0)?+(y—0)?+(2—20)2+ X az+by+cz+d), entonces L, = 2(z—x¢)+a = 0,
Ly =2(y —yo) + Ab =0, L, = 2(z — 20) + A\c = 0 = 2az — 2axo + \a® = 2by — 2byo +

A? = 2cz — 2czg + A2 = 0 = —2dg — 2(axg + byo + cz0) + Ma? + 0% + 2) = 0 =

2
A = 2(azo + byo + czo +d). Asi (2 — 20)2 + (y — 90)? + (2 — 20)? = /\Z(a2 + b2+ 2) =

a’ + b+
(axg + byo + czo + d)? lazo + byo + 2o + d|
Va2 + b2 + ¢2

a?+b>+¢c?
1 l>axo+byo+czo+d
b’ € \/a2+b2+02

Queda por verificar que la distancia es minima. En efecto, L,, = Ly, = L.. = 2,

, por lo que la distancia minima es

El punto en que se alcanza el minimo es (xq, yo, 20) — (%,

Ly, = L,, = L,, = 0y el gradiente de la restriccion es (a,b,c) # (0,0,0), por lo que
2 0 a
el hessiano orlado es H = 0 2 b |,detHy = —2a% — 2b?,

a b 0

det Hy = —4a® — 4b®> — 4c? y (—1)' det H; > 0, i = 2,3 y se tiene un minimo.

Otra forma de resolver el problema es observar que la superficie f(z,y,2) = ax + by +

¢z + d = 0 tiene por vector normal Vf(a,b,c). Asi la cantidad buscada es el vector

(x — zo,y — Yo,z — 20) proyectado sobre el vector unitario (a, b, ¢) N +1b2 — es decir
b, c) lazo + byo + czo + d|
el producto punto |(z — zo,y — yo0,2 — 20)- (a0, = , pues
P P I 04— b o) \/a2+b2+02| Va? + b2 + 2 P

ax + by 4+ cz = —d.
0

68. Consideremos la funcién f:R?® — R de clase C! tal que V(z,y,2) € R3, —f(x, y,2) =4,

or
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%(x,y, 2) <0, af(x y,2) = 1. Determinar en E = {(x,y,2) € R3/2?+2%2 <1, 0 <y < 3},

los maximos y minimos de la funcién.

Solucion Dado que E es un conjunto compacto, F' alcanza el maximo y el minimo

en F, es decir (ay,by1,c1), (az,b2,c2) € E tales que ( ma)fo(x,y,z) = f(a1,b1,¢1) y
x,y,z2)€E

i b 9 - 7b b .
<x,§,r,li§1eEf(x y,z) = f(az, by, cz)

Por otro lado g—zjj(al,y, ¢1) <0y la funcién f(a1,y,c1) es estrictamente decreciente en

[0,3], por lo que 0 = b; y y = 3. Ademaés f(z,0,z2) es tal que %

tiene puntos estacionarios, por lo que el maximo sucede en la frontera, es decir cuando

(2,0,z) # 0y no

a? +c2=1.
Observamos que la funcién f(z,0, z) estd sujeta a la condiciéon 22 + 22 = 1, para deter-

minar el extremo. La condicién del gradiente de esta restriccién (2x,2y) es tal que

(2a1,2¢1) # (0,0), por lo que existe una constante A\ tal que %(al,o,cl) + 2 a; =
0
442 a; =0, 75(@1,0701) +2Xc1 =14+ 2Xc1 = 0= a; = 4c1, a1 = :t\/%, c1 = j:\/%.
Por otro lado, dado que f(—2 T 0,2)y f(z, \/%7) son estrictamente crecientes (ya que
of (4 of : :
%(f 0,2z) >0, %(x,o, —\/—1—7) > 0), se tiene que:
4 1 4 1

lo que implica que a; = \/%, ¢ = \/% y la funcién tiene un maximo f(\/%, 0, \/%)

De manera similar se prueba que f ( =, 3, f) es un minimo.

Sea £ C R" un conjunto abierto y acotado y sea f: E — R una funcién continua que es
constante en la frontera de E y que es de clase C' sobre E. Probar que f tiene al menos

un punto estacionario.

Solucién Dado que E es acotado, £ también es acotado y compacto en R”. De esta
forma, dado que f es continua, existen a,bc E tales que f(a) = sup f(x), f(b) = inf f(x).
xcE xek

— Si f(a) = f(b) se tiene que la funcién es constante y todos los puntos de E son

estacionarios.

— Si f(a) # f(b) y como f es constante en la frontera, se tiene a€ F o b € E, pues en
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caso contrario implicaria que a y b estan en la frontera, es decir f(a) = f(b). Asi, si

a € Fobe Eyson puntos estacionarios.

Sea E C R", una bola abierta y sea f: E — IR, una funcién de clase C' tal que ¥x € E,

Of () — of

g == aT(x) = 0. Probar que f es constante.
n

Solucion En efecto, sean a, a’ € E entonces f(a) = f(a’)+ > %(a—i— O (a'—a))(a; —al),
=1 Vi

con 6, €]0,1], es decir f(a) = f(a’) y como son arbitrarios sirve Va,a’ € E.

Sea n € N*, determinar el maximo de la funcién f: R™ — IR definida por f(x1,...,2,) =
[T «%, bajo la restriccién ||x|| = 1, con x = (1, ...,2,) € R™.
k=1
. " yl\"
Deducir que Vy € R", Yk < <|> .
1};[1 g Vn
Solucién Sea f(z1,...,2,) = ][] z7 sujeta a la restriccién > 27 = 1, entonces la
k=1 k=1
funcién de Lagrange es L = kljl z3 +)\(k21 z3—1), por lo que % = 2y, lljl z?+2\z), = 0,
B h 1#k
k=1,....n=2[[ a? =-2\z},k=1,...,n = \a? = \a?, paral < k,s < n.
k=1
—SiA=0, [[2} = f(x)=0.
=1
—SiAAO=—ndal=Y Nl =A==t k=1, n =[] 2=
k=1 I£1 n
Ik
El gradiente de la restriccién (2z4,...,2z,) # (0,0,...,0). Las derivadas de orden dos
AN AN oo 4N |22
AN AN - 4N | 229
son Ly, = 4\, Ly = 4\, k # l y el hessiano orladoes H = | @ : sl
44X 4\ 4\ |2z,
21 2x9 -+ 2z, | O
Dada la relacién 22 = %, k = 1,...,n implica que al menos dos z; son iguales, por lo

que dos filas o dos columnas de H son iguales y el determinante se anula y el criterio

n
falla. Ahora, como la funcién logaritmo es estrictamente creciente, maximizar [] 2% es
k=1
2
equivalente a maximizar la funcion fy(z1,...,2,) = 2 > logzy, sujeta a la restriccion
k=1

kz_:l z3 = 1. El Lagrangiano L = 2 kZ—:I log =, + /\(kX_:1 z? — 1) es tal que Ly, = Qx—lk + 2z, =
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SN,

O:>)\:fm—12,k:1,...,n:> Zmi:1:—%,osea)\:fnyxi:%,kzl,..
k k=1

Las derivadas de orden dos son L, = —a% 42X\, Ly =0,k #1,1 < k,l <n. El hessiano

orlado evaluado en los z3, k=1,...,n, A\ = —n es:
—2¢/n —2n 0 0 %
0 —2y/n—2n - 0 %
H — . . ,
0 0 —2y/n —2n %
2 2 2 0
vn Vn vn
2
—2v2—2n 0 = VR4l
por lo que det Hy = det 0 —2/n —2n % =16 T
2 2 0
vn NG

det Hy = —48(y/n+1)?, det Hy = 128y/n(y/n+1)3, det H5 = —320n(y/n+1)4,... det H, =
(—1r2ntlns(=D( /4 1)L

Asi (—=1)idet H; >0,i=2,...,ny se tiene un maximo.
Para la segunda parte si y = 0, la desigualdad es evidente. Si y # 0, se tiene que
2 n
YO\ oy (e b=k " <|yll>
= < ey == = < .
()= JL(8) <o o= = | < (5

SeaneN*y a = (a,...,a,) € R", donde no todos los «; son nulos. Determinar el

minimo de la funcién f: R" — R, definida por f(z1,...,z,) = ||x||, bajo la restriccién

ax—1=0.

Soluciéon Sea L = 2%+ -+ 22 + XN ayz1 + -+ apz, — 1), entonces Ly, = 2xy, + Ay = 0,

kzl,...,n:>2+)\zaiz():>)\:—%:>xk: akQ,kzl,...,n.
=1 e ]
La matriz Jacobiana de la restriccion («,...,a,) # (0,...,0) y las derivadas de orden

dosdeL:ka:2,Lkl:0,k7él,1gk,lgn.

2 0 0| aa

0 2 ce 0 (65 2 0 (65}
El hessiano orlado es H = : Do : ,det Hy = det | 0 2 o

o 0 - 2 |a, a1 as 0

ay; Qo ... QOp 0

—2(a2+a2),det H3 = —4(a?+a2+a2),...,det H = —2""1| a2, por lo que (—1)! det H;>0,
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i=2,...,nYy se tiene un minimo.

n 2
De esta forma el minimo de la funcién es f(z1,...,2,) = > (QT|2> = HO}HQ.
n n 2
Demostrar que % Soa? > (% > srz) ,n € N*
i=1 i=1

n n n
Soluciéon Sea f(z) = 1 3" x;% sujeto a la restriccién Y z; = a, entonces L = % a4+
i=1 3

n
=1 =1

A anlxz —a) es tal que L,, = 2;? +A=0,Vi=1,...n,lo que implica z; = --- = z,,
por lo que z; = %, i = 1,...,n. Las derivadas de orden dos son L,,,, = %, Ly, =0,

2 9 ... 01

0 2 ... 0|1
i # j, el hessiano orlado es H = : : |+ | y se tiene det Hy, = —2(%),

0 0 21

1 1 110
det Hy = —3(%)2, ...,det H, = —n(%)"‘l, por lo que (—1)'det H; >0,i = 2,...,n, con lo
cual tenemos un minimo en (&,..., %).
Observemos que f(%,..., &) < f(z1,...,2,) y si tomamos a = Xn: z;, se tiene:

i=1

f(g, ...,

Sle

=) = (&

n n k
Se observa que este resultado es valido en general: % S ak > ( % > xl) , ke NN.
i=1 i=1

4.1.3 Extremos con restricciones en forma de desigualdad (Khan-Tucker)

Determinar los extremos de la funcién f(x,y, z) = 40x + 16y + 10z, bajo las restricciones
sobre las variables x + y + z > 100, 4x +y > 200, z <y, >0,y >0, z > 0.
Solucion Observamos que los extremos solo pueden ser minimos. En efecto, los puntos
de la frontera (0, y,0) toman valores f(0,y,0) = 16y y que pueden ser todo lo grande que
se quiera.
Ellagrangiano L(z,y, z) = 40z + 16y + 10z + A1 (x +y+ 2z — 100) + Ao (dx +y — 200) + A3 (y —
x) 4+ Mz + Asy + Az es tal que:
L, =40+ X +4Xo — A3+ X4 =0, Mz +y+ 2z—100) =0, Az =0,
L, =16+ XA + X+ A3+ A5 =0, Ao(4z +y — 200) = 0, Asy = 0,
L.=10+ X1 + X =0, As(y —x) =0, Xez = 0.
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La solucion del sistema esta lejos de ser inmediata. Nos vamos ha enfocar sobre todo

en las tres primeras restricciones.

— Si las tres primeras restricciones se saturan, la solucién es x = y = 40, z = 20. Como
z,y,z>0sededuce que \y = A5 = A =0yasi Ay = =10, \p = =38, \y = &,
Los A; no verifican las condiciones de Kuhn-Tucker y (40, 40, 20) no es el extremo bus-

cado.

— Si s6lo la segunda y tercera restricciones se saturan, A\ = 0, x = y, 4x + y = 200, o sea
x =y =40, A\ =0, A5 =0, \¢ = —10 (pues A\; = 0) i.e. z = 0. Pero el punto (40,40, 0) no
verifica la restriccion = + y + z > 100 y no es el extremo buscado.

— Si solo la primera y la tercera restricciones se saturan, Ao = 0, y = z, x = 50 — %z
Como z es no negativo, debe tenerse 0 < z < 100.

Siz =0, entonces z = 50, \y =0y comoy =x >0, \s =0, \; = —28, Ay = 12. Los A; no
son del mismo signo y (50,50, 0) no es el extremo buscado.

Si0<z<100setendra \y = A5 = X\ =0, \; = —10, A5 = g y los A; no tienen el mismo
sino y no tienen el extremo buscado.

z =100, z =0, y = 0 y la segunda restriccion no se da.

— Si s6lo las dos primeras restricciones se saturan, A3 = 0, z = 3z — 100, y = 200 — 4x.

Para tener una solucién no negativa, se necesita 1700 <z <50.

Si 3% <2 <50, entonces >0,y >0, z2>01e A\ = A5 = Ag = 0, \y = —10, Ay = —6,
Ao = 7.5 no hay un extremo.

Siz =10 2=0,y=20 A\ =0= X5, asi Ay = =8, \; = —8, \¢ = —2, es decir los \; son

100

no positivos y (132, 222, 0) es el minimo buscado.

Este punto, es el unico posible (para estar seguro, se debe continuar analizando los

casos en que s6lo una de las restricciones se cumple).
Determinar los extremos de la funcién f(x,y) =z +ycony <0,y > 2°.

Solucién Las restricciones son g (z,y) = —y > 0, g2(z,y) = y — 2® > 0. El lagrangiano

esL(z,y) =z +y+ M (—y) + A2(y — 2*) con lo que:
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L$ =1- 3/\21‘2 = 07 /\1(—y) = 0,

]_3/:17)\14*/\2:07 AQ(]/*ZCS):O.

Por la ecuacién L, = 1 — 3)\2% = 0, se deduce que A\, # 0y x # 0. Asi, y = 23, \; =0,
A2 = —1, 22 = —1 y tenemos que no hay punto que verifique Kuhn-Tucker, pero como se
debe tener x < 0, y < 0, se ve que (0,0) en estas condiciones es un maximo. Pero este

punto no verifica las condiciones de Kuhn-Tucker.

Esto demuestra que las restricciones no son calificadas en este punto. Si lo fueran, las

condiciones de Kuhn-Tucker se verificarian en este maximo.

Se constata directamente que las restricciones no son regulares en (0, 0) pues:

8(91,92) (0’0) _ 0 -1

8(37ay) 0 1

Por otro lado, las restricciones no son calificadas por arcos. En efecto, las condiciones
x-Vg;(0) >0, j = 1,2 se escriben (con x = (z,y)) —y > 0, y > 0, por lo que los puntos que
satisfacen estas condiciones son los puntos (z,0) con z € R.

Por otro lado, existe una funcién x(t) = (z(¢),y(t)) definida para ¢ € [0, 1] tal que x(0) =

(0,0) y tal que x(t) € S, z(t) < 0. Por lo tanto, si lirggl+ %x(t) existe es < 0.
t—

Se deduce que si x = (z,0) con = > 0 (x satisface las condiciones x-Vg;(0) > 0, j = 1,2)

es imposible encontrar x(t) y v > 0 tales que lim+ %x(t) = vx, puesto que esta igualdad
t—0

. . 1 _

implica t1_1>r(1)1+ tx(t) =z > 0.

Encontrar los extremos de la funcién f(z,y) = y — 22, bajo las restricciones 2% + 3> > 1,

y<1.

Solucién Las restricciones se escriben g;(z,y) = 22 +y?> -1 >0, go(z,y) =1 —y > 0.
Busquemos los puntos para los cuales las restricciones son calificadas.
2z

0
Los gradientes Vg (z,y) = , Vga(z,y) = . El tnico punto donde Vg; =
2y —1



208 Capitulo 4. Ejercicios de maximos y minimos de funciones en varias variables

(0,0), es en (0,0) y como g; no es nulo, se deduce que todo punto en que g; es nulo
pero g- no, las restricciones son regulares. Por otro lado, Vg, # 0, las restricciones son
regulares en todo punto donde g; es nulo pero no g;.

El dnico punto en donde las restricciones son saturadas es el punto a = (0,1); en este

0o 2
punto la matriz jacobiana de las restricciones es y las restricciones no son

0 -1
regulares.
Observemos sin embargo, que en el punto a = (0,1) las restricciones satisfacen las
condiciones clasicas de calificacién. En efecto, el conjunto de x tales que (x—a)-Vg;(a) >

0, (x —a)-Vgs(a) > 0, es la recta de la ecuacién y = 1, pues si x = (x,y) se tiene que la
primera de estas desigualdades es 2(y — 1) > 0 y la segunda —(y — 1) > 0.
Todo punto de esta recta es x = (z,1) y para = # 0, (x # a) se considera x(t) = (tz, 1),
t €[0,1]. Se tiene entonces x(0) = a, tlﬂir(])a+ %(x(t) —a) = tlﬂir(])n+ %(tLO) =x—a. La
condicién de calificaciéon se satisface para p = 1.
Las restricciones son por tanto calificadas en todo punto de R? y se encuentran los
extremos resolviendo las condiciones de Kuhn-Tucker.
El lagrangiano es L(z,y) = y — 2% + A\ (22 + %> — 1) + A\2(1 — y) y las condiciones de
Kuhn-Tucker son:

L.(z,y) = —2x + 2\ iz = 2z(\; — 1) =0, (2?2 +y2—1) =0,

Ly(z,y) =142 \y — X2 =0, A2(1—y) =0.

Siz#0,\ =1ycomoy?=1- 2z se tiene y < 1 (pues z # 0). Asi, A, = 0y la segunda

ecuaciones 1 +2y =0ie. y = —%, 2% = %. Asi tenemos dos candidatos tales que x # 0:
(-2, -1, (L.-1), comA =1 =0.

Las condiciones ¢;(z,y) > 0, g2(z,y) > 0 se satisfacen en estos puntos y por los signos
de los \; son candidatos a ser maximos.
Consideremos el caso x = 0. Aqui la condicién g;(z,y) > 0 se escribe y> — 1 > 0, o sea

ly| < 1. Como se tiene go(z,y) =1 —y > 0, se debe tenery = 1oy < —1.
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Para el punto (0, 1) vimos que las restricciones no son regulares, pero son calificadas por
arcos. Las condiciones de Kuhn-Tucker se reducen en este punto a la tinica ecuacién
1+ 2)\ — Ay =0, la cual tiene una infinidad de soluciones (A1, \2), por ejemplo, (—%, 0),
(0,1), (1,3), (—1,-1),...Las condiciones de Kuhn-Tucker se satisfacen en a, pero no
permiten preveer, en el caso en que a sea efectivamente un extremo (si se trata de un
méaximo o de un minimo), pues se satisfacen igualmente con los \; negativos (—11, 1),
que con los positivos (1, 3).

El estudio directo de la funcién f(z) = y — 2* demuestra que tiene un maximo global
estricto en a. En efecto, Vx = (z,y) satisfaciendo g;(z,y) > 0, x # a, se tiene = # 0,
y<lox=0,y<—1ysededuce f(z,y) =y — 22 <1= f(0,1).

Consideremos ahora los puntos (0,y), y < —1 y veamos para cuales puntos se puede

encontrar \; y A\, tales que las condiciones de Kuhn-Tucker se satisfacen.

Como z = 0, la primera ecuacién se satisface y como y < —1, i.e. y # 1, la cuarta
ecuacion implica Ay = 0 y la segunda se escribe 1 + 2\;y = 0. Se deduce _%y =M #0
y dado que por la tercera ecuacién y> — 1 = 0, se deduce \; = -1y )\ = % Asi, entre
los puntos de la forma (0,y) con y < —1, sélo el punto (0, —1) es un candidato y si es un

extremo es un maximo por el signo de los A;.

a) Determinar los extremos de la funcién f(x,y) = 2% +2y?, que satisfacen las restriccio-
nes gi(z,y) =1 -2 —y* >0, g2(z,9) =1+ 2 -2y > 0y ga(a,y) = 1 —x — 2y > 0.
b) (Los puntos (3,1) y (0,—1) son extremos de la funcién f(z,y) = 2* + 2%, siz y y

estdn bajo las restricciones 1 — 22 — 42 >0,14+2 -2y >0,1 — 2 — 2y > 0?
Y

(0, 3

Solucion
l14+z—2y = 9/// “\1\}1\— r—2y=0
a) Sea S = {(z,y) € R*/g;(z,y) >0, j = 1,2,3} y sea (71,0)( (0,0) ;\/‘(1,0) o
y
L(z,y) =22 + 202 + M (1 — 2% —92) + Xo(1 4+ 2 —2y) + . |8 S

\/’/1 — 22—y =0
As(l—x —2y), (-1,0)
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L, =22 —2M\z+ X — A3 =0, Ly:4y—2)\1y—2)\2—2)\3:0,

Ml —a? =) =0, X(l+z-2y)=0, A3(l—z—2y)=0.

— Supongamos que una solucién de este sistema de ecuaciones sea tal que las res-
tricciones no son saturadas. En este caso, se debe tener por las relaciones de exclusién
Al =X =X3=01ie 2 =0,y =0, puede ser un maximo o un minimo de f (todos los };

son del mismo signo). Pero f(x,y) > 0,V (x,y) € S, i.e. (0,0) es un minimo.

— Supongamos que la 1¢ y la 2% restricciones no se saturan. Este caso \; = Ay = 0, como

se supone que la 3“ restriccién se satura, 1 — x = 2y y se obtiene x = %, Y= z,A3= %

W=

Asi el punto (§7 %) cumple las condiciones necesarias para ser un maximo, pues \; > 0,
j =1,2,3. Sin embargo, esta conclusién es falsa. En efecto, si se verifica la 3¢ restriccion
1—2—2y = 0, el punto de la forma (z, 3(1—z)) toma el valor f(z,3(1—2)) = 322 —z+ 1.

La derivada se anula en = = $ y como su derivada segunda es 3 >0, (3, +) es un minimo

1 1
3'3
en el caso en que gs3(z,y) = 1 — x — 2y = 0 ((x,y) recorre la frontera de la restriccion
g3(z,y) = 0). Por lo tanto, (%, %) no puede ser un maximo, aunque las condiciones \; > 0

se verifiquen.

— Si se supone que la 1* y la 3% restricciones no se saturan (i.e. \; = A\3 = 0) y la segunda
se satura, se tiene x = —3,y = 3, A, = 2 y el punto (—3, 1) cumple las condiciones nece-
sarias (\; > 0) para ser un maximo.

Pero un razonamiento idéntico al caso anterior (si se recorre la frontera de la segunda
restriccién se ve (—3, 1) es un minimo) demuestra que (—3, 1) no es un extremo.

— Si se supone que la 2% y 1a 3* restricciones no se saturan (i.e. A\ = A3 = 0) y la primera
se satura, se tiene 2z(1 — A1) = 0, 2y(2 — A1) = 0. No se puede tener x = y = 0 pues la
primera restriccién 1 — 22 — 2 = 0 no se da, como lo habiamos supuesto.

Siy =0,z # 0y se tiene que z = £1, A\; = 1, pero (1,0) satura la tercera restriccion
mientras que (—1,0) satura la segunda. Estos casos no cumplen las condiciones, es de-

cir no son extremos.

Veamos que efectivamente no son extremos:
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f(1+h,k)— f(1,0) = h(2+ h) + k2. Observemos que solo podemos tomar valores de h <0
para hacer que (1 + h, k) € S, por lo que puede tomar valores positivos y negativos.

Un estudio similar permite verificar también que (—1,0) no es un extremo.
Siz=0,y==41, \; =2y el punto (0,1) se elimina pues no estd en S.

El punto (0, —1) verifica las condiciones necesarias de Kuhn-Tucker para ser un maximo.
Un estudio local del punto muestra que es un maximo y que es un maximo absoluto de
f bajo las restricciones dadas.

En efecto, f(h, —1+k)—f(0,—1) = h2+2(—1+k)?—2. Como k > 0 para que (h, —1+k)€S,
debe tenerse que h%+ (—1+k&)2 < 1, por lo que f(h,—1+k)— f(0,—1) = A2+ (=1 + k)% +
(1-k)2-2<14+(1-k)?-2=k(-2+k) <0, es decir (0, —1) es un maximo. Luego se
vera que un maximo absoluto.

— Si se supone que solamente la primera restricciéon no se satura (i.e. \; = 0), se tiene
quel+z—2y=0,1—2—-2y=0,0seaz =0,y =12, A\a = A3 = 1. Asi el punto (0, 3)
cumple las condiciones necesarias para que sea un maximo. Un estudio local del punto
permite ver que es un maximo.

En efecto, f(h, 1 + k) — f(0,3) = h* + k(2 + k), pero k < 0 para que (h, 5 + k) € S. Asi:
Sih<0=14+h—-2(3+k)>0=h>2k=0< —h < -2k
Sih>0=1-h—-2(3+k)>0= —h>2k=0<h < -2k

Se concluye que |h| < —2k, entonces f(h, 2 +k)— f(0,1) = h> + k(2+k) < 4k? +2k+k* =
5k% + 2k = k(2 + 5k) < 0y se tiene un méximo en (0, §).

— Si se supone que solamente la segunda restriccion no se satura (A; = 0), se tiene
l—a?—y?=0,1-2—-2y=0ie xz=1,2=—2 Seeliminaz = —2 pues se tiene que
y(-3,5) ¢5.

Siz =1,y =0, A3 =0, \; = 1. El punto (1,0) cumple las condiciones necesarias para

(S

y:

ser un maximo, pero un estudio local del punto muestra que no es nada; es suficiente
alejarse de este punto recorriendo el circulo 22 4+ 32 = 1 hacia abajo, es decir en el sen-

tido que y? crezca para que f(z,y) aumente y (1,0) no puede ser un extremo.
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Observemos que el punto (1,0) presenta la particularidad de ser tal que se tiene a la

vez la tercera restriccion saturada g3(1,0) =0y A3 = 0.

— Si se supone que solamente la tercera restriccién no se satura (A3 = 0), se obtienen los
puntos (—1,0) y (2,%) ¢ S.

Asi para (—1,0), los \; > 0, pero no es un maximo por un argumento similar al anterior.
En este caso se tiene g2(—1,0) =0, A2 = 0.

Asi se han considerado todos los casos posibles, lo que nos permite ver que hay siete
punto verificando las condiciones de Kuhn-Tucker. Este ejemplo simple nos muestra lo
pesado del método de Kuhn-Tucker, la cual es inevitable y también el interés del estudio

grafico cuando sea posible.

b) En la parte a) se encontraron que siete puntos verifican las condiciones de Kuhn—
Tucker y se estudiaron graficamente su naturaleza. Vamos a verificar estos resultados
en los candidatos (3, 3) y (0,—1).
Punto (3,3), A1 = X2 =0, 3 = 2.
El lagrangiano asociado a este punto (solo se tiene las restricciones saturadas) en (%, %)

es:

L(z,y) =2> + 2> + 3(1 — = — 2y),

por lo que el Hessiano orlado en (4, 1) es:

Como se tienen dos restricciones no saturadas ¢ = 2, m = 3, n = 2 y un solo valor
posible de £ = 3 — 2 + 1 = 2. Asi tenemos que buscar el signo del menor principal
correspondiente, que es el det H = —12.

Se tiene que (—1)372(—12) = 12> 0, por lo que (3, ) debe ser un minimo, pero A3 > 0,
entonces se concluye que (4, 1) no es un extremo.

Se llega al mismo resultado si se considera el candidato ( — 3, %) .
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Punto (0, —1), /\1 =2, /\2 = )\3=0.

El lagrangiano asociado a este punto es L = 22 +y% + 2(1 — 22 — y?) y el Hessiano orlado

es:
—2 010
H3(0,-1) = 0 0|2 |, detHy=8.
0 20

Como \; >0 (en la tnica restriccién saturada) y (—1)? det H > 0 (se tiene un sélo menor
principal orlado puesto que m = 3, ¢ = 2) se concluye que (0, —1) es un maximo.

Notemos que el teorema del Hessiano orlado para Kuhn-Tucker, no se puede aplicar a
los puntos candidatos tales como (O, %), porque la condicion m — ¢ < n no se verifica en

este punto,yaquem =3,¢q=1,n = 2.

Determinar los extremos de la funcién f(z,y,2,t) = xzy + zt, bajo las restricciones
gl(a?,y,z,t) =2 71’2 7y2 2 O’ 92($ayazﬂt) =8— Z2 7t2 2 0.
Solucién Las funciones f, g1 y g2 son de clase C*° y podemos aplicar el teorema de

Kuhn—-Tucker.

— Se buscan los puntos en R* que satisfacen g;(z) > 0, j = 1,2 y para los cuales existen

A1y Ag tales que las condiciones de Kuhn-Tucker se verifiquen:

i) Anulen las derivadas parciales del lagrangiano L = xy + 2t + A\ (2 — 22 — y?) + X\o(8 —
22 —12).

i) A\jg;(z,y,2,t) =0,5 =1,2.

Las condiciones se escriben:

22—y >0,y—2Mr=0,2 -2y =0, \;(2— 2% —9?) = 0,8 =22 —t2 > 0,t — 22 = 0,
2z —2Xot =0, \2(8 — 22 — %) = 0.

— Para A\; = 0 tenemos y =0, z = 0.

—Para )\, # 0 tenemos 2 — 22 — y? = 0 y no se pude tener 2 = 0, y = 0. Se concluye que

Y

ambos valores son distintos de cero i.e. 2\, = 7 = § = 2 = y* i.e. 2> = 1. Ademas

y=2Mz=4\ly= X\ =+i,porloquesiz =y, \; =L ysiy=—z,\ = —3. Deesta
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manera tenemos:

<
o
—
|
—
|
—_
—

A |0

N[ =
N

N
(SIS

De forma similar se obtiene:

tjlo 2 -2 -2 2
1 1 1 1
A0 3 3 3 3

con lo cual se tienen 25 soluciones (z,y, z,t), A1, A2 distintas.
Analisisdez =0,y=0,2=0,t=0, Ay =0, Ay =0.
Es un candidato libre (no satura ninguna restriccién). Se debe considerar tnicamente

el signo de los menores principales del Hessiano de f en (0,0,0,0):

H(0,0,0,0) =

o o = O
S o O =
— o O O
o = O O

Los menores parciales de esta matriz son 0, —1, 0, 1 y la matriz es ni semidefinida, ni

definida en (0,0,0,0) y no es un extremo.
Es claro que la funcién alrededor de (0, 0,0, 0) puede tener valores positivos y negativos.
Anlisis del caso (0,0, +2,42), \; =0, Ay = £3.

Para estos puntos g; > 0, go = 0 y el Jacobiano a0 995 = (0,0,—2z, —2t) es de rango

‘/1:7 y? Z’ t)
1.

Para aplicar el criterio del Hessiano orlado para Kuhn—-Tucker, tememos el orden z, ¢,

x, y de manera que el primer término del Jacobiano % sea diferente de 0. Asi
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el Hessiano orlado (con L = f + A\2g-) es:

Lzz ]—zt I—Z;L' I—zy (92 z _ZAQ 1 0 0 —2z
(92)¢ 1 —2X2 0 0 | -2t

I—tz Ltt Ltz Lty
Ly. Lyt Lye Lyy | (92

(92): (92)¢ (92)= (92)y 0 -2z =2t 0 0 0

y o 0 1 010

Aqui, n = 4, m = 2, ¢ = 1 (una restricciéon saturada), por lo que se consideran n — (m —

q) = 4 — 1 = 3 menores orlados principales de H:

o 1 -2 '
4(z+1)% sidg =12
det Hy = 1 2\, =2t | =822+ ) +2t) =
CA(z—1)?, sirg = -1
2 2t 0 (z=1) 2T

—2)9 1 0 -2z

1 —2X 0 =2t
det Hy = =0, det Hy = det H = — det Hs.

0 0 0 0

—2z =2t 0 0

Asi, las condiciones del Teorema no se satisfacen, ni para un maximo, ni para un
minimo.
Se verifica de manera similar que los cuatro candidatos para los cuales \; = :I:%, A=0

no son extremos.

— Se consideran ahora los 16 candidatos para los cuales \; = :t%, Ao = j:%.
) 9 2z -2 0 0
Asi tenemos que g; = g» = 0y el rango de % = es
Y % 0 0 -2z -2z
2.
Es claro que las condiciones A; <0 6 A; >0, j =¢+1,...,mie. j = 1,2, son necesarias
para ver que los ocho puntos que toman los valores de Ay = 1, Ay = —1 6 Ay = —3,

A2 = 3 no pueden ser extremos.

Finalmente, restan para estudio los ocho puntos para los cuales \; = \s = % O =X =

N[
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Tomando el orden (z,z,y,t) para que las 2 primeras columnas del Jacobiano sea de

(g1, 92) - —2x 0 -2y 0

w2 0.0 , por lo que el Hessiano orlado es:

rango 2 i.e.
0 -2z 0 =2t

2\ 0 1 0 |-2¢ 0
0 -2\ 0 1 0 -2z
1 0 -2\ 0 |-2y 0
H= ,
0 1 0 —2\| 0 -2
2z 0 -2y 0 0 0
0 -2 0 2100 0

donden =4, m =2,q=0yn—(m—g) = 2 menores orlados principales deben calcularse:

2\ 0 1 -2z 0
0 —2X 0 0 —2z
detHs=| 1 0 —2X\ -2y 0 |=3222(=\i(a®+y?) —ay)
2z 0 -2 0 0
0 -2z 0 0 0

—162%(z +y)? si Ay =1

1622(z — y)? si Ay = —1,

det Hy = det H = 64(A\1 (22 + y?) + zy) (A2 (2% + t2) + 2t)

16(z +y)%(z+t)2sid = Ao =1

16(z — y)?(z —t)? si A = Ay = —1.

Asi, tenemos la siguiente tabla de los 8 candidatos a extremos:
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x y z t A A detHsz detHy f tipo

T 1 2 2 I 1 + 5 méximo
-1 -1 2 2 £ 1 - + 5 méximo
1 1 -2 -2 I 1 - + 5 mdaximo
-1 -1 -2 -2 £ 1 - + 5 méximo
1 -1 2 -2 L -1 4 + -5 minimo
1 -1 -2 2 -1 -1 4 + =5 minimo
-1 1 2 -2 -3 -3 + + -5 minimo
-1 1 -2 2 -1 -I 4 + -5 minimo

Observe que para los primeros 4 candidatos de la tabla se tiene:
(=1)3 det Hs = (—1)(—256) = 256 > 0,

(—1)*det Hy = 1024 > 0,

A1 = A2 = £ >0, i.e. son maximos.

Para los cuatro dltimos candidatos de la tabla se tiene:
(—1)m=7det Hy = (—1)2256 > 0,

(—1)™=9det Hy = (—1)21024 > 0,

A1 = A2 = —21 <0, i.e. son minimos.
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