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Puntos Interiores y Puntos de Frontera

Clasificacién de puntos
@ Se define como “bola con centro a” al conjunto
B.(a)={x eR"| ||l —al| <7}.
@ Un punto a se dice un punto interior de un conjunto S C R" si existe
una bola con centro en a completamente contenido en S.

@ Un punto a se dice un punto frontera de un conjunto S C R" si toda
bola centrada en a interseca puntos no pertenecientes a S.
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Abiertos y Cerrados

Clasificacién de conjuntos

@ Un conjunto O C R™ se dice abierto si estda compuesto linicamente de
puntos interiores.

@ Un conjunto C C R” se dice cerrado si todo punto frontera de S es
elemento de S.
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Abiertos y Cerrados

Clasificaciéon de conjuntos
@ Un conjunto O C R™ se dice abierto si estda compuesto linicamente de
puntos interiores.
@ Un conjunto C C R” se dice cerrado si todo punto frontera de S es
elemento de S.

Figura: Ejemplos de conjunto abierto y cerrado
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Conjuntos Compactos

Clasificacién de conjuntos

@ Un conjunto A C R" se dice acotado si existe una bola que lo
contenga.

@ Un conjunto C' C R se dice compacto si es cerrado y acotado.
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Conjuntos Compactos

Clasificacién de conjuntos

@ Un conjunto A C R" se dice acotado si existe una bola que lo
contenga.

@ Un conjunto C' C R se dice compacto si es cerrado y acotado.

s

ca\mfagk@ ceniade P 1o acokdo

Figura: Ejemplos de conjunto compacto y no compacto
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[HEMWNECER VENS BNl Teorema de la Funcién Implicita/Inversa

Matriz Jacobiana
Si f: R — R es diferenciable, su derivada es f': R — R.
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Matriz Jacobiana

Si f: R — R es diferenciable, su derivada es f': R — R.
Oy f
Si f: R™ — R es diferenciable, su gradiente es V f = :

aﬂfnf
Jacobiano

Sea F': R™ — R™ una funcidn vectorial en varias variables diferenciable
dada por F(z) = (fi(z1,...,2n),..., fm(z1,...,2n)). El Jacobiano (o

matriz Jacobiana) de f, también denotado H es

(V)" Ou fi(®) - Oy fi(z)
JF(m) = : = : : :

(Vin@)")  \Ouful@) - O fula)
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Matriz Jacobiana

Si f: R — R es diferenciable, su derivada es f': R — R.

Oy f

Si f: R™ — R es diferenciable, su gradiente es V f = :
anf

Jacobiano

Sea F': R™ — R™ una funcidn vectorial en varias variables diferenciable
dada por F(z) = (fi(z1,...,2n),..., fm(z1,...,2n)). El Jacobiano (o

matriz Jacobiana) de f, también denotado H es

(V)" Ou fi(®) - Oy fi(z)
Jp(x) = : = : : :

(Vin@)")  \Ouful@) - O fula)

Asi como la derivada en la direccién u estd dada por Vf - u, el vector
derivada direccional en la direccién u esta dada por la multiplicacién

. . T
matricial Jp - u. Note que si m = 1 entonces Jp = (VF) .
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[HEMWNECER VENS BNl Teorema de la Funcién Implicita/Inversa

Regla de la Cadena

Regla de la Cadena Multidimensional

Considere dos funciones vectoriales F': R* — R™ y G : R™ — RF
diferenciables tales que la funcién vectorial H : R® — R¥ dada por
H(x) = Go F(x) := G(F(x)) esta bien definida. Entonces H es
diferenciable y Jy (x) = Jaor(x) = Ja (F(2)) Jp(z).

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 8 /125



Tesieie i B s imgiste) e
Regla de la Cadena

Regla de la Cadena Multidimensional

Considere dos funciones vectoriales F': R* — R™ y G : R™ — RF
diferenciables tales que la funcién vectorial H : R® — R¥ dada por
H(x) = Go F(x) := G(F(x)) esta bien definida. Entonces H es
diferenciable y Jy (x) = Jaor(x) = Ja (F(2)) Jp(z).

Si f:R — R se tiene que J; = (Vf)T = [/, entoncessin=m=k=1
se recupera la regla de la cadena h/(z) = (g o f(a:))/ =4 (f(2) f(=).
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Considere dos funciones vectoriales F': R* — R™ y G : R™ — RF
diferenciables tales que la funcién vectorial H : R® — R¥ dada por
H(x) = Go F(x) := G(F(x)) esta bien definida. Entonces H es
diferenciable y Jy (x) = Jaor(z) = Jo (F(2)) Jp(x).

Si f:R — R se tiene que J; = (Vf)T = [/, entoncessin=m=k=1
se recupera la regla de la cadena h/(z) = (g o f(ar))/ =4 (f(2) f(=).

Sin,m>1y k=1, entonces (Vh(a:))T = Vg(F(:B))T - Jp(x).

Sin>1ym,k=1, entonces (Vh(x))T =4 (f(z))- (Vf(a:))T.

En general, si se tienen N funciones vectoriales F; : R™i-1 — R™,
1=1,...,N, talque H=FyoFy_jo0---0F;0 F) esta bien definida,
entonces

Ju(x) = Jpy (Fy—10- 0 Fyo Fy(m)) - Jp, (Fi(x)) Jp, ().
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Teorema de la Funcién Implicita/Inversa
Ejemplo 1: ng =2,n1 =3,no =2,n3 =1

F1(0,7) = (rcos(0), rsin(6), tan(0)), Fo(y1,y2,y3) = (%3, In(y192)),
F3(21,22) = 21+ 22 y H(0,7) = €22 4 In(r? cos(6) sin(6)). Verifique
que H = F30 Fyo Fy y calcule Jg por definicién y con regla de la cadena.
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F1(0,7) = (rcos(0), rsin(6), tan(0)), Fo(y1,y2,y3) = (%3, In(y192)),
F3(21,22) = 21+ 22 y H(0,7) = €22 4 In(r? cos(6) sin(6)). Verifique
que H = F30 Fy 0 Fy y calcule Jy por definicidn y con regla de la cadena.
Solucién: Sustituyendo y; = r cos(f), y2 = rsin(f) y y3 = tan(6) se
obtiene 5 o (6, 7) = (e'*2¥) In(r% cos(#) sin(9))) = H = Fy 0 Fy o .
Derivando directamente se tiene:

Ju(0,r) = (VH) = (‘ZI;‘ZI) _ <etan(0) sec2(0) + cos?(0) — sin?(0) 2)

cos(f)sin(f) r
Por regla de la cadena tenemos: Jp, (Fy 0 Fy) = (1,1);

—rsin(6) 098(0) 0 0 otan(0)
Jrp, = | rcos(f) sin(d) |; Jr(F1) = 1 1 0 :
se(32 (9) 0 rcos(0)  rsin(0)

= Jyg = JFJ(FQ o Fl)JFQ(Fl)Jpl = <8tan(9) 8602(9) + %, %)
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Tesieie i B s imgiste) e
Ejemplo 2: ng =1,n1 =3,no =1

Si H(t) = Fy o Fi(t) = e’ cos(4t) sin(3t2) con Fy(t) = (2t,£2,3) y
Fy(z,y,z) = e* cos(2x) sin(3y), calcule Jg(t) por ambas vias.
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H'(t) = —4¢" sin(4t) sin(3t2)+6tet3 cos(4t) cos(3t2)+3t2et3 cos(4t) sin(3t?).
2
Por regla de la cadena tenemos: Jp, (t) = | 2t
3¢t
Jp,(z,y,2) = (—2€7sin(2z) sin(3y)  3e* cos(2x) cos(3y) e cos(2z) sin(3y))
Yy

I, (F1(t) = (—2etgsin(4t) sin(3t2)  3et’cos(4t) cos(3t2)  e’cos(4t) sin(3t2)>
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Fy(z,y,z) = e* cos(2x) sin(3y), calcule Jg(t) por ambas vias.
Solucién: Derivando directamente se tiene: (Jp(t) = H'(t))
H'(t) = —4¢" sin(4t) sin(3t2)+6tet3 cos(4t) COS(3t2)+3t26t3 cos(4t) sin(3t?).
2
Por regla de la cadena tenemos: Jp, (t) = | 2t
3¢t
Jp,(z,y,2) = (—2€7sin(2z) sin(3y)  3e* cos(2x) cos(3y) e cos(2z) sin(3y))
Yy

I, (F1(t) = (—Qetgsin(4t) sin(3t2)  3et’cos(4t) cos(3t2)  e’cos(4t) sin(3t2)>

= Ju(t) = H'(t) = Jp, (F1(t)) Jr, (t)
= — 4’ sin(4t) sin(3t?) + Gte'’ cos(4t) cos(3t?) + 3% cos(4t) sin(3t2).
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Tesieie i B s imgiste) e
Ejemplo 3: ng =2,n1 =2,n0 =1

Si H(z,y) = Fyo Fi(z,y) = 2z +y)*(z — 2y) + (22 + y)(z — 2y)* con
Fi(z,y) = 2z +y,xz — 2y) y Fa(u,v) = v?v + wv?, calcule Jy(z,y).
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Ejemplo 3: ng =2,n; =2,ny =1
Si H(z,y) = Fyo Fi(x,y) = 2z + y)%(z — 2y) + (22 + y)(z — 2y)? con
Fi(z,y) = 2z +y,xz — 2y) y Fa(u,v) = v?v + wv?, calcule Jy(z,y).
Solucién: Derivando (Jy(z,y) = (VH(x,y))T = (0.H(z,y),0,H (z,y))

402z +y)(z — 2y) + (2 + y)? 4+ 2(x — 29)> + 22z + y) (z — 2y)
VH =

22z +y)(x —2y) — 22z +y)? + (z — 2y)? — 42z + y)(x — 2y)
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22z +y)(x —2y) — 22z +y)? + (z — 2y)? — 42z + y)(x — 2y)

R. de la Cadena: Jp, (z,y) = (? _12> s Jpy (u,v) = (2uv + v? u? + 2uw).

Jr, (F1) = (22 + y)(z — 2y) + (z — 29)* 2z +y)* +2(2z + y)(z — 2y)) .
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Fi(z,y) = 2z +y,xz — 2y) y Fa(u,v) = v?v + wv?, calcule Jy(z,y).
Solucién: Derivando (Jy(z,y) = (VH(x,y))T = (0.H(z,y),0,H (z,y))
(4(2m +y) (@ —2y) + (22 +y)? + 2(z — 2y)* + 22z + y)(z — 2y))
VH =

22z +y)(x —2y) — 22z +y)? + (z — 2y)? — 42z + y)(x — 2y)

R. de la Cadena: Jp, (z,y) = (? _12> s Jpy (u,v) = (2uv + v? u? + 2uw).

Jp, (Fl) = (2(2x +y)(r —2y) + (z —2y)? 2z +y)?+22x+y)(r — 2y)) )
= Ju(z,y) = (VH(z.9)" = Jr, (Fi(2,9))Jr (@.9)
(4(293 T+ )z —2y) + 22 +y)2 + 2(x — 2y)? + 2(2z + y)(z — 2y)) r

202z +y)(z — 2y) — 2(20 +y)* + (z — 29)* — 422 + y)(z — 2)
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Ejemplo 4: ng =1,n1 = 2,n9 = 2

Si H(z) = Fy 0 Fy(z) = (cos?(z) sin(x), cos(x) sin®(z)) con
Fi(z) = (cos(z),sin(z)) y Fa(y, z) = (y*z,yz?), calcule Jy(z).
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Teorema de la Funcién Implicita/Inversa
Ejemplo 4: ng =1,n1 = 2,n9 = 2
Si H(z) = Fy 0 Fy(z) = (cos?(z) sin(x), cos(x) sin®(z)) con
Fi(z) = (cos(z),sin(z)) y Fa(y, z) = (y*z,yz?), calcule Jy(z).
Solucién: Derivando directamente se obtiene

o) = (00) = (i ).
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[HEMWNECER VENS BNl Teorema de la Funcién Implicita/Inversa

Ejemplo 4: ng =1,n1 = 2,n9 = 2

Si H(z) = Fy 0 Fy(z) = (cos?(z) sin(x), cos(x) sin®(z)) con
Fi(z) = (cos(z),sin(z)) y Fa(y, z) = (y*z,yz?), calcule Jy(z).

Solucién: Derivando directamente se obtiene

Ju(z) = <H{(x)> _ <—2005(m) sin?(z )+COS3Em )

H(x) —sin®(x) + 2 cos?(z) sin(x)

Regla de la Cadena: Jp, (z) = <_ sm(a:)) y Jr(y, 2 (2 'y 2yz>

cos(x) 22
2 cos(z) sin(z) cos*(z)
Jr, (Fl( )) < sin?(z) 2 cos(z) sin(x )) )
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Si H(z) = Fy 0 Fy(z) = (cos?(z) sin(x), cos(x) sin®(z)) con
Fi(z) = (cos(z),sin(z)) y Fa(y, z) = (y*z,yz?), calcule Jy(z).

Solucién: Derivando directamente se obtiene

Ju(z) = <H{(x)> _ <—2005(m) sin?(z ) + cos® () )

H(x) —sin®(x) + 2 cos?(z) sin(x)
— sin(z) 2y Z
Regla de la Cadena: Jp, (z) = cos(x) y Jr,(y, 2 2 2yz

2 cos(x) sin(z) cos?(z)
Jr, (Fl( )) < sin?(z) 2 cos(z) sin(x )) )

= Jile) = (F) I o) = (5, O N o)
_ (—2 cos(z) sin?(x) + cos® (3:))
—sin®(x) + 2 cos?(z) sin(x) )
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Teorema de la Funcién Implicita/Inversa
Ejemplo 5: ng =2,n1 =1,no =1

Si H(z,y) = Fyo Fi(z,y) = (sin(z) cos(y))” + 2(sin(x) cos(y))” con
Fy(z,y) = sin(z) cos(y) y Fa(z) = 23 + 222, calcule Jg(z,v).
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Ejemplo 5: ng =2,n1 =1,no =1

Si H(z,y) = Fyo Fi(z,y) = (sin(z) cos(y))’ + 2(sin(z) cos(y))” con
Fy(z,y) = sin(z) cos(y) y Fa(z) = 23 + 222, calcule Jg(z,v).
Solucién: Derivando (Jx(z,y) = (VH(z,y))" = (0.H(x,y), 0, H (z,y))

3sin?(z) cos(z) cos®(y) + 4sin(z) cos(z) cos?(y)
VH(I‘, y) =

—3sin3(z) cos(y) sin(y) — 4sin?(z) cos(y) sin(y)

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 13 / 125
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Ejemplo 5: ng=2,n; =1,ny =1

Si H(z,y) = Fyo Fi(z,y) = (sin(z) cos(y))” + 2(sin(x) cos(y))” con
Fy(z,y) = sin(z) cos(y) y Fa(z) = 23 + 222, calcule Jg(z,v).

Solucién: Derivando (Jx(z,y) = (VH(z,y))" = (0.H(x,y), 0, H (z,y))
3sin?(z) cos(z) cos®(y) + 4sin(z) cos(z) cos?(y)
VH(z,y) = .
—3sin3(z) cos(y) sin(y) — 4sin?(z) cos(y) sin(y)
R. Cadena: Jp, = (cos(z) cos(y), —sin(z) sin(y)); Jp,(2) = 322 + 4z.
Ir, (Fi(,y)) = F3(Fi(z,y)) = 3(sin(z) cos(y))” + 4sin(z) cos(y).
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Ejemplo 5: ng =2,n1 =1,no =1

Si H(z,y) = Fyo Fi(z,y) = (sin(z) cos(y))” + 2(sin(x) cos(y))” con
Fy(z,y) = sin(z) cos(y) y Fa(z) = 23 + 222, calcule Jg(z,v).

Solucién: Derivando (Jx(z,y) = (VH(z,y))" = (0.H(x,y), 0, H (z,y))
3sin?(z) cos(z) cos®(y) + 4sin(z) cos(z) cos?(y)
VH(z,y) = .
—3sin3(z) cos(y) sin(y) — 4sin?(z) cos(y) sin(y)

R. Cadena: Jp, = (cos(z) cos(y), —sin(z) sin(y)); Jp,(2) = 322 + 4z.
Ir, (Fi(,y)) = F3(Fi(z,y)) = 3(sin(z) cos(y))” + 4sin(z) cos(y).

= JH(I', y) = (VH(:L'v y))T = JFz (F1($a y))JF1 (IL‘, y)
(3 sin?() cos(z) cos®(y) + 4sin(z) cos(x) cos? (y)) 4

—3sin®(x) cos(y) sin(y) — 4sin?(z) cos(y) sin(y)

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 13 / 125



Teorema de la Funcién Implicita/Inversa
Teorema de la Funcién Implicita: Motivacion

Si se tiene una funcién vectorial F': R™*™ — R™ tal que F(x,y) = 0,
conx € R"y y e R™,

i Es posible definir una funcién y = f(x) tal que F(x, f(x)) = 0?
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Teorema de la Funcién Implicita/Inversa
Teorema de la Funcién Implicita: Motivacion

Si se tiene una funcién vectorial F' : R"*"™ — R™ tal que F'(z,y) =0
conx € R"y y e R™,

i Es posible definir una funcién y = f(x) tal que F(x, f(x)) = 0?

iEs f(x) diferenciable y cudl seria su derivada?

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022

14 /125



[HEMWNECER VENS BNl Teorema de la Funcién Implicita/Inversa

Teorema de la Funcién Implicita: Motivacion

Si se tiene una funcién vectorial F': R"*™ — R™ tal que F(x,y) =0,
conx € R"y y e R™,

i Es posible definir una funcién y = f(x) tal que F(x, f(x)) = 0?
iEs f(x) diferenciable y cudl seria su derivada?

Ejemplo: Sea F(z,y) = 2x — 3y y tome y = f(x) = %az entonces

B 8xF(a:7f(93))

2 gy = 2 %l T(@))
F(x,f(x)):2a:—3-§m:0 y f(x)—g— ayF(x,f(x)).

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 14 / 125
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Teorema de la Funcién Implicita: Motivacién

Si se tiene una funcién vectorial F': R™*™ — R™ tal que F(x,y) = 0,
conx € R"y y e R™,

i Es posible definir una funcién y = f(x) tal que F(x, f(x)) = 0?
iEs f(x) diferenciable y cudl seria su derivada?
Ejemplo: Sea F(z,y) = 2x — 3y y tome y = f(x) = %az entonces

2 2 0,F(z, f(x))
F s :2 —3-7 :O / = - = ——
Contraejemplo: Esto no siempre se puede hacer! Considere
F(z,y) = (22 +vy*) — (y + z)(y — ). Como F(z,y) = 2z* (al simplificar),
entonces 7 y = f(x) tal que F(l‘,f(l‘)) =222 =0 para = # 0.
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Teorema de la Funcién Implicita: Motivacién

Si se tiene una funcién vectorial F': R™*™ — R™ tal que F(x,y) = 0,
conx € R"y y e R™,

i Es posible definir una funcién y = f(x) tal que F(x, f(x)) = 0?
iEs f(x) diferenciable y cudl seria su derivada?
Ejemplo: Sea F(z,y) = 2x — 3y y tome y = f(x) = %3: entonces

2 2 0,F(z, f(x))
F s :2 —3-7 :O / = - = ——
Contraejemplo: Esto no siempre se puede hacer! Considere
F(z,y) = (22 +vy*) — (y + z)(y — ). Como F(z,y) = 2z* (al simplificar),
entonces 7 y = f(x) tal que F(l‘,f(l‘)) =222 =0 para = # 0.

i Qué condiciones me indicarian si existe y = f(x) o no?
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Teorema de la Funcién Implicita: Motivacién

Si se tiene una funcién vectorial F': R™*™ — R™ tal que F(x,y) = 0,
conx € R"y y e R™,

i Es posible definir una funcién y = f(x) tal que F(x, f(x)) = 0?
iEs f(x) diferenciable y cudl seria su derivada?
Ejemplo: Sea F(z,y) = 2x — 3y y tome y = f(x) = %3: entonces

2 2 0,F(z, f(x))

F s :2 —3-7 :O / = - = ——
Contraejemplo: Esto no siempre se puede hacer! Considere
F(z,y) = (22 +vy*) — (y + z)(y — ). Como F(z,y) = 2z* (al simplificar),
entonces 7 y = f(x) tal que F(l‘,f(l‘)) =222 =0 para = # 0.

i Qué condiciones me indicarian si existe y = f(x) o no?

Note que en el primer ejemplo se tiene 0, F'(x,y) = —3 # 0 mientras que
en el segundo 9y F'(z,y) = 0. {Esta condicién seria suficiente o necesaria?
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Teorema de la Funcién Implicita

Teorema

Sea F : R™™ — R™ una funcién vectorial diferenciable en un vecindario

Br(x07y0)' tal que F(x(byO) = (Fl(x07y0)¢ s 7Fm(x07y0)) =0, con
o eR"yy, e R,y

0 o)
Tg}(w()ayo) T %%(wﬂvyo)
| Jry (@0, Yo)| := det : ' : # 0.
OFm OFm
azl (T0,y0) - aI; (%0, Yo)

Entonces existe una tnica funcién vectorial diferenciable f : R” — R™ t.q
o f(xo) = yo:

o F(x, f(x)) =0, V& € Be(xo);
° Jy(x) = —Jﬁé(m,f(m))JF@(m,f(a;)).
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Teorema de la Funcién Implicita

Teorema

Sea F : R™™ — R™ una funcién vectorial diferenciable en un vecindario

Br(x07y0)' tal que F(x(byO) = (Fl(x07y0)¢ s 7Fm(x07y0)) =0, con
o eR"yy, e R,y

0 o)
Tg}(w()ayo) T %%(wﬂvyo)
| Jry (@0, Yo)| := det : ' : # 0.
OFm OFm
azl (T0,y0) - 35 (%0, Yo)

Entonces existe una tnica funcién vectorial diferenciable f : R” — R™ t.q
o f(xo) = yo:

o F(x, f(x)) =0, V& € Be(xo);
° Jy(x) = —J;’?ll(m,f(m))JF@(a;,f(a;)).

Si |Jpy(x0,yo)| # 0 existe f, pero si |Jpy (2o, yg)| = 0 no sabemos.
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Teorema de la Funcién Implicita

Teorema

Sea F : R™™ — R™ una funcién vectorial diferenciable en un vecindario

Br(w()?yO) tal que F(x(])yO) (Fl(w07y0) Fm(x07y0)) =0, con
xo € R"y y, € R™,

0
8511 ($0, yO) T &Uﬁ(wo’ yO)
| Jry (o, yo)| := det ' : # 0.
OFm OFm
azl (T0,y0) - Dy ™ (20, Yo)

Entonces existe una tnica funcién vectorial diferenciable f : R” — R™ t.q
o f(xo) = yo:
o F(x, f(x)) =0, V& € Be(xo);
o Ji(a) = —Jg, (@, f(®))Jra (2, f()).

Si |Jpy(x0,yo)| # 0 existe f, pero si |Jpy (2o, yg)| = 0 no sabemos.

Ejemplo: Sea F(gv,Fy)—w—y yy=[flz)=Vz = Flz, f(x)) =0y
J(@)=ha™ s == GREa) pero iy (0, 0)[=57(0,0=-3y% 0=

Optimizacién

Viquez (UCR) Verano 2022 15 / 125
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Ejemplo: Circulo

fi(z) = /1 —a?

No Existe!

fz(ﬂ?) = —V].—.’Ez

Viquez (UCR)

.

Optimizacién

m,y):m2+y2—1=0

Verano 2022 16 / 125



Ejemplol:n =2 m=1

Sea F(z,y,2) = 2%+ y? + 22 — 1 (esfera de radio 1). Indique si existe una
funcién z = f(z,y) y determine su derivada implicita y explicitamente.
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Teorema de la Funcién Implicita/Inversa
Ejemplol:n =2 m=1
Sea F(z,y,2) = 2%+ y? + 22 — 1 (esfera de radio 1). Indique si existe una
funcién z = f(z,y) y determine su derivada implicita y explicitamente.

Solucidn: Calculando el Jacobiano parcial se tiene que
| T2 (20, Y0, 20)| =220 #0 si 29 # 0.
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Ejemplol:n =2 m=1

Sea F(z,y,2) = 2%+ y? + 22 — 1 (esfera de radio 1). Indique si existe una
funcién z = f(z,y) y determine su derivada implicita y explicitamente.

Solucidn: Calculando el Jacobiano parcial se tiene que

|JF2 (70, Y0, 20)| =220 #0  si 29 # 0.
Por el teorema sabemos que si zy # 0 entonces existe z = f(z,y) tal que
F(z,y, f(z,y)) = 0. Ademds, como Jp(, (2,9, 2) = (22,2y) y

-1 _ 1 1 .
JEZ(x,y, z) = Trews) — 20 e concluye que el Jacobiano de f es

Ji(a,y) = — LB @y F@y)  (20,2y) <_x —Y )

JF,Z (m,y,f(x,y)) __2f<$7y) N f(x,y)’f(x,y)
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Ejemplol:n =2 m=1

Sea F(z,y,2) = 2%+ y? + 22 — 1 (esfera de radio 1). Indique si existe una
funcién z = f(z,y) y determine su derivada implicita y explicitamente.

Solucidn: Calculando el Jacobiano parcial se tiene que

|JF2 (%0, Y0, 20)| = 220 #0  si z # 0.
Por el teorema sabemos que si zy # 0 entonces existe z = f(z,y) tal que
F(z,y, f(z,y)) = 0. Ademds, como Jp(, (2,9, 2) = (22,2y) y
Jﬁi(x,y, z) = m = i se concluye que el Jacobiano de f es

_JF,(m,y) (z,y, f(z,9)) o (2z,2y) < -z -y >

JF,Z <$7y7f(1'7y)) __2f<$7y) N f(x,y)’f(x,y)

Note que z = f(z,y) = /1 — 2 — y? es tal que F((z,y, f(z,y)) =0y

si z # 0 (equivalentemente 22 + 32 < 1), entonces

B —x —Y _ — Y
Tt = <¢1—x2—y2’ m_xz—y?) B (f<x,y>’f<x,y>>’

verificando el teorema.
Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 17 / 125
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Ejemplo 2: n =2, m =2

Sea F(z,y,z,w) = (1:2 +2 22w -2, —y? 422 — w2). Indique
si existe una funcién (z,w) = f(z,y) y determine su derivada.
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Ejemplo 2: n =2, m =2

Sea F(z,y,z,w) = (1:2 +2 22w -2, —y? 422 — w2). Indique
si existe una funcién (z,w) = f(z,y) y determine su derivada.

Solucion: Calculando el Jacobiano parcial se tiene que

22’0 211}()

| T (.0) (%0 Y0, 20, wo) | = det 9% 2w

= —82’071)0 75 0 si Z0, Wo 75 0.
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Ejemplo 2: n =2, m =2

Sea F(z,y,z,w) = (1:2 +2 22w -2, —y? 422 — w2). Indique
si existe una funcién (z,w) = f(z,y) y determine su derivada.

Solucion: Calculando el Jacobiano parcial se tiene que

}JF,(z,w) (J,‘(), yo,Zo,wQ)‘ = det gzg —Q;Uu(jo = —82’071)0 75 0 si 20, Wo 75 0.
Si zp, wp # 0 entonces existe (z,w) = f(z,y) = z,9y), f2(x,y)). Como
JF(zy)(xyzw):(2w 2y)yJ (:cyzw (41 é%l ,
ABY)RT T 2r —2y Fz ’ it It
x

entonces 1 0r o 0
Jf(l‘,y) — <4f1g ) _( y)) ( > — < 1(z,y —y > )
hay hew) \2¥ —2Y 0 %ew
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Ejemplo 2: n =2, m =2

Sea F(z,y,z,w) = (1:2 +2 22w -2, —y? 422 — w2). Indique
si existe una funcién (z,w) = f(z,y) y determine su derivada.
Solucion: Calculando el Jacobiano parcial se tiene que

2Z0 2w0 o .
220 —2’[1)0 = 82’071)0 75 0 Sl Z0, Wo 75 0.
Si zp, wp # 0 entonces existe (z,w) = f(z,y) =

Y
2¢ 2y _ L L
Ira @z = (3o 2 )y st = (53
entonces

gl TG ) (2T 2 i@y

Ji(z,y) = — <4f1 T,y 4f1_5i7y ) ( ) — < 1(z,y y > ]
ey They) 2T ~2Y 0 Zaw
Siz= fi(z,y) =V1—22yw= fo(x,y) = /1 — y2, se cumple que
F((z,y, f(z,y)) =0y si z,w # 0 (equivalentemente z,y < 1), entonces

*_"fx 0 =z 0
Ty(x,y) = (@0 R ) - (fl(g’y) y )
Viey?

f2 (Izy)
Viquez (UCR) Verano 2022 18 / 125
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)
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Teorema de la Funcién Implicita/Inversa
Teorema de la Funcién Inversa

Si se tiene una funcién vectorial F': R™ — R" tal que y = F'(x),
i Es posible definir una funcién F~1 : R® — R” tal que F (F_l(y)) =y?
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Teorema de la Funcién Inversa

Si se tiene una funcién vectorial F': R™ — R" tal que y = F'(x),
i Es posible definir una funcién F~1 : R® — R” tal que F (F_l(y)) =y?

iEs F~1(x) diferenciable y cudl seria su derivada?
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Teorema de la Funcién Inversa

Si se tiene una funcién vectorial F' : R” — R" tal que y = F(x),

iEs posible definir una funcién F~!:R” — R" tal que F (F_l(y)) =y?
iEs F~1(x) diferenciable y cudl seria su derivada?

Ejemplo: Sea y = f(z) = /z — 1 y tome z = f~!(y) = > + 1 entonces

f(fil(y)):y y ayfil(y):3y2: %([y3+11]—1)_% :f/(f}l(y))zjf_l(fil(y))'

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 19 / 125



Teorema de la Funcién Implicita/Inversa
Teorema de la Funcién Inversa
Si se tiene una funcién vectorial F' : R” — R" tal que y = F(x),
iEs posible definir una funcién F~!:R” — R" tal que F (F_l(y)) =y?
iEs F~1(z) diferenciable y cudl seria su derivada?

Ejemplo: Sea y = f(z) = /z — 1 y tome z = f~!(y) = > + 1 entonces

FU W)=y y 0y~ (y)=3y*= %([yml}_l)_% =rran=Jr (F7'W).

Teorema

Sea F': R™ — R"™ una funcién vectorial diferenciable en un vecindario

B, (x), tal que Jp(x) es continua (i.e. af son continuas), con

x € By(x), y det|Jp(xo)| # 0. Entonces existe un vecindario B.(y,) tal
que existe una dnica funcién vectorial diferenciable F~! : R® — R"™ con

F(F'(y)) =y, VyeBcyg) y
Jp-1(y) = I (F~(y)).
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Teorema de la Funcién Implicita/Inversa
Teorema de la Funcién Inversa
Si se tiene una funcién vectorial F' : R” — R" tal que y = F(x),
iEs posible definir una funcién F~!:R” — R" tal que F (F_l(y)) =y?
iEs F~1(z) diferenciable y cudl seria su derivada?
Ejemplo: Sea y = f(z) = /z — 1 y tome z = f~!(y) = > + 1 entonces

FU W)=y y 0y~ (y)=3y*= %([yml}_l)_% =rran=Jr (F7'W).

Teorema
Sea F': R™ — R"™ una funcién vectorial diferenciable en un vecindario
B, (x), tal que Jp(x) es continua (i.e. af son continuas), con
x € By(x), y det|Jp(xo)| # 0. Entonces existe un vecindario B.(y,) tal
que existe una dnica funcién vectorial diferenciable F~! : R® — R"™ con
F(Fy)) =y, Yy € Be(yo), v
Te1(y) = Jp (F~(y))-
Nota: No siempre es posible encontrar la funcién inversa de manera

explicita, aunque sabriamos que si existe.
Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 19 / 125




[HEMWNECER VENS BNl Teorema de la Funcién Implicita/Inversa

Considere (z,y) = F(r,0) = (rcos(),rsin(f)). Determine si existe F~!
y establezca su derivada directamente y con el teorema.
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[HEMWNECER VENS BNl Teorema de la Funcién Implicita/Inversa

Considere (z,y) = F(r,0) = (rcos(),rsin(f)). Determine si existe F~!
y establezca su derivada directamente y con el teorema.

Solucién: Note que r = /22 + 32 y 6 = tan™! (£) son tales que
F( 22 4+ 2, tan~! (%)) = (z,y), [cos (tan! (%)) = == ] ie.

z Y
Py = (Va5 ot (1) y T o) = (F F)
2y 24
Viquez (UCR) Optimizacién
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[HEMWNECER VENS BNl Teorema de la Funcién Implicita/Inversa

Considere (z,y) = F(r,0) = (rcos(),rsin(f)). Determine si existe F~!
y establezca su derivada directamente y con el teorema.

Solucién: Note que r = /22 + 32 y 6 = tan™! (£) son tales que

F( 22 4+ 2, tan~! (%)) = (z,y), [cos (tant () = \/z;ETyz] ie.

z Y
Fg) = (Va2 tan ! () y s () = (F F)

Y T _
2 +y2 x2 +y2

Calculando el Jacobiano se tiene que

_ cos(fp) —rosin(bp)
[T (70, 0)| = det sin(p) 7o cos(fp)

=7’07é0 si 7“0#0.
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Considere (z,y) = F(r,0) = (rcos(),rsin(f)). Determine si existe F~!
y establezca su derivada directamente y con el teorema.

Solucién: Note que r = /22 + 32 y 6 = tan™! (£) son tales que
71 . 71 _ .
F( 72 + 12, tan (%)) = (z,y), [cos (tant () = \/ng?ﬁ] ie.
x y
Fla,y) = (Va2 + 2 tan~t (9)) y Jpor (2,) = (V S ”2“’2)-

Y T _
2 +y2 x2 +y2

Calculando el Jacobiano se tiene que

T (0, 60)| = det cos(fp) —rosin(fp)

sin(fg) rocos(dg) | ro#0 st 70

Si g # 0 existe F~!(z,y) y como JEI(T, 0) = < sin(0)  cos(8)

x )
= Jp-i(z,y) = Jp (FHa,y)) = <\/xjy+y2 \/z2+y2>_

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 20 / 125



Considere (z,w) = F(z,y) = (ﬂxﬂ, e”sin(y)). Determine si existe

F~Y(z,w) y establezca su derivada.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 21 /125
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Ejemplo 2

Considere (z,w) = F(z,y) = (=% 2iy? ,€”sin(y)). Determine si existe
F~Y(z,w) y establezca su derivada.

Solucién: Calculando el Jacobiano se tiene

2
1-— % 2y0
\JF(xo,yg) = det g Zo

e sin(yg) €™ cos(yo)

= e (( yO) cos(yo) — 0 sin(y0)> #0
z3 xo

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 21 /125
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Ejemplo 2

2
Considere (z,w) = F(z,y) = (=% 2iy? ,€”sin(y)). Determine si existe
F~Y(z,w) y establezca su derivada.
Solucién: Calculando el Jacobiano se tiene

_w 2y0
.Z’% xo

e sin(yg) €™ cos(yo)

= e (( yO) cos(yo) — 0 sin(y0)> #0
z3 xo

Si (% — 22 ) # 2tan(yo) entonces existe F~Yz,w)y
JF_1 (Z, ’U)) = J]«:l (QS‘(Z, w)a y(za U]))

|Jr(z0,y0)| = det

x2 cos(y) . 2 "zy
(22 —y?) cos(y) —2xy sin(y) (22 —y?) cos(y) —2zy sin(y)
x? sin(y) e (x2—y?

(y2—=x2) cos(y)+2xysin(y)  (22—y2) cos(y) —2zysin(y)
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[HEMWNECER VENS BNl Teorema de la Funcién Implicita/Inversa

Considere (z,w) = F(z,y) = (=% 2iy? ,€”sin(y)). Determine si existe
F~Y(z,w) y establezca su derivada.

Solucién: Calculando el Jacobiano se tiene
_ v 2yo
.Z’% xo

e sin(yg) €™ cos(yo)

= e (( yO) cos(yo) — 0 sin(y0)> #0
z3 xo

Si (I—O - g—g) # 2tan(yg) entonces existe F~!(z,w) y

|Jr(z0,y0)| = det

Yo
JF_1 (Z, ’U)) = J]«:l (QS‘(Z, w)a y(za U]))
x2 cos(y) . 2e %y
(22 —y?) cos(y)—2zysin(y) (2% —y?) cos(y)—2zysin(y)
x? sin(y) e~ (x2—y?)

(y2—=x2) cos(y)+2xysin(y)  (22—y2) cos(y) —2zysin(y)

Note que es posible encontrar F'~1(z,w) explicitamente.
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Menores Principales Arbitrarios (M.P.A.)

Definicién

Sea A = (a;j)1<ij<n una matriz cuadrada de tamafio n x n. Se llaman
menores principales arbitrarios de orden r (y se denotan A,) a los
determinantes de las matrices que se obtienen suprimiendo n — r filas y
n — r colunmas con los mismos indices.
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Menores Principales Arbitrarios (M.P.A.)

Definicién

Sea A = (a;j)1<ij<n una matriz cuadrada de tamafio n x n. Se llaman
menores principales arbitrarios de orden r (y se denotan A,) a los
determinantes de las matrices que se obtienen suprimiendo n — r filas y
n — r colunmas con los mismos indices.

Ejemplo: Sea A una matriz cuadrada 3 x 3.
@ Menores Principales Arbitrarios de Orden 1:

Ay =a11; Ar=az2; A1 =azgs.
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Menores Principales Arbitrarios (M.P.A.)

Definicién

Sea A = (a;j)1<ij<n una matriz cuadrada de tamafio n x n. Se llaman
menores principales arbitrarios de orden r (y se denotan A,) a los
determinantes de las matrices que se obtienen suprimiendo n — r filas y
n — r colunmas con los mismos indices.

Ejemplo: Sea A una matriz cuadrada 3 x 3.
@ Menores Principales Arbitrarios de Orden 1:

Ar=a11; Ayp=az2; A;=asgs.
@ Menores Principales Arbitrarios de Orden 2:

a1l a1p2
az1 @22

a1l aij
a3l asgs

a2 @23
asz2 ass

© Ay =

7

i Ag = .

)

Ag =
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Menores Principales Arbitrarios (M.P.A.)

Definicion

Sea A = (a;j)1<ij<n una matriz cuadrada de tamafio n x n. Se llaman
menores principales arbitrarios de orden r (y se denotan A,) a los
determinantes de las matrices que se obtienen suprimiendo n — r filas y
n — r colunmas con los mismos indices.

Ejemplo: Sea A una matriz cuadrada 3 x 3.
@ Menores Principales Arbitrarios de Orden 1:

Ay =a11; Ar=az2; A1 =azgs.

@ Menores Principales Arbitrarios de Orden 2:

az2 023 ar1l ais|, a1 a1
Ag = | ™ ;o A= ;o Ag = :
asz a3 as1 as3 a1 a2
@ Menores Principales Arbitrarios de Orden 3:
Ag = det A.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 22 /125



Matrices Semidefinidas y Definidas
Menores Principales Dominantes (M.P.D.)
Definicién

Sea A = (a4 j)1<ij<n Una matriz n x n. Se llaman menores principales
dominantes de orden r (y se denotan D,) a los siguientes determinantes:

a1 ar2 v Gl
a1 az2 -+ G2
Qr1 QAr2 Qp
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Menores Principales Dominantes (M.P.D.)
Definicidon

Sea A = (a4 j)1<ij<n Una matriz n x n. Se llaman menores principales
dominantes de orden r (y se denotan D,) a los siguientes determinantes:

a1 ar2 v Gl
a1 az2 -+ G2
Qr1 QAr2 Qp

Ejemplo: Sea A una matriz cuadrada 3 x 3.

@ Menor Principal Dominante de Orden 1: D; = a; 3
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Menores Principales Dominantes (M.P.D.)
Definicién

Sea A = (a4 j)1<ij<n Una matriz n x n. Se llaman menores principales
dominantes de orden r (y se denotan D,) a los siguientes determinantes:

a1 ar2 v Gl
a1 az2 -+ G2
Ar1l Qr2 - Gpp

Ejemplo: Sea A una matriz cuadrada 3 x 3.
@ Menor Principal Dominante de Orden 1: D; = a; 3

@ Menor Principal Dominante de Orden 2:

ajl arp2
a1 @22

Dy =

=a1,1022 — a1,2021.
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Menores Principales Dominantes (M.P.D.)
Definicién

Sea A = (a4 j)1<ij<n Una matriz n x n. Se llaman menores principales
dominantes de orden r (y se denotan D,) a los siguientes determinantes:

a1 ar2 v Gl
a1 az2 -+ G2
Qr1 Qr2 -+ Qpyr

Ejemplo: Sea A una matriz cuadrada 3 x 3.

@ Menor Principal Dominante de Orden 1: D; = a; 3

@ Menor Principal Dominante de Orden 2:
ai1l a12
G21 Q22
@ Menores Principales de Orden 3: D3 = det A.

Viquez (UCR)

Dy = = a1,102,2 — 41,202,1.
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Matrices Semidefinidas y Definidas
Definicidon

Se dice que una matriz H es semidefinida positiva (resp. negativa) si se
cumple que para todo vector x € R™, x # 0,

xl Hx > 0 (resp. <0). (1)

Si la desigualdad se cumple estrictamente, entonces decimos que H es
definida positiva (resp. negativa).
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Matrices Semidefinidas y Definidas
Definicién
Se dice que una matriz H es semidefinida positiva (resp. negativa) si se
cumple que para todo vector x € R™, x # 0,

xl Hx > 0 (resp. <0). (1)

Si la desigualdad se cumple estrictamente, entonces decimos que H es
definida positiva (resp. negativa).

Ejemplo: Sea

H=

S = O

0
0
9

O O =

Note que para todo « = (z1, 22, 23) # (0,0,0) se cumple que
el Hx = 22 + 423 + 922 > 0,

ergo, H es definida positiva.
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Equivalencia
Semidefinida Positiva/Negativa
Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) H es semidefinida positiva (semidefinida negativa).
(ii) Los valores propios de H cumplen que A\; > 0 (A\; < 0).
(iii) Los M.P.A. cumplen que A, >0 ((—=1)"A, > 0).
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Equivalencia
Semidefinida Positiva/Negativa
Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) H es semidefinida positiva (semidefinida negativa).
(ii) Los valores propios de H cumplen que A\; > 0 (A\; < 0).
(iii) Los M.P.A. cumplen que A, >0 ((—=1)"A, > 0).

Definida Positiva/Negativa

Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) H es definida positiva (definida negativa)

(b) Los valores propios de H cumplen que A; > 0 (A; < 0).
(c) Los M.P.A. cumplen que A, >0 ((—1)"A, > 0).

(d) Los M.P.D. cumplen que D, >0 ((—=1)"D, > 0).
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Matrices Semidefinidas y Definidas
Equivalencia
Semidefinida Positiva/Negativa
Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) H es semidefinida positiva (semidefinida negativa).
(ii) Los valores propios de H cumplen que A\; > 0 (A\; < 0).
(iii) Los M.P.A. cumplen que A, >0 ((—=1)"A, > 0).

Definida Positiva/Negativa

Las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) H es definida positiva (definida negativa)

(b) Los valores propios de H cumplen que A; > 0 (A; < 0).
(c) Los M.P.A. cumplen que A, >0 ((—1)"A, > 0).

(d) Los M.P.D. cumplen que D, >0 ((—=1)"D, > 0).

v

NOTA: Si D, > 0 para todo r no implica que H sea semidefinida positiva.

Lo mismo para semidefinida negativa.
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Conjuntos Convexos

Un conjunto C' C R™ se dice convexo si para cualesquiera dos puntos en C,
el segmento de linea que pasa por los puntos también esta contenido en C.

ax+(1-a)y, O<a<1

i 5

Conjuntos Convexos Conjuntos No Convexos

Para x,y € C, Ax + (1 — \)y € C para todo A entre 0 y 1.
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Operaciones que Preservan Convexidad de Conjuntos

@ Multiplicacién por un escalar.
@ Imagen de transformaciones lineales (translacién, rotacién).
@ Interseccién de un nimero arbitrario de conjuntos.

2
g0
71 L
—2
2
Figura: Interseccién de dos Figura: Interseccién de varios conjuntos
conjuntos convexos CoNvexos
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Funciones Convexas

Sea C' un conjunto convexo en R™. Una funcién f: C — R

= [—00, 00| se
dice convexa si y solo si su epigrafo

epi f = {(z,7) |r > f(=)}

es convexo, visto como un subconjunto de R™ x R.

‘ Eplgraph f(x) /Eaigraph
[

. I

X
Funcién Convexa Funcién No Convexa
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Funciones Convexas

Sea C' un conjunto convexo en R™. Una funcién f: C — R

= [—00, 00| se
dice convexa si y solo si su epigrafo

epi f = {(z,7) |r > f(=)}

es convexo, visto como un subconjunto de R™ x R.

‘ Eplgraph f(x) /Eaigraph
[

. I

X
Funcién Convexa Funcién No Convexa

Una funcién g es cdncava si —g es convexa. De forma andloga, se habla
del hipografo de una funcién céncava.
Viquez (UCR)
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Desigualdad de Jensen

Una funcién f: S C R® — R, con S convexo, es convexa (resp. concava)
si y solo si satisface la desigualdad
fuxr+ ...+ Anem) < (resp. >) Mif(xr) + ...+ A f ()

para A1 >0,.... A, >0\ +...+ A =1, @1,...,2,, € 5. Sila
desigualdad es estricta, f es estrictamente convexa (resp. cdncava).
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Desigualdad de Jensen

Una funcién f: S C R® — R, con S convexo, es convexa (resp. concava)
si y solo si satisface la desigualdad
fuxr+ ...+ Anem) < (resp. >) Mif(xr) + ...+ A f ()

para A1 >0,.... A, >0\ +...+ A =1, @1,...,2,, € 5. Sila
desigualdad es estricta, f es estrictamente convexa (resp. cdncava).

af(x) + (1 - afly)
fy)

fx)

| N :
i ! flax+(1-a)y)

X ax+(1-a)y ¥
c

= AR+ Ax

Figura: Funcién convexa Figura: Funcién céncava
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Ejemplos de funciones convexas y cdncavas
En R,
Funciones convexas Funciones céncavas

@ Exponencial f(x) = €%, para e Potencias f(z) = z%, = > 0,
todo a paratodo 0 <a <1

e Potencias f(z) = z%, = > 0, e Logaritmo f(z) =Inz, x >0
paratodoa>1d6a <0

@ Potencias con valor absoluto
f(x) = |z|P, parap > 1

o Entropia negativa
f(z)=zlnz, x>0

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Ejemplos de funciones convexas y cdncavas

En R,
Funciones convexas

Funciones céncavas

@ Exponencial f(x) = €%, para e Potencias f(z) = z%, = > 0,

todo a

e Potencias f(z) = z%, = > 0,
paratodoa>1d6a <0

@ Potencias con valor absoluto
f(z) =|zP, parap > 1

o Entropia negativa
f(z)=zlnz, x>0

En R,
Funciones convexas

e Norma euclidea f(x) = ||x||
o Maximo
f(x) = max,{x1,..., 25}
Viquez (UCR)

paratodo 0 <a <1
e Logaritmo f(z) =Inz, x >0

Funciones céncavas

@ Media geométrica

1
fl@) = (a1 a2 wa) /",
T1,%2,...,Tn >0

Optimizacién Verano 2022
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Ejemplo:
Consideremos la funcién lineal

fle)=a-x+b=ajx1+ -+ ax, +0b
donde a = (ay, .

Probar que f es, a la vez, céncava y convexa.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022

..,ayp) €s un vector constante y b es una constante.
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad
Ejemplo:
Consideremos la funcién lineal

(@) =@ +b=az+ -+ antn +b

donde a = (ay,...,ay) €s un vector constante y b es una constante.
Probar que f es, a la vez, céncava y convexa.

Solucién: Tome dos puntos &1, z2 € R? y A € (0,1) arbitrarios, y
probemos la desigualdad de Jensen. = Ab+(1-\)b
~~
f(/\asl +(1- )\):cg) =a- ()\281 +(1- )\)acg) + b
=XNa-x1)+(1—=N(a -x2)+ b+ (1 —A)b
=Ma-z1+b)+(1-N(a xz2+b)
= Af(w1) + (1 = A) f(22).
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad
Ejemplo:
Consideremos la funcién lineal
J@) =a-@+b=aws+-+ anz, +b

donde a = (ay,...,ay) €s un vector constante y b es una constante.
Probar que f es, a la vez, céncava y convexa.

Solucién: Tome dos puntos &1, z2 € R? y A € (0,1) arbitrarios, y
probemos la desigualdad de Jensen. = Ab+(1-\)b
~~
f(/\asl +(1- )\):vg) =a- ()\acl +(1- )\)acg) + b
=XNa-x1)+(1—=N(a -x2)+ b+ (1 —A)b
=Ma-z1+b)+(1-N(a xz2+b)
= Af(®1) + (1 = A) f(22).

o Como f(Az1 + (1 — N)m2) < Af(x1) + (1 — A) f(22), [ es convexa.
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad
Ejemplo:
Consideremos la funcién lineal
J@) =a-@+b=aws+-+ anz, +b

donde a = (ay,...,ay) €s un vector constante y b es una constante.
Probar que f es, a la vez, céncava y convexa.

Solucién: Tome dos puntos &1, z2 € R? y A € (0,1) arbitrarios, y
probemos la desigualdad de Jensen. = Ab+(1-\)b
~~
f(/\asl +(1- )\):vg) =a- ()\acl +(1- )\)acg) + b
=XNa-x1)+(1—=N(a -x2)+ b+ (1 —A)b
=Ma-z1+b)+(1-N(a xz2+b)
= Af(®1) + (1 = A) f(22).

o Como f(Az1 + (1 — N)m2) < Af(x1) + (1 — A) f(22), [ es convexa.
o Como f(Ax1 + (1= N)m2) > Af(x1) + (1 — X) f(22), f es céncava.
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad
Ejemplo:
Consideremos la funcién lineal
J@) =a-@+b=aws+-+ anz, +b

donde a = (ay,...,ay) €s un vector constante y b es una constante.
Probar que f es, a la vez, céncava y convexa.

Solucién: Tome dos puntos &1, z2 € R? y A € (0,1) arbitrarios, y
probemos la desigualdad de Jensen. = Ab+(1-\)b
~~
f(/\asl +(1- )\):Bg) =a- ()\acl +(1- )\)acg) + b
=XNa-x1)+(1—=N(a -x2)+ b+ (1 —A)b
=Ma-z1+b)+(1-N(a xz2+b)
= Af(®1) + (1 = A) f(22).

o Como f(Az1 + (1 — N)m2) < Af(x1) + (1 — A) f(22), [ es convexa.
o Como f(Ax1 + (1= N)m2) > Af(x1) + (1 — X) f(22), f es céncava.
@ Note que la desigualdad estricta no se cumple, por lo tanto esta

funcidén no es estrictamente convexa ni estrictamente cdncava.
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Propiedades

Teorema

Sean f1, f2, g1 y g2 funciones definidas sobre un conjunto convexo

S C R™. Asuma que f; son convexas y g; son céncavas. Entonces:

(a) Sia,b>0, entonces af; + bfy es convexa y agy + bga es concava.
(b) Si F es convexa y creciente, entonces U(x) = F(f;(z)) es convexa.
(c) Si G es cdncava y creciente, entonces V (x) = G(gi(x)) es cdncava.
(d) H := max{f1, fa} es convexa y h := min{gi, g2} es concava.

En (b ) y (c) se puede omitir que sea creciente si f; y g; son lineales, resp.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 32 /125




Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Propiedades

Teorema

Sean f1, f2, g1 y g2 funciones definidas sobre un conjunto convexo
S C R™. Asuma que f; son convexas y g; son céncavas. Entonces:

(a) Sia,b>0, entonces af; + bfy es convexa y agy + bga es concava.

(b

)
(c) Si G es cdncava y creciente, entonces V (x) = G(gi(x)) es cdncava.
) H

(d

En (b ) y (c) se puede omitir que sea creciente si f; y g; son lineales, resp.

Si F es convexa y creciente, entonces U(xz) = F(fi(x)) es convexa.

= max{fi, fo} es convexa y h := min{gi, g2} es céncava.

Ejemplo:
Demuestre que h(x,y,z) = (z + 2y + 32)? es convexa en [0, 00)3.
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Propiedades

Teorema
Sean f1, f2, g1 y g2 funciones definidas sobre un conjunto convexo
S C R™. Asuma que f; son convexas y g; son céncavas. Entonces:

(a) Sia,b>0, entonces af; + bfy es convexa y agy + bga es concava.
(b) Si F es convexa y creciente, entonces U(x) = F(f;(z)) es convexa.
(c) Si G es cdncava y creciente, entonces V (x) = G(gi(x)) es cdncava.
(d) H := max{f1, fa} es convexa y h := min{gi, g2} es concava.

En (b ) y (c) se puede omitir que sea creciente si f; y g; son lineales, resp.

Ejemplo:
Demuestre que h(x,y,z) = (z + 2y + 32)? es convexa en [0, 00)3.

Solucién: Recuerde que f(x,y,z) = x + 2y + 3z es céncava y convexa.

Ademds, como F(t) = t? es convexa y creciente en [0, 00), entonces por

(b) se sabe que h(z,y,z) = F(f(x,y,2)) es convexa en [0, 00)>.
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Convexidad-Concavidad Vs Hessiana

Matriz Hessiana
Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable. La matriz
Hessiana de f es 3171f(x) 8172f(x) o 31,nf($)
Opnf(x) Ooaf(x) -+ Oopf(x)
Hf(x) = Jvf(w) = . . . .

an,lf(m) an,Qf(m) o an,nf(m)
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Convexidad-Concavidad Vs Hessiana

Matriz Hessiana
Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable. La matriz

Hessiana de f es O1if(x) Oraf(®) -+ Opnf(x)
Hy(a) o= gy gla) = | M) 2l G/ (2)

an,lf(m) an,Qf(m) to an,nf(m)

Teorema
Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable, definida en un
conjunto abierto convexo S de R™. Entonces

(a) f es céncava siy solo si H¢(x) es semidefinida negativa V & € S.
(b) f es convexa siy solo si Hs(x) es semidefinida positiva Vx € S.
(c) f es estrictamente concava si Hy(x) es definida negativa V& € S.
(d)

d) f es estrictamente convexa si H¢(x) es definida positiva V « € S.

v
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Condicién Suficiente para Convexidad/Concavidad en R”

Condicién de Segundo Orden para Convexidad/Concavidad en R"
Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable, definida en un
conjunto abierto convexo S de R™. Entonces

@ fesconvexasiysolosi Ay(x) >0, VxeSyr=1,...,n.

@ f escéncavasiysolosi (—1)"Ay(x) >0, VxeSyr=1,...,n.
o f esestrict. convexa si Dy(x) >0, VaxeSyr=1,...,n.

o f esestrict. céncava si (—1)"Dy(x) >0, Ve e Syr=1,...,n.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 34 /125



Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Condicién Suficiente para Convexidad/Concavidad en R”

Condicién de Segundo Orden para Convexidad/Concavidad en R"
Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable, definida en un
conjunto abierto convexo S de R™. Entonces
@ fesconvexasiysolosi Ay(x) >0, VxeSyr=1,...,n.
@ f escéncavasiysolosi (—1)"Ay(x) >0, VxeSyr=1,...,n.
o f esestrict. convexa si Dy(x) >0, VaxeSyr=1,...,n.
o f esestrict. céncava si (—1)"Dy(x) >0, Ve e Syr=1,...,n.

Condicién de Segundo Orden para Convexidad/Concavidad en R?
Sea f(x,y) una funcién dos veces continuamente diferenciable, definida en
un conjunto abierto convexo S de R2. Entonces, para todo = € S,

o f es convexa (céncava) < O f(x,y) > (L)0, Oyy f(z,y) > (L)0, y

det Hy(w,y) = O f (@,9)0yy f (@,y) = (9 f (2,9))" > 0.
@ f es estrictamente convexa (céncava) si Oyy f(x,y) > 0(< 0), y

det Hp(2,y) = Oge f (2, 9)0yy f (2, 9) — (Duy f(2,9))° > 0.
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad
Ejemplo:

Sea f(x,y) = —222 + (2a + 4)zy — 2y? + 4ay. Averiguar para qué valores
del pardmetro a la funcién es cdncava, convexa, o ninguna de las dos.
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Ejemplo:

Sea f(x,y) = —222 + (2a + 4)zy — 2y? + 4ay. Averiguar para qué valores
del pardmetro a la funcién es cdncava, convexa, o ninguna de las dos.

Solucién: Procedemos a calcular la matriz Hessiana de f.

Hy(a,y) = <(2a—i 1) - 4)>
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Ejemplo:

Sea f(x,y) = —22% + (2a + 4)zy — 2y? + 4ay. Averiguar para qué valores
del pardmetro a la funcién es cdncava, convexa, o ninguna de las dos.

Solucién: Procedemos a calcular la matriz Hessiana de f.

Hy(a,y) = <(2a—i 1) - 4)>

Entonces,
Dy(z,y) = Do(w,y) = det Hy(z,y) = (—4) - (—4) — (2a +4)°

_ <0 sia€ (—o00,—4)U(0,00)
= —2a(2a +8) {Z 0 siae[-4,0]
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Ejemplo:

Sea f(x,y) = —22% + (2a + 4)zy — 2y? + 4ay. Averiguar para qué valores
del pardmetro a la funcién es cdncava, convexa, o ninguna de las dos.

Solucién: Procedemos a calcular la matriz Hessiana de f.

Hy(a,y) = <(2a—i 1) - 4)>

Entonces,
Dy(z,y) = Do(w,y) = det Hy(z,y) = (—4) - (—4) — (2a +4)°

_ <0 siae (—o0,—4)U(0,00)
= —2a(2a + 8) {Z 0 siac[—4,0]

Resumen:

@ a€ (—oo,—4) U (0,00) : Sabemos que no es convexa ni céncava.
® a € [—4,0]: Como Opy f(z,y) = Oyy f(z,y) = —4 <0, por la
condicién de segundo orden sabemos que f es céncava .
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Convexa Vs Estrictamente Convexa

Si los menores principales dominantes Dy de una matriz H son positivos,
entonces todos los menores arbitrarios Ay también son positivos (Meyer,
Carl. Matrix Analysis and Applied Linear Algebra, SIAM, 2001, pag 559).
Por eso basta revisar que los menores principales dominantes de la matriz
Hessiana sean positivos para que la funcidn sea estrictamente convexa.
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Si los menores principales dominantes Dy de una matriz H son positivos,
entonces todos los menores arbitrarios Ay también son positivos (Meyer,
Carl. Matrix Analysis and Applied Linear Algebra, SIAM, 2001, pag 559).
Por eso basta revisar que los menores principales dominantes de la matriz
Hessiana sean positivos para que la funcidn sea estrictamente convexa.
No funciona si la funcién no es estrictamente convexa.
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Convexa Vs Estrictamente Convexa

Si los menores principales dominantes Dy de una matriz H son positivos,
entonces todos los menores arbitrarios Ay también son positivos (Meyer,
Carl. Matrix Analysis and Applied Linear Algebra, SIAM, 2001, pag 559).
Por eso basta revisar que los menores principales dominantes de la matriz
Hessiana sean positivos para que la funcidn sea estrictamente convexa.

No funciona si la funciéon no es estrictamente convexa.

: . : : 0.2 2 2
Ejemplo: Determinar si f(z1,x2,23) = 321 — 2z122 — 4123 + 25 + 223
es convexa/cdncava, estrictamente convexa/céncava o ninguna.
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Convexa Vs Estrictamente Convexa

Si los menores principales dominantes Dy de una matriz H son positivos,
entonces todos los menores arbitrarios Ay también son positivos (Meyer,
Carl. Matrix Analysis and Applied Linear Algebra, SIAM, 2001, pag 559).
Por eso basta revisar que los menores principales dominantes de la matriz
Hessiana sean positivos para que la funcidn sea estrictamente convexa.

No funciona si la funciéon no es estrictamente convexa.

: . : : 0.2 2 2
Ejemplo: Determinar si f(z1,x2,23) = 321 — 2z122 — 4123 + 25 + 223
es convexa/cdncava, estrictamente convexa/céncava o ninguna.

Solucién: Note que

6 -2 —4
He(x)=1-2 2 0
-4 0 4
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Convexa Vs Estrictamente Convexa

Si los menores principales dominantes Dy de una matriz H son positivos,
entonces todos los menores arbitrarios Ay también son positivos (Meyer,
Carl. Matrix Analysis and Applied Linear Algebra, SIAM, 2001, pag 559).
Por eso basta revisar que los menores principales dominantes de la matriz
Hessiana sean positivos para que la funcidn sea estrictamente convexa.

No funciona si la funciéon no es estrictamente convexa.

: . : : 0.2 2 2
Ejemplo: Determinar si f(z1,x2,23) = 321 — 2z122 — 4123 + 25 + 223
es convexa/cdncava, estrictamente convexa/céncava o ninguna.

Solucién: Note que

6 -2 —4
He(x)=1-2 2 0
-4 0 4

Via M.P.D.: D; =6 >0; Dy =8 > 0; y D3 = 0. No se puede concluir.
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

Convexa Vs Estrictamente Convexa

Si los menores principales dominantes Dy de una matriz H son positivos,
entonces todos los menores arbitrarios Ay también son positivos (Meyer,
Carl. Matrix Analysis and Applied Linear Algebra, SIAM, 2001, pag 559).
Por eso basta revisar que los menores principales dominantes de la matriz
Hessiana sean positivos para que la funcidn sea estrictamente convexa.

No funciona si la funciéon no es estrictamente convexa.

: . : : 0.2 2 2
Ejemplo: Determinar si f(z1,x2,23) = 321 — 2z122 — 4123 + 25 + 223
es convexa/cdncava, estrictamente convexa/céncava o ninguna.

Solucién: Note que

6 -2 —4
He(x)=1-2 2 0
-4 0 4

Via M.P.D.: D; =6 >0; Dy =8 > 0; y D3 = 0. No se puede concluir.
Via M.P.A.: A1 ={6,2,4} > 0; A ={8,8,8} > 0; y Az = 0. Entonces
H¢(x) es semidefinida positiva, lo que a su vez implica que f es convexa.
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Preliminares Matematicos Convexidad-Concavidad

PRECAUCION

f puede ser estrictamente convexa sin que Hy sea definida positiva, por
eso la dltima parte del teorema dice “si” en lugar de “si y solo si".
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PRECAUCION

f puede ser estrictamente convexa sin que Hy sea definida positiva, por
eso la dltima parte del teorema dice “si” en lugar de “si y solo si".
Ejemplo: Tome f(xz,y) = z* 4+ y*.

o f es Estrictamente Convexa: t es estrictamente convexa en R, ergo

(M1 4 (1 - )\)tg) <M+ (1 - )t4 Entonces,
f(/\(acl, yl) + (1 — )\) 2, Y2 ) (/\:L'l —|— )\) ) ()\yl + (1 — A>y2)4

< (A af+ (1 - Nz ) ()\@/1 +(1 A)yg)
Az + yl) + (1= X)(z5 + v3)
M (1y1) + (1= A) f(z2,92).
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PRECAUCION

f puede ser estrictamente convexa sin que Hy sea definida positiva, por
eso la dltima parte del teorema dice “si” en lugar de “si y solo si".
Ejemplo: Tome f(xz,y) = z* 4+ y*.

o f es Estrictamente Convexa: t es estrictamente convexa en R, ergo

(M1 4 (1 - )\)tg) <M+ (1 - )t4 Entonces,
FM@1,91) + (1= M) (22, 52)) = (/\561 + (1 =Nz ) (Ayr+ (1 — )\>y2)4

< (A af+ (1 - Nz ) ()\@/1 +(1 A)yg)
Az + yl) + (1= X)(z5 + v3)
M (1y1) + (1= A) f(z2,92).

@ Hy No es Definida Positiva:
() = 1222 0
A 0 122
Entonces H(0,0) es la matrix nula 2 x 2, por tanto
A2(0,0) = D2(0,0) =0y H(0,0) no es definida positiva.
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad
Funciones Cuasiconvexas y Cuasicéncavas
Definicidon
Sea f una funcién definida sobre un conjunto convexo S en R™ con

valores en R. Se dice que f es cuasiconvexa (resp. cuasicéncava) si para
todo z*,x € Sy A € [0,1] se tiene

fl®) < (>)f(x*) = [fOPz+1-Nz") < (>)f(z").

Se dice que es estrictamente cuasiconvexa (cuasicéncava) si A € (0, 1),

fl®) < (>)f(z"), e £ x* = f()\w +(1- )\):c*) < (>)f(x).

v
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Funciones Cuasiconvexas y Cuasicéncavas
Definicién
Sea f una funcién definida sobre un conjunto convexo S en R™ con

valores en R. Se dice que f es cuasiconvexa (resp. cuasicéncava) si para
todo z*,x € Sy A € [0,1] se tiene

fl®) < (>)f(x*) = [fOPz+1-Nz") < (>)f(z").

Se dice que es estrictamente cuasiconvexa (cuasicéncava) si A € (0, 1),

fl®) < (>)f(z"), e £ x* = f()\w +(1- )\):c*) < (>)f(x).

Definicién Alternativa
Sea f una funcién definida sobre un conjunto convexo S en R™ con
valores en R. Se dice que f es cuasiconvexa (resp. cuasicéncava) si el
conjunto bajonivel (resp. sobrenivel), definido por

P,={x e S|f(x) <a} (resp. P,={x € S|f(x)>a})

es convexo (como conjunto en R™) para todo ndmero real a.

v
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Preliminares Matematicos

Ejemplos Graficos

fix)

Jfix)

(a) Cuasiconvexa

{a) Estrictamente Cuasiconvexa

Viquez (UCR)

x

fix}

Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

fix)

(b) Cuasicéncava

(b) Estrictamente Cuasiconcava
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Observaciones

(i) Las funciones cuasiconvexas y cuasicéncavas aparecen de forma
natural en economia, en funciones de utilidad.
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Observaciones

(i) Las funciones cuasiconvexas y cuasicéncavas aparecen de forma
natural en economia, en funciones de utilidad.

(ii) Las funciones cuasiconvexas es un subconjunto mas general que las
convexas cuyas propiedades son de interés en optimizacion.
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Observaciones

(i) Las funciones cuasiconvexas y cuasicéncavas aparecen de forma
natural en economia, en funciones de utilidad.

(ii) Las funciones cuasiconvexas es un subconjunto mas general que las
convexas cuyas propiedades son de interés en optimizacion.

(iii) Si f es cdéncava, entonces f es cuasicéncava.
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Observaciones

(i) Las funciones cuasiconvexas y cuasicéncavas aparecen de forma
natural en economia, en funciones de utilidad.

(ii) Las funciones cuasiconvexas es un subconjunto mas general que las
convexas cuyas propiedades son de interés en optimizacion.

(iii) Si f es cdéncava, entonces f es cuasicéncava.
(vi) Si f es convexa, entonces f es cuasiconvexa.

(v) A la primera definicién se le conoce como la versién para
cuasicéncavas/cuasiconvexas de la desigualdad de Jensen.
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Observaciones

(i) Las funciones cuasiconvexas y cuasicéncavas aparecen de forma
natural en economia, en funciones de utilidad.

(ii) Las funciones cuasiconvexas es un subconjunto mas general que las
convexas cuyas propiedades son de interés en optimizacion.

(iii) Si f es cdéncava, entonces f es cuasicéncava.

(vi) Si f es convexa, entonces f es cuasiconvexa.

(v) A la primera definicién se le conoce como la versién para
cuasicéncavas/cuasiconvexas de la desigualdad de Jensen.

(iv) Un ejemplo de funcién no cuasicéncava ni cuasiconvexa es la
siguiente: -

\/
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Propiedades
Teorema
Sea f una funcién definida sobre un conjunto convexo S C R"™. Entonces:

(a) Si f es cuasiconcava (cuasiconvexa) y F' es estrictamente creciente,
entonces U(z) = F(f(z)) es cuasicdncava (cuasiconvexa).

(b) Si f es cuasiconcava (cuasiconvexa) y F' es estrictamente decreciente,
entonces U(z) = F(f(x)) es cuasiconvexa (cuasicdncava).
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Propiedades
Teorema
Sea f una funcién definida sobre un conjunto convexo S C R"™. Entonces:

(a) Si f es cuasiconcava (cuasiconvexa) y F' es estrictamente creciente,
entonces U(z) = F(f(z)) es cuasicdncava (cuasiconvexa).

(b) Si f es cuasiconcava (cuasiconvexa) y F' es estrictamente decreciente,
entonces U(z) = F(f(x)) es cuasiconvexa (cuasicdncava).

NOTA: La suma de funciones cuasicéncavas (cuasiconvexas) no es
necesariamente cuasicéncavas (cuasiconvexas) Por ejemplo, considere las

funciones cuasiconvexas fi(x) = /| — 1] y fa(x) = /|x| definidas en R.

Note que f(z) = fi(z) + fz( ) No es cuasiconvexa.

\\ \ / y

.,4/ 1of

03 1 H L5 20 -10 —0.5 05 1o -1 o 2 ¥

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 41 /125



Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Hessiana Orlada y Menores Principales
Matriz Hessiana Orlada

Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable. La matriz

Hessiana orlada de f es 0 onf(x) - Ouf(x)

e — (0 (g} A0 ot sl
Vi)  H(x) :

0uf(x) Ourf(@) - Ounfla)

v
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Hessiana Orlada y Menores Principales
Matriz Hessiana Orlada

Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable. La matriz
Hessiana orlada de f es 0 onf(x) - Ouf(x)

_ [ 0 viENT) _|[0f(@) ouuflx) - Ouaf(x)
HY () = <Vf(:1:) (Hf(a:)) )‘ : o .

Como zTHJ(?(a:)z =0, con zI' = (1,0,...,0) #0, H?(a:) es indefinida.
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Hessiana Orlada y Menores Principales

Matriz Hessiana Orlada

Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable. La matriz

Hessiana orlada de f es 0 onf(x) - Ouf(x)

- (0 (g [ daste) - dutte
Vi)  H(x) : : . :

Como zTHJ?(a:)z =0, con zI' = (1,0,...,0) #0, H?(a:) es indefinida.
Menores Principales Dominantes de HJQ

Sea Hfo(cc) la matriz (n 4 1) x (n+ 1) Hessiana orlada. Se llaman menores
principales dominantes de orden r (y se denotan DY) a los determinantes:

0  af(x) Ouf(x) - O f(x)
_|0f(@) Onaf(x) Oiaf(x) - Orpf(@)

v

Dy (x)

arf(m) 8131}(93) ar,?f(m) T ar,rf(:n)
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Condicién Suficiente para Cuasiconvexidad/Cuasioncavidad

Condicién de Segundo Orden para Cuasiconvexidad/Cuasioncavidad en R"

Sea f una funcidén dos veces continuamente diferenciable, definida en un
conjunto abierto convexo S de R™. Entonces

o f es cuasiconvexasi DO(x) >0,V cSyr=1,...,n.

o f escuasicéncavasi (—1)"'DP(z) >0, VxeSyr=1,...,n.
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Condicién Suficiente para Cuasiconvexidad/Cuasioncavidad

Condicién de Segundo Orden para Cuasiconvexidad/Cuasioncavidad en R"

Sea f una funcidén dos veces continuamente diferenciable, definida en un
conjunto abierto convexo S de R™. Entonces

o f es cuasiconvexasi DO(x) >0,V cSyr=1,...,n.

o f escuasicéncavasi (—1)"'DP(z) >0, VxeSyr=1,...,n.

Ejemplo: Verificar si f(z,y) = ye” es cuasicncava. De no serlo,
encuentre el dominio maximo en donde es cuasicéncava.
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Condicién Suficiente para Cuasiconvexidad/Cuasioncavidad

Condicién de Segundo Orden para Cuasiconvexidad/Cuasioncavidad en R"

Sea f una funcidén dos veces continuamente diferenciable, definida en un
conjunto abierto convexo S de R™. Entonces

o f es cuasiconvexasi DO(x) >0,V cSyr=1,...,n.

o f escuasicéncavasi (—1)"'DP(z) >0, VxeSyr=1,...,n.

Ejemplo: Verificar si f(z,y) = ye” es cuasiconcava. De no serlo,
encuentre el dominio maximo en donde es cuasicéncava.

Solucidén: Observe que
0 ye® e

HP (z,y) = | ye* ye" e*| = DP(x,y) =
e e 0

0 e
yer  ye*

(—1)'DP(x,y) = y?e** > 0siy # 0, y (—=1)2DF (z,y) = ye** > 0 si
y > 0. Concluimos que f es cuasicéncava en {(z,y) € R? / y > 0}.
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Cobb-Douglas

Sea f(x) = Az{'x5? - a2, con A >0 en

n
{x € R" / z1,22,...,2, > 0}. Muestre que
@ f es cuasiconcava si a; > 0 paratodoi=1,...,n.

@ f es estrictamente céncava si se restringe a a1 + -+ - + a, < 1.

@ Quépasacon fsiaj+---+a, >17
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Cobb-Douglas

Sea f(x) = Az{'x5? - a2, con A >0 en

n
{x € R" / z1,22,...,2, > 0}. Muestre que
@ f es cuasiconcava si a; > 0 paratodoi=1,...,n.

@ f es estrictamente céncava si se restringe a a1 + -+ - + a, < 1.
@ Quépasacon fsiaj+---+a, >17

Solucién: Cuasiconcavidad

Note que In z; es una funcién céncava en R™. Entonces «; In z; es concava
si o > 0.
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Cobb-Douglas

Sea f(x) = Az{'x5? - a2, con A >0 en
{x € R" / z1,22,...,2, > 0}. Muestre que
@ f es cuasiconcava si a; > 0 paratodoi=1,...,n.
@ f es estrictamente céncava si se restringe a a1 + -+ - + a, < 1.

@ Quépasacon fsiaj+---+a, >17

Solucidén: Cuasiconcavidad

Note que In z; es una funcién céncava en R™. Entonces «; In z; es concava
si o > 0.

g(x) =InA+ajlnzy + -+ ayInx, es suma de funciones céncavas,
por lo que g es una funcién céncava.
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Cobb-Douglas

Sea f(x) = Az{'x5? - a2, con A >0 en

n
{x € R" / z1,22,...,2, > 0}. Muestre que
@ f es cuasiconcava si a; > 0 paratodoi=1,...,n.

@ f es estrictamente céncava si se restringe a a1 + -+ - + a, < 1.

@ Quépasacon fsiaj+---+a, >17

Solucidén: Cuasiconcavidad

Note que In z; es una funcién céncava en R™. Entonces «; In z; es concava
si o > 0.

g(x) =InA+ajlnzy + -+ ayInx, es suma de funciones céncavas,
por lo que g es una funcién céncava.

Como toda funcién céncava es cuasicéncava, concluimos que g es
cuasicdncava.
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Cobb-Douglas

Sea f(x) = Az{'x5? - a2, con A >0 en

n
{x € R" / z1,22,...,2, > 0}. Muestre que
@ f es cuasiconcava si a; > 0 paratodoi=1,...,n.

@ f es estrictamente céncava si se restringe a a1 + -+ - + a, < 1.

@ Quépasacon fsiaj+---+a, >17

Solucidén: Cuasiconcavidad

Note que In z; es una funcién céncava en R™. Entonces «; In z; es concava
si o > 0.

g(x) =InA+ajlnzy + -+ ayInx, es suma de funciones céncavas,
por lo que g es una funcién céncava.

Como toda funcién céncava es cuasicéncava, concluimos que g es
cuasicdncava.

Luego, como e es una funcién estrictamente creciente, concluimos que
f(x) = e9®) es cuasicéncava.
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Cobb-Douglas: Solucién - Continuacién
Utilicemos ahora un criterio de segundo orden. Note que

0 @) 2@
Sf@) S f) ()

x 122
-1
HY(wy) = | 2f(@)  S2f@) 2B f()
cxfle)  Sprfle)  SErf(x)
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Cobb-Douglas: Solucién - Continuacién

Utilicemos ahora un criterio de segundo orden. Note que

0 o f(x) i@ - 2f(@)
i) W) SRS e S ()

HP(ry) = | $F(@)  $527(x) =G f@) s @)
wfe) wfz)  Vof@) - wlBUf(a)

De acuerdo a esto, y aplicando reduccién de matrices, obtenemos que

(2129 - x,)?

(-1)'D9 = Q1az: (Z az) Y >0 = a;>0Vi
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Cobb-Douglas: Solucién - Continuacién

Utilicemos ahora un criterio de segundo orden. Note que

0 o f(x) i@ - 2f(@)
i) W) SRS e S ()

HP(ry) = | $F(@)  $527(x) =G f@) s @)
wfe) wfz)  Vof@) - wlBUf(a)

De acuerdo a esto, y aplicando reduccién de matrices, obtenemos que

(-1)'D9 = Q1az: (Z az) Y >0 = a;>0Vi

(2129 - x,)?

Por las condiciones de segundo orden, concluimos que si a; > 0 para todo
i=1,...,n, entonces f(x) es cuasicéncava.
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Cobb-Douglas: Solucién - Continuacién

Note que no se puede utilizar el mismo criterio de composicién con funcién
creciente para probar que f es cdncava, ya que e* no es concava.
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Cobb-Douglas: Solucién - Continuacién

Note que no se puede utilizar el mismo criterio de composicién con funcién
creciente para probar que f es cdncava, ya que e* no es concava.

o (Oé _1) alo Q1 0n
Por otra parte, %f(a:) T2 f(x) - e f(x)

G f(p)  2oaf(z) - 2l f(a)
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Cobb-Douglas: Solucién - Continuacién

Note que no se puede utilizar el mismo criterio de composicién con funcién
creciente para probar que f es cdncava, ya que e* no es concava.

e1(o —1) ara aran

Poroapare, (U fle) 29f@) o H5)
Hy(x,y) = : : ) :

G f(p)  2oaf(z) - 2l f(a)

De acuerdo a esto, y aplicando reduccién de matrices, obtenemos que

(—1)'D, = %&)2 (1 - Z%) f@r>0 — Y a<l
=1

(172~ 28 i—1

Concluimos que f(x) es estrictamente céncava si y . | a; < 1.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 46 / 125



Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Cobb-Douglas: Solucién - Continuacién

Note que no se puede utilizar el mismo criterio de composicién con funcién
creciente para probar que f es cdncava, ya que e* no es concava.

an (g 1) oo a0,
Por otra parte, %f(a:) MW f(p) .. Ll f(g)
Hy(x,y) = : : ) :
G f(p)  2oaf(z) - 2l f(a)

De acuerdo a esto, y aplicando reduccién de matrices, obtenemos que

32 1= i | f@®) >0 <= ) o<l
=1

(172~ 28 i—1

(1D, = a0

Concluimos que f(x) es estrictamente céncava si y . | a; < 1.

Si Y ", a; =1, el criterio no es concluyente. Como f es homogénea de
grado 1 y cuasicéncava, es posible probar que f debe ser céncava.
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Preliminares Matematicos Cuasiconvexidad-Cuasiconcavidad

Cobb-Douglas: Solucién - Continuacién

Note que no se puede utilizar el mismo criterio de composicién con funcién
creciente para probar que f es cdncava, ya que e* no es concava.

an (g 1) oo a0,
Por otra parte, %f(a:) MW f(p) .. Ll f(g)
G f(p)  2oaf(z) - 2l f(a)

De acuerdo a esto, y aplicando reduccién de matrices, obtenemos que

32 1= i | f@®) >0 <= ) o<l
=1

(172~ 28 i—1

Concluimos que f(x) es estrictamente céncava si y . | a; < 1.

(1D, = a0

Si Y ", a; =1, el criterio no es concluyente. Como f es homogénea de
grado 1 y cuasicéncava, es posible probar que f debe ser céncava.

. - n .
Finalmente, si 37", a; > 1, tenemos que f(z,,...,z) = AxXi=1 @
(para 1 = --- = x, = x) es convexa (en R), i.e., no es céncava.
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i Por Qué Optimizacién en Varias Variables?

Una enorme mayoria de problemas en Economia y Estadistica consisten en
encontrar el maximo o el minimo de una funcién que depende de varias
entradas.
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i Por Qué Optimizacién en Varias Variables?

Una enorme mayoria de problemas en Economia y Estadistica consisten en
encontrar el maximo o el minimo de una funcién que depende de varias
entradas.

@ Minimizar Riesgo: Escogencia del portafolio de inversién de una
compania.

o Maximizar Utilidad: Procesos de decisién de consumidores con
multiples alternativas.
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i Por Qué Optimizacién en Varias Variables?
Una enorme mayoria de problemas en Economia y Estadistica consisten en

encontrar el maximo o el minimo de una funcién que depende de varias
entradas.

@ Minimizar Riesgo: Escogencia del portafolio de inversién de una
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Una enorme mayoria de problemas en Economia y Estadistica consisten en
encontrar el maximo o el minimo de una funcién que depende de varias
entradas.

@ Minimizar Riesgo: Escogencia del portafolio de inversién de una
compania.

o Maximizar Utilidad: Procesos de decisién de consumidores con
multiples alternativas.

@ Minimizar Costos: Disefio de presupuestos de empresas.

o Estimacion de Parametros: Maximizacion de probabilidad de
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MeifeaEt
i Por Qué Optimizacién en Varias Variables?
Una enorme mayoria de problemas en Economia y Estadistica consisten en

encontrar el maximo o el minimo de una funcién que depende de varias
entradas.

@ Minimizar Riesgo: Escogencia del portafolio de inversién de una
compania.

o Maximizar Utilidad: Procesos de decisién de consumidores con
multiples alternativas.

@ Minimizar Costos: Disefio de presupuestos de empresas.

o Estimacion de Parametros: Maximizacion de probabilidad de
ocurrencia.

@ Regresion Lineal y No-Lineal: Encontrar la funcién de mejor ajuste
a través de la minimizacién de una funcién de “error”.
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Optimizacién Motivacién
i Por Qué Optimizacién Con Restricciones?

El Economista y el Estadistico se encuentran a menudo con problemas
donde se debe respetar restricciones.
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i Por Qué Optimizacién Con Restricciones?

El Economista y el Estadistico se encuentran a menudo con problemas
donde se debe respetar restricciones.

@ Precios y unidades de bienes no pueden tomar valores negativos.
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i Por Qué Optimizacién Con Restricciones?

El Economista y el Estadistico se encuentran a menudo con problemas
donde se debe respetar restricciones.

@ Precios y unidades de bienes no pueden tomar valores negativos.

Recursos limitados.

Restricciones presupuestarias.

Reglas de mercado impuestas por leyes o tratados.

@ Densidades no pueden ser negativas (método de maxima
verosimilitud).
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i Por Qué Optimizacién Con Restricciones?

El Economista y el Estadistico se encuentran a menudo con problemas
donde se debe respetar restricciones.

@ Precios y unidades de bienes no pueden tomar valores negativos.

Recursos limitados.

Restricciones presupuestarias.

Reglas de mercado impuestas por leyes o tratados.

@ Densidades no pueden ser negativas (método de maxima
verosimilitud).

@ Regresién bajo hipdtesis nula.
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Optimizacién Definiciones
Definiciones de Optimos
Optimo Global

Sea f una funcién con valores reales y cuyo dominio es un subconjunto
S C R™. Se dice que ¢ = (c1,¢2,...,¢,) €s un “Sptimo global” si f
alcanza un maximo/minimo global en ¢ € S, es decir,

f(x) < f(e), paratodoxe S Maximo Global

f(x) > f(e), paratodoxecS Minimo Global
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Definiciones de Optimos

Optimo Global
Sea f una funcién con valores reales y cuyo dominio es un subconjunto
S C R™. Se dice que ¢ = (c1,¢2,...,¢,) €s un “Sptimo global” si f
alcanza un maximo/minimo global en ¢ € S, es decir,

f(x) < f(e), paratodoxe S Maximo Global

f(x) > f(e), paratodoxecS Minimo Global

Optimo Local
Sea f: S CR"™ — R. Se dice que ¢ = (¢1,c2,...,¢,) €s un “éptimo
local” si f alcanza un maximo/minimo local en ¢ € S, es decir, si existe
una bola B, (c), con r positivo tal que
f(x) < f(e), paratodox e SN B,(c) Méximo Local
f(x) > f(e), paratodo x e SN B,(c) Minimo Local.

(basta que la desigualdad se cumpla solo para valores & cercanos a c.)

v
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Propiedades

Teorema
@ Principio de Dualidad: El punto ¢ es un maximo de f si y solo si el
punto ¢ es un minimo de — f.

@ Maximizar (minimizar) una funcién equivale a maximizar (minimizar)
una transformacidon estrictamente creciente de esa funcidn.
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Propiedades

Teorema

@ Principio de Dualidad: El punto ¢ es un maximo de f si y solo si el
punto ¢ es un minimo de — f.

@ Maximizar (minimizar) una funcién equivale a maximizar (minimizar)
una transformacidon estrictamente creciente de esa funcidn.

Ejemplo: Maximizar
F,y, 2) = e~ === =100
es equivalente a maximizar
g($7y7 Z) = lnf(:E?y) Z) + 100 = —132 - (y + 1)2 - (Z - 2)43

pues la funcién h(t) = In(t) + 100 es una funcién estrictamente creciente.
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Propiedades

Teorema

@ Principio de Dualidad: El punto ¢ es un maximo de f si y solo si el
punto ¢ es un minimo de — f.

@ Maximizar (minimizar) una funcién equivale a maximizar (minimizar)
una transformacidon estrictamente creciente de esa funcidn.

Ejemplo: Maximizar
F,y, 2) = e~ === =100
es equivalente a maximizar
g(:L‘,y, Z) = lnf(:E?ya Z) + 100 = _1’2 - (y + 1)2 - (Z - 2)43

pues la funcién h(t) = In(t) + 100 es una funcién estrictamente creciente.

Por el principio de dualidad, es equivalente a minimizar
hz,y,z) = —g(z,y,2) =2° + (y + 1)’ + ( — 2)*.
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Ejemplo Gréfico de Optimizacién en Dos Variables

h(y) = f(x0.¥) g(x) = f(x,%0)

Yo
(a) (b)

Figura: Funcién que alcanza un

méximo en (x*, y*) Figura: Cortes transversales de la funcién
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Condicién Necesaria para Maximo-Minimo en R”

Si f es diferenciable, ocupariamos que el plano tangencial sea
completamente horizontal, es decir, se requiere que la derivada direccional
(Duf(x*) = Vf(z*) - u) en cualquier direccién w sea 0 (= V f(z*) = 0).
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Condicién Necesaria para Maximo-Minimo en R”

Si f es diferenciable, ocupariamos que el plano tangencial sea
completamente horizontal, es decir, se requiere que la derivada direccional
(Duf(x*) = Vf(z*) - u) en cualquier direccién w sea 0 (= V f(z*) = 0).

Punto Estacionario

El punto x* se dice "punto estacionario” de f(x) si satisface V f(x*) = 0.

v

Condicién de Primer Orden para Maximo-Minimo en R"

Sea f(«) una funcién diferenciable en R™. Si en el punto «* la funcién f
alcanza su maximo o minimo, entonces necesariamente x* debe ser un
punto estacionario de f.
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Condicién Necesaria para Maximo-Minimo en R”

Si f es diferenciable, ocupariamos que el plano tangencial sea
completamente horizontal, es decir, se requiere que la derivada direccional
(Duf(x*) = Vf(z*) - u) en cualquier direccién w sea 0 (= V f(z*) = 0).

Punto Estacionario

El punto x* se dice "punto estacionario” de f(x) si satisface V f(x*) = 0.

v

Condicién de Primer Orden para Maximo-Minimo en R"

Sea f(«) una funcién diferenciable en R™. Si en el punto «* la funcién f
alcanza su maximo o minimo, entonces necesariamente x* debe ser un
punto estacionario de f.

Ejemplo: En el caso de R?, el punto (z*,y*) se dice “punto estacionario”

de f(x,y) si satisface
{f%«f(l‘*,y*) =0

Oyf(a*,y") =0 @
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Ejemplo: Maximizacién de Beneficios

Sea Y = F(K, L) una funcién de produccién, con

o K: Capital
e L: Trabajo ("Load")
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Ejemplo: Maximizacién de Beneficios

Sea Y = F(K, L) una funcién de produccién, con
o K: Capital
e L: Trabajo ("Load")

Definamos
@ p: Precio por unidad de output.
o 7: Costo por unidad de capital.

e w: Precio (tasa salarial) por unidad de trabajo.
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Ejemplo: Maximizacién de Beneficios
Sea Y = F(K, L) una funcién de produccién, con

o K: Capital
e L: Trabajo ("Load")

Definamos

@ p: Precio por unidad de output.
o 7: Costo por unidad de capital.

e w: Precio (tasa salarial) por unidad de trabajo.

Funcién Objetivo: Beneficio (aquella que interesa hacer éptima)

m(K,L)=pF(K,L) —rK —wL
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itz S [Nl
Ejemplo: Maximizacién de Beneficios
Sea Y = F(K, L) una funcién de produccién, con

o K: Capital
e L: Trabajo ("Load")

Definamos

@ p: Precio por unidad de output.
o 7: Costo por unidad de capital.

e w: Precio (tasa salarial) por unidad de trabajo.

Funcién Objetivo: Beneficio (aquella que interesa hacer éptima)
m(K,L)=pF(K,L) —rK —wL
Deseamos encontrar los valores (K*, L*) que maximizan los beneficios.
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Ejemplo: Solucién

Condiciones de primer orden

pOxF (K*, L") =r pOLF (K*, L") =w
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Optimizacién Sin Restricciones
Ejemplo: Solucién
Condiciones de primer orden
pOxF (K*, L") =r pOLF (K*, L") =w
Interpretacion
e OxF (K*, L*): crecimiento de la produccién al incrementar el capital.

@ pOx F (K*,L*): aumento en los ingresos por una unidad extra de
capital.

@ 7: aumento en el costo por un aumento unitario de capital.

OLF (K*, L*): crecimiento de la produccién al incrementar el trabajo.

pOrF (K*, L*): aumento en los ingresos por una unidad extra de
trabajo.

@ w: aumento en el costo por un aumento unitario de trabajo.

Propiedad del éptimo: el ingreso extra generado por un aumento en una
unidad de capital o trabajo se compensa con el costo generado por dicho

aumento (costo marginal del factor = ingreso marginal del factor).
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Maximo-Minimo Global sobre Compactos

Teorema de los Valores Extremos (Weierstrass)

Sea f una funcién continua definida sobre un conjunto compacto
S C R™. Entonces f alcanza su maximo y su minimo globales en S.
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Maximo-Minimo Global sobre Compactos

Teorema de los Valores Extremos (Weierstrass)

Sea f una funcién continua definida sobre un conjunto compacto
S C R™. Entonces f alcanza su maximo y su minimo globales en S.

Observaciones:

o El teorema garantiza la existencia de los puntos extremos.
@ Los puntos extremos podrian ser tanto interiores como frontera.
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Maximo-Minimo Global sobre Compactos

Teorema de los Valores Extremos (Weierstrass)

Sea f una funcién continua definida sobre un conjunto compacto
S C R™. Entonces f alcanza su maximo y su minimo globales en S.

Observaciones:

o El teorema garantiza la existencia de los puntos extremos.

@ Los puntos extremos podrian ser tanto interiores como frontera.
Algoritmo de optimizacién de una funcién diferenciable f definida en un
compacto S:

@ Encuentre el conjunto de puntos estacionarios

{(z,y) € S|V f(z,y) = 0}.

@ Hallar los puntos extremos en la frontera de S.

@ Calcular los valores de f para todos los puntos hallados en los dos
items anteriores.

e El mayor (menor) de los valores obtenidos es el valor maximo
(minimo) global de f en S.
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Ejemplo:

Sea §:={(z,y) |1 <2 <2,0<y<az—1}yh(z,y) =2°y(z -y — 1)
definida sobre S. Pruebe que h tiene 6ptimos globales en .S y hallelos.
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Ejemplo:

Sea §:={(z,y) |1 <2 <2,0<y<az—1}yh(z,y) =2°y(z -y — 1)
definida sobre S. Pruebe que h tiene 6ptimos globales en .S y hallelos.

Solucidn: Note que S es un compacto como lo muestra la siguiente figura:

Por el teorema de Weierstrass, h alcanza el minimo y el maximo en S.
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Ejemplo:

Puntos Estacionarios: Como Vh! = (zy(3z — 2y — 2),2%(z — 2y — 1))
tenemos los siguientes puntos estacionarios:

e Siz=0,Vh=0. (0,y), y € R, son puntos estacionarios.

@ Siy =0 entonces x —1 = 0. (1,0) es un punto estacionario.

o Sixz #0yy+#0, entonces

3r—2y—2=0 (3 -2 2> <x>
= = =
r—2y—1=0 I -2 |1 y

De todos estos puntos, el tinico que pertenece a S es (1,0), y h(1,0)

(S
o ~——
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Cppifersitin Sin Resiiasiones
Ejemplo:
Puntos Estacionarios: Como Vh! = (zy(3z — 2y — 2),2%(z — 2y — 1))
tenemos los siguientes puntos estacionarios:
e Siz=0,Vh=0. (0,y), y € R, son puntos estacionarios.

@ Siy =0 entonces x —1 = 0. (1,0) es un punto estacionario.
o Sixz #0yy+#0, entonces

3z —2y—2=0 (3 -2 2>
= =

r—2y—1=0 1 -2 1 1

4
De todos estos puntos, el tinico que pertenece a S es (1,0), y h(1,0) = 0.

Optimos Linea y = 0,1 < = < 2: f(z) := h(x,0) = 0 (constante).
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Cppifersitin Sin Resiiasiones
Ejemplo:
Puntos Estacionarios: Como Vh! = (zy(3z — 2y — 2),2%(z — 2y — 1))
tenemos los siguientes puntos estacionarios:
e Siz=0,Vh=0. (0,y), y € R, son puntos estacionarios.

@ Siy =0 entonces x —1 = 0. (1,0) es un punto estacionario.
o Sixz #0yy+#0, entonces

3z —2y—2=0 (3 -2 2>
= =

r—2y—1=0 1 -2 1 1

4
De todos estos puntos, el tinico que pertenece a S es (1,0), y h(1,0) = 0.

)
Optimos Linea y = 0,1 < = < 2: f(z) := h(x,0) = 0 (constante).
Optimos Linea z = 2,0 < y < 1 g( ):=h(2,y) =4y(1l —y).

W(y) =4—8y =0, entonces y = 3. Claramente (2,3) € Sy h(2,3) = 1.
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Cppifersitin Sin Resiiasiones
Ejemplo:
Puntos Estacionarios: Como Vh! = (zy(3z — 2y — 2),2%(z — 2y — 1))
tenemos los siguientes puntos estacionarios:
e Siz=0,Vh=0. (0,y), y € R, son puntos estacionarios.

@ Siy =0 entonces x —1 = 0. (1,0) es un punto estacionario.
o Sixz #0yy+#0, entonces

1
3r—2y—2=0 (3 -2 2> <x> 2
= = =
r—2y—1=0 1 =211 y 1
1
De todos estos puntos, el tinico que pertenece a S es (1,0), y h(1,0) =0
Optimos Linea y = 0,1 < = < 2: f(z) := h(x,0) = 0 (constante).
Optimos Linea z = 2,0 < y < 1 g( ) :=h(2,y) =4y(1 —y).
W(y) =4—8y =0, entonces y = 3. Claramente (2,3) € Sy h(2,3) = 1.
Optimos Linea y = = — 1,1 S x < 2: f(x) :=h(x,r—1) =0 (cte).
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Cppifersitin Sin Resiiasiones
Ejemplo:
Puntos Estacionarios: Como Vh! = (zy(3z — 2y — 2),2%(z — 2y — 1))
tenemos los siguientes puntos estacionarios:
e Siz=0,Vh=0. (0,y), y € R, son puntos estacionarios.

@ Siy =0 entonces x —1 = 0. (1,0) es un punto estacionario.
o Sixz #0yy+#0, entonces

1
3z -2y—2=0 (3 -2 2> <x> 2
= = =
r—2y—1=0 1 =211 y 1
1
De todos estos puntos, el tinico que pertenece a S es (1,0), y h(1,0) =0
Optimos Linea y = 0,1 < = < 2: f(z) := h(x,0) = 0 (constante).
Optimos Linea z = 2,0 < y < 1 g( ) :=h(2,y) =4y(1 —y).
W(y) =4—8y =0, entonces y = 3. Claramente (2,3) € Sy h(2,3) = 1.
Optimos Linea y = = — 1,1 S x < 2: f(x) :=h(x,r—1) =0 (cte).
Optimo Vértices (1,0), (2,0), (2,1): h(1,0) = h(2,0) = h(2,1) = 0.
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Optimizacién Sin Restricciones
Ejemplo:
Puntos Estacionarios: Como Vh! = (zy(3z — 2y — 2),2%(z — 2y — 1))
tenemos los siguientes puntos estacionarios:
e Siz=0,Vh=0. (0,y), y € R, son puntos estacionarios.
@ Siy =0 entonces z —1 =0. (1,0) es un punto estacionario.
o Sixz #0yy+#0, entonces
3z —2y—2=0 (3 —2 2>
= =
r—2y—1=0 I =2 1 1
1
De todos estos puntos, el tnico que pertenece a S es (1,0), y h(1,0) = 0.
Optimos Linea y = 0,1 < = < 2: f(z) := h(x,0) = 0 (constante).
Optimos Linea z = 2,0 < y < 1 g( ) :=h(2,y) =4y(1 —y).
W(y) =4—8y =0, entonces y = 3. Claramente (2,3) € Sy h(2,3) = 1.
Optimos Linea y = = — 1,1 S x < 2: f(x) :=h(x,r—1) =0 (cte).
Optimo Vértices (1,0), (2,0), (2,1): h(1,0) = h(2,0) = h(2,1) = 0.
Conclusién: EI méaximo global de h es 1, alcanzado en (2, 3), y el minimo

global es 0, alcanzado en mas de un punto.
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7
PRECAUCION

La condicién de primer orden es necesaria y no suficiente, porque es
posible que un punto estacionario no sea maximo ni minimo.
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PRECAUCION

La condicién de primer orden es necesaria y no suficiente, porque es
posible que un punto estacionario no sea maximo ni minimo.

Definicién
Si ¢ es un punto estacionario de f que no es éptimo (f no alcanza un
méximo ni un minimo en ¢ ), entonces ¢ se llama “punto de silla".

Figura: Ejemplo de punto de silla
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Qe Siln ResiiEsens
Ejemplo
Verifiquemos que (0,0) es un punto de silla de
2 _ 2
fla,y) =" —y"
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Qe Siln ResiiEsens
Ejemplo
Verifiquemos que (0,0) es un punto de silla de

fla,y) =2 =y,
Punto Estacionario: Calculando el gradiente

vien=(%)-() = ()

Claramente, (0,0) es un punto estacionario de f.

()
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Optimizacién Sin Restricciones
Ejemplo
Verifiquemos que (0,0) es un punto de silla de
fla,y) =2 -y
Punto Estacionario: Calculando el gradiente
2z 0 x 0
e =(5,)-() = ()-6)

Claramente, (0,0) es un punto estacionario de f.

No es Minimo: Como g(y) := f(0,3) = —y? es una cuadratica céncava,
que alcanza un méximo en y = 0, entonces el punto (0,0) es un maximo
en la trayectoria (0,y), por lo que no puede ser un minimo local ni global.
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Qe Siln ResiiEsens
Ejemplo
Verifiquemos que (0,0) es un punto de silla de

fla,y) =2 =y,
Punto Estacionario: Calculando el gradiente

vien=(5)=0) = ()-=0)

Claramente, (0,0) es un punto estacionario de f.

No es Minimo: Como g(y) := f(0,3) = —y? es una cuadratica céncava,
que alcanza un méximo en y = 0, entonces el punto (0,0) es un maximo
en la trayectoria (0,y), por lo que no puede ser un minimo local ni global.
No es Maximo: Como h(x) := f(z,0) = 22 es una cuadritica convexa,
la cual alcanza un minimo en = = 0, entonces el punto (0,0) es un minimo
en la trayectoria (x,0), por lo que no puede ser un maximo local ni global.
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Qe Siln ResiiEsens
Ejemplo
Verifiquemos que (0,0) es un punto de silla de

fla,y) =2 =y,
Punto Estacionario: Calculando el gradiente

vien=(5)=0) = ()-=0)

Claramente, (0,0) es un punto estacionario de f.

No es Minimo: Como g(y) := f(0,3) = —y? es una cuadratica céncava,
que alcanza un méximo en y = 0, entonces el punto (0,0) es un maximo
en la trayectoria (0,y), por lo que no puede ser un minimo local ni global.
No es Maximo: Como h(x) := f(z,0) = 22 es una cuadritica convexa,
la cual alcanza un minimo en = = 0, entonces el punto (0,0) es un minimo
en la trayectoria (x,0), por lo que no puede ser un maximo local ni global.
Conclusioén: El punto (0,0) es estacionario y para cualquier bola B.(0,0)
existen puntos |z| < ey |y| <€, con f(0,y) < f(0,0) < f(x,0), es decir,

(0,0) no es ni un maximo ni un minimo, es un punto de silla.
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Cppifersitin Sin Resiiasiones
Condicién Suficiente para Maximos-Minimos en R”
Condicién de Segundo Orden para Méaximo-Minimo Global en R™
Sea f(x) € C*(S), con S convexo, y =* un punto estacionario. f(x*) es:
(a) un maximo global si f es cdéncava, i.e., V & € S se cumple
(—1)"Ap(x) >0, r=1,...,n.

(b) un minimo global si f es convexa, i.e., V & € S se cumple
Ap(x)>0,7r=1,...,n.
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Condicién Suficiente para Maximos-Minimos en R”

Condicién de Segundo Orden para Méaximo-Minimo Global en R™
Sea f(x) € C*(S), con S convexo, y =* un punto estacionario. f(x*) es:
(a) un maximo global si f es cdéncava, i.e., V & € S se cumple
(—1)"Ap(x) >0, r=1,...,n.
(b) un minimo global si f es convexa, i.e., V & € S se cumple
Ap(x)>0,7r=1,...,n.

Condicién de Segundo Orden para Maximo-Minimo Local en R”
Sea f(x) € C*(9), y sea * un punto estacionario de f en S.

(a) f(x*) es un maximo local si f es estrictamente cdncava, i.e.,

(=1)"Dp(x*) >0, r=1,...,n.
(b) f(x*) es un minimo local si f es estrictamente convexa, i.e.,
Dy(z*)>0,r=1,...,n.
(c) * es un punto de silla de f si Dy (x*) # 0 y ninguna de las
condiciones anteriores ((a),(b)) se cumplen.

(d) No se puede concluir si Dy, (x*) = 0.

v
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Ejemplo:

Encuentre y clasifique los puntos estacionarios de las siguientes funciones:
(@) flz,y,2) = 22 4+ 29> + 322 + 2wy + 222.
(b) f(x1, 22,73, 24) = 20w2 +4823 + 624 + 8172 — 47 — 12x§ —z%—4a3.
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Ejemplo:

Encuentre y clasifique los puntos estacionarios de las siguientes funciones:
(@) f(z,y,2) = 22 + 2y% 4 322 + 22y + 2x2.
(b) f(x1, 22,73, 24) = 20w2 +4823 + 624 + 8172 — 47 — 12x§ —z%—4a3.

Solucién (a): Encontrando el gradiente,

2 4+ 2y + 2z 0 T 0
Vilx,y,z)= 2z + 4y =10 = y| =10
2z + 6z 0 z 0
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Ejemplo:

Encuentre y clasifique los puntos estacionarios de las siguientes funciones:
(@) f(z,y,2) = 22 + 2y% 4 322 + 22y + 2x2.

(b) f(x1,x2,23,24) = 20x2+48x3+6x4+8;v1m2—4m%—12x§—$i—4x§.

Solucién (a): Encontrando el gradiente,

2 4+ 2y + 2z 0 T 0
Vi(r,y,2)= 2z + 4y =10] = [y]=|0
2x + 62z 0 z 0

Por otra parte, para todo (x,%,2) € R3, la Hessiana es

2 2
Hi=(2 4 0] = Di=2>0, D= =4>0,yD3=8>0.
2 0 6 2 4

Entonces, f es estrictamente convexa en R3.
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Ejemplo:

Encuentre y clasifique los puntos estacionarios de las siguientes funciones:
(@) f(z,y,2) = 22 + 2y% 4 322 + 22y + 2x2.

(b) f(x1,x2,23,24) = 20x2+48x3+6x4+8;v1m2—4m%—12x§—$i—4x§.

Solucién (a): Encontrando el gradiente,

2 4+ 2y + 2z 0 T 0
Vi(r,y,2)= 2z + 4y =10] = [y]=|0
2x + 62z 0 z 0

Por otra parte, para todo (x,%,2) € R3, la Hessiana es

2 2
Hi=(2 4 0] = Di=2>0, D= =4>0,yD3=8>0.
2 0 6 2 4

Entonces, f es estrictamente convexa en R3.

En particular, f es convexa, y por ende f(0,0,0) = 0 es un minimo global.
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Ejemplo: Solucién (b)

8xy — 811 0 5
| 20+8z —1223| [0 - B R
Vi(x)= 48 — 2 0 = x3=2, 14=3, x1 =Ty =
6 — 224 0 -1

Los puntos estacionarios son @* = (—1,—1,2,3) y * = (3,3,2,3).
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Ejemplo: Solucién (b)

8:132 — 8:1:1
| 20 + 8z — 1223
Vi) = 48 — 24as
6 — 214
Los puntos estacionarios son @* = (—1,—1,2,3) y * = (3,3,2,3).
Por otra parte, la Hessiana es

wlot

= 563:2, .1‘4:3, T1 =29 =

o O O O

8 8 0 0 Dy(x) =
_ Do(x) = 64(3x2 — 1
Hy(x) = 8 2wy, 0 0| _ 2(x) ( T2 — 1),
0 0 —24 0 D3(x) = —1536(3z2 — 1),
00 0 -2 Dy(z) = 3072(3z5 — 1)
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Ejemplo: Solucién (b)

8xy — 811 0 5
| 20+8z —1223| [0 - B R
Vi(x)= 48 — 2 0 = x3=2, 14=3, x1 =Ty =
6 — 224 0 -1
Los puntos estacionarios son @* = (—1,—1,2,3) y * = (3,3,2,3).
Por otra parte, la Hessiana es
-8 8 0 0 Di(z) =
- D 64(3z2 — 1
Hy(x) = 8 2z 0 0| _  )Do(x)= ( zy — 1),
0 0 -24 0 Ds(x) = —1536(3z5 — 1),
00 0 -2 Dy(z) = 3072(3z5 — 1)
= (—1,—1,2,3) : Como Dy(x*) = (—1)2Dy(z*) = —256 < 0y
( *) = —12288 # 0, se concluye que este es un punto de silla.
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Ejemplo: Solucién (b)

8:62 — 8:1:1
| 20 + 8z — 1223
Vi) = 48 — 24as
6 — 214
Los puntos estacionarios son @* = (—1,—1,2,3) y * = (3,3,2,3).
Por otra parte, la Hessiana es

wlot

= 563:2, .1‘4:3, T1 =29 =

o O O O

-8 8 0 0 Di(z) =
_ D 64(322 — 1
Hy(x) = 8 2wy, 0 0| _ o(T) = ( T2 — 1),
0 0 —24 0 D3(x) = —1536(3z2 — 1),
0 0 0 -2 Da(z) = 3072(3z2 — 1)

= (—1,—1,2,3) : Como Dy(x*) = (—1)2Do(z*) = —256 < 0 y
( *) = —12288 # 0, se concluye que este es un punto de silla.
:(g 2,3) : (—1)'Dy(x*) =8> 0, (—1)*Dy(x*) = 256 > 0,
1)3D3(x ) = 6144 > 0, y (—1)*Dy(x*) = 12288 > 0, se concluye
ntonces que f(x*) = 82,93 es un maximo local.

(=
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Condicién Suficiente para Maximo-Minimo Global en R?

Condicién de Segundo Orden para Maximo-Minimo Global en R?
Sea f(x,y) una funcién con derivadas parciacles continuas de primer y
segundo orden en un dominio convexo S, y sea (z*,y*) un punto interior
de S que es punto estacionario de f. f(x*,y*) es:
(a) un maximo global si f es céncava, i.e., V (z,y) € S se cumple
© Ouaf(z,y) <0,
° yyf(x7y) <0,
2
° zxf(xvy)ayyf(mvy) - (azyf(xvy)) > 0.
(b) un minimo global si f es convexa, i.e., V (x,y) € S se cumple
o Opaf(z,y) >0,
e yyf(xa y) >0,
2
o Duaf(@,9)0yy f(w,y) — (Duyf(z,y))” 2 0.
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Condicién Suficiente para Maximo-Minimo Global en R?

Condicién de Segundo Orden para Maximo-Minimo Global en R?
Sea f(x,y) una funcién con derivadas parciacles continuas de primer y
segundo orden en un dominio convexo S, y sea (z*,y*) un punto interior
de S que es punto estacionario de f. f(x*,y*) es:
(a) un maximo global si f es céncava, i.e., V (z,y) € S se cumple
© Ouaf(z,y) <0,
° yyf(x7y) <0,
2
° zxf(xvy)ayyf(xvy) - (azyf(xvy)) > 0.
(b) un minimo global si f es convexa, i.e., V (x,y) € S se cumple
o Opaf(z,y) >0,
e yyf(xay) >0,
2
o Duaf(,9)0yy f (2,y) = (Ouyf(z,y))" > 0.

Nota: Observe que se requiere que el conjunto S sea convexo y que las

segundas derivadas de la funcién f cumplan las desigualdades en todo S.
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itz S [Nl
Ejemplo 1
Los beneficios anuales (en millones de délares) de una empresa estén

dados por
P(z,y) = —2? — y* + 222 + 18y — 102

donde x es la cantidad invertida en investigacién (en millones de délares) e
y es el gasto publicitario (también en millones de ddlares).

@ Hallar los beneficios cuando z = 10, y = 8 y cuando = = 12, y = 10.
@ Hallar los valores de x e y que podrian maximizar los beneficios.

@ Verifique si dichos valores de x e y maximizan (globalmente) los
beneficios.

@ Cudl es el beneficio maximo posible?
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Qe Siln ResiiEsens
Ejemplo 1: Solucién
© Evaluamos los puntos (10,8) y (12,10) en la funcién P.

o P(10,8) = —10> — 82+ 2210+ 18-8 — 102 = 98
o P(12,10) = —122 — 102 +22- 12+ 18- 10 — 102 = 98

Viquez (UCR) Optimizacién

Verano 2022
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Ejemplo 1: Solucién

© Evaluamos los puntos (10,8) y (12,10) en la funcién P.
o P(10,8) = —10> — 82 +22-10+ 18 -8 — 102 = 98
o P(12,10) = —122 — 102 4+22- 12+ 18 - 10 — 102 = 98
@ Calculamos el gradiente (y los puntos estacionarios)

VP(z,y) = (:Zgif:) - <8>

De aqui deducimos que (x,y) = (11,9) es el tnico punto estacionario.
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Qe Siln ResiiEsens
Ejemplo 1: Solucién
© Evaluamos los puntos (10,8) y (12,10) en la funcién P.
o P(10,8) = —10% — 82 +22- 10+ 18 - 8 — 102 = 98

o P(12,10) = —122 — 102 4+22- 12+ 18 - 10 — 102 = 98
@ Calculamos el gradiente (y los puntos estacionarios)

oren=(%15)- ()
De aqui deducimos que (x,y) = (11,9) es el tnico punto estacionario.
© Note que para todo (z,y) € R? se cumple que
OpaP(z,y) = =2 <0, OyyP(x,y) = -2 <0,
y
Oua P(2,9)Oyy P2, y) — (0y P(,7))" = (=2) - (-2) = 0 =4 > 0.

Por el teorema anterior, P(11,9) es un maximo global de P.
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Ejemplo 1: Solucién

© Evaluamos los puntos (10,8) y (12,10) en la funcién P.
o P(10,8) = —10> — 82 +22-10+ 18 -8 — 102 = 98
o P(12,10) = —122 — 102 4+22- 12+ 18 - 10 — 102 = 98
@ Calculamos el gradiente (y los puntos estacionarios)

oren=(%15)- ()
De aqui deducimos que (x,y) = (11,9) es el tnico punto estacionario.
© Note que para todo (z,y) € R? se cumple que
OpaP(z,y) = =2 <0, OyyP(x,y) = -2 <0,
y
Oua P(2,9)Oyy P2, y) — (0y P(,7))" = (=2) - (-2) = 0 =4 > 0.
Por el teorema anterior, P(11,9) es un maximo global de P.

© Finalmente, P(11,9) = 100 es el beneficio maximo posible.
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Ejemplo 2

Hallar el minimo de z? 4+ y? 4 22 cuando se exige que 42 + 2y — z = 5.
(Interpretacién: Punto del plano 4z + 2y — z = 5 mds cerca del origen.)
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Ejemplo 2

Hallar el minimo de z? 4+ y? 4 22 cuando se exige que 42 + 2y — z = 5.
(Interpretacién: Punto del plano 4z + 2y — z = 5 mds cerca del origen.)

Solucion: De la restriccién tenemos que z = 4x + 2y — 5. Entonces
f(z,y) = 2> +y* + (4z + 2y — 5)%
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Ejemplo 2

Hallar el minimo de z? 4+ y? 4 22 cuando se exige que 42 + 2y — z = 5.
(Interpretacién: Punto del plano 4z + 2y — z = 5 mds cerca del origen.)

Solucion: De la restriccién tenemos que z = 4x + 2y — 5. Entonces
f(z,y) = 2> +y* + (4z + 2y — 5)%

El gradiente seria Vf(z,y)" = (34x + 16y — 40, 162 + 10y — 20).
Resolviendo el sistema de ecuaciones

20
34z + 16y _ (40 z\ [*#
16z + 10y )  \20 y) |\ 1o

21

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 67 / 125



Ejemplo 2

Hallar el minimo de z? 4+ y? 4 22 cuando se exige que 42 + 2y — z = 5.
(Interpretacién: Punto del plano 4z + 2y — z = 5 mds cerca del origen.)

Solucion: De la restriccién tenemos que z = 4x + 2y — 5. Entonces
f(z,y) = 2> +y* + (4z + 2y — 5)%

El gradiente seria Vf(z,y)" = (34x + 16y — 40, 162 + 10y — 20).
Resolviendo el sistema de ecuaciones

34r +16y\ _ (40
16z + 10y )  \20
Note que V (z,y) € R?, 0., =34>0, Oyyf(z,y) =10> 0,y
Oza f(2,9) yyf(z:,y)f(axy (m )2—34 10 — 162 = 84 > 0.
20

El dnico punto estacionario (2—1, %) es un 6ptimo (minimo) global.

20

B

21

[y
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Ejemplo 2

Hallar el minimo de z? 4+ y? 4 22 cuando se exige que 42 + 2y — z = 5.
(Interpretacién: Punto del plano 4z + 2y — z = 5 mds cerca del origen.)

Solucion: De la restriccién tenemos que z = 4x + 2y — 5. Entonces
f(z,y) = 2> +y* + (4z + 2y — 5)%

El gradiente seria Vf(z,y)" = (34x + 16y — 40, 162 + 10y — 20).
Resolviendo el sistema de ecuaciones

34r +16y\ _ (40
16z + 10y )  \20
Note que V (z,y) € R?, Opf(z,y) =34 > 0, Oy f(z,y) =10>0, y

2
O f(2,Y)0yy f(z,y) — (8xy (x,y ) =34-10—-16%2=84 > 0.
El dnico punto estacionario (3—(1), %) es un 6ptimo (minimo) global.

20

B

21

[y

El punto es (z,y,2) = (2,0

219 2y el miimo global es f (2, 10) = 2

21021/ — 21°
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Condicién Suficiente para Maximo-Minimo Local en R?

Condicién de Segundo Orden para Maximo-Minimo Local en R?
Sea f(x,y) una funcién con derivadas parciacles continuas de primer y

segundo orden en un dominio S, y sea (z*,y*) un punto interior de S que
es punto estacionario de f.

(a) f(z*,y*) es un méximo local si f es estrictamente céncava, i.e.,
o O f(z*,y*) <0,
0 Duaf (@ y" )y f (2, y") = (9uy f(2",y"))" > 0.
(b) f(z*,y*) es un minimo local si f es estrictamente convexa, i.e.,
o Ouaf(x*,y") >0,
o Ouaf (@ y" )0y f (2%, y") = (Ouy S (2,57))" > 0.
(c) (x*,y*) es un punto de silla de f si )
O f (2, y")Dyy F(2", y") — (Buy f(2*,57)) <0
(d) No se puede concluir (puede ser mdx, min, o pto de silla) si

Do f (2%, 5 )y (27, y") — (Buy f (¥, ) = 0,

v
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Optimizacién Sin Restricciones
Ejemplo
Sea la funcién f(z,y) = 2% + 22y + 2y? definida para todo (z,v).

@ Calcule las derivadas parciales de primer y segundo orden de f.

@ Encuentre los puntos estacionarios y clasifiquelos.
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Ejemplo

Sea la funcién f(z,y) = 2% + 22y + 2y? definida para todo (z,v).
@ Calcule las derivadas parciales de primer y segundo orden de f.
@ Encuentre los puntos estacionarios y clasifiquelos.

Solucién: El gradiente es V f(x,y) = (22 + 232, 4(z + 1)y). Verificamos
que Opz f(x,y) = 2, Oyy f(2,y) = 4(z + 1), y 0oy f (2, y) = 4y.
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Ejemplo

Sea la funcién f(z,y) = 2% + 22y + 2y? definida para todo (z,v).

@ Calcule las derivadas parciales de primer y segundo orden de f.

@ Encuentre los puntos estacionarios y clasifiquelos.
Solucién: El gradiente es V f(x,y) = (22 + 232, 4(z + 1)y). Verificamos
que Oy f(x,y) =2, Oyy f(x,y) =4(x + 1), y Oy f(z,y) = 4y.

e Note que 0y f(z,y) =4(xr+ 1)y =0solosiz =—-10oy=0.
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Ejemplo

Sea la funcién f(z,y) = 2% + 22y + 2y? definida para todo (z,v).

@ Calcule las derivadas parciales de primer y segundo orden de f.

@ Encuentre los puntos estacionarios y clasifiquelos.
Solucién: El gradiente es V f(x,y) = (22 + 232, 4(z + 1)y). Verificamos
que Oue f(2,y) = 2, Oyyf(2,y) = 4z + 1), y Ouy f (2, y) = 4y.

e Note que 0y f(z,y) =4(xr+ 1)y =0solosiz =—-10oy=0.

o Siz=-1:0,f(—1,9) = =2+ 2y> = 0, lo que implica que y = +1.
Los puntos estacionarios de este caso son (—1,—1) y (—1,1).
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Ejemplo

Sea la funcién f(z,y) = 2% + 22y + 2y? definida para todo (z,v).
@ Calcule las derivadas parciales de primer y segundo orden de f.
@ Encuentre los puntos estacionarios y clasifiquelos.

Solucién: El gradiente es V f(x,y) = (22 + 232, 4(z + 1)y). Verificamos
que Oye f(2,y) =2, Oyy f(z,y) = 4z + 1), y Opy f(2,y) = 4y.
e Note que 0y f(z,y) =4(xr+ 1)y =0solosiz =—-10oy=0.

o Siz=-1:0,f(—1,9) = =2+ 2y> = 0, lo que implica que y = +1.
Los puntos estacionarios de este caso son (—1,—1) y (—1,1).
e Siy=0:9,f(x,0) =22 =0.(0,0) es un punto estacionario de f.
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Ejemplo

Sea la funcién f(z,y) = 2% + 22y + 2y? definida para todo (z,v).
@ Calcule las derivadas parciales de primer y segundo orden de f.
@ Encuentre los puntos estacionarios y clasifiquelos.

Solucién: El gradiente es V f(x,y) = (22 + 232, 4(z + 1)y). Verificamos
que azzf(xay) =2, 6yyf($7y) = 4('7; + 1)' y 833yf<$7y) = 4y'
e Note que 0y f(z,y) =4(xr+ 1)y =0solosiz =—-10oy=0.
o Siz=-1:0,f(—1,9) = =2+ 2y> = 0, lo que implica que y = +1.
Los puntos estacionarios de este caso son (—1,—1) y (—1,1).
e Siy=0:9,f(x,0) =22 =0.(0,0) es un punto estacionario de f.
Finalmente, para clasificarlos:
o (—1,—1):

Dua f(=1,=1)0y, f (=1, 1) — (Ouy f(—1, —1))2 = —16 < 0, por lo que
es un punto de silla.
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Ejemplo

Sea la funcién f(z,y) = 2% + 22y + 2y? definida para todo (z,v).
@ Calcule las derivadas parciales de primer y segundo orden de f.
@ Encuentre los puntos estacionarios y clasifiquelos.

Solucién: El gradiente es V f(x,y) = (22 + 232, 4(z + 1)y). Verificamos
que azzf(xay) =2, 6yyf($7y) = 4('7; + 1)' y 833yf<$7y) = 4y'
e Note que 0y f(z,y) =4(xr+ 1)y =0solosiz =—-10oy=0.
o Siz=-1:0,f(—1,9) = =2+ 2y> = 0, lo que implica que y = +1.
Los puntos estacionarios de este caso son (—1,—1) y (—1,1).
e Siy=0:9,f(x,0) =22 =0.(0,0) es un punto estacionario de f.
Finalmente, para clasificarlos:
o (—1,—1):
Dua f(=1,=1)0y, f (=1, 1) — (Ouy f(—1, —1))2 = —16 < 0, por lo que
es un punto de silla.

o (=1,1): Dup f(—1, 1)y, f(—1,1) = (Bpy f(—1,1))* = =16 < 0, por lo

que es un punto de silla.
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Ejemplo

Sea la funcién f(z,y) = 2% + 22y + 2y? definida para todo (z,v).
@ Calcule las derivadas parciales de primer y segundo orden de f.
@ Encuentre los puntos estacionarios y clasifiquelos.

Solucién: El gradiente es V f(x,y) = (22 + 232, 4(z + 1)y). Verificamos
que azzf(xay) =2, 6yyf($7y) = 4('7; + 1)' y 833yf<$7y) = 4y'
e Note que 0y f(z,y) =4(xr+ 1)y =0solosiz =—-10oy=0.
o Siz=-1:0,f(—1,9) = =2+ 2y> = 0, lo que implica que y = +1.
Los puntos estacionarios de este caso son (—1,—1) y (—1,1).
e Siy=0:9,f(x,0) =22 =0.(0,0) es un punto estacionario de f.
Finalmente, para clasificarlos:
o (—1,—1):

Dua f(=1,=1)0y, f (=1, 1) — (Ouy f(—1, —1))2 = —16 < 0, por lo que
es un punto de silla.

o (=1,1): Dup f(—1, 1)y, f(—1,1) = (Bpy f(—1,1))* = =16 < 0, por lo
que es un punto de silla.
@ (0,0): 050 £(0,0)8y, f(0,0) — (8uy £ (O 0)) =8> 0. Como

022 f(0,0) = 2 > 0, sabemos que f(0, O) = 0 es un minimo local.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 69 / 125



Resumen del Procedimiento

© Condiciones de Primer Orden: Se plantea el gradiende de f y se
iguala a cero, i.e., Vf=0.

Se encuentran todos los puntos «* que satisfacen esta igualdad.
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© Condiciones de Primer Orden: Se plantea el gradiende de f y se
iguala a cero, i.e., Vf=0.

Se encuentran todos los puntos «* que satisfacen esta igualdad.

@ Condiciones de Segundo Orden: Primero se calcula la matriz
Hessiana H . Aqui hay dos opciones, si el éptimo es global o local.
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Resumen del Procedimiento

© Condiciones de Primer Orden: Se plantea el gradiende de f y se
iguala a cero, i.e., Vf=0.

Se encuentran todos los puntos «* que satisfacen esta igualdad.

@ Condiciones de Segundo Orden: Primero se calcula la matriz
Hessiana H . Aqui hay dos opciones, si el éptimo es global o local.
e Si f es estrictamente convexa/céncava: Se verifican los menores
principales dominantes D,. en todo el dominio, para verificar si f es
estrictamente convexa/céncava, lo que implica que es
convexa/céncava, y el éptimo encontrado es minimo/maximo global.
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Resumen del Procedimiento

© Condiciones de Primer Orden: Se plantea el gradiende de f y se
iguala a cero, i.e., Vf=0.

Se encuentran todos los puntos «* que satisfacen esta igualdad.

@ Condiciones de Segundo Orden: Primero se calcula la matriz
Hessiana H . Aqui hay dos opciones, si el éptimo es global o local.
e Si f es estrictamente convexa/céncava: Se verifican los menores
principales dominantes D,. en todo el dominio, para verificar si f es
estrictamente convexa/céncava, lo que implica que es
convexa/céncava, y el éptimo encontrado es minimo/maximo global.

o Si f es convexa/céncava: Se verifican los menores principales
arbitrarios A, en todo el dominio, para verificar si f es
convexa/céncava, y el éptimo encontrado es minimo/maximo global.
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Resumen del Procedimiento

© Condiciones de Primer Orden: Se plantea el gradiende de f y se
iguala a cero, i.e., Vf=0.

Se encuentran todos los puntos «* que satisfacen esta igualdad.

@ Condiciones de Segundo Orden: Primero se calcula la matriz
Hessiana H . Aqui hay dos opciones, si el éptimo es global o local.

e Si f es estrictamente convexa/céncava: Se verifican los menores
principales dominantes D,. en todo el dominio, para verificar si f es
estrictamente convexa/céncava, lo que implica que es
convexa/céncava, y el éptimo encontrado es minimo/maximo global.

o Si f es convexa/céncava: Se verifican los menores principales
arbitrarios A, en todo el dominio, para verificar si f es
convexa/céncava, y el éptimo encontrado es minimo/maximo global.

o Si f no es convexa/céncava: Se verifican los menores principales
dominantes en los puntos encontrados D,.(x*), para verificar si f es
estrictamente convexa/céncava en un vecindario de x*, y el éptimo
encontrado es minimo/maximo local o punto de silla (o si el criterio no
permite decidir).
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Outline

© Optimizacién Con Restricciones
@ Restricciones de Igualdad: Lagrange
@ Restricciones de lgualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Por Qué Utilizar Lagrange?

Considere el problema de maximizacién de utilidad con dos bienes:

méx U(x,y) con p,x + pyy =m.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Por Qué Utilizar Lagrange?
Considere el problema de maximizacién de utilidad con dos bienes:

méx U(x,y) con p,x + pyy =m.

Podriamos reescribirlo al despejar y de la restriccidn, es decir, y = %,
. , . .y . . Yy
obteniendo asi un problema de optimizacién sin restricciones:

méx U(z) :=U (m, W)
Py
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Por Qué Utilizar Lagrange?
Considere el problema de maximizacién de utilidad con dos bienes:

méx U(x,y) con p,x + pyy =m.

Podriamos reescribirlo al despejar y de la restriccidn, es decir, y = %,
. , . .y . . Yy
obteniendo asi un problema de optimizacién sin restricciones:

méx U(z) :=U (m, W)
Py

Pero, qué pasa cuando la restriccién es de la forma z In(z) 4+ ye¥ = m?
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Por Qué Utilizar Lagrange?
Considere el problema de maximizacién de utilidad con dos bienes:

méx U(x,y) con p,x + pyy =m.

Podriamos reescribirlo al despejar y de la restriccidn, es decir, y = %,
. , . .y . . Yy
obteniendo asi un problema de optimizacién sin restricciones:

méx U(z) :=U (m, W)
Py

Pero, qué pasa cuando la restriccién es de la forma z In(z) 4+ ye¥ = m?

No podemos (algebraicamente) despejar x o y, por lo que se torna
complicado reescribir el problema a uno de optimizacién sin restricciones.
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Por Qué Utilizar Lagrange?

Considere el problema de maximizacién de utilidad con dos bienes:

méx U(x,y) con p,x + pyy =m.

M—pzT

Podriamos reescribirlo al despejar y de la restriccién, es decir, y = ot
Y

obteniendo asi un problema de optimizacién sin restricciones:

méx U(z) :=U (m, W)
Py

Pero, qué pasa cuando la restriccién es de la forma z In(z) 4+ ye¥ = m?

No podemos (algebraicamente) despejar x o y, por lo que se torna
complicado reescribir el problema a uno de optimizacién sin restricciones.

La técnica de multiplicadores de Lagrange permite resolver problemas
donde la relacién entre las variables es mas compleja.
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Resarizaiones cb (el Lagaiee
Definicidon del Problema

Considere una funcién objetivo f definida en R™, y m funciones restriccién
g =(g1,...,9m) definidas en R™ (m < n).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Definicion del Problema

Considere una funcién objetivo f definida en R™, y m funciones restriccién
g =(g1,...,9m) definidas en R™ (m < n).

El problema a optimizar se puede escribir de la siguiente forma:

max(min) f(x) sujetaag(x)=c
equivalentemente, g(z1.29, - ,xn) = €1
max(min) f(x1,x2, -+ ,x,) sujeta a

gm(xl-l?, e 7:En) = Cm
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Definicion del Problema
Considere una funcién objetivo f definida en R™, y m funciones restriccién
g=1(91,.-.,9m) definidas en R" (m < n).
El problema a optimizar se puede escribir de la siguiente forma:
max(min) f(x) sujetaag(x)=c
equivalentemente, g(z1.29, - ,xn) = €1
max(min) f(x1,x2, -+ ,x,) sujeta a

gm(xl-l?, e 7:En) = Cm
La funcién G(x) := g(x) — ¢ = 0 define implicitamente a m funciones
h(zpmit,. . xn) = (hl(:an, cos @)y ey b (g1, - - ,:En)) en el
tanto det JG\xl,.A.,xm (CB*) = det Jg|ml,..l,zm (iB*) 75 0.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Definicién del Problema

Considere una funcién objetivo f definida en R™, y m funciones restriccién
g=1(91,.-.,9m) definidas en R" (m < n).

El problema a optimizar se puede escribir de la siguiente forma:

max(min) f(x) sujetaag(x)=c

equivalentemente, g(z1.29, - ,xn) = €1
max(min) f(x1,x2, -+ ,x,) sujeta a
Im (2122, Tp) = Cm
La funcién G(x) := g(x) — ¢ = 0 define implicitamente a m funciones
h(zpmit,. . xn) = (hl(:an, cos @)y ey b (g1, - - ,:En)) en el
tanto
n det JG\xl,.A.,xm ((II*) = det Jg|m1,..l,zm (iB*) 75 0.
A lo largo de la “hiper”-superficie h(zp+1, - .., x,) sabemos que se
cumplen las restricciones g(h(Zm+1, - - -+ Zn), Tmtis - - -, Tn) = ¢, de modo
que se puede reescribir el problema como uno sin restricciones:
max(min) f(Tm41,...,Tn) == f(h(:];m+1, ces T, Tty - - ,:cn).
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Derivacién del Método de Lagrange

Sea & = (Ty41,---,Tyn). Por el teorema de la funcién implicita,

Jn(®) = —J ! (h(®), Z) Jgisr i,z (R(Z), ).

glT1,. s Tm
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Derivacién del Método de Lagrange

Sea & = (Ty41,---,Tyn). Por el teorema de la funcién implicita,

Jn(x) = _‘]gi\;h...,zm (h(%),i) Jglmit,sn (h(z), ). (3)
Six" = (x}, ,...,2;) es un éptimo del problema sin restricciones, es un
punto estacionario (JJ;(:E*) = VfT(:E*) = O). Por la regla de la cadena,

Jf(i*) = Jf|m1,...,xm (h(i*)v 5*)Jh(%*) + Jf|:1:m+1,...,xn (h(i*)v 5*) =0. (4)
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Derivacién del Método de Lagrange

Sea & = (Ty41,---,Tyn). Por el teorema de la funcién implicita,

@) =Tk (B@)E) e 0 (@) ()
Six" = (x}, ,...,2;) es un éptimo del problema sin restricciones, es un
punto estacionario (JJ;(:E*) = VfT(:E*) = O). Por la regla de la cadena,

JJ;(:E*) = Ttz (&), Z7) I (X)) + T30 1, (R(ET), 27) = 0. (4)
Sustituyendo (3) en (4), con * = (h(Z"),x"), obtenemos que

Jf|xm+1,...,xn (CC*) = Jf‘mlv"'axm (w*) Jg_‘il,...,xm (a:*) ngxm+17"'7xn (w*) :
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Derivacién del Método de Lagrange

Sea & = (Ty41,---,Tyn). Por el teorema de la funcién implicita,

Jn(x) = —Jg*‘glc1 o (h(z), ) Jglmit,sn (h(z), ). (3)
Six" = (x}, ,...,2;) es un éptimo del problema sin restricciones, es un
punto estacionario (Jf( ) = VfT(~*) = O). Por la regla de la cadena,

THE) = oo (BE). TV InE) + Sy (R(F),E) = 0. (4
Sustituyendo (3) en (4), con * = (h(Z"),x"), obtenemos que
AT (cc*) = Jlor,om ( )Jg_\xl, Em (CU*)Jg|xm+1,...,xn (w*)
Tomando (A*)T := Jpppy 4 (2 )J_

9‘171, »Tm

Iflemsten(@ ): A Tglair,n®)i Tsiar, @) =N gl @)
es decir, Ji(z*) = (AT Jg(z*) <= Vf(z*) - X", \iVg(z*) =0.

(1: ) obtenemos que
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Derivacién del Método de Lagrange

Sea & = (Ty41,---,Tyn). Por el teorema de la funcién implicita,

Jn(x) = —Jg"glcl . (h(®),Z)J, [Tt 1yeeesn (h(z), ). (3)
Six" = (x}, ,...,2;) es un éptimo del problema sin restricciones, es un
punto estacionario (Jf( ) = VfT(~*) = O). Por la regla de la cadena,

THE) = Tpiar o (R(@) Z) Tn (@) + Tpja, 1, (R(E),27) = 0. (4)
Sustituyendo (3) en (4), con * = (h(Z"),x"), obtenemos que
AT (cc*) = Jfler,a ( )Jg_\xl, Em (x*)Jg|xm+1,...,xn(w*)-
Tomando (A*)T := Jflwrm ( )J_

‘331, »Tm

% \T * VA *
Jf‘xm-‘-lr"vxn(x ):(A ) Jg|wm+1,---,xn( )7 Jf‘xlv"ﬂx’m(x ):(A ) Jg\xl,...,xm(x )
es decir, Ji(z*) = (AT Jg(z*) <= Vf(z*) - X", \iVg(z*) =0.
Como g(z*) = ¢, (A*,x*) es un punto estacionario de la funcién
L\ z) = f(x)-A(g(z)—c) = f(z1,...,Tn) Z)\ Gi(T1, ) —C;).

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 74 / 125

(1: ) obtenemos que



Restricciones de Igualdad: Lagrange
Interpretacién Geométrica del Problema en R?

Como V f(x,y) es la direcciéon de maximo crecimiento en (z,y),
ocupamos que sea ortogonal (direccién de no cambio) a la trayectoria
definida por g(z,y) = ¢ (i.e., Vfi(z*,y*) = )\Vg(x*,y*)).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Interpretacién Geométrica del Problema en R?

Como V f(x,y) es la direcciéon de maximo crecimiento en (z,y)
ocupamos que sea ortogonal (direccién de no cambio) a la trayectoria
definida por g(z,y) = ¢ (i.e., Vf(z*y*) = )\Vg(:v*,y*)).

Buscamos donde la pendiente de la recta tangente a la curva restriccién

—1
(% = _ (aggij)> aggf;”) sea igual a la pendiente de la recta
-1
tangente a una de las curvas de nivel de f (d—y = — (8fé?/’y)) 6%’?3’)).
Sy
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Condicién Necesaria para el Método de Lagrange

. .7 * H
Note que se requirié que det Jg|,, . .. (") # 0. Sin embargo, solo
necesitamos que para algunas m variables se cumpla que

det Jg|gci1 eeesion (x*) # 0.
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Condicién Necesaria para el Método de Lagrange

. .7 * H
Note que se requirié que det Jg|,, . .. (") # 0. Sin embargo, solo
necesitamos que para algunas m variables se cumpla que

det Jg|gci1 eeesion (x*) # 0.

Non-Degenerate Constraint Qualification (NDCQ)

Un punto x* satisface la “Calificacién de Restriccion No-Degenerativa” si

O, 1(x*)  Ozpg1(x*)  -++ Op,q1(x")

. Op192(x*)  Opyg2(x®) -+ Op,g2(a”)
Jg(x™) := . . , .

O gm (™) Orygm(x*) -+ O, gm(T")

tiene rango m, y g(z*) = c.
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Condicién Necesaria para el Método de Lagrange

. .7 * H
Note que se requirié que det Jg|,, . .. (") # 0. Sin embargo, solo
necesitamos que para algunas m variables se cumpla que

det Jg|gci1 eeerin (x*) # 0.

Non-Degenerate Constraint Qualification (NDCQ)

Un punto x* satisface la “Calificacién de Restriccion No-Degenerativa” si

O, 1(x*)  Ozpg1(x*)  -++ Op,q1(x")

. Op192(x*)  Opyg2(x®) -+ Op,g2(a”)
Jg(x™) := . . , .

O gm (™) Orygm(x*) -+ O, gm(T")

tiene rango m, y g(z*) = c.

En el caso de una restriccién g(z1,...,x,) = ¢, se solicita que

Vg(al, - x,) #0.
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Ejemplo
Encuentre los puntos en donde las siguientes restricciones califican
(NDCQ): gi(x,y,2) =22 +y> + 22 =1,
g(x, Y, Z) =
g2(z,y,2) =z +y+2=13.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Ejemplo

Encuentre los puntos en donde las siguientes restricciones califican
(NDCQ): a(wy, ) =2+ P+ 22 =1,

{QQ(x,y,z) =z+y+z=+3.
Solucion: Calculemos el Jacobiano

20 2 2z
Jg<x,y,z>( y )

g(x,y, Z) -

S\ 11
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo
Encuentre los puntos en donde las siguientes restricciones califican
(NDCQ): (2,9,2) = {gl(az,y,z):x2+y2+22:l,
g2 = gz, y,2) =x+y+2z=13.
Solucion: Calculemos el Jacobiano

2 2y 2z
Jg(w7y7z) = <1 1 1)

Buscamos entonces los puntos en donde las filas son linealmente
dependientes,

2z 1 T %
2z 1 z %

con a € R. Como g(z,y, z) = ¢, se debe cumplir que

(a o a) %aQ =1, 2

g —_— — ., — = :> o = —.
27272 Sa =3 V3
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo
Encuentre los puntos en donde las siguientes restricciones califican
(NDCQ): (2,9,2) = {gl(a:,y,z):a:2+y2+22:1,
g2 = gz, y,2) =x+y+2z=13.
Solucion: Calculemos el Jacobiano

2 2y 2z
Jg(w7y7z) = <1 1 1)

Buscamos entonces los puntos en donde las filas son linealmente
dependientes,

2x 1 x %
2yl =af|l = yl=ali
2z 1 z %
con a € R. Como g(z,y, z) = ¢, se debe cumplir que
g(aaa):{EQQZL a2
27272 %a = /3. V3
Se califica la restriccién en todo punto excepto (\}ga \}gv %)
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Contraejemplo 1: J,(x*) No Existe
Considere el problema: méx 2z + 3y sujeta a \/z 4+ /y = 5.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Contraejemplo 1: J,(x*) No Existe
Considere el problema: méx 2z + 3y sujeta a \/z 4+ /y = 5.

Solucién: Vyg(z,y) = (ﬁ, ﬁ) el cual existe en el tanto x 0y
y # 0. En los puntos donde x = 0 o y = 0, no se puede utilizar el teorema
de la funcién inversa, por lo que el método de Lagrange falla.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Contraejemplo 1: J,(x*) No Existe
Considere el problema: méx 2z + 3y sujeta a \/z 4+ /y = 5.

Solucién: Vyg(z,y) = (ﬁ, ﬁ) el cual existe en el tanto x 0y
y # 0. En los puntos donde x = 0 o y = 0, no se puede utilizar el teorema
de la funcién inversa, por lo que el método de Lagrange falla.

El tnico punto estacionario de (A, z,y) = 22+ 3y — A(V/x + /¥y —5) es
(N 2% y*) = (12,9,4) = P = (z"y*) =(9,4).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Contraejemplo 1: J,(x*) No Existe
Considere el problema: méx 2z + 3y sujeta a \/z 4+ /y = 5.

Solucién: Vyg(z,y) = (ﬁ, ﬁ) el cual existe en el tanto x 0y
y # 0. En los puntos donde x = 0 o y = 0, no se puede utilizar el teorema
de la funcién inversa, por lo que el método de Lagrange falla.

El tnico punto estacionario de (A, z,y) = 22+ 3y — A(V/x + /¥y —5) es
(N 2% y*) = (12,9,4) = P = (z"y*) =(9,4).
Sin embargo, el éptimo se alcanza en el punto (0, 25).

Y
(0,254

&I
2z+3y=h\ 22 + 3y = 50
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Resarizaiones cb (el Lagaiee
Contraejemplo 2: J,(x*) No Tiene Rango m

Considere el problema: méx = sujeta a 23 + 3% = 0.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Contraejemplo 2: J,(x*) No Tiene Rango m

Considere el problema: méx = sujeta a 23 + 3% = 0.

Solucién: ¢(0,0) = 0% + 02 = 0. Ademas, Vg(z,y) = (322,2y) = (0,0),
siz=0yy=0, por lo que el punto (0,0) no califica la restriccién.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Contraejemplo 2: J,(x*) No Tiene Rango m

Considere el problema: méx = sujeta a 23 + 3% = 0.

Solucién: ¢(0,0) = 0% + 02 = 0. Ademas, Vg(z,y) = (322,2y) = (0,0),
siz=0yy=0, por lo que el punto (0,0) no califica la restriccién.

Por otra parte, Z(\,z,y) =  — A(z® 4+ 3?) no tiene puntos estacionarios,
por lo que (0,0) no es un candidato con el método de Lagrange.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Contraejemplo 2: J,(x*) No Tiene Rango m

Considere el problema: méx = sujeta a 23 + 3% = 0.

Solucién: ¢(0,0) = 0% + 02 = 0. Ademas, Vg(z,y) = (322,2y) = (0,0),
siz=0yy=0, por lo que el punto (0,0) no califica la restriccién.

Por otra parte, Z(\,z,y) =  — A(z® 4+ 3?) no tiene puntos estacionarios,
por lo que (0,0) no es un candidato con el método de Lagrange.

Sin embargo, (0,0) es un maximo de f(x,y) = x sujeto a g(x,y) = 0.

y
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Condicién Necesaria para Maximo-Minimo

Punto Admisible / Punto Factible
Considere el problema
méax(min) f(x) sujetaag(x)=-c.

*

(5)

Un punto * = (27, ..., ;) se dice “admisible” o “factible” si cumple que

gi(x*) =¢; paratodo i =1,...,m.
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Condicién Necesaria para Maximo-Minimo

Punto Admisible / Punto Factible
Considere el problema

max(min) f(x) sujetaag(x)=-c. (5)
Un punto * = (27, ..., ;) se dice “admisible” o “factible” si cumple que
gi(x*) =¢; paratodo i =1,...,m.

Teorema de Lagrange: Condiciones de Primer Orden

Sea f una funcién continuamente diferenciable en R™ y sean g; funciones
continuamente diferenciables en R™, para i =1,...,m. Asuma que x* es
un punto admisible que resuelve el problema (5). Suponga ademds que x*
es un punto donde se califica la restriccion (NDCQ). Entonces existe un
dnico vector (A*)T = (X1, ... %) tal que (A*,x*) es un punto
estacionario del Lagrangiano

LN ) = f(z)-A(g(z)—c) = f(z1,... ,J;n)—z Ni(gi(z1, .. xn)—ci),
esto es i=1
gxl()‘*ﬂ m*) = 07 s 70%1»%()‘*7 33*) = 07 g)xl()‘*a SL’*) = 07 o 7$)\m(A*7 :B*) = 0.
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo: Maximizacién de Utilidad
Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es

maxU(x1,...,x,) sujeta a pizy+ -+ ppxy =m
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Ejemplo: Maximizacién de Utilidad
Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es
maxU(x1,...,x,) sujeta a pizy+ -+ ppxy =m

Todo punto califica la restriccion (NDCQ), pues Vg = (p1,...,pn) # 0.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Ejemplo: Maximizacién de Utilidad

Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es

maxU(x1,...,x,) sujeta a pizy+ -+ ppxy =m
Todo punto califica la restriccion (NDCQ), pues Vg = (p1,...,pn) # 0.

Lagrangiano: Z(\,x) = U(x1,...,2,) — A(p1x1 + -+ + ppy — m)
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Ejemplo: Maximizacién de Utilidad

Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es

maxU(x1,...,x,) sujeta a pizy+ -+ ppxy =m
Todo punto califica la restriccion (NDCQ), pues Vg = (p1,...,pn) # 0.
Lagrangiano: Z(\,x) = U(x1,...,2,) — A(p1x1 + -+ + ppy — m)
Por el teorema de Lagrange, si existe un punto (z7,...,z}) que maximice
la utilidad gastando m, entonces existe un valor A* tal que

L, (N 2y, xk) = Uy (2], ,2)) — Npi=0; i=1,...,n.
DNy, xk) =m— (pra) + - - + pal) = 0.
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo: Maximizacién de Utilidad
Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es
maxU(x1,...,x,) sujeta a pizy+ -+ ppxy =m
Todo punto califica la restriccion (NDCQ), pues Vg = (p1,...,pn) # 0.
Lagrangiano: Z(\,x) = U(x1,...,x,) — AMp121 + - + ppZy — m)

Por el teorema de Lagrange, si existe un punto (z7,...,z}) que maximice
la utilidad gastando m, entonces existe un valor A* tal que

L, (N 2y, xk) = Uy (2], ,2)) — Npi=0; i=1,...,n.
DNy, xk) =m— (pra) + - - + pal) = 0.

De este modo, las condiciones de primer orden se reducen a

U, (23, ...,a5)  Ug(af,...,27) Ug, (23, s2n)  _ pi
N———

Utilidad por Colén Gastado Tasa Marginal de Sustitucién Precios Relativos
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo: Maximizacién de Utilidad
Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es
maxU(x1,...,x,) sujeta a pizy+ -+ ppxy =m
Todo punto califica la restriccion (NDCQ), pues Vg = (p1,...,pn) # 0.
Lagrangiano: Z(\,x) = U(x1,...,2,) — A(p1x1 + -+ + ppy — m)

Por el teorema de Lagrange, si existe un punto (z7,...,z}) que maximice
la utilidad gastando m, entonces existe un valor A* tal que

L, (N 2y, xk) = Uy (2], ,2)) — Npi=0; i=1,...,n.
DNy, xk) =m— (pra) + - - + pal) = 0.

De este modo, las condiciones de primer orden se reducen a

U, (23, ...,a5)  Ug(af,...,27) Ug, (23, s2n)  _ pi
N———

Utilidad por Colén Gastado Tasa Marginal de Sustitucién Precios Relativos

Propiedad del éptimo: La utilidad (marginal) generada por una unidad
extra del bien relativa a su costo, debe ser igual para todos los bienes.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Maximizacién de Utilidad (Interpretacién Geométrica)

Encontrar la cesta éptima de consumo implica encontrar un punto en el

que la recta presupuestaria sea tangente a una curva de indiferencia.

X2

PiX1+p2Xz2=m

U(xy,x2) = c1
U(xy, X2) = c2

U(X1, %2) = ¢z
X1

Viquez (UCR)

Optimizacién Verano 2022
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

PRECAUCION

Note que el Teorema de Lagrange nos indica que el punto x* que

maximiza f sujeto a g = ¢, es junto al valor A*, un punto estacionario del
Lagrangiano .Z. Esto NO significa que x* sea un éptimo de £ (A", -).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

PRECAUCION

Note que el Teorema de Lagrange nos indica que el punto x* que
maximiza f sujeto a g = ¢, es junto al valor A*, un punto estacionario del
Lagrangiano .Z. Esto NO significa que x* sea un éptimo de £ (A", -).

Considere el problema:

max xy sujetaaz+y=2.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

PRECAUCION

Note que el Teorema de Lagrange nos indica que el punto x* que

maximiza f sujeto a g = ¢, es junto al valor A*, un punto estacionario del
Lagrangiano .Z. Esto NO significa que x* sea un éptimo de £ (A", -).

Considere el problema:

max xy sujetaaz+y=2.

Este se puede reescribir como max x(2 — x) (problema sin restricciones).
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
7/
PRECAUCION

Note que el Teorema de Lagrange nos indica que el punto x* que
maximiza f sujeto a g = ¢, es junto al valor A*, un punto estacionario del
Lagrangiano .Z. Esto NO significa que x* sea un éptimo de £ (A", -).
Considere el problema:

max xy sujetaaz+y=2.

Este se puede reescribir como max x(2 — x) (problema sin restricciones).
Notamos que

fllz)=2-22=0 = a"=

1= (@) =001,
Como f es estrictamente céncava, f(1,1) =1e

s un maximo global!
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
7/
PRECAUCION

Note que el Teorema de Lagrange nos indica que el punto x* que
maximiza f sujeto a g = ¢, es junto al valor A*, un punto estacionario del
Lagrangiano .Z. Esto NO significa que x* sea un éptimo de £ (A", -).
Considere el problema:

max xy sujetaaz+y=2.

Este se puede reescribir como max x(2 — x) (problema sin restricciones).
Notamos que

flz)=2-2r=0 = 2"=1 = (2%¢%)=(1,1).
Como f es estrictamente céncava, f(1,1) = 1 es un maximo global!
Utilizando Lagrange, vemos que Z(\,z,y) =zy — ANz +y—2),y

Le=y—-A=0, LH=2-A=0, ZHh=—(v+y)+2=0,
concluyendo que (\*, z*,y*) = (1,1,1).
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
7/
PRECAUCION

Note que el Teorema de Lagrange nos indica que el punto x* que
maximiza f sujeto a g = ¢, es junto al valor A*, un punto estacionario del
Lagrangiano .Z. Esto NO significa que x* sea un éptimo de £ (A", -).
Considere el problema:

max xy sujetaaz+y=2.

Este se puede reescribir como max x(2 — x) (problema sin restricciones).
Notamos que

flz)=2-2r=0 = 2"=1 = (2%¢%)=(1,1).
Como f es estrictamente céncava, f(1,1) = 1 es un maximo global!
Utilizando Lagrange, vemos que Z(\,z,y) =zy — ANz +y—2),y
Lr=y—-A=0, L=2-A=0, LH=—(r+y)+2=0,
concluyendo que (\*, z*,y*) = (1,1,1).
Sin embargo, (1,1,1) NO es un éptimo de .Z(1,z,y), ya que
£(1,0,2) =0< Z(1,1,1) =1 < 2= 2(1,2,2).
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Condicién Suficiente para Maximo-Minimo Global

Sea (A*,x*) un punto estacionario de .Z. Si para A* fijo, * es un éptimo
global de £ (X", -), entonces es un 6ptimo de f sujeto a g(x) = c.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Condicién Suficiente para Maximo-Minimo Global

Sea (A*,x*) un punto estacionario de .Z. Si para A* fijo, * es un éptimo
global de £ (X", -), entonces es un 6ptimo de f sujeto a g(x) = c.
Condicién de Segundo Orden para Méaximo-Minimo Global en R"

Sean f,g € C1(9), con S convexo, y =* € S un punto estacionario de
Z(X*,+), admisible que satisface NDCQ.

(a) Si Z(X*,-) es concava, entonces f(x*) es un maximo global.

(b) Si Z(A*,-) es convexa, entonces f(x*) es un minimo global.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Condicién Suficiente para Maximo-Minimo Global

Sea (A*,x*) un punto estacionario de .Z. Si para A* fijo, * es un éptimo
global de £ (X", -), entonces es un 6ptimo de f sujeto a g(x) = c.
Condicién de Segundo Orden para Méaximo-Minimo Global en R"

Sean f,g € C1(9), con S convexo, y =* € S un punto estacionario de
Z(X*,+), admisible que satisface NDCQ.

(a) Si Z(X*,-) es concava, entonces f(x*) es un maximo global.

(b) Si Z(A*,-) es convexa, entonces f(x*) es un minimo global.

Observaciones:

o Se exige que la funcién £ (A", ) sea céncava/convexa en todo S.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Condicién Suficiente para Maximo-Minimo Global

Sea (A", x*) un punto estacionario de .Z. Si para A fijo, * es un éptimo
global de £ (X", -), entonces es un 6ptimo de f sujeto a g(x) = c.

Condicién de Segundo Orden para Méaximo-Minimo Global en R"

Sean f,g € C1(9), con S convexo, y =* € S un punto estacionario de
Z(X*,+), admisible que satisface NDCQ.

(a) Si Z(X*,-) es concava, entonces f(x*) es un maximo global.

(b) Si Z(A*,-) es convexa, entonces f(x*) es un minimo global.

Observaciones:

o Se exige que la funcién £ (A", ) sea céncava/convexa en todo S.

o Si f es concava (convexa), g; es convexa (céncava) si A7 >0, y g; es
cdncava (convexa) si A7 <0, entonces £ (X", ) serfa una suma de
funciones céncavas (convexas), i.e., f(ax*) seria un maximo (minimo).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Condicién Suficiente para Maximo-Minimo Global

Sea (A", x*) un punto estacionario de .Z. Si para A fijo, * es un éptimo
global de £ (X", -), entonces es un 6ptimo de f sujeto a g(x) = c.
Condicién de Segundo Orden para Méaximo-Minimo Global en R"

Sean f,g € C1(9), con S convexo, y =* € S un punto estacionario de
Z(X*,+), admisible que satisface NDCQ.

(a) Si Z(X*,-) es concava, entonces f(x*) es un maximo global.

(b) Si Z(A*,-) es convexa, entonces f(x*) es un minimo global.

Observaciones:

o Se exige que la funcién £ (A", ) sea céncava/convexa en todo S.

o Si f es concava (convexa), g; es convexa (céncava) si A7 >0, y g; es
cdncava (convexa) si A7 <0, entonces £ (X", ) serfa una suma de
funciones céncavas (convexas), i.e., f(ax*) seria un maximo (minimo).

@ Como a - x + b es cOncava y convexa, si las restricciones son lineales
basta que f sea cdncava/convexa para que sea un maximo/minimo.
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Restricciones]dellzuialdad Jiaetanse
Ejemplo 1
Resuelva el siguiente problema:

min 22+ 13?422 sujetaaz+y+z=1.
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Restricciones]dellzuialdad Jiaetanse
Ejemplo 1
Resuelva el siguiente problema:

min 22+ 13?422 sujetaaz+y+z=1.

Solucion: Note que la restriccidn es lineal. Basta con verificar que f sea
convexa.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 85 / 125



Restricciones]dellzuialdad Jiaetanse
Ejemplo 1
Resuelva el siguiente problema:
f2 02 2 : _
min z° +y° + 2 sujetaaxz+y+z=1.

Solucion: Note que la restriccidn es lineal. Basta con verificar que f sea

convexa. 2 00

H¢(z,y,2) =10 2 0 = D1 =2>0,Dy=4>0,D3=8>0,
0 0 2

por lo que f es convexa y por ende .Z()\,-) es convexa para todo .
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo 1
Resuelva el siguiente problema:
min 22+ 13?422 sujetaaz+y+z=1.
Solucion: Note que la restriccidn es lineal. Basta con verificar que f sea
convexa. 2 00
H¢(z,y,2) =10 2 0 = D1 =2>0,Dy=4>0,D3=8>0,

0 0 2
por lo que f es convexa y por ende .Z()\,-) es convexa para todo .

De acuerdo al teorema, como Vg = (1,1,1) # 0, el punto que satisfaga
las condiciones de primer orden es el tinico minimo del problema.
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo 1
Resuelva el siguiente problema:
min 22+ 13?422 sujetaaz+y+z=1.
Solucion: Note que la restriccidn es lineal. Basta con verificar que f sea
convexa. 2 00
H¢(z,y,2) =10 2 0 = D1 =2>0,Dy=4>0,D3=8>0,

0 0 2
por lo que f es convexa y por ende .Z()\,-) es convexa para todo .

De acuerdo al teorema, como Vg = (1,1,1) # 0, el punto que satisfaga
las condiciones de primer orden es el tinico minimo del problema.

Finalmente, l—2z—y—=2 0 % %
2x — )\ 0 ZL'* ES
El minimo es f (%, %, %) = %
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Restricciones]dellzuialdad Jiaetanse
Ejemplo 1
Resuelva el siguiente problema:
f2 02 2 : _
min z° +y° + 2 sujetaaxz+y+z=1.

Solucion: Note que la restriccidn es lineal. Basta con verificar que f sea

convexa. 2 00

H¢(z,y,2) =10 2 0 = D1 =2>0,Dy=4>0,D3=8>0,
0 0 2

por lo que f es convexa y por ende .Z()\,-) es convexa para todo .

De acuerdo al teorema, como Vg = (1,1,1) # 0, el punto que satisfaga

las condiciones de primer orden es el tinico minimo del problema.

Finalmente, l—2z—y—=2 0 % %
2x — )\ 0 ZL'* ES
El minimo es f (%, %,%) = é

Cudl es la interpretacion gréfica? Tiene sentido maximizar?
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Ejemplo 2

x

2
para los bienes x1 y 2, con precios p; y p2, respectivamente. Si él posee
m colones, cudles cantidades x] y =5 maximizan su felicidad?

Una persona posee una funcién de utilidad U (1, 22) = 2§25~* (o > 0),
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sz ares Gl Jmmkst Legence
Ejemplo 2
Una persona posee una funcién de utilidad U (21, 22) = 2§z5~ (a > 0),
para los bienes x1 y 2, con precios p; y p2, respectivamente. Si él posee
m colones, cudles cantidades x] y =5 maximizan su felicidad?

Solucién: max x‘fx%_o‘ sujeta a p1xy + p2xo = m.
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Ejemplo 2

Una persona posee una funcién de utilidad U (21, 22) = 2§z5~ (a > 0),

para los bienes x1 y 2, con precios p; y p2, respectivamente. Si él posee
m colones, cudles cantidades x] y =5 maximizan su felicidad?

Solucién: max a:‘fx%_o‘ sujeta a p1xy + p2xo = m.
Vimos que la condicién de éptimo es
pr _ Usy(@r@2) _ e I (1—a)p1x
D2 Uz, (21,72) (1-a)zfz; @ I-axy 2 apy 1
Sustituyendo en la restriccién tenemos

1— 1—
m:p1131+p2(( azz)plfnl):%xl = xT:amy$§:( o
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Ejemplo 2

Una persona posee una funcién de utilidad U (21, 22) = 2§z5~ (a > 0),

para los bienes x1 y 2, con precios p; y p2, respectivamente. Si él posee
m colones, cudles cantidades x] y =5 maximizan su felicidad?

.z , l—a . .
Solucién: max x§z; sujeta a p1z1 + pax2 = m.
Vimos que la condicién de éptimo es

a—1_l—-«a
p1 Uzl(mlme) . ary Xy [ )

— 3 RN — (=a)p1
p2 ~ Upy(@1,22) — (1—)zfz,® ~ l-am T2 = L1
Sustituyendo en la restriccién tenemos

1— -
m=pix1+ p2 (%m) =0z = aj=%myal= (1-a)

«a a—1/(1-a) —a _
Ademds, A+ = U @it) _ 2™ " <a>°‘ (1_a)1 ">0
! p1 p1 :
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Ejemplo 2

Una persona posee una funcién de utilidad U (21, 22) = 2§z5~ (a > 0),
para los bienes x1 y 2, con precios p; y p2, respectivamente. Si él posee
m colones, cudles cantidades x] y =5 maximizan su felicidad?

«

Solucién: max a:‘fx%_ sujeta a p1xy + p2xo = m.

Vimos que la condicién de éptimo es

-1 1—-«
p1 _ Usy(@rze)  cxl 2% o4 an _ (-ap
p2 Uzz(ml»QE?) - (1fa)x%x;°‘ T l-ax To = aps x1.
Sustituyendo en la restriccién tenemos
= (=a)ps — P1 x _ o x _ (1-a)
m—pll‘l +p2( aps I = axl — a’;l _plmyx2_ o m.
e a—1((1-a) 11—« 1—
Ademas M\ = Yz (#125) olpym) T ™) _(a\” (1=a\ " * >0
' p1 p1 p1 D2 )

Z(X*,-) es concava, pues g es convexa por ser lineal (y A* > 0)y f es
céncava (Cobb-Douglas con o + (1 — a) = 1). Entonces la utilidad

jat p2
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Ejemplo 3

Una empresa posee una funcién de produccién F(K, L) = K%Li, con K
y L unidades de capital y trabajo, respectivamente. Si se desea producir )
unidades de producto, cudles cantidades K* y L* minizan los costos?
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Ejemplo 3

Una empresa posee una funcién de produccién F(K, L) = K%Li, con K
y L unidades de capital y trabajo, respectivamente. Si se desea producir )
unidades de producto, cudles cantidades K* y L* minizan los costos?

Solucién: min C(K,L) = rK +wL sujetaa K2L1 = Q.
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Ejemplo 3

Una empresa posee una funcién de produccién F(K, L) = K%Li, con K
y L unidades de capital y trabajo, respectivamente. Si se desea producir )
unidades de producto, cudles cantidades K* y L* minizan los costos?

Solucién: min C(K,L) = rK +wL sujetaa K2L1 = Q.

Vg=1L"5K2(2L,K) # (0,0) para todo K,L # 0. En K =00 L =0
el gradiente no existe, pero F'(K,L) =0 # @, por lo que no es admisible.
Concluimos que todos los puntos admisibles satisfacen NDCQ.
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Ejemplo 3

Una empresa posee una funcién de produccién F(K, L) = K%L% con K
y L unidades de capital y trabajo, respectivamente. Si se desea producir )
unidades de producto, cudles cantidades K* y L* minizan los costos?

Solucién: min C(K,L) = rK +wL sujetaa K2L1 = Q.

Vg=1L"5K2(2L,K) # (0,0) para todo K,L # 0. En K =00 L =0
el gradiente no existe, pero F'(K,L) =0 # @, por lo que no es admisible.
Concluimos que todos los puntos admisibles satisfacen NDCQ.

Planteando el Lagrangiano . = rK +wL — A (K%L% — @), tenemos que

Q- KL} 0 A* V16riuQ
VL =|r-MgKk2Li |=[0] = |[K]|=]| { 2wt
w— MKz 0 L 3 /r2Q!
4w?
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Ejemplo 3

Una empresa posee una funcién de produccién F(K, L) = K%L% con K
y L unidades de capital y trabajo, respectivamente. Si se desea producir )
unidades de producto, cudles cantidades K* y L* minizan los costos?

Solucién: min C(K,L) = rK +wL sujetaa K2L1 = Q.

Vg=1L"5K2(2L,K) # (0,0) para todo K,L # 0. En K =00 L =0
el gradiente no existe, pero F'(K,L) =0 # @, por lo que no es admisible.
Concluimos que todos los puntos admisibles satisfacen NDCQ.

Planteando el Lagrangiano . = rK +wL — A (K%L% — @), tenemos que
Q- K3Li A Vi6rruQ
VL =|r-NK3Li | = — (K| =| Y&
w— MKz L* 5 [r2Q1
4w?
f es convexa por ser lineal. g es céncava (Cobb-Douglas con a; 4+ as < 1)
y A* > 0. Entonces .Z(\*,-) es convexa, i.e., C(K*,L*) = 347%7%10%@%

es el costo minimo absoluto de producir ) unidades.
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
7/
PRECAUCION

La condicién del teorema es suficiente pero no necesaria, es decir, x*
puede ser un éptimo global pero Z(A*,-) no ser céncava ni convexa.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

PRECAUCION

La condicién del teorema es suficiente pero no necesaria, es decir, x*
puede ser un éptimo global pero Z(A*,-) no ser céncava ni convexa.

Considere el problema: méx 2z1xo + 3x1  sujeta a z1 + 2z0 = 83.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

PRECAUCION

La condicién del teorema es suficiente pero no necesaria, es decir, x*
puede ser un éptimo global pero Z(A*,-) no ser céncava ni convexa.
Considere el problema: méx 2z1xo + 3x1  sujeta a z1 + 2z0 = 83.
Como Vg = (1,2) # (0,0), todo (z1, z2) satisface NDCQ.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

La condicién del teorema es suficiente pero no necesaria, es decir, x*
puede ser un éptimo global pero .Z(A\*,-) no ser céncava ni convexa.

Considere el problema: méx 2z1xo + 3x1  sujeta a z1 + 2z0 = 83.

Como Vg = (1,2) # (0,0), todo (z1, z2) satisface NDCQ.
Para el Lagrangiano . = 2z129 + 3z — A(z1 + 222 — 83) tenemos,

83 — (.’L‘l + 2.7;2) 0 A* 43
VLN x1,22) = 29 +3 - A =10 = i | = |43
221 — 2A 0 x5 20
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
7/
PRECAUCION

La condicién del teorema es suficiente pero no necesaria, es decir, x*
puede ser un éptimo global pero .Z(A\*,-) no ser céncava ni convexa.
Considere el problema: méx 2z1xo + 3x1  sujeta a z1 + 2z0 = 83.
Como Vg = (1,2) # (0,0), todo (z1, z2) satisface NDCQ.

Para el Lagrangiano . = 2z129 + 3z — A(z1 + 222 — 83) tenemos,

83 — (.’L‘l + 2.7;2) 0 A* 43
vg<A7$1,x2) = 2r9 +3 — A =10 _— f{ = | 43
221 — 2A 0 x5 20
Por otra parte, 0 2
Hyon .o (21,22) = <2 0> —  (-1)’Dy=-4<0,

por lo que £ (\*,x1,x2) no es cncava (ni convexa), y no podemos
utilizar el teorema para concluir que f(43,20) es un maximo global.
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
7/
PRECAUCION

La condicién del teorema es suficiente pero no necesaria, es decir, x*
puede ser un éptimo global pero .Z(A\*,-) no ser céncava ni convexa.
Considere el problema: méx 2z1xo + 3x1  sujeta a z1 + 2z0 = 83.
Como Vg = (1,2) # (0,0), todo (z1, z2) satisface NDCQ.

Para el Lagrangiano . = 2z129 + 3z — A(z1 + 222 — 83) tenemos,

83 — (.’L‘l + 2.7;2) 0 A* 43
vg<A7$1,x2) = 2r9 +3 — A =10 _— x*l‘ = | 43
221 — 2A 0 x5 20
Por otra parte, 0 2
Hyon .o (21,22) = <2 0> —  (-1)’Dy=-4<0,

por lo que £ (\*,x1,x2) no es cncava (ni convexa), y no podemos
utilizar el teorema para concluir que f(43,20) es un maximo global.
El problema equivalente (sin restricciones) es max x1(86 — x1). Como
f(xl) es cuadrdtica, alcanza su méximo global en 27 = 43, es decir,

£(43,20) es un maximo global (aunque . no sea céncava).
Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 88 / 125



Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Hessiana Orlada Generalizada
Matriz Hessiana Orlada Generalizada

Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable en R™ y sean g;
funciones continuamente diferenciables en R", parai=1,...,m.

La matriz Hessiana orlada generalizada de f con las restricciones g es

H}?g()\,w):: Hy (X x) (Hessiana de la funcién Lagrangiana)
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Hessiana Orlada Generalizada
Matriz Hessiana Orlada Generalizada

Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable en R™ y sean g;
funciones continuamente diferenciables en R", parai=1,...,m.

La matriz Hessiana orlada generalizada de f con las restricciones g es

Hgg(k,w):: Hy (X x) (Hessiana de la funcién Lagrangiana)

Observaciones:

° Hng es una matriz de tamafio (n +m) x (n 4+ m).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Hessiana Orlada Generalizada
Matriz Hessiana Orlada Generalizada

Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable en R™ y sean g;
funciones continuamente diferenciables en R", parai=1,...,m.

La matriz Hessiana orlada generalizada de f con las restricciones g es

Hgg(k,w):: Hy (X, x) (Hessiana de la funcién Lagrangiana)

Observaciones:
° Hfog es una matriz de tamafio (n +m) x (n 4+ m).

e Como Z),5, =0, para todo 7, j = 1,...,m, entonces H?g tiene una
submatriz 0,,,x,, de ceros en la esquina superior izquierda.
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Hessiana Orlada Generalizada

Matriz Hessiana Orlada Generalizada

Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable en R™ y sean g;
funciones continuamente diferenciables en R", parai=1,...,m.
La matriz Hessiana orlada generalizada de f con las restricciones g es

H}?g()\,w):: Hy (X, x) (Hessiana de la funcién Lagrangiana)

Observaciones:

° Hng es una matriz de tamafio (n +m) x (n 4+ m).

e Como Z),5, =0, para todo 7, j = 1,...,m, entonces H?g tiene una
submatriz 0,,,x,, de ceros en la esquina superior izquierda.
e Como &)z, = —0y,gi, entonces —Jg se encuentra en la esquina

superior derecha y —Jg en la esquina inferior izquierda.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Hessiana Orlada Generalizada

Matriz Hessiana Orlada Generalizada

Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable en R™ y sean g;
funciones continuamente diferenciables en R", parai=1,...,m.
La matriz Hessiana orlada generalizada de f con las restricciones g es

H}?g()\,w):: Hy (X, x) (Hessiana de la funcién Lagrangiana)

Observaciones:
° Hng es una matriz de tamafio (n +m) x (n 4+ m).
e Como .Z,\Mj =0, para todo i,j = 1,...,m, entonces Hgg tiene una
submatriz 0,,,x,, de ceros en la esquina superior izquierda.
e Como &)z, = —0y,gi, entonces —Jg se encuentra en la esquina
superior derecha y —Jg en la esquina inferior izquierda.

o Como Lyu; = Orya; f — D jiy MOuiz; Gkr €ntonces Hy—3 0" A Hy, .
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Hessiana Orlada Generalizada

Matriz Hessiana Orlada Generalizada

Sea f una funcién dos veces continuamente diferenciable en R™ y sean g;
funciones continuamente diferenciables en R", parai=1,...,m.
La matriz Hessiana orlada generalizada de f con las restricciones g es

H}?g()\,w):: Hy (X, x) (Hessiana de la funcién Lagrangiana)

Observaciones:
° Hng es una matriz de tamafio (n +m) x (n 4+ m).
e Como .Z,\Mj =0, para todo i,j = 1,...,m, entonces Hgg tiene una
submatriz 0,,,x,, de ceros en la esquina superior izquierda.
e Como &)z, = —0y,gi, entonces —Jg se encuentra en la esquina
superior derecha y —Jg en la esquina inferior izquierda.

o Como Lyu; = Orya; f — D jiy MOuiz; Gkr €ntonces Hy—3 0" A Hy, .

En conclusién, Jg(x)
0 — i

HY, (A @ =< 7T (o m >

faA ) —Jg(®) Hy(x) =YL MeHy, (2)
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Condicién Suficiente para Maximo-Minimo Local

Menores Principales Dominantes de H}?
Los menores principales dominantes de orden r son los determinantes:
0 0 —Op1@) - —Orq1(@)
0 e 0 - g (m) e —0z gm(x)
DO A,m _ xr1dm T
TAIZ 0@ e Onge@) L0020, LA
~0p,01@) - —Ongm@) 7, LT - 07, LA @)
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Condicién Suficiente para Maximo-Minimo Local

Menores Principales Dominantes de HJQ_
Los menores principales dominantes de orden r son los determinantes:

0 0 Opg@ - —On @
16) _ 0 0 mgm(w) 6mr9m(w)
Drdad=l_ o 0@ - —0ngm@ O Lm0, L0

0p@ - —Ongml@) O, LONT) - 02, LO\2)

Condicién de Segundo Orden para Maximo-Minimo Local en R”

Sean f,g € C%(S). Si z* € S cumple las condiciones de primer orden,

(a) f(z*) es un maximo local si (—=1)"DZ(\*,z*) >0, r=m+1,...,n
(b) f(x*) es un miimo local si (—1)™DP(A\*, z*) >0, r =m+1,...,n
(c) x* es un punto de silla si DY (A*,z*) # 0y ((a),(b)) no se cumplen.
(d) N

o se puede concluir si D (A*x*) = 0.

v
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Resarizaiones cb (el Lagaiee
Ejemplol:n=2ym=1

Resuelva el problema: méx(min) 22 + y?  sujeta a 22 + 2y + y? = 3.
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplol:n=2ym=1
Resuelva el problema: méx(min) 22 + y?  sujeta a 22 + 2y + y? = 3.

Solucion: Vg = (2z +y,2y + z) = (0,0) solo si z = 0 = y, pero
9(0,0) =0 # 3, i.e., no es admisible. Todo & admisible satisface NDCQ.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 91 / 125
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Ejemplol:n=2ym=1

Resuelva el problema: méx(min) 22 + y?  sujeta a 22 + 2y + y? = 3.
Solucion: Vg = (2z +y,2y + z) = (0,0) solo si z = 0 = y, pero
9(0,0) =0 # 3, i.e., no es admisible. Todo & admisible satisface NDCQ.
Para el Lagrangiano . = 2% + y* — A\(2? + zy + y? — 3) tenemos,

3 — (2% + 2y +y?) 0 A* % 2
VY = 2z — A2z +y) =|0] = |2¥]| = +1];(+V3
2y — Nz + 2y) 0 y* +1 V3
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Ejemplol:n=2ym=1

Resuelva el problema: méx(min) 22 + y?  sujeta a 22 + 2y + y? = 3.
Solucion: Vg = (2z +y,2y + z) = (0,0) solo si z = 0 = y, pero
9(0,0) =0 # 3, i.e., no es admisible. Todo & admisible satisface NDCQ.
Para el Lagrangiano . = 2% + y* — A\(2? + zy + y? — 3) tenemos,

3 — (2% + 2y +y?) 0 A* % 2
VY = 2z — A2z +y) =|0] = |2¥]| = +1];(+V3
2y — Nz + 2y) 0 y* +1 V3
Por otra parte, 0 —2z+y) —(y+ux)
Hgg =|-Qx+y) 2-2A - ,
—(2y+2x) - 2 -2\

= DY = —2 (A2z + y)(z +2y) + (1 — N ((2z +y)® + (z +29)%)).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Ejemplol:n=2ym=1

Resuelva el problema: méx(min) 22 + y?  sujeta a 22 + 2y + y? = 3.

Solucion: Vg = (2z +y,2y + z) = (0,0) solo si z = 0 = y, pero
9(0,0) =0 # 3, i.e., no es admisible. Todo & admisible satisface NDCQ.
Para el Lagrangiano . = 2% + y* — A\(2? + zy + y? — 3) tenemos,

3 — (2% + 2y +y?) 0 A* % 2
VY = 2z — A2z +y) =|0] = |2¥]| = +1];(+V3
2y — Nz + 2y) 0 y* +1 V3
Por otra parte, 0 —2z+y) —(y+ux)
HY = |—-Qz+y) 2-2A A ,
—(2y+2x) - 2 -2\

= DY = -2 A2z +y)(z +2y) + (1 = N)((2z + y)* + (z + 29)?)).
. (2, :I:\/g,:F\/_) : (—1)2D9 = 216 > 0, son maximos locales.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Ejemplol:n=2ym=1

Resuelva el problema: méx(min) 22 + y?  sujeta a 22 + 2y + y? = 3.

Solucién: Vg = (22 + y,2y + x) = (0,0) solo si x = 0 = y, pero
9(0,0) =0 # 3, i.e., no es admisible. Todo & admisible satisface NDCQ.
Para el Lagrangiano . = 2% + y* — A\(2? + zy + y? — 3) tenemos,

3 — (2% + 2y +y?) 0 A* % 2
VY = 2z — A2z +y) =|0] = |2¥]| = +1];(+V3
2y — Az +2y) 0 y* +1/ \FVv3
Por otra parte, 0 —2z+y) —(y+ux)
Hgg =|-Qx+y) 2-2A - ,
—(2y+2x) - 2 -2\
= DY = —2(M2z +y)(z+2y) + (1= N)((2z +y)* + (z + 2y)?)).
(2 +/3, :F\/_) : (—1)2D9 = 216 > 0, son maximos locales.
( +1,+1) : (—1)'DF =24 > 0, por lo que son minimos locales.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Ejemplol:n=2ym=1

Resuelva el problema: méx(min) 22 + y?  sujeta a 22 + 2y + y? = 3.

Solucién: Vg = (22 + y,2y + x) = (0,0) solo si x = 0 = y, pero
9(0,0) =0 # 3, i.e., no es admisible. Todo & admisible satisface NDCQ.
Para el Lagrangiano . = 2% + y* — A\(2? + zy + y? — 3) tenemos,

3 — (2% + 2y +y?) 0 A* % 2
VY = 2z — A2z +y) =|0] = |2¥]| = +1];(+V3
2y — Az +2y) 0 y* +1/ \FVv3

Por otra parte, 0 —2z+y) —(y+ux)
Hgg =|-Qx+y) 2-2A - ,
—(2y+2x) - 2 -2\
= DY = —2(M2z +y)(z+2y) + (1= N)((2z +y)* + (z + 2y)?)).
(2 +/3, :F\/_) : (—1)2D9 = 216 > 0, son maximos locales.

( +1,+1) : (—1)'DF =24 > 0, por lo que son minimos locales.

NOTA: Comor=m+1=1+1=2=n, solo tenemos que calcular DS.
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Resarizaiones cb (el Lagaiee
Ejemplo2:n=3ym=1

Resuelva el problema: méx(min) 2 4+ y? + 2?  sujeta a z — xy = 2.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 92 / 125



Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo2:n=3ym=1
Resuelva el problema: méx(min) 2 4+ y? + 2?  sujeta a z — xy = 2.

Solucién: Vg = (—y, —z,1) # (0,0,0), i.e., todos califican la restriccién.
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Ejemplo2:n=3ym=1

Resuelva el problema: méx(min) 2 4+ y? + 2?  sujeta a z — xy = 2.

Solucién: Vg = (—y, —z,1) # (0,0,0), i.e., todos califican la restriccién.
Para el Lagrangiano . = 22 + y2 + 22 — A(z — 2y — 2) tenemos,

2—(z—uy) 0 ¥ 2 4

_ 2z + yA |0 x| Fl1 0
VZ=1 gyian |~ o] = |y 1) ]o
2z — A 0 z* 1 2
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo2:n=3ym=1
Resuelva el problema: méx(min) 2 4+ y? + 2?  sujeta a z — xy = 2.

Solucién: Vg = (—y, —z,1) # (0,0,0), i.e., todos califican la restriccién.
Para el Lagrangiano . = 2% + y? + 22 — A\(z — xy — 2) tenemos,

2—(z—uy) 0 ¥ 2 4
_ 2z + yA |0 1 Fl1 0
VL= 94 ol = |y 1) ]o
22 — A 0 z* 1 2
Entonces, / 0 rz —1
y 32/ Y 0 DY = -2 (2?2 — ayA + ¢?)
Hfy=| 2 x2 o =
10 0 9 DY = —4 (22 —ayA + % + 1) + A2
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Ejemplo2:n=3ym=1

Resuelva el problema: méx(min) 2 4+ y? + 2?  sujeta a z — xy = 2.

Solucién: Vg = (—y, —z,1) # (0,0,0), i.e., todos califican la restriccién.
Para el Lagrangiano . = 2% + y? + 22 — A\(z — xy — 2) tenemos,

2—(z —ay)

_ 2z + yA
VL= 2y + x\
2z — A

Entonces, /0 y =
o _ y 2 A
Hpg = r A 2
-1 0 0

0 A¥ 2 4
0 | J[51] (o
ol = |y 1| o
0 z* 1 2
DY = -2 (2?2 — ayA + ¢?)
—
DY = —4 (22 —ayA + % + 1) + A2

e (2,F1,41,1) : Como (—-1)!D$ =8 >0y (-1)!DY =16 > 0,
entonces ambos puntos son minimos locales.
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo2:n=3ym=1
Resuelva el problema: méx(min) 2 4+ y? + 2?  sujeta a z — xy = 2.

Solucién: Vg = (—y, —z,1) # (0,0,0), i.e., todos califican la restriccién.
Para el Lagrangiano . = 2% + y? + 22 — A\(z — xy — 2) tenemos,

2~ (2 —xy) 0 A 2\ (4
B 2z + yA |0 A F1 0
VL= ayvean [T ol = |y T 21 o
22 — A\ 0 2* 1 2
Ent . -
ntonces, /0 y x -1 DY = —2 (22 — zyA +12)
Hfo _ | 2 A 0 .
9 z A2 0 O _ _4(z2— 2 2
0o o DY = -4 (2 —zyh+y* +1) + A

e (2,F1,41,1) : Como (—-1)!D$ =8 >0y (-1)!DY =16 > 0,
entonces ambos puntos son minimos locales.
e (4,0,0,2): Punto de silla pues (—1)'DY = (-1)3D{ = —12 < 0.
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo2:n=3ym=1
Resuelva el problema: méx(min) 2 4+ y? + 2?  sujeta a z — xy = 2.

Solucién: Vg = (—y, —z,1) # (0,0,0), i.e., todos califican la restriccién.
Para el Lagrangiano . = 2% + y? + 22 — A\(z — xy — 2) tenemos,

2~ (2 —xy) 0 A 2\ (4
B 2z + yA 0 T F1 0
VL= 2y 4+ zA ol =[] Y= |0
22 — A\ 0 2* 1 2
Ent . —
ntonces, /0 y x -1 DY = —2 (22 — zyA +12)
Hfo _ | 2 A 0 .
9 r A2 0 O _ _4(s2_ 2 2
0o o DY = -4 (2 —zyh+y* +1) + A

e (2,F1,41,1) : Como (—-1)!D$ =8 >0y (-1)!DY =16 > 0,
entonces ambos puntos son minimos locales.
e (4,0,0,2): Punto de silla pues (—1)'DY = (-1)3D{ = —12 < 0.

NOTA: Comor=m+1=1+1=2 < 3 =n, debemos calcular DQO,Dgo.
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Resarizaiones cb (el Lagaiee
Ejemplo3: n=3ym =2

Resuelva el problema: méx(min) yz + 2z sujeta a y? + 22 =1, xz = 3.
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Ejemplo3: n=3ym =2

Resuelva el problema: méx(min) yz + 2z sujeta a y? + 22 =1, xz = 3.

Solucioén: 0 2 2 0 z
i Yy 2z _ _
Jg = (z 0 x) — ;Z =« 2 = z=0.

g2(z,y,0) = 0 # 3, i.e., no es admisible. Todos satisfacen NDCQ.
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Ejemplo3: n=3ym =2

Resuelva el problema: méx(min) yz + 2z sujeta a y? + 22 =1, xz = 3.

Solucioén: 0 2 2 0 z
i Yy 2z _ _
Jg = (z 0 x) = ;3; =« 2 = z=0.

g2(z,y,0) = 0 # 3, i.e., no es admisible. Todos satisfacen NDCQ.
Para el Lagrangiano . = yz +xz — A (y? + 22 — 1) — Aa(22 — 3) tenemos,

1 (2 + ) 0 (1)

3—xz 0 (2)

VY = z— 2\ =10 (3)
z—2y\ 0 (4)

T4y —22 1 —xAe 0 (5)
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Ejemplo3: n=3ym =2

Resuelva el problema: méx(min) yz + 2z sujeta a y? + 22 =1, xz = 3.

Solucioén: 0 2 2 0 z
i Yy 2z _ _
Jg = (z 0 x) = ;3; =« 2 = z=0.

g2(z,y,0) = 0 # 3, i.e., no es admisible. Todos satisfacen NDCQ.
Para el Lagrangiano . = yz +xz — A (y? + 22 — 1) — Aa(22 — 3) tenemos,

1 (2 + ) 0 (1)

3—xz 0 (2)

VY = z— 2\ =10 (3)
z—2y\ 0 (4)

T4y —22 1 —xAe 0 (5)

e De (3) z=00 A2 = 1. Como (z,y,0) no es admisible, z # 0y Ao = 1.
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Ejemplo3: n=3ym =2

Resuelva el problema: méx(min) yz + 2z sujeta a y? + 22 =1, xz = 3.

Solucioén: 0 2 2 0 z
i Yy 2z _ _
Jg = (z 0 33) = ;3; =« 2 = z=0.

g2(z,y,0) = 0 # 3, i.e., no es admisible. Todos satisfacen NDCQ.
Para el Lagrangiano . = yz +xz — A (y? + 22 — 1) — Aa(22 — 3) tenemos,

1 (2 + ) 0 (1)

3—xz 0 (2)

VY = z— 2\ =10 (3)
z—2y\ 0 (4)

T4y —22 1 —xAe 0 (5)

e De (3) z=00 A2 = 1. Como (z,y,0) no es admisible, z # 0y Ao = 1.
e Con A2 =1 en (5) tenemos y — 2zA; = 0. Multiplicando ésta por y y (4)
por z e igualando, 22 = 2yz\; = 42, es decir, z = —y 0 z = y.
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Ejemplo3: n=3ym =2

Resuelva el problema: méx(min) yz + 2z sujeta a y? + 22 =1, xz = 3.

Solucién: 0 z
Jg = 0 2y 22 20l =a |0 = 2z=0.
z 0 =x 9, .

g2(z,y,0) = 0 # 3, i.e., no es admisible. Todos satisfacen NDCQ.
Para el Lagrangiano . = yz +xz — A (y? + 22 — 1) — Aa(22 — 3) tenemos,

1 (2 + ) 0 (1)

3—xz 0 (2)

VY = z— 2\ =10 (3)
z—2y\ 0 (4)

T4y —22 1 —xAe 0 (5)

e De (3) z=00 A2 = 1. Como (z,y,0) no es admisible, z # 0y Ao = 1.
e Con A2 =1 en (5) tenemos y — 2zA; = 0. Multiplicando ésta por y y (4)
por z e igualando, 22 = 2yz\; = 42, es decir, z = —y 0 z = y.

e Con 0 # z =y en (4) tenemos \; = % Siz=—y, \1 = —%.
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Ejemplo3: n=3ym =2

Resuelva el problema: méx(min) yz + 2z sujeta a y? + 22 =1, xz = 3.

Solucioén: 0 2 2 0 z
_ Yy 2z _ _
Jg_(z 0 33) 20l =a |0 = 2z=0.
2z x

g2(z,y,0) = 0 # 3, i.e., no es admisible. Todos satisfacen NDCQ.
Para el Lagrangiano . = yz +xz — A (y? + 22 — 1) — Aa(22 — 3) tenemos,

1 (2 + ) 0 (1)

3—xz 0 (2)

VY = z— 2\ =10 (3)
z—2y\ 0 (4)

T4y —22 1 —xAe 0 (5)

e De (3) z=00 A2 = 1. Como (z,y,0) no es admisible, z # 0y Ao = 1.

e Con A2 =1 en (5) tenemos y — 2zA; = 0. Multiplicando ésta por y y (4)
por z e igualando, 22 = 2yz\; = 42, es decir, z = —y 0 z = y.

e Con 0# 2=y en (4) tenemos A\; = 3. Si 2 = —y, Ay = —
e z =ty en (1) implica z = j:%. Usando esto en (2), z =
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo 3: n =3 y m = 2 (Continuacién)

Los puntos estacionarios son

(; 1,+3v2, if \}) <—;,1,j:3\/§,¢\}§,i\}§>
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Ejemplo 3: n =3 y m = 2 (Continuacién)

Los puntos estacionarios son

(;,1,j:3\fif \}) ( ;,1,i3\f$\[ \[)

La Hessiana seria:

0 0 —2y —2z
0 0 —z 0 —z
HP,=|1 0 —2 0 0 (1-X)|,
-2y 0 0 -2\ 1
—2z —=x (1 — )\2) 1 —2A1

= DY = -8 (yz3 + y?2*\ + 2* A\ + 2y?2(1 = N9)).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Ejemplo 3: n =3 y m = 2 (Continuacién)

Los puntos estacionarios son

(;,1,j:3\fif \}) ( ;,1,i3\f$\[ \[)

La Hessiana seria:

0 0 0 —2y —2z
0 0 —z 0 —z
HPy=| 0 -z 0 0 (1-X)|,
-2y 0 0 -2\ 1
—2z —=x (1 — )\2) 1 —2A1

= DY = -8 (yz3 + y?2*\ + 2* A\ + 2y?2(1 = N9)).
. (%7 1, £3v2, :t%, ﬂ:%) : (=1)2D§ =4 > 0, son maximos locales.
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Ejemplo 3: n =3 y m = 2 (Continuacién)

Los puntos estacionarios son

1 1 1
(2,1,i3fi > ( ~,1,43V2,F

2 2 ff)

La Hessiana seria:

0 0 0 —2y —2z
0 0 —z 0 —z
HPy=| 0 -z 0 0 (1-X)|,
-2y 0 0 -2\ 1
—2z —=x (1 — )\2) 1 —2A1

= DY = -8 (yz3 + y?2*\ + 2* A\ + 2y?2(1 = N9)).
. (%7 1, £3v2, :t%, ﬂ:%) : (=1)2D§ =4 > 0, son maximos locales.

—%, 1,+32, :F%, :l:%) : (—1)2D§) =4 > 0, son minimos
locales.
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Ejemplo 3: n =3 y m = 2 (Continuacién)

Los puntos estacionarios son

1 1 1
(2,1,i3fi > ( ~,1,43V2,F

2 2 ff)

La Hessiana seria:

0 0 0 —2y —2z
0 0 —z 0 —z
HPy=| 0 -z 0 0 (1-X)|,
-2y 0 0 -2\ 1
—2z —=x (1 — )\2) 1 —2A1

= DY = -8 (yz3 + y?2*\ + 2* A\ + 2y?2(1 = N9)).
° (%, 1,4+3v2, :I:%, :I:%) : (—1)3D30 =4 > 0, son maximos locales.
—%, 1,+32, :F%, :l:%) : (—1)2D§) =4 > 0, son minimos

locales.

NOTA: Como 7 =m +1 =2+ 1 =3 = n, solo tenemos que calcular DY.
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Definicidn e Interpretacion de A

Una vez obtenido el 6ptimo (A*, ™) para el problema
méax(min) f(x) sujetoa g(x)=c,

tenemos que A*(¢) y *(c) son funciones de la restriccién c.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Definicidn e Interpretacion de A
Una vez obtenido el 6ptimo (A*, ™) para el problema
méax(min) f(x) sujetoa g(x)=c,

tenemos que A*(¢) y *(c) son funciones de la restriccién c.
De la restriccién g(x*(c)) = ¢ notamos (por regla de la cadena) que

Insm = g|c(c) = Jg|9: (w*(c))JiB(C)
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Definicidn e Interpretacion de A
Una vez obtenido el 6ptimo (A*, ™) para el problema
méax(min) f(x) sujetoa g(x)=c,

tenemos que A*(¢) y *(c) son funciones de la restriccién c.
De la restriccién g(x*(c)) = ¢ notamos (por regla de la cadena) que

Insm = g|c(c) = Jg|9: (w*(c))JiB(C)
Por la condicion de primer orden (0 =V.Z =V f -3 A\Vg),

e (@*(2) = (X*(0))" Jyja(2*(c)).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Definicidn e Interpretacion de A
Una vez obtenido el 6ptimo (A*, ™) para el problema
méax(min) f(x) sujetoa g(x)=c,

tenemos que A*(¢) y *(c) son funciones de la restriccién c.
De la restriccién g(x*(c)) = ¢ notamos (por regla de la cadena) que

Insm = g|c(C) = Jg|9: (w*(c))JiB(C)
Por la condicion de primer orden (0 =V.Z =V f -3 A\Vg),
* * T *
Triz(2"(€)) = (A(€))” gz (2" ().
Finalmente, por la regla de la cadena, = Lmxm

Tte(€) = Ty (2*(0)) Ju(c) = (X*(0))" Ty (2" (€)) Ju(e) = (X*(e)).
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Definicidn e Interpretacion de A

Una vez obtenido el 6ptimo (A*, ™) para el problema
méax(min) f(x) sujetoa g(x)=c,

tenemos que A*(¢) y *(c) son funciones de la restriccién c.
De la restriccién g(x*(c)) = ¢ notamos (por regla de la cadena) que

Insm = g|c(C) = Jg|9: (w*(c))JiB(C)
Por la condicion de primer orden (0 =V.Z =V f -3 A\Vg),

Tiia (2 (0)) = (X*(0)) " ya (@ ().
Finalmente, por la regla de la cadena, = Imxm
T51e(€) = Jpia (27(0)) Ja(€) = (X)) Ty (27 (€)) Ju(e) = (A*(e)T.

Multiplicadores de Lagrange
A los valores \; del vector A se le llaman “multiplicadores de Lagrange”.
Estos representan el cambio en el éptimo por un cambio en la restriccion,

es decir, V. f(x*(c)) = X*(c), o equivalentemente, %{;('))(c) = \i(c).
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Interpretacién Econdémica de A

Si se incrementa la restriccidn en la direccién Ae, cudnto cambiaria el
méximo/minimo de la funcién objetivo? Vimos que su cambio seria

Dacf(x*(c)) = Vef(z*(c)) - Ac = X*(c) - Ac.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 96 / 125



Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Interpretacién Econdémica de A

Si se incrementa la restriccidn en la direccién Ae, cudnto cambiaria el
méximo/minimo de la funcién objetivo? Vimos que su cambio seria

Dacf(x*(c)) = Vef(z*(c)) - Ac = X*(c) - Ac.

Aproximadamente tenemos que
f(x*(c+ Ac)) — f(z*(c)) = A*(e) AC—Z/\* )Ac;.
En particular, si Ac = (0,...,0,1,0,...,0),
f(z*(c+ Ac)) — f(z*(c)) = X (c).
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Interpretacién Econdémica de A

Si se incrementa la restriccidn en la direccién Ae, cudnto cambiaria el
méximo/minimo de la funcién objetivo? Vimos que su cambio seria

Dacf(x*(c)) = Vef(z*(c)) - Ac = X*(c) - Ac.
Aproximadamente tenemos que
f(x*(c+ Ac)) — f(z*(c)) = A*(e) AC—Z/\* )Ac;.
En particular, si Ac = (0,...,0,1,0,...,0),
f(x*(c+ Ac)) — f(z7(c) = A (c).
Los precios convierten un bien en términos de otro (galones de leche por
dolar, manzanas por naranja, etc), por lo que \; convierte el aumentar la
restriccién por un incremento/disminucién en la funcién objetivo, es decir,

el optimizante estd dispuesto a “pagar” A; unidades de la funcién objetivo
para aumentar la restriccién ¢; en 1 unidad.
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Interpretacién Econdémica de A

Si se incrementa la restriccidn en la direccién Ae, cudnto cambiaria el
méximo/minimo de la funcién objetivo? Vimos que su cambio seria

Dacf(x*(c)) = Vef(z*(c)) - Ac = X*(c) - Ac.
Aproximadamente tenemos que
f(x*(c+ Ac)) — f(z*(c)) = A*(e) AC—Z/\* )Ac;.
En particular, si Ac = (0,...,0,1,0,...,0),
f(x*(c+ Ac)) — f(z7(c) = A (c).
Los precios convierten un bien en términos de otro (galones de leche por
dolar, manzanas por naranja, etc), por lo que \; convierte el aumentar la
restriccién por un incremento/disminucién en la funcién objetivo, es decir,

el optimizante estd dispuesto a “pagar” A; unidades de la funcién objetivo
para aumentar la restriccién ¢; en 1 unidad.

Precio Sombra (Costo Marginal de la Restriccién)
El valor Af(c) es el “precio sombra” del pardmetro ¢;. J
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo 1: Maximizacién de Utilidad

Recordemos el ejemplo en que buscamos maximiar la utilidad
_ o 1—a H 4 " n _
U(x1,22) = xfxy @ con restriccién “presupuestaria” p1x1 + paxa = m.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Ejemplo 1: Maximizacién de Utilidad

Recordemos el ejemplo en que buscamos maximiar la utilidad

1 o . ., m s n
U(x1,22) = xfas @ con restriccién “presupuestaria” piz1 + paxg = m
Vimos que

aitm) = g m) = St ) = ()" (52)
U aitm). w3m) = ()" (552) " m
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad: Lagrange

Ejemplo 1: Maximizacién de Utilidad

Recordemos el ejemplo en que buscamos maximiar la utilidad

U(xy,x9) = x‘fm%‘o‘ con restriccién “presupuestaria’ p1x1 + paxs = m.
Vimos que

Se verifica que

aU(f{(r()-T)r;:EE(')) (m) = (a >a (1 — 0‘>1a = \*(m),

P P2

es decir, el aumento en la utilidad provocada por un incremento de 1 colén
en el presupuesto seria aproximadamente A*(m).
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Ejemplo 1: Maximizacién de Utilidad

Recordemos el ejemplo en que buscamos maximiar la utilidad
_ o 1—0( H 4 " n _
U(x1,22) = xfxy @ con restriccién “presupuestaria” p1x1 + paxa = m.

Vimos que

wim) = g, wy(m) = U, xe(m) = (2) (52) "y

Se verifica que

aU(xTE()-T)r;:EE(')) (m) = (a >a (1 — 0‘>1a = \*(m),

P P2

es decir, el aumento en la utilidad provocada por un incremento de 1 colén
en el presupuesto seria aproximadamente A*(m).

Precio Sombra A*(m): Se “compran” \*(m) unidades de “felicidad”
con el aumento de un colén en la riqueza del consumidor.
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Restricciones de lgualdad: Lagrange
Ejemplo 2: Minimizacién de Costos

Recordemos el ejemplo en que buscamos minimizar los costos

C(K,L)=rK + wL con la restriccién de “produccién” K2Li= Q.
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Ejemplo 2: Minimizacién de Costos

Recordemos el ejemplo en que buscamos minimizar los costos

C(K,L)=rK + wL con la restriccién de “produccién” K2Li= Q.

Vimos que

K*(Q) = {/M L*(Q) = {/ 2%, x(Q) = {/16r7wQ y
(@) =34 5r5wiQs.

Q
=
S
[

Se verifica que

OCU (), L () 1) _ & e
G Q) = Vi6rug = 3(Q),

es decir, el aumento en los costos provocado por un incremento de 1
unidad en la produccién seria aproximadamente \*(Q).

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022

98 / 125



Optimizacién Con Restricciones Restricciones de lgualdad: Lagrange

Ejemplo 2: Minimizacién de Costos

Recordemos el ejemplo en que buscamos minimizar los costos

C(K,L)=rK + wL con la restriccién de “produccién” K2Li= Q.

Vimos que

K*(Q) = {/M L*(Q) = {/ 2%, x(Q) = {/16r7wQ y
C(K*(Q),L*(Q)) = 34" sriw3 Q5.

Se verifica que
OC(K*(-), L*(-))
oQ

es decir, el aumento en los costos provocado por un incremento de 1
unidad en la produccién seria aproximadamente \*(Q).

(Q) = V16r2wQ = X*(Q),

Precio Sombra A\*(Q): El “precio” a pagar por aumentar la produccién

en una unidad es \*(Q) colones (aumento en los costos).
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Resumen del Procedimiento

@ Condiciones de Primer Orden:
@ NDCQ: Se calcula Jg y se encuentran los puntos = admisibles en
donde este Jacobiano no existe o no tiene rango m.
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Resumen del Procedimiento

@ Condiciones de Primer Orden:
@ NDCQ: Se calcula Jg y se encuentran los puntos = admisibles en
donde este Jacobiano no existe o no tiene rango m.
@ Lagrangiano: Se plantea la funcién £\, z) = f(z) — >, \ugr(z),
y se encuentran los puntos (A", z*) en donde V.Z(A*, z*) = 0.
@ Condiciones de Segundo Orden: 2 opciones: maximo global o local.
o Si Z(A\*,-) es convexa/céncava: Se pueden verificar los menores
principales arbitrarios de Hy(x) — Y., \j.Hy, (x) o verificar que la
correspondiente convexidad/concavidad de las funciones f, g (tomando
en cuenta el signo de )\;), para verificar si Z(\*,+) es convexa/céncava
en todo el dominio, y el éptimo encontrado es minimo/méximo global.
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o Si Z(A\*,-) es convexa/céncava: Se pueden verificar los menores
principales arbitrarios de Hy(x) — Y., \j.Hy, (x) o verificar que la
correspondiente convexidad/concavidad de las funciones f, g (tomando
en cuenta el signo de )\;), para verificar si Z(\*,+) es convexa/céncava
en todo el dominio, y el éptimo encontrado es minimo/méximo global.
o Si Z(\",-) no es convexa/concava: Primero se calcula la matriz
Hessiana Hgg. Se verifican los menores principales dominantes en los
puntos encontrados DY (\*, x*), para verificar si el éptimo encontrado
es minimo/maximo local o punto de silla (o si el criterio no decide).
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Restricciones de Igualdad: Lagrange
Resumen del Procedimiento

© Condiciones de Primer Orden:
@ NDCQ: Se calcula Jg y se encuentran los puntos = admisibles en
donde este Jacobiano no existe o no tiene rango m.
@ Lagrangiano: Se plantea la funcién £\, z) = f(z) — >, \ugr(z),
y se encuentran los puntos (A", z*) en donde V.Z(A*, z*) = 0.
@ Condiciones de Segundo Orden: 2 opciones: maximo global o local.
o Si Z(A\*,-) es convexa/céncava: Se pueden verificar los menores
principales arbitrarios de Hy(x) — Y., \j.Hy, (x) o verificar que la
correspondiente convexidad/concavidad de las funciones f, g (tomando
en cuenta el signo de )\;), para verificar si Z(\*,+) es convexa/céncava
en todo el dominio, y el éptimo encontrado es minimo/méximo global.
o Si Z(\",-) no es convexa/concava: Primero se calcula la matriz
Hessiana Hgg. Se verifican los menores principales dominantes en los
puntos encontrados DY (\*, x*), para verificar si el éptimo encontrado
es minimo/maximo local o punto de silla (o si el criterio no decide).
@ Optimos: Si f(Z) es mayor/menor que los méximos/minimos de la
segunda parte, entonces se agrega T a la canasta de 6ptimos hallados.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Por Qué Utilizar Karush-Kuhn-Tucker (KKT)?

Considere el problema de maximizacién de utilidad con dos bienes:
méx U(x,y) con p,x +pyy < m.
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Considere el problema de maximizacién de utilidad con dos bienes:
méx U(x,y) con p,x +pyy < m.
Aqui tenemos dos escenarios:
@ Consumo Maximo: Si nos encontramos en una regién en donde mas
consumo implica mas “felicidad”, nuestra utilidad maxima se
dara gastando todo el dinero, es decir, resolviendo el problema:

méx U(z,y) con p,x +pyy=m
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méx U(x,y) con p,x +pyy < m.
Aqui tenemos dos escenarios:
@ Consumo Maximo: Si nos encontramos en una regién en donde mas
consumo implica mas “felicidad”, nuestra utilidad maxima se
dara gastando todo el dinero, es decir, resolviendo el problema:

méx U(z,y) con p,x +pyy=m

@ Punto de Saciedad: Si alcanzamos nuestro punto de saciedad, es
decir, consumir por encima de ese punto reduce nuestra “felicidad”,
entonces el maximo se alcanzard sin gastar todo el dinero, es decir,
resolviendo el problema sin restricciones:

méx U(z,y)
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Por Qué Utilizar Karush-Kuhn-Tucker (KKT)?

Considere el problema de maximizacién de utilidad con dos bienes:
méx U(x,y) con p,x +pyy < m.
Aqui tenemos dos escenarios:
@ Consumo Maximo: Si nos encontramos en una regién en donde mas
consumo implica mas “felicidad”, nuestra utilidad maxima se
dara gastando todo el dinero, es decir, resolviendo el problema:

méax U(x,y) con p,x+pyy=m

@ Punto de Saciedad: Si alcanzamos nuestro punto de saciedad, es
decir, consumir por encima de ese punto reduce nuestra “felicidad”,
entonces el maximo se alcanzard sin gastar todo el dinero, es decir,
resolviendo el problema sin restricciones:

méx U(z,y)

Vemos que debemos resolver dos problemas, uno de Lagrange y uno sin
restricciones. La técnica KKT permite resolver este tipo de problemas de

una sola vez sin tener que plantearlos por separado.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
- e ey
Definicion del Problema KKT

Tome una funcién objetivo f, m + k funciones restriccién, (m de igualdad)
g=1(91,-..,9m), (k de desigualdad) h = (h1,...,hg), en R" (m < n).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Definicion del Problema KKT

Tome una funcién objetivo f, m + k funciones restriccién, (m de igualdad)
g=1(91,-..,9m), (k de desigualdad) h = (h1,...,hg), en R" (m < n).
El problema a optimizar se puede escribir de la siguiente forma:

méx f(x) sujetaa {g(m) e

h(z)<b
equivalentemente,
gl(xl.acg, e ,:(;n) =c
Xr1.T e = C
méx f(z1, 22, ,2n) sujeta a gm(@1.02, 0+, Tn) = Cm

hl(xl.ibg, cee ,{L‘n) S b1

\hk(l‘l.wQ, s xy) < by
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Definicion del Problema KKT

Tome una funcién objetivo f, m + k funciones restriccién, (m de igualdad)
g=1(91,-..,9m), (k de desigualdad) h = (h1,...,hg), en R" (m < n).
El problema a optimizar se puede escribir de la siguiente forma:

r)=c
méx f(x) sujetaa 9(x)
h(z) <b
equivalentemente,
g1(w1.02, -+ ,2p) = €1
) . gm(T1.22, -+, ZTn) = Cm
max X1,L2,"" , & sujeta a

flxy, w2, 2n)  suj b1z ) < by
\hk(l‘l.l’Q, s xy) < by

Solo se considera el caso de méximizacién con desigualdad de menor o
igual. Si se desea minimizar f basta con maximizar —f, y si la restriccién
es h;(x) > b;, entonces tome h; = —h; y b; = —b;, i.e., hi(x) < b;.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Restriccion Activa/Saturada Vs Inactiva/No-Saturada
Definicién

Sea x* = (z7,...,x}) un 6ptimo del problema KKT. Si h;(x*) < b;, se
dice que la restriccién h;(x*) < b; estd “inactiva” o “no-saturada” en x*.
Por el contrario, si h;(x*) = b;, se dice que la restriccién h;(x*) < b;

estd “activa” o “saturada” en z*.
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Restriccion Activa/Saturada Vs Inactiva/No-Saturada

Definicidon

Sea x* = (z7,...,x}) un 6ptimo del problema KKT. Si h;(x*) < b;, se
dice que la restriccién h;(x*) < b; estd “inactiva” o “no-saturada” en x*.

Por el contrario, si h;(x*) = b;, se dice que la restriccién h;(x*) < b;
estd “activa” o “saturada” en x*.

v

gz, y) =c

Maximo ocurre en el interior
del conjunto restriccién
Viquez (UCR)

Optimizacién
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gz y)=c¢

T

Maximo ocurre en la frontera
del conjunto restriccién
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
o -/ s
Derivacién del Método KK'T

Sea x* = (z7,...,x}) un 6ptimo del problema KKT. Suponga que
hi, ..., h;, estdn saturadas (I < k) y las demds estdn inactivas.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Derivacién del Método KK'T
Sea x* = (z7,...,x}) un 6ptimo del problema KKT. Suponga que
hi, ..., h;, estdn saturadas (I < k) y las demds estdn inactivas.
Esto implica que «* = (z7,...,z}) es un éptimo del problema
Lagrangiano max f(x) sujetaag(x)=rc,

donde g = (g1, -+ 9m, iy, --- hi)) ye=(c1,...,cm,biy, ..., bi).
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
. 5 2 /
Derivacion del Método KKT

Sea x* = (z7,...,x}) un 6ptimo del problema KKT. Suponga que
hi, ..., h;, estdn saturadas (I < k) y las demds estdn inactivas.
Esto implica que «* = (z7,...,z}) es un éptimo del problema

Lagrangi g(x)=¢
agrangiano max f(x) sujetaa g(xz)=-_c,

donde§: (gl,...,gm,hil,...,hil) yE: (Cl,...,Cm,bil,...,bil).

Si a* califica la restriccion NDCQ para g, entonces la condicién de primer
. . G ~. ~

orden nos confirma que existe A = (A],..., Ap,, i, - - ’“Z)' para

L) = fx) - X0 Ngi(@) = S fig he (@), ta. VLX) = 0.
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donde§: (gl,...,gm,hil,.,. h' ) yE: (Cl,.. Cm,bil, . bil)
Si * califica la restriccién NDCQ para g, entonces la condicién de primer
orden nos confirma que existe A= = (A}, ... A o gy ,M”) para

L\ @) = f(a) = X7, Ajg; () - zizl i o), ta, V2 ) = 0
Defina A* = (A],..., A%, 41, ..., ), donde pf = fif sii =i, ypuf =0
si i # i,. Note que para & = f — 37", \jg; — Sk wihi, se cumpliria
VLN, @") = V(") = SJ N V() = i wiVhi(@?)
= Vi(@') - X7 Vg (@) = XL i V(@) = V(A at) = 0,

es decir, * es un punto estacionario de .Z (X", ).
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. 5 2 /
Derivacion del Método KKT

Sea x* = (z7,...,x}) un 6ptimo del problema KKT. Suponga que
hi, ..., h;, estdn saturadas (I < k) y las demds estdn inactivas.
Esto implica que «* = (z7,...,z}) es un éptimo del problema

Lagrangi g(x)=¢
agrangiano max f(x) sujetaa g(xz)=-_c,

donde§: (gl,...,gm,hil,.,. h' ) yE: (Cl,.. Cm,bil, . bil)
Si * califica la restriccién NDCQ para g, entonces la condicién de primer
orden nos confirma que existe A= = (A}, ... A o gy ,M”) para

L\ @) = f(a) = X7, Ajg; () - zizl i o), ta, V2 ) = 0
Defina A* = (A],..., A%, 41, ..., ), donde pf = fif sii =i, ypuf =0
si i # i,. Note que para & = f — 37", \jg; — Zf | Hihi, se cumpliria
VLN, &) = Vi) — Y, XiVg(a®) — S, i Vhi(a®)
= V(@) = X NV (@) = X0y, Vi (@) = VZ(N 2*) = 0,
es decir, * es un punto estacionario de .Z(X*,-). Finalmente,

(e, b) = Oy, f (@*(c,b) >0, pues {x / h(z) < b} C {x / h(xz) < b+e}.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Condicién Necesaria para el Método de KKT

Note que se requirié que x* califique la restriccién NDCQ para las
restricciones g = (g1, - - -, Gm, Piy, - - -, hi,), es decir, las restricciones
activas en x* deben tener gradientes linealmente independientes.
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Condicién Necesaria para el Método de KKT

Note que se requirié que x* califique la restriccién NDCQ para las
restricciones g = (g1, - - -, Gm, Piy, - - -, hi,), es decir, las restricciones
activas en x* deben tener gradientes linealmente independientes.

Linear Independence Constraint Qualification (LICQ)
Un punto x* satisface la "Calificacién de Restriccién Linealmente
Independiente” si O g1(x*)  Opygr(x®) -+ Op gi(x*)
Ja(z*) 1= Oz, gm (™) Onygm(x™) - Op,gm(T")
g aiL“lhil (m*) 812 hil (m*) U 83377, hil (m*)
8$1hil (.’13*) 6$2hil (:13*) T 8fcnhil ($*)
tienerango m+ 1,y g(z*) =c¢c = (c1, ..., Cm, iy, .., bi)).
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Condicién Necesaria para el Método de KKT

Note que se requirié que x* califique la restriccién NDCQ para las
restricciones g = (g1, - - -, Gm, Piy, - - -, hi,), es decir, las restricciones
activas en x* deben tener gradientes linealmente independientes.

Linear Independence Constraint Qualification (LICQ)
Un punto x* satisface la "Calificacién de Restriccién Linealmente
Independiente” si O g1(x*)  Opygr(x®) -+ Op gi(x*)
Ja(z*) 1= Oz, gm (™) Onygm(x™) - Op,gm(T")
g 8iL“lhil (m*) 812 hil (m*) T aﬁvnhll (m*)
8$1hil (.’13*) 6$2hil<w*) T 8fcnhil ($*)
tienerango m+ 1,y g(z*) =c¢c = (c1, ..., Cm, iy, .., bi)).
En el caso de una restriccién activa, g(z1,...,z,) = ¢, se solicita que

Vg(ai, @) #0.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 104 / 125



Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo
Encuentre los puntos en donde las siguientes restricciones califican (LICQ):
hl(.’E,y,Z) = x2 + y2 + 22 < 17

h(x,y,z) =
(9,2) ho(z,y,2) =z +y+2z<1.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo
Encuentre los puntos en donde las siguientes restricciones califican (LICQ):

By, 2) = 4 @Y2) =2l +y’ +22 <1,
L,Y,2) =
Y ho(z,y,2) =z +y+2z<1.

Solucién: Si ambas estdn activas:

1
$ =
2z 2y 2z _ 7
Jh(x7y7z)_(1 1 1) = Yy =« %
o 2
con a € R. Como h(zx,y,z) = ¢, se debe cumplir que
3.2
32 =1
h (g7 gv g) . ’ —  No hay puntos que no califiquen.
2722 %a: 1.
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L,Y,2) =
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Solucién: Si ambas estdn activas:

1
$ =
2z 2y 2z _ 7
Jh(x7y7z)_(1 1 1) = Yy =« %
o 2
con a € R. Como h(zx,y,z) = ¢, se debe cumplir que
3.2
32 =1
h (g7 gv g) . ’ —  No hay puntos que no califiquen.
2722 %a: 1.

Si solo h; estd activa: Vh(z,y,2) = (2z,2y,2z) = (0,0,0) si
x=y=2z=0.Pero h1(0,0,0) =0 # 1, i.e., todos los puntos califican.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo
Encuentre los puntos en donde las siguientes restricciones califican (LICQ):

By, 2) = 4 @Y2) =2l +y’ +22 <1,
L,Y,2) =
Y ho(z,y,2) =z +y+2z<1.

Solucién: Si ambas estdn activas:

1
$ =
2z 2y 2z _ 7
Jh(x7y7z)_(1 1 1) = Yy =« %
o 2
con a € R. Como h(zx,y,z) = ¢, se debe cumplir que
3.2
32 =1
h (g7 gv g) . ’ —  No hay puntos que no califiquen.
2722 %a: 1.

Si solo h; estd activa: Vhi(z,y, z) = (2, 2y,2z) = (0,0,0) si
x=y=2z=0.Pero h1(0,0,0) =0 # 1, i.e., todos los puntos califican.
Si solo hg estd activa: Vhy(z,y,2z) = (1,1,1) # (0,0,0), por lo que no
hay puntos que no califiquen.
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h( ) hl(xayvz) :.'L‘2+y2—|—2’2 < 17
L,Y,2) =
Y ho(z,y,2) =z +y+2z<1.

Solucién: Si ambas estdn activas:

1
$ =
2z 2y 2z _ 7
Jh(x7y7z)_(1 1 1> = Yy =« %
o 2
con a € R. Como h(zx,y,z) = ¢, se debe cumplir que
3.2
32 =1
h (g7 gv g) . ’ —  No hay puntos que no califiquen.
2722 %a: 1.

Si solo h; estd activa: Vh(z,y,2) = (2z,2y,2z) = (0,0,0) si
x=y=2z=0.Pero h1(0,0,0) =0 # 1, i.e., todos los puntos califican.
Si solo hg estd activa: Vhy(z,y,2z) = (1,1,1) # (0,0,0), por lo que no
hay puntos que no califiquen.

Conclusién: Todos los puntos califican la restriccién LICQ.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Contraejemplo: Jy(x*) No Tiene Rango m

Considere el problema: méx zy sujeta a (z +y —2)? <0.
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Contraejemplo: Jy(x*) No Tiene Rango m

Considere el problema: méx zy sujeta a (z +y —2)? <0.

Solucién: Vg(z,y) = 2(z+y—2),2(x+y—2)) =(0,0)siy=2—x,y

g(x,2—2)=(z+(2—-x)— 2)2 = 0, por lo que los puntos (z,2 — ) no
califican la restriccién LICQ, en particular el punto (1,1).
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Solucién: Vg(z,y) = 2(z+y—2),2(x+y—2)) =(0,0)siy=2—x,y
g(z,2—z)=(z+(2—-12)— 2)2 = 0, por lo que los puntos (z,2 — ) no
califican la restriccién LICQ, en particular el punto (1,1).

Por otra parte, 0 < (z +y — 2)2 <0, es decir, (z +y —2)? = 0. Entonces,
el problema se puede reescribir como un problema de Lagrange (la
restriccién siempre estd activa): max ry sujeta a (z +y —2)2 = 0.
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g(z,2—z)=(z+(2—-12)— 2)2 = 0, por lo que los puntos (z,2 — ) no
califican la restriccién LICQ, en particular el punto (1,1).

Por otra parte, 0 < (z +y — 2)2 <0, es decir, (z +y —2)? = 0. Entonces,
el problema se puede reescribir como un problema de Lagrange (la
restriccién siempre estd activa): max ry sujeta a (z +y —2)2 = 0.

El Lagrangiano es Z(\,z,y) = 2y — Mz +y —2)2, y

(x 4y —2)? 0
VZ=|y-2Nz+y—-2)]=|0 = y=2—zxzperox=y=0.
z—2\(z+y—2) 0

Z no tiene puntos estacionarios, i.e., (1,1) no es un candidato de KKT.
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Contraejemplo: Jy(x*) No Tiene Rango m

Considere el problema: méx zy sujeta a (z +y —2)? <0.

Solucién: Vg(z,y) = 2(z+y—2),2(x+y—2)) =(0,0)siy=2—x,y
g(z,2—z)=(z+(2—-12)— 2)2 = 0, por lo que los puntos (z,2 — ) no
califican la restriccién LICQ, en particular el punto (1,1).

Por otra parte, 0 < (z +y — 2)2 <0, es decir, (z +y —2)? = 0. Entonces,
el problema se puede reescribir como un problema de Lagrange (la
restriccién siempre estd activa): max ry sujeta a (z +y —2)2 = 0.

El Lagrangiano es Z(\,z,y) = 2y — Mz +y —2)2, y

(x 4y —2)? 0
VZ=|y-2Nz+y—-2)]=|0 = y=2—zxzperox=y=0.
z—2\(z+y—2) 0

Z no tiene puntos estacionarios, i.e., (1,1) no es un candidato de KKT.
Sin embargo, (z +y — 2)? = 0 si y solo si # +y = 2. Planteando el
problema como max x(2 — x) (sin restricciones), tenemos que alcanza su

maximo en x = 1, i.e., f(1,1) = 1 es un maximo sujeto a g(x,y) < 0.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Condicién Necesaria para Maximo

Punto Admisible / Punto Factible
Considere el problema KKT. Un punto «* = (z7,...,x}) se dice que es

“admisible” o “factible” si cumple que g;(x*) = ¢; y hj(x*) < bj, V i,].
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Condicién Necesaria para Maximo

Punto Admisible / Punto Factible
Considere el problema KKT. Un punto «* = (z7,...,x}) se dice que es

“admisible” o “factible” si cumple que g;(x*) = ¢; y hj(x*) < bj, V i,].

Teorema KKT: Condiciones de Primer Orden
Sea f una funcién continuamente diferenciable en R" y sean g;, h;

funciones continuamente diferenciables en R™, parai=1,...,my
j=1,..., k. Asuma que x* es un punto admisible que resuelve el
problema KKT. Suponga ademds que x* es un punto donde se califica la
restriccién (LICQ). Entonces existe un tnico vector
(AT = (N5, A5, it .y 1}), con w; = 0, tal que =* es un punto
estacionario del Lagrangiano i

L) = (@) = S X (@) — ) = S ()~ ),
esto es

o Vf(a®) = X1 N Vaila") — iy ui Vhi(a®) = 0,

o gil@*) =c,

o uf =0si hi(x*) <b; (Condicién de Holgura).

v
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
o o o oz ona
Ejemplo: Maximizacién de Utilidad

Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es
maxU(x1,...,2,) sujetaa pizy+ -+ ppxy <m
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Ejemplo: Maximizacién de Utilidad
Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es
maxU(x1,...,2,) sujetaa pizy+ -+ ppxy <m
Todo punto califica la restriccién (LICQ), pues Vi = (p1,...,pn) # 0.
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Ejemplo: Maximizacién de Utilidad

Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es
maxU(x1,...,2,) sujetaa pizy+ -+ ppxy <m
Todo punto califica la restriccién (LICQ), pues Vi = (p1,...,pn) # 0.

Lagrangiano: Z(\,x) =U(x1,...,zn) — A(p121 + -+ - + pny, — m)
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Ejemplo: Maximizacién de Utilidad

Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es

maxU(x1,...,2,) sujetaa pizy+ -+ ppxy <m
Todo punto califica la restriccién (LICQ), pues Vi = (p1,...,pn) # 0.
Lagrangiano: Z(\,x) =U(x1,...,zn) — A(p121 + -+ - + pny, — m)
Por el teorema KKT, si existe un punto (z7,...,z}) que maximice la
utilidad gastando a lo mas m, entonces existe un valor A* > 0 tal que

LN 2y, xk) = U, (2], ,2k) = Npi=0; i=1,...,n.
A =0siprx] + -+ prpx), < m.
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Ejemplo: Maximizacién de Utilidad
Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es

maxU(x1,...,2,) sujetaa pizy+ -+ ppxy <m

Todo punto califica la restriccién (LICQ), pues Vi = (p1,...,pn) # 0.
Lagrangiano: Z(\,x) =U(x1,...,zn) — A(p121 + -+ - + pny, — m)
Por el teorema KKT, si existe un punto (z7,...,z}) que maximice la
utilidad gastando a lo mas m, entonces existe un valor A* > 0 tal que

LN 2y, xk) = U, (2], ,2k) = Npi=0; i=1,...,n.
A =0siprx] + -+ prpx), < m.

Si se gasta todo el dinero (p1z] + - - - 4 ppx;;, = m), recuperamos la
condicién del éptimo: tasa marginal de sustitucién = precios relativos.
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Ejemplo: Maximizacién de Utilidad
Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es
maxU(x1,...,2,) sujetaa pizy+ -+ ppxy <m
Todo punto califica la restriccién (LICQ), pues Vi = (p1,...,pn) # 0.
Lagrangiano: Z(\,x) =U(x1,...,zn) — A(p121 + -+ - + pny, — m)
Por el teorema KKT, si existe un punto (z7,...,z}) que maximice la
utilidad gastando a lo mas m, entonces existe un valor A* > 0 tal que
LN 2y, xk) = U, (2], ,2k) = Npi=0; i=1,...,n.
A =0siprx] + -+ prpx), < m.
Si se gasta todo el dinero (p1z] + - - - 4 ppx;;, = m), recuperamos la
condicién del éptimo: tasa marginal de sustitucién = precios relativos.

Si no se gasta todo (p1z] + - - + prx), < m), entonces VU (x*) = 0, pues
A* =0, (condicién de éptimo global sin restricciones - si U es céncava).
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo: Maximizacién de Utilidad
Considere n bienes x1,...,x, y una funcién de utilidad U. El problema es
maxU(x1,...,2,) sujetaa pizy+ -+ ppxy <m
Todo punto califica la restriccién (LICQ), pues Vi = (p1,...,pn) # 0.
Lagrangiano: Z(\,x) =U(x1,...,zn) — A(p121 + -+ - + pny, — m)
Por el teorema KKT, si existe un punto (z7,...,z}) que maximice la
utilidad gastando a lo mas m, entonces existe un valor A* > 0 tal que
LN 2y, xk) = U, (2], ,2k) = Npi=0; i=1,...,n.
A =0siprx] + -+ prpx), < m.
Si se gasta todo el dinero (p1z] + - - - 4 ppx;;, = m), recuperamos la
condicién del éptimo: tasa marginal de sustitucién = precios relativos.
Si no se gasta todo (p1z] + - - + prx), < m), entonces VU (x*) = 0, pues
A* =0, (condicién de éptimo global sin restricciones - si U es céncava).

Propiedad del éptimo: Se consume hasta el punto de saciedad si el dinero
alcanza, sino se distribuird el consumo hasta que la utilidad generada por

una unidad extra del bien relativa a su costo sea igual para todos.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Condicién Suficiente para Maximo Global

Condicién de Segundo Orden para Maximo Global
Sean f,g,h € C!(S), con S convexo, y * € S un punto estacionario de
Z(X*,+), admisible que satisface LICQ y la condicién de holgura.

Si Z(A\*,-) es concava, entonces f(x*) es un maximo global.
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Sean f,g,h € C!(S), con S convexo, y * € S un punto estacionario de
Z(X*,+), admisible que satisface LICQ y la condicién de holgura.

Si Z(A\*,-) es concava, entonces f(x*) es un maximo global.

Observaciones:
@ Se exige que la funcién Z(\*,-) sea céncava/convexa en todo S.
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Condicién Suficiente para Maximo Global

Condicién de Segundo Orden para Maximo Global
Sean f,g,h € C!(S), con S convexo, y * € S un punto estacionario de
Z(X*,+), admisible que satisface LICQ y la condicién de holgura.

Si Z(A\*,-) es concava, entonces f(x*) es un maximo global.

Observaciones:
@ Se exige que la funcién Z(\*,-) sea céncava/convexa en todo S.
@ Si f es céncava, g; es convexa si AT > 0,y g; es cdncava si AT <0,y
hy es convexa (pues p, > 0), entonces .Z (X", -) seria una suma de
funciones cdncavas, es decir, f(a*) seria un maximo global.
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Condicién Suficiente para Maximo Global

Condicién de Segundo Orden para Maximo Global
Sean f,g,h € C!(S), con S convexo, y * € S un punto estacionario de
Z(X*,+), admisible que satisface LICQ y la condicién de holgura.

Si Z(A\*,-) es concava, entonces f(x*) es un maximo global.

Observaciones:

@ Se exige que la funcién Z(\*,-) sea céncava/convexa en todo S.

@ Si f es céncava, g; es convexa si AT > 0,y g; es cdncava si AT <0,y
hy es convexa (pues p, > 0), entonces .Z (X", -) seria una suma de
funciones cdncavas, es decir, f(a*) seria un maximo global.

@ Si las restricciones son lineales basta que f sea céncava.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Condicién Suficiente para Maximo Global

Condicién de Segundo Orden para Maximo Global
Sean f,g,h € C!(S), con S convexo, y * € S un punto estacionario de
Z(X*,+), admisible que satisface LICQ y la condicién de holgura.

Si Z(A\*,-) es concava, entonces f(x*) es un maximo global.

Observaciones:

@ Se exige que la funcién Z(\*,-) sea céncava/convexa en todo S.

@ Si f es céncava, g; es convexa si AT > 0,y g; es cdncava si AT <0,y
hy es convexa (pues p, > 0), entonces .Z (X", -) seria una suma de
funciones cdncavas, es decir, f(a*) seria un maximo global.

@ Si las restricciones son lineales basta que f sea céncava.

Teorema de Arrow-Enthoven
Sean f,g,h € C(S), con S convexo, y * € S un punto estacionario de
Z(X*,+), admisible que satisface LICQ y la condicién de holgura.
Si f es cuasicéncava, Afg; y pjh; son cuasiconvexas, y V f(z*) # 0,
entonces f(x*) es un maximo global.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos
@ Resuelva minz? 4+ y? sujeta a  + 2y > 5.

@ Considere el problema 21+ a9+ 13 <1
max Inx; +x9+ 23 sujetaa ¢ x1>1
:Jc% + x% <2
Muestre que hay infinitos puntos que resuelven el problema
planteado. Cudl es la solucién?

© Resuelva el problema

2 .24 .2 <1
max In(z +y+3) sujetaa Ay s

r+y+z<1
© Aplique el teorema de Arrow-Enthoven al problema
r+y<6
max xy sujetaa ¢ x>0

y=0
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién (min z? + y? s.a. z + 2y > 5)

Reescribimos el problema (principio de dualidad) como

méx —z? —y? sujetaa —x — 2y < —b.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 111 / 125



Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién (min z? + y? s.a. z + 2y > 5)

Reescribimos el problema (principio de dualidad) como
méx —z? —y? sujetaa —x — 2y < —b.
Como Vh = (—1,-2) # (0,0), i.e., todos los puntos califican LICQ.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién (min z? + y? s.a. z + 2y > 5)
Reescribimos el problema (principio de dualidad) como

méx —z? —y? sujetaa —x — 2y < —b.

Como Vh = (—1,-2) # (0,0), i.e., todos los puntos califican LICQ.
Planteamos el Lagrangiano:

L(p,w,y) = =2 —y* —p(—w =2y —(=5)) = =2 —y* + p(z +2y - 5).
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Ejemplos: Solucién (min z? + y? s.a. z + 2y > 5)

Reescribimos el problema (principio de dualidad) como
méx —z? —y? sujetaa —x — 2y < —b.
Como Vh = (—1,-2) # (0,0), i.e., todos los puntos califican LICQ.
Planteamos el Lagrangiano:
L(p,z,y) = —2> =y —p(—z—2y—(=5)) = —2" — > + p(z + 2y — 5).

Buscamos las condiciones de primer orden:

—27 + 0 . e . 10 5 5
Vx,yg(/h'f) = <_2y+//j> = <0> - (,U, y LY ): (37373> .

Si —x — 2y < —5 entonces 1 = 0, lo que implica x =0 =y, pero
h(0,0) = 0 > —5. Entonces (0,0) no es factible.
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Ejemplos: Solucién (min z? + y? s.a. z + 2y > 5)

Reescribimos el problema (principio de dualidad) como
méx —z? —y? sujetaa —x — 2y < —b.
Como Vh = (—1,-2) # (0,0), i.e., todos los puntos califican LICQ.
Planteamos el Lagrangiano:
L(p,z,y) = —2> =y —p(—z—2y—(=5)) = —2" — > + p(z + 2y — 5).

Buscamos las condiciones de primer orden:

—27 + 0 . e . 10 5 5
vx,yg(ﬂm‘) = <_2y+//j> = <0> - (,U, y LY ): (37373> .

Si —x — 2y < —5 entonces 1 = 0, lo que implica x =0 =y, pero
h(0,0) = 0 > —5. Entonces (0,0) no es factible.

Como h = —z — 2y es lineal y f = —2% — y? es céncava, entonces
5 5) — _25 Axi —r— —
f(5,3) = —2 es el mdximo global s.a. —z — 2y < —5.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién (min z? + y? s.a. z + 2y > 5)

Reescribimos el problema (principio de dualidad) como
méx —z? —y? sujetaa —x — 2y < —b.
Como Vh = (—1,-2) # (0,0), i.e., todos los puntos califican LICQ.
Planteamos el Lagrangiano:
L(p,z,y) = —2> =y —p(—z—2y—(=5)) = —2" — > + p(z + 2y — 5).

Buscamos las condiciones de primer orden:

—27 + 0 . e . 10 5 5
vx,yg(ﬂm‘) = <_2y+5> = <0> - (,U, y LY ): (37373> .

Si —x — 2y < —5 entonces 1 = 0, lo que implica x =0 =y, pero
h(0,0) = 0 > —5. Entonces (0,0) no es factible.

Como h = —z — 2y es lineal y f = —2% — y? es céncava, entonces
f(2,2) = —% es el méximo global s.a. —z — 2y < —5.

Concluimos que —f (5,3) = 2 es el minimo global sobre z + 2y > 5.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 2

Calificacion de la Restriccién (LICQ):
e Si todas estdn activas (v1 + 22 +23 =1, 71 = 1y 22 + 23 = 2):

1 1 1
Jg = 1 0 0]; detJzg=—2z9=0siz=0.
Ql’l Ql’g 0

Por ho sabemos que z1 = 1, pero h3(1,0,z3) =12+ 02 =1#2, ie, el
punto no es admisible. Si todas estdn activas sempre califica la restriccién

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 112 / 125



Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 2

Calificacion de la Restriccién (LICQ):
e Si todas estdn activas (v1 + 22 +23 =1, 71 = 1y 22 + 23 = 2):

1 1 1
ng 1 0 0]; detJ§:—2I2:05il‘2:O.
Ql’l Ql’g 0

Por ho sabemos que z1 = 1, pero h3(1,0,z3) =12+ 02 =1#2, ie, el
punto no es admisible. Si todas estdn activas sempre califica la restriccién
e Si hy y hg estdn activas (x1 +z2 + 23 =1y 21 = 1):

1 11 : .
Jg = (1 0 0) ;  tiene rango 2 siempre.

Todos los puntos califican la restriccion.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
- -/
Ejemplos: Solucién Problema 2

Calificacion de la Restriccién (LICQ):
e Si todas estdn activas (v1 + 22 +23 =1, 71 = 1y 22 + 23 = 2):

1 1 1
ng 1 0 0]; dethZ—QIQZOSiZQZO.
2l’1 Ql’g 0

Por ho sabemos que z1 = 1, pero h3(1,0,z3) =12+ 02 =1#2, ie, el
punto no es admisible. Si todas estdn activas sempre califica la restriccién
e Si hy y hg estdn activas (x1 +z2 + 23 =1y 21 = 1):
111 . .
Jg = (1 0 0) ;  tiene rango 2 siempre.

Todos los puntos califican la restriccion.
e Si hy y hs estdn activas (v1 + o2 + 23 =1y 2?2 + 23 = 2):

Jg = <2:1U1 2:1U2 (1)) ;  tiene rango 2 siempre.

Todos los puntos califican la restriccion.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 2 (Continuacién)
Calificacion de la Restriccién (LICQ):
e Si hy y hg estdn activas (v1 = 1y 22 + 2% = 2):

1 0 O . .
Jg <2$1 9 0> ;  no tiene rango 2 si 9 = 0.

Pero como z; =1, h3(1,0,23) =1 # 2, i.e., no es admisible.

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 113 / 125



Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 2 (Continuacién)
Calificacion de la Restriccién (LICQ):
e Si hy y hg estdn activas (v1 = 1y 22 + 2% = 2):

1 0 O ) .
Jg = <2$1 9 0> ; no tiene rango 2 si x9 = 0.

Pero como z; =1, h3(1,0,23) =1 # 2, i.e., no es admisible.

e Si solo hj estd activa (x1 + o + a3 = 1):

Vhi = (1,1,1) # (0,0,0).

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 113 / 125



Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 2 (Continuacién)
Calificacion de la Restriccién (LICQ):
e Si hy y hg estdn activas (v1 = 1y 22 + 2% = 2):

1 0 O ) .
Jg = <2$1 9 0> ; no tiene rango 2 si x9 = 0.

Pero como z; =1, h3(1,0,23) =1 # 2, i.e., no es admisible.
e Si solo hj estd activa (x1 + o + a3 = 1):

Vhy = (1,1,1) # (0,0,0).
e Si solo hy estd activa (x1 = 1):

Vhs = (1,0,0) # (0,0,0).

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022

113 / 125



Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 2 (Continuacién)

Calificacion de la Restriccién (LICQ):
e Si hy y hg estdn activas (v1 = 1y 22 + 2% = 2):

1 0 O ) .
Jg = <2$1 9 0> ; no tiene rango 2 si x9 = 0.

Pero como z; =1, h3(1,0,23) =1 # 2, i.e., no es admisible.
e Si solo hj estd activa (x1 + o + a3 = 1):
Vhy = (1,1,1) # (0,0,0).
e Si solo hy estd activa (x1 = 1):
Vhy = (1,0,0) # (0,0,0).
e Si solo hy esta activa (27 + 23 = 2):
Vhs = (221, 222,0) = (0,0,0),

solo si x1 = x5 = 0, pero h3(0,0,z3) = 0 # 2, i.e., no es admisible.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 2 (Continuacién)

Calificacion de la Restriccién (LICQ):
e Si hy y hg estdn activas (v1 = 1y 22 + 2% = 2):

1 0 O ) .
J§ = <2$1 9 0> ; no tiene rango 2 si x9 = 0.

Pero como z; =1, h3(1,0,23) =1 # 2, i.e., no es admisible.
e Si solo hj estd activa (x1 + o + a3 = 1):

Vhy = (1,1,1) # (0,0,0).
e Si solo hy estd activa (x1 = 1):

Vhy = (1,0,0) # (0,0,0).
e Si solo hj estd activa (2 + 13 = 2):

Vhs = (21, 222,0) = (0,0,0),

solo si x1 = x5 = 0, pero h3(0,0,z3) = 0 # 2, i.e., no es admisible.

Conclusidon: Todos los puntos califican la restriccién.
Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 113 / 125



Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 2 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano (cambiando la segunda restriccién):
L\ x) =Ilnz+zotrs—i (331+932+:1:3—1)—,u2 (—xl—(—l))—,ug(x%er%—Z)
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 2 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano (cambiando la segunda restriccién):
L\ x) =Ilnz+zotrs—i (331+932+:1:3—1)—,u2 (—xl—(—l))—,ug(x%er%—Z)

CPO %1 — M1 + Mo — 2I1M3 0
vxl,mg,mgg()‘a G) = 1 —p1 — 2wops =10 = =1
1-— 1251 0
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 2 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano (cambiando la segunda restriccién):
L\ x) =Ilnz+zotrs—i (931+x2+x3—1)—,u2 (—xl—(—l))—ug(ﬂz%er%—Z)

CPO: %1 — p1 + p2 — 2213 0
vxhwz,wsg(}" KRR ) = 1—p1 —2wop3 =10 — /jlﬁ =1
1-— 1251 0

De la segunda sabemos que 2zopu3 =0, i.e., xg =00 pu3 =0. Si pug #0,
entonces x5 = 0y h3(21,0,23) = 22 = 2, i.e., ¥1 = £v/2. Por hy sabemos
que 1 =2 >1 (dnico factible), por lo que py = 0. De la primera vemos
que 0 < u3 = Q—i% — g =g = 1- 2—\1/5 <0 (=<«). Concluimos que
pus = 0. Si ps # 0, entonces x1 = 1, pero de la primera vemos que o = 0.
Concluimos que 2 = 0 y de la primera tenemos que 1 = 1. Por h; vemos

que xo = —x3, y por hs tenemos que x% < 1. Concluimos que

(M?M?M:ﬁafc’f’x;,ﬁ) =(1,0,0,1,¢, _t) —-1<t<1
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 2 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano (cambiando la segunda restriccién):
L\ x) =Ilnz+zotrs—i (931+x2+x3—1)—,u2 (—xl—(—l))—,ug(ﬂ:%er%—Z)

CPO: %1 — p1 + p2 — 2213 0
vxhwz,wsg(}" KRR ) = 1—p1 —2wop3 =10 — /jlﬁ =1
1-— 1251 0

De la segunda sabemos que 2zopu3 =0, i.e., xg =00 pu3 =0. Si pug #0,

entonces x5 = 0y h3(21,0,23) = 22 = 2, i.e., ¥1 = £v/2. Por hy sabemos

que 1 =2 >1 (dnico factible), por lo que py = 0. De la primera vemos
1 1

-1 _om _ op2 1 _ 1 .
queOgug—M% b1 " 20 =4 25 <0 (=<«). Concluimos que

pus = 0. Si ps # 0, entonces x1 = 1, pero de la primera vemos que o = 0.
Concluimos que 2 = 0 y de la primera tenemos que 1 = 1. Por h; vemos
que xo = —x3, y por hs tenemos que x% < 1. Concluimos que

(M?M?M:ﬁaﬁ?m;,ﬁ) =(1,0,0,1,¢, _t) —-1<t<1
Como f =Inxy + x2 + x3 es cdncava, hy y ho son lineales, y hs3 es

convexa, entonces f (1,t,—t) = 0 es el mdximo global (infinitos éptimos).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 3

Calificacion de la Restriccion (LICQ):
e Si todas estdn activas (2?2 +y? + 22 =1yax+y+z=1):

(22 2y 2z\ . .
Jg—<1 1 1), no tiene rango 2 siz =y = z.

Sustituyendo en hy tenemos x =y = z = % pero hq (%, %, %) =1

Lz,

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 115 / 125



Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
- -/
Ejemplos: Solucién Problema 3

Calificacion de la Restriccion (LICQ):
e Si todas estdn activas (2?2 +y? + 22 =1yax+y+z=1):

(22 2y 2z\ . .
Jg—<1 1 1), no tiene rango 2 siz =y = z.

Sustituyendo en hy tenemos x =y = z = % pero hq (%, %, %) = % = 1.

e Si solo hy estd activa (22 4 y% + 22 = 1):
Vhy = (2z,2y,2z) = (0,0,0),

solosiz =y =z=0, pero h1(0,0,0) =0 # 1.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 3
Calificacion de la Restriccion (LICQ):

e Si todas estdn activas (2?2 +y? + 22 =1yax+y+z=1):

(22 2y 2z\ . .
Jg—<1 1 1), no tiene rango 2 siz =y = z.

Sustituyendo en hy tenemos x =y = z = % pero hq (%, %, %) = % = 1.
e Si solo hy estd activa (22 4 y% + 22 = 1):
Vhy = (2z,2y,2z) = (0,0,0),
solosiz =y =z=0, pero h1(0,0,0) =0 # 1.
e Si solo hy estd activa (x +y + 2z =1):

Vhs = (1,1,1) # (0,0,0).

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 115 / 125



Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
- -/
Ejemplos: Solucién Problema 3

Calificacion de la Restriccion (LICQ):
e Si todas estdn activas (2?2 +y? + 22 =1yax+y+z=1):

(22 2y 2z\ . .
Jg—<1 1 1), no tiene rango 2 siz =y = z.

Sustituyendo en hy tenemos x =y = z = % pero hq (%, %, %) = % = 1.
e Si solo hy estd activa (22 4 y% + 22 = 1):
Vhy = (2z,2y,2z) = (0,0,0),
solosiz =y =z=0, pero h1(0,0,0) =0 # 1.
e Si solo hy estd activa (x +y + 2z =1):
Vhe = (1,1,1) # (0,0,0).

Conclusidon: Todos los puntos califican la restriccién.
Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 115 / 125



Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 3 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano:
LN\ z,y,2) zln(x—{—y—l—?)) —ul(m2+y2—|—z2—1) —,Ltg(m+y+z—1).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 3 (Continuacién)
Planteamos el Lagrangiano:
LN\ z,y,2) zln(x—{—y—l—?)) —ul(m2+y2—|—z2—1) —,Ltg(m+y+z—1).

CPO: ﬁzﬁg —2xp1 — p2 0
v%yyz"g()‘v KRR ) =\ zvy+3 — 2y:“’1 — M2 | = 0 - ,LLT 7é 0.
—2zp1 — po 0
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 3 (Continuacién)
Planteamos el Lagrangiano:
LN\ z,y,2) zln(x+y+3) —pl(:p2+y2—|—z2—1) —,Ltg(m+y+z—1).

CPO: ﬁzﬁg —2xp1 — p2 0
v%yyz"g()‘v KR ) =\ zvy+3 — 2yﬂ1 — M2 | = 0 - /‘T 7é 0.
—2zp1 — p2 0

Si b = 0 entonces z = 0 (por la tercera). Restando la primera a la
segunda obtenemos, —2(y — x)uj =0, i.e., z = y. De la primera

Py 2 _ 9 I 7 I S i
restriccién, 2z° =1, i.e.,, ¥ =y* = iﬁ. M= Za-va) <0siz,y<0,

por lo que z* = y* = % No es admisible (z* + y* + z* = v/2 > 1).
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 3 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano:
LN\ z,y,2) zln(x+y+3) —Ml(:p2+y2—|—22—1) —,LLQ(x+y+z—1).

CPO: ﬁzﬁg —2xp1 — p2 0
Vay LN )= smmm — 2y —p2 | = 0] = p#0.
—2zp1 — po 0

Si b = 0 entonces z = 0 (por la tercera). Restando la primera a la
segunda obtenemos, —2(y — x)uj =0, i.e., z = y. De la primera

Py 2 _ 9 I 7 I S i
restriccién, 2z° =1, i.e.,, ¥ =y* = iﬁ. M= Za-va) <0siz,y<0,

por lo que z* = y* = % No es admisible (z* + y* + z* = v/2 > 1).

Si ub # 0, entonces 2z + z = .+ y + z = 1 (condicién de holgura). De la
primera restriccién se obtiene 1 = 222 + (1 — 22)? = 622 — 42 + 1, i.e,,
x*zy*zOyz*:l,ox*:y*:%yz*:—%. El primer punto no es
posible éptimo porque 2 = —2u1 < 0 (de la tercera). Con el segundo
punto tenemos o = %ul, y de la primera obtenemos u} = %3 (u = 32—9)
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 3 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano:
LN\ z,y,2) zln(x+y+3) —Ml(:p2+y2—|—22—1) —,LLQ(x+y+z—1).

CPO: ﬁzﬁg —2xp1 — p2 0
Vay LN )= smmm — 2y —p2 | = 0] = p#0.
—2zp1 — po 0

Si b = 0 entonces z = 0 (por la tercera). Restando la primera a la
segunda obtenemos, —2(y — x)uj =0, i.e., z = y. De la primera

Py 2 _ 9 I 7 I S i
restriccién, 2z° =1, i.e.,, ¥ =y* = iﬁ. M= Za-va) <0siz,y<0,

por lo que z* = y* = % No es admisible (z* + y* + z* = v/2 > 1).

Sips #0, entonces 2x +z=ac+y+z2=1 (condicién de holgura). De la
primera restriccién se obtiene 1 = 2:n +(1- ) =622 -4z +1,ie.,
¥=y*=0yz"=1o0z"=y*= yz——f El primer punto no es
posible éptimo porque o = —2u1 < 0 (de la tercera) Con el segundo
punto tenemos o = %ul y de la primera obtenemos u} = %3 (u = 32—9)

f céncava y h convexas, i.e., f (2,2, —1) =1n (1) es el maximo global.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
- -/
Ejemplos: Solucién Problema 4

Calificacion de la Restriccién (LICQ):

e Todas no pueden estar activas (x +y =6, xt =0y y =0).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 4

Calificacion de la Restriccién (LICQ):

e Todas no pueden estar activas (x +y =6, xt =0y y =0).
e Si solo hy y hy estd activa (z +y =6, z = 0):

11 . :
Jg = <1 0) ;  tiene rango 2 siempre.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 4

Calificacion de la Restriccién (LICQ):

e Todas no pueden estar activas (x +y =6, xt =0y y =0).
e Si solo hy y hy estd activa (z +y =6, z = 0):

11 . :
Jg = <1 0) ;  tiene rango 2 siempre.

e Si solo hy y hg estd activa (x +y = 6, y = 0): Andlogo al anterior.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 4

Calificacion de la Restriccién (LICQ):

e Todas no pueden estar activas (x +y =6, xt =0y y =0).
e Si solo hy y hy estd activa (z +y =6, z = 0):

;  tiene rango 2 siempre.

e Si solo hy y hg estd activa (x +y = 6, y = 0): Andlogo al anterior.
e Si solo hy y hg estd activa (x =0 0
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 4

Calificacion de la Restriccién (LICQ):

e Todas no pueden estar activas (x +y =6, xt =0y y =0).
e Si solo hy y hy estd activa (z +y =6, z = 0):

< ) tiene rango 2 siempre.

e Sisolo hy y h3 estd activa (z +y = 0): Andlogo al anterior.
e Sisolo hy y h3 estd activa (x =0, y = ):
= ( tiene rango 2 siempre.
e Si solo hy estd activa (x +y = 6): Vhy = (1,1) # (0,0).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 4

Calificacion de la Restriccién (LICQ):
e Todas no pueden estar activas (x +y =6, xt =0y y =0).
e Si solo hy y hy estd activa (z +y =6, z = 0):

11 . :
Jg = <1 0) ;  tiene rango 2 siempre.

e Si solo hy y hg estd activa (x +y = 6, y = 0): Andlogo al anterior.
e Sisolo hy y h3 estd activa (x =0, y = 0)

= ( > tiene rango 2 siempre.
Yy =

e Si solo hy estd activa (x + 6): Vhy = (1,1) # (0,0).
e Si solo hy estd activa (x = 0): Vhy = (1,0) # (0,0).

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 117 / 125



Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 4

Calificacion de la Restriccién (LICQ):
e Todas no pueden estar activas (x +y =6, xt =0y y =0).
e Sisolo hy y hy estd activa (x +y =6, . = 0):

1 1 . .
Jg = <1 0) ;  tiene rango 2 siempre.
e Si solo hy y hg estd activa (x +y = 6, y = 0): Andlogo al anterior.
e Sisolo hy y h3 estd activa (x =0, y = 0)

= ( ) tiene rango 2 siempre.
Yy =

e Si solo hy estd activa (x + 6): Vhy = (1,1) # (0,0).
e Si solo hy estd activa (x = 0): Vhy = (1,0) # (0,0).
(y = 7#

e Si solo hs estd activa 0): Vhs = (0,1) # (0,0).
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 4
Calificacion de la Restriccién (LICQ):
e Todas no pueden estar activas (x +y =6, xt =0y y =0).
e Sisolo hy y hy estd activa (x +y =6, . = 0):
I 1 1\ . 5 s
9=\ 0)’ tiene rango 2 siempre.
e Si solo hy y hg estd activa (x +y = 6, y = 0): Andlogo al anterior.
e Si solo hy y hg estd activa (x =0 0

10 . .
Jg = (0 1) ;  tiene rango 2 siempre.

e Si solo hy estd activa (x +y = 6): Vhy = (1,1) # (0,0).
e Si solo hy estd activa (x = 0): Vhy = (1,0) # (0,0).
e Si solo h3 estd activa (y = 0): Vhg = (0,1) # (0,0).

Conclusidon: Todos los puntos califican la restriccién.
Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 117 / 125



Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 4 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano:
ZL(p,@,y) =zy — m(z+y—6) — pa(—) — us(-y).
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 4 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano:
L x,y) =zy — p(z+y —6) — pa(—2) — ps(~y).

CPO: _(y—m+p2) _ (0
vx’yf()\,’)_<$_ﬂl+,u3 - 0 :
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplos: Solucién Problema 4 (Continuacién)
Planteamos el Lagrangiano:
L(pya,y) =xy — pn(x +y —6) — pa(—2) — ps(—y).
CPO: Y — p1+ o 0
VoyZ ) = (iU — p1+ M3> - <0> '
Si ui =0entonces 0 < pg = —y <0y 0 < pu3=—x <0 (por la primera
y la segunda, respectivamente). El punto es (0,0,0,0,0).
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 4 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano:
L(pya,y) =xy — pn(x +y —6) — pa(—2) — ps(—y).

CPO: Y — p1+ o 0

VoyZ ) = (iU — p1+ M3> B <0> '
Si pj =0entonces 0 < pg = -y <0y 0 <puz=—x <0 (por la primera
y la segunda, respectivamente). El punto es (0,0,0,0,0).
Si p] # 0 entonces x + y = 6. Como las tres restricciones no pueden estar
saturadas al mismo tiempo, p5 =0 o uj = 0 (o ambas). Si b # 0
entonces z =0,y =6y ui =0, i.e., de la segunda puj = 0 (=<«). Idem si
ps # 0. Se concluye que 5 =0 = pi y y = puf =« (por la 1lra y 2da). De
la 1ra restriccién tenemos pj = z =y = 3. El punto es (3,0,0, 3, 3).

Viquez (UCR) Optimizacién Verano 2022 118 / 125



Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 4 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano:

L(pya,y) =xy — pn(x +y —6) — pa(—2) — ps(—y).
CPO: Y — p1+ o 0

VoyZ ) = (53 — p1+ M3> B <0> '

Si pj =0entonces 0 < pg = -y <0y 0 <puz=—x <0 (por la primera
y la segunda, respectivamente). El punto es (0,0,0,0,0).
Si p] # 0 entonces x + y = 6. Como las tres restricciones no pueden estar
saturadas al mismo tiempo, p5 =0 o uj = 0 (o ambas). Si b # 0
entonces z =0,y =6y ui =0, i.e., de la segunda puj = 0 (=<«). Idem si
ps # 0. Se concluye que 5 =0 = pi y y = puf =« (por la 1lra y 2da). De
la 1ra restriccién tenemos pj = z =y = 3. El punto es (3,0,0, 3, 3).
Como f no es céncava, no se puede aplicar el teorema de maximo global.
Ademias, V f(0,0) = (0,0), por lo que no se puede aplicar
Arrow-Enthoven.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplos: Solucién Problema 4 (Continuacién)

Planteamos el Lagrangiano:

L(pya,y) =xy — pn(x +y —6) — pa(—2) — ps(—y).
CPO: Y — p1+ o 0

VoyZ ) = (90 — p1+ M3> B <0> '

Si pj =0entonces 0 < pg = -y <0y 0 <puz=—x <0 (por la primera
y la segunda, respectivamente). El punto es (0,0,0,0,0).
Si p] # 0 entonces x + y = 6. Como las tres restricciones no pueden estar
saturadas al mismo tiempo, p5 =0 o uj = 0 (o ambas). Si b # 0
entonces z =0,y =6y ui =0, i.e., de la segunda puj = 0 (=<«). Idem si
ps # 0. Se concluye que 5 =0 = pi y y = puf =« (por la 1lra y 2da). De
la 1ra restriccién tenemos pj = z =y = 3. El punto es (3,0,0, 3, 3).
Como f no es céncava, no se puede aplicar el teorema de maximo global.
Ademias, V f(0,0) = (0,0), por lo que no se puede aplicar
Arrow-Enthoven.
Como f es cuasicéncava, h son lineales, y V£(3,3) = (3,3) # (0,0), por

Arrow-Enthoven se concluye que f(3,3) =9 es el méximo global.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Condicién Suficiente para Maximo Local en R"

Matriz Hessiana Orlada Activa
Sean f,g,h € C%(S). La Hessiana orlada de f y las restricciones (g, h) en

(A, x) es O(rm+1) x (m+1) —Jg(x)
HO- (A, x) =
f,g< ) —JgT(a:) Z)\ngk Zﬂth

donde g = (g1, -, 9m, Piy,-- -, hi,) son Ias restr|CC|ones actlvas en .
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Condicién Suficiente para Maximo Local en R"

Matriz Hessiana Orlada Activa
Sean f,g,h € C%(S). La Hessiana orlada de f y las restricciones (g, h) en

(A, x) es O(rm+1) x (m+1) —Jg(x)
HO- (X, z) =

rahm)= Z)\ngk Zmﬂh
donde g = (g1, -, 9m, Piy,-- -, hi,) son Ias restr|CC|ones actlvas en .

Menores Principales Domlnantes de H
Los MPD de orden r de H f§ son los determlnantes DO (X, x) dados por
O (rmt-1) x (m+1) ~J5lz1,... 2, (@)

m !
Jg\xl x(m) Hfl:vh...,xr(a’)*Z)‘ngk\wu..,mr@)*ZNiHhilxl,m,xr(x)
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Condicién Suficiente para Maximo Local en R"

Matriz Hessiana Orlada Activa
Sean f,g,h € C%(S). La Hessiana orlada de f y las restricciones (g, h) en

(A, x) es O(rm+1) x (m+1) —Jg(x)
HO- (X, z) =

rahm)= Z)\ngk Zmﬂh
donde g = (g1, -, 9m, Piy,-- -, hi,) son Ias restr|CC|ones actlvas en .

Menores Principales Domlnantes de H
Los MPD de orden r de H f§ son los determlnantes DO (X, x) dados por
O (rmt-1) x (m+1) ~J5lz1,... 2, (@)

m !
Jg\xl x(m) Hfl:vh...,xr(a’)*Z)‘ngk\wu..,mr@)*ZNiHhilxl,m,xr(x)

Condicién de Segundo Orden para Maximo Local en R”
Sean f,g,h € C%(S). Si * € S cumple las condiciones de primer orden,
f(x*) es un maximo local si (—1)"D?(A\*,z*) >0, r=m+1+1,...,n

v
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo:n =3, m=0y [ ="
Resuelva el problema

|
7+ Yy <

max f(z,y,2) = +1In(l +2) sujetaa
f(z.y,2) (1+2z) suj rhy <l

Cual seria el cambio estimado en el éptimo si se utiliza x +y + z < 1,027
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo:n =3, m=0y [ ="

Resuelva el problema

2,2
, +y* <1
méx f(z,y,z) =x +1In(l + 2) sujetaa rTY=
r+y+2<1

Cual seria el cambio estimado en el éptimo si se utiliza x +y + z < 1,027

Solucién: Primero califiquemos la restriccion:

e Si solo hy estd activa (22 + y% = 1): Vhy = (2z,2y,0) = (0,0,0) si
x =1y =0, pero h1(0,0,z) =0 # 1, por lo que todos los puntos
admisibles califican la restriccion.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo:n =3, m=0y [ ="

2?2 +y? <1

r+y+2<1

Resuelva el problema
méx f(z,y,z) =x +1In(l + 2) sujetaa {

Cual seria el cambio estimado en el éptimo si se utiliza x +y + z < 1,027

Solucién: Primero califiquemos la restriccion:

e Si solo hy estd activa (22 4+ y% = 1): Vhy = (22, 2y,0) = (0,0,0) si
x =1y =0, pero h1(0,0,z) =0 # 1, por lo que todos los puntos
admisibles califican la restriccion.

e Sisolo hy estd activa (x+y+2=1): Vhe = (1,1,1) # (0,0,0).
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo:n =3, m=0y [ ="

2?2 +y? <1

r+y+2<1

Resuelva el problema
méx f(z,y,z) =x +1In(l + 2) sujetaa {

Cual seria el cambio estimado en el éptimo si se utiliza x +y + z < 1,027

Solucién: Primero califiquemos la restriccion:

e Si solo hy estd activa (22 4+ y% = 1): Vhy = (22, 2y,0) = (0,0,0) si
x =1y =0, pero h1(0,0,z) =0 # 1, por lo que todos los puntos
admisibles califican la restriccion.

e Sisolo hy estd activa (x+y+2=1): Vhe = (1,1,1) # (0,0,0).
e Si todas estdn activas (2?2 +y? =1lyz+y+2=1):

(22 2y O) . .
Jg = < 11 1> ;  tiene rango 2 siempre.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo:n =3, m=0y [ ="

2?2 +y? <1

r+y+2<1

Resuelva el problema
méx f(z,y,z) =x +1In(l + 2) sujetaa {

Cual seria el cambio estimado en el éptimo si se utiliza x +y + z < 1,027

Solucién: Primero califiquemos la restriccion:

e Si solo hy estd activa (22 4+ y% = 1): Vhy = (22, 2y,0) = (0,0,0) si
x =1y =0, pero h1(0,0,z) =0 # 1, por lo que todos los puntos
admisibles califican la restriccion.

e Sisolo hy estd activa (x+y+2=1): Vhe = (1,1,1) # (0,0,0).

e Si todas estdn activas (2?2 +y? =1lyz+y+2=1):

(22 2y O) . .
Jg = < 11 1> ;  tiene rango 2 siempre.

Conclusidon: Todos los puntos califican la restriccién.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo: n =3, m =0y [ =7 (Continuacidn)

Planteamos el Lagrangiano:
LAz, y,z) =z+1In(l+z) —,ul(x2—|—y2 —1) —pe(z+y+z-1).
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo: n =3, m =0y [ =7 (Continuacidn)

Planteamos el Lagrangiano:
LAz, y,z) =z+1In(l+z) —,ul(x2—|—y2 —1) —pe(z+y+z-1).

CPO: 1—2xu1 — po 0
Vx,y,z.i”()\, S ) — —QyM1 — 2 =10 _ M’{ 75 0.
ﬁ — M2 0
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Ejemplo: n =3, m =0y [ =7 (Continuacidn)
Planteamos el Lagrangiano:
LN z,y,2) =z +In(l + 2) —ul(x2+y2 —1) —pe(z+y+z-1).

CPO: 1 —2xp1 — po 0
vﬂf,y,z"g’ﬂ(kv ) ) = —2yp1 — po =10 - MT £ 0.
ﬁ — K2 0
De la primera y la segunda tenemos ;1] = m y Qs = —xyfy. Si

x <y =0 entonces i <0 (=<). Como = > y, se concluye que y <0

para que p4 > 0. Si y = 0 entonces p5 = 0y de la tercera ﬁ =0 (=<).
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo: n =3, m =0y [ =7 (Continuacidn)

Planteamos el Lagrangiano:
LN z,y,2) =z +In(l + 2) —ul(x2+y2 —1) —pe(z+y+z-1).

CPO: 1 —2xp1 — po 0
vﬂﬂ,y,zi’ﬂ()“ ) ) = —2yp1 — po =10 =4 MT £ 0.
ﬁ — K2 0
De la primera y la segunda tenemos ;1] = m y Qs = —xyfy. Si

x <y =0 entonces i <0 (=<). Como = > y, se concluye que y <0

para que p4 > 0. Si y = 0 entonces p5 = 0y de la tercera ﬁ =0 (=<).

Como puf #0y us#0, hyy hgl deben estar saturadas, i.e., 22 +y> =1y
a ey e

z+y+z=1 Porlatercera {1 = pj = Ty €180 z = . Utilizando la

restriccién saturada ho, i.e. x = 1 — y — z, se tiene que 2z = %

= (z—1)(y—1)=0.Como y <0, entonces z = 1.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo: n =3, m =0y [ =7 (Continuacidn)

Planteamos el Lagrangiano:
LN z,y,2) =z +In(l + 2) —ul(x2+y2 —1) —pe(z+y+z-1).

CPO: 1 —2xp1 — po 0
vﬂﬂ,y,zi’ﬂ()“ ) ) = —2yp1 — po =10 =4 MT £ 0.
ﬁ — K2 0
De la primera y la segunda tenemos ;1] = m y Qs = —xyfy. Si

x <y =0 entonces i <0 (=<). Como = > y, se concluye que y <0
para que p4 > 0. Si y = 0 entonces p5 = 0y de la tercera ﬁ =0 (=<).

Como puj #0y 5 #0, hy y hg deben estar saturadas, i.e., 22 +y> =1y

x4+ y+ 2z =1. Por la tercera ﬁ = ps = y ergo z = yx. Utilizando la
restriccion saturada ho, ie. 2 =1—vy — z, se tlene que z = %
= (z—1)(y—1)=0.Como y < O, entonces z = 1.

-1

Siz=1entoncesz=—-y >0 = x—ﬁ,y—ﬁ
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo: n =3, m =0y [ =7 (Continuacidn)

Planteamos el Lagrangiano:
LN z,y,2) =z +In(l + 2) —ul(x2+y2 —1) —pa(z+y+2z-1).

CPO: 1 —2xp1 — po 0
vﬂﬂ,y,zi’ﬂ()“ ) ) = —2yp1 — po =10 =4 MT £ 0.
ﬁ — K2 0
De la primera y la segunda tenemos ;1] = m y Qs = —xyfy. Si

x <y =0 entonces i <0 (=<). Como = > y, se concluye que y <0
para que p4 > 0. Si y = 0 entonces p5 = 0y de la tercera ﬁ =0 (=<).

Como uf # 0y us #0, hy y hy deben estar saturadas, ie., 22 +y*> =1y

x+1y+ z=1. Por la tercera L = ps = y ergo z = yx. Utilizando la
—1+y+z

restriccion saturada ho, i.e. x = 1 —y—z, se tlene que z = v

= (z—1)(y—1)=0.Como y < O, entonces z = 1.

P - _ -1 =1
Siz=1entoncesx =—y >0 = =759 = g

. . . 11 -1
El dnico punto factible seria (2\[, SRVGLAVAL 1)
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo: n =3, m =0y | = 2 (Continuacidn)

Planteamos el Hessiano orlado con dos restricciones activas:

00 20 2 0
0 O 1 1 1
Hf?g(ﬂl;ﬂ%%% Z) == 2z 1 _2M1 0 0
% 1 0 —2um 0
1
01 0 0 e
Az —y)*
— DY = —8w(a®+y?) —
3 ’U)(.Y? + Yy ) (Z + 1)2
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo: n =3, m =0y | = 2 (Continuacidn)

Planteamos el Hessiano orlado con dos restricciones activas:

00 2 2 0
0 O 1 1 1
Hfo,gj(,uly,Manaya Z) == 2z 1 _2N1 0 0
% 1 0 —2um 0
1
001 0 0 g
Az —y)*

— DY = —8w(z?+¢?) —
3 8w(z” + y°) CESIE
Condicién de Segundo Orden:

1 1 1 -1
—1)*DY (1) =2(vV2+1)>0 = Maiximo Local.
CUP G e e t) T AR
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo: n =3, m =0y | = 2 (Continuacidn)

Planteamos el Hessiano orlado con dos restricciones activas:

00 2 2 0
0 O 1 1 1
Hfo,gj(,uly,Manaya Z) == 2z 1 _2N1 0 0
% 1 0 —2um 0
1
001 0 0 g
Az —y)*

— DY = —8w(z?+¢?) —
3 8w(z” + y°) CESIE
Condicién de Segundo Orden:

1 1 1 -1
—1)*DY (1) =2(vV2+1)>0 = Maiximo Local.
CUP G e e t) T AR

NOTA: Comor=m-+I1{+1=0+2+1 =3 =n, sélo se calcula D30.
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Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker
Ejemplo: n =3, m =0y | = 2 (Continuacidn)

Planteamos el Hessiano orlado con dos restricciones activas:

00 20 2 0
0 O 1 1 1
Hfo,gj(pthanaya Z) == 2z 1 _2N1 0 0
% 1 0 —2um 0
1
01 0 0 e
Az —y)*
— DY = —8w(a®+y?) —
3 ’U)(CC + Yy ) (Z + 1)2

Condicién de Segundo Orden:

1 1 1 -1
—1)*DY (1) =2(vV2+1)>0 = Maiximo Local.
CUP G e e t) T AR

NOTA: Comor=m-+I1{+1=0+2+1 =3 =n, sélo se calcula D30.

El cambio estimado en el éptimo si se utiliza x + y + z < 1,02 seria

1
o - Ac & 3 0,2=0,01. (porque esta activa!)
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Resumen del Procedimiento

© Condiciones de Primer Orden:
@ LICQ: Calcule Jy para las distintas restricciones activas y encuentre los
x admisibles en donde J5 no existe o no tiene rango (m + ).
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Resumen del Procedimiento

© Condiciones de Primer Orden:
@ LICQ: Calcule Jy para las distintas restricciones activas y encuentre los
x admisibles en donde J5 no existe o no tiene rango (m + ).
. m k
@ Lagrangiano: £/(\, ) = f(x) - S, Mgu(w) — )y 1y ().
Halle A", z*) t.q. VoL, ) =0, gi(x*)=c; y pj =0 si hj@*) <b;.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Resumen del Procedimiento

© Condiciones de Primer Orden:
@ LICQ: Calcule Jy para las distintas restricciones activas y encuentre los
x admisibles en donde J5 no existe o no tiene rango (m + ).

@ Lagrangiano: (A, x) = f(x) — 3.1, Migi(@) — S, pihy ().
Halle A", z*) t.q. VoL, ) =0, gi(x*)=c; y pj =0 si hj@*) <b;.
@ Condiciones de Segundo Orden: 2 opciones: maximo global o local.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Resumen del Procedimiento

© Condiciones de Primer Orden:
@ LICQ: Calcule Jy para las distintas restricciones activas y encuentre los
x admisibles en donde J5 no existe o no tiene rango (m + ).

@ Lagrangiano: Z(\,z) = f(z) — >.7", Nigi(z) — Z?Zl pihi(x).
Halle A", z*) t.q. VoL, ) =0, gi(x*)=c; y pj =0 si hj@*) <b;.
@ Condiciones de Segundo Orden: 2 opciones: maximo global o local.
o Si Z(\",-) es concava: Para Hy — Y7 NiH,, — Y5 pi5 Hy,
verifique los MPA & pruebe la convexidad/concavidad en todo el
dominio de f, A¥gi, ujh;, asi el optimo es un maximo global.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Resumen del Procedimiento

© Condiciones de Primer Orden:
@ LICQ: Calcule Jy para las distintas restricciones activas y encuentre los
x admisibles en donde J5 no existe o no tiene rango (m + ).

@ Lagrangiano: Z(\,z) = f(z) — >.7", Nigi(z) — Z?Zl pihi(x).

Halle A", z*) t.q. VoL, ) =0, gi(x*)=c; y pj =0 si hj@*) <b;.
@ Condiciones de Segundo Orden: 2 opciones: maximo global o local.

o Si Z(\",-) es concava: Para Hy — Y7 NiH,, — Y5 pi5 Hy,
verifique los MPA & pruebe la convexidad/concavidad en todo el
dominio de f, A¥gi, ujh;, asi el optimo es un maximo global.

o Si f es cuasicéncava y \/g;, ujh; son cuasiconvexas: Para probar
la cuasiconvexidad/cuasiconcavidad de f, A} gi, by verifique los MPA

de H]?, H)%gi y H;?]*.hj' y si Vf(x*) # 0, el éptimo es global.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Resumen del Procedimiento

© Condiciones de Primer Orden:
@ LICQ: Calcule Jy para las distintas restricciones activas y encuentre los
x admisibles en donde J5 no existe o no tiene rango (m + ).

@ Lagrangiano: Z(\,z) = f(z) — >.7", Nigi(z) — Z?Zl pihi(x).

Halle A", z*) t.q. VoL, ) =0, gi(x*)=c; y pj =0 si hj@*) <b;.
@ Condiciones de Segundo Orden: 2 opciones: maximo global o local.

o Si Z(\",-) es concava: Para Hy — Y7 NiH,, — Y5 pi5 Hy,
verifique los MPA & pruebe la convexidad/concavidad en todo el
dominio de f, A¥gi, ujh;, asi el optimo es un maximo global.

o Si f es cuasicéncava y \/g;, ujh; son cuasiconvexas: Para probar
la cuasiconvexidad/cuasiconcavidad de f, A} gi, by verifique los MPA
de HlO, H%gi y H;?]*.hj' y si Vf(x*) # 0, el éptimo es global.

o Si f no es cuasicéncava 6 \}g;, p;h; no son cuasiconvexas:
Primero calcule la Hessiana Hga. Verifique los MPD en los puntos
encontrados DO (A", z*), para saber si el éptimo es un méximo local.
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Optimizacién Con Restricciones Restricciones de Igualdad/Desigualdad: Karush-Kuhn-Tucker

Resumen del Procedimiento

@ Condiciones de Primer Orden:
@ LICQ: Calcule Jy para las distintas restricciones activas y encuentre los
x admisibles en donde J5 no existe o no tiene rango (m + ).

. k
@ Lagrangiano: Z (X, x) = f(x) — 310, Nigi(®) — >, pihj(x).
Halle A", z*) t.q. VoL, ) =0, gi(x*)=c; y pj =0 si hj@*) <b;.
@ Condiciones de Segundo Orden: 2 opciones: maximo global o local.

o Si Z(\",-) es concava: Para Hy — Y7 NiH,, — Y5 pi5 Hy,
verifique los MPA & pruebe la convexidad/concavidad en todo el
dominio de f, A¥gi, ujh;, asi el optimo es un maximo global.

o Si f es cuasicéncava y \/g;, ujh; son cuasiconvexas: Para probar
la cuasiconvexidad/cuasiconcavidad de f, A} gi, by verifique los MPA
de H?, Ho,fq_ y H;?*hj' y si Vf(x*) # 0, el éptimo es global.

J i9i VA

o Si f no es cuasicéncava 6 \}g;, p;h; no son cuasiconvexas:
Primero calcule la Hessiana HJ?fg. Verifique los MPD en los puntos
encontrados DO (A", z*), para saber si el éptimo es un méximo local.

© Optimos: Si f(Z) es mayor que los méximos de la segunda parte,

entonces se agrega & a la canasta de 6ptimos hallados.
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