Universidad de Costa Rica

Escuela de Matematica

Serie: CABECAR

Ejercicios de Calculo I
Area de Salud
42 edicion
Profs. Escuela de Matematica

2006



falta ISBN



Valor del ejemplar (/3000



Contenidos

1 Ejercicios de limites y continuidad: I Parte Profa. Ana Mondrus
Soluciones de limites y continuidad: 1 Parte Profa. Ana Mondrus . . . . . . .
Ejercicios de limites y continuidad: 11 Parte Prof. Asdrdbal Duarte . . .. ..
Soluciones ejercicios de limites y continuidad: II Parte Prof. Asdrtbal Duarte
Ejercicios de limites y continuidad: 111 Parte Prof. Rosendo Pizarro . . . . . .

Soluciones de limites y continuidad: 111 Parte Rosendo Pizarro . . . . . . . . .

2 Ejercicios de derivacion: 1 Parte Prof. Lester Izaguirre
Soluciones de ejercicios de derivacion: 1 Parte Prof. Lester Izaguirre . . . . .
Ejercicios de derivacion: 11 Parte Profa. Lorena Salazar . . . . . ... ... ..
Soluciones de ejercicios de derivacién: 11 Parte Profa. Lorena Salazar . . . . .
Ejercicios de derivacion: 111 Parte Profa. Ana Mondrus . . . . . ... ... ..
Soluciones de ejercicios de derivacién: 111 Parte Profa. Ana Mondrus . . . . .

Ejercicios de derivacién: 1V Parte  Profs. Gerald Asch, Gloria Bonilla . . . . . .

53

Soluciones de ejercicios de derivacién: 1V Parte Profs. Gerald Asch, Gloria Bonilla 55

Ejercicios de derivacién: V Parte Prof. Carlos Azofeifa . . . ... ... .. ..

Soluciones de ejercicios de derivaciéon: V Parte Prof. Carlos Azofeifa . . . . . .

3 Ejercicios de limites en el infinito  Prof. Angel Ruiz
Soluciones de ejercicios de limites en el infinito  Prof. Angel Ruiz. . . . . . . .

Ejercicios de limites en el infinito: 11 Parte Prof. Carlos Avendafio . . . . . . .

61

71

Soluciones de ejercicios de limites en el infinito: 11 Parte Prof. Carlos Avendafio 72

Ejercicios de limites en el infinito: 111 Parte Prof. Minor Chacén . . . . . . . .

75

Soluciones de ejercicios de de limites en el infinito: 111 Parte Prof. Minor Chacén 76

4 Ejercicios de Aplicaciones de la derivada: 1 Parte Prof. Gerald Asch

Soluciones de Aplicaciones de la derivada: 1 Parte Prof. Gerald Asch. . . . . .

81
83



ii

Contenidos

Ejercicios de Aplicaciones de la derivada: 11 Parte Prof. Rosendo Pizarro . . . 88
Soluciones de ejercicios de Aplicaciones de la derivada: 11 Parte Prof. Rosendo
Pizarro . . . . . . o L 89
Ejercicios de Aplicaciones de la derivada: 111 Parte Profa. Ana Mondrus . . . . 94
Soluciones de ejercicios de aplicaciones de la derivada: 111 Parte Profa. Ana
Mondrus . . . . . .. L 95
Ejercicios de Aplicaciones de la derivada: 1V Parte Profa. Ana Mondrus . . . . 100

Soluciones de ejercicios de Aplicaciones de la derivada: IV Parte Profa. Ana

Mondrus . . . . . .. e e 101
Ejercicios de integrales: 1 Parte Prof. Lester Izaguirre 109
Soluciones de ejercicios de integrales: 1 Parte Prof. Lester Izaguirre . . . . . . 110
Ejercicios de integrales: 1l Parte Prof. Elvis Hurtado . . . . .. .. ... ... 114
Soluciones de ejercicios de integrales: 11 Parte Prof. Elvis Hurtado . . . . . . . 116
Ejercicios de integrales: 111 Parte Prof. Mario Murillo . . . . . . . .. . .. .. 120
Soluciones de ejercicios de integrales: 111 Parte Prof. Mario Murillo . . . . . . 121
Ejercicios de integrales: 1V Parte Profs: Lester Izaguirre, Julio Céspedes . . . . 125

Soluciones de ejercicios de integrales: 1V Parte Profs: Lester Izaguirre, Julio

Céspedes . . . . . . . . L 127
Ejercicios de integrales: V Parte Prof. Carlos Gonzalez . . ... ... ... .. 133
Soluciones de ejercicios de integrales: V Parte Prof. Carlos Gonzilez . . . . . . 134

Ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas: 1 Parte Profs. Roxana Mene-
ses, Carlos Gonzalez 137
Soluciones de ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas: 1 Parte Profs.
Roxana Meneses, Carlos Gonzalez . . . . . . . . . . . .. ... ....... 138
Ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas: 1l Parte Prof. Carlos Gonzalez141
Soluciones de ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas: 11 Parte Prof.
CarlosGonzalez . . . . . . . . . . . . . .. . ..o 143
Ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas e Inversas: 111 Parte Profs.
Mario Murillo, Carlos Gonzalez . . . . . . . .. . . . . . ... ... .... 149
Soluciones de ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas e Inversas: 111
Parte Profs. Mario Murillo, Carlos Gonzalez . . . ... .. ... ... .. 150
Ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas e Inversas: IV Parte Prof.

Patricio Becerra . . . . . . . . . .. 154



Contenidos iii

Soluciones de ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas e Inversas: 1V

Parte Prof. Patricio Becerra . . . . . . . . .. .. .. ... ... .....155

7 Ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inversas: I Parte
Prof. Angel Ruiz 157
Soluciones de ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas

inversas: 1 Parte Prof. AngelRuiz . . . .. ... ... ........... 158
Ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inversas: 11
Parte Profa. GloriaBonilla . . .. ... ... ...............160
Soluciones de ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas
inversas: Il Parte GloriaBonilla. . . . .. ... ... ...........161
Ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inversas: 111
Parte Profa. CoraliaMalavasi . . . ... .................. 163
Soluciones de ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas
inversas: I11 Parte Profa. CoraliaMalavasi . . . . .. ... ........ 164
Ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inversas: 1V
Parte Prof. Rosendo Pizarro . . . . . ... ... ..............167
Soluciones de ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas
inversas: IV Parte Prof. Rosendo Pizarro . . . . . ... ... ....... 168
Ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inversas: V
Parte Prof. Jorge Poltronieri . .. ... ... ...............171
Soluciones de ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas
inversas: V Parte Prof. Jorge Poltronieri . . . .. ... ... ....... 172

Examenes . . . . . . . . . . .. ... ... ... ..175



Tema No. 1

Ejercicios de limites y continuidad: 1 Parte Profa. Ana

Mondrus

I) Calcule cada uno de los siguientes limites:

.22 —9x+38 4 i 2sen 7z : (senx )
) ilinlﬁ " om0 422 + cosa 7. IILm% z Foos2).

m 22—z —3 5. 1i z =2 8. lim t[t — 4|.
mlin_ll x+1 - 'xl—>mz\/x—|—l—\/5—x' tﬂ' |

. 2?2 —9r+8 . sen(z+1) .oV +2-2
e I N TR VT

IT) Para cada una de las funciones siguientes, calcule los limites en el punto indicado.

] i) Lateralesen0
4(22+1) siz<0
- fx) = _ ii) Lateralesen5
2z +3 siz>0.
iii) Laterales en —5.

4(224+1) siz<0
20 +4 sixz>0.

. glx) = Laterales en 0.

¢Qué puede concluir sobre la existencia de los limites siguientes, hnﬁ fa), lirr15 f(ax), lim5 f(x)
y lim g(z)?

z—0
[11) Calcule los siguientes limites (si existen):

. . 2t|t — 4
sen
a) :Il;ur%) E b) }m}l T

IV) Para las siguientes funciones, determine en qué intervalos son continuas; encuentre
los puntos de discontinuidad e indique el tipo de discontinuidad que hay en cada uno de

ellos. Encuentre asintotas verticales, si existen.



2 Ejercicios de limites y continuidad: 1 Parte Prof. Ana Mondrus

_22—-92+8 __4-a3 _ sen(z +1)
@) =Ty 2. 9(2) = 5= 5= 3. Ma)=—751

V 1) Encuentre el valor de k para que f sea continua en IR, siendo

sen bx ;
_= S1 0
flay={ 22 s
k siz=0.

2) Encuentre los valores de las constantes a y b que haga que ¢ sea continua en R.

2x six < -1
g(z) =< ar+b si—1l<z<3
—2x sixz > 3.

3) Use el teorema del valor intermedio para garantizar que 2% — 223 — 322 + . +1 = 0 tiene

una solucién en [0,1].
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. lim

Ejercicios de MA-1210  Calculo I 3

Soluciones de limites y continuidad: I Parte Profa. Ana Mondrus
I) Calcule los siguientes limites:

22— 92 +8
z—1 .’L'3 -1 )
Es el limite de una funcion racional (cociente de polinomios) en un punto en que el deno-

minador se hace 0, por lo que NO admite sustitucién directa. Si se intentara reemplazar x
por 1, se llega a la “forma indeterminada 6”, por lo que conviene transformar la funcién

en otra equivalente. En este caso, lo adecuado es la factorizacion y simplificacion poste-

rior.

) —9x+8 (1‘*1)(33—8) . x—8 1-8 7
lim £~ Pl AN T+ D) guess e @ ol THIFI - 3
22— —3 _ . (D)2 -3) 2y —9(_1) 2 — _
i, Bt i SRS = i (20— 3) =21 -3 = .
Totalmente analogo al caso anterior.

lim 22 -9z +38

Ta——1 ad -1

Sea P(x) = 22 — 92 + 8y Q(v) = 2® — 1, observe que Q(—1) = (-1)3 -1 = -2 # 0, por lo
tanto para calcular el limite basta hacer la sustitucién directa.

22— 9r+8 _P(=1) _(=1)’-9(=D+8 18 _

e B o (5 ) B G 2=
 lim 2sen7x  _  2sen0  _ 0 0.

220422 + cosx 402 fcos0 O+1
Combinando los teoremas sobre operaciones con limites, aqui también puede sustituirse

directamente, ya que se trata de un cociente de funciones, en el que el limite del de-
nominador no es cero. Las funciones que aparecen en el numerador y el denominador
corresponden al conjunto de funciones cuyos limites pueden calcularse por sustituciéon
directa (son las que se llamaran “continuas en el punto”).

xr— 2
r—2 \/.’t =+ 1— \/5 —
dos raices estan deﬁmdas.

. Note que los valores de x estan proximos a dos y por lo tanto las

Nuevamente NO se puede sustituirse directamente ya que el denominador se anula. Si

Qn

se intenta, se llega a la forma “indeterminada 0 La transformacién adecuada se hace

mediante la racionalizacion del denominador.

T —2 — lim T —2 ve+1 +\/5—x_
xﬁ2\/x+1—\/5—x xﬁ2\/x+1—\/5—x Ve+1++V/5—=x

i @DV FTI+VE—w) (@ -)(Vr+T+VE—a) _

i (V12— (VB2 e rFI-5+z
lim (z-2) Ve +1++5—x) B (:r-— 2)(Vr+ 145 —1x) \/§+\/§:\/§.

z—2 2z —4 (pues T # 2) EHQ 2(:6 — 2) 2



6.

- fla) =

4 Soluciones de limites y continuidad: 1 Parte Profa. Ana Mondrus

. sen(z+1)
Am B TE

¢Sustitucion directa? No! Se caeria enla indeterminacién 2 0" ¢Coémo transformar aqui? Ni

la factorizacion ni la racionalizacion, son adecuadas en este caso. Como se trata de limite

sena __
na _ .

Para hacerlo una posible idea es hacer el “cambio de variable” z = z + 1 y claramente

trigonométrico se podria intentar usar 1in%)
o—

2z — 0 cuando x — —1. El limite pedido se va transformando asi:
. osen(z+1) . sen(wx+1) 1 .. sen(z+1) 1 senz _ 1
xlinfll or +5 xlinh 5zx+1) 5 :vli>n—11 z+1  — 5 ;HO Z T §

lim (Sen L 4 cos Qx)

us
IHZ

1=

U=

Ahora no hay ninglin problema en hacer sustitucién directa (revise siempre como primera

posibilidad la sustitucién directa).

sen = _
111_>7 (Se%—&—cost) = T2+COSQ% = %—l—cosw:%—l: 27r7T
2
2 2
lim ¢|t — 4|
t—4

Es un producto de dos funciones que no sufren ninguna interrupcion; ni la identidad ni la
composicion del valor absoluto con un polinomio crean dificultades, por lo que también
aqui cabe la sustituciéon directa.
lim ¢t — 4] = 44 — 4| = 4]0| = 4.0 = 0.

o VT +2-

2 VIr+5-3 3
Lleva a la forma 1ndeterm1nada ; hay que racionalizar, pero aqui se requiere una doble

racionalizacién, porque:

i) Al racionalizar el denominador:
. Wz +2-2)(V2x+5+3) . (Vo t+2- )(\/2x+ +3).
lim = lim
r—2 2c+5-9 r—2 20 —
nacién (es decir nuevamente tanto el numerador como el denominador se anula). A con-

; permanece la indetermi-

tinuacién se amplifica por vz +2 + 2 (es decir se multiplica numerador y denominador

por vx + 2+ 2):

iy VEF2-2(VEF24 2 (V245 43) (@ +2-4)(V20+5+3)
T2 2z —2) (Vo +2+2) a2 2(x —2)(Vx +2+2)

lim (.~2)(vV2x +5+3) 6 _ 3

xHQ 2(3:—2)(\/a:+2+2) (puesa:762)8

IT) Para cada una de las funciones siguientes, calcule los limites en el punto indicado.

422 +1) siz<0
2z +3 siz>0.
lim f(z)= lim 4(z%+1) =4, lim f(z) = lim (2z 4 3) = 3.

z—0~ z—0~ z—0t z—0t
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El pedir aqui a continuacion los limites laterales en 5, s6lo tiene fines pedagbgicos, ya que
no hay ninguna irregularidad “cerca” de 5; tanto a la izquierda como a la derecha de 5 vale

la ecuacién f(z) = 2z + 3, por tanto se tiene:

lim f(z) = lim (2z+ 3) = 13, lim f(z) = lim (2z 4+ 3) = 13.

T—5~" T—5~ r—51 r—5

De hecho, los calculos hechos son innecesarios (pero no incorrectos), ya que basta notar

que en todo el intervalo ] 0, +oc [ se trata de una funcién polinomial (que no cambia); basta

por lo tanto sustituir para calcular lim5 f(z) y si el limite existe, los laterales también son
Tr—

iguales entre si.

El razonamiento es analogo para los limites laterales wllrf%— (z), Illrfﬁ f(x), pero ahora
la ecuacion de la funcion viene dada por: f(z) = 4(2? + 1).

I_l}r_%— (x) = i_l}_my flx)= ml_l)rgsf(x) = zl_i)n_154(9c2 +1)=4[(=5)? +1] = 4-26 = 104.

Nota: Nunca confunda “—5" con “57".

4(z24+1) siz<0
2. g(x) = .
2z 4+ 4 siz>0.
lim 4(2? +1) =4; lim (22 +4) = 4.
z—0~ z—0t
De todo el analisis anterior, puede sacarse las siguientes conclusiones:
i) lin% f(z) no existe, ya que los laterales son distintos (4 y 3).
xTr—
ii) lirr}rj f(z) existe y lirr}r) f(z) =13; lim5f(x) existe y lim5f(x) = 104..
iii) lin% g(z) existe y es igual a 4, ya que los limites laterales existen y ambos son iguales a
4.

I11) a) l_ir% SeL ¥

E
Se sabe que lin% SELL — 1; pero hay que relacionarlo ahora con el hecho que:
xr—
x Siz>0
|| = .
—x siz <0,

por lo que la ecuacién de la funcién en cuestion es diferente segin que = sea menor o
mayor que 0.
Note que:

SenT i >0

|| SELT i o < (.




6 Soluciones de limites y continuidad: 1 Parte Profa. Ana Mondrus

lim SEE = lim PR = (1) lim SGE = -1

0 P z—0~ son diferentes.
lim senx _ lim senxr _ 1

r—0t |$‘ z—0F r

Por tanto se concluye que lirr%) Se‘;llx no existe.
xr—

t—4 sit—4>0, esdecirt>4
b) Antes de calcular el limite, recuerde que: |[t—4| = - -
—(t—4) sit—4<0, esdecirt<4
por lo tanto:
[t — 4] 1 si t>4

= (1)
t—4 1 si t<d,

por lo que hay que calcular los limites laterales:
It 4 _ It

Jim 25— = 2:4:(-1) = -8, lim 2

no ex1ste ya que los limites laterales son dlferentes.

4| = 2-4-(1) = 8, por lo tanto hm Qt%

Nota: Equivalente a lo anterior, puede calcularse sin usar directamente (1):

2t -4 2)E—4)

tggﬂ —-— = tlirg e 2-4 = 8(pues t # 4)
L2t —4 L (2 t)-(— 1)(t.—~4)

e Sy T

IV) Para las siguientes funciones, determine en qué intervalos son continuas; encuentre
los puntos de discontinuidad e indique de qué tipo son. Encuentre asintotas verticales, si

existen.

229z +8
f(x)_ 93‘3—1

Por tratarse de una funcion racional, sus Ginicos puntos de discontinuidad son aquellos en
los que se hace cero el denominador, (es decir, los Ginicos que no estan en el dominio en
este caso). 2° —1=0<= z =1, f es continua en ] —oc,1[yen]1,+oo|.

22—9x4+8 7
7 =3 (Ver

Es discontinua en z = 1. La discontinuidad es EVITABLE, pues lim1 o

I parte, ejercicio 1).

1'3

Se trata de un coc1ente de funciones g definidas en todo R. Por lo tanto las Gnicas discon-
tinuidades se dan en los puntos que anulan el denominador. Es decir, los puntos donde
se indefine la funcién g.

Puntos de discontinuidad: los que aqui hacen 0 el denominador, es decir, los = para los
que Va2 +5=3,22+5=9, 22 =4, r = +2.

g es continua en | —oo, 2[ n]-2,2[yen]2,+oco[. Es discontinuaenz =—-2yenax =2.
Observe que lim z’

z—2+ 3 — 4/ 1'2 +5
lim+ 3 —vz?+5 =0 (por valores menores que O)

r—2

= 400, ya que el hm( —x3)=4-23=—4.
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Nota: aqui la racionalizacién no resuelve el problema.

.. . 4 — g3 P . .
Similarmente lim ————— = —o0, de modo que x = 2 es asintota vertical y la discon-
z—>2*3—\/5€2+5 q y
tinuidad es inevitable.
.3
lim AL o

r——2+ 3 — IQ + 5
lim (4—23%)=4-(-2?2=12y lim+(3 — /a2 +5) = 0 (por valores mayores que 0) por

r——2+ T——2
. 4— o3
loque lim ————— = 4o00.
q z—-2+ 3 — a2 +5
p— 3 . Z s Z z
lim i—a = —o0, Con un razonamiento analogo. También z = —2 es asintota

z——2- 3 — /a2 +5
vertical y la discontinuidad en z = —2 es inevitable.

.. 1 . . . -

. La funcién h(z) = % es el cociente de funciones continuas. Por lo tanto no esta

definida Gnicamente en los puntos que anule el denominador. Es decir, es discontinua si

. . 1 . L
z + 1 =0 o equivalentemente z = —1, pero como hm1 % = 1, la discontinuidad
xr— —
es evitable.
Parte V)
SenoT g £0

. Encuentre el valor de k para que f sea continua en IR, siendo f(z) = 2z

k siz=0.
Note que f es continua en ] —oo,0[y en ]0,+oo[ (cociente de funciones continuas). Pero
2z se anula en z = 0, entonces hay peligro de discontinuidad en x = 0. Para que f sea

continua en 0, debe cumplirse:

7(0) exista; condicién que se cumple pues f(0)=k

; ista- s sendr _ i HSendr _ 5 iy, Sendr _ 5

limy f(2) exista;  limy =M Ssr M T 73

,l.in% f(z) = f(0) = k. Para que se de esta igualdad, bastara tomar k = % Por lo tanto f es
continua en todo R si k = %

. Encuentre los valores de las constantes a y b que haga que g sea continua en RR.

Por tratarse de funciones polinomiales g es continua, en los intervalos | —oco, —1[, | =1, 3],
13,400, sea cual sea el valor de a y de b. Hay que asegurar continuidad en —1 y en 3.
g(—1) existe y g(—1) = 2(-1) = -2, xl}gllf g(x) = -2; Iilrﬁnﬁg(:c) =a(-1)+b=—-a+Db,
luego xl_i)rr_llg(x) existe y es igual a g(—1) <= mllrﬁl’lli g(x) = Il{nﬁ g(z) <= —a+b=-2.
g(3) existe y ¢g(3) = —6; wlilgl_ g(z) =3a+0; mllI?"' g(x) = —6 = 3a+ b, luego ilil}g g(x) existe y
es igual a ¢(3) < ,ligl— g(z) = xlirgl+ g(x) <= —6=3a+b.
Resolviendo el sistema se tiene:

3a+b=—6

—a+b=-2

—4da=—-4,a=-1,b=a-2,b=-1—-2=-3.



8 Soluciones de limites y continuidad: 1 Parte Profa. Ana Mondrus

Paraa = —1, b= —3, g es continua en x = —1 y en x = 3, por lo que es continua en todo
R. (Verifiquelo graficando g con a = —1, b = -3).

. Usando el teorema de los valores intermedios, garantizar que 2% — 222 =322+ 2+ 1 =0
tiene una solucién en el intervalo [0,1].

Recordemos que el teorema de los valores intermedios (T.V.1.) dice:

Sea f : [a,b] — IR una funcién continua sobre [a,b], entonces dado cualquier valor y,
entre f(a) y f(b) (o entre f(b) y f(a) ), existe z, € [a,b] tal que f(z,) = y,-

Consideremos la funcion f : [0,1] — R, definida por f(z) = 2% — 22% — 322 + z + 1. Esta
funcién es un polinomio y por lo tanto sera continua en [0,1]. Observe que: f(0) = 1,
(1) =-2.

Tome y, = 0, entonces claramente y, esta entre f(1) y f(0) pues —2 <y, = 0< 1. Porlo
tanto, seglin T.V.I., existe =, € [0,1] tal que f(z,) = y,, es decir f(z,) =0, o lo que es lo

mismo z8 — 223 — 322 + 2, +1 =0y z, € [0,1] es una solucion de la ecuacion.
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Ejercicios de limites y continuidad: II Parte Prof. Asdrabal Duarte

. Calcular cada uno de los siguientes Imites.

—1 o2 Ar—12
a);linl R b)hmix‘l—m .

23 —x?2 -1 x(x — 3)
C)hl 22+r—2 " d)al}i%x—l—\/x—i-l'

e) lir% r+14++vz+1.

. En cada caso, calcular los Imites laterales lim f(x), lim+ f(z) y lim f(x) (si existen).

r+2 sizr<3
a)a=3, f(r)=
3r—1 sixz>3.

3 —1 .
b)a—1, f(x):{ - siz#1

4 sixz=1.

2+x siz<?2
€) a =2, k es una constante, f(z)=
k+x siz>2.

Determinar el valor de k para que lirr12 f(z) exista.
xr—

. z? — (2 —z)?
. Calcular: a) ln i | — 2| b) hr2 NEEE
. Calcular cada uno de los siguientes Imites.
f2+h)— f(2) _1
a) }llll% g donde f(z) = z.
b) Jim Ow, donde f(z) = |z — 3.

. Estudiar la continuidad de cada una de las siguientes funciones. (Estudiar puntos de dis-

continuidad si los hay e indicar el tipo de discontinuidad).

_ 44— m
2) fa) = g A b) f(r) =
vVe+1-—1 . 0
) fla) = £=3r 10 d) f(x) = T o7
% Siz=0.

) i) 4(z2+1) sizx<0 f f(a)
e xXr) = €Tr) =
2z 4+ 3 si x> 0.

siz=1

g) f(z) =z — [al. h) f(z) =

{ @ :1 sizeR\{-1,1}



10 Ejercicios de limites y continuidad: 11 Parte

Prof. Asdribal Duarte

. En cada uno de los siguientes ejercicios, determine el valor de k& para que la funcin sea

continua en el punto indicado.

A si—1<a<1
a) flz)=¢ " +1 cenz—=+1.
kzx? siz<—-1 z>1
3r—2 siz<0
b) f(z) = ,enz=0.
r+k siz>0
4 2
Lﬂm—l siz1
0 f(x) = r= ,enz=1.
k siz=1

. Determinar las asntotas verticales de cada una de las siguientes funciones:

2
__z __x _ x4+ 3r+1
a)f(x)_mQ—l' b)f(m)—x3_1. C)f(x)_2x2—|—x+2'
. Estudiar las asntotas verticales y las discontinuidades evitables de las funciones:
_ 222 — 1220+ 16 _ 3(®+2-6)
a) f(z) = 7 et 6 b)f(x)_x(x—l)(x—Q)'

. Calcular cada uno de los siguientes Imites:

: r—4
VG
©) lim

z—2 ‘(E—2|

.2 4
b) lim 3xj_x.
d) I o1

x—3
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Soluciones ejercicios de limites y continuidad: II Parte Prof. Asdribal
Duarte

. Calcular cada uno de los siguientes limites.

| x4 —12
Dy R T
o223 —a? -1 . z(x —3)

lim =5———+. lim ——————.
C)zlinl R ) d)xlg%aa:—l—\/x 1

e) ,l.in% ve+1l+ve+1.

Solucion
3
... 1
2) il—»ml e

Recordemos que cuando se quiere calcular un limite del tipo: xlgo %, donde P(x)y
Q(x) son polinomios tales que P(x,) =0y Q(z,) = 0 un buen camino es factorizar los dos
polinomios y tratar de buscar factores comunes que se puedan simplificar.

En el problema nuestro P(z) = 2% -1, Q(x) = 2> — 1y x, = 1. Claramente P(1) = Q(1) = 0.

Por lo tanto procedemos a factorizar los polinomios P(z) = (z — 1)(z2 + 2+ 1) y Q(x) =

(@+ 1)z —1).
o Pl g3 —1 (JG,,,—-"l)"(a:Z—l—x—i—l) ] ‘
Luego: ilﬂ 0w ~ };ml o ilﬂ @D +1) y como z # 1, se tiene:
3 _ 2 -
lim i — 1 = lim % Este Gltimo limite se puede evaluar de manera directa, con
o3 —1 . x4z +1 3
lo cual se tiene: lim i lim === — =35

Nuevamente P(x) = 22 +42 - 12y P(2) =0, Q(z) = 2* — 16 y Q(2) = 0.
Factorizando, se obtiene P(z) = 2?+42—12 = (2+6)(z—2), Q(z) = 2* 16 = (22 —4)(22+4) =
(x — 2)(z + 2)(22 + 4) y como z # 2, simplificando resulta:

P@) g*44x—12 _ (@+6)(x—-2) 16
zt — 16 (x=2)(x+2)(2®+4)  (z+2)(z®+4)"

22 +4x—12 . x+6 8 1

Ast: liny xt — 16 = Iy (z+2)@2+4) 32 4
23 — 2 —1
C)il—>rnl 24+r—2"

P(z)=22>—-22-1; P(1) =0, Q(z) =2* + 2 — 2; Q(1) = 0.

Factorizando P(z) =223 —2? — 1= 222+ 2+ 1)(z - 1), Q@) =22 +2 -2 = (x + 2)(x — 1)
Ple) (2+a+D(@-1) 222 4a+1

yeomorZL 5y = T i@ -1 e

e 28— 21 N
Porlotanto.i:ml T ra—3 = im T 3
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. x(z —3)
d) im ————.
) £11)1’:13 r—1— VI 1
Observe que una evaluacién directa nos lleva a una forma indeterminada del tipo %

Recordemos que cuando hay una forma indeterminada y aparecen raices, un proced-

imiento recomendable es racionalizar.
Asi x(x — 3) _z(z=3) z—-14Vae+l _ x(x—=3)[z—1++Vz+1] B
"z-1-Vz+1 z-1-Vr+laoz—-1+Vz+1l (z-1-Ve+D@z-1+Vr+1)

2(x=3)[z—1++vVz+1] =z(xz-3)[z2—14++Vz+1] zz-3)[z—1++Va+1]

(z—1)2 [z +1] o222 —2r+1-2-1 v® =3
o9l T EVERL 1y V5T, para todo x £ 3.
x(x — 3)

Luego, igm :ig(m—l—ﬂ/erl) = 4.

e) lin%)\/x—l-l—i—\/x 1.

Aqui se utiliza el limite de una composicion de funciones o simplemente ver que se puede

evaluar directamente.
1111%\/x+1+\/m= VO+1+/0+1=2.

. En cada caso, calcular los limites laterales lim f(x), lim+ f(z) y lim f(x) (si existen).

r—a—

3
42 siz<3 il SN PR
a)a=3, f(x) = b)a=1, f(z) = x—1 T #

3r—1 siz>3. 4 siz=1.

?4+x siz<?2
€) a = 2, k es una constante, f(z) =
k+zxz siz>2.

Determinar el valor de k para que 111112 f(z) exista.
Solucion
a) Note que de acuerdo a la definicién de f(z), se tiene:

m (3z — 1) = 8.

li
z—31

li = 1li 2)=5y li =
S )= lip wr2) =5y Jig, Sz)

Puesto que mg, flz) #£ 111?+ f(x), se concluye que el lin}3 f(x) no existe.

3
‘ZC :11 siz<1
b) De acuerdo a la definicién de la funcion f, se ve que la funcién f(z) = 4 siz=1
-1
- =1 Slz> 1.
. T | (e~ (@t 2 41) 9 B
Luego, lim fl) =l T=g = tm = oy — = p e rer =38

r#1
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BT T ) [ ) N _
Jm (x) = T mlg?+ (z~1) = b, (@ +at+1)=3.
z#1
Por lo tanto, lim f(x) = lim+ f(z) = 3 y en consecuencia lim1 f(z) existe y ademas
r—1- rz—1 T—

lim f(z) =

r—1

Comentario Note que en este caso se pone en evidencia que la nocién de limite de una
funcién en un punto, no depende del valor de la funcién en ese punto. Inclusive puede

suceder que la funcién ni siquiera esté definida en el punto. Aqui, liml flz)y=3#f(1)=4

¢) lim f(z)= lim (2> +2) =6y lim f(z)= lim (k+2z)=Fk+2.
T—2~ T—2~ z—21 z—21
Recordemos que: lim f(z) existe siy s6lo si lim f(z) = lim+ f(z).
Por lo tanto para que 111% f(x) exista, debe ocurrir que: lirgl flx) = 11I£1+ fx).
T— T—2~ T—
O sea se requiere que 6 = k + 2, es decir k = 4. Asi, lim2 f(x) existe siy sélo si k = 4.

(2—x)?

. Calcular: a) ln Ly

b) h

2| 2|
Solucion

. T — 2 Siz—2>0 <= ax>2
a) Vamos a analizar la expresion |z — 2| =
—(x—2) siz—2<0 <= zx<2.

Luego,
x? — . 9
1'2 4 - T —9 Slx >
lz—2| R i
“@=2) siz <2,
2
Como la funcién f(z) = |x 24| tiene expresiones diferentes segiin se esté a la derecha o a
la izquierda de = = 2, se requiere estudiar los limites laterales.
R 2—4 _ o (@=2)(z+2) _
R T A e Il S ) Rt S
z?—4 _ 22—4 . (z=2)(x+2) _
R ] Ji%h R R T S
22 —4 22 —4 .
Se ve que lim | | # lim N Por lo tanto se concluye que hm = no existe.
r—2 r—2+ _

2—x Si2—xz>0 <= x<2
b) Note que |2 — z| =
—(2—2) si2—2<0 <=z>2.

Luego,
2 —1)? .
(2 — z)?2 7(2_3;) siz <2
2—a ") (2-=)?

m sixz > 2.

Por lo tantoé se deben analizgr los limites laterales.
2-2 . (2-z)7 _
R I Er L S
T#2
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(2 - a)?

RHNEE L ED R
TH#2
_ )2 2 2
Se observa que xlirzgf % - xlinéﬂ (|22 x)‘ = 0 y por lo tanto i:n%% existe y
ademas lim 2=2)" 0.
. Calcular cada uno de los siguientes limites.
. f2+h) - f(2) _1
a) ’llli%f, donde f(z) = 7.
by 1im L8 =FB) qonde f(2) = |z — 3.
h—0 h
Solucién
fen (Z0)-1 . e
a)hmuzhm 2+h 2—lm¥:
h—0 h h—0 h h—0
lim 7]1 = lim ——h lim l.
reo h[2(24+h)] oo h[2(24+h)] h—>02(2—|—h) 4
z—3 Six—3>0 <= x>3
b) Note que: |z — 3| =
—(z—=3) siz—3<0 <= x<3.
Observe que:
Si h > 0, entonces 3+ h > 3.
Si h <0, entonces 3+ h < 3.
Por lo tanto hay que analizar los limites laterales.
h—0+ h h—0+ h hﬂo+ h nlo+ h
lim M: lim w: lim M: lim ;h:_l_
h—0— h h—0— h h—0- h h—ot+ h
Puesto que lim w 7é lim w
h—0— h h—0+ h
Se tiene que lim fB+h —fB) no existe.
h—0 h
. N ., 4— o3
. a) Estudiar la continuidad de la funcion =
) 1@ = 5= 7755

Solucion Recordemos que una funcién f es continua en un punto c, si:

f esta definida en el punto ¢; es decir f(c) existe.

glclinc f(z) existe.

lim f(x) = f(c).

Estudiaremos la expresion 3 — /22 + 5, para determinar en qué punto o puntos se anula.
As, 3— V22 4+5=0<= Va2 +5=3<= 22 +5=9<= 12 =4 <=z = £2.

Luego, para x = 2 Az = —2, la funcién no esta definida y por lo tanto falla la condicién i).
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Es decir, f es discontinua en los puntos 2y —2.

Seguidamente, vamos a estudiar qué tipo de discontinuidad se presentaenz =2y z = —2.

Recordemos que z ¢ es una discontinuidad evitable de f, si lim f(z) existe y es un
xr—cC

namero real.

P (4= sE+VETH) . (4=a®)(3+VaT T D)

lim — 42 _ _
o233 2Tt 5 o2 (3—Val+5)(3+ Va2 +b) aw2  9— (22 15)
 (4—2¥)(3+ Va2 1 5) +oo stz — 27

ilin2 4 — 22 -

—o0 Siz—27.
Como lim2 f(z) no existe, f tiene una discontinuidad inevitable en z = 2.
€Tr—
4 — o3

lim ———— = lim
r——23 — xr2 +5 r——2 4 —x 400 sirz — _2+.

(4—2*)(3+ Va2 +5) —oo  siz——27
2

Puesto que 1im2 f(z) no existe, se concluye que en x = —2, la funcion f tiene una discon-
r——

tinuidad inevitable.

b) Estudiar la continuidad de f(z) = %—‘

Solucion Claramente la funcién no esta definida en = = 0, por lo tanto f es discontinua

en ese punto. Para ver si la discontinuidad en x = 0 es evitable o no, vamos a estudiar
lim f(z).
z—0

z siz>0
Recordemos que |z| =
—x siz<DO.
Luego,
|z] L=1 siz>0
f(CU) =7 = )
—L=-1 siz<0.

Por lo tanto, lim f(z)= lim 1=1y lim f(z)= lim (-1)=—1.
z—0t z—0t

r—0~ r—0~

Como Hm+ f(z) # lim f(x), se concluye que lirr%) f(z) no existe y consecuentemente la
x—0 rx—0— r—
discontinuidad en = = 0 es inevitable.

22 — 32z — 10
T+ 2 :
Solucion Recordemos que z+2 = 0 <= x = —2. Por lo tanto, la funcién no esta definida en

c) Estudiar la continuidad de f(z) =

r = —2y en consecuencia f es discontinua en x = —2. Para ver el tipo de discontinuidad,

estudiaremos lim2 f(z).
rT——

. o2 —3x—10 _ . (z42)(x-5) _
Jm, flz) = Im S—mrs— = lm =y = lim (@ —5) =7, pues z # 2.

Como lim2 f(z) existe, la discontinuidad en x = —2 es evitable.
r——

¢Como se evita? Definiendo f(—2) = -7 = 1ir§2f(a;).



(ii)

(iii)

(M)
(ii)
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vet+l-1 siz#£0

d) Estudiar la continuidad de f(z) = Lf

= six=0.
2
Solucion La Gnica discontinuidad puede estar en el punto x = 0. Seguidamente vamos a

estudiar las tres condiciones para la continuidad en un punto.

Claramente la funcién esta definida en z = 0, pues f(0) =

DO|—

40 0 =0 z(Vr+1+41) =0 z(vVr +1+1)
_ 1 1
R Y

I z -1 T #0.
i20 2(vr + 1+ 1) g puesz 70

Es claro que hnﬁ flz) = f(0) = %
xr—
Asi, la funcién satisface las condiciones de continuidad en un punto y en consecuencia la
funcion es continua en 0.
4(z2+1) siz <0

e) Estudiar la continuidad de f(x) =
2¢+3 six>0.

Solucion Dado que la expresién para la funcién f es diferente segiin se esté a la derecha
0 a la izquierda de x = 0, vamos a estudiar qué pasa con la continuidad en z = 0. Note
que la funcion esta definida en z = 0 y que f(0) = 4(0% + 1) = 4.

Vamos a estudiar el ilirb f(z). Ast: zli%l— f(z) = 111%17 4(z2+1) =4y ml_i}%lJr f(z) = Ili,%l+ 2% +
3=3.

Como xli%lf fz) # zlféh f(zx), se concluye que ilg% f(z) no existe y por lo tanto la funcién

tiene una discontinuidad en z = 0. Puesto que lirr%) f(z) no existe, la discontinuidad no es
xTr—

evitable.
|z] — 1 .
g sizreR—{1,-1}
f) Estudiar la continuidad de f(x) = % siz=1
1 = _
-5 six=-—1.

Solucion Por la manera como esta definida la funcién,los puntos de posibles discon-
tinuidades son: x =1y x = —1.

Caso x = 1: Vamos a estudiar las tres condiciones de continuidad.

f esta definida en z = 1 y ademas f(1) =

D[

Estudio del lim1 f(x). Primeramente observemos que hay un valor absoluto.
xr—
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Por lo tanto,vamos a definir mas explicitamente la funcién f. Asi,

;;“_—11 size]—oo,—1[U]-1,0]
lgill size[0,1[U]1, +o00]
f =4 "
_1 ir=—
5 siz=-—1.
o) = iy = I Gy MM aeT g Puesr AL
Note que en este caso como = — 1, entonces z > 0.
(iii) Claramente se ve que lim1 f(z) = % = f(1). Por lo tanto la funcién es continua en x = 1.
xr—
Caso r = —1: Analogamente, se estudiaran las tres condiciones de continuidad en un
punto.
(i) Esclaro que f esta definidaenz=—-1y f(-1) = —%.
N o (1) —(z+1) -1 1
W) Jfim J(o) = lim =g = i, oG- 1)~ g1 g Puese £ -l
Luego: .limlf(x) =5 Note que como z — —1, x < 0.
(iii) Puesto que limlf(x) = % £ f(-1) = —%, se concluye que la funcién tiene una discon-
tinuidad en z = —1. La discontinuidad es evitable pues lim1 f(z) existe. (Cémo se evita?

2
g) Estudiar la continuidad de f(z) = =z — [z].

Definiendo f(-1) = lin_11f(:z:) =1

Solucion Recordemos que [z] es el mayor entero menor o igual a z.

Ejemplo
[0] =0, [0.5]=0, [0.99] =0, [11=1, [15]=1, [1.99] =1,
2] =2, [25]=2, [2.89] =2, [-05] =—-1, [-099]=~-1, [-1]=-1,

[—1.01]=-2, [-18]=-2, [-2]=-2
Para tener una idea del comportamiento de la
funcién f(z) = z— [z], vamos a esbozar la grafica.

Observando la grafica, nos damos cuenta inmedi-

atamente que hay discontinuidad en cada entero 1

y ademas son discontinuidades no evitables, pues i i i i i i i

el lim f(x) no existe, si p es entero. -3 -2 -1 12 3
r—p
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. o |lv —2[+3 siz<0
h) Estudiar la continuidad de f(z) =
r+5 sixz > 0.

Solucion Primero vamos a analizar el valor absoluto.

xr—2 Six—2>0 <= x>2
|z —2| =
—(x—2) siz—2<0 <=uz<2.

(r—2)4+3 siz>2
Luego: |z — 2|+ 3 =
—(z—-2)+3 siz<2.

Como: f(z) = |z — 2|+ 3siz <0, en particular < 2y por lo tanto:

I = —(z—2)4+3 siz<0

z+5 sixz > 0.

Vamos a estudiar la continuidad en el punto z = 0.

(i) Es claro que Ia funcién esta definida en z = 0 y ademas f(0) =0+ 5 = 5.
(ii) Seguidamente estudiaremos }611)% ().
S S0 = By e o2 s)= Ry Cows) =8y g, Sl = g o 8=
Puesto que zli%1+ flz) = xli%l— f(x), se concluye que 31313% f(x) existe y ademas ilﬂ% f(z) =5.
(iii) Resulta inmediato que ili% f(z) = f(0) =5, por lo tanto la funcién es continua en z = 0.
Nota En todos los casos anteriores,se estudié los puntos que presentaban posibles dis-

continuidades. En los restantes puntos siempre hay continuidad.

6. a) Valor de k para que f sea continua en el punto indicado.

> si—1<z<1
flz)y=4 =" +1 ;enx = +1.
ka2 siz<—-16z>1

Solucion
Casoz =1
(i) f esta definidaenz =1y ademas f(1) = 12711 = %
(ii) Estudio del lim1 ().
P - 1 _1 . o 2 _
Ast, wligl_ f(l') - :vligl— 22 +1 2 y wligl‘*' f(l') a;ligl‘*' ke h-

Una condicién para la continuidad de f en z = 1, es que lim1 f(x) exista.
xr—
Sabemos que lim1 f(z) existe «<— lim+ f(z) = lim f(z). Por lo tanto: lim1 f(z) existe
Tr— r—1 r—1— r—

1
<:>k:—2.



(iii)

(M)
(ii)

(iii)

(M)
(if)

(iii)

(ii)

(iii)
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Note que si k = %, se tiene que lim1 f(x) existe y ademas lim1 flx) = f(1) = % y, conse-

cuentemente la funcién es continua en z = 1.

Casor = -1

f esta definida en z = —1 y ademas f(—1) = —g— =
Estudio de wl_i)rr_ll f(z).

Asi, lim f(z)= lim kz®’=ky lim f(z)= lim Ll

r——1— r——1— r——1t r——1* EEQ +1

D[

Luego, lirglf(x) existe < hm1— flz) = limﬁ flz) = k= %
Note que si k = %, ,.hml (z) = % y ademas: /_limlf(x) = f(-1), por lo tanto f es continua

enxy =—1.

3r—2 siz<0
b) Valor de & para la continuidad en z = 0, de f(z) =

r+k siz>0,
Solucion Vamos a estudiar las tres condiciones de la continuidad en un punto:
f esta definida en z = 0 y ademas f(0) =0+ k = k.
Estudio del 1irrb f(z). Asi, lim f(z)= lim (3z—2)=-2y lirn+ f(z)= lim (z+ k) =k.
T— x—0~ z—0~ z—0 z—0
Luego, lir% f(z) existe «<— h%lﬁ fz) = lin(r)l+ flz) = k=-2.
Observe que si k = —2, entonces lir% f(x) existe y ademas: hr% f(x) = —2= f(0) y conse-
cuentemente la funcién es continua en z = 0.
4 2
o T ATl g1
c¢) Encontrar el valor de k para la continuidad enz = 1 de f(z) = z
k siz=1.
Solucion La posible discontinuidad esta en z = 1, entonces vamos a estudiar las tres condi-

ciones de continuidad en un punto.
Claramente f esta definida en z = 1 y ademas f(1) = k.
Estudio de lim1 f(x).

xr—

; g Tt tr—1 o (@eDE ) _
=TT =T oy — /) = puesa Al

Para que lim1 f(x) = f(1), debe ser k = 3. Asi si k = 3 la funcién es continua en z = 1.

X
—1
Solucion Recordemos que una asintota vertical es una recta x = q, para la cual:

a) Asintotas verticales de la grafica de f(z) = o

lim f(z)=+c0 o0 lim f(z) = +oo.

T—a~ r—at

Aqui, nos interesa estudiar los casos x = 1 y 2z = —1 que son los puntos que anulan el

denominador.
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Nota Para el caso en que f(z) es un cociente de polinomios, los puntos importantes de

estudiar son los ceros del denominador.

Observe que Jcli,r?Jr e T zlg?— 21 Y 1_1}I_n1+ Z_1 T l—l}r—nr 2 -1
—00.
Por lo tanto las rectas x = 1 y x = —1 son asintotas verticales de la grafica de f.

b) Asintotas verticales de la grafica de f(z) = :ngi I

Solucion Como la funcién f es una fraccion racional (cociente de polinomios), vamos a
estudiar los ceros del denominador, es decir vamos a estudiar el punto z = 1.
3

3
= —00, lim Bx
z—1+ x° — 1

lim = +00.

r—1— CCS -1

Por lo tanto xz = 1 es asintota vertical de la grafica de f.
2
¢) Asintotas verticales de la grafica de 2 t3r+l
Solucion De nuevo vamos a estudiar los ceros del denominador. Asi: 222 + = + 2 es una

ecuacioén cuadratica cuyo discriminante es: A = b — 4ac = (1)? — 4(2)(2) = —15< 0. Por
lo tanto, 222 + = + 2 = 0 no tiene soluciones reales, lo que implica que no hay asintotas

verticales.

UN TRUCO !
Si f(z) = % y z, es tal que: P(z,) # 0y Q(z,) = 0, entonces x = z, es una asintota

vertical de la grafica de f.
. Asintotas verticales y discontinuidades evitables de:
2

2
z“ -5 +6
Solucion Nuevamente, f(z) es una fraccion racional cuyo denominador 22 — 5z + 6 =

(x—2)(x—3),seanulaenz=2 A x=3.

222122 +16 4. 2@—2)(x—4) . 2x—4)
Observe que: lim =——2""-= = lim D@3 lim, 25
Por lo tanto z = 2 no es asintota vertical de la grafica de f (el lim2 f(z) no es +c0).

=4, para x # 2.

En este caso, en x = 2 la funcién tiene una discontinuidad evitable. La discontinuidad en

x = 2 se puede evitar definiendo f(2) = 111% f(z) =4. ({Qué pasa con = = 3?
xTr—

2% 120416 _ . 2@—2)(z—4) . 2@@-4) ,
alzlig 2> —5x+6 ilg}s (z=2)(x—-3) g%:m3 (z—3)
. L. . . —4 . —4
Analizando los limites laterales se obtiene: lim M =—-00 A lim 2z ) = 400
r—3t (fL’ — 3) r—3— (.’13 — 3)

Por lo tanto z = 3 es asintota vertical de la grafica de f.

Otra manera (usando el TRUCO).
_ P(x) 242 122 +16
T =96 = "5 +6
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Luego: P(z) =222 - 122+ 16 = P(3)=-2 y Q(z)=22>-52+6= Q(3) =
Resulta que = = 3 es asintota vertical.

_ 3(a?+2-06)
b) f(z) = e D@ =2

Solucién Como f(z) es una fraccién racional, vamos a estudiar los ceros del denominador.
Loscerosson: =0,z =1yxz =2.

Tenemos que:

P(z) =3(2? + 2 — 6) = 3(z — 2)(z + 3) = P(0) = —18.

Q(z) =z(x —1)(z —2) = Q(0) =0.

Por lo tanto: z = 0 es asintota vertical de la grafica de f.

Ademas: P(1) = —12y Q(1) =0, entonces: = = 1 es asintota vertical.

Finalmente: P(2) =0y Q(2) =0

Vamos a estudiar el lim flx)

3(3: =2)(z + 3) _ lim 3(z+3) 15
z(r—1)(2~2) «-2z(z—1)
Por lo tanto en x = 2 no hay asintota vertical (el l1m1te no es infinito).

Asi: lir112f( x) = hn , pues x # 2.

En z = 2, la funcién tiene una discontinuidad evitable.

Esta discontinuidad se evita definiendo f(2) = 111112 flx)= %
. Calcular cada uno de los siguientes limites:
r—4
2) 31:1—>H12 (r —2)%"
Solucion Observe que: (z —2)2 — 0t A -4 — —2= lim LZLQ = —00.
r—2 r—>2 r—2 (Jf — 2)
. 2x+4+4
b) hg%s g
Solucion Vamos a estudiar los limites laterales.
Luego: lim 2396 +4_ +oopues: 3—z — 0t A 2z +4 — 10.
r—3~ T r—3— r—3~
Luego: lim 224 — _opues:3—2—0" A 2z+4— 10.
z—3 3—x r—31 r—3t
9) 111 S 3 3

Soluc1on Vamos a estudiar los limites laterales.

r—2 Sie—2>0 < x>2

v —2| =
—(x—2) siz—2<0 <<= z<2

Luego: lim 3= lim — 3 = 400 y lim = lim -3 = 400

T—2— | 2| r—2— —(I — 2) r—2+ |1‘ 2| r—sot T — 2 )

Asi: lim —3— — +00.

Otra manera :

Observe que: |z — 2| — 07 = hm

r—2

3
= +00.
2 [z =2
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2
lim £ —1—830—9'
d) i

> +8r—9 _ . (z—T1)(x+9) r

Solucion lim £, 87 =9 — jjpy 7 S PE T gy 249,

122 — 224+ 1 o1 (z—~1)(x—1) a—1
Vamos a estudiar los limites laterales.

lim x+9:+oopues:a:+9—>10 AN xz—1—0F,
z—1+ L — 1 r—1+ rz— 1t
lim 219 = oo pues:z+9-—10 A z—1-—0".
eo1- T — o1~ z—1-
CONCLUSION:

224+ 8x -9 2248z -9

li = li =
xin11+x2—2x+1 oo A zg?fxz—%c—i—l

sixz#1.

Prof

. Asdrabal Duarte
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Ejercicios de limites y continuidad: III Parte Prof. Rosendo Pizarro

. Determine los siguientes limites (si existen)

22 -9 —1 (24 Az)? —4
2) 71}3}3 22 —4dx+3 b) lLrIll z?—1 9 AlglcrEO Az
L . lz+5 ‘ .V + vz+h—z
d) limy oy €) lim |3=1 f) Jim
N /32
g) lim i h) lim Va2 +2z—= i) lim M
z—1 LT — 1 T—00 T—00 z
: 223 — 322
]) azgmoo 2!172 4o — 7
z six<O0
. Sea f una funcién definida por: f(x) = 1 siz=0
2 siz>0.
Hallar si existen:
a) 111132f(x) b) lin%J f(z) ) lin})) f(z)

. Compruebe que f definida por:

x? siz<?2

a) f(z) = 5 siz=2

—x+6 siz>2.

Es discontinua en z = 2.
b) f(z) = ﬁ es continua en (—1,1) perono en [—1,1].
¢) f(z) =1 —22 es continua en [ —1,1].
d) f(z) = v/ — 1 es continua en [1,00] .
3r+1 siz<1
e) f(x)=14 2243 sil<x<3

dr+3 si3<uw.
tiene discontinuidades evitablesen z =1y 2 = 3.

23
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Soluciones de limites y continuidad: III Parte Rosendo Pizarro

. Determine los siguientes limites (si existen)

22 -9 —1 . (2+Az)2 -4
a)ll—»r%a: —4x+3 b)hla: -1 C)Alglargo Az
. x—17 T+ 5 . Vr+h—yz
d) limy 5y €) lim | £ f) Jim =
\/ 2
) lim1 |§| lx h) lim va2+z2—=x i) lim 3z° t
xr— Tr—00 r—0o0
. 223 — 322
) xgmoo 2x% —dx — 7
Solucion
7 (2 + 3z —3) (x+3) 3
lim — lim ~— A T _3+3_6 _
a) b —4x+3\ = i%(@,—”?j)(x—l) Simg 3= 2
x
0
0
_1 G ) P 4+r4+1 _ 14141 _3
b) lim = . el @D+ 2 (@) T+1 — 2
0
/ "
2 _ 5 2 _
O fim GtA2° -4 AFdAr+(Be)od g AUl AT) Ly
Az—0 Az \ Az—0 Az Az—0 Al‘
Az#0
0
-7
d) lim =55
i) lirg (x 27)2 = —o0, pues si nos aproximamos a 2, por ejemplo para z = 1.99, el co-
T—2~ -
ciente £99—7 _ 501 _ _ 501 _ —50100, es siempre negativo (el denominador

(1.99 — 2)? (0.01)? 0.0001
tiende a cero positivamente) y tiende a —co.

ii) hm+ ﬁ = —o0, pues si nos aproximamos a 2%, por ejemplo para z = 2.01, el co-
T—2 ; —
ciente -2:01 =7 _ 499 _ 499 _ —49900, es siempre negativo (el denominador

(2.01 — 2)? (0.01)? 0.0001
tiende a cero positivamente) y tiende a —cc.

z -7
Asi, hm Y o 2) 0.
Nota Observe que (z —2)? — 0"y z —7 — —5, cuando = — 2, por lo tanto lim2 (m *27)2 =
T— —

—0Q.

x+5

e) hm |
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L g + i = +00, Ya que si nos acercamos a 4 con valores mayores que 4, por
ejemplo 4.01, el cociente ?18%%2 = % = 901 (crece a +o00). Observe que x — 4 tiende a

cero positivamente.

ii) Para x < 4, hH}; fw++54 = +o0, pues si los valores son menores que 4, por ejemplo 3.99,
. 399+5 _ 899 _ ; ;
el cociente 30074~ oo1 — 399 (crece a +o0). Observe que el denominador tiende a

cero positivamente.
z4+5

Finalmente, hm| —| = +oo.
0
B i YEER = Vil (VR R - VE) Var bV (VaT ) - (VB
— h o e h Vr+h+yr h=>0 h(vVaz+h+ )
0
x4+ h—zx . h _ 1

MRV AT VE) e BT AT VE) | B

/0
|
) hm 1\

0

|z — : rT—T _ 0o _
Parax>1 m’li>nl/1 x—1 7x1i>nll+aj_1 xli>nll+x_170

. T —=x . . | —
Parax<1yx20,xli]f{1_|| T zlil_i_if:xlg{l_%zozi&nH T =0
h) hrf Va? 4z —x (00 — 00) indeterminado.
/2
Se multiplica y divide por v22 + z + tenemos lim (Va2 +x — v trtr
p Y p Ty mj+m( € )\/mJrz

lim (—MM_ lim % +x—x2 - lim —2
z—+oo Va2t xzto x—>+ocx/sc2—|—a:—|—x z—+oo \/x2 +x+
lim ——% = lim — L  — lim Z =

r——+00

x2(1+%)—|—x T g 1—&—%—!—3: IH+001"(\/1—|—%+1)

1 1
lim ]

Note que como z — +o0, >0V |z]| = x.

\ =

00
V3x2 + x/

i Moy T 22 indeterminado).
S TN & )
oo

limﬂ*:h |I|V3+7 V — /350 =13.

T— 00 T— 00 $—>OO
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N1 22% — 322 . .
i) dim 50 A =7 indeterminado.

Se divide tanto el numerador y denominador por z elevada a la mayor potencia que

223 _ 322
2 2 _
aparezca en el denominador, lim —X—%L — = lim _22-3 .
2 22 g2 Tz,
r six<O0
. Sea f una funci6én definida por f(z)=<¢ 1 siz=0

22 siz>0
Hallar si existen:
a) limzf(x) b) lin}J f(z) 9) liné f(z).

Solucion

a) Como z — —2 = 2 <0, f(z) =z, por lo tanto limzf(m) = lim z=-2.
r——

r——2
b) li existe, pues li = i 2=0vy Il =1 =0.
) Jimy /() existe, pues g, J() = lig, " =0y g S = g @
Observe que la funcién no es continua en 0 ya que lim0 flx)=0# f(0) =1.
. _ . 2 _
) il{%f(x)—ili%x =90.
. Compruebe que f definida por:
z2 six <2

a) f(z) = 5  siz=2

—x+6 sixz>2,
es discontinua en z = 2

b) f(z) = ﬁ es continuaen|—1,1[, peronoen [—1,1].
¢) f(x) = v1— 22 es continua en [—1,1].
d) f(z) = v/r — 1 es continua en [1,00] .
3x+1 sixz<1
e) f(x) =< 2?2+3 sil<zr<3
dr+3 si3<uz,
tiene discontinuidades evitablesen z =1y 2 = 3.
Solucién
Recordemos que f es continua en zq Si:
i) f esta definida en z, es decir f(x() existe.

ii) lim f(z) existe
r—x0
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i) lim f(x) = f(x0)

f e;c cg;tinua en [a,b], si es continua en cada punto de |a,b[y es continua por la derecha
en a y por la izquierda en b.

a) Como mligl— flx)=2%= zli%h flz)=—-2+6=4+# f(2) =5 = f es discontinua en z = 2,
pues falla iii). Observe que lim f(z) = 22 = 4, mlin;+ flz)=—-24+6=4.

r—2~

b) f(z) = ﬁ es continua en | —1,+1[, pues la funcién que aparece en el denominador

v1 — 22 nunca se anula en | —1,1[, no es continua en [—1,1] ya que f(—1) ni f(1) estan
definidas.

¢) f(z) = /1 — 22 es continua en [—1,1], veamos que:

lim f(@) = f(-1) =0y lm f() = f(1) =0.

d) f(z) = v/ — 1 es continua en [1,0), puesto que IIE% vV —1=f(1)=0.

e) f esta definida en R.

Observemos que:

i) zlg?— fl)y =4y mlin?+ flx) =4 = ilgﬂl f(x) = 4, lo que implica que en z = 1 hay una
discontinuidad evitable.

ii) Por otra parte, zligl flx)y =12y Jigﬂ flx) =15 = ili% f(x) no existe, por lo que en

xz = 3 hay una discontinuidad inevitable (y es de salto finito).
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Tema No. 2

Ejercicios de derivacion: 1 Parte Prof. Lester Izaguirre

1. Usando la definicién de derivada lm% w, halle f/(x), si f(z) = 23 + 2.

2. Halle la ecuacién de la recta tangente a la parabola f(z) = 22, en el punto P(1,1).

3. Halle f/(z), si

a) f(z) = (32— 2)(z +4)(5 — 22) 9 fla)= (32t a#1

b) f(z) =(a+z)"(b+a)" h) f(z) = 2z —1)* (3z + 1)2

0 f(z)=8(x+1)*(x+2)3 i) @) = (\/S,—I—T)Q,x#a

o 1) = 3 v 4?\? VR TZ0 ) ) = (e 2 VT, 0> -
) fla)= T w0 K) fla) = |o? - 4]

©) f@) = v = el <a D f(2) = [+ +

0f<x)=\/gt§,|x|<a m) 2y

4. Halle las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la curva 22 +2zy%+3y*—6 = 0
en el punto Q(1,-1).

+ 2y = 2, utilice derivacion implicita.

5. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto indicado.

a) zy =8+ yen P(3,4).

b) z° 4+ ¢y° — 2zy =0 en P(1,1).

6. ¢En qué punto de la curva > = 222, la tangente es perpendicular a la recta 4z — 3y +2 = 0?
Resuelva los problemas siguientes.

7. El radio de la base de un cono circular recto disminuye a razén de 4cm/min y la altura
aumenta a razén de 6¢m/min. Encontrar la velocidad con la que cambia el volumen cuando

la altura es de 12c¢m y el radio es de 6¢m.

8. La arena que empieza a vaciarse de una tolva, a razén de 10m3/s, forma una pila cénica

29



30 Ejercicios de derivacién: 1 Parte Prof. Lester Izaguirre

cuya altura es el doble de su radio. ¢A qué razén aumenta el radio de la pila cuando su

altura es de 5m?

9. Una mancha circular de petréleo de grosor uniforme ha sido causada por el derrame de
10m? de petréleo. El grosor de la mancha esta disminuyendo a razén de lem/s. (A qué

razon aumenta el radio de la mancha cuando mide 8m?

10. Una piedra se lanza verticalmente hacia arriba (desde el suelo), suponiendo que el sentido
de la velocidad es positiva hacia arriba y que la posicién instantanea esta dada por s(t) =
20t — 5t2.

(a) Halle la velocidad instantanea de la piedra al término de 1s.

(b) Halle la velocidad instantanea de la piedra al término de 3s.
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Soluciones de ejercicios de derivacion: I Parte Prof. Lester Izaguirre
1. Usando la definicién de derivada }ILHI%) w, halle f'(z), si f(x) = 23 + 2x.
Solucion Se debe tener claro que f(z + h) es la imagen de (x + h) bajo la funcién f, por lo

tanto f(z + h) = (z + h)® + 2(z + h). De modo que:
[(z+h)>+2(x+h)] —(23 + 22)

)= i i
~ im [23 + 32%h + 3zh? + h3 + 2z + 2h | — (2 + 2z)
 h—0 h
o a3+ 3xh  + P 2w+ 2h— 2 — 2z . h(3z® + 3zh + 7 +2)
i : -y M2

= ;1335(%2 +3zh + h% +2) = 322 + 2.

2. Halle la ecuacién de la recta tangente a la parabola f(z) = 22, en el punto P(1,1).
Solucion La pendiente de la recta tangente es m = f/(1) = 2, pues f’(z) = 2z y la ecuacién
de la recta tangente a la curva esta dada por la ecuacién y — yo = m(z — x¢). Por lo tanto,
evaluando en el punto P(1,1) se tiene y — 1 = m(xz — 1) y en este caso la ecuacion de la
recta tangente a la curva en el punto dado es y = 2z — 1.

Otra alternativa es calcular la pendiente!. En efecto:

F/@) = lim 2k = gy C= DY

r—1 rz—1 x

= liml(x +1)=2
Luego y — 1 = 2(x — 1), por lo tanto la ecuacién se puede escribir 2z —y — 1 = 0.

3. Halle f/(z), si

2) f(x) = (3 —2)(x +4)(5 - 22) §) f(x)= (321 9) o # 1
b) f(z) =(a+a)"(b+a)" h) f(z) = (22 —1)* 3z + 1)°
0 (@) =8z + 1)z +2)° ) f(o) = = v #a
ch) f(z) = 2 x——az f—l— 2"z, x>01]) flz)=0Bzx+2)>3V2r+1,z>-1
d) f(l‘):273ﬁ{;4\/>+z 2>0 li) flz) = |$ — 4
&) flr) = ——4 i <a ) T =l e o
(a—z)Va m) f(z) = z?y? + xy = 2 utilice derivacién
D f2) = /855, |zl <a implicita.
Solucion

a) Para hallar f/(z) si f(z) = (3z — 2)(z 4+ 4)(5 — 2z), se puede usar la regla del producto,
definiendo h(z) = (3z — 2)(x +4) y g(z) = (5 — 2z), de modo que se procede como sigue:

Ui (mg) = tim 1@ = F(@0)

e la cual se puede usar en el caso de que se conozca el punto especifico donde se

desea calcular la pendiente
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f(x) =18z —=2)(z+4)] ~i(5 —2z) + (5 — 2x)- 4 [(3z — 2)(z 4+ 4)] lo que significa que

dz dz
F(x) = Bz—2)(x+4)(—2)+(5—22) [(3z—2)(1)+(z+4)(3) ] = —2(3z—2) (z+4)+(5—27) (62+10)
() = —2(32% + 10z — 8) + 50 + 10z — 1222 = —62% — 202 + 16 4 50 4+ 10z — 1222 =

—182% — 10z + 66. Observe que para derivar h(z) utilizamos la regla del producto.

b) Para derivar f(z) = (a + z)™(b+ )" se utilizara el teorema del producto, usado en el
caso anterior. Adema4s, se debe tener claro el uso de la expresiéon f(z), pues ella indica
que la funcion es de variable z y toda letra que no sea x es una constante. Por lo anterior
se tiene:

J@) = (@t )™ o)+ @ o+ )]

fl@) = (a+2)"nb+2)""" + (b+2)"ma+a)""!

F'(@) = (a+2)" " b+ 2)" " [n(a+2) +m(b + ).

¢) La derivada de f(z) = 8(z + 1)*(z + 2)® se obtiene en forma similar al caso anterior:
f(x) = 8(x + 1)2(3)(x + 2)* + 8(z + 2)*(2)(z + 1). Factorizando se obtiene:
fl@)=8x+1)(z+2?[3(x+1)+2(x+2)] =8+ 1)(z+2)*5z + 7).

ch) Para derivar f(z) = 223z — 225/ + 227/z, = > 0, conviene escribir los términos

7 11 15
que estan en notacién de radical en notacién exponencial, como sigue:
_ 23,3 453,274 27 4 4 9 B
o) = goie2 = qo “”*155” PEITE ot h e
, / 2Ty, o 411y 2 2,15y 8 2 8 13
Ahora la derivada es f'(x) = (5)(5)22 — (;7)(F5 )22 + (5)(F)r 2 =22 - 202 422 =

z — 224 /x + 25 V/x.
_ 3 2
d)Enf(x):2 3\/5—;4\/5—&-35

merador, efectuar el producto y luego derivar, es decir:
1 1 2

, x> 0 conviene trasladar la z del denominador al nu-

1
fx)=271(2—-322 + 423 + 22?) =227 — 3272 + 4273 + =z,

o) — —om=2 _a(_ L1y, 5 4 2 _2 -8
luego f'(z) = -2z 3(—3)272 +4(-5)z” 3+1f +2x\f \ﬁ+1'

e) Debe recordarse la regla para derivar un cocientez, por lo tanto:

~al(a—2)(b)(a? ~ #?)73 (~20) + VT —22(-1)]

o= (0 —a)? (Vo= 2)?
a] z(a—x) =7 ar(a —z) + a(a® — 2?)
Fz) = a? — x? _ VaZ — 2 .
(a —2)%(a® — 2?) (a —2)%(a® — 2?)
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ala —x) [z + (a+ )] _ a2z + a) ‘
(a —2)%(a® — 22) Va2 — 22 (a—x)(anxZ)%

f) Al obtener la derivada de la funcién propuesta se utiliza:

f'z) =

regla de las potencias
regla del cociente

regla de la cadena

1
Se escribe f(z) = ZJF como f(z) = (g t i) ? y derivando se obtiene:

f/(x):%(a—l—x)_%.(a—x)(l)—(a—ka@)(—l) 1 (a_$>§.a_x+a+x

a—x (a—x2)? T 2\atz (a—x2)?

_Na-x 9 _ _ _aa—u
2va+z (a—2)? Va+z(a—1x)

=, de donde:

flw) = (a_x)?’\/m (a—z)(Va-z)(Va+tz)  (a—z)Va®—a?
o -3 () [0 ey [ 2]
—20(2z + 1)
(3z —1)°
h) /() = (22 — 1)*(2)(3x + 1)(3) + (3 + 1)2(4)(2x — 1)3(2) =
22z — 1)3(3z + 1) [(20 — 1)3+ (3 + 1)4] = 2(22 — 1*Bz + 1) [62 — 3 + 120 + 4] =

2(3z +1)(2z — 1)3(18x + 1).
(a2 —22)2(L)(a? + 22)"2 (20) — V@ T 22(2) (a? — 22)(~22)

i) f'(x) = 2 (a2 — x2)4 =
2 2\2
% +4x (a® — 22) Va2 + 22
stz =27 y simplificando la expresién anterior se obtiene:

, 5a* 4 3x°
f'(z) = xgag_xz)xs)\/a21+ 72"

) f( ):(3x+2)3(%)(217+1)_ (2) + V22 +1(3)(3x +2)*(3) =

2
(\?’/ﬁ +92z +1(3z+2)%2 = (3z +2)° +\£/);ix++11)(3x +2) , Yy simplificando la expresion

anterior se obtiene:
(3z +2)2-[21z + 11]
/ —
G V2zx+1 )
k) Al obtener la derivada de f(x) = |z — 4| se debe recordar? la derivada del valor abso-

luto de una funcién. Asi que tomando u = 2 — 4 se obtiene:

fl(z) = (xl_izl_)ﬁx), six # +2.

3.d _ uu
P [lul] = [u]
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(23 +2)(32% + 1)

1) En forma similar se obtiene la derivada de f(z) = |23+x|, es decir f'(z) = 2+ ,

x # 0.

m) Usando derivacién implicita en la ecuacion x?y? + xy = 2, se tiene z2-2yy’ + y?(2z) +

zy' +y(1) = 0, agrupando 3’ en el miembro izquierdo de la ecuacidén:

— (2112
20%yy +ay’ = 22y —y = ¢y (22%y + 1) = —(22y* +y) = ¢ = —Czy"+y) Ey + y)
20y +x
Halle las ecuaciones de la recta tangente y de la recta normal a la curva 22 +2zy%+3y*—6 = 0
en el punto Q(1,-1).
Solucion Como ya se dijo la ecuacién de la recta tangente a una curva esta dada por la
ecuacién y — yo = m(x — zp) Yy la ecuacion de la recta normal esta dada por la ecuaciéon
Y — 4o = — (2 — o).
Por otro lado se trata de encontrar las ecuaciones en el punto (1, —1), entonces se procede
a hallar primero la ecuacién de la recta tangente, esto es, y + 1 = m(x — 1).
Hay que determinar la pendiente, y en este caso la conveniencia es derivar en forma
implicita, esto es 2z + 2[z-2yy’ + y*(1)] +3-4y3y’ = 22 + dwyy’ + 2y* + 1293y = 0 =
—2x — 29>
/ 3,/ — _ _ 2 / 3y — _ _ 2 /_
dayy’ + 12y°y" = —2x — 2y* = o/ (day + 12y°) 2r — 2y* =y Toy 1125
—2(1) —2(-1)° 1 1
4 — ! = = = = = —
y’ evaluada en el punto (1,-1) es Yo, -1 ) T 1217 1 luego y + 1 4(33 1)
y por consiguiente, la ecuaciéon de la tangente es z — 4y — 5 = 0.
Ahora la ecuacién de la normal es y + 1 = —4(x — 1), de donde 42 +y — 3 = 0.
. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto indicado.

xy =84y en P(3,4).
2% +y° — 2zy =0 en P(1,1).

Solucion
a) y — 4 = m(x — 3), hay que hallar m.

oy +y(l) =0+y = a2y -y = -y =yY@@-1)=—y =y =—

% = —2,entonces y —4 = —2(z — 3) = y = —2x + 10.

) P _
a1 ASL Yy =

b) y — 1 = m(z — 1), hay que hallar m.

5z + 5yty’ — 2[xy + y(1)] = 52t + 5yty’ — 22y’ — 2y = 0 = Syty’ — 2y’ = 2y — 5t =
2y — 5t

/ 4 — o 4 -
Yy (by* —2x) =2y —ba* =y 5y =2z
/ 2(1) - 5(1)"

Yo = 5MT=20) =—1,entoncesy —1=—-1(x—1),0seax+y—2=0.
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. ¢En qué punto de la curva y? = 223, la tangente es perpendicular a la recta 4z — 3y +2 = 0?

Solucion 4r —3y+2 =0« y = 4,4+ 2 es decir la pendiente m de la recta dada es:

3 37
my = % Para que dos pendientes sean perpendiculares, se requiere que su producto sea

igual a —1, es decir si m, es la pendiente de la recta dada y m, es la pendiente de la recta

tangente, entonces son perpendiculares <= m;-my = —1, 0 sea %'mg =—lomy= —%.

Vamos a buscar el punto donde la pendiente es igual a m,, entonces derivando se tiene

2
2uy’ = 6z2 0seay = 3%
Ahora de y? = 22°, se tiene |y| = V223, z > 0 = ¢/ = i(23517)l = i\f Vi =y =
2
5V
3 —_37\/5__@ 1 3 1
Signo positivo: y = f\f my = —§ = V= 54 = 4 imposible!.
i ivo: o _3 _ V2 _ 1 _ a1y =
Signo negativo: y \f\[ 1= Vo = T = rT=§=y-= 2(8) —

_./9 _ /1 —_1
29 28 Y= 16°

Resuelva los problemas siguientes:

. El radio de la base de un cono circular recto disminuye a razén de 4cm/min y la altura
aumenta a razoén de 6¢m/min. Encontrar la velocidad a que estad cambiando el volumen

cuando la altura es de 12¢m y el radio es de 6em.

Solucion Los datos del problema son: % = —4 se toma negativa, pues disminuye % =6,
h=12,r =6.
Hay que determinar la razén de cambio del volumen, es decir ‘9{
Como la férmula del volumen de un cono es V = §7T1"2h se tiene que:
WV~ Lrfr2dh g orpdl] = T162(6) +2(6)(12)(—4)],
de donde %/ = —1207. El hecho de que el resultado da negativo, expresa que el volumen

esta disminuyendo a razon de —120wcem? /min.

. La arena que empieza a vaciarse de una tolva a razén de 10m?/s, forma una pila cénica
cuya altura es el doble de su radio. ¢A qué razéon aumenta el radio de la pila cuando su

altura es de 5m.

Solucion Datos: h = 2r,
_1_.2

V= 37rr h.

Como h = 2r y como h = 5, entonces r =

h =5, Lil‘; 10, hay que hallar ¢ dt El volumen del cono es

, se puede sustituir en la formula del volumen:

DOt
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V=122 = 28,3 — 4V _ 27 [3,2dr y gustituyendo los datos, se tiene:

37 37 dt — 3 " dt
10=21 [3<§> dr],
Despe]ando dt 5—m/s El radio aumenta a razén de —m/s

. Una mancha circular de petréleo de grosor uniforme ha sido causada por el derrame de

10m? de petrédleo. El grosor de la mancha esta disminuyendo a razén de 1em/s. (A qué

razén aumenta el radio de la mancha cuando mide 8m?

Solucion Datos del problema: V = 10m3, ‘fl—h = —0.01 (el equivalente de 1cm/s, 0 en
dt

10 v _ 2dh dr

iz Y por otro lado, i [r T 2rhdt] Como el
volumen es una constante, se tiene 0 = [8%(—0.01) + 2(8)%%]. Despejando se tiene

dr _ 32n
dt 125°

Una piedra se lanza verticalmente hacia arriba (desde el suelo), suponiendo que el sentido

metros es 0.01m/s), r = 8. Hay que hallar 4

Puesto que 7r?h = 10 = h =

de la velocidad es positiva hacia arriba y que la posicién instantanea esta dada por s(t) =
20t — 5t2.

a) Halle la velocidad instantanea de la piedra al término de 1s.

b) Halle la velocidad instantanea de la piedra al término de 3s.

Solucion

a) La velocidad instantanea esta dada por la derivada del espacio con respecto del tiempo,
es decir

v(t) = §'(t) = 20 — 10¢.
S6lo se requiere evaluar la derivada en ¢t = 1s, es decir v(1) = 20 — 10(1) = 10. En este
caso la piedra esta subiendo a la velocidad 10m/s.

b) Es similar al caso anterior, por lo tanto evaluando ¢ = 3 se tiene v(3) = 20— 10(3) = —10

de donde se concluye que la piedra esta bajando con una velocidad de —10m/s.
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Ejercicios de derivacion: 11 Parte Profa. Lorena Salazar

. En los siguientes ejercicios, use la definiciéon de derivada para hallar f/(x).

a) f(2) = g2, oA -5 B f@=v2r-La>} O f(a)=a*"

. Determine si la funcién dada es derivable o no en el punto z indicado.

af@w—{’%+2 TEZ oy

20—4  x>2

1 x> 2
C)f(w){ T sr=2

T r <2

. Halle la derivada de las siguientes funciones.

2) f(:c):6x2+#
0 fla) = 3241

2043
e)ft)—t(t 6)

i) f(z) = sin3x + 4z cos bx

K) f(s) = (s +1)%(s +2)3(s +3)*
) f(z) = Vo + =

. Use derivacién implicita para hallar d

. dy

3,2 _ o2 2 ay
a) #y® =20 +y7, o
_ dy

©) = +y = cos(xy), e

b)f(x)_{gx <0 =0

—4x x>0

d) f(z) = L4, 2 #1.

b) f(z) = (2? — 7)(2® + 4z + 2)

Q) () = 22

f) f(z) = (sec4x + tan 2z)?
h) f(x) = [cos(a® +a%)]
i) f(z) = (22 + 1)3 tan 22
1) f(z) = sen*(cosz®) + 3

m) f(s) = /(s +1)2.

o dz/dy segln se indique.

dy

—1)2 2_95 W

b) (z —1)* + (y +4)° =25, o~
2 _xz—1 da

Dy’ =252 dy

. Halle la ecuacién de la recta tangente a la grafica de y = f(z) en el punto dado en cada

Caso.

a)y=2%+4r+2; (-3,-1)

b) e® + cosy — 2 = 0; (0,7/3)

. Halle los puntos de la grafica de f(x) donde la recta tangente es horizontal.

a) f(r) =z/3+3/x

b) f(x) = cosx

. Halle la ecuacién de la recta normal a la grafica de y = f(z) en el punto dado.

a) 422 + 9y? = 40; (1,2)

b) f(z) = 2% (1/2,1/8).
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Soluciones de ejercicios de derivacion: II Parte Profa. Lorena Salazar

1. En los siguientes ejercicios use, la definicién de derivada para hallar f/(x).

@) f(2) = 5527

2 2
— 3r+1
7o) = fim FEEEE I — g SRS 2
6x 4+ 2 — 6x — 6Az —2
lim (Bx+3Az+1)(3z+1) — fim —6Az _
Az—0 Az az—0 Az(3z 4+ 3Ax +1)(3x + 1)
lim —6 _ —6

Az—0 3z +3Ax+1)(3x+1)  (Bx+1)%°

(b) f(z) =+v2z 1.
flz + Az) — f(2)

V2@ +Az) —1—+22 -1

, L L , , .
fl(x) = AIQICIEO AL = Al/}cIEO AT , racionalizando ten
€mos:

i (V2@ +A2) —1- V20 —1)(y2(z + Az) — 1+ V22— 1) _
m
Az—0 Az(\/2(z+ Az) — 1+ 2z — 1)
by QetAr) 1) -(22-1) . 2w4+2Ar—1-24+1  _
Az—0 Ax(y/2(x + Az) =1+ 22 —1) 2ae—0 Az(vV2z +2Azx — 1+ 22 — 1)
lim 200 lim 2 =
Ar—0 Az (V2x + 2Az — 1+ /22 — 1) Az—0 22z +2Ax — 14+ 22— 1
2 1
222 -1 22z -1
© flz)=af.
1 1
CferAn) - f@) o @t Ani—of (@A) (@)
I _ — =
) = Al;rgo Az a AI;:IEO Az Alalcgo Az )

Multiplicando arriba y abajo por (z + Az)3 + (z + Az)3x5 4+ 3 se obtiene:
[(z+Az)F — 23 |[(z + Az)? + (z+ Az)izd + 23]

, con lo que el numerador es de la

Az—0 Az[(z+ Az)s + (z+ Az)izi + a3
forma (a — b)(a2 + ab+ b?) = a® — b3, donde a = (z + Az)3 y b = 23, entonces se tiene:

. r + Az)? — 22
f'(z) = lim ( T ) 7 2 7 =

Az—0 Az [(x + Az)3 + (x +Az)3 5425
. 22 + 2xAzx + Ax? — 22 T 2e Az + Azx? _
lim T T 2 = lim T T 2 I, =
Az—0 Az [(x + Az)s 4+ (v + Ax)323 + 23]  Ae—0 Az [(z+ Ax)3 + (z + Az)5z5 + 273 |
) Az (2z + Ax) . 2r + Ax
lim I T 2 = lim T 2 T =
Ar—0 Az [(z+ Az)3 + (x4 Ax)izt + 23] A0 (x4 Ax)s + (z+ Az)izs + 23

2z _ 2z _ _2

4 4 4 4 1"
r3 +x3 + 3 33 33

2. Determine si la funcién dada es derivable o no en el punto z indicado.



(@)

(b)

(©
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—x+2 x<2
flx) = T s z=2
20 —4 x>2

Primero probamos que f es continua en z = 2. En efecto:

lim f(x):xlirg —x+2:0,xlir121+f(x): lim 2z —4=0.

T—2~ r—2t

Por lo tanto lim2 f(z) = 0. Ademas f(2) = 0, asi que f es

continua en x = 2. ¢(Es f derivable en x = 2?

Usando la definiciéon para un niimero de x = ¢ especifico:

1) = tim K7, astse tiene, f/2) = lim 2450 i 20 <2
£(2)= lim ~2E220 - gy 7_;{_22) — -1

r—2~

. I . . — f(2 .
Como los limites laterales no coinciden, concluimos que hm2 w no existe, por lo
€Tr—

que f no es derivable en z = 2.

Graficamente podemos notar que en z = 2 la grafica tiene una esquina.

A

3r si x<0
flz) = .

—4x si xz>0.
Note que lin}) f(z) = 0, pues lim f(z) = lim 3z = 0,

T— r—0~ r—0—
Ili%ﬂ fl@) = mli%h —4z =0y ademas f(0) = 0.
. f es continua en x = 0.
Para ver si es derivable en z = 0, debemos hallar lim M Pero lim M =

z—0 T 0 2—0+ T 0
. —4z—0 . o fla)—f0) . 3x—0

wli%i ——=— = —4, mientras que Ili)%l- ——0 = 11351- = =3.

. f/(0) no existe = f no es derivable en © = 0. Nuevamente, note que la grafica de f
tiene una esquina en x = 0.
1 si z>2
fla) = ,
r SI x<2.

Note que f no es continua en x = 2 pues:

lim f(z) = lim z =2 mientras que lim f(z) = lim 1=1,
T—2— r—2— rz—2+ r—2

. f no es continua en x = 2. 1 2

Por lo tanto f no puede ser derivable en z = 2, pues si lo fuera, deberia ser continua en

x = 2 segln el teorema que dice: f derivable en z = ¢ = f continuaen z = c.
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r—1

i) = L

5,

d) fl2) = —Lq, v #1. :
f no es continua en z = 1, de hecho ahi f tiene una asintota

vertical.

Por lo tanto f tampoco es derivable en z = 1.

3. Halle la derivada de las siguientes funciones.
@) f(z) =62%+272.
Usando (z") = nz"~! obtenemos: f/(z) = 12z — 2z73.
(b) (2% —=7)(2z® 4+ 42+ 2) = f(x).

Aqui se puede multiplicar los dos polinomios primero y luego derivar término a término,
o simplemente usar la regla del producto.

@)= @ =72 +dx+2)+ (22 = T) (2> + 42+ 2) = 22(2® + 42+ 2) + (2% = 7)(32% + 4) =
224 + 822 + 4x + 3z + 42% — 2122 — 28.
© 5555 = /).

20 —5
Usando la regla del cociente se tiene:
Pla)= 22225 =B+ D2 6z-15-6s-2 17
(22 — 5)2 (22 — 5)* (22 — 5)2
o_ L
@ f@)=—2
3+
223 — 1 294 )
. . L. o3 xf(220—1) 23 —1
Primero se puede escribir la funcién f(z) = i1 PG - 3 ta
xT
. 622 (322 + ) — (223 — 1)(922 + 1)
- f/ —
Ahora se tiene: f'(z) = 3%+ 2)?
_ 2 —6)
(©) 100 = 9@ 71

Aplicando la regla del cociente se tiene :
Ft) = [P —6)]" (2> +t+1) -2 —6) (2> +t +1) _
(22 +t+1)2
[2t(t3 — 6) + 23t ) (22 +t+ 1) — 2(t3 — 6) (4t + 1)
(2t +t +1)*
(2t* — 12t + 3t4) (22 +t + 1) — (£ — 6t2) (4t + 1)
(26> +t+1)?

Simplificando se tiene:

446 + 25 + 24 — 24¢3 — 1242 — 12¢ + 6% + 3> + 3t — 410 — 5 + 2443 4 62
(2t% +t +1)? -
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6% + 45 + 5t — 612 — 12¢
(2t* +t+1)2
(f) f(z) = (secdx + tan2zx)2.

Aplicando la regla de la cadena se tiene:

f'(z) = 2(sec 4z + tan 2z)(sec 4z + tan 22)" = 2(sec 4x + tan 2x)(4 sec 4x tan 4z + 2 sec? 2z).
(@) f(z) = Vacos .

Aplicamos regla del producto y regla de la cadena se tiene:

1) = (VEY €03 VT + V{cos VY = 5 cos VE + —vE(sen VD)
2\1/5(cos VI — J/xsen /).
(h) f(z) = [cos(a® +2%)] "

Aplicando la regla de la cadena se tiene:

1
2\/x

f(x) = —4[cos(z® 4+ 22)] " [cos(a? + 22)] = —4[cos(z® 4 22)] " [ — sen(x?® + 22) |(322 + 2z).
(1) f(z) = sen3x + 4x cos Hz.
f'(x) = cos 3z-3 + (4x) cos bz + 4x(cos 5x)’ = 3 cos 3z + 4 cos bx + 4x(—sen bz-5) =
3cos3x + 4 cos b5z — 20x sen bx.
G) f(x) = (2x + 1)3 tan 22.
Usamos la regla del producto y regla de la cadena:
() = [(2z +1)%]) tanz? + (22 + 1)3(tan2?)’ = 6(2z 4 1)? tanz? + 2z(2z + 1)3 sec? z2.
(K) f(s) = (s+1)%(s+2)3(s+ 3)*.
Aplicamos regla del producto y de la cadena.
F(8) =1 +1*(s +2)° (s +3)" + (s + (s +2)* (s + 3)*
={[s+1)2(s+23+ (s +1)2[(s+2)%]) Ns+3)* + (s +1)%(s +2)3 [(s + 3)*]
=[2(s+1)(s+2)%+ (s + 1)23(s +2)%](s + 3)* + (s + 1)%(s + 2)%4(s + 3)®
=2(s+1)(s +2)°(s +3)" +3(s + 1)*(s +2)*(s + 3) + 4(s +1)*(s +2)*(s + 3)>.
(D) f(z) = sen*(cosz®) + 3.
Aplicamos regla de la cadena y que (3)' =0

f'(z) = 4sen®(cos z?)- cos(cos 2)-(— sen 2%) (322) = —122% sen?(cos x3)- cos(cos z3) sen 23

mww=ﬁ+ﬁ.

Rescribimos f(z) = 22 +z~2, f/(z) =
(m) f(s) = /(s* +1)?

Aplicamos regla de la cadena

1 _1[1 1
2 NG 237\/5—2{\/5 x\/ﬂ

4
5

F(s) = 2"+ 1)?) = [(s* + 1] = %[(s4+1)2]‘%-2(s4+ 1)4s% = 8 2]73,



(@)

(b)

(©

(d)

(@)

(b)

(@)
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Use derivacién implicita para hallar —j 0 gw segln se indique.
3,2 __ 2 2.
ryc = 2x° 4+ y*; de

Suponemos que y es funcién de x, asi usamos la regla del producto al lado izquierdo de la
2 dy dy

. 2,2 3.9, .
ecuacion: 3x°-y< + z°-2y dr = dx + 2y dr
dy _ 4z — 3292

dy dy
Despejando == Y obtenemos 2y(x —1) =42 — 32%y? = pr W

dx dx

(z—1)%+ (y+4)* =25 %.
dy dy —2(xz—1) dy 1—z
2@z —-1)+2(y+4)- d— = 0, usando la Regla de la cadena, dr = 2y 1A) = 9y = yFa-
x +y = cos(zy); le—y
d_ _ dy dy _ _ _ dy _ dy _
1+dx = —sen(z-y C)l(y—l—x e ):>11+d = —ysen(zy) xsen(xy)dx S dm(l—l—xsenxy)—
Yy _ —ysenzy —
—ysenmy—l:%—il_’_xsenxy .
2_x—1 dx
Y r+2 dy
y?(r +2) = — 1. Ahora suponemos que x es funcion de y, asi:
2dx _dx dm 2 2y(x+2) _ da

. Halle la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto dado en cada caso.

flx) =2 +4x+2; (-3,-1).

La ecuacién de tal recta tangente a f en (—3,—1) es y = mz + b, donde m = f/(—3), pero
fllz)=204+4= f'(-3)=—-2=y=—2x+b.

Como pasa por (—3,—1) sustituimos x = -3 yy = —1 en la ecuacién, -1 = —2:(-3) + b =
—T=b. . |y=—22-T7|

La funcion y = f(z) estd dada implicitamente por la ecuacién: e” +cosy —2 = 0en (0, §).

Derivando implicitamente e* + — sen y'% =0= % = Seerfy, asi la pendiente de la recta

tangente a y = f(z) en (0, %) es:

dy _ [L]’ e 1 .
drlog) MYz senf 3 3 /3
2

Sustituyendo el punto (0, %), % =b=y= %x + %

. Halle los puntos de la curva y = § + 5 3 en donde la recta tangente es horizontal.
La recta tangente es horizontal si tiene pendiente igual a cero ' = 0, pero:
y':(:l,)x—i—?)x_l) é—i— 3.’17_2:04:>é=%<:>$2=9<:>$=i3.
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Sustituyendo en la ecuacién obtenemos los puntos (3,2) y (—3,—2).
(b) y =coszx

Igual que el anterior, buscamos los puntos de z, donde 3y’ =0

y =—senzr=0=—=senz=0=—2=0, 7, 2w, 3n,... etc., esdecirz =nm,n=0,1,...

7. Halle la recta normal a la grafica y = f(z) en el punto dado.
(@) 422 +9y% =40, (1,2)

Aqui y esta dado en forma implicita, asi que usaremos derivacién implicita para hallar

dy _ dy -8z _ —da

120 +18y 0= = g = .
, - _dx dy <_@) _
La pendiente de la recta normal o perpendicular es dy pues, - dy) = 1.
De modo que la pendiente de la normal que buscamos es Z—i
. _ % _18_9
Como se quiere que esta recta pase por (1,2), tenemos que m = Irlos =4~ 2 por lo
1,2
que la ecuacién de la recta satisface y = %m +b.
Sustituimos (z,y) por (1,2) para despejar b, por tanto se tiene que:
- 9. _9_ _d _
2= 5 1+4b=2 5 =b= 5 =b
Por lo tanto la ecuacién de larectaen (1,2) es |y = 2z — 3 |.
(b) f(z) =a?, f(x) = 322,
La pendiente de la recta normal es f%. En (3, £) obtenemos, m = f% L = f% =
31“ 3(17 =35 1

—%, luego la recta normal es de la forma y = —%x +0.
Sustituyendoz = 1, y =14, setiene: 1 =—21l4bv—=14+2=p—= 19 =0.

Por lo tanto la ecuacién de la recta normal es |y = —32 + 12 |
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Ejercicios de derivacion: 111 Parte Profa. Ana Mondrus

. Determine la pendiente de la recta tangente a la curva dada por f(z) = 2 en el punto
(—%,—%) de cada una de las siguientes maneras:

a) Usando la definicién de derivada en un punto.

b) Usando la definicién de la funcién derivada f/(z) y evaluando después en el punto dado.
¢) Mediante la forma alternativa de Ia derivada.

d) Mediante la férmula para derivar una potencia.

. Use el resultado del problema 1) para escribir las ecuaciones de la recta tangente y de la

—_ 3 1 1
recta normal a la curva y = z°, en el punto (-5, —3).

. La funcién de posicién de una particula en movimiento en una recta horizontal esta dada

por x = —16t% + 80t — 1. Se supone unidades de medicién adecuadas.
a) Calcule la velocidad media de la particula entre t =1y ¢ = 2.

b) Calcule la velocidad instantanea de la particulaent =1 yent =

[\l

¢) Determinar la posicién x cuando la velocidad v es cero.

d) ¢Cual es la aceleracion de la particula ent = 0 y en ¢t = 2? ¢(Varia en algin instante la

aceleracién? ¢(Se mantiene constante la velocidad en algln intervalo de tiempo?

. Calcule las derivadas indicadas, usando las reglas de derivaciéon (No la definicién). En cada
caso, sefiale dominio maximo de la funcién y de su(s) derivada(s). (Sugerencia: reescriba

para derivar).

a) f(x) = ax?® —2cx~t + x%, a, b, c constantes, f'(z) =?

b) g(x) = & (3 — ), ¢'(x) =2

ar® +b 2z + 3
Va2 +b2 2 -5z +5’

. Encuentre todos los puntos de la curva dada por f(z) =

Q) y= (a, b constantes), y'(z) =?

r+1
1—x

en que:
a) La recta tangente sea horizontal (si existen). Si no existen, justifique por qué.

b) La pendiente de la recta tangente sea 4.

10 — 27r dz . d*z
—_— ), encuentre ==; ==
2+/(2)

. Seazx= dr g2
. Sea f la funci6én definida por: f(z) =

20 —1 siz<3
8—x Ssixz>3.

a) Calcule f'(1), f.(3), f1.(3), f'(7) usando la definicién en cada caso.

b) Segtin sus calculos de la parte a) , ées f derivable en x = 3?
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c) Trace la grafica de f, para comparar sus resultados con la representacion grafica.

Encuentre las ecuaciones de las dos rectas que pasan por el punto (2, —3) y son tangentes

a la parabola y = 22 + . Represente graficamente la situacion.
Escriba la ecuacion de la tangente a la curva y = \/z, en el punto cuya ordenada es 2.

Demuestre que la recta y = —xz es tangente a la curva dada por la ecuacion y = 23— 622 +8zx.

Hallar el punto P de tangencia.

Una poblacién de 500 bacterias crece en niimero de acuerdo con la expresion:

P(t) = 500 (1 + 504+t t2)' donde ¢ se mide en horas.

a) Compare el ritmo (rapidez) con que crece la poblacién al inicio del proceso, a las 2 horas

y a las 4 horas.
b) Compare el nimero de bacterias que hay a las 0 horas, a las 2 horas y a las 4 horas.
c) ¢Porqué no hay el doble de bacterias a las 4 horas que a las 2 horas?

Si R representa la reaccion del organismo a cierto estimulo de intensidad z, la sensibilidad
S, se define como la rapidez de cambio de la reaccién con respecto a . Un ejemplo es
aquel en que cuando aumenta la brillantez = de una fuente luminosa, el ojo reacciona

disminuyendo el area R, de la retina (expuesta a la luz).
40 + 24204

1+ 429
expresa en milimetros cuadrados y = en las unidades adecuadas de brillantez.

La féormula empirica R = describe la dependencia entre R y z, donde R se

a) Escriba una formula para la sensibilidad.

b) Calcule la sensibilidad para los siguientes valores de brillantez: 0, 0.01, 1, 5, 10, 100.
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Soluciones de ejercicios de derivacion: 111 Parte Profa. Ana Mondrus

. La pendiente de la recta tangente a una curva en un punto, esta dada por la derivada de

la funcién en ese punto.

a) La definicién de la derivada en un punto (a, f(a)) es la siguiente:

fla+Ar) — f(a).

f'(a) = lim

" Az—0 Ax
1 1
f -5+ Az) — f(—3

En el caso presente: a = —1, f(z) = 23, entonces: f/(-1) = Ahm0 I sz f(=3) =

hy CaHART—(=5)t . (59)7 4 3(5)*An 4 3(—5)(Ar)? + (Aw)t 4 5
Az—0 Az T Azs0 Az -

2Az — 3(Az)? + (Az)3 (2 - 3Az + (Ax)?) Ax

. 4 2 o 12 _ 3_3 2y _ 3
A A =, A =G Aer (A0h =4
b) Definici6én la funcién derivada: f/(z) = Alim0 flot AAI; - f(@) =(en el caso presente)

lim (z+ Az)® —2® lim 2?4 322 Az + 3z(Az)? + (Az)® —2®
Az—0 Az © Az—0 Az N

2 2 o

lim (32” + 3zAw + (Az))Ax = lim (322 + 3zAx + (Ax)?) = 322
Az—0 Al’ Az—0
Evaluando en (-3, —%), donde z = —1 queda: f/'(—3) = 3(—3)% = 2.
c) La expresion que se denomina a veces forma alternativa de la derivada para f/(c), donde
c es el punto de dominio en cuestién es: f/'(c) = lim M

_ (1 3 _(_1y3 3,1
En el caso presente: f/(—%) = lim f(i) (f(l)Q) = lim % = lim_ 2:18 =
T T2 T=—3 2 =g 2
o (At -tz + 1) ) ,
lim = . 2 i = hml(a:Q—%x—!-i)=(—%)2—%(—%)+i:i

N ) 2
d) Si f(z) = 2™, f'(z) = na"~'. Eneste caso f'(z) = 322, de modo que f/(—3) =3(—3)? = 2.
No debe sorprender, por supuesto, que se repita el resultado, ya que la derivada es un
limite, por lo tanto Gnico en un punto dado y su valor no puede depender del proced-

imiento que se usa para calcularlo.

. En el problema 1) se calcul6 la pendiente de la recta tangente a f(z) = z® enz = —3
y se obtuvo el valor 2. El problema presente es, por lo tanto, encontrar la ecuacion de
la recta de pendiente m = %, que pasa por el punto (f%, fé), puede usarse la féormula
punto-pendiente y — yo = m(z — x), que en este caso es: y+ % = 3(z + 1).

i . _ 3 3.1 1 _ 3, 1
Reduciendo: y = y2 + 55 — 5 = 0+ 3.

Nota: Es equivalente a proceder asi: y = mx + b; como m = %, Y %:z: + by como pasa

por (—1,-3): -1 =3(-1)+b dedondeb=—-1+2=2=b=1 y=32+1 obhien
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4y — 3z = 1.

Finalmente se pide la recta normal. Esta es la recta perpendicular a la tangente en el
punto de tangencia. Para que dos rectas sean perpendiculares entre si, es necesario y su-
ficiente que la pendiente de una sea el valor reciproco de la pendiente de la otra con signo
cambiado, es decir que el producto de las pendientes sea —1. Pendiente recta tangente:
3 ( del problema 1). Por lo que la pendiente de la recta normal es —3. Asi el problema

se redujo a encontrar la ecuacion de la recta de pendiente —3, que pasa por el punto

1 1 1 _ 4 1 _ 4 4 1 _ 4 19
(3 —shyts=—3ty)=y=—352-5-5= 323 ()
?
: 1 1 1 - 4 1 19
Verifiquemos que la recta dada por (*), pasa por (—5,—5), —5=—3(—3)— 51
: 4 19 _ 16—19 _ 3 1
El segundo miembro se reduce a 5 — 55 = 57— = —5;, que es —z.

Nota Esta verificacién no es imprescindible para resolver el problema, pero es Gtil como

control del proceso.

. a) Aplicando la definicién de velocidad media en un intervalo, se tiene que:

U[1,2] = w z(2) = —(16)2% + (80)2 — 1 = (—16)4 + 160 — 1 = —64 + 160 — 1 = 95,
2(1) = (~16)12 + (80)1 — 1 = —16 + 80 — 1 = 63, 71 5) = 23— 2 = 32 =33,

b) La velocidad instantanea se calcula mediante la derivada de la funcién posicion.
v=2a'(t) = —32t+80,v(3) = 2'(3) = =324 +80 = —16+80 = 64, v(3) = 2/(3) = —322 +80 =
—48 + 80 = 32.

¢)v=0equivalea —32t +80 =0 = —32t = —80 =t =50 = 2, vesceroparat= 3. Se
pide la posicion dada por z en ese instante. z(3) = —16(5)? + 805 — 1 =99.

d) La aceleracion se calcula como la segunda derivada de la posicién, o lo que es equiva-

lente, como la primera derivada de la velocidad. a(t) = 2”(¢) = v'(t) = —32.

Observamos que la aceleracidn es constante, por eso no varia en el tiempo, de modo que:
a(0) = —32; también a(2) = —32.

En cuanto a la velocidad v(t) = —32¢ + 80, calculada en la parte b), si depende del tiempo,
esta dependencia es de tipo lineal, si la graficAramos seria una recta de pendiente —32,
por lo tanto en ningln intervalo es constante, la velocidad (instantanea) varia en cada
instante, lo que se confirma porque la aceleracién (cambio de velocidad) nunca es 0, es
decir siempre hay cambio de velocidad.

b

N — g2 —1
. a) f(z) = az® — 2cx +?.

Conviene reescribir 1a funcién para después aplicar de manera mas sencilla las reglas de

derivacién: f(x) = ax?® — 2cx=! + bz 3.
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Note que seria un error grave haber escrito f’(x), pues alin no se ha derivado aunque

se tenga la intencion de hacerlo. Ahora si derivamos f'(z) = 2ax + 2cz™2 — 3bz™* =

2ax+kf?’—g

x
Dominio de f y de f’ es el mismo: R\{0}.

b) g(x) = 2% (3 — z%).
Camino 1) Derivar como producto y después reducir.

g (z) = %x_%(i’)—x%) +x%(—§x%) =203 — 2x— 3z = 2073 — 21 =

s

Camino 2) Efectuar primero el producto y después derivar.

g(z) =32% —22 — ¢/(z) =207 F — 20 = — 2.

2
Jx
Dominio de g: R (no hay denominadores ni raices de indice par que obliguen a restric-

ciones).

Dominio de ¢’: R\{0} (el denominador /= no puede tomar el valor 0.)

Oy = am6+b+ 2r+3  _ 1 2x + 3
Vaz+ 82 | 2?2 =5zx+5 Va2 b2 22 —5x+5’

(az® +b) +

, 1 5 (22 — bz +5)2 — (22 4+ 3)(2z — 5)

Yy _7a2+b2(6ax +0)+ (@2 5z 15)° =
6ax® n 222 — 10z + 10 — (42? — 4z — 15)  ggab n —9222 — 6z + 25
VaZ + b2 (z? — bz + 5)* Va2t (@Z—bz+5)?
Dominio de y y de y/: R\{ g 12\/5}_
_r+1
- fla) = T—z-
a) Tangente horizontal significa pendiente cero, de donde se piden los puntos en los que
. 1—z—(z+1)(-1) 2
/ — —

la derivada sea cero. f'(z) = T2 BRETOLE

Para que una fraccidn sea cero, se requiere que su numerador sea cero (y su denominador

no). Pero aqui el numerador es el nimero 2 (no depende de z), por lo que f/(x) nunca es

cero y se concluye que en ningn punto de la curva dada la tangente es horizontal.

b) Pendiente recta tangente sea 4 equivale a que la derivada sea 4. Se pide encontrar

los z para los cuales f/(z) = 4, como f/(x) = ﬁ el problema consiste en resolver la
ecuacion:
#—4:>2—4(1—x)2:>4(1—x)2:2:>(1—x)2:%:>1—x: 50
l—x——\/>:>:c—1—\/gox:1+\/g.

Note que se llega a los mismos valores para z si a partir de la igualdad (1 — z)? = 3 se

desarrolla el cuadrado, se llega a una ecuacién de la forma az? + bz + ¢ = 0 y se aplica la

féormula correspondiente para resolverla. Hagalo como practica.
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Como se piden los puntos de la curva, sélo resta encontrar las ordenadas de cada abscisa

encontrada.
(1—y/H+1 2—,/2

)= Vb = 2221,
-a-yh
(I+4/3H+1 2+4/2
-1+ —/b

Los puntosson:(l—\/g,Q\/?—l); (144/3.—2v2—1) 0, yaque /1 = *=:

(1—L2v2-1); (1+%2,-2v2-1).

-

N[ —=

T = % — = 1(120%57;); usando la regla del factor constante:
dx 1 dx —2r d’z

ar —27) = &L — ; de donde ¢ = 0.

dr — 2+ \/§< ) dr — 2442 dr?

2c —1 siz<3

8—x sizx>3.

. A+ Az)— f(1)
11y —
Fy= Alzltgo Ax
ya que Az se supone pequefio.

F) = lim 20FAD) 1@ g 2428011 gy, 2420802

. Como 1 es menor que 3, corresponde usar f(z) = 2z — 1,

Az—0 Ax Az—0 Az T Az—0 Ax =2
) Ff(3+ Azx) — f(3)
’ _
fr@) = lim Az '

Note que, como Az es negativo, 3 + Ax se encuentra en la recta real a la izquierda de
3, es menor que 3. y asi f(3 + Az) se calculara con f(x) = 2z — 1. Pero f(3) esta dado
por f(z) =8 —x. Asi: f(3+ Az) =2(3+ Az) — 1 (por ser Az <0y 3+ Az < 3). Luego
fB+Az)=6+2Az—1=5+2Ax, f(3) =8 -3 =15 (dado en el enunciado al usar z > 3).
5+2Ax—5

! _ 3 —

F23) = Aili%f Az =2
B AD-SG) . [8-G+AD]5_ . 5_Ac—5

! — — — =
£i(3) = Ai%+ Az o Ailinm Az N A:lclglw Az =L
F(7) = Jim, f(”AA“;’fm, pero f(7+Az) =8 — (T+Az) =1 — Az, f(T) =8 —T=1,

Sy T 1-Az—1_
£ = Alaltgo Az =L

b) f no es derivable en x = 3, ya que las derivadas por la izquierda y por la derecha son

diferentes, de modo que f/(3) no existe.
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c¢) Puede notarse que, aunque f es continua
en 3 (verifiquelo analiticamente), en z = 3, \
vale decir en el punto (3,5) de la curva, hay \

un cambio brusco de direccién, que es la situacion

de no derivabilidad desde la perspectiva geométrica. 3 8'"""'\

(Hay un "pico”).

. En primer lugar debe observarse que el punto (2, —3) no pertenece a la parabola dada, por
lo que no tiene sentido aplicar mecanicamente el proceso para el caso del punto de tangen-
cia conocido. El problema aqui, es que no se conoce el punto de tangencia. Supongamos

que el punto de tangencia tenga ordenadas (a,b). Hechos conocidos sobre este punto:

i) estd en la parabola, de modo que b = a? + a.

ii) es de tangencia, por lo que f’(a) corresponde a la pendiente de la recta tangente que
pasa por (a,b).

Pero f/(x) =2z +1, asi: f'(a) = 2a+1, la(s) recta(s) pedida(s) tiene(n) por pendiente 2a+ 1
y pasa por (2, -3).

Pero la pendiente de una recta por dos puntos (x1,%1), (x2,y2), también estd dada por
Y2 — 1

To — X1 °

Esta representacion es la misma pendiente de dos maneras distintas, nos llevaria a la
b+3 _ a’*+a+3 a®+a+3 _
a—2 — a—2 = a—2 -
2a+1=a’+a+3=2a+1)a—2) =da’+a+3=2a>-3a-2=0=0a’?—4a— 5=

0=(a—5)(a+1).

solucion. Pendiente: m = f'(a) = 2a + 1, m =

by=2x2+2z
Hay dos soluciones: a =5,a=—1. Paraa=5,b=a?+a =

30, m = 2a + 1 = 11 punto de tangencia (5, 30).

Recta tangente L,: pasa por (2,—3) y tiene pendiente 11,
y+3=11(z—-2) = y=1lz —25es L.

Para a = —1, b =0, m = —1 punto de tangencia (—1,0).

Recta tangente Lo: pasa por (2,—3) y tiene pendiente —1, _A
y+3=—(r—-2)=y=—x—1es L. (2,-3)

. y=+/x, dominio [0, 400

¢Cual es la abscisa del punto cuya ordenada es 2?

y =2,z =2,z =4 calculemos % en z = 4, ya que la pendiente de la recta tangente esta

i dy _ 1 .dy| _ 1 _ 1
dada por la derivada. Q= 33 dplpey — VAT 4
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Pendiente recta tangente: i Punto de tangencia: (4,2).
Ecuacién pedida: y — 2 = i( 4) =y = %x + 1, o equivalentemente, 4y — x = 4.
La recta y = —x tiene pendiente —1. Se trata entonces de demostrar que existen puntos

en la curva dada por y = 2® — 622 + 8z, en los que la pendiente, que sabemos se calcula
mediante la derivada, sea —1. También encontrar esos puntos y comprobar que estan

tanto en la recta como en la curva.

Y =322 - 1204+8=-1=322-122+9=0= 22 40 +3=0= (z —3)(x — 1) = 0.
Hay dos puntos, los de abscisas x = 3 y x = 1 respectivamente.

Sustituyendo: y(3) =33 —-6-32+83=27—-54+24 = -3, y(1) =13-6-12+81=1-6+8 = 3.
Observamos entonces, que los dos puntos en que la pendiente es —1 son (3,-3) y (1, 3).
Pero s6lo uno de ellos, (3, —3) pertenece tamhién a la recta y = —z.

Asi también, la recta tangente por (1, 3) es paralela a y = —x, pero NO es larecta y = —z.

La recta y = —z es la tangente a la curva y = 2 — 622 + 82 s6lo en el punto (3, -3). Por lo

anterior el punto de tangencia P es (3, —3).

P(t) =500(1 + 50
El ritmo o rapidez con que cambia una cantidad con respecto a otra, se mide o representa

); t en horas.

mediante la derivada.

24 — 2 2 2
2) P/(t) = 500 ((50 +(5t0)—ft2)42t(2t)>' P/(t) = 500200+ 482 — 822 1) 200 — 4t

(50 + t2) (50 + t2)%’
P'(0) — 40bacterias  pr oy _ 540200 _ 500-184 _ 3y 55 bacterias
(0) =40 hora ' @) 500(504—4)2 542 31,555 ora
P'(4) = 500200 0% — 500 L6, — 15, 1 bacterias,

b) El ndmero de bacterias esta dado por P(t), P(0) = 500 bacterias, P(2) = 500(1+ﬁ) =
574 bacterias, P(4) = 621 bacterias.

c) A las 4 horas no hay el doble de bacterias que a las 2 horas, pues no tiene porqué
haberlas, ya que el modelo del enunciado describe la relacién entre P(t) y ¢ mediante
una ecuacién que no corresponde a un caso de duplicacion de las imagenes o valores
(ordenadas si lo graficamos), al duplicarse la variable independiente (como si lo seria, por
ejemplo la funcién lineal P(¢) = 2t). También puede observarse que, aunque en los valores
pedidos la cantidad de bacterias aumenta con el tiempo, lo hace cada vez mas lentamente.
Esto se confirma con los calculos de la parte a), en que la velocidad era menor cuando el

tiempo era mayor.

La rapidez de cambio estd dada por el valor absoluto de la velocidad de cambio, que se
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calcula mediante la derivada respectiva. Aqui la derivada de la reaccién R con respecto a

la brillantez z, esta dada por:

dr (14 429%)24.0, 42796 — (40 + 242%4)1,60706  [9,6-(1 4 42%") — 1,6-(40 + 242°*) ]2~ 06
dr (14 4294)2 N (1 + 4294)2

9,6+ 38 4204 — 64 — 38,420% —54,4

o (1 + 429:4)229:6 T (14 42042067

El signo negativo de esta derivada indica que a mayor brillantez, menor reaccién:

S:’ﬁ _ 54,4
do | (14 4204)206°

b) Podemos organizar los valores de la sensibilidad correspondientes a los de la brillantez
en una tabla, calculando cada valor mediante una calculadora:
Brillantez = |0 o010 01| 1| 5 | 10 | 100 |
Sensibilidad S | # | 323 | 32,2 | 2,2 | 0,28 | 0,11 | 0,005 |

Notemos que si la brillantez es cero, no tiene sentido hablar de rapidez de cambio de la
reaccion. El 0 no esta en el dominio: haria cero un denominador. Observemos que si la
brillantez es grande, la sensibilidad (rapidez de cambio de la reaccién) es muy pequeiia,
lo que coincide con la experiencia, por ejemplo; frente a una luz deslumbrante el ojo se

adapta mas lentamente que con un brillo menor.
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Ejercicios de derivacion: 1V Parte Profs. Gerald Asch, Gloria Bonilla
22 +4

. Haga un estudio de la funcién dada por g(z) = y trace su grafico.

2x

. Determinar la concavidad y puntos de inflexién de la funcién y = 3z + (z + 2)3

. Hallar los maximos y minimos de la funcioén f(x) = (12 — 2z)? aplicando el criterio de la

segunda derivada.

. Demostrar que la funcién y = 2% — 8 no tiene maximos ni minimos.

. Grafique la funcién de acuerdo con los siguientes datos:

Minimos en (-2,0), (1,0)
Siz< -2y —1<a<]1,lafuncién decrece
Si—2<z<-—3,2z>1lafuncién crece

La curva alcanza maxima en (-3, 55).
8

x? —4
Calcular las coordenadas del punto P de la curva y = 22 mas préximo al punto A(3,0).

Construir la grafica y =

A

|16

YA _AB,0)

Calcular el radio y la altura de los cilindros de volumen maximo y minimo que pueden

inscribirse en un cono de 6¢m de radio y 12¢m de altura.

Los grandes huesos de los mamiferos se pueden representar como tubos cilindricos huecos,
llenos de médula, de radio exterior Ry radio interior . Los huesos deben ser ligeros pero
a la vez capaces de resistir ciertos momentos de flexion. Se puede demostrar que para
resistir un momento flexionante M, la masa m por unidad de longitud del hueso y la
2
3
médula esta dada por m = 7p [K(lﬂfﬁ)] [1 - %xz}, donde p es la densidad del hueso

y K una constante positiva.

r
RY
Un hato de 100 venados se transporta a una isla pequefia. El rebafio crece rapidamente

Siz= demuestre que m es minima cuando r = 0.63R aproximadamente.

pero los recursos alimenticios de la isla comienzan a escasear y la poblacién disminuye.
Suponga que el nimero N(¢) de venados que hay en la isla a los ¢ afios, estd dado por
N(t) = —t* + 21t + 100.
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a) ¢Cuando deja de crecer el hato?
b) ¢Cual es su tamafio maximo?
¢) ¢Cuando se extingue la poblacién?

d) Trace la grafica de N parat > 0.
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Soluciones de ejercicios de derivacion: 1V Parte Profs. Gerald Asch, Gloria
Bonilla

2 +4
2z
) Dominio: R\{0}. Es una fraccién racional. Se indetermina si el denominador es cero,

. Estudio de la grafica g(z) =

esdecir2z =0= 2 =0.

—x)? 2 2
i) Dado que f(—z) = ( 2?_54 = xﬁ;;l =z 2;“ 4 — _f(x), a funcién es impar y G es

simétrico con respecto al origen. Basta estudiar la funcién en [0, +o00
ii) Discontinuidades (analisis): g(z) es discontinua en z = 0, pues la funcién no esta
definida.

2 2
a) lim % +4 _ 400, lim % +4
r—0+ 2 z—0- 2
P(0) =4y Q(x) = 2z evaluado en z = 0 es Q(0) = 0. Por lo tanto z = 0 es una asintota

= —oco. Note que: P(x) = 2% + 4 evaluado en = = 0 es

vertical.
iii) Intersecciones : No hay interseccion con el eje y, pues la funcién no esta definida en

2
z = 0 tampoco hay interseccién con el eje z, pues £ 22 4 #0, z #0.

IT) Sentido de variacion ¢’(z) y sus signos.

g(z) = x221— 4, J(z) = 12(20) —(@® +4)1 1 (@*-4) 1(x-2)(x+2)

2 72 2z 2 i :

Puntos criticos (¢'(z) = 0).

(x—2)(z+2) =0; , To ceros de . L o ) o
multiplicidad impar. T
22 + + 0 +

Indeterminaciones: 22 = 0, x = 0 (indetermi-

42 - 0 + +
naciones de multiplicidad par: los signos de ¢’ I
no dependen del factor z?). |

g (x) + ? - - (P +

Cuadro de signos de ¢'(z).

I11) Concavidad (¢”) y sus signos.

2 2
gl(.’t) _ ll’2—4 — g”(lL’) _ 1T (2'73)_(‘1: _4)2f _ z | —co 0 400
. 2 21,2 2 4
l?m[m - +4]:i_ .3 _ "
2 .’I}4 (ES
¢" no tiene ceros y se indefine en = = 0. 9" () _ n

Signo de ¢"'(z):

IV) Comportamiento en los extremos del dominio (asintotas).

De I) lim+ g(z) = 400,y lim g(z) = —o0, x =0 es una asintota vertical.
z—0 z—0~
lim g(z) = lim 244 _ 1 lim (a: + é) = 400 y no hay asintotas horizontales.
r— 400 r——+00 2£C 2 r— 400 x
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El grado del numerador excede en 1 el del denominador = hay una asintota oblicua.

Calculo de la asintota oblicua efectuando la divisién z2 +4 | 2z

2 z
2
4

—X

g(z) = %z + %, zglfoo% =0, luego y(z) = % es la asintota buscada.

Observando el cuadro de signos de ¢, se concluye que g(z) tiene un minimo en (2,2) y un

maximo en (—2, —2).

Cuadro de variacion Grafica
v 1g<x> =
-0 -2 0 2 400 \/ y=1x
g(@)| -0 7 712 —oo oo N % oo .
J'(x) o0 - ~ 0+
g@ - - + + /\
2.y = 3+5(mi2)% Yl = 25(;_?2)%. Enz = -2 1 y:3x+(x+2)%
se puede presentar un punto de inflexién.
Para z > -2, 3y’ <0. ///
Para z < -2, y" > 0. —23Y - -
Ademas, $£@2 y' = +o0, y(—2) = —6 por lo que // )
y tiene en z = —2 una tangente vertical. / ”””””” -

El punto (—2,—6) es un punto de inflexion.
3. a) f/(z) = 12(2? — 8x + 12) = 12(z — 2)(x — 6). Los valores criticos son z = 2, z = 6.
b) f”(z) = 12(2z — 8) = 24(z — 4).
©) f”(2) <0, por tanto f(x) tiene un maximo igual a 128 en z = 2. f”(6) >0, por tanto f(x)
tiene un minimo igual a 0 en z = 6.
4. y' = 322, de la ecuaciéon ¢’ = 0 se obtiene z = 0.

Paraz <0y x>0,y >0, lo cual indica que la funcién es creciente .. no hay maximos ni

minimos.

En (0,0) la curva presenta un punto de inflexion.

5. Cuadro resumen:
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0o
-

=
(=]

. 2 -1 | \ /
w0 N 0 VAl
-2 _1[ 1 "
2
6. y= 1;28_ ;- Dominio: R\{2, -2}, pues 22 —4 =0 <= x = +2.

Sentido de variacion

Observemos que la funcién es simétrica respecto al eje y, ya que f(z) = f(—z).
I Q2 _ A2 _ __ 16z

y = -8(z 4)7%(22) (xQ — 4)2

y' >0 <= 2 <0. Por lo tanto y crece para z < 0.

y' <0 <= x> 0. Por lo tanto y decrece para z > 0.

y' =0 <= x = 0. En este punto, eventualmente, la funciéon puede alcanzar un maximo o
un minimo.

Valores extremos y concavidad
. (® = 4)*(=16) — (~16z)(da(2® —4)) _ (2 —4)[-16(z> —4) + 642 ] 4842 + 64 _

57+ (22 —4)* o (22 —4)* (22 —4)3
16(3z= + 4

(2?2 —4)3
y'(0) = % = —1< 0= y alcanza un maximo en z = 0.

Por otro lado, ¢y’ <0 <= 2?2 —4 <0 <= —2<x < 2: f es concava hacia abajo en]—2,2][.
y">0<= 2 <—-206x>2, porlo tanto f es concava hacia arriba en | —co, —2[U] 2,00 .

Interseccion con los ejes

Y= x28_ 1 # 0 para todo z en el dominio, por lo tanto la curva nunca corta al eje z.
Paraxz =0,y = % = —2, es decir la curva corta al eje y en —2.

Comportamiento en los extremos

x -2 2
. 8 _ : 8  _
IETOOJ)2—4_OV zgr—nocxz—ll_o T —2 -
. 8 _ . 8  _
m oz = e L T T T L +
- 8 B , 8  _
i gy e ey -

Asintotas del paso anterior, se ve que x = —2 y x = 2 son asintotas verticales y que y = 0
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es asintota horizontal.

Cuadro de variacion (resumen s6lo el eje positivo)

b f(@) = o
T 0 2 +oo
@l -2 N\ e\ o J \
—— ~ ., .
7'(a) - - -2 ﬂﬁ 2
f”(x) - + '/ i

7. La distancia de P a A esta dado por la formula d = /(x — 3)2 + 2.
Dado que la ecuacién de la curva es y = 22, sustituyendo se obtiene:

42% + 22 -6
d(z)=/(z -3 +a* =22 — 6z + 9 1 2% = d'(z) = =
()=+/(z =32 +a2t=Vz T+ 9+ (x) 6o T2 50

22 4+ — 3
Vit +22 -6z +9
En z = 1 hay un minimo y = 12 = 1. El punto P es (1,1).

y2r8+x—-3=(x—1)(22°+22+3)=0=d'(z) =0, paraz = 1.

8. DB: Altura del cilindro h.

BC': Radio del cono 6¢em

BE: Radio del cilindro

AB: Altura del cono 12cm.

La funcién que expresa el volumen del cilindro

es V = nr2h.

Se tiene por Tales que el AADF ~ AABC, por \¥/

AB _ BC 12 _ 6
lotantoi—_i—:>12_h_r:>
h _6-—r oo . 12120
19~ 6 = 6h=72—-12r . h = G =12 —2r.

Asi V(r) = mr?(12 — 2r) = 12172 — 2713 = V/(r) = 247r — 6712,

V'(r)=24rr — 6112 =0 = 6mr(4d —7) =0 =1, = 0, 12 = 4.

V' (r) = 247 — 127r = V" (0) = 247 > 0... luego para r = 0 hay un minimo.

V' (4) = 247 — 487 = —247 < 0, luego para r = 4 hay un maximo.

Las dimensiones del cilindro minimo son: radio » = 0 y altura 12cm, es el caso limite en
que el cilindro se reduce al segmento AB.

Las dimensiones del cilindro de volumen maximo son: radio r = 4cm, altura h = 12 — 8 =

4em.



Ejercicios de MA-1210  Calculo I 59

. Los grandes huesos de los mamiferos se pueden representar como tubos cilindricos huecos,
llenos de médula, de radio exterior Ry radio interior . Los huesos deben ser ligeros pero
a la vez capaces de resistir ciertos momentos de flexién. Se puede demostrar que para
resistir un momento flexionante M, la masa m por unidad de longitud del hueso y la

médula esta dada por:

m:wp[[((lf{ﬂf[l_;mq,

donde p es la densidad del hueso y K una constante positiva.

r

Siz = il demuestre que m es minima cuando r = 0.63R aproximadamente.

M3 2 — g2 _WPM% 2 — 2
Ki1-an%|| 2 2ks [(1—a*)3 ]

Solucion m = mp {

2

Como ™2 Mj es constante,
2Ks
1
2 =
apmd | 2wt —ahE - (2-2%)2(1 -2 75 (—42) -
 2K3 (1—a%)3 B
823 (2 — 2
2 —2I(1 - I’4)% + Lglxl) 2 4 3 2
TpM3 3(1—a%)s | mpMs | —6x(l — %)+ 8x°(2 — x°)
9K 3 (1—a*)z 2K 3 31—a)s(1—at)s |’

entonces m’' = 0 = —6x(1 —2*)+823(2 —22) = —62+62° + 162> —82° = —22° + 162> — 62 =
—2x(x* =822 +3)=0=2=002* 822 +3=0.

8+v52 8—1/52

Sea y = z?, (x = 0 se descarta), y> =8y +3 =0, y1 = —5— ~ 7.60, yo = ~—5— ~ 0.39 =
P R T60 = o~ 275, 2% % 0.39 = £~ 0,63, 7 = F = 0.63 = r = 0.63R.
z |—oo 0 0.63 2.75 +00
—92z + — — _
x—2.75 - - - +
z —0.63 - - + +
m'(z) + - + -
ma| SN N

10. Un hato de 100 venados se transporta a una isla pequefia. El rebafio crece rapidamente

pero los recursos alimenticios de la isla comienzan a escasear y la poblacién disminuye.

Suponga que el nimero N(¢) de venados que hay en la isla a los ¢ afios, esta dado por:

N(t) = —t* + 21* + 100.
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a) ¢Cuando deja de crecer el hato?

b) ¢Cual es su tamafio maximo?

¢) ¢Cuando se extingue la poblacién?

d) Trace la grafica de N parat > 0.

Solucion N(t) = —t1+21t2+100, N'(t) = —4t3 +42t = —t(4t2 —42) = 0=t =0, t = i\/%

_ 21 21
t o] -V 5 0 5 +oo

—t
t++/2] - + +

t— 21 _ _

2

N'(#) + -

0 AN AN

Dominio: ¢ > 0.

a) Deja de crecer para ¢t = \/22I = 3,24 afios.

b) N(y/2) = —(/2)" +21(/%)” +100 = 441 4 441 4 10p = —HLE2H0 _ 811 97
venados.

Q) N(t) =0 = —t* + 212 + 100 = 0 = t* — 2142 — 100 = 0. Sea u = 2, u® — 21u — 100 =
(u—25)(u+4) = (t* —25)(t* +4) = (t = 5)(t + 5)(t* + 4) = 0 y la solucién es ¢t = 5, es decir
que a los 5 afios la poblacién se extingue.

N'(t) = =122 + 42 = 0 = —12t* = —42, t* = £ =2 =T — ¢ = +,/Z, con lo cual

tenemos N”(t) = —12(t + \/2)(15 - \/g).

A N (t) = —t* + 21¢2 + 100

I R S S \
_12 _ _ _
t+/% - 0 + +
t—/% - - 0 + \
N(8) e &/ I \5
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Ejercicios de derivacion: V Parte Prof. Carlos Azofeifa

. Encuentre la derivada de f(z) = [¢° + (22 — 1)3]3.
. Encuentre la derivada de f(z) = (z + Va+2x — 9)8.

. Suponga que f es diferenciable en R y « es un nimero real.

Sean F(x) = f(z*) y G(z) = [ f(x)]”, encuentre expresiones para F'(z) y G'(x).

. Si F(z) = f(g9(x)), 9(3) =6, ¢'(3) =4, f'(3) =2, f'(6) = 7. Encuentre F’'(3).

dy
dx

a) 2zy = (2° +y*)*/?
b) z/T+y + yv/1+ 2z = 2.

utilizando la derivacién implicita:

. Encuentre los puntos de la curva z?y? + zy = 2, donde la pendiente de la recta tangente

sea —1.

. Un automovil A viaja hacia el oeste a 50mi/h, y otro automdvil B viaja hacia el norte a
60mi/h. Ambos automoviles se dirigen hacia la interseccién C' de los caminos. (A qué
velocidad se aproximan los automéviles entre si, cuando A se encuentra a 0.3 millas y B

a 0.4 millas de la interseccién?
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Soluciones de ejercicios de derivacion: V Parte Prof. Carlos Azofeifa
. Encuentre la derivada de f(z) = [¢° + (22 — 1)3]3.

Solucion f(x) = [23 + (22 — 1)3]° = f/(2) = 3[2® + (20 — 1)*]*(322 + 3(2z — 1)2.2) =
3[2% + (20 — 1)3]% (2722 — 242 + 6) = 3[2® + (20 — 1)3]*-3(922 — 82 + 2) =

928 + (22 — 1)3]%(922 — 8z + 2).

. Encuentre la derivada de f(z) = (z + ¥z + \/m)g.

Solucién f(z) = (z + ¥z + \/m)8 =

Fa) =8+ Yot vaa—9) (1 ( + Ma+ V2T =) ( 222_9»

f’(x)zs(x+3x+\/W)7< (@ +v20—9)" 2( 2;_9»

. Suponga que f es diferenciable en R y o« es un nlimero real. Sean F(z) = f(z%) y G(z) =

c«

[ f(z)]¥, encuentre expresiones para F'(z) y G'(z).

Solucion F(z) = f(z®) = F'(z) = f'(z*)axz* 1.

Glz) = [f(2)]" = G'(&) = a[f(2)]"" f'(x).

. Si F(x) = f(g9(x)), 9(3) =6, ¢'(3) =4, f'(6) =7, f/(3) = 2. Encuentre F’(3).
Solucién F'(x) = f'(g(x))g(z), F'(3) = f'(9(3))g'(3) = f'(6)g'(3) = T-4 = 28.
. Encuentre % utilizando la derivacién implicita:

a) 2zy = (2 +y?)*/?

b) 2v/1+y+ yv1+ 22 = 2z.

Solucion
a) 2zy = (2% +y?)2 = 2y + 22y = 3(2® + y?)2 (22 + 2yy) =
v?)

2y+2ay’ = 3(a2+y?)} (20)+3 (a2 +

) 3 (2yy') = 2zy —3y(a®+y2) 2y = 3(a2+y?) T —2y —

3m(m2+y)% 2y
2z — 3y(a® +¢?)2 |

y' (23: — 3y(z? + yz)%) = 3z(2? + yQ)% -2y =y =

b)ev/1+y+y/1+220=2x = /1+y+=z +y'V1+2x+ 2=
) vV Yy y\/ \/79 Yy ym

2—+/1
Y = +y \/1—1—296 _
vV142z 4+ \/ﬁ

. Encuentre los puntos de la curva 2%y? + zy = 2, donde la pendiente de la recta tangente

sea —1.

Solucion z2y? + xy = 2 = 22y% + 22%yy +y + 2y = 0 <= ¢/ (22%y + x) = —229% — y <=
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/ entonces / 1 s

Yy +1) =z2zy+1) < ay+1)(y—2) =0<=y =26y = —%, peroay = —1 =
Py tay=1—35#2

Siz =y, entonces 2%y’ +ay =2 =2+ =2<= 2t +22-2=0 <= (22 +2)(2> - 1) =0

y 22 = —2 que es imposible 6 22 = 1 «—= x = +1, por lo que los puntos de la curva donde

la tangente tiene pendiente igual a —1 son: (—1,—-1) y (1,1).

. Un automévil A viaja hacia el oeste a 50mi/h, y otro automdvil B viaja hacia el norte a
60mi/h. Ambos automéviles se dirigen hacia la interseccion C' de los caminos. (A qué
velocidad se aproximan los automoéviles entre si, cuando A se encuentra a 0.3m:i y B a

0.4ms de la interseccion?

c x
Solucion C es la interseccién de los caminos. En ! N

el instante ¢, sean z la distancia del automoévil A a y g

C, y la distancia de B a C, z la distancia entre los © "
automoviles, en donde z, y, z se miden en millas. B s

Se considera por hipétesis que ‘Z;g = —50mi/h, d = —60mi/h y se debe determinar iliz La
ecuacion que relaciona z, y, z esta dada por 2? = 22442, entonces 9,4z dt =2 ‘éﬁf +2y fg =

dz _1(, dv dy
it ~ Z ( dt +ydt)
Cuando z = 0.3mi, y = 0.4mi, por el Teorema de Pitigoras se tiene que z = 0.5mi, por lo

tanto dz = (%5 [0,3(=50) + 0,4(—60) ] = —78mi/h.

R/ Los automc’)viles se acercan entre si a razén de 78mi/h.
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Tema No. 3

Ejercicios de limites en el infinito Prof. Angel Ruiz

. Encuentre el limite en cada caso.

2
. 5 . 7 —6x + 2 . 3+ 2
2) Jlim (=87 + 2a). b) Mim 2 P Ny b
. Determinar las asintotas horizontales de la funcién: = =L
/(@) vaé+1
. Haga el estudio completo y trace la grafica de la funcién f(z) = 523 — 23,

2
. Encuentre las asintotas de la funcién g(t) = tt j‘f’ .

. Determinar la distancia mas corta del punto P(2, ) a un punto sobre la parabola y = 22,

encontrar el punto que estd mas cerca de P.
. Calcular los siguientes limites:

(22 + 3)3(3z — 2)? b) lim VaZ+ 1

. . E
2) 122100 2 +5 z—too T+1 ) JETOO el
1\ FIT 249\
. 1)\= i €T )
. Calcular los siguientes limites:
In(1 + e
a) lim tanhz b) lim n( ; ¢)
T—+o0 T—Fo0
. Calcular los siguientes limites:
. T —senzx . 2 3
2) mgr}rlooz+senx b) IETmz( (1+2)1+5)-1)
i T+ r+ VT . YT
c - V1 — a3,
S J Mg e vize

65
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Soluciones de ejercicios de limites en el infinito Prof. Angel Ruiz

. Encuentre el limite en cada caso.

N P 1 : 3z +2
a) TEIJIrlOO( 3x° + 21). b) mll)rzloo o B— ) ’I'EI—‘POO o
Solucion

a) Note que lim (~32° +20) = lim a®( ~3+ %) = (tim o®)-( lm (-3+ %)) =

r——+00 r— 400
(+00)-(~3) = —c0.

Observe que lim % =0, por lo tanto lim (—32° + 2x) = —oc.
T—+o00 I T—+00
2 — 6z +2 16,2
—6x+2 3 i z 2 3
b)xgmoo .%'3—.%'—2 xl{moo .%'S—xl’—Q ZIEIPOO 1—i_3. (*)
LUB $2 1,3
Se puede apreciar que lim (1 — % - %) 1, pues lim —% =0y lim —% =0,
xr——00 €T x r——00 I r——00
entonces, como wli)r_noo = (% - % + %) 0, tenemos que: (%) = % =0.
2
3+ 5
c) zgrfoo % = mgglooiw)l = xl{r-fl:loc
x2(1 — ? ||

Note que vz2 = |z|. Para valores = > 0 se tiene que \x| =z, por lo tanto:

5(3+ 2) B+2) 3
1

r— 400 - 1 _ L r——+00 - L
II}2 IL‘2

Note que: lim (3+ £) =3y lim 1—%:1.
xr——+00 x

r— 400
R
2+ 1"
Solucion Se deben calcular los siguientes limites: lim f(z) y lim f(z).

Tr——+00 r— —00
El primero: lim 7: lim
T—+00 ([;2—|— .L—>+OO‘ | /

Note que Va2 = |z|. Paraz >0 = \x| =z, entonces:

. Determinar las asintotas horizontales de la funcién f(z) =

***

(s * %) lim ——2%—— lim
;L—>+oo / 1 3:—>+oo /
Note que lim /14 % = 1. Larecta y = 1 es asintota horizontal.
r— 00 x

Ahora, lim f(z) = lim

- X - lim —*  — _1,
——00 1 T——00 1

)y /14+ = —x4/14+ =

a1+ 1+

La recta y = —1 es asintota horizontal.



(@)
(b)

(©

(d)

(e)

. Haga el estudio completo y trace la grafica de la funcién f(z) = 5z*
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Note que pueden existir 2 asintotas horizontales para una funcién.

2 5
3 —XIs3.

Solucion

Dominio. Es facil ver que el dominio es todo IR.

Intersecciones con los ejes. La interseccidn con el eje y, se puede calcular con f(0) = 0,

por lo que el punto es (0,0).

La interseccién con el eje z, se calcula con la ecuacién 523 — 23 = 0, que es equivalente a:
23(5—x) =0.

Tenemos dos soluciones para esa ecuacién: x =0y z = 5.

Los puntos son entonces: (0,0) y (5,0).
El crecimiento. Calculamos f'(z) = %m_% — %m% = %m‘%(Q — ).

Si x = 0, f'(z) no existe (f'(0) no existe). Calculamos ahora los nlimeros criticos con la

ecuacion f/'(z) =0i.e. %x‘%@ —x) = 0; obtenemos z = 2.

Queremos saber (donde f es creciente o de-

creciente? y para ello debemos saber (dénde il B 0 2 o
f' es positiva o negativa, respectivamente? So73 _ +

La siguiente tabla de signos nos permite hacer PP (22__:; J: j: :

€s0.

fl(x)<0size]—o00,0[U]2,+oo].

Observe que f(2) = 5-25 — 23 =34~ 4,8.

La concavidad La segunda derivada f"(z) = —%x‘% — %x_% = —%)m‘%(l + ).
Tenemos que f”(0) no existe y que f”(—1) =0

con la tabla de signos. x| —o0 -1 0 +00
f"(x)>0size] —oo,—1[. Asique f es concava ~a3 _ _ ~
hacia arriba en | —oo, —1[ y sera cédncava hacia 1901;%(11::; :r J_r J_r
abajoen]—1,0{U]0,+oo].

Se tiene un punto de inflexién en © = —1 y note que: f(-1) = 6.

Asintotas No tiene.
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(f) Cuadro de variacién

Resumimos todo. x| —oco ~1 0 2 +o0
Note que en z = 2 hay un maximo ) N N 71 N
f(=) - - + -
relativo. La concavidad s6lo cambia b n
x — — —

enzx = —1.
(g) Grafica

243

4. Encuentre las asintotas de la funcion g(t) = 35—+

2
Solucién La funcién g(¢t) = tt j’f’ posee una asintota vertical en ¢t = 1.
243 243
De heChO, tlﬁl)l’{lﬁ t_il = —0 y tli}r{l+ = T = —+00.
2 +3

Si se calcula lim el resultado es +oo.

t—doo t— 1
Por lo que es claro que no posee asintotas horizontales.

2
Ahora bien, se puede efectuar la division de polinomios tt jl?’
L 9 o t2 43 4
Solucion 4+ 0t+3 | t—1 Es decir: 53— =t+1+ ;=7. Porlotanto y =
2
=ttt i+l t + 1 es una asintota oblicua de f(z).
0+ t+3
—t+1
4

5. Determinar la distancia mas corta del punto P(2, %) a un punto sobre la parabola y = 22,

encontrar el punto que estd mas cerca de P.
Solucion Un grafico nos permite visualizar la

situacion.

A f(z) =22

La distancia entre (2, ) y cualquier punto (z,y),

de la curva vendria dada por la ecuacién:

d=y/@=22+ -2
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Comoy = f(x) = 22, entonces d = \/(x—2)2+(x2—%)2:>d: \/m2—4x+4+m4—x2+i

:>d=1/x4—4sc—|—%.

Como d es una funcién de z, lo podemos escribir como:

d(z) = (/o' — 4z + 1T

De lo que se trata es de encontrar el minimo absoluto de d(z) en IR. Note que no hay

restricciones para el valor de x.

3 3 _ V(42
Calculamos la derivada: d'(z) = dr” — 4 2ol 2 Detaztl)
2y/at — 4o + 1L \/x4—4x+% \/x4—4x—|—177

Los niimeros criticos se obtienen cuando d'(z) = 0.

Note que 2(z2 + 2 +1) #0,Vx € R, luego d'(z) =02 - 1=0<=z = 1.

Aplicando el criterio de la primera derivada y la tabla de signos tenemos que en z = 1,

d(x) tiene un minimo relativo, de hecho: d(1) = ?

Para = = 1, el punto en la parabola y = z? viene

dado por (1,1), que es el punto mas cercano a @ _ h

P(2,1). ol NS

’2

6. Calcular los siguientes limites:

. (22 +3)3(3z —2)2 ) Y2 11 . .

2) xEr-iI-loo 2’ +5 b) ;Er-ﬂx) e ©) lll)r_f_loo T Sen o
27901 2, 22
Solucion
3(32 — 2)2 2 (2+3)° a2 (3-2)° 24 3)%(3-2)?
r——+00 x° +5 z——+00 x> +5 z—+oo 14 5
J)5

72.

23 Y1+ 1/22 Y1+ 1/a?
b) lim ———~—= lim +—"—=0
1 senmy

lim zsen ™ haciendo y = L, se tiene lim 4 senmy = lim = =T.
o T Yy T Y0+ ] Y y—0+ Yy

c)m

1

d) Sabemos que si z — oo, =
X

2z
—0y ffl — 2, por lo que (#)Hl — 02 =0.

2 2
1+ = @ @
2 2 2 2
e) Puesto que £+ 2 _ N W (e — 0, es decir lim (2T 2 =0.
1‘2
7. Calcular los siguientes limites:
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a) kaoo tanh x b) xl{rinoo M.
Solucion
) i e = i S i = I e 1
R
byt BOEE) _ yy, Wb | e

lim (1+ %ln(l +e?) =1, yaquesiz — +oo, % — 0yIln(l4+e*) — Inl =0i.e.

r——+00
Iima4e= —o.
lim M = lim %ln(1+e‘r) =0, pues % —0,e* — 0, siz — —oc0.

8. Calcular los siguientes limites:

a) lim Lo sens b) lim a(\/(1+2)(1+3)-1)

z—+too T+ s€NT z—-+Foo

T+ VT +Vx

VorverTve ) —
N TS d) lim o+ YT,
Solucion
Sen r ]
a)ﬂ%%ﬂi@wm—l ya que ETOO%ZO‘
2 3 1 2
by tim o(\/(1+2)(1+3)-1) = i A0EDOEZ) =Dy 2zt 2)(e+3) - o)
T——+00 Jf—>OO \/1+ ) )+1 Tr— 00 \/(1+%)(1+%)+1
+ﬁ
= lim 5 €z :%'
a2+ 3) 41
Va 1+ 1+ =
4+ + V2 NZ Nz

im =1.

¢ lim ——WW— =
)x~>+oo vo+1 Tr——+00 \/.E\/l—‘rl
X

d) lim o+ YT—2%= lim (4 VI—a9)(@? —ovi-at+ Y0 -a%))

z—-+o0 z—+o0 22 — V1 — 23+ %/(17:03)2
2+ 12 lim 1 —=0.

lim =
z—+o0 12 —m\/l—x?’—l—\/l—x?’ z—otoo 3/ 1 3/ 1
(=451 (-
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Ejercicios de limites en el infinito: 11 Parte Prof. Carlos Avendaiio

1. Encontrar los siguientes limites:
1

. 322 + 52 +6 \5 . V4?42
3 lim (5r "5 —100) b) im0
2
0 lim f(z),si 21 < p(2) < 2432 Haratodo @ > 5.
X 2

T— 00 x
d) lm — T e) lim 1“/5

T=420 (3925 1 200)5 ot L4/
f) lim 10(z _i:’?a):ggf ;—?—)51 —4z) g) lirf vnZ+n+1+n

2. Un tanque contiene 5000/ (litros) de agua pura. Se bombea salmuera que contiene 30g¢

(gramos) de sal por litro de agua al interior del tanque, a razén de 251/min.

a) Demuestre que la concentracién de sal después de ¢ minutos (en gramos por litro) es

_ 301
Ct) = 550 ¢

b) ¢Qué sucede con la concentracion cuando ¢t — +oo?

3. Trace la grafica de una funcién que satisfaga las condiciones dadas: f/(2) =0, f/(0) =1,
f(x)>0,si0<x<2, f'()<0,six>2, f'(x)<0si0<xz <4, f'(£)>0,six>4, lim f(z) =0,
f(=z) = —f(x), para toda z € R.

4. Encuentre las asintotas de la grafica de la funcion f(z) = =9
Vix2 +3x+2
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Soluciones de ejercicios de limites en el infinito: Il Parte Prof. Carlos

Avendaiio
1. Encontrar los limites siguientes:
1
: 322 +5x+6 \° Vaz2 +2
2) lim (6x2—8x—100> b) Mm% 10
2
0 lim f(x)s 4”“ gf(x)gw,paratod0x>5
i
d) lm — = &) lim -V
T=420 (3925 1 200)5 v=too L+
f tim L@=3Br 8 - dz) & lim (ViZ T4 n)
T——00 3z° —x+1
Solucion
1 5,6 \° 1 1
2) lim (BEABrE6)° g Srata -(3)7-0)
r——+00 6!,62 — 8x — 100 r—+400 6 — % _ 17020 6 2 ’
Wy \x|1 [1+ % 4+ %
b) lim Y= = = 2.
2
¢ lim f(z) = 4, ya que lim 4x_ L _ 4= jim % "539: y como para z > 5 tenemos

r——+00 r——+00 r——+0o0 x

4x—1 422 + 3x . . 4r — 1 . 422 + 3z
= < < —_— .
< flz) < 5 se tiene 4 :ckr-lr-loo — < wll»rfoo f(z) wEI—&I-loo . 4
d) lim %: lim %:1
G
1y
e) lim 1= \F— lim Ve = —1.
T—+00 1 + \/> T——+00 1 + 1
\/7
3 8 1
— — 10 -2 = —4
T——00 3z —ax+1 T——00 ( L L)
22 m3

g) hm (WJrn) lim n( 1+%+#+1):+oo.

n—-+4oo
2. Un tanque contiene 5000/ (litros) de agua pura. Se bombea salmuera que contiene 30g

(gramos) de sal por litro al interior del tanque, a razon de 25//min.

a) Demuestre que la concentraciéon de sal después de ¢ minutos (en gramos por litro) es

_ 30t
Ct) = 950+

b) {Qué sucede con la concentraciéon cuando ¢ — +o00?

Solucion
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a) La concentracion C(t) = ]\‘fT(;), donde M (t) es la cantidad de sal en funcién de ¢t y V' (¢) es
el volumen en funcién de ¢.
Se sabe que % =25y V =5000ent =0, luego V(t) = 25t + K, V(0) = 5000 = 25(0) + K =
. _ ) B o 25(30¢) 25(30t)
K, es decir V(t) = 25t +5000. Ademas, M (t) = 25(30t) y C(t) = 5 T5000 = 25(2 +200) —
30t
t+ 200"
, o 30t _ g 30 _
b) lim O(1) = lim 74500 =, 1~ "o00 =3

b

3. Trace la grafica de una funcién que satisfaga la condiciones dadas: f'(2) = 0; f'(0) = 1;
f(x)>0,si0<x<2; f'(z)<0, siz>2; f"(x)<0,si0<x<4; f'(z)>0,six>4; liIJ{l f(z)=0;
f(=z) = —f(x), para toda z.

Solucion Primero, dado que f(—z) = —f(z) (funcién impar) presenta simetria respecto al

origen del sistema de referencia.
Segundo: lir+n f(z) = 0 significa que y = 0 es asintota horizontal (eje z).

Tercero: f’(0) = 1 dice que la pendiente de tangencia en x =0 esm = 1.

T —00 —4 -2 0 2 4 +oo
' (x) — + - +

J'@) - = + + B =

1 KRN RNV BZE NI RV

minimo inflexibn maximo inflexion
m=1

_ r—9
VA2 + 32 +2°

Solucién El dominio de la funcién f(z) es R, puesto que 42> + 3z +2 >0, para v € R. En

4. Encuentre las asintotas de la grafica de la funcién f(z) =
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efecto, A = b2 —4ac<0,Vx € Ry a>0, por lo tanto no hay asintota vertical. Ademas:

 a-9 _Q Q
1+ 42 3 - + x - hrf a:
e VEE T 37 443 +47 : mw 4+ %+%

9

=9 E

_ 1
VT 1+3+ % x4+%+%
xr

y en consecuencia y = —1 y y = + son asintotas horizontales.
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Ejercicios de limites en el infinito: 111 Parte Prof. Minor Chacon

1. Calcular los siguientes limites, si existen:

. o2 . lnx—ln?)r . In2z
a) 122100(% te ) b) il—r»% [ €T — 3 C) mli%l-%— 1I1 3z
d) 1 z’ e) i (1 + 3)t f) lim z(er —1)
om0t In*(1 + 3z) s t P, TN

1
g) lim zT-=,

r—1-

1
2. Trace la curva de la funcién f(z) = zew=.

3. Lafunciéon C(t) = k(e~**—e~*), en donde a, b y k son constantes positivas, y b>a, se emplea
para representar la concentracion en el tiempo ¢ de una droga o farmaco inyectado en la
sangre.

(a) Demuestre que tlim C(t)=0.
— 00
(b) Encuentre la rapidez a la que el producto se elimina de la circulacion.

(c) Determine cuando dicha velocidad es igual a cero.



76 Soluciones de ejercicios de de limites en el infinito: 111 Parte Prof. Minor Chacén

Soluciones de ejercicios de de limites en el infinito: 111 Parte Prof. Minor

Chacon

1. Calcular los siguientes limites, si existen:

a) lim (z+e%)%.

r——+0o0
Solucion Puesto que z+e* — 400, Siz — +o0y % — 0, siz — +o00, se ve claramente que
2

estamos frente a una forma indeterminada del tipo (+c0)?. Hagamos y = lirf (x +e”)
T—T00

aplicando logaritmos a ambos lados, se obtiene:

Iny=1In| liI+H (z+e%)%] = liI+n [In(z + e®)% ].

Note que aqui se vale intercambiar el logaritmo con el limite pues, para =z > 0, f(z) =

(z +e¥)% es continua. Luego, Iny = xEI}k/loo {% In(x + ew)} = QzETOO [% In(x + ew)} .

Seguidamente vamos a calcular lim %ln(a: + ¢e%). Usando L'Hopital, se tiene:

Tr— 400
14 ¢e”

. 1 N 1 r+e’ . 1+e* . VLT A .
lgrfoo ZIn(z +e”) = LETOO T = LBTOC e Y aplicando de nuevo L'Hépital:

liril %ln(:r +e¥) = lil’_ir_l 1_|e_7mex y con una nueva aplicacién de L'Hopital:
r—1T00 r—1T00

im L ey ey 1FET e 14e™® 140 .o e®
xEI—ji[-looxln(x—i_e )—xEwa+e$ _acEr—lI-loc e*14+2e® 140 _TEI-POO e’ 1

Asi, Iny = zgrfm In(z + €*)% = ZEIEOO2 [% In(z + ez)] = ngrfm % In(x + e%) =21 =

Finalmente, Iny = 2 y consecutivamente y = liIJIrl (z+e7)s = e2.
T—1T00

2
. Inz —In312 Y ln(%x) s lnz(%x) . Ly A . )

; ) L G2
Pt 2(x — 3 Tz —3) 2l 3z
De nuevo por L'Hopital este limite es:

1
3
. 37 . 1 _1
;%256—373111%2952—333 9
1
LT A . In(2z) . ﬂ‘Q ) B
¢) Usando L'Hopital, xlféﬂ T(3z) — Ilin(r)l+ e $£1€+(1) =
2
d) Usando L'Hépital lim —%—— = lim 2z = lim s+t —a— =
) PRI WP 32) oo 2m(1+ 32)] g3 =0 31?(1;; 3z)
X
lim z(1+ 3x)

w0+ 3n(1+3x)"
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A . x(l1+3x) . 1+6x _ . 1+6x
De nuevo por L'Hépital xli%h 3m(l 1 32) — Jim m = mlg(r)l+ 5=
1+ 3z 1+ 32
im (14 6x)(1+ 3x) _1
20+ 9 9
t t
e) , lir+n (1 + %) es de la forma 1°°. Supongamos que L = . lir+n (1 + %) , entonces

3
\ In (1+2)
In(L) ="' lim ¢In (1 + ) = lim ———% y aplicando L'Ho6pital se tiene que:

t——+o0 z t——+oo l
t
_1 . (;3> —3
1+3 ) A2 1+3 3
In(L) = lim = lim —=* = lim —2+ = 3, es decir In(L) = 3 =
Jim St L . S
t? t
L =¢e3.

. 3\?
Asi, lim @47) — 3.

t——+oo f

f) lim = (e% - 1) es una forma indeterminada del tipo (+c0-0), que la escribimos en la

Tr——+00
31 e (_21) 1
forma lim €22 y le aplicamos L’Hépital para obtener lim ——% % = lim er =
Tr— 400 l r——+00 _]- r——+00
T 72
el =1.

g) lim z7-= es de la forma indeterminada 1°°, entonces escribimos « = lim x7=.
z—1—

rz—1—
1
Asi In(a) = m1_121_ =7 Iz = In(a) = Iligl_ llnfx y por L'Hopital es igual a wlir{l_ 4=
Il_lgl_ (_71) = _Tl =-1l,0sealn(a)=-1=L=e!= %, de manera que wliIfl- a2 = %.

2. El dominio maximo de y = ze> es R\{0}, puesto que 0 ¢ Dy (dominio de f), f(0) no existe
y por lo tanto la curva no corta el eje y. Ademas, y = 0 < rer = 0 <= z = 0, pero

0 ¢ Dy lo que implica que la curva no corta el eje x.
Analisis de f'(x):

f(w) = e + wev (_—2) =ev [1—&—33(;—21)} :e%.(1—%) — et (xgl)_

f’(x):0<:>e%( ;1) =0<=2—-1=0<«= z =1, (punto critico).

T | —o0 0 1 +oo
, z—1 ! . z—1 - - +
f'(z) >0 <= === >0, pues ex >0 siempre, (ver - "
z _
cuadro de variacién), de donde se obtiene f/(z) > -1 n ~ n
X

0,size]—00,0[U]1l,+o0], f'(z)<0,size]0,1].

10bserve que el In se "mete” dentro del limite gracias a la continuidad de la funcién
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Analisis de " (x):

Se tiene que f'(z) = e+ (1 — %) = f(z) = ;216% (1 - %) +ev (#) =
1%{7(7% }71 %[7 1 }7;%

e 1| = Sex 1 1| = %ex.
= 1)+ 2 +trtl=5

x
f"(x) # 0, siempre: f”(x) >0, si ﬁe% >0<=z2>0= f"(z) >0« 2x€]0,+0].

f(x)<0,size]—00,0].

Luego, como f(z) se indefine en z = 0, calculemos lim zer = 0, pues L, y la

r—0~ x

exponencial tiende a 0, si x — —oo.

1 .
1 N et 72)
lim zer = lim = er = lim -&. Aplicando L’Hoépital, lim &€& = lim ——2Z 2 =
r—0+ ( ) r—0* l r—0+ (71)
xr

+oo
01

1
T

z—0+ z—0t
. 1 . P .
lim €7 = 400 —> f(z) tiene asintota vertical en 0F.
z—0

Para analizar el comportamiento en los extremos, se calcula:

1
z

I

=

8
©

8

Il
+
8
=
8
©

lim xe
r— 400 T—+00 T——00 r——00

Cuadro de variacin
T | —00 0 1 +oo
f(=z) + - +
[ (@)

- + +
f@) |0 OA ooy ¢ 4eo

Asi, (1,e) es punto minimo relativo. No interseca los ejes.

3. C(t)y=k (e —e "), a, b, k>0,b>a.
: _ —at _ bty _
2) i €)=l k(e —e ) =0
ac —a _
b)C’(t):E:k;[—ae 4 bet].
Q) C'(t)=0<=k[—ae ™ +be "] =0= —ae " +be ¥ =0 = be " = qe " =

b e at b _ —at+b b bt—a b b—a B b
E—efbt:a—e bt — 2 = bt t=>a—et( ):>t(b—a)—ln(a):>

b

Como b>a —

b

a

Qo

>1yb—a>0, demaneraqueln( )>0yb—a>0=>
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In(b/a)
b—a

t= > 0, es decir el tiempo en que la velocidad es cero es

79
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Soluciones de ejercicios de de limites en el infinito: 111 Parte

Prof. Minor Chacén



Tema No. 4

Ejercicios de Aplicaciones de la derivada: I Parte Prof.
Gerald Asch

dy.
dx’

=2 b) z + Jzy +y? = 1.

. En cada caso, encuentre

2) (62) + (8y)?

. Calcular las ecuaciones de las rectas normal y tangente a la grafica de y* + 3y —42% = 52 +1

en el punto P(1,-2).
d?y
. Encuentre 2 de la relacién zy* = 5.
X

2
3

. Determine si la grafica de la funcién y = (2x — 8)3 tiene tangentes verticales.

. Los pinnipedos, como las focas y las morsas, son un suborden de los mamiferos acuaticos
carnivoros cuyas extremidades se han convertido en aletas. La relacién entre la longitud

y el peso durante su crecimiento fetal esta dada por
W = (6 x 107°)L*™,

donde la longitud L se mide en centimetros y el peso W en kilogramos. Usando la regla
de la cadena encuentre una férmula para la tasa de crecimiento del peso con respecto al
tiempo ¢, suponiendo que L es una funcién derivable de ¢. Si la foca pesa 0.5kg y crece a

razén de 0.4kg por mes, ¢(cual es la tasa de crecimiento de su longitud?

. Un incendio que comenzé en un terreno seco se extiende formando un circulo. El radio
del circulo crece a razén de 1.8m/min. Calcule la rapidez con que crece el area del circulo

cuando el radio es de 45m.

. Encuentre las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la elipse 22 + 4y% = 36 que pasan

por el punto (12, 3).

. Un tanque en forma de cono invertido deja salir agua a razén de 10000 cm? /min, al mismo

tiempo que se bombea agua al interior del tanque a una velocidad constante. El tanque

81
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tiene 6m de altura y el didmetro en la parte superior es de 4m. Si el nivel del agua
esta aumentando a razén de 20cm/min cuando la altura del agua es de 2m, encuentre la

velocidad a la que se bombea el agua al interior del tanque.

. Un corredor que trota con rapidez constante de 10km/h pasa por un punto P hacia el
norte. Diez minutos mas tarde una mujer que trota a razén constante de 9km/h pasa por
el mismo punto hacia el este. {Cuan rapido varia la distancia entre los trotadores veinte

minutos después de que el hombre pasa por P?
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Soluciones de Aplicaciones de la derivada: 1 Parte Prof. Gerald Asch

1. En cada caso, encuentre @:

dx
a) (6x)'/2 + (8y)%/% = 2.
Supongamos que la ecuacién define a y como funcién de z implicitamente y derivando con

respecto a x se tiene:

1 _1 3 1 1 1
5(693) 26+ 5(8y y)2-8y = 0= 3(6x) 2 +12(8y)2¢y' =0 =
1
1 1 )
12(8) 3y = —3(62) 3 — gl = —SOD 2 11
267 AO0)IEY? A
B 1 | 1 Bxy)2 (?Icy)§ _ (?Zlfffy)5
1 — 1 — 1 1 - .
4(1632y)2  16(Bay)2  16(3y)2 (3uy)? 8zy 8zy

b) z + /zy +y* = 1.

Supongamos que y = y(z); derivando respecto a x:

1+2\}—(y+xy’)+2yy’:0:>2,/xy+y+xy'+4yy"/x =0,2#0,y#0
vy +4yy' Ty = —y = 27y = y'(z + 4y /TY) = —y — 2,/7y =

,_ y+2Jwy

y r+ 4y /ry’

2. Calcular las ecuaciones de las rectas normal y tangente a la grafica de y* + 3y — 423 = 52 +1
en el punto P(1,-2).
Solucién Supongamos que y* + 3y — 423 = 52 + 1 define y como funcién derivable de z. La

pendiente de su tangente en P es la derivada evaluada en P.

Calculo de dy en (1,-2).

dx
12(1)?
y*+3y —4a® =52+ 1 y’(l,—2):%(+)3
43y + 3y — 1222 =5 y'(1,-2) = %g
/ 5 + 121’2
47 +3°
Por lo tanto la pendiente de la tangente en P(1,—2) serd mr = —2—9 Ahora, sustituyendo

P(1,—2) en la forma punto pendiente de la ecuacién de una recta obtenemos:

~@-1=y+2
Normal: La normal es larecta perpendicular a la tangente en el punto de tangencia, por lo

que my = _mlT %2 Sustituyendo P(1,—2) en la forma punto pendiente de la ecuacion
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de una recta, obtenemos:
EcN: E(x—l):y—kl

2
. Encuentre % de la relacién zy* = 5.
i

Solucién Derivando con respecto a z, zy* = 5 tenemos,

vty

4 3,/ r_ _
Yy +dzyy =0=1y = o ir

Derivando de nuevo con respecto a z, se tiene

/

y" = 12y -y _ 1[ Yy }L
27

I Y | e PR A
sustituyendo ¢’ por su expresién en z y y. Asi,
m_ _ 1 _51_ 9
V=gl =g

2
. Determine si la grafica de la funcién y = (2z — )5 tiene tangentes verticales.

i6 i Yy _ 209, _ d _
Solucién Derivando I = 3(2:c 8)73 2 3\/2957 no esta definida para x = 4.

Ademas:

lim @ = lim = 400.

wod+ AT g4t 3,/235 —_

2
El punto (4,0) pertenece a la grafica de la funcién ... y = (2z — 8)3

tiene una tangente

vertical de ecuacion z = 4.

. Los pinnipedos como las focas y las morsas, son un suborden de los mamiferos acuaticos
carnivoros cuyas extremidades se han convertido en aletas. La relacién entre la longitud y
el peso durante su crecimiento fetal esta dada por W = (6 x 10~°)L*", donde la longitud L
se mide en centimetros y el peso W en kilogramos. Usando la regla de la cadena encuentre
una féormula para la tasa de crecimiento del peso con respecto al tiempo ¢. Si la foca pesa
0.5kg y crece a raz6én de 0.4K g/mes, icull es la tasa de crecimiento de su longitud?

aw

Solucion Sea “dr tasa de crecimiento del peso con respecto al tiempo ¢, W = (6 x
0_5).[/2‘74

dW —5\71.74dL 471.74dL

= 274(6 x 107 LETICE = 1.644 x 107 LN O (2)
Datos iniciales W = 0.5Kyg, ddvf = 0.4Kg/mes. Determinemos la longitud L de la foca

correspondiente a 0.4Kg.

Sustituyendo en la relacién
_1

2.74
W =(6x10"°)L*™ = (6 x 107°)L2™ =05 = L = (6;)%_5> ~ 26.974646.
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Sustituyendo los datos W = 0.5kg, aw _ 0.4, L = 26.9746 en (2) obtenemos:

dt
— —4, 174dL _ dL dL _ 0.4 _
0.4 = 1.644 x 107%:26.974646" ™ €2 = 0.0507884 % = €% = o-omsmory = T.8758088.

La tasa de crecimiento de la longitud de la foca es 7.88cm/mes aproximadamente cuando

pesa 0.5Kg.

. Un incendio que comenzé en un terreno seco se extiende formando un circulo. El radio
del circulo crece a razén de 1.8m/min. Calcule la rapidez con que crece el area del circulo

cuando el radio es de 45m.

Solucion
r: radio en metros A: area del incendio A= mr?
Supongamos que A = A(t) r=r(t) % = 271'7‘%
% = 1.8m/min %: razon del cambio del area.

Sustituyendo los valores iniciales, % = 2m-1.8:45 = 162m? /min.

Cuando el radio es 45m, el area del incendio crece con una rapidez de 1627m?/min ~
509m?2 /min.

. Encuentre las ecuaciones de las dos rectas tangentes a la elipse =2 +4y? = 36 que pasa por
el punto (12, 3).

Solucion Sea (z,t) un punto de tangencia. (z,t) satisface la ecuacién de la elipse, de donde:
22 + 4t* = 36. (1)

La pendiente de la tangente que pasa por los puntos (12,3) y (z,¢) se puede calcular me-

f(wa) = fla1)

. . _t—=
PR TEE Haciéndolo obtenemos: mr = “—5 *).

diante la formula m =

La derivada de la curva z? + 432 = 36 en el punto de tangencia, es la pendiente de la recta

tangente. Derivando en forma implicita se tiene 2z +8yy' = 0 = ¢’ = _21% y la pendiente
A _ z

en (z,t) serd m, ;) = I (**)

Igualando las dos expresiones obtenidas de la pendiente de la tangente (*), (**) obtene-

mos:

z t—3 2)

T4t T 2 —12

de manera que los puntos de tangencia deben satisfacer el sistema:

22 + 42 = 36 (1)
z _t—3
N zo1v (2)
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Resolvamoslo: De (2), —z(z — 12) = 4t(t — 3),—22 + 12z = 4¢2 — 12t, 122 + 12t = 4t + 22 (3).
Sustituyendo (1) en (3) obtenemos: 12z + 12t =36, z+t =3, t =3 — z (4).
Sustituyendo t = 3 — z en (1), 22 +4(3 — 2)? = 36, 22 + 36 — 242 + 422 = 36, 522 — 242 = 0,

2(52—24)=0= 2 =0,t1 =3, 20 = 2—54, ty =3 — % = %9, sustituyendo estos valores en

(4).

El punto (0,3) es un punto de tangencia 'y (%7 —%) el otro. Sustituyendo estos valores en
; 24 2

mr = —4% obtenemos los correspondientes mz, = —4—% =0, mp, = _F/(Zl)(_%) =3.

Sustituyendo en la forma punto pendiente de una recta m(z — z) = y — yo, obtenemos:

Ecliiy=3,  EcTy 22— %) =y+ 2.
. Un tanque en forma de cono invertido deja salir agua a razén de 10000cm? /min, al mismo
tiempo que se bombea agua al interior del tanque a una velocidad constante. El tanque
tiene 6m de altura y el diametro en la parte superior es 4m. Si el nivel del agua esta au-
mentando a razén de 20cm/min, cuando la altura del agua es 2m, encuentre la velocidad

a la que se bombea el agua al interior del tanque.

Solucién
h: nivel del agua

a: velocidad del agua que se bombea dentro del 200

-

tanque N b rg=d/2=2m
V: volumen de agua dentro del tanque r/

% = (a—10000)cm?/min. (El cambio en el volu-

men es la diferencia del agua que entra menos el

agua que sale.)

Por Thales, % =200 . % (2. (1HV= 12 (2)r= %

600’ 3
Sustituyendo (2) en (1), V = l7r(ﬁ)2h = Ln3 (3)
! 37\3 27
Suponiendo que r y h son funciones derivables de ¢ y derivando (3) con respecto a ¢ obte-
nemos:
av. _ 1 p2dh
a T 9™ a (4)
Sustituyendo en (4) los valores iniciales % = 20cm/min , h = 200cm, %/ = (a — 10000),
ohtenemos:
a— 10000 = 17(200)220 = a = (309990 1 10000) cm? /min = T s 10%em? fmin.

807 49

g X 10*em? /min equivalente

R/ Se estd bombeando agua en el tanque a razén de
289252.68cm? /min.
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. Un corredor que trota con rapidez constante de 10km/h, pasa por un punto P hacia el
norte. Diez minutos mas tarde una mujer que trota a razén constante de 9km/h, pasa por
el mismo punto hacia el este. ¢{Cuan rapido varia la distancia entre los trotadores veinte
minutos después de que el hombre pasa por P?

Solucion Localicemos el punto P en el origen de un sistema de coordenadas y el tiempo

t = 0 en el momento que la mujer pasa por el punto P.
x: la posicion de la mujer. y

y: la posicion del hombre.

s
S: la distancia entre los trotadores.

dy _

% =9km/h Pitgoras S2 = z2 + 2

S? = 22 +y? (1); suponiendo que x e y son funciones derivables de t. Derivamos con

respecto a t, 2Sd5 = 229Z 4 9y dy SdS — pdz +ydy

it Y T gt (2) ecuacion de las razones

relacionadas.

En el momento en que ¢ = 10 el hombre lleva 20’ de haber pasado por P y la mujer 10’.

_ 20 10
Parat =10, y= 50 10Km 609Km
y = loKm T = %Km

10 100 481
S = \/ +9= /48

Sustituyendo estos Valores en ( ) obtenemos:

1 dS 10 3 as _ 281 281
GVA81%2 = P10+ 59 = 2 = & \/E = 2 VALK m/h.
La distancia entre los trotadores varia a razén de %WLSle/h ~ 12.81K'm/h veinte

minutos después que el hombre pasa por P.
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. Un cuadrado se expande con el tiempo. ¢(Cémo se relaciona la razén del aumento del area

del cuadrado con la razén de aumento de la longitud de su lado?

. Se inyecta aire a un globo esférico a razén de 20pies®/min. ¢A qué razén varia el radio

cuando mide 3pies?

. Un cohete es lanzado en direccién vertical y rastreado por una estacién de radar, situada

a 3 millas del sitio del lanzamiento. ¢Cual es la velocidad vertical del cohete en el instante
en el que su distancia a la estacion de radar es de 5 millas y su distancia aumenta a razén

de 5000 millas por hora?

Un hombre de 6 pies de estatura camina con una velocidad de 8 pies/seg. alejandose de
una luz callejera al tope de un poste de 18 pies. ¢Con qué rapidez se mueve el extremo de

su sombra sobre el suelo cuando él esta a 100 pies del poste de luz?

. Una familia tiene alambre suficiente para construir 100 metros de valla. Quieren usarlo

para formar tres lados de un jardin rectangular, el cuarto lado estara cubierto por un

edificio. ¢De qué forma encerraran la maxima area posible con la valla?

. Si cortamos cuatro cuadrados iguales de las esquinas de un cuadrado de cartulina de 12c¢m

de lado, doblando las solapas que quedan, construimos una caja. ¢(De qué tamafio han de

cortarse esos cuatro cuadrados para obtener una caja de volumen maximo?

De entre todas las latas cilindricas de hojalata con capacidad de 100cm?. ¢(Cuél es la que

requiere menos metal?

Hallar las dimensiones del rectiangulo de drea maxima que puede inscribirse en un circulo

de radio a.

Se va a construir un bote cilindrico con un volumen de 125pies3, cortando su tapa y su
fondo de cuadrados metalicos y formando la superficie curva al doblar una lAmina metalica
rectangular para unir los bordes. /Qué radio r y altura  del bote minimizaran la cantidad

de material que se requiere?

Trazo de curvas Dibuje las siguientes graficas :

) (o) = <L EE2, b) f(r) = THE L,
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. A= z2. Las razones relacionadas se obtienen derivando la ecuacién anterior con respecto
i dA _ d 2 dA _ o, .dx

al tiempo. p7iml i Zxdt

. Sea r =radio, V = volumen, %/ = 20pies® /min. Se requiere

Se conoce V = 4773, luego @V = 4, (3'7"2@) — 20 = dpp2dr — dr _ 20 _ 5

dr _
i cuando r = 3.

3 dt 3 dt dt dt 47‘(‘1"2 r?
dr _ 5 _
Finalmente, cuando r = 3, =05 = 0, 18pies/min.
. Sea y = altura del cohete, z = distancia a la estacién de radar en el tiempo ¢. Se sabe que
% = 5000mi/h. Queremos encontrar el valor de 4 dt en el instante en que z = 5mi.

Aplicando el Teorema de Pitidgoras, obtenemos y?+9 = z? como relacién entre y, z. Vemos
que y = 4, cuando z = 5.

La diferenciacion implicita da ahora 2y ZZZ — 9,42 dt sustituyendoy =4, z =5y dt = 5000,
flii = 6250mi/h en el instante en cuestidn.

. Sea z = distancia del hombre al poste.

encontremos que

z = distancia del extremo de su sombra a la base del poste.

Sabemos que % = Q8pies/seg y queremos encontrar % % "
cuando z = 100pies. /

Por triangulos semejantes, tenemos 1i8 = = E L de lo cual —ETT g T
obtenemos 2z = 3x.

La diferenciacién implicita da ahora 2 Cclé =3 Ccl;td" La sustitucion de = 8pies/seg, permite

ver que la sombra se mueve a 12pies/seg.

. A=ay

Ahora, la ecuacién 100 = 2z + y permite expresar y

en términos de z, tenemos y = 100 — 2z. Usando

esta expresion de y en la formula del area, se obtiene

A = z(100 — 22)m?; ademas, se observa que = € [0,50],

pues y > 0.

Se trata de maximizar f(x) = x(100 — 2x), por lo tanto f'(z) = 100 — 42 = 0 = = = 25. El
maximo de f se alcanza en z = 25 0 en uno de los puntos terminales del intervalo; 0 6 50.
Ahora bien; f(0) =0, f(50) =0, f(25) = 1250.

La maxima area se obtendra formando un jardin rectangular de 25 x 50. Finalmente, la

maxima area posible es 1250m?.
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. Sea r = alto de la caja (el cual coincide con el lado del cuadradito que se recorta en la
esquina). Luego 12— 2z = largo y 12— 2z = ancho, por lo tanto v(z) = (12 —2z)(12—2z)z =

23 — 4822 + 144z. Necesitamos encontrar un ndmero z € [0,6] que maximice v(z). Esto
debido a que se deben sacar cuadrados en cada esquina de la cartulina que mide 12¢m de
lado. -

12

El valor maximo de v(z) en [0,6] ocurrirA enz =0 0 en
x = 6 o bien en un nmero critico en que v'(z) = 0.

Observemos que v(0) = 0 (cubeta de altura 0) y v(6) =0
(cubeta de base 0) son los valores minimos del volumen.

Luego, el maximo se produce en alglin nimero critico
de (0,6).

Se trata de maximizar v(z) = 423 — 4822 + 144z. Derivando e igualando a 0, se obtiene:
v'(x) = 122% — 96z + 144 = 0 que tiene dos raices en [0,6], a saber x = 2y z = 6. Por lo
tanto al estar descartado el 6, el maximo ocurre en = = 2. Finalmente v(2) = 128cm? es el

mayor volumen posible y se logra cortando cuadrados de 2¢m de lado.
. Sea h = altura de la lata = radio de su base.

El 4rea de la superficie de la lata es s = 27r? + 27rh,
suma de las dos bases y la superficie lateral. Como el

metal exigido es proporcional a s, bastara maximizar s.

Radio y altura estan relaciones por 7r2h = 100.

100

De lo anterior h = m Sustituyendo en la ecuacion original, tenemos s = 2712 4 277
mr? w2

El dominio de esta funcion s(r) es (0,00) porque la lata ha de tener el radio positivo.

Derivando implicitamente, tenemos que Zs = 4mr — 279—20 = w Haciendo % =0
resulta que 473 = 200 asi que r = @ es el Gnico ndmero critico. ¢Se trata de un
minimo? Para este efecto recurrimos al criterio de la segunda derivada. Vemos que:
Es—gr 400 — 322(\@) — 127

Al ser d =0y Z S positiva, se trata en efecto de un minimo local. ¢Es minimo global?

g;‘f = M En el nimero critico el numerador es 0.
,

Finalmente, se observa que el nimero critico produce el minimo absoluto o global.

Recordemos que

. Sean w y h los lados del rectangulo. El area del rectangulo es A = h-w. Para expresar h y
w como funcién de una sola variable, la relacién debera reflejar el hecho de que se trata

de los lados de un rectangulo inscrito en un circulo de radio a. La distancia de cualquier
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punto P sobre el circulo a su centro C es a. El radio CP es la hipotenusa del triangulo

2 2
cuyos catetos miden ¥ 5 Y 2, por el Teorema de Pitagoras <2> + (%) = a? o equivalen-

temente w? + h? = 4a )

Despejando h = v/4a? — w?, por lo tanto A(w) = h-w = wv4a? — w?. Aplicando el calculo
A(w) esta definida y es continua Yw € [0,2a]. Luego A(w) tiene un maximo en 0, en 2a 0

en un namero critico. Derivando A(w) obtenemos que:

Aw) = ok =2 +\/mYA’()—7‘ia;_2222:0:>4a2—2w2:0:>w:
V2a.

En consecuencia, el valor maximo de A(w) es el mayor de los nimeros A(0), A(2a) y
A(a-\/2) calculando A(0) = 0y A(2a) = 0; el maximo ocurre, por tanto en w = v/2-a.

Por otro lado, de h = v/4a2 — w?, sustituyendo w, obtenemos que h = v/2-a.

Finalmente, el rectangulo inscrito de area maxima es un cuadrado ya que el ancho y largo

tienen la misma medida.

. Supbngase que se desperdician las esquinas de los dos cuadrados mostrados en la figura.
La cantidad total de la ldmina es A = 872 + 2xrh. Conviene hacer notar que el material
gastado en la tapa y el fondo corresponde al area de los cuadrados cuyo lado es 2r yno a
la de los circulos. Esta area corresponde al valor 8r2.

El volumen del bote resultante es entonces, v = mr2h =

125 = h = @ , por lo tanto A estara dado como una funcién Tapa Cndo
de r mediante A(r) = 8r2 4 277425 — g2 4 250 \
7TT’

Como r puede tener cualquier valor positivo, A(r) esta definida en el intervalo abierto

(0,00), pero A — oo, cuando r — 0 6 r — oo, por lo tanto no podemos usar el método

de maximos y minimos del intervalo cerrado; pero podemos usar el criterio de la primera

derivada.
3
La primera derivada de A es Gclif 167 — &20 = w Luego A'(r) = 0 < 16r° =
r r
250 <= 1% = % = % = =3 155 g, asi que el Gnico punto critico en (0, c0) estara
enr = % Es evidente que CfiA <0,si0<r<?2 3 Y que ZA >0sir> —. En consecuen-

cia, el criterio de la primera derivada implica que el valor minimo de A(r) en (0,00) es

2
A (%) =38 (%) + @ = 150 es un minimo absoluto.
2
Finalmente, se minimiza la cantidad de material necesario haciendo un bote de radio
125
m(2:5)?

= 2.5pulg y altura h = ~ 6.37pulg. La cantidad total de material usado es

150pulg?.
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Trazo de curvas

2
. Dibuje la grafica de f(z) = _:fxtif)—;?
_1)2(_ (2 _
Solucion Primera derivada: f'(z) = o 2 1)(96 _( 1?4 Tat2)2e-1) =
f(z) = (x—1)(-2z+1) - 2(_332 +z+2) _ =224+ 20 -1+ 72.%"2;— 2c0 —4 _ x—5
)= @ 1) = (@—1)° GRS

Puntos criticos: z = 5; z = 1 (donde f no esta definida).
| flo) = T2

Dominio: R\{1}. (@ — 1)
Segunda derivada: f"(z) = ) 9
' (x -1 N
Posible punto de inflexién: (7, —12). ; |
il
Intersecciones con el eje z: (—1,0) y (2,0). i 1
[
[
Intersecciones con el eje y: (0,2). ©.2)f ‘g
Asintota vertical: . = 1. —6 (=1,0) / \\(2,0) 5 &
Asintota horizontal: y = —1. Y L., -2 -2

Intervalos prueba: (—oo,1); (1,5); (5,7); (7,00).
El analisis de la grafica se muestra en la siguiente tabla.

f(z) f'(z) () caracteristicas de la grafica
o<r<l + + creciente y concava hacia arriba
z=1 no definida | no definida | no definida asintota vertical
1<z<5 - + decreciente y concava hacia arriba
5<r<T + + creciente y concava hacia arriba
=7 -2 + 0 punto de inflexion
T<z<oo + - creciente y concava hacia abajo

2
. Dibuje la grafica de f(z) = %

Solucion La division nos da que el cociente es x + 2 y el residuo es 1; por lo tanto, f(z) =

r+2+4 l 1 €sto nos conduce a que la recta y = = + 2 es una asintota a la curva.
. . -2
Primera derivada: f/'(z) = %

Puntos criticos: z = 0; z = 2; = 1 (f no esta definida).

Segunda derivada: f"(z) = ﬁ
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Posibles puntos de inflexién: ninguno.

Intersecciones con el eje z: (0.61,0) y (—1.61,0).

Intersecciones con el eje y: (0,1).
Asintota vertical: . = 1.

Asintota horizontal: No hay.
Dominio: R\{1}.

Intervalos prueba: (—oo,0); (0,1); (1,2); (2,00).

El analisis de la grafica se muestra en la siguiente tabla.

f(x) f(x) () caracteristicas de la grafica
co<z<0 + - creciente y concava hacia abajo
z=0 1 0 maximo local
0<z<1 - - decreciente y cdncava hacia abajo
z=1 no definida | no definida | no definida asintota vertical
l<zx<?2 - + decreciente y concava hacia arriba
=2 5 0 minino local
2< < oo + + creciente y concava hacia arriba

93
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1

. Haga el estudio completo y la grafica de la funcién dada por F(z) = 12* — 322 + 22 + 5:

Para el dominio R.
Para el dominio [—3,3].
En particular especifique claramente, ¢cuiles son los maximos y minimos relativos y ab-

solutos (si existen) en cada caso?

. Se quiere construir un estanque rectangular abierto para almacenar 10m? de agua, tal que

el largo de la base sea el doble del ancho. El material para la base cuesta ({1000 el metro
cuadrado y el de los costados (S00 el metro cuadrado. ¢Cudles son las dimensiones del

estanque que hacen minimo el costo? (Cuil es ese costo minimo?

. Se quiere construir un estanque cilindrico sin tapa para contener 10m3. El material para la

base cuesta ({1000 el metro cuadrado y para la parte lateral cuesta (/800 el metro cuadrado.

¢Cuales son las dimensiones que hacen el minimo costo? ¢(Cual es el costo minimo?

La reaccion del cuerpo humano a una dosis de medicina puede representarse a veces por

una ecuacién de la forma R = M? (Q — M), donde C es una constante positiva y M

2 3
es la cantidad de medicina absorbida en la sangre. (Si la reacciéon es un cambio en la

presién sanguinea, R se mide en milimetros de mercurio. Si la reaccién es un cambio de
temperatura, R se mide en grados.)

Encuentre 42 (Esta derivada, como funcién de M, se llama "sensibilidad” del cuerpo a

dM
la medicina).

d’R
Encuentre =%
dM?

Considere el caso particular C = % Para este caso:

Dé el dominio en ésta aplicacién.

Grafique R en funcién de M.

¢Para qué cantidad de medicamento la sensibilidad es maxima?

¢Para qué cantidad(es) de medicamento la sensibilidad es nula?

dar

i en funcion de M.

Grafique la sensibilidad
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. F(z) = 12% — 322 + 22 + 5.

4

Para el dominio R.
Por ser una funcién polinomial, es continua y derivable en su dominio.

Su primera y segunda derivada son respectivamente:

Fliz)=2® -3z+2=(z-1)(2*’+2-2)=(z - 1)z +2)(z—1) = (z +2)(z — 1)~

F'(z) =322 =3 =3(z + 1)(x — 1).

Nota Para la factorizacién de F’(z), se observa que 1 es un cero de F’(x), y se deduce que

(x — 1) es un factor; el otro factor se encuentra por divisidn sintética.

1 0 -3 211
1 1 =2

11 -2 0]
Nidmeros criticos: 1y —2.
Intervalos a estudiar para crecimiento y decrecimiento: | —oo, —2[, | =2,1[, ] 1, +o0][.
x | —o° —92 1 —+00
(z —1)2 +

+ +
+ +
+ +

2] N A

Sentido de crecimiento: F(z) decrece en ] —oo,—2[y creceen]—2,1[yen|1,00].

Maximos y minimos relativos (y absolutos)

Aplicando el criterio de la primera derivada se deduce que F(—2) = —1 es un minimo
relativo. A la vez es minimo absoluto. No hay maximo absoluto, dado el sentido de

crecimiento de la funcion.

Concavidad y puntos de inflexion

F'(z)=0siysélosiz =16z =—1.

El cuadro de signos para segunda derivada y concavidad es:
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x -1 1
-1 - - +
41 - + +
F"(x) + - +
ra ] N | A I

La curva es concava hacia arribaen] —oo,—1[yen]1,+oo[y céncava hacia abajoen| —1,1].
Los puntos de inflexién (F”/(z) = 0 junto con cambios de concavidad) son (-1, %) y (1, 2).

Tabla de valores

8
|
I
|
[
|
S}
|
—
o
-
o

3
F(z) 37|28 -1 2|5 |2 7|2 |53 \
/
""" e Sl

Nota Tanto observando la grafica y tabla de valores, como aplicando el teorema del valor
intermedio, puede deducirse que el polinomio dado tiene dos ceros: uno entre —3y —2y

el otro entre —2y —1.

b) Para el dominio [ —3, 3] el analisis es casi igual que en el caso a). La diferencia es que deben

investigarse los valores F'(—3) y F(3) y compararlos para sefialar el maximo absoluto.
A

;17.75

F(-3) = 2%; F(3) = Z! (ver tabla parte a)), entonces el
maximo absoluto es %, se obtiene para x = 3.
F(z) =

jat — 32 + 2z + 5 con x € [—3,3].

2. V. =10m3.

h

V = largo-ancho-alto.
V =2z-2-h = 222h.

Entonces: 22%h = 10, de donde h = 1—02 = % ’
2z 2z

Funcién a minimizar: costo
C = 1000-2z2 + 800-2zh + 800-2-2zh = 20002 + 4800xh.
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Sustituyendo A por - obtenemos: C' = 2000x* + 4800z i — C = 200022 + %
.’13
El minimo para el costo se encuentra en algin nimero critico:

_ 24000 _ 400023 — 24000
C'(z) = 40002 — 2 =

2
X
C'(x) = 0si y 5610 si 40002% — 24000 = 0 = 40002* = 24000 = 2? = 20 — 6 —
= 6~1,8m.

Como C"(z) = 4000 + 480300, la curva que da el costo es siempre concava hacia arriba, ya
X

que C”(z) > 0 para todo z > 0. Por lo tanto en 2 = {/6 hay un minimo relativo. Como es
el Ginico punto critico, C(x) decrece antes de {/6 y crece en ] ¥/6, +oc [, por lo que C(¥/6)
es, a la vez, minimo absoluto.
5 5
= ~ ~1 1 .
(Vop ~ sy = 1O

Respuestas:

Las dimensiones pedidas son:
Largo:(2z) = 3,64m Ancho:(z) =1,82m Alto:(h) =1,51m.

Con esas dimensiones se obtiene el costo minimo, igual a:

(V) = 2000( )7 + 240 & o - g

.V =10m3.

V=7T7”2h=1O:>h:1702.
r

Funciéon a minimizar: costo
C = 1000-772 4+ 800-27rh.

h

Y
\\J
~—

Sustituyendo h por obtenemos C = 1000724160077 10 = C(r) = 1000777"2—5—%.
7TT

C’(r) = 20007 — 167’0200 200077% — 16000

,,,2

C'(r) = 0 si y s6lo si 200077 = 16000 = 73 = 26000 _ 8 . 3/8 _ 2 37,

_ 10 ~ 10 ~
h— <3 8)2N7T(1,37)2N1’70m
0 T
2 _ 2 \2 16000 .. _ 2 16000 ~
C(S—ﬁ) = 10007r(3—ﬁ) + 2/% ~ C(1,37) = 1000'3,14'(1,37) + 1,37 - C(1,37) ~
5896 + 11678 ~ ([]317575.
CR=M2(LC - 1M) ()

M: variable independiente.

R: variable dependiente.
C': constante.
a) 4 — oM (30— 4M) + M2 (=) = MC = M2 — AM? = —M* + MC = —~M(M - C).

Puede observarse que, en este modelo, la sensibilidad del cuerpo a la medicina esta dada
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por una parabola céncava hacia abajo, que cortaalejezen M =0yen M = C.
2
by & — _on 4 c.
) dM? +

¢) Si C = 2, la ecuacion (*) queda: R = M?(3 — M) = 5 (—M3 + M?) = tM?*(—M +1).

El dominio para esta aplicacién es [0,4+@Q], ya que la cantidad de medicina absorbida no
puede ser negativa. @ es un parametro que depende de cada caso particular y puede con-
siderarse como la cantidad total de medicina administrada (ya que no puede absorberse
mas de lo que se administrd).

Nota Teobricamente puede considerarse como dominio [0, +oo [, para que el modelo abar-

que todos los posibles valores de (.

R=M2(5 — 1M) = 1M1 - M) = 300+ Aare.
Dominio: [0, +occ [.Es continua y derivable en su dominio.
Corta al eje « en (0,0) y en (1,0).

Corta al eje y en (0,0).

Puntos criticos, crecimiento y extremos relativos:

R=-M>+2M=M(-M+32).

Puntos criticos: 0y 2.

S
[}
W

T TN

Como crece en | 0, % [y decrece en | %, 0[,en M = % hay un maximo relativo, que es en este
caso, a la vez, maximo absoluto, porque no hay en el dominio un valor de R mayor que

R(2), que es la maxima reacci6n.

Concavidad y puntos de inflexion:

R'=-2M+ 2

R" =0siy s6losi —2M = —2 entonces M = +3
2M+2>0= —2M>-2 = M< 4

Para M < %, R” >0y la curva es concava hacia arriba.

Para M >, R” <0y la curva es concava hacia abajo.
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Tabla de valores:

-

i
: 81
*
11| 2 4| 5 : 4
M| o|s|3[2|1]|3]%]2 /
5 2 4 16 50 4
R | O |gm|sr |8 | 0 |~81| 81| 3 :

~0.10°

iii) Recuérdese que la sensibilidad es la derivada de la reaccion. Sea S la sensibilidad, en-
tonces:
S=R =-M?+:iM=—-MM —
S'=R"=-2M + %
La sensibilidad (que se representa en este caso por una parabola abierta hacia abajo) sera
maxima cuando §’ =0, es decir —2M + 2 =0=2M =2 = M = 1.

)

wIin

La maxima sensibilidad se da para M = 1.

iv) La sensibilidad es nula para M = 0y para M = 2.

v) Grafico -

Wl
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Ejercicios de Aplicaciones de la derivada: 1V Parte Profa. Ana Mondrus
. Trace la grafica de una funcién que satisfaga las condiciones dadas: f/(—1) = 0, f'(1) no
existe, f/(x) <0si|z| <1, f'(z) >0si|z|>1, f(-1)=4, f(1)=0, f"(z)<0,six#1.

. La velocidad del aire a través de la traquea (en ¢m/s) de radio r es
p=V(r)/mr?, — iro<r<r,,

en donde
V(r) = kri(r, — 1), k>0, r,>0,

es el flujo volumétrico del aire. (Qué radio proporcionara la maxima velocidad?

. La rapidez P, en mg(de carbono)/(m?3/h), a la que tiene lugar la fotosintesis para ciertas
especies de fitoplancton, esta relacionada con la intensidad de iluminacién E(en 10° pie-

candelas) por la funcion:

_ __ 1001
IP+I+4

¢Para qué valor de la iluminacién es P maxima?

. Haga estudio completo de las graficas de las funciones:

a) f(x):ﬁ b) Q(I):ﬁ-
. Algunas aves vuelan mas lento sobre el agua que

sobre la tierra. Un ave vuela con velocidades con- isla

3Km (isla
stantes de 6km/h sobre el agua y de 10km/h so- - 1

~a x

bre tierra. Use la informacién de la figura para Yo
determinar la trayectoria que debe seguir el ave RRRREEEVONY i 20Km
a fin de minimizar el tiempo total de vuelo entre A PO B
la playa de una isla y su nido situado en la playa T }

= !
de otra isla. \Znido
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Soluciones de ejercicios de Aplicaciones de la derivada: 1V Parte Profa.
Ana Mondrus

. Trace la grafica de una funcién que satisfaga las condiciones dadas: f/(—1) = 0; f'(1) no
existe; f/(x) <0, si|z|<1; f'(z)>0,si|z|>1; f(-1)=4; f(1) =0; f"(z)<0,siz#1.
Solucion Este es un problema abierto; hay muchas funciones que pueden cumplir con las

condiciones dadas.
No se pide una expresién para f, sino su grafica so-

lamente.

/!
Recordemos: |z| <1 equivalea -1<z <1y |z]>1 (@)

equivaleaz >16z < —1. ff@)) - - = -

Resumamos las condiciones dadas en un cuadro de f(z) 7< 4 Q 0 71

variacion:

Del cuadro de variacion (f'(—1) = 0, f”(—1) < 0) se

deduce que f(—1) =4 es un maximo relativo. Como

f(1) = 0, aunque f no es derivable en 1, si esta L

N

|
—_
—

definida (existe) y vale 0. Una posible grafica es:

. La velocidad del aire a través de la traquea (en cm/s) de radio r es p = V (r)/7r?,
ro/2 < r < rg, endonde V(r) = krt(r, — ), k>0, 1o > 0, es el flujo volumétrico del aire.
¢Qué radio proporciona la maxima velocidad?

Vir)

Solucion p = —
r

(cm/s); %0 <r<roV(r)=krt(ro—r), k>0, ro>0 (k, ro Son constantes).
Sustituyendo V(r) en la expresion para p se obtiene:

B kri(ro—r)  kri(ro—r) ko

o = e =T (ro — ). (%)
dp . d?p
La velocidad maxima se obtendra para r tal que I = = 0, siempre que 02 < 0 para el r
T
encontrado.
d
=k 2r(ro =)+ (1)) = £ [2rmg - 3] = (21 - 3),
dp . P . .
%:051ysolosw:00b1en2r073r:0.
r = 0 lo rechazamos , pues no esta en el dominio de r que es [%0,7"0}, 2rg —3r=0—=
T = %7"0.
Verifiquemos que se trata de un maximo relativo, calculando p’ (% 0):
o" = E2rg—6r],  0"(2ro) = £ [2r) — 6-2r9] = E(—2r9) <0.
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Comparemos ahora el valor de la velocidad p en su maximo relativo con su valor en los

puntos terminales del dominio, sustituyendo en (x):

r ro2 T 2r
PR =BG =dond® o5 = R Gl gro=glr’, o) = Fro0=0.
Como 2% > %, el maximo absoluto se obtiene para r = %ro.

Respuesta El radio que proporciona la maxima velocidad del aire a través de la traquea

esr = %rocm.

. La rapidez P, en mg (de carbono)/(m3/h), a la que tiene lugar la fotosintesis para cier-

tas especies de fitoplancton, esta relacionada con la intensidad de iluminacién I (en 103

1001

Trrid ¢Para qué valor de la iluminacién es P

piecandelas) por la funcién P =
maxima?
Solucion P es maxima cuando P/(I) = 0y se satisfaga el criterio de la primera derivada o
el criterio de la segunda derivada.
I2 + T +4)100 — 1001 (21 + 1)

(I? +1+4)> '
Desarrollando y reduciendo el denominador se llega a:

/(1) = Z10072 + 400 _ —100(7 +2)(1 —2)
(I +1+4)? (I +1+4)?

Notemos que el trinomio del denominador nunca se hace 0 (su discriminante es negativo),

por lo que la derivada P’(I) existe para cualquier valor de I. Asi, los nimeros criticos
corresponden a puntos tales que P’(I) = 0, (es decir, no hay nimeros criticos en que no

exista la derivada, ya que ésta siempre existe).

P'(I) = 0 si y s6lo si 400 — 10012 = 0, 100I% = 400, I? = 4, I = +2; pero por la naturaleza
del problema, consideramos como dominio para I a]0,+oo[ ya que I > 0.

Rechazamos por lo tanto I = —2 como nlimero critico, esto implica que

el tnico nimero critico es: I = 2.

Comprobemos que P(2) es un maximo aplicando el criterio de la primera derivada.

Intervalo 0<I<2 2<I< o0
Valor de prueba 1 3
_ 25 _ 125
Signo de P’(I) P/(l)—§>0 Pl(3)——674<0

Conclusioén para P Creciente Decreciente
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(Observemos que puede tomarse cualquier valor de prueba comodo siempre que esté en el
intervalo correspondiente). Por el criterio de la primera derivada, como P crece en ]0,2|
y decrece en |2, 400, en 2 hay un maximo relativo que, al ser Gnico, es a la vez maximo

absoluto.

Respuesta El maximo es P(2), es decir la rapidez maxima de la fotosintesis se obtiene

para I = 2 x 10? piecandelas.

. Haga el estudio completo de las graficas de las funciones:

a) f(r) = —L b) g(z) = —2—.
Solucion
2) fz) = 75.

Dominio: R\{3}, es continua y derivable en su dominio R\{3}, por ser funcion racional.
Intersecciones con los ejes:
f(0) = 0, entonces interseca al eje Y en (0,0).

Interseccién con el eje X se obtiene para f(z) = 0.

fl@) =0= = z 3 =0 =z = 0, entonces el punto (0,0) es la Ginica interseccion con el
eje x.

Paridad y simetria con respecto al eje Y o al origen: Como f(—z) = %, distinto de

f(x) yde —f(x), no es par ni impar.

Asintotas verticales: lim —%+ = —oo; lim = 400 = la recta 2z = 3 es asintota
r—»B*w_?’ z—>3+‘r_3
vertical.
Asintotas horizontales: lim —Z . — lim —4i_ —1.
z%ioow_g a:~>:|:ool_§
xr

Noétese que se obtiene este mismo limite tanto si z — +o0o0 como si x — —oo.
La recta y = 1 es asintota horizontal.
Sentido de crecimiento y extremos:

fl(z) = (@ _5113_2%'1 =G :33) < 0 para todo = # 3, f'(z) <0 = f es decreciente en

] —0,3[yen]3,00[(Notemos que es incorrecto decir que f es decreciente en su dominio).

Al ser decreciente en cada uno de los intervalos abiertos de su dominio, no hay maximos

ni minimos absolutos ni relativos.

Concavidad y puntos de inflexién: f'(z) = —3(z —3)72, f"’(z)=6(z—3) 3= ﬁ
Como el numerador es positivo, el signo de f”(z) es el mismo signo de su denominador,

que a su vez es el mismo signo de x — 3.
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x—3>0paratodoz>3, x—3<0 paratodoz<3, entonces f”(x)>0 parax>3, f’'(x)<0
para z < 3.

En | —oc, 3] la curva es concava hacia abajo (f”(z) < 0).

En |3, +oco| la curva es concava hacia arriba (f”/(z) > 0).

Cuadro de variacién
Intervalo| —oo <z <3 3<r<oo

f'(@) - —
(@) - + e | —2|-1|-0os5]ofos| 1 | 2|25

x 1
o N ~ @) |

Pequeiia tabla de valores:

Nl ot

1 1 11 o
(317 Tol-3l-s-=l-s]7]4]

SIS

Observacion:  El recorrido (rango, ambito) es
R\{1} yaque1eseldnico elemento que no es im- \

agen ninglin nimero del dominio. Este resultado 1 T

se puede encontrar analiticamente despejando = -2 . 3 8
en la expresién y encontrando las restricciones ‘3

—5
paray (y = f(z)).

yzxfg:>y(x—3)za::>xy—3y=a::>x(y—1)=3y:>x=yi_y y#1,

1 i
lo que comprueba que el recorrido es R\{1}.

b) g(z) = \/ﬁ

Dominio: 222 —1>0=22>>1=2’>1 =2’ -1>0= (a:+\/g) (a:— %) > 0.
Encontremos la zona donde z2 > %, mediante

un cuadro de signos para resolver la Gltima in-

x —00 —\/g 0 1 400
ecuacion: w+\/§ - 0
\@

e
Asi, el dominio es}—oo —\/I[U}\/I +oo{.Es f

’ . . ’ 2 g 2’ z?-3 + 0 - 0 +
continua y derivable en su dominio.

)= \/2(—_;;2 — = Vam 1= 9@

Por lo tanto es una funcién impar, su grafica es simétrica con respecto al origen.

Paridad y simetrias: g(—=x

V2?2 —1-— N | 24302 .
Sentido de crecimiento y extremos: ¢'(z) = 577 1” "~ > . Reduciendo alge-
braicamente, se obtiene:
2z% — 1) — 222 -
g/(l‘) = ( ° ) 3x = 1 7 <0
(222 - 1)2 (222 - 1)2

para todo z en el dominio, entonces g es decreciente en } —00, —\/g{ y en } \/g, +00 [
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Asintotas verticales:

lim = —o00, ya que el denominador tiende a 0 con valores positivos y el
T—— f \
numerador es negativo cuando = — —\/g.

lim = 400, ya que el denominador tiende otra vez a 0 por valores positivos,
/5T V227 —1
pero ahora el numerador es positivo
Conclusion: z = —f y T = \[ ‘[ son asintotas verticales.
Asintotas horizontales:

r Siz>0
Recordemos que vz? = |z| = - ya que se usara esto en el calculo de los
—x six <0,
limites necesarios aqui.
lim lim ———— = lim =
x~>+oo \/2932 14»+oo r——+00 | | 9 x~>+oo
_ 1 T _ 1
1,2
1_V2
2 2
|lz|\/2 - =5 (—2)y /2 - =
X X
_ \ﬁ __V2
2
La recta y = g es asintota horizontal, cuando z — +oco y la recta y = ,? es asintota
horizontal, cuando x — —oo.
Nota: Dada la simetria con respecto al origen, habria bastado calcular hm g(z) = g
IH o0
. . . . . V2
y deducir que, por simetria tenia que ser lim g(z) = -5
— —00

Concavidad y puntos de inflexion: ¢'(z) = _713 = (22 -1)"%,
(222 —1)2
7 _ 3 2 _1\-2 — 6x
g’ (x) = 2(2;1c 1)"24x 7(2352 15

El denominador es positivo para cualquier valor permitido de z, entonces 6z > 0, si x >0

y 62 <0, six <0.
Asi, ¢"(z) <0 en } —00, —\/g[, g’ (z)>0en } \@, +oo[ por lo que la grafica de g es concava
hacia abajo en } —00, —\/g{ y cbéncava hacia arriba en } \/g, +00 [

9" (x) existe y ¢”(x) # 0, para todo z en el dominio, por lo que no hay puntos de inflexion.
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x -3 1 Tabla de valores
r@l - - e | s | s | e | 2 | —ve || 2
r@ - X + o |- - L -2 [-2]] »
/@) \ \ g(z) —0.72 —-0.73 | —0.745 | —0.756 | —0.816 | —1 2

Por simetria se puede obtener las imagenes correspondientes para z > /1, por ejemplo,
9(v2) = /3.

5. Algunas aves vuelan mas lento sobre el agua que sobre la tierra. Un ave vuela con veloci-
dad constante de 6 K'm/h sobre el agua y de 10K'm/h sobre la tierra. Use la informacion
de la figura para determinar la trayectoria que debe seguir el ave a fin de minimizar el

tiempo total del vuelo entre la playa de una isla y su nido en la playa de otra isla.

Solucion Llamemos ¢, al tiempo que el ave ~ ]
) . y M
vuela sobre la tierra, y ¢, al tiempo que el ave e i
vuela sobre el agua. R o 20Km
Funcién a minimizar: tiempo total T' s i
A — Y
T =t +1t,. Knido

Sea y la distancia recorrida sobre el agua; (20— z) la distancia recorrida sobre la tierra (ver
diagrama). Se tiene, entonces:

vy = 10km/h = t, = 20— vy =6km/h=>t, =% T=t,+t, T

_ 20—z
10 -

10

Y
5

Es necesario encontrar una relacién entre z y y. Observando el diagrama se cumple
2?2 +9 = y2, entonces y = £v/22 + 9, pero como y > 0 se tiene y = /22 + 9. Sustituyendo
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en la expresién para 7"

20—z 22 +9
=710 "t 6

El minimo para 7" esta o en un punto terminal de su dominio [0,20] o en un nimero critico
T(0) = 20, V9 _ 2+ 1 = 25horas, T(20) =0+ V409 3 37horas.

T

en que 7"(z) = 0.

T107 6 2 6
T(z)=-—Lt4+L1._ 20 pry)—0siysélosi -4t + L =0, —2L__ = L1
10 © 6 2¢/22+9 10 " 6/22+9 6v22+9 10
10z = 6v2? +9, 5z = 3va? +9, 2522 = 9(a? +9), 252% = 92 + 81, 162* = 81, 2? = %,

_ 2252+ 9
v=9 995 (2,25 = 20225 | V( 6) 2 1(2,25) = 1.775 4 0.625 = 2.4.

4 10
En resumen: 7'(0) = 2.5horas, T'(20) = 3.37horas, T(2.25) = 2.4horas.

Si x = 2.25, el ave recorre sobre tierra 20 — z = 20 — 2.25 = 17.75Km y sobre el agua
y=vV22+9=./(2,25)2 +9=3.75Km.

Respuesta Para minimizar el tiempo, el ave debe recorrer 3.75Km sobre el aguay 17.75Km

sobre la tierra.



108 Soluciones de ejercicios de Aplicaciones de la derivada: 1V Parte Profa. Ana Mondrus



Tema No. 5

Ejercicios de integrales: 1 Parte Prof. Lester Izaguirre

1. Calcule las siguientes integrales y compruebe el resultado por derivacion.

N S L(x) . ag_ 2) N
@ [Wi+ gl @ [( A2 e @ [ D
o [ © [@ -1 m [,
“ /($2 VAT D ® /(a:2+ (3;:)2)@:' (®) _/\/WCSC2(SC) d.

2. Calcule las siguientes integrales definidas.

() /_i4da:. (© /jxmdx. (e) /02(122m1|)d:c.

(b) /11 2| da. d) /41 22 — 2 — 2|da. ® /llxdx.

3. Halle la solucién general de la ecuacion diferencial y comprobar el resultado por derivacion

en cada caso.

(@) Wy, (b) W—i2.
4. Enlos siguientes ejercicios utilice el segundo teorema fundamental del calculo y encuentre
F'(zx), es decir Z—Z
= 3
@) di/lff:f © %/3 (£ +1)10dt.
(b) 4 / R d 4 / R
dr [, 3 +2 dx /, 1+t2

109



(@)

(b)

(©)

(d)

(e)
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Soluciones de ejercicios de integrales: 1 Parte Prof. Lester Izaguirre

. Calcule las siguientes integrales y compruebe el resultado por derivacion.

_ 1 Wi 1 ; .
Sea f(z) =z + 3 En este caso se puede escribir / <\/§+ 2\/5> dxz como sigue:
1
/ (:v% + %m*%) dr = /x 2dxr + %/x*% dx. Ahora se procede a aplicar la regla:

/fa: dx—|—/ (x)dx:/[f(x)—kg(x)}das yademés/x"dx:%—FC, conn # —1,

por lo tanto, se obtiene como resultado: 2,3 +3 Loz 4 c.

3
De modo que F(z) = %:ﬁ + 22 +C. Para comprobar que en efecto el resultado obtenido

es correcto se debe tener F'(z) = f(x).

)), es decir di (%x% +x7 + C)

Se trata de encontrar d—(

Lo cual da como resultado

(z
2,
3 1

€T?2

/a: +1d9:—/(1+1)d :/(1—|—Jc dx—/d:c+/ “2dx =x —x~' + C. Ahora se
T X

d (p_ 1 L_x +1
verlﬁcad ( 7T ) il

Esta integral se puede obtener por sustitucidén algebraica como sigue: Sea u = 23 + 1 <
V23 +1. Recuerde ademas que si v = f(x) = u/(z) = f'(z)dz, por lo tanto

du=3m2dx<:>d—u:x2dx. Asi [ 22 V23 + 1dx = ui (d—u) -1 u%du—léu’—FC:
3 3 3 35
4

15
Y ahora se comprueba el resultado por medio de e (%(:v:" + 1)3 + C) =

%%(m +1)3(322) = (23 + 1)7122 = 22 V25 + 1.

(z3 +1)% 4+ C.

Igual que en el caso anterior, se puede resolver por sustitucién.
1 .
Seau=1-cosx < u? =+/1 —coszy du = senxzdzx, por lo tanto se tiene:

1
\/% d—é‘:/u_idu:2u%+0:2(lfcosx)%+C.
Se sigue que %(2(1 —cosz)? 4+ C) = 2- %(1 —cosz) 2 (senz) =

Sen xr

v1—coszx’

Seau=22-1eud=(22-1)7°y du=2zdz.

Luego /(:(;2 —1)3(2z)dx = /u3du = %u‘* +C= i(sc -1+ C.

Por lo tanto & (1(z2 1)t + €) = La(@? —13(20) = (22 - 1)* 20).

dr \4
/< )dx—/(x2+95162> dxz/xde—F%/x’de:%133—%1:*14—0.




€]

(h)

Q)

@)

(b)

(©
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d (1,3 _ 1,41 ) _1l/g 2
Por lo tanto e (333 9% +C) = 3(33; )+
Se debe tener en cuenta que en este ejercicio tanto ¢ como ¢ son constantes.
Por lo tanto: /(a3 7t3)dxf/a3dzf/t3dz*a3x7t3x+0

Es claro que derivando con respecto de = se comprueba el resultado, es decir:

%(a%m —t3z) =ai(1) —t3(1).

2 2 _ )
/%\A%Q)CZ:I::/gc_%(gc‘l—gc2—2)clﬂc:/(:1070 — % —2273)dx.
Lo que da por resultado 3% — 325 6% + 0.

13 7
Observe que dl (1331:13 % 5 — 63 + C’) 133 %x%} — %%ﬁ — 2773
Y de ahi se obtiene: ¥ — g4 — 2 — 2 —a’=2 _al-l-a2?-1_ (@' -1 - (@ +1) _
z3 z3 :c% z3

(22 + 1) (2?2 —1) — (2 +1) (22 +1)(2? —2)

Va2 B Va2 )

1

Seau=cotzr & u2 =+/cotz y du = —csc? zdx.
/\/cotxcsc%cdx = /u% (—du) = —/u%du = —%u% +C= —%(cotx)% +C.

Ahora i(

dr (cotx)2) = —%-%(cotx)%~(— esc?z) 4+ 0 = v/cot z- csc? x.

OO\M

. Calcule las siguientes integrales definidas.

La funcién par es tal que f(z) = f(—x) ylafuncién f(z) = 4 es par, pues, f(z) = f(—z) = 4.
Y se debe recordar que: fl@x)de =2 / f(x) dz, siempre que f sea par.

Por lo tanto /

—a

4dx—42/ dr = 4(2)(x )‘Z:&z.

Como el integrando f(z) = |z| es una funcién par, se procede en forma similar a la

1 1 1
parte (a), es decir/ |z|dz = 2/ xdr = (:1:2)‘ =1, yaquesize[0,l] = |z| ==z
-1 0 0

1 1
y2/ xdx:x2’ =1.
o 0

Para evaluar la integral ’ 23 —zdr,seau=3—z < uz =+/3—z, de donde —du = dx
y =3 —u. Se hace un cgmbio de limites como se degcribe a continuac&én.
Siz=0=wu=3Yysi x=3= u=0. Porlo que :v\/m(ix:/ (3 — w)uz (—du).
Por otro lado, se puede hacer un cambio de los limitgs de integracién,Bcomo sigue:

—/30(3—u)uédu:/03(3u3— )du.

N\c«
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3
(2,5
) (3

4
(d) Para calcular la integral / |z2 — x — 2| dz, se debe estudiar previamente la funciéon
-1

Y evaluando la Gltima integral se obtiene: (2u3

3
_ 12
0)_ 273,

9 22—z -2 si 22—2-2>0A2<z<4
fla) =]z -z —2[= .
—(2?—2-2) si 22—z -2<0A-1<z2<2.
En el calculo de esta integral se usa la propiedad aditiva de intervalos, esto es, si la funcién

f es integrable en los intervalos cerrados: [a,b], [a,c], [¢,b], entonces:

b c b
f@)de= | f(x)de+ | f(x)dz, cona<c<b.
/(14 2 /“ ’ /62 g
—r—2dr= | —(a®—x—-2)d - 2)dr=
/ |z? — z — 2|dx / (2 —z —2) x—|—/2 (z? —z —2)dz

—1 —1

_ 53 2 2 3 2 4
U ‘ F(E - _9p ’ . Y evaluando este resultado da 22.
3 2 —1 3 2 2 6

2
(e) En / (2 — |2z — 1|)dx se debe estudiar previamente |2z — 1].
0

20—1 si 20—1>0=— x>
|2z — 1] =

Nl= N

1-2z si 22—-1<0=2z<

2 1 2
Luego/ (mQ—\2x—1|)dm=/ (x2+23:—1)dac+/ (22 =22+ 1)dw =
0 0 5

.- Y finalmente se obtiene el resultado L.

oo N[EL (2 o 2
<3+x x0+3 917—}-91:§ 6

(f) Puesto que el integrando esta conformado por la funcién f(z) = x y esta funcién es impar,
1

en efecto, véase que f(—z) = —z = —(x) = —f(z), entonces se tiene: / xdx = 0.
-1

3. Halle la solucion general de la ecuacion diferencial.

(a) Se tiene % = 3t2. Separando variables se obtiene: dy = 3t?dt, por lo tanto:

3
/dy:/3t2dt©y:3%+0:t3+0.

Y para comprobar el resultado se puede derivar, luego % = 3t2.

(b) Se tiene dy _ t3.

dt
3
Separando variables, se obtiene: dy = 3 dt. Luego /dy = / t2dt <y = %tg +C
El resultado se puede comprobar derivando. En efecto, % = %% t3,



(@)

(b)

(©)

(d)
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En los siguientes ejercicios, utilice el segundo teorema fundamental del calculo y encuentre

F'(x), es decir Z—Z
VT VT
_ du _ 1,.-% _ 1 dy _ d gl =
Seau = /x = dr = 27 2, llamando y = /1 23 dt, entonces de = dr (/1 3 dt) =

d ("1, du 1.1 -1 _ 11
du(/l t3dt>d£p,locualdau3 5T 2 VoL

, i u=x = 4x°, :
dt, haciendo 4= 423, entonces tenemos

= du
Seay = dr

1134
t
/2 VT +2
d—y:i/ t _gt| =4 /uif ar)du — w2t g8
dr  dx \ J, 3+ 2 du \ J, Vt3+2 dr — Vud+2 /(z%)3 + 2

427

Val2 £2°

(z)

Recuerde que L ( " dt) — Flg(@))g' () — [ (k@)K (2).
T\ Jk(x)

Sea g(z) = 23 y h(x) = 3z, entonces ¢'(z) = 322 y K'(x) = 3.

I3
Haciendo y = / (t3 + 1)104t, tenemos que dy _ d / (3 +1)1%dt
30 dx dz | /5,

obtiene: [(%)3 4+ 11" -(322) — [(32)® + 1]"°-(3) = 322 [2° + 1]'° =3[ 2723 + 1]"°.

y finalmente se

- du _ o2
Sea u = tan(z) = g = 5ec ().

tan(z) tan(x) u
_ 1 dy _ d 1 _d 1 du
Seay = /2 12 dt, entonces i = du (/2 T dt) = 1 (/2 T+ dt> dr'

1 1
T3 % Tan?s ¢ 7
Se recuerda la identidad trigonométrica 1+tan? x = sec? z. Por lo tanto en el caso anterior

lo que da por resultado:

se tiene que el resultado es 1.
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Ejercicios de integrales: II Parte Prof. Elvis Hurtado

1. Determinar si la funcion f(z) = E 7 es integrable en el intervalo [3,5].

2. Decidir si el enunciado es cierto o falso y explicar ¢por qué?

/ ’ fla)oe) da = / o) da / ers

3. Evaluar la integral indefinida y verificar el resultado por derivacién.

(a) /yQ\/@dy- (b) /(W+ 1)dz.

4. Verificar la igualdad probando que la derivada del miembro de la derecha coincide con el

integrando de la izquierda.

22 -1, _ 2% +3) / 8- Lygp—ptyl
(a)/ =t e ) [~ Lyar=at+ L.

5. Seax(t)=t>—6t2+9t—2,0<t<5.
(a) Hallar la velocidad instantanea y la aceleracién de la particula.
(b) Hallar los intervalos de ¢ en que la particula se mueve hacia la derecha.

(¢) Calcular la velocidad de la particula cuando su aceleracién es cero.

3 6
6. Sabiendo que / fl@)de =4y / f(x)dz = —1, calcular:
0 3

(@) /OGf(a;)da:. (b) /:f(:n)dx. © /:f(x)da:. (d) /36—5f(x)dx.

7. Mediante la grafica de la derivada de una funcién. Esbozar las graficas de dos funciones

que tengan esa derivada.

a) I b)

\
\\

f/

8. Un vivero suele vender los arboles tras 6 afios de crecimiento. El ritmo de crecimiento en
esos 6 afios viene dado por

dh _
7 =1,5t+5,
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donde t es el tiempo en afios y & la altura en centimetros. En el momento de plantarlos

miden 12¢m en t = 0.

(a) Calcular su altura tras ¢ afios.

(b) ¢Qué altura tienen en el instante de ser vendidos?
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Soluciones de ejercicios de integrales: 11 Parte Prof. Elvis Hurtado

1. Determinar si la funcion f(z) = E 7 es integrable en el intervalo [3,5].

Solucion En la definicién de integral definida, se requiere que la funcién esté definida en
el intervalo cerrado.

Nuestra funcion f(z) = i 7 ho esta definida enz = 4, por consecuencia NO es integrable.

2. Decidir si el enunciado es cierto o falso y explicar ¢por qué?

/ ' fla)oe) da = / ) da / ers

Solucion En matematica una afirmacion es falsa si determinamos un ejemplo concreto en
2 ’1 22 ’1 11_1

0 2

L P
2 o 227 %

1 1
que lo mismo no se cumple, / zdx-/ rdr =
0 0

Por otra parte, / 2 dr = x—‘ — 1
o 3073
3. Evaluar la integral indefinida y verificar el resultado por derivacién.

€)) /zﬂ/@ dy.

x7L+1

Solucion Pretendemos obtener la respuesta mediante la férmula / " dr = nTT T C.
5 7
1 5 5+l 3 7
Por tanto, /yz-yidyz/yﬁdyz ‘15’2 +C = %+C= %yi +C.
S 4 1 L
2 2
Ahora verificamos mediante derivacién:
2 I 27 T o 5
(Fy2+C) =z25y2" +0=y2 =y° /1.
(b) /(\4/:1:3 +1)da.
P . L n+1
Solucion Queremos obtener la respuesta mediante la formula / " dx = Tf—“ +C.
3 3 LAt 041 = 47
(1‘4—|—1)da:= zddr+ | 1dex = + +C=%+zx+C=2z4+2+C.
3,1 0FI 7 7
4 4
. ) (4 T ! 4 TN/
Ahora, verificamos mediante derivacién (7934 +z+ C) = (7x4) +(x) +(C) =

7 3
%%:ﬂ_l + (D2t 4+ 0=21 +1.

4. Verificar la igualdad probando que la derivada del miembro de la derecha coincide con el

integrando de la izquierda.

1‘2_1 _2<$2+3)
(a)/ =T e

8

y

Solucion (

I
VS

2(2?/—53))’: (gxz +%

1
x2

N|—=
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1 1 3 2
= _x2x2—1 = 1

xr2 —

[S][eY
o

=T

B 3 B 3
x2 x2

x
(b) /(4x3fﬁ)dmzx4+%+c.

&
olee|™

Solucion (2 + L +C) = (%) + (1) + (C) = 42® + ()22 + 0 = 4a® — #
5. Seax(t)=t>—6t2+9t—2,0<t<5.
(a) Hallar la velocidad instantanea y la aceleracién de la particula.
Solucion Sabemos que la velocidad es la derivada de la funcién posicion, es decir:
v(t) =2/ (t) = 3t* — 12t + 9.
La aceleracién es la derivada de la funcién velocidad
a(t) =v'(t) = 2" (t) = 6t — 12.

(b) Hallar los intervalos de ¢ en que la particula se mueve hacia la derecha.
Solucion La particula se mueve a lo largo del eje z si la velocidad es positiva.
De la factorizacion de la velocidad v(t) = 3t — 12t +9 = 3(t — 3)(t — 1).

1 3

v(t) + _ q +

(1) mueve a la mueve a la mueve a la
derecha izquierda derecha

Los intervalos son: ]0,1[U]3,5].
(c) Calcular la velocidad de la particula cuando su aceleracién es cero.

Solucion a(t) = 0= 6t — 12, por tanto ¢t = 2, v(2) = 3(2)? — 12(2) +9 =12 - 24+ 9 = 3.
3 6
6. Sabiendo que / f(z)dx =4 y/ f(z)dx = -1, calcular:
0 3
6
@ [ sa)ds.
0

6 3 6
Solucion De la propiedad aditiva de los intervalos / f(z)dz = / fz)dx + / f(z)dx =
0 0 J3
4—-1=3.

®) [ ra.

3 6
Solucion De la definicidén de integrales definidas / f(z)dx = —/ f(z)dx=—(-1) =1.
6 3



(©)

(d)

@)

ii.

(b)

ii.
iii.

iv.

vi.

vii.
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/:f(m) dx

3
Solucion De la definicion de integrales definidas / f(x)dz =0.
3

/36 —5f(z) dx

Solucion De las propiedades de integrales definidas / —5f(x = 75/ flx
3
(~5)(~1) = 5.

Mediante la grafica de la derivada de una funcién. Esbozar las graficas de dos funciones

que tengan esa derivada.

a) I b)

=

Solucion Observamos que la derivada es una recta creciente que pasa por el origen, f/(z) =
. 2 .
azr de esto tenemos como consecuencia que f(z) = a% + C de lo anterior podemos dar

como ejemplos concretos:

2
_ X
f= 5 + 1.
2
_ o
f= 5 2.
Solucion En la grafica apreciamos varias caracteristicas de f’.

No esta definida en z = 0.

i 1'0) = e

lim f(x) = +o0.

) gmoof (x) =

lim  f'(z) =

ﬁs simétrica con respecto al eje y.

f(@) = f'(—=).

Si f'(z) = ﬁ, flx) = f% +C,0si f'(x) = ﬁ, f(z) = 1_ 4 ©. Estos son ejemplos de

3 3
funciones que satisfacen las propiedades.

Un vivero suele vender los arboles tras 6 afios de crecimiento. El ritmo de crecimiento en



@)

(b)
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esos 6 afios viene dado por dh _ 1,5t + 5, donde ¢ es el tiempo en afios y & la altura en

dt
centimetros. En el momento de plantarlos miden 12cm en ¢ = 0.

Calcular su altura tras ¢ afios.

Solucion Como conocemos la razéon de cambio instantanea, entonces calculamos la an-

2
tiderivada A(t) = 1,55 + 5t + C = 312 4+ 5t + C.

2
Ahora usamos el hecho de que h =12sit=0, 12 =1, 5% +5(0) + C, es decir C = 12.

La altura tras ¢ afios es h(t) = %tQ + 5t + 12.

¢Qué altura tienen en el instante de ser vendidos?

Solucion De la pregunta anterior sabemos que A(t) = %tQ + 5t + 12, por tanto

h(6) = 3(6)* +5(6) + 12 = 336 + 30 + 12 = 69.
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Ejercicios de integrales: III Parte Prof. Mario Murillo

4
/ |z — x — 2| da.
~1

¢Como se debe realizar la integracion si el intervalo fuera [—2,2]?, ¢y si fuera [—2,4]?

Calcule la integral definida:

Calcule el area de la regién acotada por las graficas de:
4

Ay=—5,y=0,r=1,1=2.
T
b) y=2+2r,y=0, z=3.

3.

4.

6.
7.

Halle el valor medio de f(z) = |z — 4| + 2 en el intervalo [0,6].
242

Si F(z) = VET 1dt, halle F'(z).

0

. Usando el método de sustitucion calcule:

2
) | e
Calcule el area de la region acotada por las graficas de y = 4zvz2 + 1,z =0y z = 2.

Halle el 4rea de la regi6n acotada por las graficas de las funciones:

a) f(x) =3z +1yg(xr)=22+3z—4.
b) fx)=2—-1yg(z)=(z - 1)°.
0 f(z) =3a?y g(x) =2° +8.
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4
/ |z? — x — 2| du.
-1

¢COomo se debe realizar la integracidn si el intervalo fuera [—2,2]?, ¢y si fuera [—2,4]?

1. Calcule la integral definida:

Solucion Es necesario despejar las barras del valor absoluto:

22—r—2 siz2—2-2>0

|22 — 2 — 2| =
(2?2 —-x-2) siz?—x-2<0.
T | —oo —1 2 o0
Resolvamos aparte la inecuacién 22—z —2 > 0: z—2 - - +
22— x—9 >0 T+ 1 - + +
(z —2)(z+1) + -

(x —2)(x+1) >0, es decir:
(x—2)(x+1)>0sizestaen]—oo,—1]U[2,+0],
(z—2)(x+1)<0sizestaen]—1,2],

22—z -2 siz€]-oo,—1]U[2,+00]

de donde completamos: |22 — 2z — 2| =
—(2?2 -2 —-2) size(-1,2).

4
Por lo tanto, /

-1

/_21 r(xQ—x—Q)dx—&—/:ix —x—22)d :—(x;—ﬂg—zx) ‘i1+<§—x22—2x> E:
_{2;_222_2,2_(@31) D _2(_1))%{43_ _2.4_<3_222_2.2ﬂ:

[-2-a- (3 -] o g -a-n- (2o - () B B

Para integrar el intervalo [ -2, 2] se escribe:

2 4
|:E2—33—2|d:c:/ \mQ—m—Q\dx—i—/ |72 —x — 2|dx =
-1 2

—1 2
/ |22 — 2 — 2|dx + / |z2 — 2 — 2|dx y se desarrolla en forma similar a la anterior.
-2 —1
Para integrar el intervalo [—2,4] se escribe:
—1 2 4
/ |2 —a:—2|dx+/ |22 —x—2\dx+/ |22 — x — 2|dx y se desarrolla en forma similar
—2 —1 2

a la anterior.

2. Calcule el area de la regi6n acotada por las graficas de:
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A

Solucion
a) El bosquejo de la grafica es:
2 2 :
El drea esta dada por: A = / A e = / 4z 3dx = \y =4
1z 1 : x
433_22:;2’2:2_1:3_ Al e
=201 z2h 2 2 5 1 2
b) El bosquejo de las graficas es: !

El 4rea esta dada por:
3 3 1
A= / (x 4+ 2v/z)dx = / (x +222)dx =
0 0

3
22 | ox2 ’3,xj 4o ’3,$ 432 _
<2+2§>02+3 s R

%+4\/§.

ol
[SJ[SY

S

L43V8

\]Ne]
w

. Hallar el valor medio de f(z) = |z — 4|+ 2 en [0,6].

Recordemos que el valor medio de una funcién en un intervalo esta dado por:

b
bia/a f(z)dz.
6

6
En nuestro caso tenemos ﬁ/ (|l — 4] + 2)dz = %/ (|l — 4] + 2)dz (*), en donde
0 0

r—4 six>4
|z — 4| =
—(r—4)=4—z siz<4

Por lo que (*) se transforma en:

% /04(4—x+2)dx+f(x—4+2)d4 -3 [ 04(—x+6)dx+[16(x—2)dx} =
(5o (3] 1[0+ (829 (5)]
Sl=8+24)+ (18-12) — (8- 8)] = $(16+ 6) = 22 = L.

. Si F(z) = u Vt+ 1dt, hallar F'(x).

0
Solucion Observe que el segundo Teorema Fundamental del Calculo se puede escribir:

9(x)
Si F(z) = / f(t)dt, entonces F'(z) = f(g(x))g’'(z) ( se aplica la regla de la cadena).
En nuestro caso ponemos f(z) = v/t + 1y g(z) = 22 = ¢/(x) = 4z, por lo tanto:

222

Si F(z) = Vt + 1dt, entonces F'(z) = f(g9(z))-¢'(z) = V222 + 1-4z, 0 sea:
0
F'(z) = 42+/222 + 1.
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Usando el método de sustitucion calcule:

b)

7.
a)
b)
0

Haciendou=x+4:>x:u—4zdu:dmz/jl/%d /L\/Zg—ldu:

1

4u—17 4u 17 _ 4u2 _ 1T7uz _
/ du /(\f f)d /(4u2 170~ 2)du 4 i +C
%\/m+43—34\/x+4+(].

/*dm
Vr(l+/z)?

Si se hace el arreglo 2/ la expresién es la derivada de (1 ++/z). Por

EENOIEN

lo tanto, hacemos v =1+ /2 = du =

e
dz y la primitiva queda:

5

-2
d—u—Q/u’g’du:Q-%-i—C— = + C.

1

J

1+ Vx)? Q\f (1+ f )
Calcule el area de la regién acotada por las graficas de y = 4zv22 + 1,2 =0y z = 2.

2
Solucion El area esta determinada por A = / dxv/x? + 1dzx.
0

Para hallar la primitiva, podemos hacer la sustitucion:

u=2’+l,2=0=u=1,2=2= u=>5Yydu=2xdr,

ihi =4 .2 1
por lo que escribimos: y =dzvzZ +1

2 2
A:/ 4:z:\/x2+1dx:/ 2vVx? +12xdx =

0 0
5 5 35 /7315
2/ \/ﬂdu:Q/ urduy =2%2| =2V = :
1 1 5 11 b >
(V53— V13) = (55— 1). :

Halle el 4rea de la regi6n acotada por las graficas de las funciones:
f(x) =3z +1yg(x) =22+3z —4.

flx)=2—-1yg(z) = (z—1)°.

f(x) =322y g(x) = 2 + 8.
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Solucion
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Hay que determinar (si los hay) los puntos de in-

terseccidn de las graficas de las funciones:

3x4+1=2?43z—-4=—=224+32—-4-32x—-1=0—

.’,U2—5:>O:>$::|:\/g _\/g. ////
En el intervalo [ —/5,/5], f(x) > g(x), por lo que 4//
el area es: -3vE+1

VB4 55 — (<1 (VB 4 5(=vB)) = —3v/E 4 5V — 35 +5v5 =

V5 V5

V5
A:/_f[(393+1)—($2+3x—4))]d:c:/f(—x2+5)dx=(—§x3+5x)‘_\/g:

1(=5V5 +15v5 — 5v/5 + 15V/5) = 25,

f@)=z—-1yg(@)=(z-1)°

Hay que determinar los puntos de interseccion:

(r—1P=2-1=@-3°-(z-1)=0=
(=D [(z-1)2-1]=0=2=1,(2-1)2?-1=0=
2?2 -204+1-1=0=22-22=0= z(z —2) =0,

de donde x =0, x = 2.

Esto determina los intervalos: [0,1]y [1,2].

En [0,1], g(x) > f(z) yen[1,2], f(z) > g(x), por lo tanto:

A:/O((35—1)3—(35—1))d96—i—/1 [(z—1)—(x—1)3] do =

1 2 4 1 4
/ (x3—3x2+2x)dx+/ (—m3+3x2—2x)dx:<ﬂ—m3+x2) )04—(—1;1—"-.’173—372)’ =
0 1

1,1_1
1Ty

2

1

f(x) =32% y g(x) = 2® + 8, hay que determinar los puntos de interseccion:

32 =2’ +8=322—22-8=0=222-8=0

= 2z+2)(z—-2)=0=2=-20zx=2. \ ¢ y=xz>+8
En el intervalo [—2,2], g(z) > f(z), entonces: \—8/
2 2 y = 322
A= / (22 + 8 — 32%)dx = / (—22% + 8)dx =
2 9 \
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Ejercicios de integrales: 1V Parte Profs: Lester Izaguirre, Julio Céspedes

1. Calcule las siguientes integrales indefinidas donde a, b, m y n que aparecen en los inte-

grandos son constantes:

dx dx
@) /%‘1 ® /\/E\/\/EJrl
®) [ (nz) n dz. o / x _2i —
© /(a§ —tﬁ) it e
) —
(d)/(\/E+1)(x—\/5+1)da:. /v —2z+2
(2% +1) (22 - 2) (k) /(mx+b)ndx,n7é1.
(e) 7 dx.
(™ — g 2 2$+1
® / 23T~ Tdt. (m) / L
2. Calcule las siguientes integrales definidas:
2 1
(@) / (1= |a|)da. (h) / (@ + 1)"dz, n> 0.
(h) / |1 — z|dx. o) / Csoe:‘;

() / ] es la parte entera de z.
4)) / |2t — 102° + 3522 — 502 + 24| dz.
0

) / ov/a7 + 1. 1
) /_1xne“'2dx.

(e) / 8z(z? + 1)3dx.

® / 22 ¥z — 1dz. O - f(z)dz, fimpar: f(-z) = —f(z).
1
1 2 .

() /0 de. (m) /_2 %dm. Use el ejercicio 2l.

3. Encuentre una funcién f que satisfaga la ecuacién diferencial que se da en cada caso:
(@) 222Vx + 1y +2v/x + 1 =22, donde y = f(z).
(b) 6Vx7y = Va2 + 2/, donde y = f(x).
y (2z+1)° siz<0
4. Calcule / f(x)dz, si f(z) =< Bz+1)?* si0<x<?2
- (4z +1)3 six>2.

5. Use el segundo Teorema Fundamental del Calculo para obtener F”, si:
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@ Fl) = [ ea @ P = [* i

14 t*

(b) F(z) =x3'/1“et2df- (€) F(z) = /’”(t2 —1)5dt.

4

© F(m):/x et dt. () F@) = 7o / gt

x2
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Soluciones de ejercicios de integrales: 1V Parte Profs: Lester Izaguirre,
Julio Céspedes

1. Calcule las siguientes integrales indefinidas donde a, b, m y n que aparecen en los inte-

grandos son constantes:

1 n—1
—ntl Tn
@ [ = [ o [oimgp =i om0,
1—n 1-n 1—n 1-n 1-n 1—-n 177714-1
(b) (nx)ndx:/nnxndx:nn /;v nde=n"n L—4C=
1n

n
1—n 1 1

n n nxn+C—nnx7l+C

2 2 2 .3 2 a3
(0 /(a3—t3>dt:/a3dt—/t3dt—ad/dt /tsdt—ast =4+C= St—TJrC.
3

(d) /(\/m Dz — vz + 1)dx:/(ﬁ+ 1)(\f2—\/E~1+12)dx:/(\/53+13)dx:

5

3
/(x§+1)dx= 22 oy c.
2 1 2_2 4 _ 2_2 2
/2 2
T3
13 7
10 4 2 = 3 1
/(x? — 23 — 227 3)dx = 35533 - 3"”73 — 623 +C.
m _ .m\2 2m _ o,.m+n 2n 1
® /(m \/; ) de = [ 2 2x1 +x d:z::/x72(m2’”—2xm+”+x2")dm:
xr2
9 1 1 9 1 2’m+% ) m—i—n—i—% 2n+%
2m+§ m+n+§ 2n+§
Am—+1 2m+2n+1 An—+1
2¢ 2 4x 2¢ 2 +C.

el T T R T
(@ I= /2t3\/t2 — 1dt = /2t~t2\/t2 — 1dt = /t2\/t2 — 1-2tdt.

Haga la sustitucién v =2 — 1 = v + 1 = t2, du = 2tdt, por lo tanto:
3

i S .4 2u5 | 2u2
I:/(u—l—l)\/ﬂdu:/(u—i—l)uZdu:/(u2 +u2)du = T+?+C:

3

5
202 - 1)2 22 -1)2
5 + 3 +C.
(h) I = dx _ 1 dx
Ve +1 VVE+ 1V
tome la sustitucién u =z + 1 = du = = 2du = 9T Agq
ve By = = U

"

31 C0=4/VT+140C.

Sustituyendo esto en [ = / de“ = Q/u 2du =2

W\i -
+
Q
||
NJ
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) -1 (x — 1)dx
Dr=[_—2=1 g [ =&
M /\/m2—2x—|—2 v Vaz -2z +2

Tome la sustitucién u = 22 — 2z + 2 = du = (22 — 2)dz = 2(z — 1)dz = @ = (z — 1)dz.

2
Asi:I:/ L du=+u+C=+va?-2zx+2+C.

2\/u
N [ (=1 (x —1)%(x — 1)dx
0 1= Va? —2x +2 / Va2 —2x+2

Tome la sustituciéon u = 22 —22+2 = u =22 -22+1+1=u= (z—1)?+1 = u—1= (z—1)?,
por lo que du = 2(z — 1)dz = d“ = (z — 1)dz.

Asi:
d
= (u_\/la)éu :%/ufé(u—l)d %/(u% —uié)du:%(%—%bé)—i-(}':
éfu%JrC:%\/(1272x+2)37\/x2721+2+0.
k) I= /(m:c—i—b)"dx Tome la sustituciéon v = mz + b = du = mdz = d“ = dx. Asi:
I:/u"%‘:#ﬂb/undu—%ﬁbnii—&-C—%—FC.

O I= / %dm = / (2”"_:'1;2 dz. Tome la sustituciébnu = z+1 = u—1 =2z = du = dz.

Sustituyendo esto en:
2u—1)+1 .
f:/wu#du:/zu%du:/(%*u,z)du:mnwwlwz

u

2|z + 1]+ — 1+C

= 71. = 71, i id = — = =
(m) I_/x2_4x+4dx /(x_2)2dx. Tome la sustituciénu = z—2 = u+2 =z = du = dz.

Sustituyendo esto en:

) B B
I:/UJQ du:/(%+2u 2)du = Infu| = 2u™" + C =Infe 2| - ;25 +C.

2. Calcule las siguientes integrales definidas:

(a)/ (1—|a)) dm—/ (1—|x|)dx+/02(1—|x|)dx:/_02(1+x)dx+/02(1—x)dx:

(er

2 1 2 1 2
(b)/ \1—x|dm:/ |1—x\dm+/ |1—a:|dx:/ (1—:1c)dx—|—/ —(1—2)dx =
—2 —2 1 -2 1
2 1 2 1
z x _
(96_7)‘72_‘_(%_7)‘2_5'



(©)

(d)

(e)

(®

(8)

(h)
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/z [x]dx = /;3 [x]dz + /;2 [x]dx + /;1 [«]dz +
[ O [z]dz + /0 ' [e]do + /  leldo + / " []de. .

Tome rectangulos, cada uno con uno de sus lados so-

bre la funcién parte entera y otro sobre el eje x como

muestra la figura:

La integral serd —4+ -3+ -2+ -1+0+1+2=-T.

2
I= / zvx? + 1dz. Tome la sustitucién v = 22 + 1 = du = 2zdr = %“ = xdz. Al cambiar
—2
la variable x por u debe cambiar también los limites de integracién.
Siz=-2=u=(-2)?2+1=52=2=u=22+1=5. Cambiando todo en la integral
tenemos:
5
I :/ \/ﬂd—“ =0.
5 2
1 1
I= / 8z(2? + 1)3dx = / 8(x? 4+ 1)3xzdzr. Tome la sustitucién u = 2? + 1 = du = 2zdx =
0 0
‘12—“ = xdz al cambiar la variable x por u debe cambiar también los limites de integracion.
Siz=0=u=02+1=1,z=1= u=1%+1=2. Cambiando todo en la integral:
2 2
1= 8u3d—u:u4‘ —2t _11=16—1=15.
1 2 1
5
I= 22 Yz — 1dz. Tome la sustitucién u =z — 1 = u+ 1 = 2 = du = dz. Al cambiar la

1
variable x por u debe cambiar también los limites de integracién. Siz =1=u=1-1=0,

x=5=u=>5—1=4. Cambiando todo en la integral:

4 4 1 4/ 13 71
Iz/ (u—i—l)Q%du:/ (u2—|—2u+1)u6du=/ (u6 + 2u6 +u6)du=
0 0 0

19 13 7
6,9 . 122 6 1‘4 _ 640 , 124G , 646
19w’ T 3wl FRut| =99t 13ty
1
_ dx P _ 3 _ i _1.-2
I = w2 Tome la sustituciébn v = Yz +1 = du = d(z3 +1) = sz~ 3dx =
0 3/;2 3 /7% + 1 f ( ) 3
3du = -3Z_ Al cambiar la variable z por u debe cambiar también los limites de inte-

3/:1:2
gracion. Siz =0=u = N+1=12=1=2u=I1+1=2. Sustituyendo la variable z

con la variable « en la integral:
“3du _ [Pa -l 9 217 g2
I:ATﬁzﬂgu Bdu:§u31:§(23—1).
1
I= / z(z + 1)"dx. Tome el cambio de variable u =z +1=u—1=12 = du = dx.
0

Sizr=0=u=0+1=1ysiz=1=u=1+1=2. Cambiando esto en la integral se tiene



(M)
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2 2 9
. B . 41 . un+2 B un—i—l . 2n+2 B 2n+1 B 1 B 1
I= [=tprds = [ et —unyi = g5 g0 28 20 (- ),
1 . .
I= / ST dz. Tome el cambio de variable u = cosz = du = —senzdz.
COos™ T

Six:0:>u=1ysix:%

=u= % Cambiando esto en la integral se tiene
L 1
I:f/ﬂd—gdu:f<f%)‘\/§ —V2-1.
1 u 1

|* — 102% + 3522 — 50z + 24| dz. Debemos analizar el signo de la expresion dentro del

0
valor absoluto. Empecemos factorizando
[ =a2* — 1023 + 3522 — 50z + 24 = (z — 1)(x — 2)(z — 3)(z — 4).

Ahora haga una tabla de signos:

x 1 2 3 4
z—1 - + + + +
x—2 - - + + +
z—3 - - - + +
r—4 - - - - +

r + - + - +

Para eliminar el valor absoluto divida el intervalo de integracion
[0,5] =10,1]U[1,2]U[2,3]U[3,4]U[4,5]

e integre sobre cada sub-intervalo. Sobre cada sub-intervalo conoce el signo de la ex-
presion dentro del valor absoluto y asi quita el simbolo de valor absoluto, multiplicando

por — 0 + segln sea negativa o positiva respectivamente, para que el resultado sea posi-

1 2
tivo. I = / (z* — 1023 + 3522 — 50z + 24)dx — / (z* — 1023 + 3522 — 50z + 24)dx +
0 1
3 4
/ (x* — 1023 + 3522 — 50z + 24)dx — / (2% — 102 + 3522 — 50x + 24)dx +
2 3

5
/ (z* — 1023 + 3522 — 50z + 24)dz.
4

El calculo es elemental y se deja al estudiante.

1
(k) I= / z1le?” dz. Tome la sustitucion u = 2% = du = 2zdzr = W = zdx.

2
-1
Siz=-1=wu=1ysiz=1= u=1. Cambiando los limites de integracién tenemos:

1 1 1
]:/ xloxleﬁdx:/ ($2)5e$2xdaﬁ:/ u5e“d7u =0.
1

—1 -1
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a 0 a
OrI= f(z)dz = f(z)dz +/ f(z)dz. En la primera integral haga la sustitucion
—a —a 0
X =—2=dX = —dx.

Six——a:X—aysix—O:X:O,entonces-

f _dX)+ /f —/Of dX+/f dx—/f )dX+/0af(a:)dx

/ —f(X dx+/ f(z)dz = 0. Recuerde que f(—X) = —f(X).

(m) I — 2 3 —|—:v 0 28 +:r =+ 2 23 +x
\/17+m6 \/17+336 \/17+x6
EnlaprlmeramtegralhagaX——:Jc:>dX:—da: 51x——2:>X—2ysix—0:>X:0
:/0(_X)3+( / 2 rad g X3+ -X° / 2t tad g
s 17T+ (=X)S V17 + 26 9 \/17+X6 V17 + 28
X3—|—X 2 g8 + de — — X3+X 2 g8 P a2 —0.
VIT+ (X V1T 4 b VIT+ (X \/174-;106
2\/x+1 2 1 _ 1 dy 1 1
3.a)y = 552 '+ - g = Ay =
)y + 222z + 1 2%z + 1 Yt BENCES = (ac—l—l)% 2 4

T2 T2
%7:672 d:ﬂﬁ/dy:/ %70@*2 dx:>y:\/x+l+%+6'.

2 1
;323 202 ;1 2.7 1 1. 7 @_l 1 1 _2
b)y—76x%+—6x%:>y—2x3 6-1—33:2 6:>dx 5T 2—|—3x 3 =

1 1
1 2 = = 1 1
/dy:%/x_ﬁdx+%/x_§dm:>y:%—xl2 —&—%—xl?’ +C=y=22+23 +C.
2 3

4. /41 f(x)dx:/ol f(x)da:+/02 f(a:)dx+/24f(x)dx:

0 2 4 640 542 444
5 4 3, (2z+1) 3z +1) (4x +1) } _
[1(2x+1) dx+/0 (Bx+1) d:c—|—/2 (4x+1)%dx = 15 _1—|— 15 O+ 16 )=
1 1 + 16807 _ 1. + 83521 _ 6561 _ 29652
12 12 15 15 16 16 5

5. 2) F/(x) = e
T x
b) F(z) = x3/ e’ dt = F'(z) = 3952/ e’ dt + zPe”
1 1

1 x
0) F(z) :/ etzdt:—/ e’dt = F'(z) = —e” .
T 1

1 0 1
oy d [T 1 _d dt . d [* _d _ 1 1 .(_L>:
d) F'(x) dx/w 1+t4dt dz |, T+ do o 1+t 1—|—x4+1 1 z2

1 1 1 1 22 1422
2

1+2% 1+2% 227 1427 1428 1+2%
x

4
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1
1
’ _d 2 _1)5 2 5 5
&) F'(x) d/x( 1)5dt = d/( dt+d/ it =
1 1 5 1 (1
~(a? 1)+(—2—1) (—?):—(:ﬂ?—n—fz(fzq).
z* 1 z*

_ 1 d d \ _ d dt dt | _
DF) =175 / 1—|—t Comodm</ﬂ 1+t>_dx< 1+t+/ 1+t>_
d ” d “” a \_ 1 1,3 .
dt( : < ) 1+t> = 1+$22x+ 1+x44x , por tanto:

x I4
ey 1 d at |\ _ _ 2z dt  _
F(x)_qu:chx(Az 1+t> (1"‘9”2)2/12 T+¢

4

1 (L 20 o 42® \_ % ot
1+ 22 1422 1+2* (1+2%)?2 ). 1+
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Ejercicios de integrales: V Parte Prof. Carlos Gonzalez

. Calcule las siguientes integrales indefinidas:

B (1) () D e —
) /(t4 - tQ)%(lotS — bt)dt d) /(:L’2 + 4)362dx
o [L20),, |
. Hallar:
3
a) Dw/\/ﬁdu@ b)/O D,Va? + 16dz.

4
. Considere la integral R —
& /o vz +9 *

a) Encuentre un niimero que satisfaga la conclusion del Teorema del Valor Medio para la

integral dada.
b) Encuentre el valor medio de f en [0,4].
. Determinar el area bajo la grafica de f(x) = |9 — 22| en el intervalo [—4,4].

. Determinar el area de la regién encerrada por las curvas:

Ay—r=6,y—23=0y2y+2z=0. b)2y? =z +4yaz =1
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Soluciones de ejercicios de integrales: V Parte Prof. Carlos Gonzalez
1. Calcule las siguientes integrales:

1 v 1—|—%
a)/ 1+ —Q)du Sustitucién: 0 1 1
3 gy — — [o3dy—Ly2 11 1)7?
/v (—dv) = /v dv = gv +C_2( +u) +C
! 1 ! 1 1
b / 7dw=/ (=) dz = 1.
V), s ) e Ve
u=+x+1
Sustitucion: du 1 1
Cambio de limites de integracién:
Si z =1, entonces u = 2.
Si x = 4, entonces u = 3.
3 3 3 2
- [ L1 — 2 =11 _1_ 5
I‘/2 h@du=—u| = = =i -§=5
1 u=t*—12
c)/ 2)3(10t3 — 5t) dt. |Sustitucién:
AU _ g3 9t — (2)du = (103 — 5t)d
dt 2
$(5 5v(3V,3 15, % 1544 12\3
u3(§)du: (5)(1)113 +C= gud +C= §(t —t?)3 +C
u=2x%+4
d) / (s + 4)(62)dw  Sustitucion: |
U — 23 = (3)du = (6x)d
dz
/u3(3)du — @t +o=3@ +attc
—2)(4u® — 3 _8y? —
e)/—(u )(2u 6) du= [ 2 —8u 3 bu+ 12 du:/(4u—8—6u_1—|—12u_2) du =
u u
4(%u2)—8u—61n|u\+12( ) +C=2u%—-8u—6Injul — —|—C
2. Hallar:
a) D, /#dl‘ -2
’ Vad+x+5 Vad+x+5

b)/ Dy (Va? +16) dv = [Va? + 16 ] =V25-V16=5—-4=1.

3. Considere la integral —Zr 4
¢ /0 V219
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a) El valor medio de la funcién f(z) = ——Z— en el intervalo cerrado [0,4] es:

Vr2+9

4 4
7 1 T 1 1
= de = = ——(x)dx.
f 4—0/0 \/.132+9 x 4/0 /x2+4(£)1‘

u=2x2+9

Sustitucion:

du _ INgo =
de = 20 = (z)du = (z)dx.

Cambio de limites de integracion: Si z = 0, entonces © = 9. Si x = 4, entonces u = 25.
25
F_1 1 /1 1 25 1 =
== ——(z)du = % [\u ===f.
f 1 /9 ﬂ(Q) 4 [f }9 D) f

b) Puesto que la funcién f(z) = ﬁ es continua en el intervalo cerrado [0,4], el teorema
T

del valor medio es aplicable.

Se concluye que existe al menos un nimero c € [0,4] que cumple la ecuacién f(c) = f, es

decir \/;;M = %, entonces 2¢c = V2 +9 = 4> = 2+ 9 = ¢ = 3 = ¢ = /3, pues
C

c€10,4]. El nimero c € [0,4] al que se refiere la conclusion del teorema es ¢ = /3.

4. Determinar el area bajo la grafica de f(x) = |9 — 22| en el intervalo [ —4,4].

La funcién f(z) cambia el signo en el intervalo [—4, 4] en los nGmeros —3 y 3, entonces:

4 -3 3 4
Area de la regic’)n:/ 9 — 22| da :/ —(9—x2)dx+/ (9—x2)dx+/ .
—4 —4 3

-3

2) dx
= [%x?’—%‘}:i—# [91:—%3:3}:4- [%x?’—QsﬂEZ %4—364—% = %

5. Determinar el area de la regién encerrada por las curvas definidas por las siguientes ecua-

ciones:

y=x+6 y
a){y=a3

Y= —%x.

Area encerrada

0 1 g 3
= [ ero)—(gnldr+ [ @0 - ds

0 2
:/ (%m+6)dm+/(—m3+x+6)dx
—4 0

3 0 1 1 2
- [1I2 +6x] Lt [—Zx‘* + 122 +6x}0 —12410=22. 7§
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b) 24?2 =z + 4, z = 9.
Despejando = en términos de y tenemos

r=2 4,0 =9y = 2 -4 =y’ =

Y =4 =y =42

Area encerrada
2 2 1 412 Ly
=/ [y? = (29 — 4)] dy =/ (4—y?)dy = {4y— gys}_2

—2 -2




Tema No. 6

Ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas: I Parte

Profs. Roxana Meneses, Carlos Gonzalez

1. Hallar la derivada en las siguientes funciones:
(@) h(x) =1In(2? + 3). (d) h(t) = h% (g) y =1In|secx + tanz|.
(b) y=zInz. (e) y=In(Inz). Inz
(©) y =Invz?2 —4. ) y=1In ﬁ;i (h) g(ﬂﬁ):/1 (t? + 3)dt.
2. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(z) = 4 — 22 —In (% + 1), en el
punto (0,4).
3. Hallar Zz mediante derivacion implicita, de la ecuacién In zy + 5z = 30.
4. Probar que la funcién y = x Inz — 4z, es solucién de la ecuacién diferencial z +y —xy’ = 0.
5. Hallar los valores extremos relativos y los puntos de inflexién de la funcién y = z — In z.
6. Hallar los valores extremos relativos y los puntos de inflexién de la funcién y = 22 In z.
7. Hallar Zi por derivacién logaritmica de y = /(z — 1)(z — 2)(x — 3).
8. Hallar Zi por derivacién logaritmica de y = i; i’ 1
9. Hallar dy por derivacion logaritmica de y = F+1)(@+2) .
dx (z—1)(z—2)
10. Decidir si la afirmacion es correcta. Sino lo es, explicar la razén o exhibir un ejemplo que

muestre su falsedad.

1

Siy =Inm, entonces y' = =.

137
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(b)

(©

(d)

(e)

(®
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(h)
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Soluciones de ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas: I Parte

Profs. Roxana Meneses, Carlos Gonzalez

. Hallar la derivada en las siguientes funciones:

h(z) =In(z? +3), 22 +3 >0, Vo € R.
B (z) = xff_ , pues di [lnu] = “/, u >0, donde u = x? + 3 (composicion de funciones).
y=zlnz, para x > 0.

Usando la regla para la derivada de un producto se obtiene % = x- % 1-lnx = % =
1+Inz.
y=Inva?—4, paraz €] —o00,2[U]2,00].
1
dn = ($2 — 4)% = iy = Rl usando la regla para la composicién de funciones
y que - [lnu] = %I, u >0, donde u = vz? — 4.
Si embargo, la derivacién es mas simple si antes se simplifica la funcién:
_1 dy 1 22 _ _ &z
y—21n( 4):>d:c 222 -4 224
h(t) =1L >0,
% LIt 4,
W(t) = 5 = 5— derivada de un cociente.
t t
y=In(lnzx), z>1.
1
dy _ x d _u o L .
et e pzes e [Inu] = %, u>0, donde u = Inx (composicion de funciones).
Finalmente ¥ = 1
dx rzlnz’
y=In _H,Domlnlo re]— 1[ 11,00
1
2

T —
x +

Simplificando queda: y = In ( In (L_l) = 3 [In(z — 1) — In(z + 1)], entonces

/:;( 1 1) 1(z+1) —( 1): 1

Y=9\z—-1 z+1 2 (z—1(x+1) 22— 1

y =In|secz + tanz|, secx + tanz # 0.

d t 2 ’

%: becsﬁczn_ft";;‘}c L pues %[lnu]:%,u>0, donde u = secx + tan z.
L dy _ secx(tanx + sec x) dy

uego o secx + tanx dp  Seet

Inzx
g(z) = /1 (t* + 3)dt.

Seau=Inzr=u = %, por el Segundo Teorema Fundamental del Calculo

2
g () =[(Inz)? + 3] -%, entonces ¢'(z) = (IMC)TH
x

. f(x):4—x2—ln(2+1),x>—2.

1
Y 2

fl(x) = =22 — xi—ﬂ ) p— 5 = _207+4r+1 gy o] punto (0,4), se tiene f/(0) =
2

T+ T+ 2
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—% = m= —%, luego y = —%+b = 4=0+b=—b=4ylarectatangenteesy = —%4—4.
. Inay + bx = 30.
/ /
Usando derivacion implicita tenemos y—;;y +5=0= y—;;y = -5 = y+ay =
) TOTY —y
—dry =y =—5—".

.(Dy=a2lnz—4zr= 1y =1+1nzx — 4.
Y Yy
(ii) z +y — 2y’ = 0, sustituyendo y y ¢’ en el lado izquierdo de la ecuacién diferencial dada

se tiene, 4+ (zlnzx —4z) —z(l+lnz—4)=z+zlnz -4z —z —zlnz+ 42 =0.

.y=xz—Ilnz, x>0.

N
o Lo o 4 e
’
- s P —_ +
L 1 — 90— 2 =1 (nimero critico), id
m=1 siempre es positiva v - *
y' =5 :
z? v N} W

Paraz=1,y=1-lnl=—=y=1-0=1
Del cuadro de variacién se observa que el grafico de la funcién, no tiene puntos de inflexién
y que y(1) = 1 es un valor minimo relativo. Ademas, la funcién no tienen valores maximos

relativos.

. y=2%Inx, para z > 0.

y=2zlnzx+z, ¢y =22hz+1)=0=2=0062nzr+1=0. Note que z = 0 no esta en

el dominio.

Si2lnz+1=0=Ilnz = —% — 2 = e~ 2 (nimero critico).

y' =2lnz+3=0=Ilnx = —% — z = e~ 3 (posible nimero de inflexién).

Paraz=e %,y = (e %)%Ine 2 :>y:—%e_3. | o i Y oo
Paraz=e 2,y = (e 2)%lne 2 :>y:—%e*1. Y’ - - +
Entonces (e 2, —%e—l) Punto minimo. v - +

(e %, 7%673) Punto de inflexion. Y I N 12}

Ly=\E D@ -2 3.

Iny =In/(z — 1)(z — 2)(z — 3), tomando logaritmo en ambos miembros.

Iny = %(ln(:ﬁ —1)+In(z — 2) + In(z — 3)) (por propiedades de los logaritmos)
!

% = % (I l T+ 3 l 5+ = l 3) (derivando ambos miembros)

v =Sy (L1 + g+ +1y) [espejando )

dy 1 1 1 1 :

o= §\/(35 —1)(z —2)(z - 3) (x T tzogt o 3) (sustituyendo v).
_ 3/z? 41

Y= l‘2 —1
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2
Iny =In §/ % (tomando logaritmo en amhos miembros)

Iny = %(IH(CEQ +1) — In(z? — 1)) (por propiedades de los logaritmos)
v _1 ( 2 2z

3\a2+1 22-1
y =1y (22717 - %) (despejando )

) (derivando ambos lados)

v +1
dy _13/z224+1( 22 22 -
_(z+1D)(x+2)
S V=GE-DE—2
Iny=1In H% (tomando logaritmo en ambos miembros)
Iny =In(z+1) + In(z + 2) — In(z — 1) — In(z — 2)(por propiedades de los logaritmos)
/
% = :Hl—l + ng_Q - xl - xl2 (derivando ambos lados)
y/:y(zil +:Z:i2 N xll N 112) (despejando )

dy _ (x+1)(@+2)/ 1 1 1 1 i
&r = a=D@=2) (I+1+I+2—x71—x72) (sustituyendo y).

Z

10. La afirmacién es falsa, porque In 7 es una constante, por tanto: siy =Inm = 3’ = 0.
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Ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas: 1l Parte Prof. Carlos
Gonzalez

1. Derive las siguientes funciones:

(@) f(x)=In(z*+3). (c) h(z) =In|secx +tanz|. (e) g(x) = z-e“5*.
3
—1 . __x
(b) g(z) =1n/ %4_1 (d) p(z) = e “cosz. (®) r(=z) e
2. Use derivacion logaritmica para calcular la derivada de las siguientes funciones:
@ jo)= YEEIEVEET (9 h(z) = (z+1)".
2+ 1
(d) p(SC) — xtanz.
(b) g(z) = (1 +3x)=. (e) qlz) = 32+,
10221 i 0 <1
3. Considere la funcién definida en [0,1] asi: f(z) = { vrinr st Dsws
0 si z=0.

(a) Calcule zlir(rﬁ f(z) y determine si el grafico de f(x) tiene asintota vertical en = = 0.

(b) Determine el valor minimo de f(z) en el intervalo [0,1].

(c) Haga el cuadro de variacién de f(z) en [0,1].

(d) Encuentre el punto de inflexién del grafico de f(z).

(e) Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes al grafico de f(x) en el punto de inflexién,
en el punto (0,0) y en el punto (1,0).

(f) Haga el grafico de f(x). Utilice las rectas tangentes mencionadas en el punto anterior.

_ 2
1+e 2’

(a) Determine las ecuaciones de las rectas asintotas horizontales del grafico de f(z).

4. Considere la funcién f(x) conz €] —o0,+00].

(b) Haga el cuadro de variacién de f(z) en | —co, +o0o .
(c) Encuentre el punto de inflexion del grafico de f(z).
(d) Encuentre la ecuacién de la recta tangente al grafico de f(z) en el punto de inflexidon.

(e) Haga el grafico de f(z). Utilice la recta tangente mencionada en el punto anterior y las

dos rectas asintotas horizontales.

5. Calcule las siguientes integrales:

(@) /glfe dz. © /mdx @) /\/gfg)dx.

D S z(r —2)
(b) /I+1\/5dx. (d) /xg(l—i-xé)d . ® /(a:—l)3 dr.
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¢ 1 8 L [1-z
(8)/1 mdm- (h)/2 ﬁdi (l)/1 1+\/§dx
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Soluciones de ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas: Il Parte
Prof. Carlos Gonzalez

1. Derive las siguientes funciones:

@) f(z)=1In(a®+3).
f(x) =lnu,conu=2a?+3,u =2r = f'(z) = (Inu) = %L = FL_

(b) g(x) =Iny/Eg = L (@ — 1) —In(z +1)].
1 1 1 1

/ _ —
7@ =5 (- v hr) = =y
(¢) h(z) =1In|secz + tanz|.

h(z) =In|u| con u = secz + tan z, se tiene:

u' = (secw)’ + (tanw)’ = secx tanz + (secw)? = u’ = secz(secx + tanx).

/ secx(secx + tanx
W (z) = (Inful) =% = se(cx—l—tanx ) = h/(z) = secx.
(d) p(z) = e ®cosz.
p'(z) = (e7*) -cosx + e % (cosx) = (—e %) cosx + e *(—senxz) = —e *(cosx + senx).

(e) g(x) = x-ecs®.

g’(x) —_ (x)/.ecosz + x(ecosm)l — (1).ecosr + x(ecosx).(i Senx) — (1 _ ZSGHI’)'GCOS‘T.
3

x
Orw= | | |
P (z) = (3) (z +e” ) — f?’(m +e*) _ 322 (z +e*) — x?;(l + 2x-e*") _
(x+e”)? (x+e”)?
223 + (322 — 224)-e*”
(w+e™)?

2. Use derivacion logaritmica para calcular la derivada de las siguientes funciones:

VP rsVattie (2P +8)5(xt+16)1 (z° +8)5 (a1 +16)1
@) f(z) = Vaz +1 N (2% + 1)% (2% + 1)% ] -

= Inf(z) =In

In f(z) = %ln(a}?’ +8)+ iln(:v4 +16) — %ln(l’Z +1).

Derivando ambos lados con respecto a z queda:

f/(x)_l 322 1 43 1 2 / _ 22 23 T
f(x)_3x3+8+4x4+16 2x2+1:>f(x)_ At ri6 211 @) =
oy — (_a? 2 x )\ V238Vt 116
f(x)_(m3+8+:c4+16 :1:2+1) VaZ+1 ’
In(1
M) g(z)=( —|—3x)% = Ing(z) = In(1 + 3x)% = %-ln(l +3z) = Ing(x) = w

Derivando ambos lados se obtiene: 3
g(x)  [In(1+3z)] -z - [In(l + 3z)](x) N g'(z) <1+3x)m71n(1+3$)

9() o g(z) 22 -

)x—ln(1—|—3x)

1+3 1
g (z) = ( s {1+ 32)%.




(©

(d)

(€)

(@)

(b)

(©)
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f]zl(/x) =(z+1)*=hh(x)=h(z+1)"=zh(z+1) = [1nh(x)] =[xzl (x +1)] =
héf)) = (z)'In(z + 1)+ z[In(z + 1)) = KW (z) = {l (x+1) f_ ] h(x

W(@) = @+ 1) + 55| @+ 1)

p(z) = 2% = Inp(z) = In(z***%) = (tanz) Inz = [Inp(z )] [(tan z) lnx]' —
2;((5) = (tanz) Inz + (tanz)(Inz) = p'(x) = [(secx)2~1n33+ ta%} ptAn T,

g(z) =37 = Ing(z) =In (33’ +1) z?+1)-1In 3, entonces [lnq(x)]/ = [(wz—l—l)-ln 3}/ =

()

a(z) = (2% + 1),~ In3 =22In3 = ¢'(z) = (2zIn 3)'3"”2“.

1022 lnz si 0<x <1
0 si z=0.

. Considere la funcién definida en [0,1] asi: f(z) =

Calcule Ili%h f(z) y determine si el grafico de f(x) tiene recta asintota vertical en z = 0.
Del ejercicio 3 (anterior) tenemos que wli%i(x Inz)=0= xli,%ﬂ flx) = h%l (1022 Inx) =
xg%l+ [(10z)(z1Inz)] = ( hm 10z)( li%l+ zlnz) =0-0=0.

Puesto que IliIng flz) = O = f(0), tenemos que la funcién f(z) es continua en = = 0, por lo
tanto su grafico no tiene recta asintota vertical en z = 0.

Determine el valor minimo de f(x) en el intervalo [0,1].

La derivada de f(z) es: f/(z) = (10a2Inz) = 10 |(2z) Inz + (221)| =

fl(x) =102z Inx + z) = f'(z) =10z(2Inz + 1).

Note que mlirél+ fl(z) = Ilirng 10z(2lnz+1) = rl_i)réh [20(zInz) 4+ 102 ] = 20(0) + 10(0) = 0 =
xhngr f'(xz) = 0, entonces podemos decir que f/(0) = 0. Por lo tanto, f'(z) =0<=xz =00
2Inz+1=0= =00z =e 2 ~0.607. Ademas f'(z) existe para todo z € [0,1].

El cuadro de crecimiento de f’(z) en [0, 1] es el siguiente:

1

Claramente el valor minimo de f(z) en el intervalo [0,1] es f(e %) = 10(e”2)%lne = =
10(e 1) (—%) = —5e~l = f(e~%) = —5e~! ~ —1.839.

Haga el cuadro de variacion de f(z) en [0,1].

La segunda derivada de f(z) es f"(z) = [102(2Inz+1)] = 10[(z)'(2Inz+1)+z(2Inz+1)'] =
10 {(2 Inz+1)+a (%)} = 10(2Inz+3) = f(z) = 10(2Inz+3) = f”(z) no existe siz = 0.
f'(x)=0si2lnz+3=0<=z=e"2 ~0.223.



(d)

(e)

(®

@)

(b)
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El cuadro de variacién de f(x) en [0,1] es el siguiente:

[

m(i) e 3 e 3 1
Fa) o — — 0+
f"(x) - + +
@ | N | S o

Encuentre el punto de inflexién del grafico de f(z).
3

Claramente f(z) cambia su concavidad cuando z = e~ 2, el punto de inflexiénes (e~2, f(e™%)).
Fle %) = 10(e #)?Imne ¥ = 10(e~?) (—%) = 15e% = fle}) = —15¢ % ~ —0.747 —
punto de inflexién = (e~2, —15e~3) ~ (0.223, —0.747).

Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes al grafico de f(z) en el punto de inflexion,
en el punto (0,0) y en el punto (1,0).

El punto de inflexion es (e~2, —15e~3): pendiente = m = f’(e~2) = 10(e"2)(2lne % +1) =
10(e™2)(—2) = —20e~ % ~ —4.463. f(e~3) = —15e 3 ~ —0.747.
La ecuacién es y = f/(e"2)-(z — e 2) + f(e 2) =
y=—-20e"3(x—e3)—15e3 = y = (—20e"3)z +

Se 3 = y = (—4.462...)z + (0.2489...). s
En el punto (0,0) se tiene la pendiente m = f/(0) = 0,

ademas f(0) = 0 = f(0) = 0, la ecuacién es —15e”
y=f'(0)(zx—0)+ f(0) = y=0z—-0)+0 =y =0.
En el punto (1,0): pendiente m = f'(1)

10(1)(2In1 + 1) = 10, f(1) = 0, la ecuacién es y =
ff()(xz-1)+f(1),y=10(x—1)4+0 =y = 10z — 10.

Haga el grafico de f(x). Utilice las rectas tangentes

mencionadas en el punto anterior.

(0.709, —2.913)

. Considere la funcién f(z) = 1 +2e*””’ con z €] —oo,+00].
Determine las ecuaciones de las rectas asintotas horizontales del grafico de f(z).
P U . 2 2 _ 2
Analisis cuando z — —oc: mE@m fz) = mgng TFe7 — 3¢5 = T 0, entonces la

recta con ecuaciéon y = 0 es una asintota horizontal, cuando z — —co.

2 2 _ 2 _
—1+0—2=>quela

Analisis cuando © — +oo: lim f(z) = lm ;%= = 7=

recta con ecuacion y = 2 es una asintota vertical cuando z — +co.

Haga el cuadro de variacion de f(z) en | —oco, +o0].

La primera derivada es f/(z) = 2" Ppyesto que e~ * >0,para todo z €] —o0, +00 [ se
(1+e72)2



©

(d)

()

(a)

(b)
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tiene que f’(x) > 0, para todo = € R, por lo tanto la funcién f(z) es creciente en todo su

dominio R.
La segunda derivada es f”(z) = %, [ (x) existe Vo € | —oo,+o0 [y f"(z) =
O<=e?-1=0<«=e"=1l<=zx=0
T |—o0 0 +00
f'(@) + +
[ (@) + -
f@f | A

Encuentre el punto de inflexion del grafico de f(z).
Claramente f(x) cambia su concavidad cuando = = 0, el punto de inflexién es (0, f(0)) =
(0,1).

Encuentre la ecuacion de la recta tangente al grafico de f(x) en el punto de inflexion.
Pendiente m = f'(0) = % = %, f(0)= % =1.
La ecuaciénes y = f/(0)-(zx — 0) + f(0) = y = %(x -0)+l=y= %x +1.

Haga el grafico de f(z). Utilice la recta tangente mencionada en el punto anterior y las

dos rectas asintotas horizontales.

. Calcule las siguientes integrales:

2
/ Qxezn dz. Seau =2+ e” , entonces % = 2e”’ = %du — we® dz. Asi que:
e

2
ze”® _ 1 z? _ l l _l l _
/2+ew2dmf/2+ex2.(xe dx)f/u.(Qdu)72/uduf
Impul+C=3m2+e|+C.

Puesto que 2 + e”’ > 0, obtenemos: / 2“ > dx =

1 g 1 . 11
| 3= | mne = [ A

Sea u = \/x + 1, entonces du _ 1 oqy = %dm. Asi que:

dv — 2v/x z
I:/%(Qdu):2/%du:21n\u|+6':21n|\/§+1\+C.



Ejercicios de MA-1210  Calculo 1 147

Puesto que /x + 1 > 0, obtenemos / " fdx =2In(y/xz+1)+C.

= -1 ge= ) -1 ge= [ 1 14,
© /zln z?) dx*/a:ln\deI /2x1n|x|d /21n|x\ pdv=1.

Sea u = In|z|, entonces g“ —l:>du:ldx.
ASlqueI—/—du—lln|u|+C 11n|ln|x\|+02/7dx sIn|In|z|| + C.
1
= — | =5dx ) =1.
()/ % /14—x§ (ac% )
Seau =1+ 3, entonces du _ 12 :Sdu:%dx. Asi que:
de 33 x3

I:/ (3du) =3In|u| + C =3I |l +z3|+C, Osea/édx=3ln|1+x%|+0.

z3(1+:c%)
© /ﬁ\/fgdxzz

Sea u =/ — 3, entonces /z = u+3 = x = (u+3)%. Derivando z con respecto a u queda

% =2(u+3) = dz = 2(u + 3)du. Asi que:

2 2
I:/UT%Q(u—i—S)du:/Mdu:Z/%du:Z/(u—i—ﬁ—&-%)du:
u? +12u+ 18Inju| + C" = (Vo — 3)? + 12(v/x — 3) + 18In|\/z — 3| + C' =
(x — 6/ +9) +12y/x — 36+ 18In|/x — 3|+ C' =z + 6/ + 18In|/z — 3| + C.
Enconclusién,/ dx =2+ 6y/x 4+ 181In|/x — 3| + C.

Sea u = z — 1, entonces dg—l,du:dm. Ademasu=z—-1=2=u+1,2—-2=u—1.
— 2
Asiquelz/wczu:/“ gldu:/(%—u )du—lm|u|+1 24C=
u u

lnx71|+ (z—-1)"2+C.

NG
Jr—3

e e e
1 _ 1 — 11,
(g)/ x—i—ln / x+xlnxdm_/1 90(1—1—11196)65&7_/1 1+Inzx gdz =1
Sea u =1+ Inz, entonces Elhaj = % = du = %dx. Los limites de integracién cambian:

siz=1,entoncesu=1+Inl = u=1.

siz=-e,entoncesu=1+Ine=2=— u=2.

2 2
AsiqueI:/ %du:(lnu)’ =In2—Inl=1In2.
1 1

e
60 1 _
En conclusion: /1 7 T In(@®) dr =1In2.

* _
(h)/z 1+Jﬂdm_
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Sea u =1+ 2z, entonces v2z = u — 1 = 2z = (u— 1)> = = = J(u—1)%. Derivando =

con respecto a u obtenemos dr _ ] = dg = (u—1)du.

du
Los limites de integracién cambian:
Siz=2 entoncesu=1++v4=3= u=23.

Siz =28, entoncesu =14+ 16 =5=— u = 5.

5 5 1 5
Asi queI:/ %-(u—l)du:/ u; du:/ (1—%)du: [u—1n|u|}
3 3 3

(5-In5)—(3—In3)=2+In3-In5=2+In%.

5

3

8
En conclusién 1 __gr—2+4nd.
/2 T+voz " B
4
1—yx
de =1
/1 1+ x

Seau = 1++/z, entonces \/z = u—1 = x = (u—1)2. Derivando z con respecto a u queda

% = 2(u—1) = do = 2(u — 1)du. Ademas, 1 — /z =1 — (u— 1) = 2 — . Los limites de

integracién cambian asi:

Siz=1,entoncesu=1++v1=2=— u=2.

Siz=4,entonces u=1++v4=3=— u=3.

3 3 _ _ 3 2
Asique[:/ 2;u~2(u—1)du:/ Wdu:/ _2u+6u_4du:
2 2 2

3 3

/ (—2u+6— 3)du = (—u2+6u—41n|u|)‘2 =(~9+18—4In3) — (—4+12—41In2) =
2

1-4(In3—In2)=1-4In3.

4
1-
Porlotanto/ —Y_dr=1-4In3.
1+ 2
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Ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas e Inversas: III Parte
Profs. Mario Murillo, Carlos Gonzalez

. Determine la funcién inversa de las siguientes funciones:

) f(x) = 222 b) fe)=vA—z+2 O f@)=vZr-3 d) f(x)= 2.
. Determinar la funcién inversa de f(x) = 22 — 4x.

. Determine la funcion inversa de las siguientes funciones:

a) f(x) = In(2x + 3)3. b) f(e) =3+ ¥Bz—3). O fla)= egmg_ 2
d) f(x) =10%" — 2.

. Halle la ecuacién de la recta tangente en el punto indicado.
a) f(z)=In(z—1)enz=2 b)f(z)=hz—lenz=1 o f(z)=z—Inz,enz =1.

. Use las propiedades de los logaritmos para derivar:

2 3)5
=V 1V — 1 b o)
a) f(z) = Va2 + 1V ) f(@) proB——1
. Halle :l% en los siguientes casos:
11
T+
2) y = 23" b) y = (v +2)"** 9y=(517)

. Calculo de limites usando la regla de L'Hopital.

2) lim (1~ o) b) lim €*

z em - 1 r—0t €

1 1
0 lim (1+az)=,aeR d) lim znInz, neN.
z—0t z—0%+
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Soluciones de ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas e Inver-
sas: 111 Parte Profs. Mario Murillo, Carlos Gonzalez
. Determine la funcién inversa de las siguientes funciones.

a) Dominio de f : R, Ambito de f~! : R. Dominio de f~!: R, Ambito de f~! : R.
4y +3

Escribimos: 22 =3 — yy despejamos z: 20 —3 =4y =2 =4y + 3 = x = 5
es decir f~1(y) = 4y2+ 3, o bien, puesto que se puede usar cualquier letra para la variable

fi @) = 223,

b) Dominio 4 — z > 0 = z < 4, entonces:
Dominio de f : | —oc,4], Ambito de f : [2,+00[, Dominio de f~! : [2,+occ [, Ambito de
fli]—o0,4].
Escribimos Vi —z+2=y=Vi-—ar=y-2=4d-2=(y—-2)? = —o=(y—2)2 -4 =
r=4—(y-22=a=4—y?+4y — 4= 2= —(y? —4y), es decir f~(y) = —(y* — 4y).
Cambiando de variable: f~1(z) = — (2% — 4x).
¢) Dominio: Se debe cumplir que 2z —3 >0 =z > %, entonces
Dominio de f : [2,+o0], Ambito de f: [0,+00[. Ademas: Dominio de f~! : [0,4oc],
Ambito de f~': [3, +oo].
Sea v/2x — 3 = y, tomamos cuadrados 2z — 3 = y? y despejamos z: 2z = 2> +3 = z =
y* +3 _ ¥ +3 z? +3

2 2 2 -
d) Dominio de f : R\{2}, Ambito de f : R\{0}. (Obsérvese que la funcién no puede "valer”
0).

, es decir f~1(y) . Cambiamos de variable f~1(z) =

Escribimos ng =y= % =r—-2= %+2 =z, es decirz = 2223/ = [y = %
Cambiando variable f~!(z) = 2 "';29”.
. Considere la funcién f(x) = 2% — 4a:
a) flxa)=0=z=00z=4.
h) Como se trata de una parabola, basta encontrar su eje de simetria x = —% = % =2y

tomar por ejemplo el intervalo [2, 400, en el cual la funcién f es creciente y por lo tanto

invertible.

¢) Para el intervalo [2, +oc [, hacemos 22 — 42 = y. Se debe despejar z en términos de y.
Para esto, completemos cuadrados a la izquierda 2% —42 = y = 22 —4a+4 = (2—2)% = y+4,
luego /(z — 2)2 = |z — 2| = \/y + 4. Como en el intervalo dado, |z — 2| = = — 2, podemos
escribirz —2 = y+4 =z =2+ y+4y f~!(y) =2+ /y +4, cambiando de variable
obtenemos f~'(z) = 2+ vz + 4.
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d) Comprobacién: Se debe cumplir que f(f~(z)) = f~1(f(z)) = =, es decir f(f~!(z)) =
(@) =4(fH2) = Vo +442)* - 4(Vr + 442) = (z+4)+4Vz + 4+4—-4V/z + 4-8 = z.

. Determine la funcién inversa de las siguientes funciones:

a) f(x) = In(2z + 3)3. Escribimos In(2z + 3)3 =y = 3In(2z +3) =y = In(2z + 3) = %,
y y e% -3 e% -3
luego 22 +3=¢3 = 2r=¢3 -3 = o = 5 , de donde f‘l(y):T. Cambiando

variable f~'(x) = &%=3.

Comprobacion: f(f~'(z)) = In(2f " (z) + 3)® = 3In(2f'(z) + 3) = 31n (2632—3 + 3) -

31n(e§—3+3):31n(e§):3§:x.
b) f(z) = 3+ In 3z — 3. Escribimos: 3+In¥3z -3 =y = In(3z — 3)3 = y — 3 —
tIn(3z-3) =y—-3=In(3z—3) =3(y—3) = In(8z—3) =3y —9, luego 3z -3 =¥ —
8= "0 43— o = £ F3 de donde ! (y) = 3

3
e3*9 43
R

. O bien, cambiando de

variable f~!(z) =

3x—9
Comprobacion: f(f~1(z)) =3+ /3f(z)-3=3+In <3 3%"’3 - > =

1 3(z—3)
3+1InVed#3) =3 +1n(e3@3)s =34+ Ine” 3 =3+Ine® P =34+2-3=2.
3z
0) f(z) = & 2 Escribimos —2

3
1
3z =InBy+2) =z = w, o bien z = In(3y +2)3 o atin z = In Y3y + 2, de donde

f~Y(y) = In /3y + 2. Asi, cambiando de variable f~!(z) = In /32 + 2.
3 7N@) L9 3 BaF2 _ 9 on(¥3aF2)° _ 9
3 - 3 - 3

3 .
el =2 e 93y — 3 — 3y 1 2 luego

Comprobacién: f(f~'(z)) =

(VB32+2)°-2 3242-2 3z
3 =~ 3  —3

d) f(x) = 103* — 2. Escribimos 103* — 2 = y = 10%% = y + 2, luego 3z = log,((y + 2) =

x = w, es decir = log;, ¥y + 2. Entonces f~(y) = log;, &y + 2 y cambiando
de variable: f~!(x) = log,, ¥/ + 2.

Comprobacién: f(f~1(z)) = 103/ '(®) _ 2 = 103log10 VaF2 _ 9 — qglogie(VaFD? _ 9 —

(Vx 2P -2=24+2-2=nu.

= X.

. Halle la ecuacién de la recta tangente.

a) f(z) =In(z — 1) en z = 2. Para hallar la pendiente de la tangente, primero derivamos:

'z :#yevaluamosenx:Q: f(2 :L:lzl,porlotanto,mzl.
rz—1 2—-1 1

Luego el punto es: f(2) = In(2—-1) = Inl = 0. El punto es (2,0), por lo que b vale:
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b=y—-mr=0-12=-2ylarectaesy =z — 2.

b) f(z) =Inz—1ena = 1. Derivamos f'(z) = % y evaluamos f/(1) = % =1=m. El punto
es: f(1)=Inl1-1=0-1= -1, esdecires (1,—1), porloqueb=y—maz =-1-11=
—1—-1=-2. Larectaes: y=x — 2.

¢) f(x) =z —Inz, enxz = 1. Derivamos f'(z) =1 — = y evaluamos f/(1) =1 — % =0=m
Es decir, la tangente en z = 1 es una recta horizontal. Luego f(1)=1—-In1=1-0=1, de

donde la ecuacién es y = 1.

. Use las propiedades de los logaritmos para derivar.

a) f(r) =va2 +1 \/x2 . Escribimos y = \/3;2 \/sc2 —1,luegolny =In(vVaZ + 122 — 1) =
InvaZ +1+1n ¥z :>1ny71n(x +1)2+ln(x - )3 = Iny = ;In(z®+1)+ 5 In(z?-1).

y 1 1 11

Luego, derivando a ambos lados, tendremos 7 = 2$2+12x+ 37 12x:>
v _ 2z x 2z
y*x2+1+3(x2 ok dedondeyy( +1+3($2 1)),esdecn'

’ _ 2 35 x 2z

flx) =va? + 1V 1<x2+1+3(x21))'

Adicionalmente, si las raices se reescriben en notacion exponencial y se distribuyen dentro
1

1

r(2®-1)3  2x(x®+1)2

T P

(22 +1)2 3(z% —1)3
(2?2 =3)? _ (2?2 =3)? B (2 —3)% \

3In(z? — 3) — £ In(2® + x + 1). Luego, derivando ambos lados:

del paréntesis, la derivada queda: f'(z) =

/

%:3 21 27 — 1 1 (2x + 1), es decir y/(x) = y( 6f3— (2x+1 )>,porlo

x4 —3 222+ x+1 2022+ +1
—3) 6 2z + 1
ue finalmente se escribe: (= L _
1 f@) = \/x2+m+l( -3 2@’ +z+41)
dy
. Halle P

a) y = 233", Se tiene que Iny = In(23”) => Iny = 3Inz + zIn 3, de donde L [Iny] =

43z tom3] = §W =3 ym3— W oy 1 m3) = ¥ =2337(3 1 1m3), 0 bien
gy 2237+ | (In3)a3°.
b) y = (z + 2)**2. Escribimos Iny = In(z + 2)**? = Iny = (z + 2)In(z + 2), de donde
L (Iny] = £z +2)In(@+2)] = (v +2) In(z +2) + (¢ +2)(In(z +2))’ =
%Z—y =In(x + 2) + ii% = In(x 4+ 2) + 1, lo que resulta en % = y(In(z +2) + 1), es decir
W — (24 2)™*2(n(x+2)+1).

1 T I 1 T 1 1 —In(z+1)
c)y:(m) .ESCFlblmOSlny:ln(x+1) ::H_lln(m_u):lny:357+1



Ejercicios de MA-1210  Calculo 1 153

Ay = d [T+
de donde dx[lny]_da: T
1dy _ (—In(z+ 1)) (z+1) — (—In(z 4+ 1))(z + 1)’
z4+1
- In(z + 1) B
N __1dy _ —l+@+1)
Yde — (r+1)2 Ude @+ de donde

dy _ ( 1 )z}rl —1+In(z+1)

de — \z+1 (z +1)° '

. Calculo de limites usando la regla de L'Hpital.

La aplicacién de la regla la indicamos con un x* sobre el simbolo = correspondiente, asi:
a) lim (l — ﬁ), forma indeterminada oo — 0o

z—0 Z
e —0—-1 .. e’ —1 * . e” 1
T a—0 (e — 1) +axe” = limy (ezfl)+xez_ill%ez+(l+x)ex —T+1

1

5

1

. —z . . +

b) lim €z*, forma indeterminada 8—+
r—0

Sustitucion: v = % Tendencias: z — 0t <= u — 4o0.
1

lim €% — lim e 7 = lim we = lim

1
x =
z—0+ € r—0+ € u——+00 u——400 e u— 400 e +00

N
Y

) Sea a un nimero real constante, lim+(1 + az)=, forma indeterminada (1)™°°

z—0
I S,
In(14+ax 1+ax
1 l In(1+ax) im (a: ) % lim 1 lim ﬁ
lim (1+ax)z = lim e+ — lim e~ =z = es—0t = ga—o0t = eo—o0t
z—0t z—0t z—0t

:ea‘

1
d) Sea n un nimero entero positivo, lim z7» Inx, forma indeterminada (0")(—o0).

z—0
1 nz * 1 1 1
lim znInz = lim 2L = lim —%L3+— = lim (—nan) = (—n) lim zn» = (-n)(0) = 0.
x—07+ z—0F T n z—0t+t 1 -5 1 z—0t xz—0*+
n



3.
(@)
(b)
(©)
(d)

(€)
4.

(@)
(b)
(©
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Ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas e Inversas: IV Parte

Prof. Patricio Becerra

. Calcule la siguiente integral / G e’ dx.

DIn(e” +1)

. Calcular los siguientes limites:

a) lim logy(2? — ) b) lim In(x —5).
Tr— 00 x—5+

Considere la funcién f(z) = 5 — 423.

Muestre que f es inyectiva,

Calcule g(z) y determine el dominio,con g = f~1,
Encuentre ¢'(z) en donde g = f~1,

Calcule ¢'(x) a partir de la formula obtenida en (b) y verifique que coincide con el resultado

de la parte (c).

Trace las graficas de fy g.
Calcular la derivada de la funcién dada:

_ 46_5$ — 2 3x
a)y_i—m“—i—% b)y=In(z+ Va2 +1)+2
)y =In 2t d) y = log,o(a%e).

vVr—2

. Un cultivo de bacterias empieza con 1000 elementos y su tasa de crecimiento es propor-

cional al nimero de bacterias. Al cabo de dos horas la poblacién es de 9000.
Obtenga una expresion para el nimero de bacterias al cabo de ¢ horas.
Obtenga el nimero de bacterias después de 3 horas.

Determine en que tiempo se duplica el nimero de bacterias.
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Soluciones de ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas e Inver-

sas: IV Parte Prof. Patricio Becerra

T
€ dz.

1. Calcule la siguiente integral / GEDINGES

— x _ 1 T 1 1 x _ du
Sea v = In(e* + 1), entonces du = o r1¢ dxy/ln(e”—&—l) o 1¢ dx = =Inu+

K=In(ln(e*+1))+ K.

2. Calcule los siguientes limites:

sy =In(z —5)
In (2% —z)
a) hm log, (22 — z) = IIEEOT = - ;
1 _ _ B 56/7
1nQJlﬂrr@lgln[ z(zx—1)] = ln2mlirrolo[lnx+ln(x 1)] = oo.
b) hrn+ In(z —5) =In(0") = —cc.
r—5

3. Considere la funcién f(z) =5 — 423.

a) Si f(x) = 5 — 423, entonces f'(x) = —1222, f'(z) =0, si z = 0. Tenemos que f”(z) = —24x,

f"(xz) =0, si z=0. Si se hace una tabla del comportamiento de f(x).

y=05—423
T | —o0 0 +oo
r@ - o - KE)
f"(=) + 0 - —\ e
f(z) | +oo & ?Q —00 \ .

Si f(x) es estrictamente decreciente, entonces no repite valores, es decir, es inyectiva. Por

lo tanto es invertible.

b) Sea g(z) = f~!

(x); entonces f(z) = 5 — 42% = 5 — f(x) = 42° = =z

5—f() 3

=

35_Tf($):x por tanto f~! 5236 Asi, g(z \ﬁ\‘% —\/75—x%
Dominio = R.
—1y/ _ 1 _ 1 —1y _ 1
C) (f ) (m) = f'(f_l(l‘)) - —12(f_1(:v))2' por tanto (f ) (l‘) - 1 (3 — x>2 :
4
i A —1y/ — \‘3/ﬁ — v 2 _ é/i
En conclusion (f~) (z) = BYG-27 1267 6 a7
d) La derivada de la inversa es:
%/E

g(@)=—3 %(5 — )3
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A f(x) =5 — 4a®

e) Grafico de f(z)y f~!(z).

%
\L @) = i/?

T

4. Calcular la derivada de la funcion dada:

—5a
V=g
, (—20e757)(—at 4 90) — 4e75%(—423)  4e~ 7 (5at + 4a3 — 450)
N (z* —90)2 N (z* —90)?
b) In (z + Va2 + 1) + 23¢ = .
NETES | RvEa
Y= z+vVx2+1 +3(ln2)23w - z+vVx2+1 +3(1n2)23w B
1 1

2
Vet 1T gng)gte,
2vVa? + 1(z + Va2 + 1)

1
C)y—lnfL In(z+1)-— ln\/x—2=1n(x+1)—%ln(:v—2):>
;_ 1.1 20 —4—z—1 _ r—35
y *x+1 2@-2) 2@+0)z-2) 2@+D)z-2)
In (z3e=37) 1
3 —3x _ 3 —3z\ _ _
d) y =log;, (z )= 10 llo(lnx +1Ine )—1n10(31na: 3z) =

p_ 1 1 1 3 — 3x)
Y =10 (33? ) In 10 ( z
5. Un cultivo de bacterias empieza con 1000 elementos y su tasa de crecimiento es propor-
cional al nimero de bacterias. Al cabo de dos horas la poblacién es de 9000. El modelo

matematico es y = ce**, donde c es el cultivo inicial, k es la constante de proporcionalidad

y t el tiempo transcurrido en horas, a partir del momento inicial.
—Sit=0,y=ce’”" = y(0) = ¢ = 1000.
—Sit =2,y = 9000 = 1000e%*, lo que implica e?* =9, por lo que 2k = In9, como 2k = In 32,
0 sea 2k = 21n 3, se obtiene k = In 3.

(@) y = 1000et(™3),

(b) y(3) = 1000e3) si t = 3 horas.
y(3) = 1000e™3° = 1000e!27 = 27000, hay 27000 bacterias (pues e"27 = 27).

(c) Siy = 2000, entonces 2000 = 1000e!(1"3) — 2 = n3" — 2 = 3¢, por tanto In2 = In 3¢,

sabemos In2 = ¢1n 3. Concluimos que el tiempo de duplicacién ¢t = 2 boras.

In3



Tema No. 7

Ejercicios de funciones trigonométricas y funciones

trigonomeétricas inversas: 1 Parte Prof. Angel Ruiz

. Calcule la primera derivada de la funcién, y = i (% In g 1L %

-+ arctan x) .

. Escriba la siguiente expresion en forma algebraica sec [arcsen(z — 1) ].

dz
. Int .
neere / (r —1)Va2 — 2z

dz
. Integre [ —4L .
g V4 — 6z — 922
. Integre 7”;6_;12 dz.

157
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Soluciones de ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigono-

meétricas inversas: 1 Parte Prof. Angel Ruiz

. Calcule la primera derivada de la funcién y = i (% In L+ % + arctan :v)
Soluciéon La funcién se puede expresar como y = i b [In(z + 1) — In(x — 1) ] + arctan x},

luego derivando término por término, tenemos:

v =1 {% [m—lu - xll} * 143952} -3 {(aé:c_j)l)_(agit;)} +%(T1932)
*4(3;+1%(x—1) + 4(1—1m2)'

. Escriba la siguiente expresidén en forma algebraica sec [arcsen(z — 1) ].

Solucién Sea arcsen(r — 1) = y = sen(arcsen(x — 1)) =seny = = — 1 = seny.

Construimos el tridangulo rectangulo asociado. Como /
buscamos la secante de y = secy = hipotenusa
y Y~ Cateto adyacente / o1
1 .
SeCY = —F——— |- $
LNy // v M
1—(z—1)
l dx
. Integre .
& / (r —1)Vao2 -2z
Soluciéon Vamos a completar cuadrados dentro de la raiz 22 — 22 = (22 — 22+ 1) -1 =
(r —1)2 - 1.
La integral se convierte en / 1 dx.
& @1z 12 -1

Si ponemos u = x — 1 = du = dz y la integral sera /u\/%du = arcsec |u| + C =

arcsec |z — 1] + C.
. Integre [ ——dT
g V4 — 6x — 9z2

Solucion Completamos cuadrados

4—6x—92% = 4— (927 + 67) = 4— (9x +6z+1-1) ((3z 4 1)? 3x+1) +1=

Vi — 63:—99:2 /\/5 3x+1 /\/ 3x+1)2'

5—(3z+1)2, entonces I = /

Siuz3x+1=>du=3dm,[=1

]t e (3) -

arcsen (396\/—% 1) +C.
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vr—2
T 1 dx.

. Integre

Solucion Consideremos u = vz — 2.

du _ 1 L — — 2 ; o
N = 2udu=dzryz=u’+2(despejando de v = vz — 2).

dx
VT —2 u _ wdu (u —|—3—3 du_ B B
/I+1 =) wmtdu=2 ) g =2 (u? + 3) 2| ) A 2+3

2{/@3/1&“\@2] 2[u3~\}§arctan<\7§>} +C =

2/ — 2 — 2¢/3 arctan +C.

i

S
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Ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inver-

sas: II Parte Profa. Gloria Bonilla
1+2x
. / NG dx

. / 3 g
Vb — bx?
/47m+1_‘_571+2

—_

no

w

3o dx

1 dx

Sen T Cos

ul

e’ sen(4e” + 2)dx

N

In(z + m) dx

T+ 2
d.
2 +8x+7 v

/ (b)) @

10. / Senxr — Cos T dx

/
/
6. / sen(Inz)dz
/
/

©

cosr +senx + 8

11. /(nx)lidm

dzx
. [ o

13

] dx
V8 — 2

14. /3%“’ dx

15. _2’dx
Vb —1
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Soluciones de ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigono-

métricas inversas: Il Parte Gloria Bonilla

. /1+xdm:/(sc_%+m%)d$:2m%—|—%x%+0:2\/§+%xﬁ+0.

NG
3 _3 de__ _ 3V5h
. /ﬁdfﬂ— % m 5 arcsen$+C
47m+1+571+2 4.4 5—1.52 —x —x
g 12 (3)” E (2)"
12 3 3)* — 5
/(4) dx+75/(5) e = T+ Ry O
1 1 benx senx 2
. 7d = t d =
/senxcos:v x /senxcosx sen:c /sen xcosx /cosec xtanrar
/cosec T i
cotx
2
Sea u = cot x => du = — cosec® zdz, entonces se tiene /%dm =— dﬁu = —In|ul +
C=—In|cotz|+ C.
. /e“’sen(4e”‘+2)dw.
Seau=4e" +2 — du =4 dx = d4“ =e dx.
/ewsen(4e”—|—2)dﬂc = i/senudu: —icosu—l—C: —icos(éle” +2)dx + C.

. / sen(Inz)dz.

cos(lnx)

X
Volviendo a aplicar el método de integracién por partes se tiene que con u = cos(lnz) =
sen(ln x)

=—-——7F S du=dr,v=1r=

Seau =sen(lnz) = du = dz, entonces /sen(ln x)dx = zsen(lnx) —/cos(ln x)dzx.

en(lnz)dz = zsen(lnz) — [z cos(lnz) + /sen(ln z)de] =

Vo F

sen(lnz)dz = zsen(Inz) — zcos(lnz) — / sen(lnz)der =

2 [ sen(lnz)dr = zsen(Inz) — zcos(lnz) + C' =

—

2 sen(lnz) do = xsen(lnx) ;xcos(lnx) Lc.

In(z + v1+ 22)dx

Seau =In(z+ v1+2?) = ﬁdm = du, entonces:

In(z ++v1+22)de =xln|z+v1+ 22| —

— —

—

dr = zIn(x ++1+22)—V1+22+C.

IR
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11.

12.

13.

14.

15.
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42
/z2+81:+7dx

. ’ . . . T +2 _ A B _1
Aqui usamos el método de fracciones parciales: e e (x+1)+(x+7) :>A—6,
5
B—6.
/7$2f_§x2_~_7dw=%/xildx+%/xi7dx:%ln|x+1\+%ln|x+7|+0.
2 2
| Gtirs) o= [ Goabigpe va que s® —9r 8= (@ e —5)
4 22 __A B C D
AdemaS, (1’—1)2(1'—8)27$_1+($—1)2+x_8+(x—8)2:>
22 =A(x—1)(z —8)*+ Bz —8)*+ C(z — 1)*(z — 8) + D(x — 1)*.
Siz=1—1=49B—B=1, 0 =8=—64=49D—D =04 4 —0— 84+ =10
16 49 % 16 49 49
x:2=>6A—C:4—9,seobt1eneA:m,C:—%.A51,

2
z 16 g1 16 . e 64
/(12—9x+8) dv=gghle 1= g5 3l -8 - g + ¢

SenT — CoST _ 4.
cosxr +senx + 8

Sea u =cosz +senx + 8 = du = —(senx — cos x)dz, entonces:

senx — cosx _
/mdfb = —In|cosx +senz + 8|+ C.

— N — N — T 1-n 1_’n/+1
/(nm)lex = /an:cln dx = % +C = (n:v)% + C.
n +1

dx dx 1 T
= = ——arctan 2= + C.
247 /xQ—l—(\ﬁ)Q \ﬁarc an\ﬁ-i-

/\/gdfa:Q :/\/(\/g;_x2 :arCSenQ\%+C_

I= /3Ie"’/’d:v = /(3e)“’d:p

e, _ a® _ (3¢)" _ 3%
Como/a da:—lna—i-CﬁI— o 36 +C = 1+1n3+c'
_2?dr_ geq 43 — u, 22dz = 9 entonces se tiene:
Vb —1 3

1/ _du _1 _1 3
5] Tz 3arcsec|u| +C 3arcsec|:17 |+ C.

También se puede resolver usando la sustituciéon u = secf, du = sec tan 6 df, por lo que:

1 du 1 [ secOtanfdf _ 1 _1 7 _ _
5] Jwr—1=3 \/m_31n|sec9+tan9|+0—31n|u+\/u 1I|+C=

%1n|x3 +Vz —1|+C.
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Ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inver-

sas: 111 Parte Profa. Coralia Malavasi
2)-
. Calcule los siguientes limites, si existen:

. Trace la grafica de y = —2sen(

2 lim, (it b) i o
O iy —'5sg- )l o
€) i, @
. Calcule la derivada en cada funcién:
a) f(z) = tan(2x)3. b) g(x) = tan3(2z).
¢) f(z) = 5L, d) f(z) = Vsecztanz.
€) g(w) = 7oL . f g(x) = 27 sec(d).
. Calcule las siguientes integrales:
a) / 2z +4 . b) /secm(tanaj + cosz)dx.
c)/idx. d)/dixdm
V1-—e2 Viz —2?

sen” r

2 cosx " cos V&
e)/:lr 5 dx. f)/i2ﬁda:
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Soluciones de ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigono-
meétricas inversas: 111 Parte Profa. Coralia Malavasi

Periodo: 2% = 47. Amplitud | — 2| = 2.

. Trace la grafica de y = —2sen(Z )

2)' T

[N

N ) N
tan7x _ 1. osenT7x. 1 . sen7x) 1 1 _ 11_7
) a)l 1 sen 3 _ili%cos?x sen 3z _igr%)?( Tx ) cos Tz 3sen3x =71 13 3°
3z
h
h g 1 ( h )_ q1—
b) hotanh ilL—%senh flLLII%)CObh sen h =Ll=1
cosh

02 iy 0% 1dcosO g 0°(1 +cost) _
T —cosf ~ o T—cosf T+cosf o0 1 _cos?0
2
0°(1 + cosf) _ lim( 0

9—0 \sen 6

9) 11

lim 5
0—0 sen” 6
Nota: En b) y ¢) se puede aplicar la regla de L’Hopital.

) (1+cosf) =12 =2.

— cosbh N
d) li IHO osTh=1 Forma indeterminada 9 o Seusa L'Hépital.
— cosbh sen 5h-5 _ : cosbh-5:5 _  1.25 _ 25
;ili% cosTh—1 " ;ILIL% —sen 7h-7 por 1'Hepital ;ILIE}) —cosTh-7-7 — 149 = 49°
e) 11161 x'n%  Forma indeterminada 0°.

Siy= lim 2'® = Iny = lim In2'"" = lim tanzlnz = lim lnlm , que es de la forma

z—0t z—0+t z—0t z—0
tanx
X v podemos aplicar la regla de L’Hopital.
1 1
Iny = lim Inz lim Lo = lim —L— = lim wsenx:flO:Oﬁ
z0+ cotx xﬂo+ —csclx oo+ _ 1 z—07+
sen? x

y=¢e" =1, porlo tanto lim z'"® =1.

z—0t
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. Calcule la derivada en cada funcion:
a) f(x) = tan(2z)® = tan(82%) = f'(v) = sec?(8x3)-242% = 2422 sec?(8z3).
b) g(z) = tan3(2z) = ¢'(x) = 3tan?(2x) sec?(2z)-2 = 6 tan?(2z) sec?(2x).

Q) f(z) = SCUL —, p/(y) = LCOST —SONT

x
d) f(z) = Vsecxtanz = f'(z) = Nﬁ(secxtanxtanx +secxsec?z) =
sec z tan® x + sec® 2
2+v/sec z tan x
2
05— i o - L oo
—csc?z(14 escx) + cot?wescr  —cesc? (1 + esca) + (esc? x — 1) escx
(1 + cscx)? N (1 + cscx)? n

—csc?z(14 cscx) + (cscx + 1)(cscx — 1) escx (14 csca) [—esc? x4 (escx — 1) escx]

(1 +cscr)? B (1+ cscx)? N
—csc?x 4 csc?x —cscx | —CSCx

1+cscx ~ 1+4cscx”

f) g(z) = 2° sec(l) :>g’(ac):5x4sec(%)+x5sec(%)tan(%)(——2) =

5x4 sec (%) — 23 sec (1 ) tan (%)

. Calcule las siguientes integrales:
a) / 2z + 4 ——"——5dz Se realiza por fracciones parciales.

_ _ 2
2044 _ A, B, C .. 2044 _ Az(z-2)+B(x—-2)+Cx

xz(x—Q)_f—i—? z—2 2% (x —2) 2% (x —2)
22 +4 = Az? —2Az + Bx — 2B + Ca2? = Ax? + C2? —2Az + Br — 2B = 02® + 20 + 4 =
(A+C)z? + (—2A+ B)x — 2B.

Se comparan los coeficientes 2B =4=— B =-2, 2A+B=2=— -24-2=2—

—2A=4=—=A=-2,A+C=0=— —2+C =0= C =2, por lo tanto:
2x+4 A B C 72 2 2 Qx+4
2) + —92 - T 2:>/ d
/ dx—/de—F/ 2 dx :—21n|z|—|— +2In|z —2|+C.

b) /sec z(tanx 4 cosz)dxr = /(sec xtanx + secx cosx)dr =

/ SCOL dy + / ldx = secz + x + C, pues se hizo en la primera integral u = cos z,
COoS™ T

-1
duz—senxdm,—duzsenxdxy—/d—gz 31 +C = 1
u

m+C:SGC$+C.

e’ _ o _ LT e” — du — —
9) /7mdx, u = €%, du = e%dx, /7mdx /7\/w arcsenu + C

arcsen e® + C.
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d)/ﬁ:/\/@:—xuzx 4 /\/4 4x—|—4 /m

T —
/7@2_u2—arcsen( ) + C = arcsen (“ 2y 4 ¢, usando a =2, u =z — 2, du = da.

e) Cosxdx u =senz, du = cosz.
x sen? x

V2

L a _
Slx—4:>u— 5

ysiz=35=u=1.

z 1
*cosx g du _ w20 ! R S AN o |
z sen’z qu —2+ 1] Ulyz 1 ?

f)/ COS\F u:\/f,du—id:c.Si:cz%zzuzﬂysixzwgﬁu:ﬂ.
4

3

:senw—sen%:O—lz—l.

/ cosudu = senu
us
2

NIE
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Ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inver-
sas: IV Parte Prof. Rosendo Pizarro

. Calcular los siguientes limites, si existen:

a) lim (z —1)tan(%L) b) lim (sen z)*"®
o1t 2 x—0
{m Sen mz oy 2z —sen”'x
©) lim Senna d) P +cos™lz’

. Calcule f’ en cada caso:

a) f(x) = sen (—2° + 3z + 8)3 b) f(x) = ‘Tf(—gij(;rj)
¢) f(z) = sec(cot Vat1) d) f(x) = cot71(a® — 4) — 2% sec™1(67)

e) f(z) = /z — cos~L(z + 2).
. Calcule las siguientes integrales:
V2
2
a arcsen z ; b / dx ¢ / dx )
)/0 V122 @ ) V4 — 6z — 922 ) vzt —16
. Trazar la grafica de y = sen (z + %)

. Resuelva para z:

a) 2arcsen (2z —5) = b) 2 cos = + sen 2z = 0.
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Soluciones de ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigono-

métricas inversas: IV Parte Prof. Rosendo Pizarro

1. Calcular los siguientes limites, si existen:

0 —00
a) Tlinll+ (x I 1) tan (Zz) es de la forma indeterminada 0-(—oo).
—1
lim, % = lim, W_(i) = (L'Hopital) lim, —csc2(1gx)(g) — 711%) - -2
tan(gz)

b) lim (sen z)"™ " es de la forma indeterminada 0°.
z—0

Sea y = lim (senz)®®% entonces Iny = In [ lim (sen m)tanx} = lim [tanz lnsenz] =

rz—0t z—0t z—0t
1 coszT
lim [ln senx} — iy |Senz ST sent | _ iy |coszsen®x| _
s—0t Lcotan | ['Hopital z—0+ | —csc? 20+ 1 a0t | T Senw
sen?
lim [cosxienx} :cos()slenO _ 01 —0=1Iny e =1=y= lim (senz)™ %=1
z—0+ - - - z—0
0 lim senmr  _ |y cos(ma)(m) _cosOm _1m_m
2—0 SENNT | y5ni 00 cos(na)(n) cos0 M 1n n-
-1
—sen 'w

02x+cos T
Seayzben r =—>seny =z, entonces r — 0 <y — 0.

Sea y:COS_ll‘ — cosy =, entonces xr — 0 <:>y - %

22z —senlz _ 2(0)

- 0-0
Sustituyendo los valores, tenemos hm L5y + cos To —20)FE ~ 0%~

|
w\:\\o
Il
(an)

2. Calcule f’ en cada caso:

a) f(x) = sen(—a°+3z+8)3 Seap = —2°+32+8 = (sen u3)" = cos u®(u3)’ = cos u3(3u? )’
En términos de x tenemos f/(z) = cos(—a® + 3z + 8)33( — 2° + 3z + 8)2(75934 +3).

tan (3x +8) _ [tan(3z +8) ?

b) f(z) = —cosx x? — cosx
La derivada f/(z) = (3 tan?(3z + 8) sec?(3z + 8)(3)(2:13 — cos 5;) (22 + sen z) tan3(3z + 8)
(z? — cos z)
tan?(3z + 8) [9(2? — cos x) sec?(3z + 8) — tan(3x + 8)(2x + sen ) |

(22 — cosx)?

) f(z) = sec(cot(v/z + 1)) f'(x) = sec(cot(vx 4+ 1)) tg(cot(va + 1)) (cot(vVx + 1)) =
sec(cot(vx + 1)) tg(cot(vz + 1)) (—esc?(Vz + 1)) (Vz + 1) =
—sec(cot(y/x + 1)) tg(cot(v/z + 1)) esc? (Vo + 1) Wﬁ

d) f(z) = (cot™1 (25 — 4)) — 2% sec™!(6x)
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Fla) = ﬁ - [21: sec™1(6z) + 22 (mh/?%ﬁi—l)]'

1
e) f(z) = /z — cos~L( = (z —cos™Hz +2))?2
1
f'(z) = §(x — cos™ (z + 2))_5(33 —cos (x+2) =
1 1
1 -1 -3 —1 1 -3 1
Lz - 192)72 [1— Lz — +2))72 |1+
5(x —cos™H(z +2)) [ 1_(x+2)2} 3 (z—cos™ Nz +2)) [ e
3. Calcule las siguientes integrales-
2) / arcsena: o / \/arcsenz .
V Vi—a?
Sea pu = arcsenz, du = \/% dz, entonces arcsen 0 = 0, arcsen @ = U = g =sen |t =
—x
= &
= Z. Asi, tenemos arcs 3.1 g _/ 3 dy =
I 4r /0 (arcsen ) = x ; w2 dp
T
23 o= 2(1)3 - 2(0)2 = 2

1
3 3 )2 - (:C + 3
1
1 3 1 3r+1
3arcsen( 75 >+C’—3arcsen( >+C’
vs Vb
) / dx
vzt — 16
1 ;
Sea yu = a2, u? =z, dv = Ly~ 2du, entonces Z S =
' = ' Vo6 T Je-o m
dp 1 dp 1 2
/W2/M iarCSQCZ+C *arCSGCZ+C
4. Trazar la grafica de y = sen(z + T).
El desplazamiento a la izquierda: —% proviene de z + 5 = 0 = = = —7, ( donde "inicia”

la grafica). Observe que:
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4 y(z) = sen(z + F)

—siz=—%,sen(—5 + %) =sen0 =0, par (-3,0) \

—siz=0,sen(0+ %) =sen% =1, par (0,1) W/\ /\57(
—siz = F,sen(5 + §) =senw = 0, par (5,0) _Wif/‘ \\\ i ——
—siz =37 sen(3f + Z) =sen2r =0, par (2,0) / \/
—siz=m,sen(r+ %) =sen3f = —1, par (m,—1). -

Se observa que la grafica de la funcién, es en realidad la grafica de la funcién cosz. En
efecto, usando la formula de suma de angulos, y = sen(z + 7) = senxcos § 4 coswsen § =

senz(0) + cosz(1) = cosx.

Resuelva para z:

a) 2arcsen(2x —5) = . Como fo f~!(z) = z tenemos, 2 arcsen(2x —5) = m = arcsen(2z —5) =
1

5 = sen(arcsen(2z —5)) =sen§ =1 = (20 -5) =1 =20 =6 =2 = 3.

b) 2 cosx + sen 2z = 0. Dado que 2cosx + sen 2z = 2cosz + 2senx cosz = 2cos (1 +senx) = 0.

—Sicosz =0, z=3F+2km, keZ,
r=7%+2km kel
r=—5+2km, kel

x:—%’r—l—le,kEZ_,
obienx = § + kr, k € Z.

~Sisenz = -1, x=23F +2kr, keZ",
r=—-5+2km kel
o bien x = -7 + 2k, k € Z, es cual es equivalente a x = § + (2k + 1)m, k € Z.

El conjunto solucién de la ecuacién es la unién de las soluciones, es decir es el conjunto
{zx e R/x =5 + krm, k€ Z}.
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Ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigonométricas inver-
sas: V Parte Prof. Jorge Poltronieri

. Integre usando partes

a) /xcos xdx b) /12 sen xdx
9) /1‘3 cos zdx d) /senxcosmdx
e) /msenwcosxd:c f) /lnxzd:z

g) /:L'Qe*md:c h) /arcsen(?x)dx
i) /arctan(i%x)dx i) /:L'IHLL‘d:C

k) /msec2 2xdx 1) /sen(lnx) dx
m) /13 Inzdx n) /se112:rdx

0) /e‘” cos bxdx p) /x5 sen x> dx
Q) /ln(lJr:vZ)d:r r) /(lnx)zdw

s) /;L'arcsecxdx t) /x%dem.
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Soluciones de ejercicios de funciones trigonométricas y funciones trigono-

meétricas inversas: V Parte Prof. Jorge Poltronieri

. Integre usando partes.

a) Sean u = z, dv = cosxdx = du = dx, v = senx — xcosxdx:xsenmf/senxderC:

xsenz+cosx+C.

b) Sean u = 22, dv = senzdx = du = 2xdx, v = — cos & =—>

/zzsenxdx: fz2005x+2/xcosazdz+0:fxzcosa:+2xsenz+2(:osx+0. (por a))
¢) Sean u = 23, dv = cosxdr = du = 3x?dz, v = senx —>
/x?’cosxdx:x3senx—3/x28enxdl‘+0:x3senx—3(—x2cosx+2xsenx+2005x)+0:
23 senw + 3z? cosz — 6z senz — 6cosz + C. (por b))

d) Sean u = senz, dv = cosxdr = du = coszdz, v = senz =

/senxcosa:dx = sen’x — /senwcosxdm +C; = 2/senxcosxdx = sen’z + 0 =

senx cos rdx = %sean—i—C.

e) Sean I = /xcosxsenxdx, u =2 = du =dx, dv =cosxsenxdr, v= %Sen%c (por d))

= I = %xserﬂxf %/SGDZIdI: %zsen2mf% [% - %] + C (por n))
f)Seanuzlnxz,dv:dx:>du:i—gdm:%dm,v:x:
/lnx2dx:xlnx2—2/da:+C’:xlnm2—2x+C.

g) Sean u = 22, dv = e ¥dr = du = 2xdx, v = —e ¥ = /x2e_$dx = —z%e7 " 4+
2/xe*zdm+0.

Seanm =z,dn =e¢ "dr = dm = dr,n = —e "dx = /me*mdm = —ze ” +/e*””dx =

—ze 7 —eTT = /xQe‘”” dr = —z%e % —2ze™* —2e * + (.

h) Sean u = arcsen 2z, dv:dxﬁdu:%,v:xﬁ

I:/arcseandx:xarcsenx—Z \/%79341‘24—6’.

Seau =1-42?> = du = —8zdr = —%‘ :xdx:>I=xarcsenx+i/d—nycomo
uz

d—qf = /u*%du =2y/u+C = /arcseandx = zarcsenz + V1 — 422 4+ C.
uz
3dx

i) Sea v = arctan 3z, dv = dx, entonces du = 5,
1492

V=T =
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d
/arctan 3xdx = v arctan 3z — 3/ I i gxz +C.

_ 2 _ xdr 1 dt 1 _ 1 2
Seat=z ,dt—2xdm:>/1+9x2—2/1+9t—18ln(1+9t)—181n(1—|—9x):>

/arctan 3xdx = x arctan 3z — 1—38 In(1 +922%) + C.

2 2
j)Seanu:lnx,dv:zdxﬁdu:@ v:Lﬁ/xlnwdx:M%f%/xdx:

T 2
22y 1.2
5 Inx 17 +C.
k) Sean u = z, dv = sec? 2xdr = du = dx, v = %tan2x =
/:z:sechda:: %tan%s— %/tan2xdm+0= %tan2x+%ln(cos2x)+0.
cos(lnx)

1) Sean v = sen(Inz), dv = dz = du = de, v=0=

T
/sen(ln x)dr = xsen(lnx) — /cos(ln x)dx + C.

Sean m = cos(lnz), dn = de = dm = fw, n=x=—

/cos(lnx)dx =zcos(lnz) + /sen(lnx) der = /sen(lnx) dx =

zsen(lnx) — x cos(lnz) — / sen(lnz)dz +C = /sen(ln x)dr = Z(sen(lnz) — cos(lnz)) + C;.

2
4
m)Seanuzlnx,dv:x3dx,:>du:d%,v:%:
4 4
3 _ oz _1 3 S il _1
/:L' lnxdxfllln:r 4/23 dx+C’f4(lnz 4)+C.
n) Sean u = senz, dv = sen xdr = du = cosxdzx, v = —COS T =—>

/senzxdx:—senxcosx—l—/costdm—l—C:—senmcosx—l—/(l—senzx)da:—i—C:

—%—!—x—/senzxdx—l—Cﬁ/senga:dxz%—%—FC.

0) Sean u = e%®, dv = cosbxdx = du = ae®*dx, v = % —
/e‘”cosbzd:c: w - %/e”senbxdz—%C’.
Sean m = e*”, dn = senbxdxr = dm = ae®*“dx, n = —% =

/e‘”cosbxdl‘:w*Q(*w+%/e“zcosbxdx)+0:

b
e senbr | a gaw oqp — (%)z/e‘” cosbrdr + C =

b b2
%(e“‘” senbr + %e‘” cos bz) be™® (sen bx + % cos bx)
e’ cosbrdr = 5 +C = — + (.
1+ e a®+b
b2

p) Sean u = 2%, dv = 2 sena®dz, du = 3z*dw, v = —% cosz® =
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3 3
/x5cosx3da:: —%cosm3+/x2cosx3dx+02 —%cosx3+%senx3+0.

Sean u = In(1 4 22 ,dv:dxﬁdu:mdx,v:zﬁ
1+ 22
2
/ln(1+x2)dx:xln(1+x2)—2/1ff_x2dx—|—0:

2
xln(1+$2)—2(/%dw)+02xln(l+x2)—2z+2/1_(’1_xx2+C:

xIn(l + 2?) — 22 + 2arctanz + C.

21£md$, V=1 =

r) Sean u = (Inx)?, dv = doz = du =

/(lnx)zd:v =z(lnz)? - 2/1n:rdac +C.

Seam=Inz, dn = dxr == d%,n:x:/lnxdac:xlnx—/dxlenx—x+6':>

/(lnm)2d:1c =z(Inx)? —2zInx + 22+ C.

2
s) Sean u = arcsecz, dv = xdr = du = dr, v = % ==

zvx? —1

2
/xarcsecmdm: %arcsecm—%/ﬁdm—kC.
_ 2 _ z _1 [ dt _1, — 2 _
Seat=u 1=dt 2xda::>/mdx 2 | Vi 22\/%4—0 v 1+C =

2
/xarcsecxd:v = %arcsecx — %\/1'2 —1 +C

2z
€
- =
2

t) Sean u = 23, dv = e**dr = du = 32%dx, v =

3,2
/x?’e%dm: %— %/xze%dx—&—(}’.

2x 2x
Seam =22, dn = e**dx = dm = 2xdx, n = &~ =>/er2’3de e —/me2’”dx.

2 2
2 2
Seant = z, ds = e¥*dr = dt = dz, s = % — /xezmdx = zeQm —%/ehdx =
2x 2x
er _eT x3e2wdx:e2w(%x3—%x2+%x—%)—|—C.
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Examenes



176 1 Examen Parcial 11 ciclo 99

UNIVERSIDAD DE COSTA RICA

FACULTAD DE CIENCIAS MATERIA: MA-1210. Calculo 1

ESCUELA DE MATEMATICA I1 CICLO LECTIVO. 1999
— 1 Examen Parcial —

. Z s Z _ 31‘2 — 12:(;
I) Haga el estudio completo del grafico de la funcién f(z) = ST

3
IT) Calcule sin integrar / V9 — a?dx.
-3

[11) Calcule el area comprendida entre las funciones f(z) = 222, g(x) = x3.

IV) Calcule las siguientes integrales:

2) / RS

2
b)/ |22 — 1|dx
-1

) [ el

- d ([ e
V) Calcule la derivada s (/1 Hldt).

VI) Determine el punto de la curva y = 22 mas préximo al punto (3,0).

VII) Determine el valor f(c) de la funcién f(z) = zv/x + 6 que satisface el Teorema del valor

medio /0 F@)dz = ()b —a).

VIII) Determine f(z) si f”(z) =5z, f'(1) =2, f(2) =5.
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Solucién I Examen Parcial 11 ciclo 99 Prof. Ing. Alfonso Molina

2 _
D f(a) = 22
1) Dy : R\{1}.

2) Crecimiento:

) f(a) = =B D R\(1).

b) Puntos criticos (max, min). f'(z) = 0 <= 322 — 62 + 12 = 0, pero A < 0 = no existe
tal que f/(x) =0.
En conclusién NO EXISTEN puntos criticos (no hay ni maximos ni minimos).

¢) f'(x) >0 SIEMPRE, pues el numerador siempre es positivo y el denominador también,

por lo que f(z) / para todo x € Dy.

3) Concavidad:
" _ 18 o
a) f"(z) = @1 Dy R\{1}
b) f”(x) = 0 NUNCA.
0 f'(z) >0<= (z—1)<0<= 2z <1, luego f es concava hacia arriba, siz €] —o0,1[Yy f
es concava hacia abajosi xz €]1,+00].

Nota: La concavidad cambia en 2 = 1, pero como este valor no pertenece al dominio de

la funcién, entonces x = 1 no es punto de inflexién.

4) Asintotas.

32 — 12z li 3z — 122
== o= = —0o0, lim =V

a)AV.  lim 2T dim ST

x—1

= 400, entonces x = 1 es A.V.

h) A.H. 111%1 f(x) = +00, entonces no hay A.H.

) A.O. 322- 12z x — 1, entonces y = 3z — 9 es A.O.
—3x%+ 3x 3z —9
—9z
92x—9

5) Interseccién con los ejes:

Interseccién con el eje z: (x,0) = 3z(z —4) = 0=z =0y = = 4, entonces (0,0) y (4,0)

son las intersecciones.

Interseccién con el eje y: (0,y) = (0,0).
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6) 3z2 — 122
f(@) 7T
Tabla de signos /
T |—00 0 1 4 +o0 713 y=3z—9
-2 1010 5

/! + + + + 1
I’ + + - - T

f 0 el 00 A oo . N /

1) Es claro que la integral es el area de la mitad de un circulo.

b

3
o =mr? =7(3)* = 9n. El 4rea del semicirculo sera 14 = 2x, por lo que / V9 — 22dx =
-3

\e]Xe}

.

1) f(x) =222, g(z) = 23.

Igualamos ambas funciones para determinar donde se cortan: f(z) = g(z) <= 22% — 23 =
0= 22(2—-2) =04+= 1 =0Ax =2,0seaquez = 0Ax = 2 son los limites de integraci6on.

Debemos saber cual de las dos funciones es mayor en el intervalo [0,2]. Tomemos z =1,
2 2
f(1) =2Ag(1) =1, o sea que f(z)>g(z). Entonces A = / (207 — 2%)dx = (323 — 1a*) ‘ =
0

0
(2(2) - 12) —0=13,0sea A=13.

V) a) /xQ\/x + 5dz. Integramos por sustitucién: Seau=x+5= z=u—5, du = dx
/(u—5)2u%du = /(u2 —10u+25)uz du = /(u% —10u? +25u2 )du = Zu
2(z+5)F —4(z+5)% + L(z+5)% +C.

2
b) / |#2 — 1|dx. Primero estudiemos el valor absoluto.

-1

(z2—1) siize]—oo,—1]U[1,+o0]

—(2?—1) siize]-1,1].

1 2 1 2

Tenemos:/ f(azzfl)dz+/ (xQ—l)dx:/ f(xzfl)dz+/ (22 — 1)dx =
1.3 % 1.3 7] 8 - 1

(=5 wa)l G = =5

T _ 2 _ 17,
c)/(T2—|—1)3dT' Seau=T°+1, du =2TdT = 5du = TdT,



V)

VI)

\%1)

VIII)
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1 fdu _1 [ ,-35,—__1_ -1
2/u3 2/“ v A 1 LB VA

d o 2 __zt _ 2P
dx (/1 t+1dt> RS G

y=a°

C 9

Hagamos una grafica de g(z) = 2%. Sea (z,y) € C, la \ /
distancia mas proxima de y = 2% al punto (3,0) sera: \ /
d= \/(x —3)°>+ (y — 0)%, como y = z2 sustituimos en d. \
d = (z—3)7+422)° = VaZ—6r+9+a% = _3 3
vVt + 22 —6x +09.

Como d es minima cuando la expresién que esta dentro de la raiz es minima, necesitamos
s6lo hallar los nimeros criticos de f(x) = 2* + 22 — 62 + 9.

f(z) =423 + 22 — 6, f'(z) = 0 <= 423 + 22 — 6 = 0. Por division sintética se prueba que
2 =1 es el Ginico cero tal que f' =0, es decir = 1 es un valor critico.

Utilizando el criterio de la segunda derivada tenemos: f”(z) = 1222 +2, (1) = 12(1)+2 =

14 > 0.z = 1 es un minimo.

Luego g(1) =12 =1..P = (1,1) es el punto de la pardbola mas préximo al punto (3,0).

g(z) =z/x+6
4
a) / zv/z + 6dx Integramos por sustitucién.

0
Seau=zx4+6=z=u—6,du=dzr,six=0,u=6ysiz=4, u=10:
10 1 10 3 1 5 3 10 5 3 5
/ (u—6)u§du=/ (uz—6uz)du = (%uﬁ —4u5) ‘6 = [%(10)§ —4(10)4—[%(6)
6 6
86 ~ 23.52.

o
=~
—~
(=]
N

(M)

b
b) T.V.M. / f(z)dz = f(c)(b —a), donde f debe ser continua en [a,b]ya < ¢ < b =
18./6 = ev/e 1 6(4) = 26 = ¢/ T 6, 0 sea f(c) = 216

f'(x) =5z, f'(1) =2, f(2) =5.
Si f”(x) = 5z, entonces f’(x) = 2% — 1 puesto que f'(1) = 2, porlo que f(z) = 32°— 1o —2
y asi f(2) = 5.

Parte de f(z) se puede hallar integrando f’(x): /(gx2 —3)de =323 — Lx+ C.

Wl
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. Calcular los siguientes limites si existen:

111 Examen Parcial: 11 ciclo 99

MATERIA: MA-1210. Calculo 1

I1 CICLO LECTIVO 1999

a) lim 7§enx
r—m ™ — T

b) lim senz®m®.
z—0t

. Un cultivo de bacterias empieza con 1000 elementos y su tasa de crecimiento es propor-

cional al nimero de bacterias. Al cabo de dos horas la poblacion es de 9000.

a) Obtenga una expresién para el nimero de bacterias al cabo de ¢ horas.

b) Obtenga el nimero de bacterias después de tres horas.

c) Determine en que tiempo se duplica el nimero de bacterias.

. Calcular f'(z) en cada caso:

a) f(z) = & [arcsec(2z — 3) 1°.
(z) =

b) f(z
0 f(z) =7z —In(z + 2).
d) f(2) = (cota)*

e T 4+ 8 cosec 2x.

. Calcule las siguientes integrales:

)/2$ fx+4d$

a3+ 4
b _____ar
)/\/4—656—9.%'2

2

x
c)/9+x2dm‘

4

d)/ VvV Inzdx

secrtanx
e)/ ‘T+secx dz.
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Solucion 111 Examen Parcial 11 ciclo 99 Prof. Rosendo Pizarro

. Calcular los siguientes limites si existen:

a) lim —Se1Z_ Forma indeterminada 2.
r—m T — T 0
T AN T coST _ 1:.. COST _ cosm _ 1
Por L'Ho6pital tenemos: 311_1,1717 5y =0 = }l—IBr 5y = 9 T 91
b) lim senz'*»*. Forma indeterminada 0°.
z—0
Seay = lim sen 2% — Iny = In[ lim (senz)*"*]. Utilizando la continuidad del loga-
z—0 z—0
) I . . In(sen x)
ritmo, escribimos: Iny = lim [tanzln(senz)], Iny = lim |[———*
r—0t r—0t 1
tan x
: : oo . Serll z (cos ) : Sen
Forma indeterminada 55 = Iny = lim |~"—5—"| = lim | > | =
0+ | —esctx a—ot [ 1
sen?
on 2 5
Iny = Iliﬂrgl+ —W} = lny = mlirg [-senxzcosz] = Iny = (—senOcos0) =
0)(1) =0 =

hy=0<=e"=y=1=y.

Finalmente: lim (senz)%% = 1.

x—0

. Un cultivo de bacterias empieza con 1000 elementos y su tasa de crecimiento es propor-

cional al nimero de bacterias. Al cabo de dos horas la poblacién es de 9000.

a) Obtenga una expresién para el nimero de bacterias al cabo de ¢ horas.

y = cef', ¢ = 1000. Como a la dos horas hay 9000 bacterias, tenemos el par orde-
nado (2,9000), aplicando la férmula, tenemos: 9000 = 1000e?* = 9 = e?*! = In9 =
(ine)(2k) = B2 = & = 1.0986.

La expresion para el nimero de bacterias después de ¢ horas es y(t) = 1000e!-0986¢,

b) Ohtenga el nimero de bacterias después de tres horas. t = 3, y =?
y(3) = 1000e'09%6() = 1000(27) = 27000. El nimero de bacterias después de tres horas es
de 27000.

c) Determine en que tiempo se duplica el nimero de bacterias.
Cuando y = 2000, t =?, y = ce*, 2000 = 10000986 — 2 = 10986t — 12 = (Ine)(1.0986)¢

In2 _ _
=> 10556 =t =t =0.6309 horas.

. Calcular f’(x) en cada caso:

a) f(x) = § [arcsec(2z — 3) = f(z) = -6 [arcsec(2x — 3) ]° (arcsec(2z + 3))’

2

, B . 5
= 1) = [anesec(2r = 8) gy,
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b) f(z) = e*™* + 8cosec 2z = f'(x) = €5 % cos x + 8(—2 cosec 2z ctg 2x)

= f'(z) = e*" % cosx — 16 cosec 2z ctg 2x.

0 flx)="7 x—ln(x+2):7[ac—ln(:r+2)]%:f'(m)z?%[x—ln(x—}—Q)] 2 x —In(z +

[
2)) = /() = Fla— @ +2)]72 [1 - 5] = f(0) = Flz— @ +2)] 72 [ZH]].

d) f(z) = (cot x)3* se hace por derivacién logaritmica.

Iny = In(cot 2)3* = Iny = 3z In(cot z). Ahora, se deriva implicitamente %-y’ =3[1 ln(cot z)+

1 v
Toorp (—esc?x)] = g = 3[In(cotz) — grrcosz) = ¥ = 3y[In(cot?) — spFcosz-
X

Sustituyo y, ¥’ = 3(cot #)3* [ In(cot 2) — serrcosE) -

. Calcule las siguientes integrales:

a) / 23; _+$4+ 4 4z, Para resolver se aplica el método de fracciones simples:

222 —r+4 _ 222 —$+4:A+B$+K:>2x —rx+4_ A Ba:+K
23+ 4x z(z? +4) T 2244 23+ 4dx T 2244
A(z? +4) + 2(Br + K) 9 B 9
T 4) < 20° —x+4=A(z*+4) +z(Bzx+ K).

Para hallar el valor de A hacemos z =0,0—-0+4+4=A(0+4)+0(B(0)+ K) = 4 =44 =
A = 1. Nuevamente, tomamos 22? — z +4 = A(2? +4) + 2(Bx + K).
Sear=1,2-144=11+4)+1(B1)+K)=—=5=5+B+K=—0=B+K ().
Tomemos ahoraz =2,8-2+4=14+4)+22B+K) = 10 =8+4B +2K — 2 =
4B+2K = 1=2B+ K (*x).

De (%) y (*x) obtengo los valores de By K, veamos B+ K = 0y2B+ K =1 =
—-B+2B-K+K=B=1.ComoB+K=0y1+K=0=— K =-1.

. 222 —x +4 A Br 4+ K
Fmalmente,/ i dx / dx +/ 2+4d

ld

Sustituyendo A, B, K tenemos d:v + dac +

/2+4

— [ 2dx+1 / Qxda:—/%dx—lnx—i—llnx +4 arct Ly 4 K.
IE: L e =l + 3 1n| N (%)

b)/\/4 — 922 /\/ 9x2—6x+4 /\/9 g)zé/\/_(xzixgx_g)
;’/¢<x2+§ﬁ; /¢ (w41 /\/T

1 1
u=x+ z, arcsenf—i—C—I
, 55 e
1

xr +
Finalmente se sustituyen los valores v y a por lo que I = %arcsen ( 75 ) + C.
3
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.'172 insi I’Q 1'2 _
c)/9+x2dx Sed1v1de7x2+9:>/7x2+9dx—/(

)+

x— 9[%arctg(§)]+6’ =x— 3arctg(%

4
d) / Vxlnzdx Se aplica integracidon por partes.
2
Seau:111$:>U:/dU:/\/5dx:
_ 2.3 2 31,
/\/Elnxdx =zrilnz - g/rm zdr =

Finalmente, la hago con limites de integracién:

win

3 3
2 In 2,

]

_ 22,
33%

[SMIN)

4 3 4
/ ﬁlnxdmz%xilnx—%x?’m‘ :(§4%1n4—%4%)—(%2%ln2— £23) =
2 2

(38In4— 38) — (32v2In2 — 52V2) =
(161114——) (é\/éln27%\/§)'

e) / Sfcfstgcnf dr. Seawu=1+secz, du=secxtgxdz, se aplica:

/ du—ln|u\+C:>/secxtanxd /msecxtgxdlenﬂ—&—secx\+C.

1+secx

23, du = %dm dv = /zdx.

fuf
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA

FACULTAD DE CIENCIAS MATERIA: MA-1210. Calculo 1

ESCUELA DE MATEMATICA I CICLO LECTIVO. 2000

— PRIMER EXAMEN PARCIAL.-

El examen debe estar escrito con boligrafo en su totalidad. Si hay partes escritas en

lapiz, el estudiante no tiene derecho a reclamos.

1. (12 puntos) Considere la siguiente funcion:

2, < -—1
flx) = ar+b, —-1<zx<3
-2, x> 3.

a) Hallar valores para las constantes ¢ y b de modo que la funcién f sea continua en toda

recta real.

b) Encuentre los valores de la variable = en donde f es derivable.

2. (10 puntos) Use la definicion de derivada para probar que la derivada de f(z) = V1 — =z es

7= g

3. (25 puntos) Calcule los siguientes limites:
—9r+8 \/x VT +1-v5—x h 1
x‘ +38
d) h ——2 x4z -2’
4. (20 puntos) Calcule f/(z) en cada caso:
) f)= =S by ) = Tad e b 6 Q) f(e) = o — )
V24ir3 —2x +1
5. (10 puntos) Considere la funcién polinomial f(z) = 32* — 423 definida en el intervalo
[—1,2]. Encuentre los extremos de f(x).
6. (10 puntos) Calcule la ecuacion de la recta tangente a la grafica de y2 + 2z + 2% = 6, en el
punto (-1, 3).
7. (13 puntos) El radio de la base de un cono circular recto disminuye a razén de 6e¢m/min.

Encontrar la velocidad a que esta cambiando el volumen cuando la altura es de 12cm y el

7T?”2h).

radio es de 6cm. (La formula del volumen para el cono circular recto es: V = 3

NOTA: Debe justificar sus respuestas.
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a)

b)

b)
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Solucion I Examen Parcial 1 ciclo 2000

2, r < -—1
(12 puntos) Considere la siguiente funciéon: f(z) =< azx+b, —-1<z<3

-2, z > 3.
Hallar valores para las constantes a y b de modo que la funcién f sea continua en toda
recta real.
Encuentre los valores de la variable z en donde f es derivable.
Solucion
En 2 = —1, f debe cumplir wllEIll_ () = $Eg+ flz) = 2 = wlllg ar+b=—-a+b=
b—a=2.
En z = 3, f debe cumplir: zli}IéIglﬁ flx) = mlif% flz) = mlir?— ar + b = zllg)lJr —2=-2=
3a+b=-2.

Por lo tanto se debe resolver el sistema simultaneo:

b—a=2, 3a+b=-2.

Si restamos la primera ecuacién a la segunda nos queda: 1

da=—-4=a=-1. = 7 3 -
. . .2 -1
Sustituyendo en la primer ecuacién nos queda que b = x

1. Graficamente se tiene:

Observemos que para z < —1, f(z) =2 = f'(z) =0. Si—-1l<z<3= f'(z)=a=-1,Yy
siz>3= f'(x)=0.

Debemos por tanto calcular la derivada en los puntos de cambio de f, a saber; x = -1y
T =3.

Como f) (x=—-1)=—-1y f. (x=-1) =0= f'(1) no existe.

De manera similar para z = 3. Tenemos fi(z =3) =0y f.(z =3) = -1 = f'(3) no
existe.

En consecuencia f es derivable en R\{—1, 3}.

. (10 puntos) Use la definicién de derivada para probar que la derivada de f(z) = /1 —z es

f'(z) 22\/%-

o
Solucién f'(v) = lim 5 = h (V1I—z—h+V1-2)

pon o (—a—h)—(1-a) . —h
ﬁf(x)—%%h(\/l_x_h+\/1_x):>;111§%)h(\/1—a:—h+\/1—$)

fz+h)— f(z) . Vi-(@+h) —VI—-2z (VI—z—h+V1—-2)




b)

d)

b)
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—1 —1
/ — 1 .
(@) hli%\/l—a:—h—kx/l—a: 21—z

. (25 puntos) Calcule los siguientes limites:

22 —9x+8 . Vr+1—5—2z h—1
a) lim === b) limy = ¢) Jim
23+ 8

d) h—za: +x—2
Solucion

) B e
lim £~ =92 +8 _ limw: imz—8 = —7.
z—1 T — rz—1 &€= 1 r—1
lim2 VL +316: 5 >~ % Como éste limite es del tipo %, entonces se debe racionalizar.

\/x+1—\/5—9c \/x+1+\/5—x:im (x+1)—(5—x) _
x~>2 x—2 Ve+1l++v6—2 a-2(x—-2)(Vr+1++b—x)
lim 2z _ 4 = lim 2(96——2) - 2 :L:Q.
T2 (x—Z)(\/a:—|—1+\/5—x) xﬂz(a:—Q)(\/x+1+\/5—x) 2v3 V3 3
}lllml |h — 1| analizamos el limite por la 1zqu1erda y por la derecha, en efecto:

-1 h—1 o h—1 _
Jim G = i BT S0y Jim gl ey = -1
Por lo tanto el limite propuesto no existe.

3 3493 +2)(2? — 2z +4
2 +8 2’ +2% (z.+2)(z x+4)

o 2 22 ta—2 aoso (z+2)(z—1) - ili,IEQ %1—’_4 % = —4.
(20 puntos) Calcule f/(z) en cada caso:
a) f(z) = _ o1 b) f(z) =Ta? 8z + 23 +6)*. ) f(z) = |2® — a|.
2433 — 20+ 1
Solucion
x—1)3
o) = ey =

1
3(x — 122708 — 2+ 1 — (- 1)%-1(2%% — 20 4+ 1)72:(2:322 - 2)

1oy
) = 2453 — 20+ 1

flx) =727 8z +234+6) = f/(z) = %-7x%*1(8x+x3 +6)4 + Ta7 4(8z + 2% +6)3(8 + 322) =
2 (82 + a3 +6)* + 2827 (82 + 23 + 6)3(8 + 322).
xr7
23 —z)(32%2 -1
Fla) = |o® — ol = fia) = E=D)EE 2D,

|27 — 2|

. (10 puntos) Considere la funcion polinomial f(z) = 3z* — 42% definida en el intervalo

[—1,2]. Encuentre los extremos de f(x).

Solucion Si f(z) = 3z* — 423 = f'(z) = 1223 — 1222 = 122%(z — 1) = 0.

Por lo tanto 2 = 0 y z = 1 son los puntos criticos.

Como f(0) =0y f(1) =—1,yademas f(—1) =7y f(2) =48 — 32 = 16.
Tenemos que: x = 1 es un minimo absoluto, y z = 2 es un maximo absoluto.
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. (10 puntos) calcule la ecuacién de la recta tangente a la grafica de y? + 2z + 2® = 6, en el

punto (—1,3).
Solucion Sea la ecuacién y? + 2z + 23 = 6, derivando implicitamente nos da:
! 2 _ ! _ 2 /_ —31'2 —2 / _ 5
20 + 2432 =0 = 2yy’' = -3z —23:>y =gy = 9/(-1,3) =2
iy LY=3_ 5
Luego la ecuacién de la recta es: TII- 6

. (13 puntos) El radio de la base de un cono circular recto disminuye a razon de 6¢m/min.

Encontrar la velocidad a que estd cambiando el volumen cuando la altura es de 12cm y el

2
radio es de 6em. (La formula del volumen para el cono circular recto es: V = 7”}) h).

Solucion V = ™20 — 1 — dv _ m,2dh | Tho.dr

3 dt — 3 dt 3 dt’
Como % = —6cm/min, h =12 y r = 6¢m, sustituyendo se tiene:
dv _ mey2dh 21966 = 36_dh _5_195. dv _ 19-dh _
dt = 3(6) dt 377 12-6-6 3 Wdt 211262 —= dt 127 dt 288.

Observe que si nos dan la razén de cambio de la altura, entonces tendremos totalmente

dv por o tanto, si dh _ g — dv _ _oggr.

caracterizada a g 7 i
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FACULTAD DE CIENCIAS

ESCUELA DE MATEMATICA

— II Examen Parcial —

. Hallar el limite, si es que existe lim (3z + /922 — z).

. Averigiie los intervalos en que la funcién es creciente o decreciente f(x) =

11 Examen Parcial: 1 ciclo 2000

MATERIA:MA-1210. CALCULO 1

I CICLO LECTIVO. 2000

2 —2x+1
r+1 :

. Hallar los intervalos en que la funcién g(z) = z* — 423 +2 es concava hacia arriba o céncava

hacia abajo.

2
. Considere la funcién f(z) = %
x| —oo 4 +oo
/(=) +
(=) +

a) Encuentra las ecuaciones de las asintotas de f.

cuyo cuadro de variacién es el siguiente.

b) Dibuje la grafica de la funcién f y sus rectas asintotas sobre el mismo sistema de coor-

denadas.

. Un vivero suele vender los arboles tras seis aflos de crecimiento. El ritmo de crecimiento

en esos 6 aflos viene dado por

dh _
dt

1.5t + 5, donde ¢ es el tiempo en afios y h la altura

en cm. En el momento de plantarlos, miden 12¢m (en ¢ = 0). Calcular su altura tras ¢ afios.

. Una pagina ha de contener 30 pulgadas cuadradas de texto con margenes de 1 pulgada por

todas partes. (Qué dimensiones de la pagina requieren la minima cantidad de papel?

3
. Calcular la integral deﬁnida/ |22 — 3|dzx.
0

. Calcule la siguiente integral /(x +1)v2 — xdx.
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Solucion II Examen Parcial: I ciclo 2000 Prof. Mario Murillo

. Hallar el limite, si es que existe lim (3z + V922 — z).

Solucion Observe que, tal como esta, este limite da —co + oo; es decir, una forma in-

definida. Se escribe entonces:

3 — 922 —x . (32)% — (922 — 1) . r
1 3r+V922 — ) —— == 1 =1 _
i ( v v ) 922 — x = oo 3z — \/91‘2 —x e 3z — V922 —x
Esta Gltima expresion tamblen es indefinida, pues de —-. Se puede, por ejemplo, facto-

rizar una z de la raiz y del denominador:

im —% _ — lim —— % — lim — T _
T——00 — v 2 _ T— —00 r——00
3z 9r® —x 3x — |z 9—l 3x+x\/9—%
lim —*—— de donde lim 1 __ 1
. . ) . . _x22 -2z +1
. Averigiie los intervalos en que la funcién es creciente o decreciente f(x) = =TT

Solucién Se obtiene primeramente la derivada:
f/(T):(2$_2)(37+1) (z* =22 4+1) 2x2—2—x2+2x—1:x +2rx—3 _
’ (z+1)° (z+1)° (z+1)°

(x+3)(z—1)
(z+1)?
El signo de f’ depende Gnicamente del numerador, por lo que el estudio de la primera

derivada se puede realizar con los factores de aquél:

z+3 - + +

8
|
|
|
+

La funcion es creciente en | —oco, —3[U] 1, +00 |, es decreciente en | —3, 1.

. Hallar los intervalos en que la funcién g(z) = z* — 423 +2 es concava hacia arriba o céncava
hacia abajo.

Solucion La concavidad estid determinada por la segunda derivada, por lo que se averigua
primero ésta:

g'(x) =423 — 1222 = ¢'"(x) = 1222 — 242 = 122(x — 2).

Luego tenemos el cuadro siguiente.
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T | —oo 0 2 +o0
122 - + +
T —2 . — +
[ (@) + - +

Entonces la grafica de f es concava hacia arriba en los intervalos | —00,0[y ]2,4+o00[. Es

céncava hacia abajo en ]0,2].

z =0y xz =2 son puntos de inflexién.
2

4. Considere la funcién f(z) = ‘T/;i_x;ll cuyo cuadro de variacién es el siguiente.
r|—oo O 2 4 Hoo

F@ o+ - -+
O I i I

a) Encuentra las ecuaciones de las asintotas de f.

b) Dibuje la grafica de la funcién f y sus rectas asintotas sobre el mismo sistema de coor-

denadas.
Solucion

a) Hay una asintota vertical en z = 2. Ademas, observe que:

. 22 —2x4+4
L
o2 —2x 44
R
- 22 —2x+4 4 —
Por otra parte, f se puede reescribir como f(z) = =——=%5 — =2+ —5 dedondey ==

es asintota oblicua.
En resumen: x = 2 y y = x son asintotas.

b) El cuadro de variacion se completa

T |—00 0 2 4 +0o0
f'(x) + - - +
1 (x) - - + +
| AENN§2

5. Un vivero suele vender los arboles tras seis afios de crecimiento. El ritmo de crecimiento
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en esos 6 afios viene dado por = 1.5t +5, donde ¢ es el tiempo en afios y & la altura en

cm. En el momento de plantarlctl)ts, miden 12¢m (en ¢ = 0). Calcular su altura tras ¢ afios.
Soluciéon Ritmo de crecimiento: % = 1,5t + 5, h(0) = 12 (pues al momento de plantarlos
miden 12 ¢m; es decir ¢t = 0).

Luego, h(t) = /(1,5t +5)dt = l’th

1,5-02

5 T 50 + ¢ = 12 = ¢ = 12. Por lo tanto, la altura esta dada por:

Puesto que h(0) =
1, 5t2

h(t) = + 5t + 12.

. Una pégma ha de contener 30 pulgadas cuadradas de texto con margenes de 1 pulgada por
todas partes. (Qué dimensiones de la pagina requieren la minima cantidad de papel?
Solucion A = (z + 2)(y + 2): ecuacién primaria. 1

zy = 30 ecuacién auxiliar de donde y = @

La ecuacién primaria se puede reescribir como:

Alw) = (x+2)(3 +2) = 20+ § + 34.

Luego, la derivada determina el (los) punto(s)
critico(s):
2
Aa)=2-80 —g—= 200 _ o , — /30 - - !
2T g2 Y TEEVs e ]
(tomando la solucién positiva). :
Este valor es un maximo relativo pues A”(z) = 120 >0 siz>0. Porlo tanto, y = % =

V/30 ~ 5,48 pulgadas, de donde, la pagina debe ser un cuadrado de 7,48 pulgadas de lado.

3
. Calcular la integral deﬁnida/ |2 — 3|dx.
0

B 20 —3 si2z—3>0, oseax > 2
Solucion Puesto que |2z — 3| =
—(22-3) siz<3

3
2 2

3 3 3 3
Hacemos,/ \23373|dx:/2\2x73|dx+ 22 — 3|de = — / (22 — 3dx+/ (22— 3)dz =
0 0
§
2

[ = 32§ + 2% =30} = — [(

3
2

[\SI[9N)

) =33+ 32 -38) - ((3)° -3 =—§+5+9-9-
byt

. Calcule la siguiente integral / (x+1)v2 — xdw.

Solucion Por sustitucion escribimos: v =2 -2 — x =2 —u, du = —dx = dx = —du. Por

lo que hacemos: /(a:—i— 1)v2 — zdx = —/(2—u—|— 1)\/ﬂdu = —/(S—u)u%du = —/(Bu% -

3

3 3 1 3 2-3uz 2\/
E)dU*/(u573u§)du:2l5l’ - +C=—"——%—"—-2,/(2 3+C.
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA
FACULTAD DE CIENCIAS MATERIA: MA-1210. Calculo 1
ESCUELA DE MATEMATICA I1 CICLO LECTIVO 2000

— I Examen Parcial —

El examen debe estar escrito con boligrafo en su totalidad. Si hay partes escritas en lapiz,

el estudiante no tiene derecho a reclamos

1. (30pts) Calcule los siguientes limites, si existen. Sefiale si alguno de ellos corresponde a

la existencia de una asintota vertical:

. V2—x—2
@) IIEEQ z? +5r 46 (10pts)
(h) lirgl % + cos Tz (10pts)
w2422 -3
© Lligl— 4+ —6 (5pts)
2
(d) lim L F2r=3 (5pts)

o——3- 224+ 2—6
4(z2+1) sizx <0

2z + 3k siz>0.
Determine el valor de %k para que la funcion f(z) sea continua en z = 0.

2. (8pts) Considere la funcién: f(z) =

3. (8pts) Use la definicién para calcular f'(z), si f(z) = 2® + 2.
4. (7pts) Evalie la derivada de la funcion f(z) = % + +/senz, en x = %
5. Calcule las derivadas de las funciones dadas a continuacion y simplifique el resultado:

@) (70ts) f(x) = ~ 2% 55z (b) (8pts) f(x) = o (1- 2 27)

2
6. (7pts) Considera la funcién g(z) = 2z — 3z3 en el intervalo [ -1, 3].
(a) (3pts) Determine los puntos criticos.
(b) (4pts) Calcule el maximo y el minimo en [—1,3].
1
3
cuando r = 24 pulgadas y % = 2pul/min, sabiendo que h = 3r.

7. (7pts) El volumen de un cono es V = Limr2h, calcular el ritmo de cambio del volumen

8. Dada la ecuacién implicita 22 + 2 = 3y.
(a) (4pts) Determine los dos puntos de la curva para los cuales =z = /2.

(b) (7pts) Calcule la pendiente de la recta tangente en uno de los puntos anteriores.
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Solucion I Examen Parcial: 11 ciclo 2000 Prof. Roxana Meneses

1. Se tiene que:

2=z -2V2—z4+2 . 24
(@) vo22 22 1 5z + 6 V2—x+2 P (x+3)(z+2)(V2—x+2)
lim —(@+2) = lim — 1 =
e—-2(x+3)(z+2)(V2—2+2) -2 (z+3)(vV2—2+2)
_ 1 —_1
(—2+3)(vV2+2+2) 4-
. [sen(z +1) . sen(z+1) , B
(b) mlir& or g To0STE| = ml_l)r& 2@rl) + J_l)rr_llcos Tr =
. sen(x+1
%wlinll % +cos(—7) = %'1 +(=1) = —%-
2’ + 2z -3 _ li (z+3)(xz—-1) _ x—1

© Jup e =g = ey - ey - e cuandos 2% (b o)~ 1y

cuando x — 27, (z — 2) — 0, con valores negativos.

r—1
Tz —2

@ lim ZoF22=3_ (z+3)(x—1)

no existe pero tiende a —oo = existe asintota vertical y es x = 2.

r—1_—=3-1_4
—-3—2 57

- 7/~ 000 7 — 1'
oo 22t 2 =6 gi- (T4 3) (@ —2) ety T —2

422 +1) si <0
2c+3k si x>0.
i) f(0)=4(0*>+1) =4.

2. fla)=

ii) lim 4(z®2+1)=4 lim f(x) existe siy solo si 4 = 3k.
r—

r—0~

lim (2 + 3k) = 3k

z—0+t
iii) lin% f(z) = f(0) =4.
Entonces para obtener la continuidad de f(x) en 2 = 0 debe cumplirse: lirél 422 +1) =
r—0~

lim (22 +3k) = 4 =3k = k = 2.
z—0t 3
_ 3 oy — o 4@ AT) — ()
3. flo)=2+oz=f (1)37 Alglﬂrgo AS‘T =
oy — i @ AT+ (@ + Az)| —(a" +x)
(@) = Al.qlcgo Ax B
3 2 2 3 3
lim £ 32 Ar+30A - At r+Ar—a" —z _ (322 4+3zAz+A%r+1) = 322 +1.
Az—0 Ax Ax—0

4. f(z)= %—h/sen:c ,donde z = 772r = f(z) = %—i—(senx)% = f'(z) = ——12+%(senx)*%~cosx =
’ x
f(z) 1 cos T

2 P2 senz
x x 1 cos 5 x 1 4
Paraz =5 = ['(3) = ~zp * gy = /B = i
4
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, (2?2 +6) [—a(z® +6) + 4aa” ] 1N —ax® —6a+4dar? _ 3az? — 6a

fe) = (@ +6)" = @) == e = @ty
4 —2:1

b) f(z) = (1_7) ):4x3( —%)m [_(x—i—l)Q} —

/ z —2 / 41‘3(13—1) z?

£a) =40 (254 )”4[@51)2]:‘“@ 21Tt G

43 (2% — 1) + 224 , 223(22% + - 2)

:>f() ($+1)2 zf(l‘) ($+1)2
. a) g(x) =2z — 323 ; [—1,3].

)g@)=2- 2t =g =2- 2 =g(0="""1

3 Ja)=0=25 —-1=0=—2x2=1 L

ii) ) puntos criticos.
¢'(z) se indefine = 23 =0= 2 =0

b)yle]-1,3[y0e]-1,3].

g(—1) = —2 — 3 = —5, minimo absoluto.

g(0) = 0 — 0 =0, maximo absoluto.

g(1)=2—-3=—1.

g(3) =6 -39~ —0.24.

. d—v =?, sabiendo que h = 3r.
T2 T — 3 av _ 2dr
V—3Th:>V 3r(37‘):>V mr°. Luego: dtismﬂ T
Entonces: %/ = 3m(24)%(2), cuando r = 24 pulgadas, % = 2pul /min.
Por tanto: ‘ﬁi—‘t/ = 34567 pul?/min o bien % =7 Sabiendo que h = 3r tenemos que
@ _ 3d’f’
dt dt”
_ T2 v _ = dr 2.dh
V=5t = G =5 (rdrn G,
Entonces: ‘ii—v =3 T12(24)(2)(3-24)+(24)2(3-2) ], cuando: r = 24pulgadas = h = (3-24)pulgadas
y cuando Zt = 2pul/min = CC% (3-2)pul /min.
Por lo tanto: %ﬁ/ = 3456mpul® /min.

ca) 2?4 y?=3y. Paraz =v2 = (V2)?  + 2 =3y —=¢? -3y +2=0—=

=3l oy =1.

2
Los puntos son: (v/2,2) y (v/2,1).
dy dy dy
2 _ _ J—
b) 22 + ¢ 3y:>2w+2yd _3dm dx(Qy 3) = —2z.
Cdy . =2 _ *2(\/5) _ ;
Por lo tanto: o = o3 bara (V2,1) = m = =3 — M= 2v/2, o bien para

(\/22)ﬁm2_ég@,):>m2\/§.
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA
FACULTAD DE CIENCIAS MATERIA: MA-1210. Calculo 1
ESCUELA DE MATEMATICA I1 CICLO LECTIVO. 2000

—I1 Examen Parcial—

El examen debe estar escrito con boligrafo en su totalidad. Si hay partes escritas en lapiz,

el estudiante no tiene derecho a reclamos

1. (25pts) Considere la funcién f(z) = %, cuyas derivadas son f'(z) = ?i"i‘l)g,
, 18(z — 2
- T

(a) (2pts) Determine el dominio.

(b) (3pts) Encuentre los puntos de interseccidon del grafico con los ejes de coordenadas.

(c) (5pts) Encuentre las ecuaciones de las rectas asintotas del grafico.

(d) (6pts) Haga el cuadro de variacion (crecimiento y concavidad).

(e) (9pts) Haga el grafico (incluya puntos de inflexion, puntos donde la funcion alcanza valores

extremos relativos, rectas asintotas).

2. (20pts) Se desea construir una caja rectangular de cartdn, sin tapa y con base cuadrada.
El volumen de la caja debe ser 32 decimetros clbicos. Determine las dimensiones de la

caja de tal forma que la cantidad de cartén utilizada sea minima.

3. (30pts, 6¢/u) Calcule cada una de las siguientes integrales:

a)/x +m+1d b)/ berclojéx secxdr.
c /(sen 2x)(cos 2z) dx. d) / \/2367—1 dz.
e) / x(x —1)%dx.
0
4. (15pts) Considere la region limitada por los graficos de las funciones f(z) = —22? + 2z + 8,
g(x) = -2z + 3.

(a) (6pts) Dibuje la region.
(b) (9pts) Calcule el area de la regidon.



(@)

(b)

(©

. Considere la funcién f(z) =
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Solucion 11 Examen Parcial: 11 ciclo 2000
Profs. Carlos Gonzalez, Gerald Asch

2 —Tr+1
(r+1)2

f(x) se indefine solo si (z + 1)? = 0, es decir z = —1.

Dominio= R\{-1} =] —oc0,—-1[U] -1, +0o0].

Interseccién con el eje y:

x=0= y = f(0) =1 = punto de interseccién (0, 1).

Interseccién con el eje x:

y=0= f(r)=0=22 -T2z +1=0.

El discriminante de este polinomio cuadratico es A = b* — dac = (—7)% — 4(1)(1) = 45.

Puesto que A > 0, el polinomio tiene dos raices:

b+ VA (-1 +VE5 7+ 45
T T 20 T 2(1) 2

o = ﬁ — 6.854101 ... ~ 6.85
Las raices son:

2y = 7%3\/5 — 0.145808 ... ~ 0.15.

Los puntos de interseccidn con el eje (0,145898...,0), (6.854101...,0).

Asintotas verticales:

2 —Tr+1
(x+1)2

Se debe determinar el comportamiento de la funcion alrededor de ese nimero, mediante

La funciéon f(x) = es discontinua solo si (z + 1)? = 0, es decir z = —1.

el calculo de los limites laterales respectivos.

. o2t —Tx+1_ 9 9 _
i S = tim S S oz T or T T
. R 2?2 -Tx+1_ 9 _ 9 _
m fl@) = lm SN = e T - T
Por lo tanto la recta con ecuacion z = —1 es una asintota vertical del grafico de f(x), tanto

cuando z — —11, como cuando z — —1~.
Asintotas horizontales:

Se debe determinar el comportamiento de la funcién, cuando z — —oc y cuando z — +oo.

21— T4 1y
: B D Gt ) NS G
lim f(z)= lim x72 = lim = =1.

Anilogamente se comprueba que lirf flz)=1.



(d)
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Asintotas oblicuas:

No existen cuando * — —oo, ni cuando =z — +oco, pues en ambos casos el grafico tiene

asintota horizontal.

9(z—1)
(z+1)%
C, = el conjunto de niimeros criticos de f’.

Crecimiento: f/(z) =

’Tipo 1: f'(z) = 0‘ f'(x) =0solosi9(x —1) =0= z =1, que esta en el dominio D.

’Tipo 2: f'(z) no existe‘ f'(z) no existe solo si (z + 1) =0 =z = —1, que no esta en el

dominio D.
Por lo tanto C; = {1}.

Numeros de interés para el crecimiento = C, U Ep = {—o0, —1,1, +o0}. Se eligen los sigu-

ientes ndmeros de prueba: —2, 0, 2, f/(—2) = 27 positivo, f'(0) = —9 negativo, f/(2) = 3
positivo.
El cuadro de crecimiento de f(z) es el sigu-
iente: 0 -1 1 400
La funcién f(x) es creciente en los intervalos signo de f'(z) + - +
abiertos ] —oo, —1[, ] 1,+oo[yes decrecienteen . ... . ) / \ /
el intervalo abierto | —1,1].
Claramente se nota que f(1) = —2 = —1.25 es el tnico valor minimo relativo. Ademas,
f(z) no tiene valores maximos relativos pues f(—1) no existe.

. 18(z — 2)
Concavidad: f"(z) = ————~.

(@) (x+1)*

Cy = el conjunto de niimeros criticos de f”.
’Tipo 1: f(x) = O‘ f"(z) = 0solo si18(x —2) =0 = z = 2, que esta en el dominio D.
’Tipo 2: f"(z) no existe‘ f'(z) no existe solo si (x +1)* = 0 = x = —1, que no esti en el

dominio D.
Por lo tanto Cy = {2}.

Numeros de interés para la concavidad = Co U Ep = {—00, —1,2,4+00}. Se eligen los sigu-
_18

ientes nimeros de prueba: —2, 0, 3, f/(—2) = 72 positivo, f”/(0) = 36 positivo, f”(3) = A

negativo.

El cuadro de concavidad de f(z) es el siguiente:



(e)

198 Solucién 11 Examen Parcial: 11 ciclo 2000 Profs. Carlos Gonzalez, Gerald Asch

El grafico de f(z) es cdéncavo hacia arriba en —o0 -1 2 +00

los intervalos abiertos | —co, —1[, | -1,2[ y es signo de "' (z) + + -

coéncavo hacia abajo en el intervalo abierto
12, +00].

concavidad de f(z) J J M

En el nimero =z = 2 el grafico cambia de concavidad, asi que z = 2 es un candidato a
nimero de inflexion. Puesto que la derivada f/(2) = 1 existe, el grafico de f(z) tiene una
recta tangente tnica en el punto (2, f(2)) = (2, -1), que satisface y = 3z + b. Sustituyendo
el punto (z,y) = (2,—1) se obtiene —1 = £(2) +b = b = —35. Asi que la ecuacién es
y =1z — 5. Por lo tanto: (2,—1) es un punto de inflexion del grafico de f(z).

Variacién de f(z):
Los ntimeros de interés para variacion son C; UCy U Ep = {—00, —1,1,2, +00}.

El cuadro de variacién de f(z) es el siguiente:

z | —oo —1 1 2 +oo
' (z) + - + +
' (x) + + + -

o SN | A

Valores extremos absolutos:

Puesto que lim f(z) =1y f(1) = —%, se concluye que el minimo absoluto de la funcién
(@) es f(1) = —1.25.

Dado que ziu_nli f(z) = +o0 se concluye que la funcién f(z) no tiene un valor maximo
absoluto.

Otros valores tomados en cuenta para dibujar el grafico de f(z) son los siguientes: f(2) =
-1, f(0) =1, f(—4) =5, etc.
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2
L) = S

x = —1 recta asintota vertical —> :
119

: . \ - punto de interseccion con el eje y (0,1)
1 v

~-— punto de inflexion (2, —1)

. . *
recta asintota horizontal y = 1 - punto de valor minimo (1, —1.25)

.. recta tangente en el punto de inflexion (2, —1)
Ecuacién: = 32 — 2

2. Sean las siguientes variables:
z = lado de la base de la caja, en decimetros, y = altura de la caja en decimetros.

La funcién que se debe minimizar es el area total de la caja que denotaremos A.

Area total= 4rea basal + area lateral
A = 2?4 4ay.

Para expresar la funcién A en términos de una variable, solamente debemos encontrar

una relacion entre las variables z y y.
El volumen de la caja debe ser 32 decimetros cibicos.

Volumen=(area de la base)(altura)= 32 = (2%)-(y) = y = 3—%, por lo tanto el drea total
x
es

Az) = 2% + (4z) (3%) — A(x) =22+ 128 con z €]0, 400 .
xr
3 _
La derivada es A'(z) = 2z — Qf = Lf‘l) Claramente A’(x) existe Vz €]0, 400 .
x X

La derivada A’(z) es igual a 0 solamente si 2® — 64 = 0 = 2® = 64 = x = 4, este es el

Ginico punto critico.

El cuadro de crecimiento de A(x) es el siguiente:
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x| ot 4 +o0o

A (z) — +

Al@) N | S

Se observa que la funcién A(z) alcanza un valor minimo absoluto cuando z = 4 (en

decimetros), tal valor es A(4) = (4)? + % decimetros cuadrados.
Las dimensiones de la caja con area total minima son:

Lado de la base = x = 4 decimetros,

32 _ 32

=16~ = 2 decimetros.

Altura=y =

3. Calcule cada una de las siguientes integrales:

2 .
@ [T [FE i [ vod oo = 2ot 4 Jat v 20t 4 C,

€2
(b) / Selcloxsx secxdr = / (2%181% - cols:c) secxdr = /(tanxfsecx) secxdr =
(secr)(tanz)dz — [ (secx)?dxr =secx — tanx + C.

() /(sen 2x)(cos 2x)dx = /u%du =ly2y0= i(sen 22)% + C.

4
Se usé que u = sen 2z, g—u = 2(cos 2z) = 1du = (cos2z)dz.
U+1 1 1 _1 3 1
d / / lduzl u+t duzl/u2 +u”2 du=1(2u5+2u§)+0
() \/7 § 2 4 ’Z,L% 4 ( 4\ 3
= Lu? +2u2+C lus(u+3)+C =122 -1)3(20 - 1+3)+C = L(z+1)(2z - 1)z + C.
Se us6 la sustitucion v = 2z — 1, % =2 = %du =dx. Ademas, = = %(u—k 1).

u=rx—-1=du=dryx=u+1.
0

1
Six:0:>u:—1ysix:1=>u:0,entonces/ x(x—1)2dx:/ (u+ Du?du
0 -1

0 0 4 3
_ s oo _ut w3 o DT DY 1,1 —3+44 1
/1(u+u)du4+3]_10 ( 1t )7 it5= =21,

4. Considere la regi6n limitada por los graficos de las funciones f(z) = —2% + 22 + 8, g(z) =

—2x + 3.

(a) Para encontrar los puntos de interseccién entre los graficos se igualan las funciones:
f(@) =g(z) = —2?+22+8 = —22+3 = —2’+42+5 =0 = —(2+1)(z—5) =0 = z = —1,
T =5.
x=-1= f(-1)=g(-1) =5, punto (—1,5)
x=5= f(5) =g(5) = -7, punto (5, —7).
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7 “g(x) =—2x+3

(b) El area de la region limitada por los graficos de las funciones dadas es:
. 5 5 5 5
Area:/l [f(2) —g(x)}dx:/_l(—x2+4x+5)dm: (— %+2$2+5£L‘):|_1

z(—%+50+25)—(%+2—5):—%—1—78:36 unidades de area.
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA
FACULTAD DE CIENCIAS MATERIA: MA-1210. Calculo 1

ESCUELA DE MATEMATICA IT CICLO LECTIVO. 2000
—III Examen Parcial—
El examen debe estar escrito con boligrafo en su totalidad. Si hay partes escritas en lapiz,
el estudiante no tiene derecho a reclamos

sen 2z

1. (10pts) Calcule el siguiente limite usando L'Hépital: h m e

2. (30pts) Calcule f’(x) en cada caso:
@ fa) =t (V)

1
(b) fla) = (1+e7)7
(¢) f(z) = sen(arccos(x)).
3. (60pts) Halle las siguientes integrales:

@ (opts) [ £
(b) (15pts) /ZL‘SGC2.’L'CZ:E.
(c) (15pts) /ef’: cos 2z dzx.

@ @opts) [ &L

Algunas formulas basicas de integracion:

1. N/ = arcsen ¢ u4
_du  _ 1 | ‘
2. g arcsec - +C
uvu? —
d 1
3. / = fu2 = Zarctan & + C

4. /secudu = In|secu + tanu| + C.

NOTA: debe justificar cada respuesta.
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Universidad de Costa Rica Primer Parcial Ma 1210 Calculo 1
Facultad de Ciencias 11 Ciclo de 2005
Escuela de Matematica Total 80 puntos
Departamento de Matematica Aplicada Tiempo 3 horas
T, siz<0
. Considere la funcién & definida por 2 (z) = ¢ 22 —2:+2, si0<z <2
88—, six>2.
Calcule, si existen, los siguientes limites: (5 ptos)
a) lim 7 (x) b) lim (x) 9) lim (x).
. Calcule, si existen, los siguientes limites. (20 ptos)
. 2 4 . 2—yxr—3
R Ol =
x4 —12 : 1 3
b) lim 15 d)iiml(lf:c 17503)'

. Determine las asintotas verticales y las discontinuidades evitables de la funcion definida

por la expresion (10 ptos)

_ 32®>+3x—18
f(m)iﬂc(x—l)(x—%'

. Use la definicién de derivada para hallar f/(z) si f (z) = iJ_r % (10 ptos)
. Calcule f’(x) para las siguientes funciones. (10 ptos)
2 _ 2 3 — 3
2) /() = fl)(yx) b) f(x) = (1+2) V2 + 22 V31 a3
— X

. Calcule la ecuacién de la recta normal a la gréfica de la curva y* + 3y —42% =52+ 1, en el
punto P (1,-2). (10 ptos)

. Una célula en crecimiento tiene forma esférica, donde su radio » se mide en micrometros

(1ppm = 10~5m). Calcule la razén instantanea de cambio de su volumen V' con respecto a

r, cuando r = 5um. (5 ptos)
. Encuentre los valores maximo y minimo absolutos de f () = —223 + 322 en el intervalo
[f%, } (10 ptos)

Nada hay mas practico que una buena teoria.

Emmanuel Kant
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. Determine los valores de a y b de modo que la funcién i definida a continuacién sea

continua en R. (10 ptos)
az® +1 :
ﬁ’ siz<?2
h(xz)=1q b, sixz =2
2ax — 3, six>2.
. Calcule, si existen, los siguientes limites. (20 ptos)
- 3a5 —Ta? —5x+5 2241 — |22 — 1]
2) mll)n—ll 224 + 3x + 1 ) al;ll»r%) x
. V6—x—2 . zt — 322 -4
b) lim Y———= d 1 )
) I A= 1 LN ey
. Hallar el valor de la constante c para que el limite exista y calctlelo. (10 ptos)

2
lim 3z —2|—cx—|—c+3-
r——2 e+ x—2

. Determinar el punto de la parabola y = 22 — 7z + 3 por el cual pasa una recta tangente

paralela a la recta cuya ecuacién es 5z +y — 3 = 0. (10 ptos)

. Calcule f’(z) para las siguientes funciones. (10 ptos)

_ (3z+1)\* a1+

a) f(=)= (3551 b) f(r) = {50
. Verifique, mediante la definicién, que la funcién dada por f (z) = |x2 — 1| no es derivable
enz=1. (10 ptos)

. Un canal de agua tiene 10 m de longitud y su seccién transversal tiene la forma de un
trapecio is6sceles de 30 cm de ancho en el fondo, 80 cm de ancho en la parte superior y
50 cm de altura. Si el canal se llena con 0.2 m®/ min. de agua, con qué velocidad sube el

nivel de agua cuando la profundidad de ésta es de 30 cm? (10 ptos)

. Considere la funcién g(z) = 2z — 3z%. Calcule el maximo y el minimo en [—1, 3].
(5 ptos)

La politica es para el momento.
Una ecuacién es para la eternidad

A. Einstein
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3
. Considere la funcién f definida por f (z) = ngj— g con
22 (22 — 12 dx (2% +12
fw = 2= fr) = 2

2 (JU — 4) (x — 4)
a) Determine el dominio y las intersecciones con los ejes. (4 ptos)
b) Determine los intervalos de monotonia y extremos relativos de la funcion. (5 ptos)

c) Determine los intervalos en los que la grafica es concava hacia abajo o céncava hacia
arriba, y los puntos de inflexion. (5 ptos)

d) Calcule las asintotas y trace la grafica de f. (8 ptos)

. Se forma un recipiente uniendo dos semiesferas a los extremos de un cilindro circular
recto. El volumen total es de 12¢m?. Hallar el radio del cilindro que produce la minima

area total de Ia figura. (8 ptos)

. a) Dibuje la regi6én encerrada por las curvas f () = 22 — 42 + 3, g (z) = 3 + 4w — 2°.
(5 ptos)

b) Calcule el area de la region. (5 ptos)
. Calcule las siguientes integrales. (15 ptos)
4
2 _p_ __r 2
a) [1 |22 —x — 2| da b)/x2—4z+4dx c) /x VI +5d.
. Use el procedimiento de derivacién logaritmica y calcule f’ (z) si f (z) = zV=. (5 ptos)
. Calcule f/ (z) si (10 ptos)
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. ., . 2 (:(;2 — 9)
. Considere la funcién f definida por f (z) = — oz - con
—20 (322 +4
J (@) = 20—, I (@) = 7( 2,
(x — 4) (a; —4)
a) Determine el dominio y las intersecciones con los ejes. (4 ptos)
b) Determine los intervalos de monotonia y extremos relativos de la funcion. (5 ptos)

c) Determine los intervalos en los que la grafica es concava hacia abajo o céncava hacia

arriba y los puntos de inflexion. (5 ptos)
d) Calcule las asintotas y trace la grafica de f. (8 ptos)

. Hallar el volumen del cono circular recto mas grande que se puede inscribir en una esfera

de radio r. (8 ptos)
a) Dibuje la region encerrada por las curvas dadas por f(z) = 2% -2z + 1, g(z) = -2z y
z=1. (5 ptos)
b) Calcule el area de la region. (5 ptos)
. Calcule las siguientes integrales. (15 ptos)
3 5
_ T
a)/o |22 — 3| dx b)/1 \/mdx c)/1+12f
. Use el procedimiento de derivacion logaritmica y calcule f’ () si (5 ptos)
fla) = ==
Ya+22/@+3)
. Calcule f/ (z) si (10 ptos)
2 1 2
) f (x) = 2210 b) f () = 1 241
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1. Calcule f’(x) para las siguientes funciones:

a) f(z) =senmx-cosx (5 ptos)

b) f (x) = 4/1 + arcsen (2x) (5 ptos)

2. Calcule los siguientes limites: (20 ptos)
. a : 2 1
3t osn(2) b (120

3. Calcule las siguientes integrales: (50 ptos)

2) / ) / dx

2 + 21: +5 V1 — 22

)/ x_lxda: 0y d) /xQem dx

sen’ z — cos?
e) / COST dz.
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1. Determine la primera derivada de las siguientes funciones: (10 pts.)

2) f (x) = arcsen <¢1i7) .

b) f(z) = 3senxcos?z + sen x.

2. Calcule, si existen, los siguientes limites. Justifique. (20 pts.)

a) lim (cot z)*™"™.

z—0

b) lim arcsen x cot x.
z—0

3. Calcule las siguientes integrales. (40 pts.)

a) /e—a-TCOSb.'L'dZ‘ (a>0) b) /m

Q/ﬁ )/5;ix7d
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. Considere la funcién f definida por f (z) = —%—, con
(x+1)
2% (x + 3) 6
f/ (l'): E— f// (‘T)Zix
(z+1)° (z+1)*
a) Determine el dominio y las intersecciones con los ejes. (4 ptos)
b) Determine los intervalos de monotonia y extremos relativos de la funcion. (5 ptos)

c) Determine los intervalos en los que la grafica es concava hacia abajo o céncava hacia

arriba y los puntos de inflexion. (5 ptos)
d) Calcule las asintotas y trace la grafica de f. (8 ptos)

. Hallar las dimensiones del rectangulo de area maxima que se puede inscribir en un semicirculo

de radio 10 (Considere la semicircunferencia y = /100 — z2). (8 ptos)
. a) Dibuje la regién encerrada por f (z) = 3z — 42?2 + 23 y g (v) = 2% — 2. (5 ptos)
b) Calcule el area de la region. (5 ptos)
. Calcule las siguientes integrales. (15 ptos)
a) /4’302—41‘—&-3’ dx b)/xi_éldx C)/3x2_2dx
o Va2 -8z +1 2+ 4
. Use el procedimiento de derivacién logaritmica y calcule f/ (z) si (5 ptos)

2
_3/x*+1
[ @)= {5

. Calcule f/ () si (10 ptos)

a) f (1’) = 2e3% 4 3727 b) f (1.) — garcsen 3z



