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Tema 1

Ejercicios de Superficies: Prof. Osvaldo Acuna

Procedimiento para decidir el tipo de cuadrica

En general una superficie cuddrica tiene la forma az?+by? +cz2 +daxy+exz+ fyz+gr+hy+iz+j = 0.

Observe que cuando x =

equivalente a:

(2,9, 2]

(2,9, 2]

X

9 @ 5 3

b= |p|.H=| ¢ b% se tiene que X' Hx + t'x + j = O es
7 5 g c

a % 5 x x

i p 1 y | +lghil |y +3=0

5 g c z z

d .
ar+ 5y+ 52
%LE-F by+ gz +gr+hy+iz+35=0

ST+ ger cz

az® + gy + oz + Gay + by’ + gyz—&- 372+ gyz"'CZQ =0

ax?® +dxy + exz + by? + fyz +c2? +gr+hy +iz+j =0,

luego

(2y,2]H| 4 |+t | y | +i=xHx+tx+j=0.



2 Ejercicios de Superficies: Prof. Osvaldo Acuiia

Diagonalizando la matriz H encontramos vectores normales ortogonales e, es, es, tales que si P =

[e1, €2, €3] matriz definida por columnas, se tiene:

AN 00
PHP=1| 0 X 0 |
0 0 M\

donde A1, A2, A3 son los valores propios de H, e; es vector propio asociado a A\;, i = 1,2, 3.

Y1
Six=Py(@y=Px),y=| y, |,tenemos que:

Y3

(Py)YH(Py)+t(Py+j=0=y PHPYy+t|e,exnes]y+;5j=0

y, 0 X O y+[t/€17t/€27t/€3]y +5=0

Ayt + Aays + Asyi + (ter)yr + (te2)yz + (tes)ys + 5 = 0.
Ejercicios
. Se considera la superficie cuddrica —zy + xz + yz = 1. Identificarla, graficarla y dar el nuevo sistema

de ejes de la rotacion.

. Seax? 4+ y? 4+ 22 —xy+xz+yzr+x+y-+ 2+ 1 =0 lasuperficie cuddrica. Identificarla, graficarla y

dar el nuevo sistema de ejes de la rotacion.
. Identificar la cuddrica 14422 + 100y? + 8122 — 2162z — 5402 — 720z = 0.

. Encontrar la ecuacién del cono cuyo vértice es el centro de la cuddrica 222 4 2y? — 22 —8y+22—1 =10

y cuya directriz es la interseccion de esta cuddrica con el plano 3z = 2y.

. Seala cuddrica: 322 + 3y? + 722 + 4xy + 222 + Syz + 2bx — 6y + 4z + 1 = 0.
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Ejercicios de MA-1003  Cilculo III 3
a) Encontrar el valor b para que la ecuacién anterior sea la de un cilindro cuadrico.

b) Si hacemos b = 1, ;qué representa entonces la ecuacién dada?

Encuentre la ecuacién del cono que tiene por vértice el punto (0,0, 0) y su directriz la curva x = cos «,
Yy = senq, z = sen 2aq.

Encuentre la ecuacién del cilindro que tiene por directriz la curva ¢ = cosa, y = sena, z = sena,
0 < o < 27y generatrices paralelas a la recta de interseccion de los planos x+y+2z =0y x—y+2z = 1.
Hallar la ecuacién del cilindro que tiene por directriz la circunferencia #2 +y? = 9, 2 = 0y generatrices
paralelas alarecta z = 4y — 2, z = 3z + 5.

Hallar la ecuacién del cono de vértice (0,0, 5) y cuya directriz es la circunferencia que es la interseccién
de las superficies 22 + 9% + 22 =16y z —x —y = 0.

Calcular la ecuacion del cilindro cuyas generatrices son paralelas al vector 2i + 3j + 4k, y que pasa por

la curva plana 22 + 2y + 32 =0, z = 0.

2 2
2—2 + 2—2 = 1 se interseca con el plano Az + By + Cz + D = 0, donde
c

D # 0 alo largo de la curva I', encontrar la ecuacion para el cono cuyo vértice estd en el centro del

2
Dado que el elipsoide % +
a

elipsoide y tiene a I' por directriz.

2 2 2
Hallar la ecuacion del cono tangente a la superficie % + 2—2 + 2—2 =1, con vértice (2,3, 2').

Calcular la ecuacién de la superficie de revolucién que se obtiene al girar larectaz—z = 1, z—y+2 =0,

alrededor del eje z = y = 2.

Calcular la ecuacién de la superficie de revolucién, obtenida al girar la curva 2 +3% 422 = 1, 2+y+2 =

0, alrededor de la recta r(¢) = (1,—2,1) + ¢(0,—1,1).

Encontrar la ecuacién de la superficie de revolucién de la curva x — y = 0, 2 = 0, cuando gira alrededor

de:

a)el eje x byelejey=4,2=0



4 Ejercicios de Superficies: Prof. Osvaldo Acuiia

x—2_y—1_ -
c) el eje 3 =1 = 3

16. Hallar la ecuacién del cono de vértice (2,4,5) y cuya directriz es la circunferencia 2% + y% + 22 = 9,

z=x+Y.



Ejercicios de MA-1003  Cilculo III 5
Solucion de Ejercicios de Superficies — Prof. Osvaldo Acuna

. Se considera la superficie cuddrica —zy + xzz + yz = 1. Identificarla, graficarla y dar el nuevo sistema

de ejes de la rotacion.

11
0 -3 3
Solucin La matriz asociada a la superficie cuddrica es ,% 0 1 |,yelpolinomio caracteristico
1 1
7z 3 0
As As T Al =3
i = 1 1| = 1 1 = 1 1 1
asociado es P(\) = det a1 det | 1 A -1 det | 1 )4 i -1
1 1 1 1
-5 -5 A 0 A=35 A—3 0 0 A—
A= DR+ =D = A= HO+ DA -3 = (A= +1).
Los valores propios son: \; = %, Ay = %, A3 = —1.
SiA=A\1 =Xy = % en la matriz A\I — H se tiene:
1 1
2 2 T2 11 -1
1 1 1 ~ * — = =
5 5 —3 00 O SLrty—z2=0,z=r+y.
1 11
—3 ~2 3 00 0
x 1 0
Solucién general y =z |0 |+y]| 1
r+y 1 1
a1
V2
Consideremos e; = 0 un vector propio normalizado, entonces vamos a determinar un vector
1
V2
x
propio de la forma y , perpendicular a e, es decir:

r+vy




6 Solucién de Ejercicios de Superficies — Prof. Osvaldo Acuiia

x
e y :%x—k%(x—i—y)=0:>2m+y:0:>y=—2x,x+y:—x.
T +y
T 1
Porlotanto | _92, | =x | —9 | son (para z arbitrario) todos los vectores propios de % perpendicu-
- -1
1
lares a e;. Se escoge, por ejemplo, e; = % _9
-1
i j k
SidA=MA3=—1,seae3 =e; X ey = 1 9 T
V2 V2
1 2 1
V6 V6 Ve

(R st Ar-7Ar)- ()

. 1
V2 Ve V3
Sea P = 0 -2 1 , la matriz de rotacién.
NG
4 1 1
V2 V6 V3
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Y1 Y1 x
Siy= | y, |estalque P| o, | = | y [,0
Ys Ys z Z 2V + 3~ 95 = !
U T
bien Yo = P y |- tenemos que la rotacion
Y3 z

P transforma —zy + zz + yz = 1 en %y% + %yé -

y§ = 1, hiperboloide de un manto en el sistema

{e1,e2,e3}, con eje central a lo largo de e3 =

1

1 |. Ver gréafica adjunta.

Sl

-1
. Seax?+y? 4+ 22 —xy+xz+yzr+x+y-+ 2+ 1 =0 lasuperficie cuddrica. Identificarla, graficarla y

dar el nuevo sistema de ejes de la rotacion.

Lo
SeaH=| 1 1 1 ,t'=[1,1,1] y el polinomio caracteristico:
R
SRR R -1h -
P(A) =det[A] — H] = det % A—1 _% = det % A—1 _% =
-2 -1 -1 0 A-3 x-3
A-1 1 -3
g | A1 1 ; . .
I T e | A G (G DR
3 A3
0 0 A3

Los valores propios son A\; = 0, Ao = A3 = %
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1
2
Para = Ay = X3 = 2 en la matriz A\ — H, obtenemos como en el ejercicio anterior: %
_1
2
1 1
1 1 -1 N %
0 0 0 | yencontramos que ey = 0 |-es= _\% yparad; =0sie; =ep X e3 =
6
1 1
i 0 0 ] 0 7 -5
1
V3
1
V3
_1
[ V3
11 1
V3 V2 V6
SeaP=| L g =2 |,entonces
V3 V6 2
11 -1 ‘
V3 V2 V6
S+ Sy V2 — S+ 1=0,
3Y3 + V22 + 5Y5 — Foys = %yl -1

s
Ys T 25yt 3 — 2555 ys = — 55 — 3

V2 2
2+ )+ (- 32%) " =—smn—2+2+4

N[ (SIS

N[

V2)2 2 \2 _ 184642
(y2+7) +(y3_ﬁ) = 3fy1+7
2 10 10-3v/3
T3 T T T 3f(1+ 2o ) = -
es
— 3 f (y1 + i) Asf obtenemos la ecuacién: z

5f> 53 V2 9

3\ 2 5 \2 )
(y2+7) Jr(?/?a*ﬁ) =73/ (yl+

Tal superficie es un paraboloide eliptico, con semi-eje central en la direccién (—1, 0, 0)).

N[ N|—=

N|—=

de centro (fT, —5 ﬁ)’ en el sistema (y1, Y2, y3)-

Por otro lado, debemos encontrar las coordenadas del centro de esta superficie en el sistema (z, y, 2),



Ejercicios de MA-1003  Calculo III

por lo que procedemos de la siguiente manera:

_5v3 U T V8 V2, 2

9 V3 V2 6 9v3  3vV2 ' 3V6V6
P| _¥2 =] 1L 4 =2 534 =

3 V3 V6 9v3  3v6V6

2 1 1 1 .53 V3 2

3v6 V3 V2 V6 9v3  2v3  3V6V6

Por lo tanto, la superficie en el sistema (z, y, z) tiene por centro (— %, — g, %) y el semi-eje central tiene

direccién (—1,—1,1).

3. Identificar la cuddrica 14422 + 100y? + 8122 — 2162z — 5402 — 720z = 0.

144 0 —108
Consideremos la matriz A = 0 100 0 , ¥ =[—540,0,—720] y el polinomio caracte-
—-108 0 81
A—144 0 108
ristico P(\) = det 0 A — 100 0 = (A —144)(A — 100)(\ — 81) + 108-(—108(\ —
108 0 A—381

100)) = (A — 100) [(A — 144)(\ — 81) — (108)2]

A(A = 100)(\ — 225).
Los valores propios de A son 0, 100, 225.

Calculo de los vectores propios

—-144 0 108 -4 0 3
ParaA=0:1 0 —100 0 |~]| 0 1 0 |= 4r+32=0y=0,
108 0 =81 4 0 -3
2 3
0 | =z]| o0 |-Tomemose; = | g
4
z 1 £

(A — 100)(A2 — 225 + 144-81 — (108)2) =
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—44 0 108
—44x + 108z =0
Para A\ = 100: 0 0 0 =
108z 4+ 19z = 0.
108 0 19
0 0
Como —144-19 — (108)% # 0 = x = z = 0, por lo tanto tenemos y | =y | 1 |- eselconjunto
0 0
0
de vectores propios y tomemos e3 = | |
0
i j k —%
Para A = 225,seae3 = e X ey = % 0 % =1 o
3
0 1 0 5
3 4
5 0 3
La matriz de rotacibones P = | o 1 0
4 3
5 0 =%
Y1 T
Si| gy | =P | y | = 0yf +100y3 + 2253 + (t-e1)ys + (t-e2)yo + (t-e3)ys = 0,
Y3 z
es decir:

100y3 + 225y3 + (—540-2 — 720-3) y1 + (—540-0 + 0-1 — 720-0)y + (—540-3 — 720 (—2)) ys = 0,

2 2
v, U3

o sea 100y3 + 225y3 — 900y; = 0, luego y; = 9 7 fepresenta un paraboloide eliptico.

. Encontrar la ecuacién del cono cuyo vértice es el centro de la cuddrica 222 4 2y? — 22 — 8y +22—1 =0

y cuya directriz es la interseccion de esta cuddrica con el plano 3z = 2y.
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Solucin Completando cuadrados tenemos 222 + 2(y? — 4y +4) — (22 =22+ 1) = -1+ 8+ 1 =38,
es decir 222 + 2(y — 2)? — (2 — 1)? = 8, sucentro es (0,2, 1).

202 +2(y—2)2 - (2 —1)2=8
Directriz

3z =2y,
entonces r(t) = (0,2,1) + t(z,y — 2,2 — 1) = (tz, 2+ t(y — 2),1 + t(z — 1)) = (w0, Yo, 20), es decir

o =tx,yo =2+ t(y —2), 20 = 1 + t(z — 1), pero 223 + 2(yo — 2)* — (20 — 1)®> = 8y 20 = 2o,

entonces 3(1 +t(z—1)) =22+tly—2)) = 3t(z—1)—-2t(y—2)=1=t[32—-3 -2y +4] =
_ 1 _ z _ y—2 _ z—1

l=t=mg—gygr-0s@rn =g 7% - 2=3 971 %1 =3"9577
212 2(y — 2)2 (2 — 1)2 : 2 2 2

: - — 8, es decir 222 + 2(y — 2)2 — (2 — 1)% =

B 1 T By 1 ey Sesdedr 2t 2y =27~ (2 -1

8(3z — 2y + 1)? (ecuacién del cono).

5. Seala cuddrica: 3z2 4 3y + 722 + 4xy + 222 + Syz + 2bx — 6y + 42+ 1 = 0.
a) Encontrar el valor b para que la ecuacion anterior sea la de un cilindro cuadrico.

b) Si hacemos b = 1, ;qué representa entonces la ecuacion dada?

Solucin
3 21 A—3
a) La matriz asociada al cuddricaes H = | 9 3 4 |.Elpolinomio caracteristico P(\) = det -9
1 47 -1
A—3 -4 -2 -4 -2 -3
(A=3) +2 — =(A=3)(A2— 10\ +21—16) +
-4 A-=7 -1 A—-7 -1 -4

2(—2A+14—4)—(8+A—3) = (A=3)(A2—10A+5)—4A+20—5—-\ = (A=3)(A\2—=10A+5)—5I\+15 =
(A=3)(A2=10A+5)—5(A—3) = (A=3)(A2—10A+5—-5) = (A—3)(A\2—10)\) = A(A—3)(A—10).
Los valores propios de H son A} = 0, Ao = 3, A3 = 10.

Vectores propios para A; = 0:
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-3 -2 -1
Consideremos | _9 _3 _4
-1 -4 -7
_ 1 1 1 1 1
-2 -3 4|~ -2 0
0 -3 —6 0 -3
- 1 1 1 1 0
0 0 O ~10 O
0 -1 -2 0 -1
_ T z 1
y | = | =22 | =% =2
z z 1

0
Para Ay = 3, consideremos | _9
-1
z=0,—x—2z:0=>y:—%,
T —2z —4
y | T -5 |7 51 -1
z z 2

Para \5 = 10,seae3 = e; X e3 =

-5
~ 1 =2
-1

1

2

—6

-2 -1

0 -4
—4 —4
T = -2z,

y tomamos ey =

= L
e S
—_

Solucién de Ejercicios de Superficies — Prof. Osvaldo Acuiia

-5 -5 1 1 1
-3 4|~ -2 -3 4|~
-4 -7 -1 -4 -7
1 1 1 1 1 1
~1 -1 0 1 ~l -1 -1 -1 |~
0o -1 -2 0o -1 -2
r—z=0=—=zx=12
=
—y—2z2=0=y=-2z
1
7
_2
V6
1
V6
0o -2 -1 0o -2 -1
~l -2 0 —4 |~ o0 0 0 |- —2y-
-1 0 =2 -1 0 =2
__4
V21
__1
V21
_2
V21
j k —4+1
_2 1 =L 49| =
NG V6v21
1 2
Vs var —1-8
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1
—3 -1 Vi
1 —_ 1 — 2
Vevai | 6 | TTUm | 2| T | —va
3
-9 —3 V14
X Y1
Sea P =[ej,ez,e3]yPy=x =1y =P'x,x = y [»Y= yo |-laecuacion de la cuddrica se
z Ys

transforma en Oy? + 3y3 + 10y3 + (t-e1)y1 + (t-e2)y2 + (t-e3)ys + 1 = 0. Para que sea un cilindro se
debe tener que t-e; = 0; es decir

[2b,-6,4]-[1,-2,1] =2 =0=2b+4+12=0=b=—-8=-8 - b=-8.

<
b)Sib =1 = t = [2,-6,4], entonces t-e; =
_ 241244 _ 18 _ 18V6 _

(2,-6,4]-[L-21] 5 = =5~ = 5 = 5

3v/6.

tep =[2,-6,4]-[4,-1,2] &2 = =5 = 2V21.

tes = [2,—6,4}-[—1,—2,—3]ﬁ = 2*;2%12 =

— \/%, por lo tanto la ecuacién queda asi:

3y5 + 1093 + 3v6y: + 3v2Lys — Foys +1 = 0,

3(y3 + 57 21)+10(y§—ﬁy3):—3\/6y1—1,
2 2
32+ Jhp) +10 (s — sohm) = —3VBun — 1+ o + iy = —3v0yy + 20RO

—200-2043 _ _ 3997 _ 571
—3v/6y1 + 20021 3v6y — 20021 — 3v6y — 2003 —

—3vV6y1 — &5 = —3V6 (yl + 603731f) —3v6 (yl T 1800f) o bien:

2 19}
3(ya+ =) +10(ys — —I= 1?2 = —3vV6(y1 + 1o )-
——— ——— ——
A yh 4

fdrica fi 571 1
La cuddrica tiene por centro (_1800\/6’_\/77 T) (—0.13,—-0.22,0.05).
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% —J% - 0.41 —0.87 —0.27
P=lenexpes]=| -2 4. -2 |~ | —08 —022 —053 |-
% e e 041 044 —0.80
o 0.41 —0.87 —0.27 —0.13 0.12
vo | ®| —082 -022 —-0.53 —0.22 | = | 0.12
20 041 044 —0.80 0.05 —0.19

y (0.12,0.12, —0.19) es aproximadamente el centro de la cuddrica en el sistema (z, y, 2).

. Encuentre la ecuacién del cono que tiene por vértice el punto (0,0, 0) y su directriz la curva z = cos a,
Yy = senq, z = sen 2q.

Solucin Sea (z,y,z) # (0,0,0) punto en el cono, éste punto pertenece a alguna de las rectas que
conforman al cono y ésta tiene por ecuacién r(t) = (0,0,0) + t(x,y, z) = (tz, ty, tz). Existe ¢ tal que
r(t) = (x0, Yo, z0) punto en la directriz, entonces para algin «, g = cosq, Yo = senaq, zgp = sen 2q,
por lo tanto 23 + y2 = 1y z0 = 27¢¥o.

Tenemos entonces las siguientes ecuaciones:

tr =xo; ty=yo: tz=2z0; x+yi=1 z0=2z0y0.

De las tres primeras ecuaciones y de la quinta tenemos tz = 2t?zy y como t2(2? + y?) = 23 + 92 =

1=1t#0= z= (2zy)t,entonces z = 0siysélox =00y = 0.

2
Supongaquex#quuey#Ozwf:ﬁ. Como t3(22 + y?) = 1 = 422 5 (22 +y?) = 1;es
Yy

decir z2(2% + y?) = 42%y%. Esta férmula es vélida en el caso que z = 0 0 y = 0 ya que en éste caso

z = 0 también. Por lo tanto 2%(22 + y?) = 422y es la ecuacién del cono.

. Encuentre la ecuacién del cilindro que tiene por directriz la curva x = cosa, ¥y = senq, 2 = senaq,

0 < a < 27y generatrices paralelas a la recta de interseccién de los planos x+y+2 =0y r—y+2z = 1.

Solucin Sea L la recta de interseccion de los planos x +y + 2 = 0y x — y + z = 1, para encontrar la
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direccion de L, es suficiente encontrar dos puntos distintos de L y tomar su diferencia.

z+y=0
Si z = 0, considere el sistema entonces r = %, Yy = f% (%, *%, 0) € L.
r—y=1
r4+y=-1
Si z = 1, considere el sistema T = f%, y = % (f%, f%, 1) € L, entonces
r—y=20
(a,b,¢) = (3,-%,0) — (—3,—3,1) = (1,0,—1) que es la direccién de L.

Sea (z,y,z) un punto del cilindro; este punto pertenece a una directriz del cilindro que tiene por
ecuacion r(t) = (z,y, z) + t(1,0,—1). Esta recta contiene un punto (o, yo, z0) de la directriz. Como
(z0,Y0,20) =7(t) = (x +t,y,z —t), entonces = + t = o, y = Yo, 2 — t = 2p.

Por otro lado existe « tal que ¢y = cosa, Yo = sena, zy = sen a, entonces Yo = 2o y x% + yg =1y

tenemos el sistema de ecuaciones:
. e e 202 . —
rHt=wz0; Y=yo; z—t=2z r5+y;=1 yo=z.
De la segunda, tercera y quinta ecuacién obtenemos y = z — ¢, es decir { = z — y y entonces

xo = x + 2 — y. Sustituyendo en la cuarta se tiene la ecuacién del cilindro (z + 2z — y)? + y* = 1.

. Hallar la ecuacién del cilindro que tiene por directriz la circunferencia 22 +y* = 9, z = 0 y generatrices

paralelas alarecta z = 4y — 2, z = 3z + 5.

Solucin Larecta z = 4y — 2, z = 3x + 5 se puede escribir como 3x + 5 = 4y — 2 = z, es decir

5 1
Br+5 _W—2 _ 5 . Pts Y3

12 12 12° 4 3 12°

Las ecuaciones de una recta que para por cualquier punto (zg, yo,0) y que es paralela a la recta dada,

son:

% = % = %, donde (g, Yo, 0) es un punto arbitrario de la directriz, entonces z¢ = 3:17sz
4y — z

Yo = y4 .

(30— 2 | (dy-2)°

9 16 = 9 del cilindro.

Sustituyendo en 3 + yZ = 9, obtenemos la ecuacién



10.

11.
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. Hallar la ecuacién del cono de vértice (0,0, 5) y cuya directriz es la circunferencia que es la interseccién

de las superficies 72 + y? + 22 =16y z —x —y = 0.

Solucin La recta que une (0,0, 5) con cualquier punto (z,y, z) del cono, tiene por ecuacién r(t) =
(0,0,5)+t(x,y, z—b). Estarecta tiene un punto (xo, Yo, 20) en la directriz, entonces se tiene (o, Yo, 20) =
(tz,ty,t(z — 5) + 5) y tenemos el sistema de ecuaciones z¢p = tx; yo = ty; 20 = 5 + t(z — 5);
20 — o — Yo = 0; 2% + y& + 28 = 16.

Sustituyendo las tres primeras ecuaciones en la cuarta tenemos 5 + ¢(z — 5) — tx — ty = 0 y entonces
t= m Ademas, como z, = ¥y, + 2,, la interseccién de las superficies tiene como ecuacién

3 + oYo + Y3 = 8.

Sustituyendo zg, yo en 3 + zoyo + Y3 = 8, se tiene t2(z2 + xy + y?) = 8, es decir 2% + xy + y* =

8

%(x +y — 2+ 5)?, que es la ecuacién del cono.

Calcular la ecuacién del cilindro cuyas generatrices son paralelas al vector 2i + 3j + 4Kk, y que pasa por

la curva plana 2% + 2y + 42 =0, 2 = 0.

Solucin Sea (z9, yo, 0) cualquier punto de la curva plana, las ecuaciones de cualquier generatriz que

pasan por este punto y sean paralelas al vector dado son:

To—T _Yo—Y _ _ 2z e Z. — g _ 32
2 - 3 - 49 To=1T 2’ yO - y 4 *

Sustituyendo en 3 + zgyo + y2 = 0, obtenemos la ecuacién del cilindro (2% — %) +@—3)y- 342) +
2 3zy _

(y 4 )=0.

2 2 2
Dado que el elipsoide % + Z—Q + 2—2 = 1 se interseca con el plano Ax + By + Cz + D = 0, donde
a c
D # 0 alo largo de la curva I', encontrar la ecuacion para el cono cuyo vértice esta en el centro del

elipsoide y tiene a I' por directriz.

Solucin La recta que pasa por el origen, por un punto (z,y, z) y pertenece al cono tiene por ecuacién

r(t) = (0,0,0)+t(z,y, ) = (tx,ty, tz). Estarecta tiene un punto (xo, Yo, 20) de I' y entonces tenemos
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las siguientes ecuaciones:

22
To=tx; Yo =1ty; 20 =1z, Axo+ Byo+Cz + D =0; —+Z§+

Sustituyendo las tres primeras ecuaciones en la cuarta ecuacion Atz + Bty + Ctz + D = 0, es decir
t= —D :
T Ar+By+Cz

o Dx . Dy
Az +By+Cz 9 = " Az + By + Cz’

2 2 2

o = —ﬁm; y entonces

2 _ (BT %L Dy
a2 2VAz+By+Cz’ 2 — 2 Az + By +Cz/ >
2
2 -D o
c% — %(WM)Q, lo que implica que
D2 2 g2 2 »
(Az + By + c2)? [x— + = + 'Z—Q} = 1 es la ecuacién del

cono.

2
. Hallar la ecuacién del cono tangente a la superﬁme + 22 + %5 =1, con vértice (z/,y/, 2’)

Solucin El cono tangente estd constituido por el con]unto de

rectas en R? que pasan por (z/,,2’) y cortan al elipsoide o (@Y, 2
2 2 2

T Y z L.

“5 + Z5 + %5 = 1 en un Unico punto.

a b & P

Sea (x,y, z) un punto en ese cono, la recta que lo contiene

tiene por ecuacion:

r(t) = (2, y,2) +tx—a',y—y,z—2) =

(tr + (1 =)z’ ty + (1 — )y’ tz + (1 — 1)2').

Para algiin ¢t € R, r(t) estd en el elipsoide, entonces:

(tw + (1 — t)a’)? Lyt (1= t)y')? G t)2)

=1
a’ b? c? Y
t22% 4+ (1 —t)*(2))? + 2t(1 — )za’  t29° + (1 — t)*(2))? + 2t(1 — t)yy'
2 + b2
a
2.2 _ "2 _
222 + (1 —t)? (z) +2i(1 —t)zz" _ 1. es decir
C
2 2 2 AV AV N2
T Eoui Rl U 74 MR 0 U 9 U 910 1.2 +ZZ) 1.
a b c a b c a b?
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9 N2 N2 /N2
a

b2 - ZZ y tenemos
¢

v
b2
1) F’ (%—QHXL:L%dmnuﬂ+F—aGﬁ?+@G—2Pﬁ+P”—1:0.

t2F + (1% — 2t +
Esta ecuaci6n tiene solucién tnica en ¢ (r(¢) es tangente al elipsoide), por lo tanto su discriminante
A = 0, es decir A = 4(G — F')? — 4(F — F' — 2G)(F’ — 1) = 0, por lo tanto G*> — FF' +

F+F -2G =0= (G-1?=FF -F—-F +1= (F—1)(F — 1)y tenemos que

2 2 2 "2 "2 "2
(% + % + %2 — 1)(<22) + (%2) + (iz) —1) = (£ a2 + ybg + C— — 1)%, que es la ecuacién
del cono

Calcule la ecuacién de la superficie de revolucion que se obtiene al girarlarectaz—2z =1,z —y+2 =0,

alrededor del eje x = y = z.

. . y
Solucin Tenemos el sistema:
2 2 2 _ .2 2 2 (z,9,2
o+ YT+ 27 =xp + Yy + 2, A r(t) =t(1,1,1)

T—To+y—yYyo+z2—2=0,

(20,90, 20)

I()*ZO:L

Zo — Yo + 20 = 0.

De la segunda y la tercera ecuaciones tenemos ¢ — 229 +y —yo +2+1=0,esdecirz +y+ 2+ 1=

2xy + yo. Por otro lado de las ecuaciones tercera y cuarta tenemos 2xy — yo = 1 y entonces se tiene

4x0:x+y+z+2:>xozx+yfﬂ+2,
r+y+z+2 T+y+z

yo=2w—1=""F 2T 1= T8 E,
T+y+z+2 THy+z—2

Z()Zxo—lzyf—lzyf,

y sustituyendo en la primera ecuacién tenemos:

x+y+z+2)2+(x+y+z)2+(Jc+y+z—2 2

2?4y’ + 2% = ( 1 5 T ) : la ecuacién de la superficie

de revolucion.

14. Calcular la ecuacién de la superficie de revolucién, obtenida al girar la curva 22 —|—y2 +22 =1, r+y+z =
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0, alrededor de larecta r(t) = (1,—2,1) + (0, —1,1).
Solucin Tenemos entonces el siguiente sistema de ecua-

ciones:
(x =12+ y+22+(z-1)2=

(o — 1)+ (yo +2)% + (20 — 1)? =

x%er(Q)Jrzg — 2x0 + 4yo — 229 + 6,

0 —z0) = (y—vo) + (2 —20) =0=yo — 20 =y — 2,
w3 g+ 25 =1,

o + Yo + 20 = 0.

De las ecuaciones primera y tercera obtenemos:

—2x0+4yo — 220+ 7= (x — 1)+ (y +2)% + (2 — 1)

De las ecuaciones segunda y cuarta tenemos 2yg + g = y — 2, 220 + T9g = 2 — Y, entonces yg =

—z—x Z—1y—x . _y .
y#o’ Zg = #. Sustituyendo estas tltimas ecuaciones en —2x¢ + 4y — 220 = (v —

1)2 + (y +2)? + (2 — 1)? se tiene

72x0+4(7y_22_x0)72<72_‘1’2_$0) = (@ -1+ @y +2?>+ (-1 =

20 +2y—22—2x0—2+y+ao=(r—1)2+(y+2)?2+(z—1)?2? =
(@1 + @y +2)?+ (= 1)’
3

o @)+ w2+ (-1 @1+ (y+2+ (1)
To =Y z 3 » Yo = 6 5

2 — —z (=124 @w+22%+(z-1)? z—124+(y+2)%+ (2 —1)2
SRS SR Nk VR R GtV GtV VR Cad Ve

—320+3y—3z = (z—1)*+(y+2)*+ (1)) = y—2—ax9 = =

Sustituyendo en la tercera ecuacion se tiene:

21+ (y+2°%+ (-1 z— 12+ (y+2?2+ (= — 1)1
[y_z_< 242 >} +[< RREVARRICE!
2 2 272
_%P_y+(x—n-+@;® +@—1)]_1.
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Simplificando obtenemos:

2 -9’ + -y (@ -1+ @y +2)>+(z-1)?%) +

ecuacion de la superficie de revolucion.

15. Encontrar la ecuacion de la superficie de revolucion de la curva z — y = 0, z = 0, cuando gira alrededor
de:

a)el eje x byelejey=4,2=0
c)elejex_2 —y-l 25
3 4 3
Solucin
a) Tenemos las ecuaciones: Y
2? +y? + 2% = (20)* + (o)

Iz —x0)+0(y—yo) +0(2 —0) =0 =

T = g, g — Yo = 0 = xg = Yo,

i
|
\
1
1}
i
b
i
N
}
1
4
i

(%0, Yo, 0)
por lo tanto 2 + y? + 22 = 22? = 22 = y? + 22, es la ecuaci6n de la superficie de revolucion.
b) Tenemos las ecuaciones:

2?4 (y —4)° + 2% = a5 + (yo — 4)°, .
1(z — z0) + 0(y — yo) +0(z — 0) = 0, 29 = yo.

De la segunda y tercera ecuacion se tiene que xy = yg = x, por

(0,4,0)
lo que 2% + (y — 4)% + 22

22 + (v — 4)2, es decir (x — 4)?

(y — 4)? + 22 es la ecuacién de superficie de revolucion.

. x—2 y—1 -5
c) El eje I = 3

7 =

tiene por ecuacién vectorial (¢) = (2,1,5) + (3,4, 3) y se tienen
las ecuaciones:

(x =22+ (y—1)%+(2=5)* = (w0 — 2)* + (yo — 1)* + 25,

3(r —x0) +4(y — yo) +3(2 = 0) = 0, z0 = yo.
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3z + 4y + 3z

De las ecuaciones segunda y tercera se tiene 3z + 4y + 3z = Txg = x9 = 7

Sustituyendo en la primera ecuacién obtenemos:

2
3:c+4y+3z_2> +(3x+4y+3z

2
(x—2)2+(y—1)2+(2—-5)2= ( = = - 1) + 25, es la ecuacién

de la superficie de revolucidon.

Hallar la ecuacién del cono de vértice (2,4,5) y cuya directriz es la circunferencia 22 + y? + 22 = 9,
zZ=x+Y.

Solucin Sea (z,y, z) un punto arbitrario del cono y si L la recta que pasa por los puntos (z,y,z) y
(2,4,5). L tiene por ecuacién r(t) = (2,4,5) + t(x — 2,y — 4,2 — 5) =
2+tx—2),4+t(y—4),5+t(z—5)).

L corta la directriz y entonces para algtn ¢ se tiene que 1(t) = (xo, Yo, 20), con (zo, Yo, 20) punto de la

directriz.

Asi tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

ro =2+ t(x —2)

Yo=4+1t(y—4)

20 ="5+1t(z—5)

g +ys+25=9

20 — To — Yo = O.

Si sustituimos las tres primeras ecuaciones en la quinta se tiene:

54+t(z—5)—2—t(x—2)—4—t(y—4) =0;esdecirque t = myentonces:

_ z—2 22—z —2y
x0_2+z—x—y+1 T Zz—r—y+D

-~ y—4 4z —4dx -3y o z—5 _ 6z—5x—5y
yo_4+z—x—y+1 _z—x—y+1’z‘)_5+z—x—y+1 T z—z—y+1°

Sustituyendo en la cuarta ecuacidn se tiene:
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22—z — 2y \? 4z — 4z — 3y \? 6z — br — by
(casysn) (o ayet) (T syt

2
) =9, 0bien (22 —x —2y)% + (42 — 4o —
3y)2 + (62 — bx — 5y)? = 9(2 — x — y + 1)2, o bien 3322 + 60zy — 7T8xz + 18z + 29y? — Tdyz +

18y + 4722 — 182 — 9 = 0 es la ecuacién del cono.
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Ejercicios de Continuidad, Diferenciabilidad, Regla de la cadena,

Funcion implicita, Prof. Osvaldo Acuia, Prof. Jorge Poltronieri

Continuidad, diferenciabilidad

1. Estudiar la existencia del limite en (0, 0) para las funciones f(z,y) siguientes:

x 1422 442
a)xfy b)ﬁyseny
(z +y)° 2+
¢) o7 d) — 2
Tty 7ty
1—cosx
&) — 5 ) [
Yy
shz shy 72
8 ¥y b=
@ 1y) P
2 2+
4,4
zty III \yl
k) ———L o ,a, B €R.
) E+ ) D g
al, 18 «
AW sem ) 2IyI acR
T —zy+y = + |yl
senxseny )sen2x+sen2y
|| + P sh®z +sh?y

senx — shy
shx —seny”

senr —seny

P shx —shy n

2. (Lafuncién f(x,y,2) = Y% iene un limite en 0,0,0)?
6 r+y+=z

3. ¢(Lafuncién f: (z,y,2) — % tiene un limite en (2, —2, 0)?
zt—y +z

23



a) f(z,y)=

24 Ejercicios de Continuidad, Diferenciabilidad,...

. Seana,b>0,c,d>0y f:R} xR} — R, encontrar una condicién necesaria y suficiente
b
x%y
T —
( ) y) e + yd

sobre a, b, ¢, d para que f admita 0 por limite en (07, 0T).

. Sean f:R?> — R, ¢:R?> — R, g(z,y) = f(y,2), R — R, h(z) = f(x,r). Calcular las

derivadas parciales primeras de ¢ y h en funcién de las de f, suponiendo que f es de clase C! en R?.

. Estudiar la continuidad de f:IR? — IR, la existencia y continuidad de las derivadas parciales de orden

1.

(e +y%)sen g si (@) #(0,0)

0 si (z,9)=(0,0)
25— yP
b) flz,y)=4 T TV
0 si (z,y)=(0,0)

si (2, y)#(0,0)

Tseny — ysenx
- 2, 2

o) f(z,y) = Tty

0 si (z,y) = (0,0)

si (z,y) # (0,0)

zly| .
—— (z,y) # (0,0)
d) flw,y) =4 Vo' t+y? oY

0 si (z,y) = (0,0)
senay
o flay) =4 WY (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
/@y =) a2 42 <1
D f(z,y) =
0 siz® +y” >1
y2 sen L si y 7& 0
0 siy =10
(x2 + y2)$ si (x,y) # (0,0)
h) f(z,y) =
0 Si (x7y) — (0,0)
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D) f(z,y) = sen [y

1—22—y% siz?+y2<1

) flz,y) =

0 siz? +y?>1

2?2 silz| >y

k) f(z,y) =

10.

11.

12.

. Sea f:R? — R, f(z,y) =

. Sea f:R? — R, f(z,y) =

y?  silz| <.

Sea f:R? — R, f(z,y) = vty

0 si (z,y) = (0,0).

Demuestre que f no es diferenciable en (0, 0).

si (z,y) # (0,0)

2 2y . 1
(" +y )benixz+y2

0 si (z,y) = (0,0).
Demuestre que f es diferenciable en (0, 0) y calcule D f(0,0).
zy? .
21y si (z,y) # (0,0)

0 six=y=0.
Demuestre que f no es diferenciable en (0, 0).

23
ot + y2

si (z,y) # (0,0)
Sea f:R? — R, f(z,y) =

0 six=y=0.
Demuestre que f no es diferenciable en (0, 0).

2% — o2 _
. TY— 4 2 S1 (.If,y) 7é (070)
Sean f:IR? — R definida por f(z,y) = Ty

0 si (z,y) =(0,0).

02 02
Comparar 8x3fy (0,0) y 8y8fx (0,0).0

Regla de la cadena, Funcion implicita

~ , . ., _ 2_ 2 .
La altura de una montafia sobre una llanura estd descrita por la ecuacién A = 1000e~2% —3%", Sien el

punto de coordenadas (1, 1, 1000e~?) sobre la montafia hay una naciente de agua, encontrar la trayectoria



13.

14.

15.

16.

17.

18.
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que describe esta naciente al bajar de la montafia.

Sea f(x,y) = 2 + xy — 32, determinar el incremento y la diferencial de f.

Un campo escalar diferenciable f tiene en el punto (1, 2) derivada direccional 2, en la direccién al punto
(2,2) y derivada direccional —2, en la direccién al punto (1, 1). Determine el vector gradiente en (1, 2)
en la direccion al punto (4, 6).

Si h es la altura de un cono de 30cm y el radio r de la base es de 10cm, determinar la variacién del
volumen, si h aumenta 3mm y 7 disminuye 1mm.

Sea f:R3 — R?, f(z,y,2) = (x+2y+22,2y), g: R? — R?, g(u,v) = (u®>+3,uv),seah = go f
yseaa = (1,0,1). Calcule Js(a), Jy(f(a)) y Jn(a). Compruebe que Jy(a) = Jy(f(a)) o Js(a).

Sean f:R? — RR3 tal que (u,v) — (u?,uv,v?), g: R? — R? tal que (z,y,2) — (zy,y> + 2) y sea

ohy

h=gof=(hi,h2):R? — R2. Determinar D1 hy(1,2) = 5

(1,2) de tres maneras:
a) calculando expresamente h,
b) empleando la regla de la cadena,

¢) usando matrices.

Resolver las ecuaciones en las derivadas parciales siguientes, utilizando el cambio de variables en la

funcién indicada (f es una funcién desconocida de dos variables reales).

a)(:v—l—y)%—&-(:c—y)%=O,u:x2—y2—2xy,v:y,x7éy.
b)%—%—|—3($—y)f:O,u:xy,v=x+y,x>y.
c)xg—i+y%—2f+2:0,u:xy,v:%,x>0.
d)ng;+2:vy58;8fy+y2gzy£=0,x:u,y:uv,m>0.

19.

La sustitucién ¢t = g(x,y) de clase C' convierte a F'(t) en una funcién f(z,y) de clase C*, siendo

f(z,y) = F(g(z,y)).
af of

a) Determinar 90 Dy
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of of

b) Sea F'(t) = e**"?, g(x,y) = cos(x? + y?), calcular 5>, -

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Oz’ 0y’
Sea f(x,y), una funcién, de clase C2%, x = wz(s,t), y = y(s,t) y sea F(s,t) = f(x(s,t),y(s,t)).

2 2 2
Determinar 8—F 87F M o°F 0°F

Sea z = p(z,y), donde y estd en funcién de x, determinada por la ecuacién v (z,y) = 0. Determinar

Z’z siempre que 1, # 0.

Verificar que la funcién z, determinada por la ecuacién f(x — az,y — bz) = 0, con [ diferenciable,
82 0z
satisface ag + bF
. - . . . . i 9z\2
Verificar que la funcién z determinada por y = x¢(z) + ¥(z), satisface la ecuacién (@)
dx?
6‘z 8z 9%z 922 19z\2 2
81: dy 9oy + 8 (8 ) = 0, donde ¢, ¥ de clase C~.
Las funciones u, v de las variables x, y se dan por el sistema de ecuaciones implicitas * = ¢(u,v),
_ 1 8u ou OJv Ju
y = ¥(u,v), con @, ¥ de clase C*. Determinar oz Oy oz Oy

Las tres ecuaciones F'(u,v) = 0, u = xy, v = /22 4+ y2, donde F es de clase C1, definen una
superficie en R3. Determinar un vector normal a esta superficieenelpuntox =1,y =1, 2 = V3, sise

sabe que %Fu 9) = 1, %F(l 2) = 2.

H? H? f o2 f
Sean A, B, C € R\{0}, (E) la ecuacién en derivadas parciales Aa 5 +2B D20y + Ca—y2 = 0, donde
I R2 — R es una funcién desconocida, de clase C2. Efectuar el cambio de variable X = z + ay,

Y =z + By, a, B €R, o # [y demostrar que se pueden escoger «, (3 para llevar el sistema (E) a una

de las tres ecuaciones:

9°F PF 9°F | 9°F
@) axay =0 (2) 5y2 =0 ®) ox7 T oy~

a) Sea n € N, demuestre que Vo € R, 3!y € R que satisface y*>" " + y — 2 = 0y que la aplicacién
() = y asi definida es de clase C! en R.

b) V2 € R, calcular / ©(t)dt en funcién de n, z y ().
0

Si f(x,y) = (22 +9%)® — 3(2® + 9?) + 1 = 0, determinar ¢/’ y 3"



29.

30.

31.

32.

33.
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o0z 0z _ 29,2 2 _ _
Determinar 0 Oy St flx,y,2) =a* =2y + 32 —yz +y = 0.

dy .. _ @
Hallardx,s1y—1+y.

Sea z = p(z,y), donde y estd en funcion de x, determinada por la ecuacién v (z,y) = 0. Determinar
dz .

1 Siempre que vy # 0.

Sea z en funcién de (z,y) dada por la ecuacién f(z,y,2) = 222 + 2y® + 22 — 822z — 2 + 8 = 0.

Determinar dz y d?z en (2,0,1).

Determinar dz, d?z,silnz =2 +y + 2 — 1.
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Solucion ejercicios de Continuidad, Diferenciabilidad, Regla de la cadena, Funcion
implicita, Prof. Osvaldo Acuiia, Prof. Jorge Poltronieri

1. Estudiar la existencia del limite en (0, 0) para las funciones f(z,y) siguientes:

€T 1+x2+ 2
a) a:—i/y b)%seny
(z +y)? d x5 4
C) 5 —% ) o2
" +y r°+y
1 —cosx
Q) —— gt ) |a]*
Y
shx sh 2
O rry P
@ £9) b2y
22— P 25 ¥ o2
4 4 «@ B
zy ||y
K) ——r3 ) ——,a, BER.
(2® + %)’ y—a°
« B «
m) 72\x| vl 7,0, BER n) 2|y| ,aeR
-y +y z” + [yl
o) sen x sen y D) senzx+ser212y
Vil + 1yl sh”z +sh”y
)senxfseny 0 senz —shy
q shax —shy shax —seny”
Solucin

a) f(z,y) = %

— 3 2 4
Consideremos f(0,y) =0 — 0siy — 0y f(z,—x + 23) = z( z:x ) _ f:z:x;rz =x— % ~
% — +o00, cuando = — 0 y no existe el limite en (0, 0).
1 + 1,2 + 2
b) f(z,y) = — 5 seny
La expresion (1 + 22 + 52) Y ~ 14+ 22 4+ 4% ~ 1, si (z,y) — (0,0) i.e. existe el limite en (0,0).
(z +y)?
) f(z,y) = 55
) f(z,y) 1y

2
Notemos que f(0,y) =1y f(z,z) = % = 2i.e. no existe el limite en (0, 0).
T

13+yd
x2+y2

d) f(z,y) =
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I2 +y2

(z +y)(a® —xy +9°)
17 =2z 4yl <

e
2(|z| + |y|) — 0, cuando (x,y) — (0,0). Se usé el hecho que |zy| < 22 + y2.

I3+yd

Puesto que |f(z,y)| = 21

< 2|z + y

0 flwy) = T3

Y
- 1—(1— 1%y
Como‘1 csTY ( -2 y) = |32?| — 0,si (z,y) — (0,0).
Y Y
0 f(x,y) = ||

Tomando el logaritmo podemos escribir In f(x,y) = yln|z| .. In f(x,2) = zln|z| — 0, entonces

1

flx,x) — 1; pero f(x, 2]

) =e! — e, siz — 07, lo que demuestra que el limite no existe.

senh x senh
) flz,y) = Tyy

. o 2
Observemos que f(0,y) =0 — 0y que f(x, —x + 2?) = senh s senh(—z + 27) =

72
el —e T ewarwz o ew7$2 _ er o emezQ _ ef2w+:v2 4 67932 _
22 2 4o?
1+2°+—(1422—2” + 1(22)%) — (1 — 2z + 2° + $(—22)%) + (1 — 2° + o(2?) B
) ) 4x? B
—4
:1:4%0(3:) = —140(1) — —1y no existe el limite en (0, 0).
x
h) fo,y) = L
T,Y) = =
]
2 . 72 1 . .
Es claro que f(z,z — 2?) = L5 — 1y que f(z, 2 — 2%) = L5 ~ £ — +00, es decir no existe el
x x

limite en (0, 0).

2,22
D f(z,y) = %
(2% + (z + Az?)?)? _

Notemos que f(0,y) = —y* — 0, cuando y — 0, pero f(z,x + \z3) = LR v

(222 + 22z + M\22%)? (2 4+ 222? + A%2?)? 92 2 . L
oy P v e =— RIpy ey ~ 5y = T3 Y noexiste el limite en (0, 0).
3,3 1 .2
. Yy +y
T,Y) = —g—o5—
D fz.y) 5+ o2
. ;cﬁ —+ 1’2 . . L.
Haciendo y = z, f(z,z) = =5 gt 1y f(x,0) = 0 con lo cual se tiene que no existe el limite en
 +

(0,0).
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8 2 ) 8,4
Cuando z =y, f(z,z) = (inmzl)g = {a me)g — 0,ysiz=y% fy?y) = (gy@i)g = %_/*O
y no es continua en (0, 0).
B
D f(z,y) = 'y' W 0 peRr

2] (2] + 2%)°

Se considera f(z,|z|” + 2?) = i

= el P21+ o128 ~ [ s 2 2.
Sea v = max{a + 283 + 1,3}, entonces f(|z/,|z|" + 2?) = [2|**2F=V(1 + |2|"72) = |z[}(1 +

[#[=2) >0,

Izlaly\ﬁ

m) f(x,y) = .

,a, 3R

Notemos que 22 — zy + y? # 0, salvo para (z,y) = (0,0), entonces f(z,z) = |z|*tF=2 — 0,
Satf>2a>0 8> 0 Encecto [folylf < [(y)|e o +o? —ay > 2@y,
|f(z,y)] < |z[*y]? < 3l(z,y)|% P2 ie. f(z,y) — 0, cuando (z,y) — (0,0), es decir el limite

existe <= a+ 3 —2>0.

e

n) f(l'7y) = 2|y|

,aeR
x4 |y
1 a=1
Veamos que f(0,y) = [y|*~! —
0 a>1

Sia=1, f(\/y,y) =3 — 3.siy = 0.

«

Sia>1,|f(z,y)| = a:2|z{i|— M < |y|*~L, es decir f(z,y) — 0 == a > 1.
senzseny
0) f(z,y) \F
[+ VIl
3 3
Puesto que ST;1|x+seny |x|x+y < (max{|z|,|y|})2 = ||(z,y)||Z, es decir tiene por

limite O en (0, 0), pues basta escoger 6 = €3.

2 2
__sen“x +sen”y
p)f(x’y)igshzx—f—sth

(senh? - — sen? a:) + (senh? y — sen y)

senh?z + senh2

sen? z + sen y o
senh” z + senh? y

En virtud que

IN

: ‘

Sabemos que sen®t < t? < senh”t, ya que existe A > 0 tal que senh®t — sen®t < At*, V¢ € R, de

modo que |f(x,y) — 1| <Ax 132 <A (i Iz) = 2A4||(x,y)||> — 0.
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_Senr —seny
senh x — senhy
1 1
senz —seny  seng(x—y) cosg(z+y)
senhz —senhy " senh {(z — y) cosh 3 (z + y)

Q f(z,y) =

Es conocido que

~ 1, cuando (z,y) — (0,0), o
sea f(x,y) — 1 cuando (z,y) — (0,0).

senx — senhy
senh z — seny

1) f(z,y) =

Notemos que f(z,x) = —1, f(z,0) = % — 11i.e # limite en (0, 0).

2. (Lafuncién f(z,y,2) = % tiene un limite en (0, 0,0)?

2 4
. . -2 —222 4 25 . .
Solucin Si consideramos f(z,z, —2z 4 2) = 2 ﬂ—i_x ) = 2 4+x ~ —% y no existe limite
x x

en (0,0).

. ) T+y . ..
3. ¢Lafuncién f: (x,y,2) — P B tiene un limite en (2, —2, 0)?

-y +z

Solucin Tomemos la trayectoria (24h, —2+h, h) en R3, es decir f(2+h, —2+h, h) = R (2_}12 FySLER =

2h 2h L — 1. Ademis f(2+h,—2— h,h) =0

At ah+ 12— (4—4h+ 0% +h® ~ WP +8h 4+ 1ih

y no existe el limite en (0, 0).

4. Seana,b>0,c,d>0y f:R} xR} — R, encontrar una condicién necesaria y suficiente
b
%y
X —
( 9 y) xc 4 yd

sobre a, b, ¢, d para que f admita 0 por limite en (07, 01).

. 20/cyr2b/d a b
Solucin Se considera X = z¢/2, Y = y%/2, entonces f(z,y) = % < (X24+v?)eta!
por lo tanto f(z,y) — 0, cuando (z,y) — (07,0%) <= % + g > 1 (verifiquelo).

5. Sean f:R? — R, ¢:R? — R, g(z,y) = f(y,2), R — R, h(z) = f(x,r). Calcular las

derivadas parciales primeras de g y h en funcién de las de f, suponiendo que f es de clase C'! en R2.

Solucin w _ }lbli% g(x+h7yfz_g(xay) _ }llg}) f(y,x'i_h}z_f(yax) — %(:%.T),

X X — X, h
0 = St (o) = iy (LEERLENZIED ) N V2, -
LV (4 ayh+ %;(x,x)h] + 0(1)) = e+ P
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6. Estudiar la continuidad de f: R? — IR, la existencia y continuidad de las derivadas parciales de orden

1.

a) f(z,y)=

b) f(z,y)=

o flz,y) =

d) f(z,y) =

e) f(z,y) =

) f(z,y) =

e f(z,y) =

h) f(z,y) =

(2% +y%)sen g si (@) #(0,0)

0 si (z,4)=(0,0)

23—y
7x2+y2

0 si (z,y)=(0,0)

rseny — ysenw

si (2, y) # (0,0)

332 +y2
0 si (z,y) = (0,0)
x|yl -
— si(x, 0,0
0 si (z,y) = (0,0)
sen xy

0 si (2,y) = (0,0)
el/ @+ =) ig2 42 <]
0 siz? +92>1
y? sen % siy#0
0 siy=10
(@* +y*)"  si(z,y) # (0,0)

0 si (x,y) = (0,0)

D) f(z,y) = sen [zy|

D) flz,y) =

k) f(z,y) =

1—a22—9? siz?4+9y?2<1
0 siz? +y?>1
2?2 silz| >y

y> sifz| <y
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Solucin
a) [f(z,y)] < 2° +y* — 0,si (z,9) — (0,0)
95 (0:0)= }Ho[ 3 = seny | =0
ay O)_}Ho[ h = seny | =0
0
%(m,y):%: _sen inyQ i cos inyg},
of 1 1 1 }
A ) :2 s
Dy (z,y)=2y |sen Py . 5 COS P
0
%(x,O):Q sen#fi2 cos %}
91 (z,0)=2 L Locosd ienen limi d 0 0 i
a—y(x, )=2y _sen? — 230 ?},que no tienen limite cuando z — 0y y — 0, respectivamente.

Asi, f es de clase C? en R?\{(0,0)}, continua en R?, con derivadas de primer orden definidas en R?,

pero no son continuas en (0,0).

3 3
o 7o) < BT (DGR elbl) ) 4y 0,40 2,) — (0,0, porto
. of af
que f es continua, f(x,0) =z, f(0,y) = —y, 8—(0,0) =1, 8—y(0,0) = -
of a(2® + 3ry” +2y°) Of 14 3)% 4 2)° .
2 95 _ 95 —
En R*\{(0,0)}, B (z,v) ) . (x, A\x) e —+1,siz — 0. Lo

of

mismo sucede con ?Ty(x’ y) = —%(m, y), por lo que f es de clase C! en R?\{(0,0)}, continua en

RR2, con derivadas definidas en IR2, pero no son continuas en (0, 0).

|2y + 39° +0(y*)) —y(z + 32° +o(a®))] _ |y’ — ya® + o(ay® + ya?)|

o) [f(z,y)] = 22+ o 3(z% + 4%
2 2 2 2
_ ey +y )J;zy(a; +y?)o(V)] _ Lyl + |zylo(1) — 0, si (z,y) — (0,0) y f es continua en
3z +y°)
R2.
or f(1,0) = f(0.0) _ 0 _ of . f(0,h) = £(0,0) _
ax(oo)_i{—m( h ~h _O’ay( )—}1]1_% A =0,
g(z y=12 Seny_xyCOSfC—y3COS$—x2seny+2xysenx
o7, S = S0 +h h |
oJ _ xz,Yy) — s Y beny Yy sen _ seny —y
0
é(“%y)”(y — 307 — 2y + 3ty — P + 3P — 2Py + Fa?yP + 22y - @x‘*z)W
7(m2+y2)5/2

— %(1.2 + y2)1/2

— 0, si (z,y) — (0,0).
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Similarmente %(m,y) — 0,si ||(z,y)]| — (0,0). Finalmente f € C* en R2.

2, .2
d) |f(z,y)| < u = %\/mﬁ 0y es continua e IR.

2 +y2
3
gf(O 0) = gf(:v,y) . % , por lo que g—f(O,y) |y|3 =1-+50,siy — 0,
! ! (1 4)2 ! i
g—i(at,O) =k |3 —/+0,six — 0. g—f es continua en R?\{(0,0)} y estd definida en R.
ggj (0,0) =0, gf (0,y) =0, %(I’ 0) = +:L, por lo que % existe y es continua en R* x R y estd

definidaen R* x R U {(0,0)}. Asf, f es de clase C! en R* x R.

T x|+ 2 . . .
e) |f(z,y)] ~ |x||f|\y| < (‘|z||+||z;||) = |z| + ly] — 0, si (z,y) — (0,0) i.e. f es continua
. Of of of . sen(z +h)-0 of
2 —_ = - = = _— = =
en R*. Ademds, 8ng(0,0) y (0,0) = 0, B (x,0) }lbl—>mo EEYIETN) =0, 8y(x 0)
8f sen hy 1 Y
1 senzh 1  x — 41, = lim L~ L =41
fim [ SR ~ 15 5 0.) = Jim | S~ ) = =L
gf (0,y) = }ll L Wﬁ = 0, por lo que %(x, y) existe y es continua en R x R*, pero no es
—

continua en (0,0) y (g—ch (z,y) existe y es continua en R* x IR, pero no es continua en (0, 0).
Finalmente, f es de clase C' en R* x R*.

f) La funcién f tiene problemas en el circulo 22 + y? = 1. Sin embargo si 22 + y?> — 1~ = 22 + ¢y —
p g

1
1 <0, por lo que ﬁ — —coye® +¥ =1 — 0. Asi, f es continua en z2 + 32 = 1.
Tt 4y’ —
1
g(x y) = —ex +y’ -1 2 L0, sia? + y?> — 17 y es continua en R2. Sucede lo
ox "’ (1,2 + y2 _ 1)2 P

mismo con %(m, y) por simetria de los ejes, con lo cual se tiene que f es de clase C* en R2. De

manera general se puede verificar que f es de clase C*> en R2.

) |f(x,y)| < |y|> — 0,si (z,y) — (0,0) y f es continua en R

U (4 ) = yeos £ y | 2F i ie. 9f i 2
9z (z,y) =ycosgy ‘6:}3 (x,y)’ < |yl — 0,si (z,y) — (0,0) i.e. 7y € continua en R~

0 0 .
G (o) = 2ysen§ —woos§y (B o) < 2yl-+1el < 20kl ) — 0,51 (29) = 0.0
ie. % es continua en (0, 0).

Sin embargo, a pesar que gf (0,0) = gf( y) = gf (x,0) = 0, se tiene que

. [of B z x L of
?}1_13) 8—y(x,y) = 2ysen 7 — x cos 77 | no existe si x # 0, por lo que Iy

existe y es continua en R* x



Solucién ejercicios de Continuidad, Diferenciabilidad,...

36
R U{(0,0)}. Asi f es de clase C* en R* x R U {(0,0)}.

h) f(z,y) = e +v") 14 21n(a? + y2) —> 1, si (z,y) —> (0,0) y f es continua en R2.

of F(h,0)— F0,0) By emh_q ) , ]

e (0, O)_}IL—>O|: 7 = = 7 =2Inh+2hIn“h+o(hIn"h)| = —oo,
L 0f o 0oy [LOD = F0.0) -1 ] _ ,

es decir 37(0, 0) no existe, a—y((), 0) = }lllgé [ 7 =5 = 0| = 0. Ademis,

of 2 2\z 222 2 2 P _ : ﬂ
ax( y) = (z* +y*) <x2+y2+ln(x +y°) |, el limite es oo,51(x7y)—>(0,0)yax(x,y)es

continua en R\ {(0,0)}.

%(w y) =

(22 + y?)® 2Qiyy2 que no es continua en (0,0), pues si z = y, g—zjj(x, r) = (22%)* —

14 0f (O 0). Asi se tiene que ?Tf es continua en R?\{(0,0)}.
Finalmente f es de clase C'! en R?\{(0,0)}.

i) Claramente f es continua en R?, pues |f(z,y)| < |zy| < ||[(z,9)|| — 0, si (z,y) — (0,0),

0 0 0 _of 8 h,y) — f(0, sen |h
+|yl, %(m,o) = }ILIE% flz,h) - - f(z,0) = Sen)fh‘ = =|z|, lo que nos indica que % existe y es

continuaen R x R* U {(0,0)}, al igual que %’ la cual existe y es continua en R* x R U {(0,0)}. Asi,

fesdeclase C'en R* UR* U {(0,0)}.
of

j) La funcién f es continua en R%. Sea C = {(z,y) € R?/2? + y*> = 1}, entonces 3z estd definida

en (R*\C) U {(0,1),(0,—1)} y es continua solamente en R?\C, pues si (zq, o) € C, gf (xo,90) =

_ 2 _
f(zo + h,yo) — f(2o,Yo) 2xohh+ h —woth — —2u0,sih<0y flao + h73/0]z f(zo,90) _

I
hlg%) h

0, si h > 0y los limites son distintos salvo en (0,1) y (0, —1).

Sucede exactamente lo mismo para %, por la simetria de los ejes, es decir % estd definida en (R?\C)U

{(1,0),(=1,0)} y f es de clase C! en R?\C.

2¢  silz| >y
k) f es continua en R2. Sea F = {(x, |x|)/x€1R} ( ) =
2y siz] <.
Analicemos lo que sucede cuando |z| = y.

B 2 .2
Caso (z,z): x>0,sih >0, f(:v—f—h,a:})L f(x,:c):(a:—&—h])l il =2r+h—2xysih<0,
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_ 2 _ 2
f(erh’If)L f(z,) =Z ;x =0. ASl,g—fnoestadeﬁnldaen(x z) eR% 2> 0.

of

Caso (—z,r): De manera similar si x < 0, == no estd definida en (—z,z) € R?.

" O
of

Por razones de simetria sucede lo mismo para dy

y tenemos que f es de clase C* en R\ E.

7%%; si (2,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0).

Demuestre que f no es diferenciable en (0, 0).

. Sea f:R? — R, f(z,y) =

Solucin La funcién f no es diferenciable, pues si lo fuera D f(0,0) = (%(O7 0), %(O, 0)), de modo

que f(h,k)— f(0,0) = Df(0,0)(}) +e(h, k)||(h, k)||, con la propiedad que e(h, k) — 0, si (h, k) —
(0,0). Pero £(0,0) = 0, por lo que:

of f(h,0) = f(0,0) ~ h0—-0 _0-0
or 0,0) = f{*}o[ h o h/h2 + 02 T OR2 0
8f(0 0) = lim [f(Oyk) - f(0,0) ~ 0k—0 0-0_,

dy par) k N/ RN

lo que implica que f(h,k) = ||(h, k)| e(h, k) = €e(h, k) = ||(

—_—
Il
S

—
I

0,

3

>

)
k)|
B2

cuando (h, k) — (0,0), pues si se escoge h = k, €(h, h) = W = %

= hkkz , pero €(h, k)—~ 0,

+>

De esta manera llegamos a una contradiccién al suponer que f es diferenciable en (0,0), por lo que lo

correcto es que la funcién f no es diferenciable en (0, 0).

(2 + v sen =y si (2,9) # (0,0)

P
. Sea f:R? — R, f(z,y) = Y

0 si (x,y) = (0,0).
Demuestre que f es diferenciable en (0, 0) y calcule D f(0,0).

ﬂm@f@&)(mm(v (1 1 1) sen — 1

. k; h2 + kQ

Solucin En efecto, = =
[[(h, B VA2 1 k2

Vh2+ k2 senﬁ — 0, si (h,k) — (0,0), lo que implica que D f(0,0) = (0,0) y que

+
h

e(h,k) = Vh? + k%sen \/ﬁ de modo que f(h,k)— £(0,0) = Df(0,0) (k) +1[(h, k)| e(h, k),

+

donde €(h, k) —> 0, cuando (h, k) — (0,0), o lo que es lo mismo la funcion f es diferenciable en (0, 0)
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y su diferencial es D f(0,0) = (0,0).

2

xy .
si(z, 0,0
22+ y2 (z,y) # (0,0)

Sea f:R? — R, f(z,y) =
0 sizx =y =0.
Demuestre que f no es diferenciable en (0, 0).
. of of . . . :
Solucin Claramente %(0,0) y @(070) existen y ambas son 0. Si f fuera diferenciable en (0, 0)
0

existiera una funcién e(h, k) definida alrededor de (0, 0) tal que f(h,k) = a—;:((), 0)-h + %(O, 0)-k+

Vh? + k2?e(h, k), con e(h,k) — 0, cuando (h, k) — (0,0). Entonces debera tenerse que e(h, k) =
2
Jk) o fR) K)o L ysine o

—_ ————_ = (), pero =
iz Wansen Virre P ViR VRt kR ViR 1 R
f(hh) B3

N EEY TR TENC T
(0,0).

2\1/5#% 0, lo cual es una contradiccién, luego f no es diferenciable en

Sea f:R? — R, f(z,y) =

Demuestre que f no es diferenciable en (0, 0).

Solucin Como en el problema anterior %(0, 0) = %J;(O7 0) = 0y si f fuera diferenciable en (0, 0)
. . f(h, k) f(h, k) h3k 1 - 2
se tendria que lim ——=—1_<_ = (), pero = ;sik =h 0 se
T 500 /A2 + k2 P Vi k2 B4R\ R2 4 E2 #
2 5 5
tiene f(h, ) = h = h = 1 — l, si h — 0, por lo tanto
VE2+ Rt 2ht/R2 et 205142 2014 k2 2

M% 0, si (h,k) — (0,0) y f no es diferenciable en (0, 0).

A /h2 + k2
Observemos que la funcién f es continua en (0,0).! En efecto:
Caso 1) Trayectoria vertical z = 0: trivial.

Caso 2) Para otras trayectorias x # 0.

Se busca p < 3 tal que z* + y? > |zPy|, 0 sea y? — |2P||y| + 2* > 0 se analiza como una inecuacién

de 2° grado en y. El discriminante A = 2%? — 42* es menor que 0, YV # 0, si se toma p = 2, pues

I'Solucién dada por el Prof. Réger Aguilar
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A= -3z <0.

|$3y‘ |(E3||y‘ 3— 3
< = |x°7P| = |z| — O, S1 (2, — 07 0).

332 2

De esta manera | f(z,y)| =

Sean f:R? —» R definida por f(z,y) = yiﬁle e £ 0.0
0 i (x,9) = (0,0).
Comparar %(0,0) y %(0,0).
Solucin %(x,y) R g;% )= W) e £ 0.0)
gi(o y) = lim RALE) - 10y _ %Zi ;Zi =-v
g%(o,()) = lim _f(h’o);f(o’o) 2} =0= %(0,0),
ity 0 0)_}%[25@ L Dot
aazafx(o 0) = fim [%(O,k) . 00 ==t O] =L

2 52
Asi %(0 0) # B%(O 0), porque BT%(:C’ y) no es continua en (0, 0).

Regla de la cadena, Funcion implicita .

) . ., _ 2 2 .
La altura de una montafia sobre una llanura estd descrita por la ecuacién A = 1000e2% —3¥", Sien el
punto de coordenadas (1, 1, 1000e~5) sobre la montafia hay una naciente de agua, encontrar la trayectoria

que describe esta naciente al bajar de la montaia.

Solucin Al descender, el agua en cada punto de la trayectoria, buscard la direccién de descenso mas

rdpida (derivada direccional minima: —||Vh||), cuya direcci6n viene dada por — % Asi tenemos que

di(m,y(x)) = AVh, para algiin A € R, es decir (1, Z ) = A(—4000xz, —6000yz) = 1 = —4000Az =
dy _ dy _ 3y dy _ 3y _3

Y 3y = 6000y z. Por lo tanto A = 4000932 Y 3r = "o luego I = o lny = ilnx +

Inc =y =ca®?, perox =1yy=1,0seac=1. Deestaformay = 23/2 y la trayectoria tiene por

ecuacion (z, z3/2, 10006’25’”2*393), donde z > 1.



13.

14.

15.

16.
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Sea f(x,y) = 22 + xy — y?, determinar el incremento y la diferencial de f.

Solucin El incremento Af = f(x +h,y +k) — f(z,y) = (x +h)?> +(x + h)(y + k) — (y + k)? —

2? —zy+y? =2z +y)h + (x — 2y)k ] +h* + hk — k2.

. . h of of
El diferencial df (z,y) = a—x(:c, y)h + a—y(m, Yk =2z +y)h+ (x —2y)k.
k

Un campo escalar diferenciable f tiene en el punto (1, 2) derivada direccional 2, en la direccién al punto
(2,2) y derivada direccional —2, en la direccién al punto (1, 1). Determine el vector gradiente en (1, 2)

en la direccién al punto (4, 6).

Solucin Sea z = f(z,y) y consideremos las diferencias (2,2) — (1,2) = (1,0), (1,1) — (1,2) =

(0, —1), entonces V f(1,2)-(1,0) = 2, Vf(1,2)-(0,—1) = —2, es decir Vf(1,2) = (2,2). De esta

manera, la derivada direccional de f en (1,1) en la direccién (4,6) — (1,2) = (3,4) viene dada por
(3,4)

. _ 14
(2,20 = 1

Si h es la altura de un cono de 30cm y el radio r de la base es de 10cm, determinar la variacién del
volumen, si h aumenta 3mm y 7 disminuye 1mm.

Solucin Usando diferenciales tenemos dV = 27 (2rhdr+r2dh) = $m(2(10)(30)(—0.1)4100(0.3)) =

—107cm3.

Sea f:R3 — R?, f(z,y,2) = (x+2y+22,2y), g: R? — R?, g(u,v) = (u®+3,uv),seah = go f

yseaa = (1,0,1). Calcule J¢(a), Jy(f(a)) y Jn(a). Compruebe que Jy(a) = Jy(f(a)) o Js(a).

, _ 1 2 2 12 2
Solucin Se tiene que J;(x,y, 2) = = Jy(a) = J;(1,0,1) = ,
y = 0 01 0
20 0 4 0
Jg(u,v) = = Jy(f(a)) = Jy4(2,0) = ;
vu 0 2

20 + 2y +22) Az +2y+22) 2z2(x+2y+2?)
Jh(mvywz) =
2ey + 2y% +y2? 2?4 dxy + 2 2xyz
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4 8 4
Jh(a) = Jh(l,O, 1) = ,

0 2 0

4 0 1 2 2 4 8 4
Jo(f(a)) o Jy(a) = =
0 2 010 0 20
17. Sean f:R? — R3 tal que (u,v) — (u?,uv,v?), g: R® — R? tal que (2,9, 2) — (vy,y? + 2) y sea

h=go f=(h1,h2):R* — R?. Determinar D hs(1,2) = %(1, 2) de tres maneras:

a) calculando expresamente h,
b) empleando la regla de la cadena,
¢) usando matrices.
Solucin
a) h(u,v) = g(f(u,v)) = g(u?,uww,v®) = (u3v,u*v? + v3) y se obtiene que ho(u,v) = u?v? + v3,
Ohs 2 Ohy

—= = 2uv

Ou T Ou (1,2)=8.

b) Si ponemos = = u? = f1(u,v), y = uv = fo(u,v), z = v3 = f3(u,v), entonces

h(u,v) = (ha(u, ), ha(u,v)) = g(x,y,2) = (91(2,y, 2), 92(2,y, 2)) = (2y,5” + 2),

de donde ha(u,v) = y?>+2z = go(x,y, 2) cony = uv; x = u?; 2 = v3 y por laregla de la cadena % =

y2 9a | 992 Oy 92 _ . 092 _ o Oz _ o Oy _ Ohy _ 92

87% W%, con 67 = 0, @g = 2y, % = 2u, % = ’U,porloque W =0 2u+2y v = 2uv
oh

¢) Empleando Jacobianos. Como h = g o f, Dh(1,2) = Dg(f(1,2)) o Df(1,2), de donde

2u 0 2 0
Jn(1,2) = Jg(f(1,2)) J¢(L,2), Jr(u,o)=| v w | Jr(L2)=] 2 1 |,
0 302 0 12
y x 0
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Comozr=u?,y=uv,z=0,parrau=1v=2 Asiz=1,y=2,2 =8,

2 1 0
Jo(f(1,2)) = J,(1,2,8) =
0 4 1
2 0
Dihi(1,2) Dahi(1,2 2 1 0 6 1
Jn(1,2) = i(L2) Dan(1,2) 2 1 | =
D1hy(1,2) Dahs(1,2) 0 4 1 8 16
0 12

de donde D1h1(1,2) = 6, D1h2(1,2) = 8, D2h1(1,2) = ]., D2h2(1,2) = 16.

18. Resolver las ecuaciones en las derivadas parciales siguientes, utilizando el cambio de variables o de

funcién indicada (f es desconocida de dos variables reales).

a)(x—f—y)?—&-(:c—y)%=O,u:x2—y2—2xy,0:y,x7éy.
b)af %—H’)(a@— yfi=0u=zyv=c+y x>y
c)x—f+yaf—2f+2—0 u-xy,v—% x> 0.

YL B L2

JFQSUyaxay +y 07 =0,z =u,y=uv,z>0.
Solucin

a)Seau =22 +y? —2zy, v =y, # vy, v =v £ Vu+ 202, y = v, entonces
OF _0J 0w 010y _O0F(y 1

v  Ordu ' Odydu Oz o/u+ 202"
OF _ Of oz  Of Oy Bf( i 4o ﬁ:ﬁ( u+2v2j:2v)+8f
ov  dxdv ' Fyov Oz wt+202) Oy 0x [y 422 oy-
of of 2v of
Por otro lado == (2vE£+vu + 202 +vu 4+ 202) =0, porlotanto £ -~ (1+ —2—u )+ 5= =
o ( )+ ( )=0,p O ( QW) dy
0, es decir %F =0= F =¢(u) = p(z? —y* — 22y),con p € C' en R.

b)Seau = zy,u =z +y, x>y, entonces y = (v F Vo2 —4du), z = 3(v £ Vv? — 4u) y como z > y,
se tiene 7 = £ (v + V% — 4u), y = (v — Vo2 — 4u).

Sea F(’U,, ’U) = f(x(ua U)7 y(u7 U)) entonces oF _ f —1 6f 1

u 6$\/v2—4u+aiy\/v2—4u’

es decir:
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_of | of
+
af 8f ; _ "9z 9y _ OF _
ax + Smf O — \/74,“ - 3f(.’1:<u,'U),y(u,’U)), pOF ]0 tanto 65 = 3F —

e’ + @(U) y f(z,y) = €3 + p(x +y), con p € C* sobre R.

c)Seayxr = u, v = %, r>0=y=uv,v=/%ysea F(u,v) = f(x(u,v),y(u,v)), entonces:

OF _0f 9z [ Of 0y _ Of 1 of w _1(8f 1 of v
2).

ou  Ordu  Oydu Ixr2yuv @ Oy 2yuv  2'\0r Juv + dy
of Iu _ _ 2 -1) _of 1 of v _ 5OF
Porotrolado%\/;—kvuvﬁy 2F+2_0:>T_%\/m+ a—2—,porlo

queu%—i F—1yF(u,v) = up(v) + 1, 0 sea f(u, v)—a:ygo( )+1,conpeClenR.

2
La solucién se obtiene asf: i(ua—F) oF 8j+uL oF 6—F —0— 9E = ¢(v)

ou'\ Ou ou ou ou? ou ou? Ou
y F =up() +C. PerouaaF uwp(v) =F — 1y F(u,v) = up(v) + 1.
Yy

d)Seazx = u,y =ww,x>0,u=mv= 5 u>0yse Flu,v) = f(z(u,v),y(u,v)), entonces

8F Of oz  0f 0y _ 0f  OfF O°F _ _f + o >’f +v2ﬂ
T 0x0u " Oyou  ox Oy gu? T 92 | “'Oxdy o>
>’f f o 20%f

Pero u2£+2u2 D20y +u?v W = 0, por lo tanto 85 o), F =up(v)+pv) = f(x,y) =

xcp(%) + ga(%) con p, 1 € Clen R.

19. La sustitucién ¢t = g(z,y) de clase C'* convierte a F(t) en una funcién f(z,y) de clase C!, siendo

f(z,y) = F(g(z,y)).

of of
a) Determinar 9 Dy
; of of
_ psent — 2 2 YJs YJ
b) Sea F'(t) = e**"?, g(x,y) = cos(x* + y*), calcular o Ty
Solucin
a) Aplicando la regla de la cadena para varias variables se tiene %(z, y) = F'(g(x, y))%, %(x, y) =

Fllgla ) g

of
" O

% _ 72yesen(cos(m2+y2)) C082(1'2 + y2)

b) Similarmente = —2gesen(cos(@+v%)) cos(z2 4 y?)sen(z? +y?) y

20. Sea f(z,y), una funcién, de clase C?, z = z(s,t), y = y(s,t) y sea F(s,t) = f(z(s,t),y(s,t)).

2 2 2
Determinara—F 87F M o°F 0°F




21.

22.

23.
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Solucin La regla de la cadena permite escribir:

OF _0fox  0f0y  QF _ 0fdx , 0F0y

E*axas Jy ds> Ot Oz ot 31/8’
GQJ d (0f\ox  0f9?x 9 Of\0y fJ
952 550 = 85(8x)8s+0x83 + 350y )a Ty 5%
(afax 9*f 0 )7 ﬁ@+( f@_,_ f ) 7f7y
(9 2 9s ' Oyox Os ' Ox §s° 8x8y 8 oy? ds Y Hs>
O°f Oy ou , 0°f Oyys , Of 0%y Ji

( ) +2 dyO0r 9s ds ~ Oy* (35) +3y3 +azas
82 L(i) 3f yax J(@) +3f3y+3f8a:
o2~ o2lar) TPoyow oy a y o2 " Oz ot*”
OF _ Oforox ny7+ °f (0xdy | 0w Oy OF 0%x | OF Oy
DsOt — 922 ds Ot ' 9y? s Ot '~ Oydx ‘s 675 ot Os Ox 0sOt = Oy Osot”

Sea z = p(z,y), donde y estd en funcién de x, determinada por la ecuacién v (z,y) = 0. Determinar

g; siempre que ), # 0.

Solucin Si v, (x,y) # 0, entonces por el teorema de la funcién implcita existe y(z), que satisface

¥(z,y(x)) = 0, de modo que /() = —%.

830 dx Iy dy 690( Ly(x))—

Por laregla de la cadena z(x) = o(x, y(x)) tiene por derivada 2z’ (z) = O de T Oy dr — O

Pz Py

0 0
Elry@) G @ y@) | v Wy

8 =

T y(@)) v
Verificar que la funcién z, determinada por la ecuacién f(x — az,y — bz) = 0, con f diferenciable,

9z | 0z _

satisface a5~ O 8y 1.

Solucin Sea F(z,y,z) = f(z — az,y — bz) = 0, entonces F' es diferenciable y por el teorema de

la funcién implcita, z se puede escribir en funcién de (z,y), de modo que F(z,y,z(z,y)) = 0, si
. Of ou  0f v _ Of of of of

F, # 0. Ademés: F, = 55 62 Bv 0z 81:( a)+ ay( b) # 0, donde 90’ By significa que las

derivadas se hacen respecto a la primera y la segunda variable de f, respectivamente. Asi z(z, y) existe,

a9 e — b2 =2 (o —am— ene:
m—aax(x az,y — bz) bay(x az,y —bz) # 0y se tiene:

y "y

0z _  Fp _ ox L0z _ty Yy 0z 4 10z _ 4

%77?277_37‘/:_ a7t by Eii_ aif_bafysenenefaa— bay
by dy

2
Verificar que la funcién z determinada por y = x¢(z) + ¥(z), satisface la ecuacién 8—(az) -

o2 0y



24,

25.
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9z 0z 9%z 0%z 0z )
29z oy dxdy T 37(67) = 0, donde ¢, ¢ de clase C*=.

Solucin Sea f(z,y,2) = y — xp(2) —(z) = 0, f es de clase C'* y por el teorema de la funcién im-

plcita z estd en funcién de (z,y) de modo que f(z,y, z(x,

y)) =0,si f.(x,y,2) #0ie. f.(x,y,2) =

—x¢'(2) —¢'(z) # 0. Ademas:
&:_fm(x,y,z) _ w(2) _ 9 :_fy(x,y,z) _ 1
9r — Flz,y,2) — 2d(2)+9¢'(s)  w'+¢ Oy F:(2,.2) 2" +4"
%2 _ _Pr@d +¢) — o0 + 19" + ") —wz”? — 20" + oy — ﬂfzmw — Zatpy”
axQ i 1 (x(p/ + w/)Q / " 1 (x(p + ,(/) )

2 T2y +YPz 2 + 20 2e + Y 22
gTﬁ - (;@, FRVORES 6837623/ =2 (xf;’ n w,)? . Sea A = z¢' + 1/, entonces:
A4[ 220"~ 200"V + 0 —32009" — 2" — 200" — 200" 20— 209" 2y — 2P " 2y — P 2y | =
1. ¢ ¢’ " " LY 1 _
Ll T A e s +w2f—w =) = e @ +) —edl] = 0.

Las funciones u, v de las variables x, y se dan por el sistema de ecuaciones implicitas z = ¢(u,v),

_ 1 ou Ou Ov v
y = ¥(u,v), con ¢, ¥ de clase C*. Determinar ox 0y" Oz Oy
Solucin Por el teorema de la funcién inversa (u,v) se escribe en funcién de (z,y), si aa((i’ Z))) es
et D000 bde -
invertible, es decir si 9000 9u v # 0. En este caso se tiene:
oY 9 Ju Ju
—1 gy _ 99 du  Ju
9(u,v) _ ( (¢, )) _ 1 Ov ov | _| 0z Oy
Oz,y) — \ 9(u,v) W Oy v
Pu Po ou ou Or Oy
Yu Py
Asi @:¥% @:_éaﬁ @:_éaj
T Ox ov’ Jy v’ Ox ou’
Pu  Po Pu  Po Pu  Po
(U Yu Yy Py
v _ 1 9
dy ou’
Pu  Po
Yu Yy

Las tres ecuaciones F(u,v) = 0, u = xy, v = /22 + 42, donde F es de clase C!, definen una

superficie en RR3. Determinar un vector normal a esta superficieenel puntoz =1,y =1,z = V3, sise

=1 aF(l 2) = 2.

sabe que ou
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Solucin Sea G(z,y,2) = F(u(z,y,2),v(x,y,z)) = 0, entonces el vector normal a la superficie es

VG(1L,1,v3) = (32(1,1,v8), 95 (1,1, v3), aGu,Lf))

0G _ OF du | OF v __, 0G LOF _
Ahora, Gt =G 0n T Gv or — 92 LLV3) = 5ov G NEERY ’(1,1,\@) =
0G _ OF Qu , OF Qv 5G —
dy = udy T auoy (1 Lv3) = 8u (1,1,V3)

0G _ OF Ju |, OF Qv oG
0z 8uay+81}82:> (11\[)

ala superficie es n = (2,1,/3).

= /3, es decir el vector normal
81} . /xz + 42 ‘(1,1,\/5) V3

2
26. Sean A, B, C € R\{0}, () la ecuacion en derivadas parciales Ag 5 +2B 0°f + C’a [ = 0, donde

0xdy oy?
f: R? — R es una funcién desconocida, de clase C2. Efectuar el cambio de variable X = z + ay,

Y =z + By, a, B €R, a # [y demostrar que se pueden escoger «, 3 para llevar el sistema (E) a una

de las tres ecuaciones:

O°F_ _ O°F _ PF . 0°F
1) gxay =Y (2) 5y2 =0 ®) oxz toyz = °

8f OF | OF 9Of _ aF oF & f _ O*F 0’F | 9°F
Solucin Sea A, B, C' # 0, =0 o oy = +68v pyeialvon 28u6v + R
Pf _ p20F 20°F O0°f a F
97 507 + 2a ﬂauﬁv + 902 910y — Y o2 + (B + O‘)auav 6 o 2 , por lo tanto

2 2 2

A% vop it +C‘3§ = (4 +2Ba +Ca)LE 1 94 + Bla+ 5) + Cap) L + (4 +

2Bf + C?) 5UF 0.

Sea P(t) = Ct? + 2Bt + A polinomio de grado 2, si B2 — AC > 0, se escoge «, /3 las dos raices del

polinomio y se lleva al caso O°F =0.
oudv
SiBQ—AC:O,C;ﬁO,seescogea— ——yﬁ # o, entonces A + 2Ba + Ca? =0, A+ Bla+

2
B) + Caf = 0, por lo que % =0.

Si B2 — AC <0, existen a # (3 tales que A+2Ba+Ca? = A+2BB+CB?, A+ B(a+)+Caf = 0,

pues si no, existe « = f = A + 2Ba + Ca? = 0 = B? — AC > 0 que es una contradiccién.

2p
Asi, llegamos al caso o°F F + rE =0.

ou’® ov?

27. a) Sea n € N, demuestre que Vo € R, 3!y € R que satisface y?"*! +y — 2 = 0y que la aplicacién
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o(z) = y asi definida es de clase C* en RR.
b) Va € R, calcular / ©(t)dt en funcién de n, z y ().
0

Solucin

a) Sea f(z,y) = y*>"*! +y — x = 0, entonces para x fijo, f(zo,-)(y) = y?"*1 +y — x es tal que

f'(z0,-)(y) = (2n + 1)y®™ + 1 > 0 i.e. es estrictamente creciente; ademds de que yEr:Eoo f(z0,)(y) =
+o00, entonces Iy € R tal que f(xo,yo) = 0.

Asi se define p: R — IR tal que p(z) =y, con f(z) = yo, Vo € R, 0sea f(x, p(x)) = 0.

Por otro lado, f,(z,y)(z,y) = 2n+ 1)y*" +1 # 0 = IW: I, — Jy, tal que f(z,9(z)) = 0,

() = yo i.e. 1 es la restriccion de ¢ a I, por lo que ¢ es de clase C*.

b) Sabemos que ¢(0) = 0, pues p(0)(p(0)?" + 1) = 0 = ¢(0) = 0. Ademds,

28.

29.

z 2n+2 2 @
| @000 + o000 — 101 = 0 = Frm@) + G - [ @0 + o+

/0 " olt)dt — /0 "ot = — 2 (@) — £ 1 ap(a). Como HAt) = (D) + (),

entonces ; p(t)dt = TR R
Si f(z,y) = (22 +4%)® — 3(2® + %) + 1 = 0, determinar ¢’ y 3"

Solucin Es claro que f es de clase C°°. Dado que f,(z,y) = 3(2? +y?)?2z — 62 = 6x([2% +y*] —1)
y fy(z,y) = 3(z% + y*)?2y — 6y = 6y([2? + y?] —1), por el teorema de la funcién implicita, si

fy(x,y) # 0 enun abierto, y se puede escribir en funcién de x, en ese abierto. Ahora, f,(z,y) # 0 <

2 2 : / ;o 7f:c(337y) . x n_ d/ x
y # 0y a®+y* # 1, por lo tanto existe y’ y es tal que y’ = Ty gyy = d:z:( 7)
Y 22
y— == +z 2,2
=— 2dw __Y 2y =2 —Ey , siempre y cuando y # 0y 2% + 3% # 1.
Yy Y Y
Determinar %, g—z, si f(z,y,2) =22 —2y> +322 —yz+y=0.

Solucin f es de clase C*°, f,(x,y, 2) = 2z, fy(x,y,2) = -4y —z+ 1y f.(z,y, z) = 6z — y. Ahora,
f2(z,y,2) # 0 <= y # 6z, por el teorema de la funcién implicita, existe una funcién ¢ que es de clase

C y que lallamaremos z, abusando del lenguaje. Asf, existen % y g—z en R?\{(z,y, 2)/—y+62 = 0}
0z fa(,y,2) 20 9z _  Jy(x,y,2) 14y -—=

yestandadaspor%:ffz(a%y’z) 762—y’5‘7y77fz(5c,y,z) 62—y




30.

31.

32.

33.
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dy . _ @
Hallardx,s1y—1+y.

Solucin Sea f(z,y) = y — 1 — y*, es de clase C*°; si f(z,y) = 0, tenemos que f,(z,y) =

—e"™VIny = y*lnyy que fy(z,y) = 1 —e"™¥g =1 —ay" ' # 0 < = # y'~ ", porel

_fe(zy) _ y"Iny
fylwy) — 1—ay™ "

teorema de la funcién implicita existe y en funcién de = y y'(x) = siempre

que z # y'~*.

Sea z = ¢(x,y), donde y estd en funcién de x, determinada por la ecuacién ¢ (x,y) = 0. Determinar

dz
e siempre que ), # 0.

Solucin Si ¢, (x,y) # 0, entonces por el teorema de la funcién implcita existe y(x), que satisface

Y(x,y(x)) = 0, de modo que y'(z) = _%_

Op dx | Op dy &ﬂ( y(z))—

Por laregla de la cadena z(z) = ¢(z, y(x)) tiene por derivada 2’ (x) = Drde Oy de = 91T

Pr Py
(ffv (ff))ax (2, y(z)) Vo 1y

(e, y()) by
Sea z en funmon de (z,y) dada por la ecuacién f(z,y,z) = 222 + ay? + 22 — 8xz — 2z + 8 = 0.

8

“@

Determinar dz y d?z en (2,0, 1).
Solucin Dado que f es de clase C* y si f.(z,y,2) # 0 (le. 22 — 8z — 1 # 0), por el teo-

rema de la funcién implcita existe z(x,y) de clase C*°, de modo que dz = (az 62) y d*z =

Oz’ Oy
2z 9%z
2

0x® 020y | Go._ga 140,

0%z 9%z

8183} ay?

0z e 4x—8z 9z fy _ 4y : _

Pz (4—82,)(22 —8x — 1) — 2(z, — 4)(4x — 82) 37(2 0) = 4
ox? (22 — 8z — 1)* ’ ox? ”
% _ (2z—8x—1)—2zy+y 57(20) 4
oy* (22 — 8z — 1)? oy? v
9%z —82y(22 =8z —1) — 2z,(4x — 8z) 922 (2 0) =
dzdy — (22 — 8z —1)2 ’ z

Determinar dz, d?z,silnz = = + y+z—1
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Solucin Sea f(x,y,z) =Ilnz—x —y—z+1 =0, por el teorema de la funcién implcita existe z(z, y)

tal que f(z,y,2(z,y)) = 0,si f.(x,y, z) # 0, es decir f,(x,y,2) = % -1= lgz #£0 < 2z # 1,

z>01i.e. z # 1. Por lo tanto z(x, y) se puede determinar en todo punto (z, y) salvo para z = 1.

Como f es de clase C°°, z(x,y) también es de clase C'°, las derivadas parciales son continuas y se

Zxxr Rxy
i _ 2, — _ 0z _ Jo_ -1z 0z _
tiene dz = (2z3,2y), d°z = ,dondezm_ax_ STz T %0y~
Fxy  Fyy #
— _1 :(1_2’)71:72 Z. :(Z = Z ): Zm(l_z)—i_zmz = ZI = Z =
e A e L (R A (s
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Solucién ejercicios de Continuidad, Diferenciabilidad,...



Tema 3

Maximos y minimos con y sin restricciones — Prof. Jorge

Poltronieri

1. Determinar los extremos locales de las funciones siguientes:

a) f(x,y,2) = (x + 22)e" @ =D b) f(x,y,2) = 52° +ayz +y — 2
¢) f(x,y,2) = ze¥ + ye* + ze® d) f(x,y,z) = xye® + yze® + zxeY
e) f(xvyvz) :xyz(llfwfyfz) ﬂf(x,yvz) :$2+y2+2272$y2.

2. Seaa>0, encontrar el minimo de f: R? — R definidapor f(z,y) = /22 + (y — a)2+/y% + (v — a).

3. Sea f:IR? — R definida por f(z,y) = (2® — y)(322% — y).
a) Probar que VA € R, gx: IR — R definida por g)(z) = f(x, Az) tiene un minimo en 0.

b) ¢ f admite un minimo local en (0, 0)?

4. Encontrar los extremos de la funcién f(xz,y, z) = 232 + y® — 322y — 222

5. Sea f: E — IR una aplicacion definida por f(z,y) = %, sobre el conjunto E = {(z,y) €

R?/0 <x <1, 0 <y < 1}. Determinar los extremos de la funcién f.

6. Sea f: E — R definida por f(z,y) = 2? — zy + y? + 3z — 2y + 1, sobre le conjunto E = {(z,y) €
]RQ/ —2<2<0, 0 <y < 1}. Determinar los extremos de f.
7. Sea f: E — R definida por f(z,y) = 2% + y*> + zy, donde E = {(z,y) € R?/2? — y* = 25}.

51



8.

9.

10.
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Determinar el minimo de f.

Sea E = {(v,y) € R?/4 < 22 + 4% < 9, 0 < z < y}, determinar los extremos de la funcién

f:E — R, definida por f(z,y) = L

Sea E = {(z,y) € R*/2? + y* < 1}, encontrar los extremos de f: E — R definida por f(z,y) =

z+y
L+az*+ 9y

Sea E = {(x,y) € R?/2? + y? < 4} y sea f: E — R la funcién definida por f(z,y) = tlin(l)(cos tr +
—

ysentz)'/t,

a) Probar que V(z,y) € E, f(z,y) = e*V.

b) Determinar los extremos de la funcién f.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

La gréfica de la funcién g(z,y) = % es una superficie en R?. Determinar los puntos de la superficie

mds préximos al origen (0,0, 0).

Determinar los puntos de la curva que es la interseccién de las dos superficies g1 (7, y, z) = 2% — zy +

y? — 22 =1y ga(x,y,2) = 22 + y? = 1, que estdn mas préximos al origen.

Representar el nimero positivo a de manera que el producto de cuatro factores positivos sea de suma

minima.

Desarrollar el niimero positivo a como tres nimeros positivos, de modo que el producto se maximo.

y2

2 2
Determine el volumen méaximo de una caja de base rectangular inscrita en el elipsoide % + el + 2—2 =1
a c

2 2 2
Determinar los puntos del elipsoide % + % + ZZ = 1, cuya distancia al planox +y + 2 — 10 =0es

maxima y minima.

Determinar el elipsoide de volumen minimo con ejes en los ejes coordenados que pasa por (2, —3,5).

2 2
Un paraboloide eliptico de ecuacién 3267) + g—q = z, se corta por el plano z = a. Determinar el volumen

del mayor paralelepipedo recto rectangular que se puede inscribir en esta figura.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
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Por el punto (1, 1, 2) para el plano que forma con los tres planos coordenados un tetraedro. Determinar

las ecuaciones del plano, cuando el volumen del tetraedro formado es minimo.

Determinar los extremos de f(x, v, 2) = 22 +y? + 22 bajo la restriccién g(z, y, z) = 52 + 9y? + 622 +

dyz —1=0.

Determinar los extremos de f(z,y,z) = 22 + y* + 22 sobre R?, bajo las restricciones g(z,y,2) =

a? +y® +222 —4=0,h(z,y,2) =ayz — 1 =0.

Determinar los extremos de f(z,y, z) = xyz sobre IR3, bajo las restricciones g(z,y, z) = x2+y>+22<1

y h(z,y,2) =1 —2sen(x? + y2 + 22) = 0.

Determinar los extremos de la funcién f:R?> — R dada por f(z,y,z) = 2% + y? + 22, bajo las

restricciones g(x,y,z) =x+y+2—1=0,h(z,y,2) =2y —1=0.

Determinar los extremos de la funcién f(z,y, z) = x+y+ z sobre R, bajo las restricciones g(z, y, z) =
(x—4)+2(y—2)+3(z=3)=0,h(z,y,2) = (. —4)?+ (y—4)*+ (2 —5)?>—1=0.

Determinar los puntos criticos de la funcién f(z,y, z) = xy + xz + yz bajo la restriccién g(z,y, z) =

2y -2 -1=0.
Determinar los ejes de la elipse de ecuacién 222 + zy + 2y? — 1 = 0.

Determinar entre los tridngulos rectingulos que tienen drea A, el tridngulo de menor hipotenusa.
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Poltronieri

1. Determinar los extremos locales de las funciones siguientes:

a) f(2,y,2) = (x4 22)er @+ b) f(z,y,2) = 5o +ayz +y =
c) f(z,y,z) = xe¥ + ye* + ze” d) f(z,y,2) = zye® + yze® + zxeY
&) f(,9,2) = oyz(d—z—y — 2) 0 f(2,y,2) = 22+ + 2% — 2uye.
Solucin

a) fo = WD L (3 4 22) ()2 + 22 + 1)erW ) — 0 = (2 4+ 22) (2 + 22+ 1) = 1, f, =
(z + 22)2$yem(y2+22+1) =0=ay(z+2*)=0,f, = 2zer(¥?+22+1) | 2xz(x + zz)e””(yZJerH) =
0 = 2z(1 + x(x + 2%)) = 0, se deduce que = + 22 # Oi.e. 2y = 0.
Siz = 0 = z = 0 que es imposible pues z + 22 # 0; asf, z # 0 => y = 0y x = —1 i.e. el tnico
punto critico es (—1,0, 0).
Ahora f(—=1 4 z,y,2) — f(—=1,0,0) = (=1 + z + 22)eCIHD@ T4 4 o1 — e=1(1 — g 4
22)67y2722+zy2+mz2+27671 - 6*1(1fx+zz)(1fy2722+zy2+xz2+x+%x2+o(||(z,y,z)H2) _
e (—1+y?+22—a—Lta+a+ 22 +o(|(z, y, 2) IP)+e ! = e L (Ga2+y2 +22) +o(| (z, v, 2) |*) >0,

para (x,y,2) — (0,0,0) y (—1,0,0) es un minimo y f(—1,0,0) = —%.
1 1

b) fo =2 +yz =0 fy, =2z+1=0f. =2y—-1=0= 2= -3, 2= 5y se tiene
SC‘F%(*%):OZ}I:%:>x3:1:>’I:1,y:1’2:71y(171771)esel

T

dnico punto critico.

Las derivadas parciales son for = 1, foy = 2, foz = ¥, fyy = 0, fyz = 'y f.. = 0, por lo que el

1 -1 1
Hessianoes H = | _q 0 1 |, A1 =1>0,A=-1<0,As3 =-3<0y no es un extremo.
1 1 0

Se puede llegar a la misma conclusién analizando la funcién alrededor del punto (1,1, —1). En efecto,
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fA4+h1,-1)— f(1,1,-1) =31 +h)2—(1+h)+2-3=21r*>0y f(1+h,1+h—-1) -
f(1,,1,-1)=3(1+h)?>—(1+h)?>+(1+h)+1—32 =—1h? <0y claramente no es ni mdximo ni
minimo.

¢) Sea (x,y, z) una solucién del sistema f, = e¥ + ze* =0, f, = ye* +e* =0, f, = xze¥ +e* =0,

ze® eY e’ —eY e? e’

entonces el Hessiano es Hy = eV  re¥ e

e* ef ye? e’ e —e”

Ahora, como —e¥ < 0, la tnica posibilidad es que (z,y, z) sea un maximo. El determinante de orden 2
debe ser positivo y el determinante det H = e¥(e®* — e2?) + e¥(e"1¥ + e" %) + e%(e¥ 17 + e*17) =
e tyte 4 g2rtz 4 e2+2y 4 eyt22 > () y deberfa ser negativo. Asi, cualquiera que fuera la solucién, no
puede ser un maximo y no hay puntos extremos.

d) fo =ye* +yze® +zeY =0, f, = ze® + ze” + xze¥ =0, f, = zye® + ye” + xe¥ = 0. Se observa
que (0,0, 0) es una solucién. Ademds, tenemos quesiz =0 =y =0y z = 0.
Sixz #£0(@Ge y#0yz#0)se tiene zye® + xyze® = —xze¥ = zyzeY + yze® = z(x — 1)e” =

x—1, =2—-1_. y—1
r(z—1)e* = “5—e" = “5—e = 7 ev.

T —

1 e®. Para

Consideremos la funcién g(z) =

= Z T 1636 hay una o dos soluciones. Si
hay una solucién, 0 < x < 1 y se deduce que 4 9(@) h(z)
xr
r=y=z2= 2 =00z = —2, que no puede |
ser. Si hay dos soluciones iguales, y como hay J 1 o \
- i
. .. i
tres ecuaciones deben existir dos valores x, ¥y, z oo
| l
que son iguales. )
Por ejemplo # = z, entonces 2xe” + z%e¥ = 0 = —2e” = ze¥ = e¥ = —%ef. Ademis

y(e*+ze”) = —xe¥ = x(—%)ew ==y = 1_’_% Asiy =1In (%2)—&-33 =In2-In(—z)+z = 1—&-%

y la funcién h(x) = H% — 2 —In2 4 In(—z) en R* tiene dos soluciones z = a ~ —0.1585 y
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2

x:—2,por10quea:x:z%—0.1585<0,,B:y:m

> 2 y no es ni maximo ni minimo. En
efecto, las soluciones son (o, a, ), (o, B, a) y (8, v, ). Si analizamos por ejemplo («, v, 3), entonces
las derivadas de orden dos, evaluadas en este punto son: f;, = afe®, f,, = a?e?, [z = afe“,
Joy = e* + (e +eP), fo. = e’ +28e”, f,. = e* + a(e” + €).

= a?BetP — (e® +a(e*+€”))? <0,

Dado que f,., <0, s6lo podria tenerse un maximoy fuz fyy — f2,

deberia ser positivo. Asi, el Hessiano tiene valores propios positivos y negativos por lo que no es maximo

ni minimo.
Si las tres soluciones son iguales, entonces z =y = z = —2.
0 1 1 4 -3 -3
El Hessiano en (0,0,0)es H = | 1 o 1 |yen(-2,-2,-2), | —3 4 —3 é. Ahora
110 -3 -3 4
A 11
det(H —A\I) nos determina los valores propios de H en (0,0,0) yen (—2,—2,—2). Asidet | 1 )\ 1
1 1 X

AN =1 - A=) +1=N)=A-1DAN+X-2)=(A—=1)(A—1)(A+2) y los valores propios
permiten decir que la matriz es indefinida.

4-Xx -3 =3
Ademds, det 34— -3 | == (A-X2=-9)-303A4-N)+9)+(=3)(9+3(4—N\)) =

-3 -3 A
(4= X3 —9(4—X) —6(9+3(4—A)3 =64 — 48\ + 1202 — A3 — 36 + 9\ — 54 — 72 + 18\ =

—98 + 1202 — 21\ — A% = 0 <= (A + 2)(\ — 7)? = 0 y la matriz también es indefinida. Por lo tanto
no hay maximos ni minimos.
e) fo =4yz—2zyz—y?z—y2? =0, f, = dvz—a?2 —2xyz —xz? =0, f, = 4oy — 2Py —xy? —2xyz =

22 —x2? = 4oy — 2%y —xy?, porlotanto z(y —x)(4d—x—y—2z) = 0,

0= 4dyz—y?2z—yz? =doz—2x
rz—y)d—2r-y—2)=0yylz—a)d-z—-y—2)=0.

Observemos que las variables z, y, z son simétricas en cuanto al resultado y basta analizarse, fijando por



Ejercicios de MA-1003  Cilculo III 57

ejemplo los valores de x. Por simetria se procede cony y z.
Claramente x = 0 es una solucion, para algin y y algtn z. En efecto:
—siz =0=0=4yz — y?2 = yz(4 — y — z) = 0. Hay dos posibilidades y = 0 0 y # 0.
Siy =0, 2 = 2 forman la solucién (0, 0, zg) del sistema.
Siy # 0, yo = 4 — 2o, pues la solucién (0, yg, 0) ya estd contemplada (caso (0,0, zg)). Otra solucién
es (0,4 — zp, 20).
—Si x # 0, hay dos posibilidades z = y 0 z #£ y.

3 =222 -2 —y) =0yday —2® —y—ay?® - 22y® =

Siz =y = 4y? —2xy®> — 9% —y
2y(4 — x — 3y) = 0, por lo tanto debemos considerar y = 0, y # 0.

Siy=0= 2=0y (x0,0,0) ya estd contemplado en (0, 0, 29 ), por simetria.

Siy£20=—=4-3y=r=—=2—-y=cx=4—-3y =2y =2ie.y =1,z = 1,2 = 1. Otra solucién
es (1,1,1).

Siz#y=4-ax—-y—2=0ie.2=4—x—y. Como f, = 4oy — 2%y —ay? —22y(4 —x —y) =
0= —doy+2?y+a2y’ =0= —ay(d—2 —y) =0.

Siy = 0 la solucién es (zg,4 — xo, 0) que ya estd considerada.

Siy # 0=y =4 — x ylasolucién es (x9,4 — o, 0) que ya estd tomada en cuenta.
En definitiva, las soluciones son (0, 0, z), (0,4 — 2, 20), (1,1, 1).
—En (0,0, 20), f(h,h,20+h) = h?(20+h)(4—20—3h) ~ h?z0(4—20),sih — 0y f(—h, h, zo+h) =
—h%(z0 + h)(4 — 20 — h) ~ h%(20)(4 — 20), si h — 0y no hay extremo.
—En (0,4 — 20,20), f(h,4 — 20 + h,20 + h) = h(4 — 29 + h)(=3h) ~ =3h%(4 — 20)20 y f(—h,4 —

20+ h,zo +h) = h?(4 — 2o + h) (20 + h) ~ h?(4 — 20)2o y no hay extremo.

-2 -1 -1
—En (1,1,1) el Hessiano es H(1,1,1) = —1 —2 —1 |»pues fou = —2yz, fyy, = —2zz,
-1 -1 =2

e = =22, foy = Yz — 202 — 2yz — 22, for, = Ay — 22y — y2 — 22, fu. = 4o — 2% — 20y — 222,
y Yy
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Ahora Ay = —2<0, Ay = 4—1 = 350, Ag = —2(4—1)—(=1)(2—1)—1(1-2) = —6+1+1 = —4<0
y (1,1,1) es un maximo, con f(1,1,1) = 1.

) fo=2x—2yz=0 T =yz r=yz 2(1—-y?)=0
fy=2y—222=0 = y=1z = y=2z%y = y(l-2?)=0

f-=22-2zy=0 z=uxy 2=z 2(1—9?%)=0.

Siz=0=y=0,2z=01ie. (0,0,0) es una solucion del sistema.

Siz#0= 1y’ =liey=+1l=22=1= 2 ==+1.
Siy=1—zx=z=—z=z=1lox=2=—1.
Siy=-1=—z2=—-—2=—=z=—-—2=1lor=—2=—-1

Las soluciones son (1,1, 1), (-1,1,-1), (1, -1, -1), (-1, -1, 1).

—En(1,1,1), f(1+h,1+h,1+h)— f(1,1,1) = (1+h)?(5—2h) —1 = —h?(3+2h) <0,si h — 0,
fA+h1,1)—f(1L,1,1)=1+h)?+2-2(14+h)—1=1+2h+h?>+2-2-2h—1=h%>0,
si h — 0y no hay extremo.

—En(-1,1,-1), f(=1+h,1+h,—1+h)— f(—=1,1,—1) = (1+h)?(3—2—2h) —1 = —h?(3—2h) <0,
sih—0, f(~1—h,1,-1) = f(=1,1,-1) =2+ (=1 —-h)> —=2(1+h)—1=h?>>0sih — 0yno
hay extremo.

De manera similar se verifica que los otros casos no son extremos. Esto también sale de observar que la

funcién tiene el mismo comportamiento en los cuatro puntos.

2. Seaa>0, encontrar el minimo de f: R? — R definidapor f(x,y) = /22 + (y — a)2+/y% + (v — ).

x (x —a) _ _ (y—a) Y

( ><¢x2+)<y—a>2+¢y2+<x—a>2‘O’fy VR aP VR ap

z—a)ly—a) xy
TV aP PP

Observemos que para la existencia de la solucién debe tenerse que x > 0y z —a < 0, asi comoy > 0

Solucin f, =

== a=x+Yy.

yy—a < 0. Parax <0 o0y <0, no hay solucién. De esta forma la solucién x + y = a vale en

0<x<ay0<y< a. Elvalordelafunciénes f(r,a —z) = Va2 + 22+ \/(a —2)2 + (a — 2)% =
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V2(|z| + |a — |) = V/2a. Falta probar que es un minimo.

En efecto, sean z, y reales talesque c +y =a, 0 <z <ay 0 <y < a.

Ast, fx+hy+k) = fz,y) =@+ h)?+y—a+k)2+/(y+k)?+(x—a+h)?—v2a=
VE+h)?2+@—k)2+/(y+k)?2+(y—h)?2—+v2a=
\@:c\/lJrJl:(hk) h2+k +\fy\/1+ (k—h)+ hz;y“zﬁfﬁa:

V(U g (b= k) 4 5L (0 4 1) = Ly (= k)%) +

V(L g5 (= 1)+ 5 (2 4+ 82) = g (h = 1)) = V20 + (1, )[*) =

Bty —a) + Y200+ 10— 3+ 1)+ Y20 442 10— 30+ 1) ol (0, )?) =
V2 V2

o (h? + k% + Shk) + @(h2 + k? 4 hk) + o(||(h, k)||?) > 0, cuando ||(h, k)|| — 0, pues h? + k* +

shk = (h+ k)% 4+ 12k% > 0, si (h, k) # (0,0).

3. Sea f:R? — R definida por f(z,y) = (22 — y)(32% — y).

a) Probar que VA € R, gx: R — R definida por gy (z) = f(x, A\x) tiene un minimo en 0.

b) ¢ f admite un minimo local en (0, 0)?
Solucin

a)gx(z) = (22 = Az) (322 — A\z) = 32t —4Xz® + N22? y gl (z) = 122° — 12)22 + 2020 = 0 = 2 = 0.
Ademds, g¥ (z) = 3622 — 24X 4+ 2A% y g¥(0) = 2A? > O i.e. gA(0) = 0 es el minimo.

b) Las derivadas parciales f, = 122 — 8zy = 4x(32% — 2y) =0y f, = —42? + 2y = —2(222 —y) =0
implican que 322 = 22 <= 2 =0y y = 0.
Ahora f(x, \x)— f(0,0) > 0y porotro lado f(x, 22> +23) = —2?(1+2)(2? —23) = —2*(1 —2?)<0

y no hay minimo local en (0, 0).

4. Encontrar los extremos de la funcién f(z,y, z) = 232 + y® — 322y — 222
Solucin Las derivadas son f, = 32?2z — 6zy =0, f,, =3y? — 322 =0, f, =23 — 42 = 0.
-Siz =0,0y =002z =0 las otras son cero, (0,0, 0) es una solucién.

—Six#0,3x2:6y,y2:m2,z—4x =>mz—4x — 2% = 8y y como y? = 22 se tiene y> = 8,
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ie.y=2,0==42 2=z Asi(2,2,2), (—2,2,—2) también son soluciones.

—En (0,0,0), f(0,k,0) = k3 cambia de signo y no es extremo.

— En (2,2,2) no hay extremo. En efecto f(2,y,2) = y> — 12y + 8 tiene un minimo en y = 2, pues
1y(2,9,2) = 3y — 12, £,(2,2,2) = 0y fyy(2,v,2) = 6y, f,y(2,2,2) = 12 > 0. Por otro lado
f(2,2,2) = 82 — 16 — 222, f.(2,2,2) = 8 — 4z, £.(2,2,2) = 0, f..(2,2,2) = —4 <0, que es un
maximo en z = 2.

—En (—2,2,—2) no es extremo pues f(z,y,2) = f(—x,y,—2) y la funcién se comporta de manera

similar.

. Sea f: E — R una aplicaci6n definida por f(x,y) = %, sobre el conjunto £ = {(z,y) €
€z Y

R2/0 <z <1, 0 <y < 1}. Determinar los extremos de la funcién f.
Solucin Dada la definicién de f, f(0,0) = 0 = min{f(z,y)/(z,y) € E}. Por otro lado, como f
es continua y F es compacto, f alcanza el maximo en F y este maximo se tiene en el interior de F,

E={(z,y) e E/0<y<1, 0<xz<1}oenlafronterade E.

a2 2 2.2 2
Derivando parcialmente tenemos of = yu=3e+y7) =0, or = 15(13—x2—|—y2)
dy 14322 +y

= 0y este
ax 1 + 3.’1}2 + y2 y
o
sistema no tiene solucién en E, por lo que no tiene puntos estacionarios. Asi, los extremos se alcanzan

en la frontera de E. Estudiaremos la funcion en la frontera:
—Siz=0, f(0,y) =0,Vy€[0,1].
—Siy=0, f(x,0) =0,V €[0,1].

2
—Siy =1, f(z,1) = QEW, derivando obtenemos f'(z,1) = % =0« x = \/gy el

maximo es 1) =1,/2
simoes e 1(5,1) = 13

2
(44_'_72)2, perosi 0 < y < 1, la derivada es mayor que 0 y

el mdximo se obtiene en y = 1ie. max f(1,y) = i.
0<y<1

: Y ’
_Slle’flvy = ’f 1ay =
)= Lo L)

En conclusién, dado que i\/g > £, el méximo sucede en z = \/g, y=1.
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. Sea f: E — R definida por f(z,y) = 2% — zy + y? + 3z — 2y + 1, sobre le conjunto E = {(z,y) €
IRQ/ —2<2<0, 0 <y < 1}. Determinar los extremos de f.
Solucin La funcién f es continua sobre £ que es compacto, entonces f alcanza los extremos en los

puntos estacionarios o sobre la frontera de E.

En el interior £ = {(z,y) €e R?/ —2<2 <0, 0 <y <1}, elsistema% =2r—y+3 =0,
or _ 2y —2 =0 =1 2 = -2 Dad =2 =2 = —1, ¢l
@—_$+ Yy — <2 = = Yy =3 T = —3. aoquefa::v—»fyy—7fa:y—_,e
. . . 2 _1 . .. . 4 1
Hessiano tiene por matriz , que es definida positiva y alcanza un minimo en (-3, 5) de
-1 2
valor f(—3, %) = —3. Analicemos f sobre la frontera.

—Siz =0, f(0,y) = (y — 1)?, para0 < y < 1y alcanza el méximo en y = 0y el minimoeny = 1,

1 i =1 i =0.
por lo que se tiene Orélya<1 £(0,9) , Orénylgl f(0,y)=0

—Siy=0, f(z,0) =2?+3z+1, f'(z,0) = 20+ 3 = 0 => x = — 3. De esta forma hay un minimo

3 L, . . . 5
enx = —= yun maximo en x = 0, es decir min z,0) = —2, max x,0) =1.
2y ’ 2§cr§0f( ) ) 4’72§:1:§0f( ) )

—Siy =1, f(z,1) = 22 + 2z en [-2,0], f'(z,1) =22 +2 =0 = x = —1, por lo que f(z,1)

alcanza el mdximo en z = —2 y en z = 0; y el minimo en x = —1, es decir min f(z,0) = —1,
<z<0

_pax f(z,0)=0.

—Siz=-2,f(—2,y)=9y> -1 1 1 in (—-2,y) = —2,y)=0.
Siz f(=2,y) =y en [0, 1], por oqueorgnylgl( ,Y) 0»0213§1f( ,y) =0

En conclusién, f alcanza un médximo en (0, 0) de valor 1 = ( m?XE f(z,y) y un minimo en (—%, %) de
z,y)€E

valor —% = min z,Y).
3 (m’y)eEf( Y)

. Sea f: E — R definida por f(x,y) = 2? + y? + 2y, donde E = {(z,y) € R?/2? — y?> = 25}.
Determinar el minimo de f.

Solucin Consideremos la parametrizaciéon = 5 cosh ¢, y = 5senh ¢, entonces h(t) = f(5cosht,5senht) =
25 (3 +e72), porlo que 1/ (t) = Ze 2! (3e’ — 1), h/(t) = 0 <=t = — 1 In 3y tenemos que es un

st . . _ 1 _ 25 _
minimo, es decir Itré]}?g(t) =g(—3mm3) =23 = f(z0,y0).
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Observamos que esta reparametrizacién no genera toda la curva z2 — y2 = 25, sin embargo, dado que

f(z,y) = f(—=x,y) también alcanza un minimo en (—zo, yo) y f(—zo0,y0) = ( m%n flz,y) = 2—25\/§
z,y)EE
8. Sea B = {(z,y) e R?/4 < 22 +4y?> < 9, 0 < x < y}, determinar los extremos de la funcién

2
f+E — R, definida por f(z,y) = xgi Yy

Solucin Parametrizando la funcién con x = rcosf, y = rsenf, 2 < r < 3, iw <6< %ﬂ. Asi

2

g(r,0) = f(rcosf,rsenf) = Tcossﬁer—&l— seen(Q =77 ﬁec%fge’ sobre D = [2,3] x [4m, i7]. Dado

sen 6 . . 1 1 . o _

que T ota g o estrictamente creciente en [ 37, 57 ], se tiene que (Irg?é(E flz,y) = (rr,%)aEXD g(r,0) =
9(3,5m) =3, Join f(z,y) = min g(r.6) =g(2, im) =1V

9. Sea E = {(z,y) € R?/2% + y? < 1}, encontrar los extremos de f: E — IR definida por f(z,y) =

Tty
L+az+ 9y

Solucin Reparametrizando = rcosf, y = senf, 0 < r < 1,0 < 6 < 2, entonces g(r,0) =

flrcosf,rsenf) = 1_'7_4T2(sen9+c089), sobre D = [0,1] x [0, 27 [.

r
7,2

Por otro lado, T es estrictamente creciente en [0, 1]; 1a funcién h(0) = cos € + sen 6 es tal que su

derivada es h'(f) = —sen + cosf = 0 <= cos = senfie. § € {im, 27}, con un méximoen 17y
1

un minimo en 27, pues h”/(37) <0, B”(37) >0, max f(z,y) = max g(r,0) = g(1,im) = 12,
(z,y)EE (r,0)eD

Join f(e.y) = min g(r.6) =g(1, M =-3v2
10. Sea E = {(z,y) € R?/2? + y*> < 4} y sea f: E — IR la funcién definida por f(x,y) = %ijrg)(cos tr +
ysentz)'/t,
a) Probar que V(z,y) € E, f(x,y) = e*¥.
b) Determinar los extremos de la funcion f.

Solucin

a) Es importante destacar que tlin% (costx + ysentx) = 1, por lo que dado € = %, existe § > 0 tal que si
—

|z|<d = L<costz+ysentz<3. Asi podemos definir (costz+ysentx)l/t = el/tn(costetysente) —
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el/tln(l+%t23:2+yta:+o(t2)) — el/t(%t2x2+xyt+o(t2)) — eacy+o(1) eV, sit s 0.

b) Dado que f es continua sobre £ compacto, la funcién alcanza sus extremos en el interior de F o en la

11.

frontera de F.

El interior de F, E = {(z,y) € E/z* + y* < 4} y las derivadas parciales f, = ye™ =0, f, = ze” =

0= z=y=0y f(0,0) = 1. Ademds f,, = y?e, f,, = z%e™, f,, = e"¥ + yze™, por lo que
0 1
el Hessiano en H(0,0) = , de modo que det(H — A\) = 0 = A\? — 1i.e. A\ = £1. El punto

(0,0) es un punto de silla.

Estudiemos la funcién en la frontera de E. Usando la parametrizaciéon z = 2cosf, y = 2sen#,

0 < 6 < 2, por lo que g() = f(2cosf,2senf) = e?5°" 2%, La derivada ¢’ (0) = 4e?5°" 2% cos20 =

_1_3_5_7 _1_3_5_7
0 <= 20 = 5m, g7, 5m, gm,08ea ) = 3m, §m, 37T, 4T
Asi max ¢(0) = g(i7) = €2, min 0) = g(37) = e 2, conlo cual max T =
s g(0) = g(m) = €, min g(0) = g(in) L max f(ay)

_ 52 : _ 3 _ =2
(gr%ae);g(@ =e ’<z,yrfél§i<E>f(m’y) = min g(0) =e™=.

Finalmente, la funcién f tiene un méximo en (v/2, —v/2) y setiene max f(x,y) = e?, min f(x,y) =
(@.y)EE (,y)€E

e 2.

La grifica de la funcién g(z,y) = % es una superficie en R®. Determinar los puntos de la superficie

mads préximos al origen (0,0, 0).
Solucin El cuadrado de la distancia al origen esta dada por f(x,y,2) = x? + y* + 22, por lo que si

z= %y la funcién f(z,y, xiy) mide la distancia al origen al cuadrado de los elementos de la superficie.

El problema es equivalente a minimizar la funcién h(z,y) = f(z,v, xiy) =22+ 9%+ 21 5, asi
ry
tenemos que hy = 27 — —25 = 0, h, = 2y — —25 = 0 = a%y® = 1, 2%y* = 1y se tiene
z°y yox

y? = % = 2% = 1ie. 2z = £1, y = £1, es decir hay cuatro puntos criticos (1,1), (1, —1), (—1,1),
x

(—1,1). Las derivadas de orden dos son: hg, = 2+ %, hgy = %, hyy =2+ % y el Hessiano
oy ’ Ty

ry
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8§ +4

es H = , A1 =8>0,Ay =48 >0y los puntos son minimos de valor A(+1,£1) = 3,

+4 8

es decir de distancia es v/3.

Determinar los puntos de la curva que es la interseccién de las dos superficies g1 (x,y, 2) = 22 — xy +

y? — 22 =1y go(x,y, 2) = 2% + y? = 1, que estdn mds préximos al origen.

Solucin Sea L = 22 + y% + 22 + M\ (2% — 2y + y? — 22 — 1) + Xo(2? + y*> — 1), entonces L, =

2014+ A+ X) —Ay=0,Ly =2y(1+ A+ X)) — Az =0,L, =22(1— X)) =0.

—Siz=0,22+y? —ay=122+y’=1=2y=0=2=00y =0.
Siz=0,y=41, A =0, A = —1.
Siy=0,2 =41, A =0, = —1.

CSiz AN =1,202 4+ Ne) = 4 292+ No) = & = 42(2 + )% = 1.
—Siz=0=y==21yy?—22=1= 2z = 0 que es imposible.

ATz #0 =42+ X)? =14+= 4\ +16M +15=0= A= -3, -3

—Si)\gz—%,)q21,2$(2—%)=I=y:>33=y=:|:%,22Z—% que no puede ser.

S A =122 — D) = s my—r =y =4k 2=

Finalmente la soluciones son (1,0,0), A\; = 0, \g = —1; (0,41,0), \; = 0, Ay = —1; (%, —%,

5. 1 1 1 _ _ _5
)\1 = 1, )\2 = -3 (*%, %’iﬁ)’ >\1 - L )‘2 - T3

1
+1),

Las derivadas de orden dos son L, = Ly, = 2(1 + A+ AX2), L., = 2(1 — \1), Lgy = —A1, Ly, =0,

20—y 2y—x —2z
Ly, = 0y la matriz Jacobiana de las restricciones g((gli;ygi))
e 2 2y 0

rango 2 al evaluarse en las soluciones.

= tiene
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201 + A2+ 1) -1 0 2r —y 2
0 2001+ A2+ 1) 0 u—x 2y
El Hessiano orlado es 0 0 —2M—-1)| =2z 0
20—y 2y — x —2z 0 0
2z 2y 0 0 0
0 0 0 %1 O
0 0 0 £2 +£2
—En (0,£1,0),\y =0, \a = -1, H = 0 0 2 0 0 |,5detH =8y esunminimo.
F1 £2 0 0 O
0 2 0 O 0
0 0 0 F2 F2
0 0 0 £1 O
—En (£1,0,0),\; =0, \o = -1, H = 0 0 2 0 0 |>detH =8y esunminimo.
F2 +£1 0 O 0
2 0 0 0 0
-1 -1 0 3V2
-1 -1 0 -32v2
— En (%,—%,i%), A =1, Ay = —%, H = 0 0 0 V2
5V 3VE wVE 0
V2 V20 0

det H = —16 y en ambos casos hay un maximo.

65
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-1 -1 0 -3v2 -2
-1 -1 0 5V2 V2
—En(—%,%,i%),/\l:1,)\2:—%,H: 0 0 0 V2 0 ,det H =
—3V2 V2 FV2 0 0
V2 V2 0 0 0

—16 y en ambos casos hay un maximo.

Los minimos son (0, +1,0), (+1,0,0) de valor 1.

Representar el nimero positivo a de manera que el producto de cuatro factores positivos sea de suma
minima.

Solucin El problema se plantea de esta forma: minimizar f(z,y,z,w) = ¢ + y + 2z + w sujeta a la
restriccion g(x,y, z,w) = ayzw =a,x > 0,y > 0,2 > 0, w > 0.

El Lagrangeano L = = + y + z + w + A(xyzw — a) tiene derivadas parciales L, = 1 + Ayzw = 0,
Ly=1+Xxzw=0,L, =14+ Xxyw =0,L, =1+ Avyz =0,porloque A # 0,y # 0, z # 0,

z # 0, w # 0. Restando dos ecuaciones tenemos Azw(x — y) = 0, Azw(y — z) = 0, Azy(w — z) = 0,

oo

Mzz—w)=0=r=y=z=w=ai,\=—a
Las derivadas de orden dos son Ly, = Lyy = L., = Ly = 0, Lyy = A2w, Ly, = Ayw, Lz = Ayz,

Ly. = Avw, Ly = Axz, L, = Azy.

P dg _ .,
Ademads oy, 0] (yzw, xzw, xyw, xyz) # (0,0,0,0) en la solucién.
Desarrollando el Hessiano orlado evaluado en ( /a, ¥/a, ¥/a, ¥/a) tenemos: p = 1,7 = 2, 3,4, det Hy =
0 —ai
0 —ai —ail ai
0 —atl af —ai 0
» —at 0 —ai af
—af 0 af |=-2a7%,detHs= = 3a*,det Hy = | _4% _4%
—ai —a% 0 U,%
3 3 5 5
a1 a1 0 _ay _4b
3 3 3
al ai at 0
3 3
ax ax

Q
N

IS
e

Q
[N

S|
N
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—da, porlo que (—1)?det H; > 0,7 =2,3,4y (ai ,at,at, a%), A = —af es un minimo con restric-
ciones. El valor mfnimo es 4.

Por ejemplo si deseamos descomponer 20736 = 12-12.12-12 de forma que el minimo es 4-12 = 48.
Desarrollar el niimero positivo a como tres nimeros positivos, de modo que el producto se mdximo.
Solucin El problema se va a resolver usando dos caminos distintos.

a) El problema planta maximizar f(x,y, z) = xyz bajo la restriccién g(x,y,2) = x + y + z = a, con
z2>20,y>0,22>0.

Si consideramos el Lagrangeano L = xyz+\(x+y+z—a), tenemos L, = yz+A = 0, Ly =zz+X =0,

L,=2y+A2=0= -A=axy=xz=yz =z # 0,y # 0, z # 0, pues en caso contrario

r =y =2z=0quecontradicex +y+ 2z =a>0. Asitenemosque zt =y = z = %a,/\ = —%aQy
99  _
A,y 2) (1,1,1) # (0,0,0).
Porotrolado Lyy = 0, Lyy = 2, Ly, =y, Lyy = 0, Ly, = 2, L,, = 0. Como p = 1, se deben de calcu-
1 1
0 ga ga ].
0 %a 1
1 1
ga 0 gCL 1
lar dos determinantes ¢ = 2, 3, con det Hy = %a 0 11|= %a, det Hy = =
%a %a 0 1
1 1 0
1 1 1 0

—1a?. Asitenemos (—1)"det H; >0, = 2,3y 1(a,a, a) es un méximo de f(z, y, z) bajo la restriccién

g(z,y,z). El valor es 5-a.

b) Sobre el conjunto E = {(z,y) € R?/0 < 2,y < a, 0 < 2 + y < a}, se busca maximizar la funcién

f(z,y,2) = zy(a—x —y). Las derivadas parciales son f, = y(a—2z—y) =0, f, = z(a—2y—2) =0
ytenemosquesiz=0=y =00y = a.

—Six;é0yy;£0:>a—2x—y:O,a—2y—x:0:>3y:a,y:%a,x: a.

Wl

-Siz#0yy=0= 2z =a.

Las soluciones son (0,0), (0,a), (a,0), (3a, 3a). Las derivadas de orden dos son foo = —2y, foy =
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a— 2z — 2y, fyy = —2.

0 2
—-En (0,0), H(0,0) = es indefinida (punto de silla).
20
—2a —a
—En (0,a), H(0,a) = , A1 = —2a <0, Ay = —a? < 0 (punto de silla).
—a 0
0 —a
—En (a,0), H(a,0) = es indefinida (punto de silla).
—a —2a
2 1
11 1,1 BEREEA 2 12 i
-En (3a, 3a), H(3a,3a) = s Ar = —3a <0, Ay = 3a” > 0 es un maximo con
1 2
—ga —ga
valor f (%a, %a) = 2%(13. Queda por analizar la funcién en la frontera.

—En (Ovy)v f(ovy) =0.
—En (z,0), f(z,0) = 0.
—En (z,a — ), f(z,a —x) = z(a — x)-0 = 0.

1

3en (3a, 2a).

Finalmente el maximo de f es 3-a

y* 22

2
Determine el volumen maximo de una caja de base rectangular inscrita en el elipsoide % + 2 + % =1.
a c
2 2
Solucin El volumen que queremos maximizar es V(x,y) = 8xycy/1 — % — ?Z—z por lo que V, =
a
2 2
2
sey(1 - 27 1) sea(1 - 25— 2 g
a =0,V, = a yecomoz # 0,y =0= 1= 2% 4 Z =
2 2 Y 2 42 at v
\/ _x Y \/1 R
) a® v a b
2y z2 z _ Y 3z a b c p :
= 4 =2 =2 =1—-2 =(0= =",y = —F~—= — 2z = ——. Asi las aristas valen
¥ a2 4T b o 3V T3 V3

2a 20 2c y el volumen mdximo es

V3T V3 V3

8abe
3v3
2 2 2
Determinar los puntos del elipsoide % + ‘% + ZT = 1, cuya distancia al planox +y + 2z — 10 =0es

méxima y minima.

. . —10 . .
Solucin Recordemos que la distancia de un punto al plano es % y como la distancia
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del origen al plano es \[ y la distancia del origen a un punto del elipsoide como méximo es 2v/2. Se

deben determinar los extremos de f(z,y,z2) = _%\/5—10 sujeta a la restriccién g(z,y,2) =
Seal = —L1Y J\;g 710+)\(ﬂ—2+%+1—2—1),entoncesLm 7 % 0,L, =— 7 %
O,Lzz—%+>\%:0.

2
SeobservaqueA#O,x#O,y#O,z#Oysetienex:%y_zporloquez+%+I 2 =

l=—=ax==%1,y=+2,2=+1.

7 M 1 1
Asisetiene A = —, (1,2, 1)) y A= ———, (—1,—-2,—1).

%)\ O 0 §:U ) )

0 A 0 |7y
El Hessiano orlado es H = , Hy = 0 %)\ 1y , donde det Hy =

0 0 3A|3z 1

1 1 1 2 1y 0
PV _ 222 N2+ 27

16~ 3z detH =—"% 128
1 _ _ 13 1
—En (1,2,1), A \/g,detHg— 16,detH3 384 (=1)*det H; >0, i = 2,3, por lo que
.. 6
1,2,1) es un minimo 1,2,1) = —.
( ) y f( ) 73
_ V3 _ 13 . i .

—En(-1,-2,-1),\ = —7 det Hy = 16 det H3 = 334 & (=1)"*det H; > 0,i = 2,3, por lo
que (—1,—-2,—1) esun maximo y f(—1,—-2,-1) = l—é

Determinar el elipsoide de volumen minimo con ejes en los ejes coordenados que pasa por (2, —3, 5).

Solucin El elipsoide debe satisfacer que 42 + ()92 + £ 25 = 1y su volumen es 8abc. Asi se debe minimizar
f(a,b,¢) = 8abc con la restriccion 42 + 1792 + 25 =1.

El Lagrangeano L = 8abc + )\( + I?Q + E - ) satisface que: L, = 8bc)\§3 =0, Ly, = 8ac —
a
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A8 = 0, L, = 8ab — /\5—9 =0 = a’bc = A = Lapdc = Labed = dabe _ %, dabe _
c

b3 9 25 A a A
9 4dabc _ 25 12abc _ _ c 37 _ 2 _ 4 13, _
A T2 — \ 1, o sea A 12abe. Asi a°be 12abc — a 12, 9ab c
12abe = b? = 27, stabe® = 12abe = ¢* = 75, A = 1080/3.
Las derivadas de orden 2 son: L,, = @, Ly, = E);TA, Lee = @, Loy, = 8¢, Ly = 8b, Ly, = 8a.
a c
24 8
24\ g 8

8c 5;—4)‘ 8a _b% a' a

El Hessiano orlado H = ,Hy = 8¢ 544)\ —op3
A | 25 b
8b 8a i =
c c _8 _9
a? b
8 9 25| |

a’ b e
En (12, V27,v/75), A = 1080/3, det Hy = —22;3)1‘/5, det Hy = — 736 y como (~1)* det H; > 0,
parai = 2, 3, se tiene un minimo.

. . . L. m2 y2 22

Finalmente el elipsoide de volumen minimo es P + 57 + oE = 1.

2 2
Un paraboloide eliptico de ecuacioén g—p + g—q = z, se corta por el plano z = a. Determinar el volumen

del mayor paralelepipedo recto rectangular que se puede inscribir en esta figura.
Solucin Es claro que el paralelepipedo tiene por

volumen V' = (a — 2)(2z)(2y), sujeta a la re-
2

striccién 22 + % — . Asiel volumen V =
2p " 2¢ T T -
2 y2
4oy <a %73 — 2q> por lo que V, = 4y<a —
2 2 2 2
x Y x _ _ 3z Y\ _
2 2

Siy=0=2x=002z=+2ap. Siz=0=y =00y = /2aq. Asi se tiene que (0,0), (0, /2aq),

(v/2ap, 0) son puntos criticos tales que V' = 0 (i.e. es un minimo).

. 2 2 2 2 2 2
Slm;«éO,y#O,a—%:qu:>a—pr—3<a—%%> :—Qa—%ﬁ%:%,

_ /ap _ /499  _a — ap /jaq (_a\ _ 2
x—\/;:>y—\/:,z—2,p0rloquev—4,/21/2(a 2)—a,/pq.

Queda por verificar que es un maximo. En efecto, las derivadas de orden dos: V,, = —12?#, Viyy =
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p
—6a+ /2
— 12# Vay = 4a— 6L — 6— y evaluando el Hessiano en (4 / ) A / )estalque H = ¢

—2a

—2a —6a

A = —6a\/g <0, Ay = 32a? > 0, lo que indica un minimo.

Por el punto (1, 1, 2) para el plano que forma con los tres planos coordenados un tetraedro. Determinar

las ecuaciones del plano, cuando el volumen del tetraedro formado es minimo.

Solucin  Si consideramos que el plano tiene por Y
b
ecuac1on—+ b —|—Z = 1, entonces f—i— b+2 = 1. De
1
esta forma el problema se transforma en determinar el
> T
_1 : 1,1, 2 ¢
volumen V = gabc bajo la restriccion ¢ + pte= 1.
_1 1,1,2_ - L= Llpa A Lo A _
El Lagrangeano L = 3abc+)\ (a + b + 2 )yse tiene que: L, = 3bc p 0, Ly = 3ac 2=
0, LC = %Qb—% =0 = %abc = % = % = % > A(é+%+%) = abc’ porloque
Sbe = ab;:>a_3 b=3c=6A=5L AsiZ4+3+2Z=1=2+2+2-6=0y
b= ( )(3)(6) = 18. Queda por verificar que la solucién es un minimo.
2)\ 2) _ 4 1 1 1
En efecto, V,, = , Vi, = R Vee = ?, Vo = 36 Vie = §b’ Vie = 3a.
20 1, 1, |_1
a> 37 3 ? 2) 1
3 3¢ T3
1 22 1 _1 a a
3C bd 3CL b2
El Hessiano orlado es: H = , Hy = 1. % f%
1, 1, 4| _2 350 b
3 3 c? c? 11 0
11 2] @ b
a? b? &
4 2 1 -3
4 2 -3
2 4 1 —3
En (3,3,6), A = 54 se tiene Hy = 92 4 _é ,Hsy = ,det Hy =
11 1 -1
1 1 0
9 9
1 1 1
-5 5 1 0
f%, det Hy = f%. Ahora como (—1)! det H; > 0, i = 2, 3, se tiene que (3, 3,6) es un minimo.

20. Determinar los extremos de f(x,y, z) = 22 +y* + 22 bajo la restriccién g(z,y, 2) = 5z +9y? + 622 +



21.

72 Solucién de ejercicios de maximos y minimos con y sin restricciones — Prof. Jorge Poltronieri

dyz —1=0.

Solucin Derivando el Lagrangeano L = 2 + 3% + 22 + A\(5z2 + 9y? + 622 + 4yz — 1) se tiene:
Ly, =2x(1+5)\) =0, L, =2y(1+9\) +2X2) =0, L, = 2(2(1 +6X) + 2\y) = 0y como
522 + 9y% 4 622 4 4yz = 1, se cumple:
—siy=z=0=2a’==u0=,/L A=-1

—siy#002#0= (1+9N)(146X) —4A\? =50\ + 15A+1=0ie A= -1 A= -1,

—si A = —1£, setiene z = —2y y usando la restriccion se obtiene 5z% 4 25y = 1,

—51)\——— se tiene y = 22, x = 0, por lo que 5022 = 1 = 2 = \/ 55 Loy = ,/5 ,x=0.
Las derivadas de segundo orden de L y las derivadas parciales de g son: L, = 2 + 10\, Ly = 0,
=0,9, = 10z, Lyy = 0, Ly, = 2+ 18\, Ly, = 4\, g, = 18y, L., = 0, L, = 4\,

L., =24 12\, g, = 12z. El Hessiano orlado es:

2+ 10X 0 0 10z
2+ 10\ 0 10z
0 2 4+ 18\ 0 18y
H= , det Hy = 0 2418\ 18y | =
0 0 24120 | 122

10x 18y 0

10z 18y 12z 0
—20022(9N + 1) — 648y%(5A + 1), det H = —40022(6X + 1)(9X + 1) — 144(5X + 1) (9% (6 + 1) +

22(9X + 1)).
—En (£,/L,0,0), A = — L, det H = —400 i\f (1) +1)(9(=1) +1) = 8 det H, = 32y
como (—1)%det H; > 0, i = 2, 3 es un méximo.

A= —

— En (0, +-%

5 Es); det Hy = —20884 det Hy, = — 58 (=1)* det H; > 0,

10’ 125

1 = 2,3 es un maximo.

— En los puntos (4 /% — 5y?, +y, F2y) y en los puntos (—4 /% —5y?, +y, F2y), A = —% en ambos

casos, det Hz = %(253;2 — 1), det Hy = —32(25y% — 1) y no hay extremo.

Determinar los extremos de f(z,y,z) = 22 + y* + 22 sobre R?, bajo las restricciones g(z,y,2) =

x2+y2+222—4:0,h($,y72):SUyZ—].ZO-
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Solucin Sea L = 22 +y%+22 4+ A1 (22 +y?+222—4)+ Ao (zyz—1), entonces L, = 22+2 12+ \oyz =
0, Ly, =2y +2\y+ dzz =0,L, =2z + 4\ 1z + hozy = 0= (2% —y?)(1 + \1) = 0.

Sixz? # y?setieneque \; = —1 = \yz = 0 = Mayz = My =0y xz # 0,y # 0, 2 # 0,
pues zyz = 1 # 0. Asi tenemos: 2z(1 + 2X1) + Apzy = 22(1 4+ 2X\;) = 0 = A\; = —3 que es una
contradiccién. Asi, 22 = y2 y como x2y222 = 1setiene 22422 = 2, x4(2712)71 =—284224-1=0

ie. 20 —22+1=0.

Consideremos la ecuacién y® — 2y? + 1 = 0, y = 1 es solucién por lo que ¢ — 292 +1 = (y? —

y+)(y—1)=(y—a)y—>b)(y—1) =0,cona = 1+2\/5,b: 172\/5<0. Pero y = 2% > 0,

2 1+\/5 2

por lo que se elimina la solucién b. Las soluciones satisfacen z? = 1, 22 = 5 22 = 92,

22 = 2 — 22, 2yz > 0 y se tiene (si llamamos « una solucién del sistema): 2a2(1 + A1) + A2 = 0,

2(a® - 1) 20%(2 — a)

—_ 2 = =
2(2 « )(1+2)\1)+)\2 0=\ 4_3@2 s 4—30[2

Ay = —
Las derivadas de orden dos de L y las derivadas de orden uno de las restricciones son: L., = 2 + 21,

Lzy = Xz, Ly, = )\Qy’ Lyy =242\, Lyz = X, L., = 244X, o = 2w, 9y = 2y, g. = 4z,

he = yz, hy = vz, h, = zy.

242\ Aoz Aoy 2r yz

)\22’ 2+ 2)\1 )\233 2y xrz

El Hessiano orlado es H = Aoy AoZ 244\ |4z wzy
2x 2y 4z 0 O
Yz Tz Ty 0 0
. . B(g,h) v 2y 4z | .
Observemos que la matriz Jacobiana W = tiene rango 2, pues si bien las dos

yz xz xY

primeras columnas son iguales en las soluciones, no es asi para la primera y la tercera columnas pues:
2¢ 4z

= 222y — 4y2? = 2y(a® — 2(2 — 2?)) = —2y(4 — 322) # 0, para cualquier solucién

Yyz Yy
T=qQ.
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El Hessiano orlado tiene por determinante: det H = —8X\oz®yz + 8z (y*(A\1 + 1) + 22(2\1 + 1)) +
8haw3yz(y? +222) + 822 (y* (M1 + 1) — 29222 (61 +5) + 424 (A1 +1)) — 8\azyz(y* — 29222 +424) +
8y?22(y%(2A1 + 1)) + 422 (A + 1)).

Las soluciones evaluadas en los determinantes de los Hessianos orlados son:

a=1 a = \/@

(,, V2 — a?) 32 | 64v/5-160<0
(—a,—a,v2—a?) | 32 |64V/5—-160<0
(—a,a,—V/2—a?) | 32 |64V5—-160<0
(a,—a,—v2—a?) | 32 |64/5-160<0

1+v5

por lo que para « = 1, los puntos son minimos y para o = 5>

los puntos son maximos.
Determinar los extremos de f(z, ¥, z) = xyz sobre R3, bajo las restricciones g(x, y, ) = 22 +y%+22<1
y h(z,y,2) =1 —2sen(z? + y* + 2%) = 0.

Solucin Observamos que las condiciones 22 +y2 + 22 <1y 1 — 2sen(2? +y% + 22) = 0 es equivalente
a la condicién g*(z,y,2) = 2% + y* + 2% — %71’ = 0, por lo que tenemos una sola restricciéon. El
Lagrangeano es L = zyz + A(z? + y? + 2% — ) y las derivadas parciales son L, = yz + 2z = 0,
Ly=2zz+2yA=0,L, =2y +22A=0.

SiA=0= 2=y =2z =0, pero no es solucién del sistema, por lo que A\ # 0. Asf 222\ = 2%\ =

222X = —ayz,osean? =y =22 = 3zt = lma? = kry = —%. Las derivadas de orden dos
son Ly = 2\, Lyy = 2, Lus =y, Lyy = 2\, L. = @, L., = 2.
2Nz oy |2z
2Nz 2z

z 2\ x| 2
El Hessiano orlado H = JdetHo=| - 2) 2y = —8(\z?—zyz+Ay?),

y x 2X\| 2z

2¢ 2y O

2¢ 2y 2z| 0
det H = 4(2* — 222 (y? + 22 + 2)02) + 12 ayz + y* — 292 (2% + 2)2) + 22(2%2 — \2)).
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Sia? =y? =22 det H=—12)\%(2? — 4(£x)\ + 4\?) = —122%(+z — 2)\)?. La matriz Jacobiana

% = (2z,2y,2z) # (0,0,0) y es de rango 1. Al evaluar los determinantes de los Hessianos

m3/2, det H3 = F =72, segiin sean los puntos (*c, +c, +¢), A = £ic,

42
7 2

orlados se tiene det Hy = 4=~

_ T .. .
¢ = /{g- Los resultados se resumen es la siguiente tabla:

c= /15 A det Hy | det Hs
(¢c,c,c) —%c + —
(¢c,c,—c) ic - -
(—eyc,0) ic - -
(¢, —c,c) %c — —
(—c,—¢,0) —1c + -
(—c, ¢, —c) —%c + -
(¢,—c,—c) —%c + -
(—c¢,—c,—c) ic - -
Asf se tiene que la solucién (¢, ¢, c), A = —3¢, con ¢ = 154/ tal que det Hy = %7‘(3/2, det H3 =

72%73, pero como p = 1, (—1)*det H; > 0, i = 2,3y se tiene un maximo.

.. .. 42
Similarmente la solucién (—c, —c, —c), A\ = Z¢, con ¢ = 72—771'3/2,

5 m, es tal que det Hy =

1
18
det H; = —%wz ycomo p =1, (=1) det H; >0, = 2,3 y se tiene un minimo.

Finalmente los méximos son (c, ¢, ¢), (—¢, —¢, ¢), (—¢, ¢, —¢), (¢, —¢, —¢), con ¢ = 151/ y los minimos

son (¢, ¢, —c), (—¢, ¢, ¢), (¢, —¢, ¢), (—¢,—e¢, —c), con ¢ = Tlsﬁ Ademids: f(c,c,c) = f(—c¢,—c,c) =

f(*C,C, 76) = f(ca ) 76) = 5L47T %Tf'yf(C,C,C) = f(C,C,C) = f(C,C7C) = f(C,C,C) = 75L47T

m%'
3

Determinar los extremos de la funcién f:R? — R dada por f(z,y,z) = 2% + y? + 22, bajo las
restricciones g(x,y,2z) =x+y+2—1=0,h(z,y,2) =2y —1=0.
Solucin La funcién de Lagrange es L(z,y,2) = 22 + 42 + 22 + M(z +y + 2 — 1) + Xo(zy — 1).

Derivando, L, = 2z + Ay + Xy = 0, Ly = 2y + Ay + Xz = 0, L, = 22 + Ay = 0, por lo que
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2x —y)+ Ay —x) = (y —2)(A2 — 2) = 0.

—Siy=2=2?>=1,0seax = +£1.

—Siz=1=—=y=1L2=—-1= A1 =2,y = —4.
—Siz=-1l,y=-1,z2=3= A\ = —6, Ay = —8.

—Six # y = A2 = 2, entonces z = *%)\2 = —1. Ademas z +y = 2, xzy = 1 por lo que
x2-—2)=1= 22 —2r+1=0,0seax =1— y = 1, que es una contradiccién. De esta forma

2 =y y los puntos criticos son (1,1, —1), A\ = =4, A\a =2y (—1,—1,3), A\ = —4, Ay = —6.

1 1 1
Por otro lado a?(g,h) =

02~ es de rango 2, para las soluciones encontradas.
1)

y = 0
Las derivadas de segundo orden son: L., = 2, Lyy = Ao, Ly, = 0, Lyy = Ao, Lyy = 2, Ly, = 0,

L..=0,L,,=0,L,, =2, el Hessiano orlado es:
A 2 0|1 =z

H= 0 0 2|1 0 |yeldeterminantedet H = 42? — 22y(\s + 2) + 4y°.

1 1 1|10 0

y x 0[0 0
—En(1,1,-1),\; =2, y = —4,det H =4 —2)\3 = 12> 0y como (—1)? det H3 >0 es un minimo.

—En(—1,-1,3),\; = —4, Ao = —6,det H = 4—2)\y = 16 y como (—1)2 det H3 >0 es un minimo.

Sin embargo, se pudo haber resuelto de otra forma. En efecto, por las restricciones se tiene y = % yz=

) — 2z — 20% + 32 — 20+ 2 O () = 2(22" — 2% + 2 — 2)
= 2 , -

T 373

1_$_%7P0rloque¢>(x) =f(z,y,2

4 —
y (1) = 0. Asi, " (z) = w y como ®”(1) = 12 > 0 se tiene un minimo en (1,1, —1).
x

Ademds ®'(—1) =0, ®"(—1) =20> 0y (-1, —1, 3) es un minimo.

Determinar los extremos de la funcién f(x,y, z) = x+y+ 2 sobre R, bajo las restricciones g(z, y, z) =
(2 —4)+2(y = 2) +3(z = 3) = 0, hlw,y,2) = (z — 4 + (y— 4 + (: =52 — 1 = 0.

Solucin Sea L(z,y,2) =z +y+2—9+ A (z+ 2y + 32) + Aa(2% + y? + 22 — 1) el Lagrangeano de
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la funcién f(z,y, z), trasladando el origen a (4, 2, 3). Las derivadas parciales de L son L, =14+ X\, +

oz =0, Ly = 142X\ +2Xy = 0, L, = 1+ 3\ + 2Xz = 0y sumando L, + 2L, + 3L, =

6+ 14\ = 0= A\ = —2, porlo que Aoz = —2, A\pz = 1; esto nos indica Ay # 0, z # 0, y # 0,

z #0.
Por otro lado, 1 = 2% + ¢ + 2% = 494)\% + 14%/\% + 491)\3 = Ay = ig, con lo cual tenemos las
soluciones: ,\/%(47 1,2, A =-2 = %; \/%(4, 1L,=2), A\ =—-3, X = 7g.

ogh) _ [ 1 23

La matriz Jacobiana de las restricciones o es de rango 2 y las derivadas

$7y7z o
) 20 2y 2z

de segundo orden son Ly, = 2X2, Lyy = 0, Ly, = 0, Ly, = 2X2, L, = 0, L., = 2)\,. El Hessiano

orlado es:

2X2 0 0 |1 22

det H = 8)\2(1322% — 2xy — 622 + 10y — 12yz + 522).

—En (\/%, %, — ), A1 = —%, Ay = —g, det H = 112\ = —8+/21 y es un méximo.

E‘M
X

—En (—\/%,—\/%, \/%) M=—-2 )= g, det H = 112)\5 = 84/21 y es un minimo.

Determinar los puntos criticos de la funcién f(z,y, z) = 2y + xz + yz bajo la restriccién g(x,y, z) =
2242 -2 —1=0.

Solucin El Lagrangeano es L = zy+z2 +yz+ A(x? +y?+22—1), porlo que L, = y+2z+2\z = 0,
Ly=x+z+2)\y:O,LZ:x+y+2)\z=0=>(1—2)\)(a:—y):0:>x=y0/\=%.

Siz=y,x2+X2=0,2+2+2\r =0 = 2(2\2 + X — 1) = 0y X € C, que no puede ser. Asf,

x#y:)\:%,y+x+z:O,y+xfz:():>x+y:0,z:0:2x2:1:x:i%,
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Y= ¥%, z=0.
La matriz Jacobiana % = (2z,2y,22) # (0,0,0) en las soluciones. Las derivadas de orden dos

son Lgy = 2\, Lyy = 1, Ly, = 1, Ly, = 2\, Ly, = 1, L., — 2\ y el Hessiano orlado es: H =

22 1 1 2x
20 1 2x
12X 1 2y
, Hy = 1 2\ 2 de modo que det Hy = —8()\962 —xy + )\y2),
1 1 =2X|2z
2¢ 2y O
2¢ 2y 2z | 0

det Hz = det H = 4(22(4)2+1) —22y(2A+1) +2(1—2\) + 2 (4\2 +1)+2y2(2A—1) + 22 (1 —4)\%)).
——=,0), A= 1, det Hy = =8 < 0, det H3 = 16 > 0 y no es maximo ni mfnimo.

—En (—i L 0),\= %, det Hy = —8 < 0, det H3 = 16 > 0 y no es maximo ni minimo.

Determinar los ejes de la elipse de ecuacién 222 + zy + 2y? — 1 = 0.

Solucin La elipse E = {(z,y) € R?/22% + zy + 2y? = 1} estd centrada en el origen y sus ejes son
ortogonales. Asi se observa que el tamafio de los ejes tienen la particularidad que la longitud de los ejes,
son extremos de la funcién f(x,y) = 2 + y? sujeta a la restriccién g(z,y) = 222 + 2y +2y> — 1 = 0.

De esta forma el Lagrangeano L = x2 + y? + (222 + xy + 2y? — 1) tiene derivadas parciales L, =

244X A x 0
22(142)) + Ay = 0, Ly = 2y(1 + 2)) + Az = 0 <= =
A 244X Y 0
x 0 244X A
Notemos que # , pues (z,y) € E = det = (2+4N)2 -\ =
Y 0 A 244X
(24 3X\)(245X) =0,esdecir A = =2 A = —2.
—Si)\:—§:>%m:§yi.e. T =1y.
—Si)\:—%:>—2x%:%y,oseax:—y.

1y
Vs T8

C — 9,2 2 _ _ 41 1
—Siz =y, f(z,z) = 22°y bz *1—0:>x7:t—5,f(—%,



27.

Ejercicios de MA-1003  Cdlculo 111 79

—Siz=—y, f(r,—2)=222y32°’ ~ 1l == 2 = i%, f(%, —%) = f(—%, %) =2

Observamos que (x;é/f + ($4_/§/)2 = 1 = 222 + 2y + 2y>. Las derivadas de orden dos son

Lyy =244\, Ly, = 2+4)\, Ly, = Ay como la matriz Jacobiana 8(279:” = (4dz+4,4y+x) # (0,0),
244X A dr +y

el Hessiano orlado es H = A 244\ | dy+

dr+y 4dy+=zx 0

—En (—%, %), (%, —%), A= —2, det Hy = 8y como (—1)*det H; > 0, i = 2 es un méximo.
En (%, %), (—%, —%), A= —2,det H, = —8 y como (—1)" det H; > 0, i = 2 es un minimo.

Determinar entre los tridngulos rectangulos que tienen drea A, el tridngulo de menor hipotenusa.

Solucin El problema equivale a encontrar (z,y) € E = {(x,y) € R?/z > 0, y > 0}, donde la funcién
f: E — R definida por f(z,y) = 2%+ y?, obtenga el minimo bajo la restriccién g(z,y) = vy — 24 =

0.

Sea L = 2% + y? + A\(xy — 2A), el rango y = (y,z) # (0,0), pues xy = 2A. Las derivadas

99
oz, y
parciales L, =22 + Ay =0,L, =2y+ Az =0= (y —x)(2 - \) = 0.

—Siz=y=A=-2yy=a=v24A

—Si A =2 = 2z = —y y lasolucién no es vilida.
2 Ay
Las derivadas de orden dos son Ly, = 2, Ly, = 2, Ly, = A\. ElHessianoorladoes H = | \ 2 | 2
y x|0

det H = —222 + 2)\xy — 2y°.
—En (V2A,V2A),\ = —2,det H = —16A y como (—1) det H; > 0, i = 2 es un minimo.

Asi el tridngulo rectdngulo de menor hipotenusa de drea A, es isdsceles de lado v/2A y la hipotenusa es

2V/A.
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Tema 4

Ejercicios de Integrales dobles, triples — aplicaciones: Prof. Jorge

Poltronieri

1. Calcular las siguientes integrales iteradas.

2ot dydx
a)/ / 22+ 2y)dzd b)/ / —
- ( y)dzdy @)
1 1 9
c)/ / x dydzx d)/ / x dgdm
o Jo 14y 1 J1 Y
3 5 ™ a
e)/ / (x + 2y)dzdy ﬂ/ / rdrdf
—3Jy2—4 0 Jasenf

% 3cos 6 1 pV1—2x2
g)/ / r2sen? @ drdb h)/ / v1—22—9y2dydzx.
-5 Jo o Jo

2. Dadas las ecuaciones de las curvas que limitan las regiones de las integrales dobles y dibujar dichas

regiones.

a)/ % flz,y)dzdy b)/ / (z,y)dydzx
10—y 2z
o [ [ rwasay 9 / / () dyda
0 Y Y
4 10—y
e)/ / f(z,y)dzdy f)/ / (z,y)dydz.
0 Jy

3. Colocar los limites de integracién en uno y otro orden en las siguientes integrales dobles.
a) S es el rectangulo de vértice (0,0), (2,0), (2,1), (0,1).
b) S es el tridngulo cuyos vértices son (0,0), (1,0), (1,1).

81
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c) S es el trapecio cuyos vértices son (0, 0), (2,0) (1,1), (0,1).

d) S es el paralelogramo cuyos vértices son (1,2), (2,4), (2,7), (1,5).

e) S es el sector circular OAB con centro (0, 0), cuyo arco tiene sus extremos en A(1,1) y B(—1,1).

f) S es un segmento parabdlico recto AOB, limitado por la parabola BOA y por el segmento de recta

AB, que une entre si los puntos B(—1,2) y A(1,2).

g) S es el anillo circular limitado por las circunferencias cuyos radios son r = 1, R = 2 y cuyo centro

en comin es (0, 0).

h) S estd limitado por la hipérbola y* — 22 = 1y por la circunferencia 22 + y? = 9 (se considera la

regién que comprende el origen de coordenadas).

4. Determinar los limites de integracion en la integral doble / f(x,y)dzdy, si el recinto S estd dado por:

a)r>0,y>0,r+y<1 b) 22 + 32 < a2
c)x2+y2§x dy>zz>-1y<l

e y<zr<y+2a0<y<La.

5. Invertir el orden de integracién en las siguientes integrales dobles:

12z
a)// flx,y)dydx b)//fxydydx
3z 2
VaZ—z2? V2az—z?
C)/ /aa,wa f(z,y)dydz d)/ﬁ/ f(z,y)dydz

2a  pV4ax 1-y
e)/ / f(z,y)dydx f)// f(z,y)dxdy
V2azx—z2
37y sen x
0 / | fewdsdy h) / | rewdyds
0o J5 o Jo
% T R VRZ—z2
i)/ / f(m,y)dyder/R / f(z,y)dyde.
0 0 5 70

6. Calcular las siguientes integrales dobles:
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a) //xdxdy, S es el tridgngulo de vértices (0,0), (1,1), (0,1).

b) / / xdxdy, S estd limitado por la recta que pasa por (2,0), (0,2) y por el arco de circunferencia de

5
radio 1 que tiene su centro en (0, 1).

c) / / du dy dx dy, S es el circulo de radio a y centro (0, 0), situado en el primer cuadrante.
d) //\/x2 —y2dzdy, S es el tridngulo con los vértices en (0,0), (1, —1) y (1,1).
s

€) //\/xy —y?dzdy, S es el tridngulo con los vértices en (0,0), (10,1) y (1, 1).
S

f) //e? dxdy, S es la regién limitada por la pardbola 3% =z, z = 0,y = 1.

2
g) / / vdu dy , S es un segmento parabélico limitado por la pardbola y = % Yy = .

Calcular las siguientes integrales y dibujar las regiones de integracion:

™ 1+4cosz g 1 g 3cosy
a) / / y? sen xdydx b) / / yidydx c) / / 22 sen? ydx dy.
0 0 0 cos T —% 0

Calcular las siguientes integrales dobles.

a) / / xy?dxdy, S estd limitada por la parabdla 4> = 2px y larecta = = p.

b) / / M S es un circulo de radio a, tangente a los ejes de coordenadas y se encuentra en el

V2a—zx

5
primer cuadrante.

Hallar el valor medio de la funcién f(x,y) = xy? en el recinto S = [0,1] x [0, 1].

Recuerde que el valor medio de una funcioén f(z,y) en el recinto S es ? / / (z,y)dxdy, donde
s

|S| en el drea de S.

Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto (%) del circulo (z — a)? + y? < R2, al

origen de coordenadas.

Pasar a coordenadas polares y colocar los limites de integracion.
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) / 1 / ' fay)dyde.
b)/ / Va2 + y?) dydz.

) / f(z,y)dxdy, S es el tridngulo limitado por las rectas y = =, y = —z, y = 1.
s

d) /_11 /w:f(g)dydx.

Calcular las siguientes integrales dobles.

a) / / ydzxdy, S es un semicirculo de didmetro a, con centro (%a7 0).

a pVa2—zx2
b)/ / v/ x2 +y2dydx.
0 0

Calcular la integral doble de la funcién f(r,6) = r, sobre la regién limitada por la cardoide r = a(1 +

cos ) y la circunferencia r = a. Se considera el recinto que no contiene el polo.

Transformar la integral / / flx,y)dydz, (0 < a < 8, ¢ > 0) introduciendo las nuevas variables

U=x+y,uv=y.
Efectuar el cambio de variable u = = + y, r = x — y en la integral / / fz,y)dydz.
o Jo

Calcular la integral doble / / dz dy, donde S es un recinto limitado por la curva:

s
2\ 2 2
2 Y\ a2 Y
a® v h* k?
Construir los recintos cuyas dreas se expresan por las siguientes integrales. Calcular el drea y cambiar el

orden de integracién en a) y b).

2 42 az,y
a)/ / dydz b)/ / dxdy
-1 Jz2 a—
arctan 2 3secH 5 (14-cos 0)
c)[T / rdrdf d)/ﬂ/ rdrd.
1 0 Tz

Calcular el area de las siguientes regiones:

a) drea limitadaporz =y, 2 =2y, +y =a,x + 3y = a,a > 0.
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b) 4rea limitada por el eje x, la pardbola y? = 4ax y la recta z 4+ y = 3a.

c) drea limitada por las pardbolas y? = 10z + 25, 4> = —6x + 9.

Determinar el 4rea de las siguientes regiones:

a) limitada por 22 + y? = 2z, 22 + y? = 4z, y =z, y = 0.

b) limitada por la recta r cos § = 1y la circunferencia » = 2. (se considera la superficie que no contiene

el polo).
Dar el volumen de una pirdmide cuyos vértices son
(0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (0,0, 1).

Calcular los volimenes que expresan las siguientes integrales dobles. Hacer los graficos respectivos.

1 11—z 2 2—x
a)/ / (1 -z —vy)dydz b)/ / (4—z—vy)dydx
o Jo o Jo
2 /1—a? 2 2
c)/ / (1 —2)dydx d)/ / (4—x—vy)dydx
0 0 0 2—x
a pVa?—z?
e)/ / Va2 — 22 —y2dydzx.
o Jo
Determinar el volumen limitado por las supreficies siguientes:
Az=x2—9y22=1,y=0,2=0.
b) 22 + 22 :aQ,y:O,Z:O,y:z.
Ay=+vVz,y=2/r,2+2=06,2=0.
dDzrz+y+z=a,3x+y=a, §J;—|—y=O,y:O,z:O.

Determinar el volumen de los cuerpos limitados por las superficies siguientes:

2
a)%—&—z—Q—l,y:%m,y:O,z:O
a2 +y? =a,22 =92 — 22 = —a?

02 +y?) —22=0,22+y* -2 =a?

d) 2az = 22 + y2, 22 + y? + 22 = 3a?, (volumen dentro del paraboloide)
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e)x2+y2 :2ax,x2+y2 =22 2=0.

)z = ae— (@ +y") 22 4 y>=R? 2=0.

2 2 2 2
g)z:x—+%,%+z—2:2%,z:0.

IS

Calcular la integral / / zydxdy, donde S es la region limitada por el eje = y la semi-circulo superior
s

(x—2)2+1y2 =1

Calcular la integral //y dx dy, donde S es la regi6n limitada por el eje = y el cicloide = R(t —sent),

5
y=R(1—cost),0 <t <2m.

Calcular la integral / / xydxdy, donde S es la regién limitada por los ejes coordenados y el arco de

S

astroide z = Rsen®t,y = Rcos®t,0 < ¢t < im.

Calcular la integral //\/ 1 — 22 — y2dxdy, donde S es la regién 22 + 32 < 1.
S

Calcular la integral / / (mz + y2) dx dy, donde S est4 limitada por la circunferencia 22 + y? = 2ax.
S

Determinar / / va? — 22 — y2dzdy, donde:
5

a) S es el semicirculo de radio a con centro en el origen, situado sobre el eje x.

b) S es la hoja de lemniscata (22 + y?)? = a?(2? + y?), z > 0.

30.

a)S={(z,y) eR*/0<z <1, 0<y<uz}, f(z,y) =

Calcular las integrales / / f(z,y)dzdy, donde:
5

1
(1+2%)(1+y°)

b) S = {(z,y) € R?/2* < 2p(y + 1), 2% < —2p(y — 1)}, f(x,y) = 2> — 2py, p > 0.

S = {(s,9) ER}/0 < <, |y| < senz}, f(z,y) = y? sen.

d) S ={(z,y) eR?/x >0, y* + 22 < 1}, f(z,y) = 2% + y*

e)S={(z,y) eR?/2®> +y <0, y— x>0}, f(z,9) = Vy — 2.

f)S = {(z,y) eR?*/x >0, y >0, x+y <1}, f(z,y) = a®b¥,a>1,b> 1.
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9S={(z,y eR?0<2<1, 2 Syéfﬁ},f(l‘,y)zﬁw-

h) S = {(z,y) e R?/0 <z <2, y? < 2z}, f(z,y) = L

V1da24y2
31. a) Calcularel dreade S = {(z,y) e R?/\/z+ y > 1, VI —z+ /T—y >1}.

b) Calcular el drea de A = {(z,y) € Ri?/a < £ < B, A < wy < p}, para o, B, A, 1 € R, tales que
O<a<fB,0<A<p.
32. Paraa > 0, sea D, = {(z,y) € R?/2? + 4* < a*}, A, = {(z,y) € R?/|z| < a, |y| < a},
f(x,y)::e—xz—yz,Ll::]C[f(x,y)dwdy,la==t/1f(xvy)dxdy-
D, Aq
a) Calcular 1,.

b) Probar que I, < J, < Iaﬁ-

oo
. 2
¢) Deducir /o e " dr = 17

1
33. a) Probar que Vz € [0,1],In(1 +z) = / %
0
1
b) Deducir el valor de / M dz.
o 1+=w

34. Calcular el volumen de la regién limitada por:
a) el elipsoide 422 + y% + 1622 = 16
b) la esfera 22 4 y2 + 22 = 16 y el cilindro 22 + 3% = 7.
¢) paraboloide eliptico z = 222 4 y2 + 1, el plano = + y = 1y los planos coordenados.
d)ozz:;yQ,az:z—i—y2 =72, 2=0.

22
35. Calcular / / / 22 dxdydz en la regién V limitada por el ehpsmde b2 + Z =1.

36. Calcular / / / dvdydz =, donde V' es la regién limitada por los planos coordenados y el plano
(x+y+z+1)

x—l—y—l—z_l

37. Calcular /// V22 + y? + 22dzdydz, si V es la region limitada por 2 4 32 + 22 = R2.
v



88 Ejercicios de Integrales dobles, triples — aplicaciones: Prof. Jorge Poltronieri

38. Colocar los limites de integracion, en la integral / / / f(z,y, z)dxdydz para las regiones dadas por:
4
a) V es el tetraedro limitado por los planos x +y+ 2 =1,z =0,y =0, z = 0.

b) V estd limitada por las superficies 22 +y? = R?, 2 =0,z = H.

£ Tini 2 Y 2R
¢) V estd limitada por las superficies =5 + Rk z=c.
a c

d) V es el volumen limitado por las superficies z = 1 — 22 — y%, z = 0.

39. Calcular la integral /// dx dy dz en la regién limitada por las superficies 2 +y2 422 = 2Rz, 22 +9% =

v
2?2 que contiene el punto (0,0, R).

40. Calcular la integral /// V2 + y2 + 22dxdydz en la regién limitada por 22 + y? + 2% = .
v
41. Determinar el centro de gravedad de un cubo de lado A, si su densidad en cada punto es proporcional al
cuadrado de la distancia de ese punto a un vértice de la base. Tomar la base en el plano zy y situar las
aristas en los ejes coordenados.
42. En la siguiente integral iterada, dibujar la regidn de integracién y expresar la integral como una o més

integrales iteradas, en las que la primera integracidon se efecttia con respecto al eje y:

/11 (/\/i (/\;W flz,y,2) dz) dy) de.

43. Calcular las integrales triples cuando:
)V ={(r,y,2) eER*/0<w <1, 0<y <1, 0<z <ay}, flo,y,2) = 2%’z

1

bV ={(r,y,2) ER3/x >0, y>0,2>0, x+y+2z<1}, flz,y,2) = Grytzt 1)

OV ={(z,y,2) eR3/2? +y? < 2pz, 0< 2 < a}, f(z,y,2) = |vyz|,p>0,a > 0.
DV ={(z,y,2) eR¥/a? + > < A?2%, 0< z < a}, f(z,y,2) = 2® +y* + 22
)V ={(z,y,2) e R¥/1 < 2?2 +y>+ 22 <4}, f(x,y,2 -1

2 2 2
OV ={(z,y,2) eR3/z >0, y>0, z>0, %+Z—2+Z—2Sl},f(x,y,z):z,a,b,c>0.
a C

44. Calcular las siguientes integrales:
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2 2z A/ 4x;y2
b)/ / / rdzdydzx.
0o Jo 0

1 1 gl
o[ ] e
o Jo Jo r+y+z+1

a aZ=az® pyfa?—zi—y? 1 pl-z pl-z—y
c)/ / / dz d)/ / / ryzdzdydz.
o Jo 0 Va2 — a2 —y2? — 22 o Jo 0

Calcular las siguientes integrales en la region indicada.

a) /// (x+y+2)?dxdydz, V enla parte comiin del paraboloide 2az > 22 +y? y laesfera z2 +y%+2% <
v

3a.

b) /// 2% dxdydz, V es la interseccién de las esferas 22 + 32 + 22 < R?, 22 + % + 22 < 2Rz.
%

N

2 2
c) / / / zdx dydz, V estd limitado por el plano z = 0y la mitad superior del elipsoide %5+ y—Q +4 =1.
a c
v

(=)

2

.’JL‘2 y2 2’2 d d d li . 1 eli . f£2 y2 z
d) ?4—()—24—0—2 rdydz, V es el interior de e1p301de?+b—2+c—2—1.
v

2
€) /// zdxdydz, V es la regién limitada por el cono 22 = %(Z2 +y?)yelplano z = h .
1%
Calcular los volimenes de las siguientes regiones:

a) el cuerpo limitado por las esfera 22 + y? + 22 = 4 y el paraboloide z? + y?> = 3z (la parte interior

con respecto al paraboloide)

b) el cuerpo limitado por el plano z = 0, el cilindro 22 + y? = ax y la esfera 22 + 3% + 22 = a? (interno

con respecto al cilindro).

2 2
¢) el cuerpo limitado por el paraboloide ZZ—2 + 2—2 = 2% y el plano z = a.
c

Hallar la masa M del paralelepipedo rectangular 0 < z < a,0 <y < b,0 < z < ¢, si la densidad en el
punto (x,y,2) en p(z,y,2) =+ y + 2.

Del octante de la esfera 22 + y% + 22 < ¢?, 2 > 0,y > 0, z > 0, se ha cortado la regién limitada por

los planos coordenados y por el plano % + y_ 1,a < ¢, b < c. Determinar la masa de este cuerpo, si

b

su densidad en cada punto (z,y, z) vale z.
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En el cuerpo de forma semiesférica 22 4+ y2 + 22 < a2, z > 0, la densidad varia proporcionalmente a la

distancia del centro. Determinar el centro de gravedad de este cuerpo.
Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el paraboloide y? + 222 = 4x y por el plano = = 2.

Hallar el momento de inercia del cilindro circular que tiene por altura h y por radio de la base a, con

respecto al eje que sirve de didmetro de la base del propio cilindro.

Hallar el momento de inercia del cono circular, que tiene por altura h, por radio de la base a y densidad

p, con respecto al didmetro de su base.

Hallar la atraccion que ejerce el cono homogéneo, de altura & y dngulo en el vértice a (en la seccién

axial), sobre un punto material que tenga una unidad de masa y que esta situado es su vértice.

Demostrar que la atraccion que ejerce una esfera homogénea sobre un punto material exterior a ella no

varia, si toda la masa de la esfera se concentra en su centro.
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. Calcular las siguientes integrales iteradas.

2 1
a) / / (22 + 2y) dxdy
o Jo
1 1 2
0 / / xl dy d2:c
o Jo 1ty
3 15
€) / / (x + 2y)dxdy
-3 y2 —4
% 3cosf
g) / / r2sen? O drdo
_g 0

Solucin

2 1 2
a)/ / (22 + 2y)dzdy = /
0 0

1’3 !

2 2
’dy:/ (%+2y)dy:%y+y2‘0:%+4= 3

91
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b)/ dydx
x-i—y

d)/ / x dgd:v
1 J1

f)/ / rdrdf
0 asen

1 V1—x2
h)/ / V1—22 —y2dydz.
0o Jo

14

0

b) dyde “dr = 4(41 Jdr =L — 3t =
x—|—y A a?+y s z+1 :U+2 r+2|3 6 5
lnﬂ
2 2
dy 2 1)/? 1 1
c)/xzdx/—:f _7)’:74_17_1:4.
L L y2 y 1 3( )(2 )
y
4 4
2 4 S _
2
SRR
1 : 3 4 1
S SRR s 3 B T e TR S I
A
4
1,1 2 1 1 1 :
d) / z dydzx :/ T arctany‘ dx:/ xQde: ,,,,,,,,,,,,,,,
o Jo 1ty 0 0
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3 45 3/
€) / / (x4 2y)dydx = / <332 + 2y:c>
—3Jy2—4 -3

3 2 2
—4
[ [z U5 ] 4=

r=5

d =
r=y2—4 Y

3
/ (% + 10y — 5(y* —8y* +16) — 2y° + 84] dy =
-3

3
(Zv - 15 "—%ys+16y)‘73 =2(2 - 28 _36+48) =

75— 283 494 = 202,

27 a 2
f) / / rdrdf = /
0 asenf 0

2m )
%/0 (a® — a%sen?0)do = 4%@2/0 cos?0df = 2a*3% =

R -

asen
s

N|—=
=

12
STa.

3cos 6

% 3cosf g 7'3
g)/ / r? senQGdrdﬂz/ sen? 0%
oz _x 0
2 /0 2

z s
9/ sen? f cos® 0df = 9/ (cos® 0 — cos® ) df =
2 -2

us

2
18/ (cos® @ — cos®0)df = 18 (2 — £2) = 1815:° = 12,

Vi—zZ
h)// V1 y2dydx = ‘y=m

y=+v/1—x2 cost

/O/g\/l—x2—(1—xQ)COSQt\/l—xQ(—sent)dt: \
/01(1—x )dx/o sen? {df /01(1—332)03 211 -

T (,_ 2 ‘1 T2_ T
4 3 43 6°

. Dadas las ecuaciones de las curvas que limitan las regiones de las integrales dobles y dibujar dichas

l\D\H

regiones.

2 2—y
a)/ /y2 flz,y)dzdy b)/ / (z,y)dydx
-6/ -1
Yy 10—y 2z
c)// f(z,y)dzdy d)/ﬁ f(z,y)dydz
0 Jy 1 J3
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e) /04 /ylo_yf(ac,y)dxdy f)/ / (z,y)dydz.

Solucin

2-y y2
a)/ ﬁz f(:c,y)dxdy;x:2y,z:Z—l,y:Q,y:_ﬁ,
b)// flz,y)dydr;y=2+9,y=2%, 2 =1,z =3.

10—y
C)// fz,y)drdy,y=0,y=4,2=10~-y,z =y.
0 Jy
A

z=1y%/4—-1 /y=x2 ly<z<10—y

3 2x
d)// f(x,y)dyda:,x:1,x:3,y:2x,y=%x.
1 Jz
3

3 25—x2
e)// flz,y)dydr,z =0,z =3,y =0,y = v25 — 22.

f)/ / fle,y)dyde,r = -1,z =2,y=2%y=a+2.
"I)2

% z<y<2 §x2§ygx+2

3. Colocar los limites de integracién en uno y otro orden en las siguientes integrales dobles.
a) S es el rectangulo de vértice (0,0), (2,0), (2,1), (0,1).
b) S es el tridngulo cuyos vértices son (0,0), (1,0), (1,1).
c) S es el trapecio cuyos vértices son (0, 0), (2,0) (1,1), (0,1).

d) S es el paralelogramo cuyos vértices son (1, 2), (2,4), (2,7), (1,5).

93
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e) S es el sector circular OAB con centro (0, 0), cuyo arco tiene sus extremos en A(1,1) y B(—1,1).

f) S es un segmento parabdlico recto AO B, limitado por la parabola BOA y por el segmento de recta

AB, que une entre si los puntos B(—1,2) y A(1,2).

g) S es el anillo circular limitado por las circunferencias cuyos radios son r = 1, R = 2 y cuyo centro

en comin es (0, 0).

h) S esta limitado por la hipérbola y? — 22 = 1y por la circunferencia 2 + 2 = 9 (se considera la

regién que comprende el origen de coordenadas).

Solucin

a) /Oz/olf(x,y)dydl’—/Uz/olf(z,y)d:vdy. e .2>

b)/ol/o””f(x,y)dydx/Olfylf(x,y)dxdy_

o [ [ rewwa= [ [ s
/12 /12_$ flz,y)dydz.

d) La ecuacién de la recta que pasa por (1,5) y (2,7) esy =

. y=2x+3

2z + 3. Simultdneamente la recta que pasa por (1,2) y (2,4) es

y = 2x. Asi tenemos:

//f(x,y)dxdy - /12 /:HB f(z,y)dyde = 21 rrrrrrr -
5 :
/24/13 f(z,y)dzdy+/45/12f(z,y)dzdy+/57/yz_3 [z, y)dedy.

0 /_01/_jmm,y)dydw/Ol/mmﬂx,y)dydx=
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/01/_yyf(x,y)dxdy-F/1ﬁ/_\/;f($,y)dmdy.

)
A

V2

e

T

of [ s [ /ﬂ{f@,y)dm

g)/ / a:ydydfr+/ / flz,y)dydz +
Vi—z? Vi—z? A
—V/1—22 Vi—z2
/ / xydydx+/ / f(z,y)dydz = 7 y=2z+3
Vi—z2 4— w2
xydmdy—i—/ / f(z,y)dxdy +
~/—2/—\/4—y2 : y = 2x
1 V1-y?
T,y dmdy+/ / fz,y)dzdy. AR 2 ..
/—1 ‘/w/4y2

h) Las curvas se intersecan en los puntos que satisfacen ambas ecuaciones: 32 — 22 = 1, 22 + y? =

9=—=9—22 - 2% =1= 8 =222 = x = +2. Asi tenemos que:

-2 /9—2Z Vitaz? V9—z2
/ / xydydx+/ / xydydx—i—// flz,y)dyde =
Vo—z2 12 1—i-z2
y 2-1 9+y
/ / zyd:z:der/ / :L’ydxdy+/ / f(z,y)dzedy +
Vy2-1
Yy —1
/ / flz,y dxdy+/ / f(z,y)dzdy.
V21
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4. Determinar los limites de integracidén en la integral doble / f(z,y)dxdy, si el recinto S estd dado por:

ar>0,y>0,z+y<1 b) 22 + 32 < a2
C)$2+y2SI d)yzx,‘TZ*l,ySl
y<zr<y+2a0<Ly<La.

Solucin

1 1—x 1 1—y
a)/ / f(%y)dydw:/ / [, y)dzdy.
a2_x2 a2_y
b)/ / (z,y)dydx —/ / f(z,y)dxdy.
—a a2—;c2 —a a2—y

o) 2?4+ y? <z 2? —$+7+y2§f<:>(m—%)2+y2§

\/72

// i xydydx—/l/l_m f(x,y)dzdy.

Ly Ly

NI
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e) /Oa /Oa: f(x,y)dydm+/02a /Oa f(ﬂc,y)dydm+/2 / (z,y)dydx = /Oa /yy—Za f(z,y)dxdy.

Ay

E2(1

5. Invertir el orden de integracién en las siguientes integrales dobles:

12z
a)// flz,y)dydz b)//fzydydx
3 2
VaZ—z2 V2az—xz2
c)/ ﬁz_ﬁ f(z,y)dydzx d)/g/ f(z,y)dydz

2a Viaz 1—-y
e)/ / f(z,y)dydz f)// f(z,y)dxdy
V2ax—az2
37y sen x
? / Jo o rwwdedy w [ [ ey
0 J5 o Jo
% T R VRZ—z2
b [V tewadss [ [T ey
0 0 750

Solucin

122 48
a)// fxydydm—/ / fz,y)dzdy.
3

b)//z fmydydx—//éfxydxdy—k/ lf:ry)d:rdy

3Y
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a27y a pry/a?—y?
/ / (z y)d:z:der/ / fx,y)dzdy.
a?— 2ay % 0

\\ \\
\1(,1,,,,>;E ————————— \ \U’»y
ia
2ax— w2 a
d)/ / f(z,y dyd:cf/ / flz,y dxdy+/ / f(z,y)dzdy.
s, H/ﬁ
Observemos que 22 —2ax + 4% = 0= (v —a)? = a®> —y?ie. v =a =+ — y2. Ademas, cuando
2
x = %entonces%—a2+y2 =0=y= ?a,puesyzo.

iz

sl
B
—_
g
[\~
Q
Y
8
TS

e) Tenemos que y°? + 22 — 2ax = 0 = y* + (z — a)? = a°.

Por otro lado, y = v/4azx, y = v2ax — x2, por lo que las curvas se intersecan si v4azx = v2ax — 22 =
4ax = 2ax — 2> = 2ax + 22 = 0 = x = 0, x = —2a, pero se elimina la solucién x = —2a, pues x

es siempre > 0. Ademads, cuando x = 2a tenemos que y = 2+/2a.

Finalmente:

2a Viaz
/ / (z,y)dydx =
2ax— :1:2
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a a—y/a?—y? a 2a 2v/2a 2a
/ ﬁz f(x,y)dwder/ / f(fvyy)dfcder/ 2 [z y)dedy.
0 Ia 0 a a .

+y/a2—y? ym

Ly

;2\/§a y = Viaz

|
g)/0 /y; f(z,y)dedy =

3 [V Nep! V3 V32
/ / f(fc,y)dydwﬂL/1 / f(:v>y)d$dy+/ / [(z,y)dydx.
0 0 3 0 \/5 0

Ay

T psenc 1 pm—arcseny
[ [ rewdis= [ [ F(a.y) dady.
0 0 0 arcsen y

[N
S
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1Y AT

& =T —arcseny

/% = arcseny
e Y
1

//
3
INIE]

6. Calcular las siguientes integrales dobles:

a) //:zzdasdy, S es el tridgngulo de vértices (0,0), (1,1), (0,1).

b) / / xdxdy, S estd limitado por la recta que pasa por (2,0), (0,2) y por el arco de circunferencia de

S
radio 1 que tiene su centro en (0,1).

c) / / dz dy da; dy, S es el circulo de radio a y centro (0, 0), situado en el primer cuadrante.
d) //\/a:2 —y2dzdy, S es el tridngulo con los vértices en (0,0), (1,—1) y (1,1).

S
e) //\/ch —y2dxdy, S es el tridngulo con los vértices en (0,0), (10,1) y (1,1).

S

f) //e% dxdy, S es la regién limitada por la pardbola y?> = 2,2 = 0,y = 1.

2
g) / / zdr dy , S es un segmento parabdlico limitado por la pardbola y = %, Y=z

Solucln

1l 1 1
a)//:vd:rdy:/ / xdyd:c:/ :E(lfx)d:c:%xzf%xg =1-i=1
’ 0o Jo 0 0



Ejercicios de MA-1003  Cilculo III 101

1+v1—22 1 14visa? 1
b) //xdxdy / / rdydr = / a:y‘ dr = / z(x + V1—a2 — 1)dz =
2 0 2-= 0
1

o / / dxdy
/ arcsen
0

1 x
d)//\/xz—deajdy:// V Va2 —y?dyde =
0 —x
S

x

dr =

1 2
/0 <g\/ x? —y? + % arcsen z) .
1 1
T2 T2 - 24, — T
/0(41;—1—4x)d1; 2/055071‘ 6
1 ploy
e)//\/xy—dexdy:/ / Vary —y2drdy =
S 0 Ty
1 2\
1 Yy
L6
f)//e’/dxdy—// eydydaj—/ /

yeylof/ e¥Vdy — /ydyfef(efl)—f:%.
0 0

AY Az

=10y

1
dy = / 18y dy = 6.
0

T=yY

@\H

1 2 1
e 4 dy =/ ye? dy:/ y(e? —1)dy =
0 0 0
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V2y 2 o=/3 2
xdxdy // xdxdy 1/ 9, o |TTV2Y 1/ 2 2
>//Hy ] = weren)| =g [yt -ma)dy
%/ (In(2 + y) — In2y) dy.
0

Ay Az

4

2 2 2 4
Pero,/ In(y+2)dy = / Inydy = (ylny—y)| =61In 272yademés/ In2ydy = %/ Inudu =
0 0 2 0 0

Lunu - 4—412—2
5(ulnu w) n

Finalmente, //a:dxdyZ =1(6In*—2—4In2+2) =In2.

. Calcular las siguientes integrales y dibujar las regiones de integracion:

™ 1+4cosz g 1 % 3cosy
a)/ / y? sen xdydx b)/ / yidydz c)/ / 22 sen? ydx dy.
0 0 0 cos T —% 0
Solucin
14cosx T T
a)/ / y?senxdydr = / %(1 + cosx)dsenzdr = —%/ (1 4+ cosz)(—senz)dr =
0 0
+cosa:) 191_4
12 3
T4 ™ ™ Lis
? 4 S R R N Y L W Y (. _ o _ 142 _
b)/0 /Cosmy dydx = 5 (1 —cos®y)dy = 5 dy 5/, cos® ydy = 0 553 =

157 —16 _ 15w — 16
532 - 150

3cosy % %
c)/ / 2% sen ydxdy—/ﬂ %(3cosy)3sen2ydy:9/wcoszseHchosydy:
2 T2
9 (1 —sen? y) sen? y(cosydy) =9 Lgen y) lsen5y‘ 2 =9 (2 3) =12
_m 3 5 -z 3 5 57
2
A Y
1y WY /.§
0 d \

2

\Y =1+ cosz
N
e S

Lol
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. Calcular las siguientes integrales dobles.

a) //atdex dy, S est4 limitada por la pardbola y? = 2pz y larecta z = p.

dxdy . . .
b ————~—_ S es un circulo de radio a, tangente a los ejes de coordenadas y se encuentra en el
) / / o g ] y

primer cuadrante.
Solucin

P rV2pz p 3 .
a) //:L’yzdxdy:2/ / :zry2dydx:2/ g(2109;)5619522(21)) 2.3
o Jo 0 3 3 7
s

b) La regién S estd dada por (x — a) " (y — a)? = a?ie. y = a = V2ax — 22,

2a a++v2ax—x2 2a 2
Asf tenemos que: / / _dxdy / _dyde [T 2y2ax —a?
) V2a—z a—vZaz—22 V2ax — 22 0 V2a—z

/ a2/xdxr = 2522
0

w

y=—V2pz
Hallar el valor medio de la funcién f(z,y) = 2y? en el recinto S = [0,1] x [0,1].
Recuerde que el valor medio de una funcién f(z,y) en el recinto S es f = % / / x,y)dx dy, donde
5

|S| en el drea de S.

1 1
Solucin Dado que |S| = //da;dy = / dx/ dy = 1,/:cy2dxdy = Ly
0 s

1

/ / Ty da:dy— . En conclusién f = %/ flz,y dxdy— =

Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto (z,y) del circulo (z — a)? + y? < R?, al

origen de coordenadas.

Solucin La funcién f(z,y) = 2% + 32, entonces:
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R ra++/R%2—y? R z=a++/R%—y2
22 drd :/ 1,3, 2 dy —
/_R/a_ — (% +y°)dzdy _R(Bx +y :U) I
R
/ (%(a R? —y2)3 +y2(a + Rz—yz)—%(a—\/R2—y2)3—y2(a—\/m)) dy =
-R
R
/ (%(3“2 R? =% + (R = y*)2) + 29/ R? - )dy—
-R
/R2 _ 2 _ 3 2 2 2\
[QaQ(yR% + %arcsenﬁ) + %( y(I” 7 Y )2 A y(R8 y)? + %R4 arcsen%)—l—
3 1
y(R? —y?)? | BRP(R®—y*)2 R vt
2(- 1 + 3 + 75 arcsen R)} A

22 R?T + 23017 +21§3 2T = a®rR? + LrRY,

Ademds, |S| = / drdy = nR* = f =a®> + 3R*.

Ay Az

. Pasar a coordenadas polares y colocar los limites de integracion.

1 1
) / / f(@,y)dyd.
b)// Va2 + y?)dydz.

c) / f(z,y)dzdy, S es el tridngulo limitado por las rectas y = z, y = —x, y = 1.
s

d) /11 /x:f(‘g)dyda:.

Solucin

a)Setieneque x = 1 <= rcosf =1lie. r = Similar-

1
cosf’

1 i
Sen9' :

/ / flx,y dydx—/ /Cosg f(rcosf,rsen)rdrdd+

sene
/ / f(rcos,rsenf)rdrdd.

mente,y =1 <=r =
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b) /02/;f(\/aﬁgﬁ)dydgc:/Zlr /OCOSG f(r)rdrdo.

0

3 1
4 sen 0
c) //f(x,y)dxdy:/4 / f(rcos,rsen@)rdrdd.
z 0
S 4

d) Observemos que r varia de (0,0) al punto (x, z?), con dngulo 6, por

2

lo que tan § = % =x=rcosf) =

_ tanf _ senf
cos cos? '

H
1

1,1 z sent 3m 1
. Yy cos” 60 4 sen 6
Fmalmente,/ / f (f) dydr = / / f(tan @)rdrdf —I—/ / f(tan @)rdrdf +
—1Ja2 o Jo T o

sen @

/ / 0 f(tan 8)r drdo.
T Jo

Calcular las siguientes integrales dobles.

a) / / ydxdy, S es un semicirculo de didmetro a, con centro (%a7 0).
S

a prvVaZz—z2
b)/ / vrZ +y2dydz.
0o Jo

Solucin

a) La region S satisface (z — 3a)? +y* = 1a* <= 2? —ax +y? = 0 < 1> —arcosf = O ie.

7 = acos 6. Asi tenemos que:
5 3 3

g acos 6 g 3 4 s
— — 1 3 __a’cos" 0|2 _a’1l _ a”
//ydxdy—/o /0 rsen Ordrdf = ; 3(acos<9) sen 0 df = 51 |, =317 12
S

a pVa2—zx2 g a 1
b)/ / \/mdyd:r :/ / r2drdf = §a3% = %a?’.
0o Jo 0o Jo
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i éy= a2 — 2

A
1
+
a

‘a

> a

IS

13. Calcular la integral doble de la funcién f(r, ) = r, sobre la regién limitada por la cardiode r = a(1 +

cos 6) y la circunferencia » = a. Se considera el recinto que no contiene el polo.
A 7r(0) = a(l + cos )

Solucin En este caso tenemos que:

g a(l+cos0)
//f(:v,y)dmdy:/ﬂ/ r2drdf =
S T2

2
%a3/ ﬂ(3cos€—|—3cos29+cos?’9)d9 =
T2

G341 = (1)~ ($ 4 B)

c Pz
14. Transformar la integral / / flz,y)dydz, (0 < a < 3, ¢ > 0) introduciendo las nuevas variables
0 ax

uU=x+Y,uv=1.
Solucin Seau = z+y, uv = y,entonces r = u—y = u—uv =

1—v —u
u(l —wv), y =wuv porloque J = =({1—-vu+ Ay
v u
y =Bz
uv = u. Porotrolado, 0 <u(l—v) <c=0<u< 1EU,
v # 1y también ax < wv < fr =
Yy = ax
ax B ax B >

Yy . . o ﬁ
De esta forma, como 7 varia de a a B tenemos que v varia desde T+a hasta 18
En efecto recordemos que siy = axr <= % =a <= ﬁ =a<=v=o0t+av <= v(l+a) =

«

o< v = T+a
B c
¢ bz I8 [T-v
Finalmente,/ / f(:c,y)dyd:c:/a / fu(l —v),uwv)ududv.
0 Jax TFa 0

1,1
15. Efectuar el cambio de variable u = 4+ y, » = = — y en la integral / / flz,y)dydz.
0o Jo
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Solucin Seauv =z +y,v=a —y,entoncescomo 0 <z < 1,0 <y < 1,setieneque 0 < u < 2,
flgvg1,conu+v:2x,oseaO§x:%(u+v)§1,0§y:%(u7v)§l.Asftenemosque

y=0<=u=v,y=1<=u—v=2.

1 1
2

2 .
Por otro lado, J = = —4 — § = —3. Finalmente tenemos:

1
4

1,1 21)

//fx,ydxdy: // u—l—v uv dudv + 5 //
2+u 2u

/ / u+v u dvdu+ / / u+v L )dvdu

(SIS
N[ =

U) dudv =

1y

2 2
r:i\/#coﬁefﬁselﬂe
i

Solucin Efectuar el cambio de variable x = arccos 6, y = arcsen 6

tenemos que:

2,2 2 2,2 . 2 2 2

(r?cos? 6 + r?sen?0)? = r* = ar};;os H_brkszen 0 :>r2:%cos29—%sen20:>r:
o2 2

\/CObZH— 2 sen? ¢, donde & 1Z €08 6—22 sen?0 >0 =0 < [tanf| < Zi

Asi tenemos que (nos restringimos al primer cuadrante):

[ a ak
arctan bh —5 cos? 07 —5 sen? 0 arctan ;- 2 2
//dxdy 4/ / " M abrdrdo— 2ab/ (a cos? ) — %sen2 0) 6=

h2
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tan 2
arctan bh

2
2ab [ (0 + sen 6 cos 9)% - %(6 — sen 6 cos ) ZQ] , puesto que
/sen2 0do = % - % = %(9 —senfcosf), /00829d9 = g 8613120 %(9 + senf cosf).
. tg 6 tg o
A = 2 = = N
demas, sen # cos 6 = tg 0 cos” 6 i 1% tgz 7 entonces
ak ) ak
_ 1a? ak bh 1 ak bh _
//dxdy = 2ab{2 W2 (arctan bhy + o (ak) ) 312 (arctan bl 71 N (ak) )]
S bh bh
oab[(a—2 — ﬁ) arctan = ak + ( + b2)i} = ab[(i — ﬁ) arctan =% ak + ab}
W R bh "\ TR (ak:) Wk bh Rk
bh

Construir los recintos cuyas dreas se expresan por las siguientes integrales. Calcular el drea y cambiar el

orden de integracién en a) y b).

2 T+2 a py/a?—y?

a)/ / dydz b)/ / dxdy
—1Jx2 0 Ja—y
arctan2 ,3secf % a(l+cos @)

c)/ / rdrdf d)/ / rdrdf.

Solucin

2 pz42 2 2 NG
a)/ / dydx = / (r 4+ 2 — 2%)dx = (%x2+2x—%x3)‘ = % = / / dxdy +
—1Jz2 -1 -1 0o J—yy
4 VT 1 4 4
= _ _4,(2,3_12¢2 ‘ -9
/1 /y_Qda:dy—/O 2\/§dy+/1 Vi-y+2)dy =4+ (3vf -3 +2y)| = 5.

=x+2

a

2
—y*—aty)dy = <%y a? —y? + %amen% —ay+ %y2> .
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arctan 2 3sect arctan?
9 / / rdrdf = % / r?

arctan 2 9 arctan 2 9 9
2 —_ J — J _ = <
[L sec 9d9—2tan9 —2(2 1)—2.

arctan 1 arctan 1

6 = arctan 2

3sect
df =

0

[\l Ne)

3

a(l4cos0)
d)/,,/ rdrd@—f/ (a®(1+cos0)? —a?)df =

3 —

us

a2/0 (cos? 0 + 2cosf)df = a? (g% +2) =a? (% +2).

[ V)

Calcular el area de las siguientes regiones:
a) drea limitadaporz =y, x =2y, +y =a,x + 3y = a,a > 0.
b) drea limitada por el eje x, la pardbola y? = 4ax y larecta x + y = 3a.

c) drea limitada por las pardbolas y? = 10z + 25, 4> = —6z + 9.

Solucin
a) Determinar los puntos donde las rectas se cortan:

Ay
x:y,x+y:a:>2x:a,x:%.
x:y,x+3y:a:>4x:a,x:%.

- 1 3= 2
x+y—a,y—2zﬁ2x—a,x—3a.

J;+3y=a,y:%x=>x+%x:a,x=%a.

Asi tenemos que el 4rea es:

// dydx—l—//dydx—i—// dydz =

5 3“
/a gt +/ *xd“”r/z (0= 30) do= S0+ o+ 5 =T
1 5% 2

109
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b) Se tiene que si y? = 4ax, r +y = 3a = = + 2y/ax = 3a = i

(VB +2val(Vi) —3a =0 — o= —YIEND_ o g

y se elimina la solucién negativa.

Asi tenemos v/z = /a => x = a, por lo que el drea es:

a p2v/ax 3a p3a—z p3a—zx a 3a
/ / ayd:z:+/ / / dydx:/ ZﬁﬁdxwL/ (3a — z)dx =
a 0 0 0 a

2 |@ 3
2\/52;2% <3ax - %z2> = %az + 3a(3a) — %aQ — 3a® + %aQ = (% + % + %) a? = %a?
¢) Igualando las ecuaciones y? = 10z +25 = —62 +9 = 192+ 16 =0 = = = —1.
/10z+25 Vo—6z
El drea es / / dydx + / / dydx = 4
10m+2 Vo—6z

1
/52\/10z+25dx+/ 2V/9 — 6zdx =
-5 1
2

Determinar el drea de las siguientes regiones:
a) limitada por 22 + 92 = 2z, 22 + 3?2 =4dx, y =z, y = 0.

b) limitada por la recta r cos @ = 1y la circunferencia r = 2. (se considera la superficie que no contiene

el polo).

Solucin
a) Se tiene que 72 +y% =20 = (v —1)2+y? =1y 22 +y% =

dr = (z—2)2 + 9% = 4.
Pasando a coordenadas polares tenemos x2 +y% = 22 = r? =

cosf, r = 2cos@. También z2 + y? = 42 = r? = 4rcos¥b,

r = 4cos 6. El drea es:

% 4 cos @ %
/ / rdrd@z%/ r2
0 2 cos 0 0

4cos @ I %
d9—6/ 00520d9—3/ (14 cos20)do =
0 0

2 cos O
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INH

3(0+13 en29>‘ =3(T+1) =3¢ +2).

Dar el volumen de una pirdmide cuyos vértices son

(0,0,0), (1,0,0), (1,1,0), (0,0, 1).

z
A

+(0,0,1)

z=1—xa

/ \
/ \
Vplanox«kz:l
X
1 \
/ \
/ \
\

Solucin V //zdyd:c / (1 — x)dxdy =
o Jo

[ o= (- §2) =

Calcular los volimenes que expresan las siguientes integrales dobles. Hacer los graficos respectivos.

1 l1—zx 2 2—x
a)/ / (1—2—vy)dydx b)/ / (4—2—vy)dydx
o Jo 0o Jo
2 pV/1-22 2 2
c)/ / (1—2)dydz d)/ / (4—2—y)dydx
0o Jo 0 Jo—z

a pvVa?2—z2
e)/ / Va2 — 22 —y2dydz.
o Jo

Solucin

11—z
a)V = / / (1 -z —y)dydx = % (volumen de una pirdmide).
o Jo
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2 2—x
b) / / (4—2—vy)dyde = 2 (%22) + %2-22 =4+ % = % pues es el volumen de una
o Jo

pirdmide (superior) y un campo de base triangular de altura 2.

2 pV1-z?
9] / / (1—2x)dyds = %(wlz)l = g, pues es la mitad de un cilindro de base 7 y altura 1.
o Jo

iz
Ax2+y2:1 H

r+z=1
1 7

,
as

triangular de altura 2.

a CL2_Q:2
e) / / Va2 — 2?2 —y2dyde= %%mﬂ = %mﬂ, pues un octavo de una esfera de radio a.
o Jo

by =+a2 —z2
Y at —x iz=+/a2 — a2 —y2

22. Determinar el volumen limitado por las superficies siguientes:
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a)z:xQ—yQ,x:Lyzo,zzo.
b)xQ—l—zQ:aQ,y:O,z:O,y:x.

Oy=+z,y=2yr,2+2=6,2=0.

3

dz+y+z=a3z+y=a 224+y=0y=0,2=0.

Solucin

2 femaiee [ (8)]

z 23 21 4" _ 1
3/0 d“’”*34’ 6

b)/ / mdydz:/ T e —
0 0 0

3

1(a2—x)%% as.

oon—

0

c)/ /QI 6—z dyd:c—/( —x)ﬁdx:(ﬁ%x%_

6 72vV6 _
2 =

N

113
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Determinar el volumen de los cuerpos limitados por las superficies siguientes:
2 2
x z a
A S+ 5 =1Ly=>2,y=0,2=0
a? v b

2 _ 42

b)yz?+y? =a, 22 =y> -2
o2 +y?) —22=0,22+y* -2 =a?

d) 2az = 22 + y2, 22 + y? + 22 = 3a?, (volumen dentro del paraboloide)

e)w2+y2:2ax,x2+y2222,z:0.

Solucin

a ga: 2 a
a)/ / cy/1 %dydm = %abc/ 2%
0o Jo a 0

3
1 _2i\7 2
2ab(1 a2> 3

b) Las superficies se intersecan en z = #++/2a. En efecto, sustituyendo la ecuacién 22 + 32 = a? en

= %abc.
0

22 + 1% — 22 = a? se tiene 22 = 2a2. El volumen es:
a Va2—x? 27 pra 5ol
vV = 2/ / VaZ+y? +a?dydr = 2/ / Vr2 +a2rdrdd = 2m(r? +a2)5§ =
ol v o Jo 0
%w [(2a2)% — (a?)3] = %Wa3(2\@f 1).

ey
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¢) Satisfaciendo 22 + 4% +a? = 2% en 2(2% +y?) — 22 = 0 tenemos 22 = 2a> = z = ++/2a, entonces

al proyectar la interseccién de las superficies sobre el plano z = 0, se tiene que 22 + y? = a?.

VaZ—z2
Asi, V_2/ / (V22 + 42+ a% — V222 + y?)dydz =
—a VaZ—z?
27 a a
2/ / (\/r2+a2—\/§r)rdrd9:27r/ \/a2+r22rdr—4wﬂ/ r2dr =
27 (r? + a?)} —47Tf7" = T((2a%)F —a®) - P2 = TP (2V2 -1 - V2) =

3
-

2|
3o
1).

d) Como 2az = 2% + 9%, 22 + y? + 22 = 3a® = 22 +2az — 3a®> =0 = (2 — a)(z + 3a) = 0, es
decir que las superficies se intersecan en z = a, por lo que al proyectar esta interseccion sobre el plano

z =0, se tiene 22 + y? = 2a>. El volumen es:

V2a2—z? 2 2
/ / (\/3a2—x2—y2—x;;y)dydx:

V2a2 =2

27 \fa fa \/ia
/ / (m— g) rdrdf = —7r/ (3a% —r ) (=2rdr) — g / r3dr =
0 0

27((30%)% - (a)}) - [(da") = ma® (23 -2 1) = Wasm%,

iy

T A \/g(l

e) Puesto que z = /22 + y? y la regién es el circulo de centro (a,0) y radio a, entonces el volumen
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esta dado por:

2a  pvV2azx—2x2
V= / / \/xQ—l—deydx:/

2 2a cos 6
/ r2drdf = /
V2az—z? —g 0

s

B

é(?a cos 0)3df =

w=\

8a 3 _16a®2 _ 32 3
32/0 cos® 6df = 3=9"
Az
iy
< .a>2a,x

VR2—z2 27 R R R 5
f)/ / —a(z®+y )dydx —/ / e " rdrdd = —%/ e " (=2rdr) =
RQ—wQ 0 0 0

T 7ar
CL

- e—aR’ ).

[ e_a(CCZ"ryz)

-
N

n

i

x r—a\’ Z/2 : T 2 Y 2
g) Observemos que + b2 =27 — ( a ) + e lie. (a — 1) + (5) =1
En este caso las superficies se intersecan en z = 2%, 0 < 2 < 2aycuando x = 2a se tiene z = 4.

2a % gfl 2 2 2cos 6
El volumenes V = / / \/7 < ) dydx = / / abr?rdrdf =
22 T

ab/ costOdo = 8ab/ cos*fdh = 8ab¥% = %wab, usando el cambio de variable % =
0
2

D\&

rcosf, Zé = rsen 8, con Jacobiano J = abr.
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24. Calcular la integral / / rydzdy, donde S es la region limitada por el eje « y la semi-circulo superior

S
(z -2 +y* =1

3 pvV—z2442-3
Solucin La integral / / rydrdy = / / zydydr =
1Jo

5
S Y e B o 3
%/1 xy2’ dx:%/l (—x3+4m2—3x)da€:§.

0

25. Calcular la integral / / ydxdy, donde S es la region limitada por el eje x y el cicloide x = R(t —sent),

S
y=R(1—cost),0 <t <2,

2R pf(z) 27R
Solucin !/ydxdy = /0 /o ydydr = ; H(z)dx, 2(t) = R(t — sent)
donde f(x) es la funcién de la curva de cicloide y H(x) = y(t) = R(1 — cost)
f(@) y = f(z)
/ ydy. Realizando el cambio de variable de y = f(x) a /\&
0 /
t,con 0 <t < 2, se tiene: ‘ <R iR

2R R(1—cost) 27
//ydxdy:/ R(1 — cost) l/ ydy] dt = %/ R3(1 — cost)dt =
’ 0 0 0
o 2 2
+3-4/ cos? tdt—/ cos® tdt> =
0 0 0

2
%RB/ (1-3cost+3cos® t—cos® t)dt = + R <27r—3sent
0

%R3 (27r — 3-4%%7r) = gﬂR3.

26. Calcular la integral / / xydxdy, donde S es la region limitada por los ejes coordenados y el arco de

S
astroide © = Rsen® t, Y= RcosPt,0 <t < %w.
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R
R f(z) Vad f(z)
Solucin / / zydedy = / [ / ydy} rdr =
0 0
S
R

/ xH(z)dz, donde f(z) es la funcién de la curva de
0

f(=@)
astroide y H (z) = / ydy, es decir:

0

%Tr Rcos®t
//mydxdy = / Rcos®t / ydy | 3Rsen?t cos tdt =
) 0 0
n— 1!(m —1)!
883 )R' = $RVEL = RS, pues p(n,m) = U AT )

3
2
0

s
R*sen® t cos” tdt =

Nl

1
57’{'
:/ sen?" 1 ¢ cos?™ L ¢dt.
0

27. Calcular la integral //\/ 1 — 22 — y2dxdy, donde S es la regién 2 + 32 < 1.
s

Solucin Cambiando a coordenadas polares, la regiéon cambia

a0 <r<1,0<6<L 27Ty//\/1—w2—y2dxdy =
S

27 p1
/ / r?drdf = %7‘(‘7’3
0o Jo

de una esfera de radio 1. ;Porqué?

1
= %w, i.e. es la mitad del volumen
0

e l\
[ \.
\ )

|

28. Calcular la integral / / (2 + y?) dx dy, donde S estd limitada por la circunferencia 22 + y? = 2a.

s
Solucin Usando coordenadas polares, la circunferencia se es-

cribe 7% = 2ar cos 6, es decir r = 2a cos, con — 37 < 6 < Im;

entonces la integral sera:

%7\' 2a sen 0 %77
/ / r3drdf = %a‘y cos* 0do =
-5%J0 —5T

8-a4/
0

29. Determinar / / va? — 22 — y2dzxdy, donde:
S

Nl

s
cos* 0d0 = 3rat.

a) S es el semicirculo de radio a con centro en el origen, situado sobre el eje x.

b) S es la hoja de lemniscata (22 + y2)? = a*(2? + y?), z > 0.

Solucin
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a) Usando coordenadas polares x = rcosf, y = rsenf, 0 < r <
a,0 < 0 <7y tenemos:

/\/a2 yidedy = // Va2 —r2rdrdd =
0o Jo

1 2( 2 2) 7T(13 S/

o / \

b) Usando coordenadas polares, la hoja de lemniscata es r =

Nl

_§7T3a -Tr =

av/cos 26, —77r <g<i 77y tenemos:

0
(377 9 + 8\/>)
30. a) Calcularel dreade S = {(z,y) e R?*/\/z+y > 1, VI -2+ T—y >1}.
b) Calcular el drea de A = {(z,y) € R?/a < £ < B, A < azy < p}, para o, B, A, 1 € R, tales que

O<a<fB,0<A<p.

Solucin
a) Debemos tener 0 < =z < 1,0 < y < 1, por lo que

Vizl—Ve=y>1+2-2J/u; JI-y >
~V1l-rz=y<2y/T—az—-1+uz.
1—(1—v/1—z)? 1
Elareaes//dxdy—/ / dyda::2/ (V1—z+Vo—1)de =2
0

dx Oz
b) Si se efectiia el cambio de variable u = %,v:xy, el Jacobiano es Ou  Ov =
9y 9y
ou Ov
_ v% 1 5
3/2 172, 1/2 “
2u 2"y :—%yeléreaes//dxdy:/ %/ dvdu:%(u—)\)lng.
Vl/2 ul/? u a U Sy

A

oul/? V1/2
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31. Para a > 0, sea D, = {(z,y) € R*/2? + y*> < a?}, Ay, = {(z,y) € R?/|z| < a, |y| < a},

fla,y) = e 1, = D// f (. y)dwdy, I, = A// f(z, y) dwdy.

a) Calcular 1,.

b) Probar que I, < J, < Ia\/i‘

¢) Deducir que/ e " de =17
0

Solucin
a) Pasando de coordenadas cartesianas a coordenadas polares:

27 pa
I, = / / e rdr =n(l—e ). P
0 0

b)Como D, CA, C D, 5y f>0,setiene I, < J, < I, 5. ‘\K

2

a 2 a
c)J, = (/ e dx) = 4(/ e’ dm) ,porlo tanto w(1 — e~") < J, < m(1 — e 207) -,
0

—a

—+o0
2
. - 1
Ja—>7r,cuandoa—>oo../0 e " dr = 5./7.

1
32. a) Probar que Vx € [0,1],In(1 +z) = / %
0
1
b) Deducir el valor de / M dz.
o 1+=w
Solucin

a) Es inmediato.
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b)SeaI:/ lnl—i—x // xd:r:dy donde D = [0,1]°
o 1427 1+ 27) zy)’

Yy
ue [ = ——2——— dydx, por lo tanto sumando tenemos:
a [/1+y>@y+n yenp

1+y)+y(1+x // x+y (1+ ay)
2I = dx dy dxdy =
// 1+ 22 (1 +2y) (1 + %) L+ (1 +ay)(1+y7) Y

1
d dy o1 1 1
zﬂmdmdy = 2/0 151:;2/0 7 = In(1+a%)|  arctany|, =
D

T = Zwln2,osea
Y
I = éﬂ'ln2.

121

. Cambiando z por y se tiene

33. Calcular las integrales / f(z,y)dzdy, donde:

WS ={(r.y) ER0<w <10y <ah fo0) = T rom G

1
dx
Sol = t
olucin //1+y 1+x /Oarcanx1+x2
1

1 arctan? x‘o =1(in)?2 =

PR o 1

b) S = {(z,y)eR?/2® < 2p(y+1), 2> < =2p(y—1)}, f(z,y) =

z%2 — 2py, p > 0.
2
V2P g5+l
Solucin / /2 (22 — 2py)dydz =
~V2p g5 —1

/m(—ﬁ+2z2)d SN
2(2p)°/2p

8 _ 16
5p T 3PV2P = [5PV2P

f(z,y) =y?senw
) S ={(z,y) eR?/0<z <, |yl <senz}, f(x,y) = y?senx

senx 77 senx
Solucin // y?senxdydr = / %y3 senxdr =
0

sen T

1
571'
2 — 4 4 — 4131 1
3/0 sen :cdxf3/0 sen* xdr = 555 5m = ™. x

d) S ={(x,y) eR2/x >0, y> 422 <1}, f(z,y) = 2% + y2.
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Vi-2z 21 $(1- y?
Solucin / / Hdydr = / /
—V1-2z 295
*y

dx—[l[%(l y?)3 +

321 - yQ)} dv = 5 [ (1= 3y" +3y" —y° + 12
-1

12y*)dy =

1
i 1(1+9Z/2—9y4_y6)dy = 2*24(14_3_%_%) 121 _ 6

e)S={(z,y) eR?/2®> +y <0, y— x>0}, f(z,9) = Vy — .

Solucin Haciendo el cambio de variables u = y — x, du = dy,

0 —z? 0 2’z
tenemos/ Vy —zdydr = / / Vududr =
—-1Jo

—1Jzx

Y i o [° 2 3 2 [0 .
uz dr = % —x° —z)z2dxr = % —t° +
,/_1 0 3/—1( ) 3/1 (

1
t)%dtzg/o B ntd=26(33) = 2500 — A

win

NS ={(z,y) eR*/z>0,y>0, s+y <1}, f(z,y) =a®W¥,a>1,b>1.  zf(®y)=a

b

1—x 1 11—z SR
Solucin Si a # b, // a®b dxdy_/a ol dr =
1 a\Ty x| g 1 a _ 1 _
nb J, [(b) b “}dz lnb[ln(a/b)(b D-tal 1)} ,
- 1 1 _ 1 _ _ _ _ :
= lnblnalnb—lna((a 1)Inb (b l)lna) = 1
(a—1)Inb—(b—1)Ina ey

Inalnb(lnb —Ina)
1.0

Si a = b, la integral vale alna—a+1 z»

(Ina)*
98 ={(x,y) eR*/0<z <1, 2> <y<uz}, f(z,y) = ﬁI

y=z

1 rx 1
Solucin / /2ﬁy‘}’1 dydl' = /ln(m + Yy =+ 1) B 2d.Z' =
0Jzx 0
1

/(ln(2x +1) —In(z? +z +1))dz.
0

Recordemos que salvo constantes, / Inzdr = zlnz — 2y

/ln(av2 + a*)dx = x1n(2? + a®) — 2z + 2a arctan ., por
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1 3 3 1
loque/ ln(2x+1)dx:%/ lnudu:%(ulnufu)‘l:%1n371ytambién/ In((z+ 3)% +
0 1 0
%)dm:(m—i—%)ln(mj—i—x—i—l)—2(x+%)+2farctanf(a?+ )‘ = 3In3—2++3arctan V3 —

\/garctanf 31113 2+\f(371'—77r) 31113—2—1—%77.

Finalmente, / flz,y) dxdy—l—iw—l—v

h)S:{(%y)ERQ/OSISZ y? SQm}’f(x’y):\/#TyQ'

Solucin Consideremos el cambio de variable z2+ (1+y2) =u, {(@¥) = m Az

2xdx = du, entonces:

2 2 5
1 x
5/ / Y
—2J3y2/ 1+ 2%ty
y2+5 ) 2 4245
= = 2\/u d =
»//4+y2+1\f 2[2 f%y4+y2+1 Y
2
[ s - e = [ (e
) -2
2
%(y2+2))dy=2/ (Vv +5— (4> +2))dy.
0
Recordemos que / Va2 + a2dx = l:v\/ z2 4 a? + la2 In(z 4+ V22 + a?); asf se tiene:
2
//f:cy dedy =2(3y/y?> +54+ 2In(y+v/y2 +5) — 1(3y 3+2y))‘ 2(32:3+ 55— 33+

2

3

34. Calcular el volumen de la regién limitada por:
a) el elipsoide 422 + y? + 1622 = 16.

Solucin Dada la simetria del elipsoide con respecto a los ejes cartesianos, el volumen es ocho veces el

volumen del primer octante, es decir:

2 p2vV4—z2 %\/ 16—xz2—y2 2 p2v/4—22
VzS// / dzdydx:2/ / V16 —4x2 — 2 dydx =
0 Jo 0 0o Jo

2
/ [y 16 — 422 — y2 + i y
0 i Ly = £V4 — 22

y oI %z:i\/1674x27y2 4
\/16—43:2}0 e

/2(04—(16 422)ir —0-0)dz =3
0

(16 — 42%) arcsen
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b) la esfera 22 + y? + 22 = 16 y el cilindro 22 + 32 = 7.
Solucin La esfera y el cilindro se intersecan en

7+ 22 = 16i.e z = £3, por lo que el volumen es:

VT—22
/ / 16 — 22 — y?dydx =
VT—22
2
2 / / VIB=rdrdd — —272(16 — 12)}
0

—3m(27 — 64) = 138,

¢) paraboloide eliptico z = 222 + y? + 1, el plano x +y =

Solucin La region de integracion se reduce al rectdngulo

que aparece en la gréafica, por lo que:

1 11—z 1
V:/ / (2x2+y2+1)dydx:/ (22%y+39° +
0 0 0

1—x 1
3/)‘0 dx:/o (—§x3+3x2—2x+%)dx:_112m4+

1
3,2, 4 _ _ 4 _ 4
T x—|—3x‘o— 12—|—1 1—|—3—3.

d)az:yQ,x2—|—y2:r2,z:O.

Solucin Dada la simetria de la superficie, el volumen es:

m2 VrZ—z?
V= // dydx— // y2dydr=

1.
A/ (T2*$2)%dI:3i/2 3 (1—sen6) 3 r cosfdf =
0 @Jo

—

4 2 4
dr” cos? 0do=TT_.
3a 0 4a

35. Calcular / / / x?dx dydz en la regién V limitada por el

Solucin Realizando el cambio de variable 2/ = £, ¢/ =

1y los planos coordenados.

Lz=2z24¢y%+1

y 2
wra=t

elipsoide £ s —|—

///x2 dxdydz = abc /// a’z?da’dy'dz' = abe /// a’r?drdydz. Asi tenemos que la

A4 m’2+y’2+z’2§1
integral es:

r24y2422<1
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1— x2—y
3bc/ / / 22dxdydz =
Vi—zZ 1— J,Q—y
Vi—z?
2a3bc/ / 221 — 22 —y2dydx =
5 1— xz
2a3bc/ / r2cos? 01 — r2rdrdd =

0.Jo
2 1
2a3bc/ cos? 9d9/ u?du(l — u?) =
0 0 .
2

2a%be | (u? — u4)du4/ cos?0df =
0

36. Calcular / / / drdydz =, donde V' es la regién limitada por los planos coordenados y el plano
(x+y+z+1)

x+y+z—1

. _ dxdydz Lo plmemy
Solucin
TH+y+ =z (z+y+=z
(z+y+2z+1 + + (@+y+z+17

v

// tlz+y+1)7? =L dyde = zr

1
§/0 (ghp-3-10-a)dr = L (aa+1)~ o - J0-22)| = fm2-3=im2- 3

37. Calcular /// 22 +y2 + 22dxdydz, si V es laregién limitada por 22 + 2 4 22 = R2.

Solucin Usando coordenadas esféricas tenemos:

///\/JJQ—I—yQ—Fszxdydz =

/%/; / r3 cos pdrdipde

= 27&342/ cos dp = TR,
0

I\)‘H

38. Colocar los limites de integracidn, en la integral / / f(z,y, 2) dx dydz para las regiones dadas por:
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a) V es el tetraedro limitado por los planos z + y + z = 1,

r=0,y=0,2=0.

1 1—x l—-z—y
Solucin / / / flz,y, 2)dzdydx.
0o Jo 0

b) V estd limitada por las superficies 22 + y?> = R?, 2 =0, 2 = H.

Solucin La integral de f sobre V estd dada por:

VRZ—22  H
// /f(x,y,Z)dzdydx:
VRZ—22 J-H
VR?—z2 [ H
4// /f(x,y,z)dzdydx.
0o Jo 0
2

¢) V estd limitada por las superficies £ —2 + 32—2 =%5,z=c
a c

Solucin  La integral / / fz,y,z)dedydz =

=z a2_x2
/ / / f (x,y,2)dzdydx.
—a = a2_3«:2

d) V es el volumen limitado por las superficies z = 1 — 22 — y%, z = 0.

éz:1—12—y2

Solucin // flz,y, 2)dedydz =

Vi—z2 1—z2—y?
/ / / f(z,y, z)dzdydx.
Vi—z?

39. Calcular la integral / / / dx dydz en laregion limitada por las superficies 22 +y? +22 = 2Rz, 22 +y? =

7
22 que contiene el punto (0,0, R).
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Solucin La superficie 22 + y? + (2 — R)? = R% es una
22 +y? =22 4 z2 4+ y% + 22 = 2Rz
esfera de radio R, centrada en (0,0, R). Ademds, las

superficies se intersecan en z = R. Asf:

VRZ=22 R+ R2—x2—y
///dscdydz // / dzdydx=
R2—£C2

xR RV
/ / / dzrdrdfd = 277/ (R+VR?—1r2—

Prdr = 2x(RY? - bt - 43R — )]

0

2m(3R* — 4R’ + §R*)=nR’.

Calcular la integral / / / V&2 +y2+22dxdydz en la regién limitada por 22 +y2+ 22 =x.
%

Solucin La regién de integracién es una esfera

de centro (%, 0,0) y de radio % o sea satisface 22 42 422 = zh
(x — 1)? +y* + 2% = 1; si hacemos el cambio a coor- i
denadas esféricas x = rcosvy cos ¢, y = rcossen ¢,

z = rsen), J = r?cosp, la esfera es representa por

Frole

r=costypsend,con —i7 < p < im, —ir < ¢ < Im

y la integral

% % cos 1 cos ¢
/// Va2 +y? + 22drdydz = / / 3 cos drdipdd =

—ir

/2 /2 icosszlzcos4 odipdep = /2 /2 cos® 1 cos* pdipdp =
0 0

1 1
27 27
/ cos 1/1d¢/ cos* pdp = 24 %%ﬂ: 1—1071
0

Determinar el centro de gravedad de un cubo de lado A, si su densidad en cada punto es proporcional al
cuadrado de la distancia de ese punto a un vértice de la base. Tomar la base en el plano zy y situar las

aristas en los ejes coordenados.



42.

128 Soluciones de ejercicios: Integrales dobles, triples — aplicaciones: Prof. Jorge Poltronieri

Solucin M = /// k(x?’ + 2 + ) dedydz ]Zp(:v,y,z):R(;v2+y2+z2)
v

h  ph 2 3 h}f—;
k/ / (L + (v +2%)z) dydz—k;/ / h
0 0 3

(y2+22)h)dydz:k/0 (%erhz Y+ 3h)‘ dz =

_|_
<

h [FR R (R lh »
k +h222—|—h )dz—k( z—l—hzz h4z) = Y
3 0 N
k(3+%+%):kh5. .

Sea (Z, §, Z) las coordenadas del centro de masa, Mz = // k(z*+y*+2*)zdrdydz = k/ / /
v

h h
(y2+22)x)dxdyd2::k'/ / (ﬁ:+(y2+z2)%2)‘ dydz =

(i R e L
hhjhffh'fhfzf’hhfhfhff76
k/o (4+6+2 )dz_k(4z+6,z 23) k(4+6+6) kh”, entonces

—_ 1 736 _ T
7= a1t = 1l
Similarmente se obtiene qu z %h

En la siguiente integral iterada, dibujar la region de integracion y expresar la integral como una o mas

integrales iteradas, en las que la primera integracion se efectiia con respecto al eje y:

/_11 (/_\/11_7 (/1z2+y2 f($7y72)dZ) dy) da.

x2

z

bz=1/224+42,0<2<1
Solucin La regiéon de integraciéon es el interior del .

cono z = \/m, con 0 < z < 1, por lo tanto N\ s

/11 </¢11_T ( / 1w2+y2 f(w,y,2)dz) dy) do = \ |/ 1 y

—T

[l 1.21av. e
S
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La proyeccion ortogonal de S en el plano zz es la regién

2

T (ver figura adjunta). Sobre el cono 22 = 22 + y2, por !

lo que 32 = 22 — 22, es deciry = ++v/22 — 22 y laregi6n

T se describe por:

—V22 — 22 < y < V22 — 22. De esta forma, -1 1

flz,y,2)dV = e xy,z)dy)dxdz: 1( Z( mf(x,y,z)dy)dm)dz.
V2Z—az? 0 —z V2222

43. Calcular las integrales triples cuando:

AV ={(z,9,2) ER}/0<2<1,0<y<1,0<z<ayhoffmyr) =2y

0<y<1 ¢
1 1 xy :?z
Solucin/ / / 22y32dzdydr = Oszswy .
1 1 //// //// o
// 1a%y?a?y dyde = 1 /x4dz/ Yo dy = ys Ny
0o Jo 0 0 1 i
11,5 _ 1 ~
25% ‘an ‘O—@-
bV ={(z,y,2) €R¥/2>0,y>0,2>0, c+y+ 2z <1}, f(z, ,zzé.
) {(z,y,2) /r>0,y2>0, 2> y+z<1} f(z,y,2) RSP
1 1—z l—z—y
Solucin / / / %dzdydx =
:c+y+z+1) ;
11—z =l-z—y
// —s(@+y+z+1)72 dydx = H

=0
1—x
/ / —(z+y+1)72 %)dydx:

y=1—2a
%/( (z+y+1)7"+ 3y) de =
01 y=0 /
§[(drr0-o)d=(-form+ o) o

1

H= )] = H(- dHm2- ) = dm2 -

oV ={(x,y,2) eR®/2? + 4> < 2pz, 0 < z < a}, f(z,y,2) = |vyz|, p>0,a > 0.
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Solucin Usando coordenadas cilindricas, 0 < z < q, 0 <

. 24y?r=2
r < 2pz, 0 < 6 < 2m, la integral se transforma en: tetty Pz

on o VIR
/ / / 73] | cos @ sen 0|drzdzdf =
o Jo Jo
2m a V2pz
/ |cos9sen0|d0/ / r3drzdz =
0 0 Jo

™ a V2pz
4/ cosf)sen@d@/ / r3drzdz =
0

= a
2sen? 6| %/0 4p 23d272p21 4’0: ép2a4

Nl=

.

DV ={(z,y,2) eR¥/a® +y> < N2, 0 <z <a}, f(z,y,2) =
Solucin Usando coordenadas cﬂlndrlcas se tiene que 0 <

rg)\z,ngga,Og0§27Ty1aintegral///(x2+
%

y: + 22 dedydz=

27 pa pAz
/// 7"—1—2 Yrdrdzdf = 277/(r4

(5)\4—1—/\2)/ Zdz=Lr(N+20%)a’.
0

Az
% 2 dz=
0

)V ={(x,y,2) e R®/1 < 2?2 + 9% + 22 <4}, f(2,9,2) = —F—ouu—oo".
) {(z,y,2) /1< Y <4}, f(2,y,2) \/m

Solucin  Usando coordenadas esféricas tenemos = = 224y 422 =1,4
rcoscosg, y = rcosyseng, z = rsenr), J = r2cos,
—%w<¢< %77,0 < ¢ <2m, 1< r <2ylaintegral es:

27 %71’ 2 7'2 %ﬂ' 2
/ / / T cosypdrdp = 47r/ cos d)dgb/ rdr =
0o J-irJ1 0 1

2
2| =2m(4—1) = 6m.
1

2o27r~%r

2
HV ={(z,y,2) eER¥/z >0,y >0, 2>0, —i—Z—Q—&—% <1}, f(z,y,2) = z,a,b,¢>0.
a® c
Solucin Haciendo el cambio z’ = %,y = %, z' = Z tenemos que J = abc y la region es el primer

octante de la esfera de radio 1.
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V] = // flx,y,2)devdydz = abc/// cZ'dx'dy'dz =
abe? / / i / S cos  sen pdrdipdg =
0

214 2

-

27

= Lrabc?.

abc 6

g
O§7T2COS 1/1

Calcular las siguientes integrales:

4ac—y2
1,1 1 & 2 2V p\ 5
a) —_— b) rdzdydz.
o Jo Jo vVz+y+z+1 o Jo 0

a aZ=z® pyfa?—zi—y? L pl-z pl-z—y
c)/ / / dz d)/ / / zryzdzdydz.
o Jo 0 Va2 — a2 —y2 — 22 o Jo 0

Solucin
1 1 1 1 1 =1
a)///M:// r+y+z+1 dydx =
0o Jo Jo Vet+y+z+1 o Jo =0 iz
1,1
//2(\/x+y+2—\/m+y+1)dydx:
00 é 1y
1 y=1 L ;}: —————— [
/ F(@+y+22— @ty +1)¥?)|  do= e
0 y=0 T

o\
—
COI
N
ot
~
[\v]
SN—
o =
|

(2 +3)2 = 20w+ 22 + (2 +1)/2) do = 32 (@ +3)°2 = 2w +2)>2 + (@ +1

%(32 - 27\/§+ 12\/5 —1) = §(31 —27V3 + 12V2).

27 207
b)// / xdzdyd:c // \/4$_y dydxr=

i 2z2+y2=4x

,/4 _
/ V222 arctan Y +2 yrv e dm:
0 Viz —y?
y=0
T2y, _ Sgr.lg_ 4TV2 2v2
/oﬁ Idl’—\ﬁ2387 3 -
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aque lim V222 arctan —2— \[wmr
vad y—n/ﬂ( \/4x—y>

N e BN eyl 0 dyde
oI = . La
o Jo 0 \/aQ—xQ—y2—22

integral se efectiia sobre una regién que es un L de 1a esfera de

8 /*a\

radio a y centro 0. Asi pasando a coordenadas esféricas tene- /

mosl—/ //\;%ddwcw:
2

T rdr _n(_1 s _,2, 12 K)‘a_ﬂ a- m\ _1a
2/0 cos ¥ dip ; = 2( 2r\/a r +2a arcsen g V=2 O+2 7] ="g%

1 l1—z l—z—y 2
d)/ / / xyzdzdydr = frty+z=1
o Jo 0

1 1—x rz+y=1
/ / %xy(l —x—y)?dydr = a Y
0 0
1 1—x N
%/ / w((1— )%y - 2(1 - 2)y® +y°)dyde = “
0 0
1 1
1 _ _ 1 Vi — L _ 1 TOrG) 14 1
o1 [, 02?20 l)dr =5y | a(l-a)tdr = 516(2.5) = 50 —F7y~ = 5161 = T20°

Calcular las siguientes integrales en la regién indicada.

a) /// (x+y+z)2dx dydz, V enla parte comtn del paraboloide 2az > 2% +y? y laesfera 22 +7%+22 <
3a’.

b) /// 22dxdydz, V es la interseccion de las esferas 22 + y2 + 22 < R?, 2% + y® 4+ 22 < 2Rz.

2

c) / / / zdxdydz, V estd limitado por el plano z = 0y la mitad superior del elipsoide £ o + + Z = =1

2
d) /// (2;2 + 32—2 + '22> dxdydz, V es el interior del elipsoide % + Z—Q + 'z—Q =1.

e) /// zdxdydz, V es laregién limitada por el cono 22 %(m2 +y?)yelplanoz = h.

b2

Solucin
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a) La interseccion se da en 22 + 2az — 3a® = 0 = (2 —
a)(z + 3a) es decir z = a pues se elimina la solucién

2z = —3a, yaque z > 0 en el paraboloide 2az > x2 +y2.

Si z = a tenemos z2 + y? = 2a?, curva de interseccién

de las superficies y la integral es:

V2a2—z? 3a27r27y
///x+y+z dmdydz-/ / /er (z +y+ 2)%dzdydz.
V2a?2—z2?

Efectuando el cambio a coordenadas esféricas tenemos x = rcosy cosf, y = rcosysend, z =

rsent, J = r2 cos 1, de modo que la integral se parte en dos integrales; donde r varfa asi:

0<r<2atantsecty, 0 <0 <2x, 0 <1 < arctan

&\H

OSTS\/ga, 0 <6 < 2w, arctan <

IA
rol

S

La primera integral es:

2 arctan 72 2a tan ¢ sec ¥
/ / / r*(1 + cos? 1 sen 26 + sen 29 cos  + sen 2¢p sen 0) cos Y drdip df =

2m arctan
/ / f 32 a® tan® ¢ sec® (1 + cos? Ysen20 + sen 2ipcost + sen2¢sent) cospdipdf =

arctan arctan
ﬂ%af’/ ftan5z/mos Wdi) = / ﬂ(tan‘r’w—i—taﬂw) sec2dy =
0 0
1
64 501, 6, 1. s \[*""V2 645(71 l.i) 11
5a’ (5 tan’ ¥ + g tan®y)| 68 T516) =307

Observemos que en el cilculo de la integral anterior las expresiones sen-26, cost), sent) no significan
que se anulan o eliminan, sino que la integral de la expresién como tal vale 0. En efecto, al calcular la

integral de [0, 47 |, ésta se anula en los tres casos.
Observamos ademds que (2 + y + 2)? = 1 + cos? 1) sen 20 + sen 21 cos 6 + sen 29 sen 6.
La segunda integral es:

27
/ / L / r4(1 + cos? ysen26 + sen 21 cos § + sen 2ipsen)) cos ¢ dr dip df) =
arctan
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V3a 1
% 5 cosdip = *WGSQ\[SGH@/} 18f7ra (1- V2 )=

27 / L BT
- arctan 3
arctan V2 \/5 \/;

B ara® (1- &),

voly

tan ¢ _ tan ¢
sec \/1+tan21/z
na® na’® 11 _ wa® 11 wa® 97
0 (18v3 - 18) + T AL - T8 (183 - 18+ L) - T2 (183 - 7).

b) Las superficies se intersecan cuando 2242422 = R? A #

yx2+y2+22:2R2zR2:2Rzi.e.z:§.Asi, FQR >/B
2
9 AN N2
cuando z = £, tenemos que 22 + g2 % (curva de ’ \

Se us6 el hecho que seny) = . Finalmente la integral es:

J&\/

V3
2’ R v TR
interseccién). Vamos a cambiar a coordenadas esféricas, / -
[ S R B

/
%

por lo que necesitamos describir en la regioén acotada las

superficies en estas nuevas coordenadas. En efecto:
Sio<y < T 224 9y%+ 22 =2Rzseescribe r? = 2Rrseny = 0 < r < 2Rsen), 0 < 6 < 2.

SiZ <1/)<7T x? +y + 22 _RQSGCSCI‘lbeT—R:>O<7‘<R 0 < 0 < 27. Asi tenemos que:

R2 32 —y2
22drdydz = / / / 22 dzdydx =
I ey
27 g 2R sen 27 5 R
/ / / r*sen? 1 cos ) drdip d + / / / r* sen? ¢ cos i dr dip df =
o Jo Jo o J§ Jo

3
27r/ %(QRT sen1))® sen? ¢ cos Y dip + 27T/ %35 sen” ¢ cos 1 dip =
O us

6

8 1% 5 a3 |2 5 5
2 5sen” 27 R® sen” ¢ 5 1 ,2rps51l 1\ _«R’ , 7rR 3+56_p5
I T S T ’ﬂ S 0y (1 5) = B+ 5 - Shagn -
6
59 _pb5
180"

0<¥<2,0<0<2m
A z =arcoscosb,

: y = arcosysend,

2T g 1 © oz =crsent,
) /// zdxdydz = / / / abc®r3 sen 1) cos 1 dr dip df) = €. 1= aber?cos .
J o Jo Jo ) /J\
z , ( B S VR

4abc. e

sen® ¢

g
abc? i27r / sen ) cos Y dy = %ach
0

0
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<Y <3F0<0<2m

x

N
N
Il vl

ar cos i cos 6,

2 2 2 y = ar cos Y sen 0,
d) /// <§2+z2+i2> dxdydz: C z = crsen,
v I ,
/ / / aber? cospdrdipdh =
o J-5Jo

1lo_ 4
27rabc22 = 37Tabc.

e) Siz = h = 22+ y? = R%ie. eslacurva de interseccion,

2
pues 2% = %(xz + »?). Usando coordenadas cilindricas tene-

mos 2+ 142 =7r2,0<6<27,0<r <R, ]}%rgzgh,por

lo que:

e —
§
N
jsW
=2
IS
NS
IsW
N
Il
S—

¥
C\:U
2
w
ISH
N
=
QU
3
u
S
Il
)
3
:\
=
DO|—
7~
>
(V]

= 1h’R? (% - i) = ithRQ.

0

Calcular los volimenes de las siguientes regiones:

a) el cuerpo limitado por las esfera 22 + y? + 22 = 4 y el paraboloide z? + y? = 3z (la parte interior

con respecto al paraboloide)

b) el cuerpo limitado por el plano z = 0, el cilindro 22 + y? = ax y la esfera 2% + y? + 22 = a? (interno

con respecto al cilindro).

2

¢) el cuerpo limitado por el paraboloide ?2—2 + 2% yel plano z = a.

Z_
C2

Solucin
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a) Las superficies se intersecan cuando 2% + 32 — 4 = 0 =

z = 1, es decir se intersecan en el plano z = 1 con ecuacién

22 4+ 9% = 3.

Usando coordenadas cilindricas tenemos 0 < r < /3,0 < 6 <

o, 1r2 < 5 < /4= 2. En efecto:

>3
V3—z2 4— a:2—y 27
/// dxdydz—/ / / dzdydw—/ / VA —r2 - %72) rdrdd =
V3—z2
V3 V3
A4 2pdr — T4 —on(— 1 _23/2’ 9y _932-4-9 _ 7
27r/0 A—rirdr—gr ’0 =2m( 3(4 %) . 12) =2r="—5 =619
b) Usando coordenadas cilindricas tenemos que = =
Yy
arcosf, y = arsenf, =5 < 0 < T, —vVa?—1r? <

AZ

z < Va2 —r2?ycomo z? + y? = ar = r? = arcosb,

osea <r < acosf. Asi tenemos:
acos 6 VaZz—r2Z Y
// dedydz = / / / dzrdrdf =
VaZ—r2
a cos 6
/ / Va2 —r2rdrdd =
2 . 3 3 3
/ % <,(a2 — r2)3/2 OCOSO) df = %/ (a3 — a3 sen®0)df = %(% 7/ sen® 0df) =
0 0 0
23(m 2\ _233m—4_a*_
307 (5 - 5) = 30° 55" = G- 9.
2 2
¢) Si x = a tenemos la elipse z—z + 2—2 = 2. Usando coor-
denadas cilindricas se tiene y = brcosf, z = crsenb, Y
V2b
ah = 2,0 < 0 <21, 0 < r < 2 J = aber, \/iyc

r?2 < h <1, por lo que:

2 V2 pl
dxdydz —/ / /7/ dxdydz :/ / / abcdhdrdf =
/// —c 2— 62 (yz Z2> 0 0 lTQ

N

2

V2 V2
_ 1.2 _ [ ’ _ ( _ 4) _
27rabc/0 (1 o7 ) rdr = 27Tabc( 5 3 ) . = 2mabe | 1 3) = mabe.
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Hallar la masa M del paralelepipedo rectangular 0 < z < a,0 <y < b,0 < z < ¢, si la densidad en el

punto (z,y,2) en p(z,y,2) = +y + 2.

AZ

Solucin M = ///pdxdydz—/ // (x 4+ y+ 2)dzdydzr = )
//( x+y)e+ >dydx = /( b+cbz+6b>dz =
0

2 2_1
§abc + iab c+ Ecba = 2abc(a—|—b+c).

ve

Del octante de la esfera 22 + y? + 22 < ¢, 2 > 0,y > 0, z > 0, se ha cortado la regién limitada por

los planos coordenados y por el plano % +¥= 1,a < ¢, b < c. Determinar la masa de este cuerpo, si

b

su densidad en cada punto (z, y, z) vale z.
Solucin Se tiene que p(z,y, z) = z, por lo que:

M:/// zdrdydz =
v
a b(1-2) py/c2—a2—y?
// / zdzdydx =

1,
/ / (2 = 2® —yH)dydr =
M- 1 [° 1
dz = 5/0 (¢ = a)p(1 = £) = 2531 - £)] d =

2 ), 3 )|,
e 2 @ 3 2 2 4
g/o (cQ—Cax—f—Cle?’—xz) dz — %b3/0 (1—%) de = %b(cja— %a3— %%—I—%QZ) +

“_1plo2_ 1 3y _ 1 3 1 2 _ 212
O—2b(2ac 12a) 24ab—24ab(60 a® — b?).

En el cuerpo de forma semiesférica 22 4 y? + 22 < a2, z > 0, la densidad varia proporcionalmente a la

distancia del centro. Determinar el centro de gravedad de este cuerpo.



138 Soluciones de ejercicios: Integrales dobles, triples — aplicaciones: Prof. Jorge Poltronieri
Solucin  Se tiene que p(z,y,2) = /2% + 42+ 22,

entonces M /// 22 4+ y2 + 22drdydz =
27 /2 pa
r3 costpdrdipdd = 2rtat = Lo
o Jo 0 4 2

Por razones de simetria de la semiesfera:

M, =M, = %/// /22 + Y2 + 22dxdydz =
Ta
v

27 27
/ / r* cos? 1 cosOdrdiypdd = 0, pues/ cos@df =0,

27 pm/2
M, = /// 2+ 12 —&—zzda:dde——/ / / r4 sen v cos i drdip df =

seni/}i_

2 15
—“2r=a
mat”" 5

SIS
8

50. Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el paraboloide y? + 222 = 4z y por el plano 2 = 2.
2 2
Solucin Aqui consideramos que p = 1. Cuando = = 2 se tiene la elipse y* + 222 = 8 i.e. % + ZZ =1

Efectuamos un cambio de variable a coordenadas
cilindricas de modo que y = 2v/2r cosf, z = 2r senf,

x =2h J =8/2r,con0 < r < 1,0 <6 < 2r,

r2 < h < 1. Asi tenemos que:

2

% 2
M= /// dmdydz—/ / yz/yHZQ dxdzdy—/ / / 8v2rdhdrdd =

8

27r/0 8\/5(1—r)rdr—16\[7r(7—7>—4\[7r

27 27
Zzg:ﬁ///yda:dydzzzl\lﬁﬂ/o/o/T28\/§r22\[2cosﬁdhdrd020,pues/O cos 0dO=0,
Vv

27 1 1 1
1 1 4
dedydz = 8v2(2hdh)rdr =8 =(1— dr =
T 4\/§7T/o/o/rz\[< Jrdr /02< iy

8l
I

I
~
D[
\
D=
-
[SVI'EN

51. Hallar el momento de inercia del cilindro circular que tiene por altura i y por radio de la base a, con
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53.
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respecto al eje que sirve de didmetro de la base del propio cilindro.
Solucin Tomamos p = 1,conz =rcosf,y =rsenf, z =2,0< z < z

h,0<7r<a,0<6 <2, entonces:

///y +2°) dedydz / / / V2 + ) dzdyda =
21 pra o
/ / / (r* sen® 0+2%) der dr df = / / (hr? sen? 9+ h*)r drdo =
o Jo Jo o Jo 3

27 z
a* 1,3a° _ 12 2 [2 o 22y _ 1 2( a1 27772)7
/0 (h sen0+3h2)d9f2ah(2a/0 sen9d9+3h)f ha 2a22+3h =

17T—2 ha?(3a® + 4h?).

Hallar el momento de inercia del cono circular, que tiene por altura h, por radio de la base a y densidad

p, con respecto al didmetro de su base.

Solucin Consideramos que la base del cilindro esté en el plano z = 0,

de modo que su vértice esté en el eje z. Consideremos z = z, z =

rcosf,y = rsenf,0 < r <a,0<60<2m0<2<h(l-1),

entonces: x

2r ra ph(1-7)
I, = ///(22 +y?)pdrdydz = / / / p(r?sen? 0 + 2?)dzrdrdf =
o Jo Jo

27

/ / (r’sen”Oh(1 — L) + h (1—=2))rdrdo =

p/ (hsen? 92 L Bgen? ea h3(%—3i+3i——))de—
0

2m
p / 4ha* (
0

431wl
paths595

1 2 2 3 2
75) sen 0d9+%ph a®(

=

2
2h3 3 _ ﬂ—ph’a (3(12+2h2)

i
T3PUNEG T 760

Hallar la atraccién que ejerce el cono homogéneo, de altura i y dngulo en el vértice a (en la seccién

axial), sobre un punto material que tenga una unidad de masa y que est4 situado es su vértice.
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Solucin Tomamos el vértice en el origen y usamos coordenadas esféricas:

0<¢<2mr, F—-—a<<y<3F, z=rsenyp=h=r= h

La masa dm = pdV = pr? cos1d¢dip dr y la atraccién que ejerce este

elemento de masa dm sobre la masa de unidad 1 en el origen, esta dada

por k de sen ) = kpsen 1 cos Y dy dpdr. La atraccion serd entonces:

r
2 5 _h z
2 sen v 2
/ / / kpsen ) cosydrdy d¢:27rkhp/ cosydip=
0o J5-alo z

57(1

2rkhp (1 —sen (5 — a)) = 2wkmp(1 — cos ). =

Demostrar que la atraccidn que ejerce una esfera homogénea sobre un punto material exterior a ella no

varia, si toda la masa de la esfera se concentra en su centro.
Solucin Tomemos el origen en el centro de la esfera de modo que el eje

z pase por el punto que suponemos de masa m y tomemos coordenadas
cilindricas (r, 0, z).

Sea h la distancia del punto al origen y sea p la distancia de un elemento
de volumen dV ala masa m, p = /72 + (h — 2)?, entonces la fuerza

de atraccidn dirigida a lo largo de p tiene valor fkfym%, donde v =
p

M 5 ©s la densidad de la esfera, dV = rdrdfdz.

%’TFR

km~ydV
LA

La proyeccién de la fuerza sobre el eje z es dF = — cosa = fk'mfyh — Zrdfdrdz. De esta
p

manera tenemos que:

F:// dF:// —kzmvh_?)zrdedrdz
% 4 P

2 R VR2—22 d
=—km df h—2z)dz rar .
7/0 [R( ) A (7,2 + (h _ 2)2)3/2
Ahora / T rdr -1 _ 1
0 P+ (h—2)%)3%2  h—z  \/Reip2_opn,

R R
h—2) (2 - 1 :/ |- h=z dz =
[R( b=y \/R2+h2—2hz) 73( \/R2+h2—2hz) ©
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(h + R)*>(2h — R) N (h—R)*(2h+R) _ oR?
3h? 3h? - 3K

27 o 2 3 3
/0 %d@ = 4;:}? — F = —km'ng}? = —krgy, yaque M = %WR%/.

2R —
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Tema 5

Ejercicios de Integrales de linea: Prof. Osvaldo Acuia

. Calcule / (6zy? — y3)dx + (62%y — 3xy?)dy, a lo largo de cualquier curva C desde el punto (1, 2) al
c

punto (3,4).

. Calcule la integral curvilinea / xdx+ydy—zdz, alolargo de cualquier curva C que vadesde (1,0, —3)
c

a (6,4,8).

. Calcule / xydx+yzdy+zxdz, donde C es la circunferencia que resulta al intersecar 2% +y%+22 = 4z,
c
con z = x, recorrida en el sentido contrario de la manecillas del reloj, vista sobre el semieje positivo de

la z.

. Si P(x) = re v, Qx,y) = —x2yeV” + %, calcular /de + Qdy, donde C' es el contorno
T )
del cuadrado de lado 2a determinado por las desigualdades |z| < a y |y| < a, circulando en el sentido

contrario a las manecillas del reloj.

. Hallar la masa de un alambre cuya forma es la curva de la interseccién de la esfera 22 + y? + 22 = 1y

el plano = + y + z = 0, si la densidad del alambre en (z, vy, 2) es 22,

. Calcular el trabajo realizado por un campo de fuerza F = (y?2, 22, 2%), a lo largo de la curva de inter-
seccion de la esfera 22 + y? + 22 = a? y el cilindro 22 + 32 = ax, siendo z > 0, a > 0. El camino es
recorrido de modo que, observando al plano xy desde el eje z positivo, el sentido sea contrario al de las
agujas del reloj.

143
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. Decidir si los siguientes campos vectoriales poseen o no funcién potencial. Encontrarla en caso que
exista.

a) f(z,y, z) = (2zy3, 2222, 32%y2?).

b) g(x,y,2) = (doy — 32222 + 1,222 + 2, —2232 — 32?).

o) h(z,y,2) = (y?cosx + 23, —4 + 2ysen z, 3wz? + 2).
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. Calcule / (6zy? — y®)dx + (62%y — 3xy?)dy, a lo largo de cualquier curva C desde el punto (1,2) al
c

punto (3,4).

Solucin f; = 6zy? — y3, fo = 622y — 3zy?, % = 122y — 3y, % = 12zy — 3y?, por lo tanto
of1 8f2 Op 9p _ o o 2 _ 9,.2,2 3

Ty = op A= a—_ny -y o= gy = 627y = 3uyt o = 327y —ay” +ai(y) y

© = 322y? — zy3 + go(x). Tomemos ¢ = 3x%y? — xy3.
De esta manera / (6zy? — y3)dz + (62%y — 32y*)dy = ©(3,4) — p(1,2) =
c

3.3242 — 3.43 — (3.12.22 — 1.23) = 3.42(9 — 4) — 22(3 — 2) = 3.42.5 — 4 = 236.

. Calcule la integral curvilinea / xdx+ydy—zdz, alolargo de cualquier curva C que va desde (1,0, —3)

c
a (6,4,8).
in F — ) = mo L — g0k Oh __0fs 0fr__ Ofs
Solucin F = (z,y,—2) = (f1, f2, f3), ¢ 8y =0= 91 2 =0= 97’ 03 =0= Jy
) . . dp _  Op 0o _ 2P
existe la funcién potencial tal que: R T e A + hi(y, 2), ¢ =
2 2 2 2 2
Y+ ha(r,2), ¢ = % + hy(w,y) y se escoge p = T ==
Asf,/xdz+ydy—zdz:<p(6,4,8) »(1,0,-3) = 36+126 64 1;9:—2.
c

. Calcule / 2y dr+yzdy+zxdz, donde C es la circunferencia que resulta al intersecar 22 +y2 422 = 4x,
c

con z = x, recorrida en el sentido contrario de la manecillas del reloj, vista sobre el semieje positivo de

la z.
2?2+ y?+ 22 =4dx R
Solucin Sea C : = 22+ 2 4+ 22 =
z==x
_1)2 2
4x:>2(x2—2x+1)+y2:1:>g+y7:1.

Seaxz — 1 = cosb, Y — senfyz = x, entonces 1(6) =
V2 y ©)

(1 4 cos®,v/2senf,1 + cosf), 0 < 6 < 21 = /() =

(—sen®,v/2cosf, —sen#).

Como F = (zy,yz,22) = F() = ((1+ cos0)v2sen, (1 + cos0)v/2send, (1 + cosh)?) =
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(14 cosf)(v/2senf,v/2senf, 1+ cosh) y se tiene que /C zydr + yzdy + zxdz =

/0%(1 +cosf) [V2senf,v/2senf, 1 + cosf]-[—send,/2cos, —sen ] d

= /0%(1 +cosf) [—v2sen? 6 +senf cosf —senf]do

= /()27T(—\@s<31r12 6 4 sen f cos ) — sen @ — /2 sen?  + sen 6 cos? 6 — sen @ cos 0)df

= /OQW(—ﬂseHQHdG = —\/2m.

. Si P(z) = ze V", Q(z,y) = —a2ye’ + iyz’ calcular /Pdsc + Qdy, donde C es el contorno
del cuadrado de lado 2a determinado por las desigualdades |z| < a 'y |y| < a, circulando en el sentido

contrario a las manecillas del reloj.

Solucin Por el teorema de Green se tiene que:

/ Pdx+ Qdy = // @ — a—P dy dx. Calculemos: Y
a . C
8@ 8P _ —y _ 2z _(_ —y2 — 1 R
or Oy 2xye @@+ 7 (—2zye™") = —a_
#xy), entonces / dr 4+ Qdy = k

// o + 2dxdy—/_a/_a @ + T ey =
1 ]96=a d :/ [ 1 . 1 }d :/a y—
/,a [1’2+y2 e Y . it 1y Y 7110 y = 0.

. Hallar 1a masa de un alambre cuya forma es la curva de la interseccion de la esfera

22 +y? + 22 = lyelplano z + y + 2 = 0, si la densidad del alambre en (z,y, z) es 2.

Solucin Se tiene que la densidad p(z,y, z) = 2 y que C es la curva de interseccién de las superficies
22 +y? + 22 = 1yelplano z + y + z = 0. Parametrizando C tenemos, 22 + ¢y + (—z —y)? = 1 =
222 + 2y + 22y = 1.

Consideremos la siguiente sustitucion z = u + v, y = u — v, entonces 2(u + v)? + 2(u — v)? + 2(u +

v)(u —v) = 1, es decir 2u® + 2v? + 2u? + 2v? + 2u? — 2v? = 1, por lo tanto 6u? + 2v? = 1.
Si vV6u = cosf, V2v = senf, 0 < 6 < 27, se tiene que x = cosf  sent , _ cost _ Sen‘g,
a Ve vl T e T V2

r=—(z4y) = _gcosf , por lo tanto (0) = (cosﬁ 4 senf cosf _ send _20050) —

V6 V6 T V2 Ve Vel Ve
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2
(0) = _sen9+00597_sen9_c058725ent9 v 2 2sen 29 9€O8 0,4

sen? + cos?0 = 1, ||[v/(0)|| = 1. Por lo tanto ds = dfl y

M= ds — 0059 sen ¢ dé)f/ cos 6‘ sen 9+2sen00059 6 —
/p o / 2) 0 ( V12 )

27
1+cos20 , 1— cos20 sen 29 — 2cos 20 1 . _
/ (LEeos20 | 1—cos20 / d9+\/ﬁ/0 sen20d —

sen’d =

.QQJ _ 2

2m
1 _1 1 1,
3(27r) 6/0 cos 26df + 7 3 6 3

. Calcular el trabajo realizado por un campo de fuerza F = (y?2, 22, 2%), a lo largo de la curva de inter-
seccion de la esfera 22 4+ ¢ + 22 = a? y el cilindro 2 + y? = ax, siendo z > 0, @ > 0. El camino es
recorrido de modo que, observando al plano xy desde el eje z positivo, el sentido sea contrario al de las
agujas del reloj.

Solucin Sea C'la curva de interseccion; la proyeccién de C' en el

2
plano 2y es la curva 22 +y? = ax, es decir (:v — %) +9% =

Seam_%:%COSQ,QZ%SGHG,Z:\/m,en_ (o

tonces T = %(1 +cosh),y = %sen@, z = ia\/l —cosf x

por lo tanto 1(f) = (%(1 + cosf), § sen, ﬁa\/l —cosf), donde 0 < 0 < 2wy r'(f) = (-
V2 sen d )

Lsend, € cosh, ~2a

2 2 4 T \/1—cosO’

Dado que 6 se mide en el sentido contrario a las agujas del reloj, tenemos W = + / F-dr, pero como
c

2 2 2
F = (y%2%,2%) = (% sen? ), %(1 — cos ), ClZ(l + cos 0)?),
2m 2 2 \[
W= @ son29, © (1 — cosh), ©(1 0)2)-( — 6,9 cosf, V24 _send ygg —
/0 (4 sen” 6, (1 — cos®), 7l (1 + cos)?)-( 2sen 5 cost, == m)

a® o’ a m 9 a*Vv2 (1+cost9) senf)
s ), sen 9d9+4 ; (cos @ — cos* 0) 6 ), Voot do =

—a3~0+ag/2ﬁcos0d0—Cﬁ/%c0529d9+a3‘/§ sen @ + 2sen f cos  + cos? Osend o _
s o 1 Jo 16 o \[senf

O—|— O 7/ 1+00529d9+ o /QW sen9+2senﬁcosg+cos Osend .o _

sen 5

2
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0 0
3 3 3 27 2m 4cos 2 cosf + 2 cos? 0 cos
—%(27r)—a—-0+—a [/ QCOSQd0+/ sen 2 2 2d9}
0 0

sVt 16 2 2 ol
2
a*r | d® a® o 26 26 2 0
—T—&-E{élsen . —i—— 4cosf 5% 5 — sen 7)—|—2(1—sen 9)cos§)d9:
3 3 27
0 20 0 0
f%+0+‘11—6/0 (4(17286112 §)+2(174sen 2cos2 5))cos7d9f
3 3 [27
0 0 0 0
—%—&—%/O (2(1—25en2 §)+(1—4sen2§(1—sen2 5)))cos§d9:
Cl37T a3 0 2(1 2 2 1 4 2 1 2 2d _ a37T a3 _ a37r
—T+§0((—u)+(—u(—u))) U——T+§'O——T.

7. Decidir si los siguientes campos vectoriales poseen o no funcién potencial. Encontrarla en caso que

exista.
a) f(x,y,2) = (2xy?, 2222, 32%y2?).
b) g(x,y,2) = (doy — 32222 + 1,222 + 2, —2232 — 322).

o) h(z,y, z) = (y?cosx + 23, —4 + 2ysen x, 3x22 + 2).

Solucin
a) Sea f1 = 221>, fo = 2%y, f3 = 32%y22, % =222z % 32222, 8f2 + 95 3f3 y f no tiene funcién
potencial.

2891_4 892_4 893_

b)Sigy = dry — 32222+ 1, g0 = 222 + 2, g5 = 2232 — 32 By —6222,

* Ox » Oz

091 _ .2, 992 _ o Og3 _ 091 _ 992 g5 _ 01 092 _ g5
9 = 6z, 92 =0, Dy 0, por lo tanto tenemos que Dy

oz’ Oz 92> 9z Oy Y

g tiene funcién potencial ¢.

Integrando tenemos que % =day — 32222 + 1 = ¢ = 22%y — 232° + v + S1(y, 2),
g—ﬁ =222 +2 = ¢ = 22%y + 2y + Sa(w, 2), % = 2232 - 322 = ¢ = 322 — 2% + S3(w,y).

Tomemos S;(y,z) = 2y — 23 + C, con C constante. Asf, ¢ = 22y — 2322 + 2 + 2y — 22 + C.

Verifiquemos que V¢ = g. En efecto:

¢ 0¢

1ol
_ 2,2 — 9.2 _ — 3 2 _
r doxy — 3x°2z° 4+ 1 = g1, Jy 20 4+2=g9y 5 2x°z — 3z gs.
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oh oh oh
2 3 _ . _ 2 1 _ 2 _ ] 3 _ 9.2
c) hy =y“cosx + z°, hg = —4 + 2ysenz, hg = 3xz° + 2, ay 2ycos z, 7 2ycos z, 7 327,
Ohi _ o2 Oha | Ohs _ . . .
v ri 327, 5 = 0, oy = 0, por lo tanto h tiene funcién potencial ).

Integrando tenemos que % =y2cosw + 23 = ¢ = y?senx + 223 + S1(y, 2),

% = —4+42ysenz = ¢ = —dy+ysenz+ S (z, 2), % =322°42 = ¢ = 223+ 22+ 53(z, y).

Tomemos S3(z,y) = y?senx — 4y + C, con C constante. Asi, 1 = x2° + 2z + y?senx — 4y + C.

Verifiquemos que Vi) = h.

W _ 3. o _ ., 0 A= W o o o
En efecto, BE = 2° 4+ y“cosx = h, Dy =2ysenz —4 =hyy BP =3xz°+ 2 = hs.
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Tema 6

Ejercicios de Integrales de superficie: Prof. Osvaldo Acuna, Prof.

Jorge Poltronieri

1. Calcular el 4rea de las siguientes superficies en las condiciones indicadas:

b2 +y?=R%2>0,z2=mx,z=nz,m>n>0.
ga?—y2=22y+z=a2>0,y>02>0.
2

d) 4rea de 2% + y? = ax, acotada por x2 + y2 + 22 = a?.

2 2
e) drea de 2% + y? + 22 = a?, acotada por %5 + Y —=1,a>b.

a® b
f) drea de 32 + 22 = 2ax, comprendida entre 3? = ax, x = a.
g) drea de 2% + y? = 2ax, comprendida entre z = 0, 2% + 3% = 22.
h) 4rea de 22 — y? = 22, dentro del cilindro 22 + y? = 2az.
i) drea de y? = 4, acotada por 22 + 32 + 22 = 5x.

j) drea de z = /22 + y2, acotada por (22 + 3?)? = a?(2? — y?).

2. Demuestre que las dreas de las partes de las superficies de las parabélicas x2 442 = 2azy 22 —y? = 2az

cortadas por el cilindro 22 + y? = R? son iguales.

3. Una esfera de radio a esta cortada por dos cilindros circulares, cuyas bases tienen los didmetros iguales

151
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11.

12.
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al radio de aquella y que son tangentes entre si, a lo largo de uno de los didmetros de la misma. Hallar el

volumen y el drea de la parte de superficie de las esfera que queda.

En una esfera de radio a se ha cortado un orificio con salida de base cuadrada, cuyo lado es igual también
a a. El eje de este orificio coincide con el didmetro de la esfera. Hallar el drea de la superficie de ésta

cortada por el orificio.

Calcular el drea de la parte de superficie helicoidal z = carctan %, situada en el primer octante y que

estd comprendida entre los cilindros 22 + y? = a2, 22 + y? = b

Hallar la masa de una ldmina circular de radio R, si su densidad es proporcional a la distancia desde el

punto al centro e igual a § en el borde de la lamina.

Una lamina tiene la forma de un tridngulo rectangulo con catetos OB = a, OA = b; su densidad en
cualquier punto es igual a la distancia desde esta al cateto O A. Determinar los momentos estdticos de la

ldmina con respecto a los catetos OAy OB.

Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la curva y = sen z, la recta

OA que pasa por el origen y por el vértice A = (%, 1) de la sinusoide.
Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la cardioide r = a(14-cos ).

Determinar las coordenadas del centro de gravedad de un sector circular de radio a, cuyo dngulo central

es igual a 2a.

Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las pardbolas y? = 4z + 4,
y? = -2z + 4.

Calcular el momento de inercia de un anillo circular de didmetro d y D (d < D):

a) con respecto a su propio centro

b) con respecto al didmetro.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.
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Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado a con respecto al eje que, pasando por uno de

sus vértices, es perpendicular al plano del cuadrado.

Calcular el momento de inercia de la regién interceptada por la pardbola y?> = ax, por la recta z = a,

respecto a larecta y = —a.

Calcular el momento de inercia de la superficie limitada por la hipérbola xy = 4 y larecta x + y = 5,

con respecto a larecta x = y.

En una ldmina cuadrada de lado a, la densidad es proporcional a la distancia hasta uno de sus vértices.

Calcular el momento de inercia de dicha ldmina respecto a los lados que pasan por el vértice.
Determinar el momento de inercia de la cardioide = a(1 + cos 6) con respecto al polo.

Calcular el momento de inercia de la superficie de la lemniscata > = 2a? cos 20 con respecto al eje,

perpendicular al plano de la misma que pasa por el polo.

Calcular el momento de inercia de una ldmina homogénea limitada por un arco de la cicloide x =

a(f —send), y = a(l — cos ) y el eje x, con respecto al eje x y con respecto al eje y.

Calcular las integrales de superficie / / fdS, donde S es la superficie definida por 22 + y?> = 22,
s

0<z<1, f(x,y,2) = 22y°2.

Calcular la integral de superficie / fdS en los siguientes casos:

a) f(z,y,2) = xye™, S en el cuarto de cilindro definida por 22 +y?> =1,0< 2z < 1,2 > 0,y > 0.

b) f(z,y,2) = Inz, S es la parte esférica definida por 2% + y? + 2% = 1, % <z< 1.

c) f(z,y,2) = \/my S es el helicoide z = rcos, y = rsenf, z = 6,0 < 0 < 27,

0<r<1.
d) f(z,y,2) = 22 y S es la esfera unitaria 2% + 3> + 22 = 1.

Calcular el area de la porcion de superficie helicoidal definida por x = atcosf, y = atsenf, z = hf,

(0,t) €[0,5]x[0,1],a>0,h>0.
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24.

25.

26.
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28.

29.

30.
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Calcular el drea de la porcion S del paraboloide de ecuacién z = zy, que se proyecta sobre el plano zy

dentro del disco D definido por z2 + 3% < 1.
Calcular el area S de las siguientes superficies:
Aal+y?=r,2>0,a<z2<Bz,0<a<fb,r>0.

b) 22 + y2 +22=022>0,22+ y2 —ax <0,a >0, (ventana de Viviani).

2

2
C)%+%:1,0§z§%,a,b,c>0.
a

da?+y*+22=r’o4+y<r,z>0,y>02>0r>0.
i+ y?+22—2ax=0,2>0,22+y* <z?tan’a,a >0, €]0,% [.

Determinar el centro de la placa homogénea S de densidad 1, donde S es la superficie definida por

x = wue’cosv, y = ue’senv, z = e’ (u,v) €[0,1] x [0,1].

Si S es la superficie del paraboloide z = 2 — (22 + 32) sobre el plano O XY, calcule:
a) Las coordenadas del centroide de esta superficie.
b) El momento de inercia de esta superficie con respecto al eje OZ, siendo la densidad de la superficie

1.

Obtenga el drea de la superficie de la esfera % 4+ y2 + 22 = a2, a > 0, contenida dentro del cono
ztga = /22 +y%, 0 < a< 3.

Aplicando tinicamente el teorema de Stokes evaltie / / rot F-ndS, donde F = (z — 2)i+ (23 + y2)j —

s
3zy*k y S es la superficie del cono z = 2 — /22 + y2 sobre el plano OXY y n es la normal unitaria

exterior a S.

Verificar el teorema de Stokes para el campo vectorial F = 3yi — x2j + y2?k, donde S es la superficie
del paraboloide 2z = x2 + y? limitado por z = 2.

dr — dy

T¥y+ tomada a lo largo del contorno del

Usando el teorema de Stokes en el plano, calcular ]{
c

cuadrado que tiene sus vértices en los puntos A(1,0), B(0, 1), C(—1,0) y D(0, —1), recorrido en sentido
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32.

33.

34.
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contrario de las manecillas del reloj.

Verificar el teorema de la divergencia para el s6lido limitado por las superficies 2 = 0y z = \/m ,
donde el campo vectorial es F = 2221 + (z2y — 23)j + (2zy + y22)k.

Usar el teorema de la divergencia para evaluar //(ac2 +y+2)dS, donde S es laesfera x? +y% +22 = 1.
s

Evaluar / / F-dS usando el teorema de la divergencia, donde F = (zy2, 2%y, y) y S es la superficie del
S
cilindro 22 + y? = 1, acotado por los planos z = 1, z = —1, incluyendo las porciones =2 + y? < 1,

cuando z = +1.

Evaluar / / F'-dS en los siguientes casos:
5
a) F = (zyz, zyz, xyz), S es la superficie del cubo [0, 1 ]3.

b F = ((z +y)22 (y + 2)22, (z + 2)y?), S es la superficie 2% + y* + 22 = 1.
OF =(1—22, %yz, 2(2x —y)), S es la superficie 22 + 3> =1y 0 < z < 1.

d) F = (xy?2(2 — 1),2%yz(z — 1), 2% — 22), Seslasuperficie 22 + y> =1y 0 < z < 1.
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. Calcular el area de las siguientes superficies en las condiciones indicadas:

b)a2+y>=R%2>0,z=mz, z=nz,m>n>0.

x? -y’ =22 y+z=a,2>0,y>0,2>0.

d) drea de z? + y2 = az, acotada por 2 + y2 + 22 = a2

Y
2 =1,a>0b.

e)dreade 2’ +y2 + 22 =a rel

, acotada por 2 +
f) drea de y2 + 22 = 2ax, comprendida entre y? = az, = a.

g) drea de 2% + y? = 2ax, comprendida entre z = 0, 2% 4 y2 = 22.
h) 4rea de 2% — y? = 22, dentro del cilindro 22 + y? = 2ax.

i) drea de y? = 4z, acotada por 22 + y2 + 22 = bx.

J)dreade z = \/m, acotada por (22 + y?)? = a?(2? — y?).

Solucin
: _ z_ Y _ _¢c _
a)Setlenez—c(l—a—g),zz——a,zy——
2 2
entoncesaz// %—l—g——&—ldxdy:
a
S
a b——x 1
=+ %5 + S dydr =
/0 o ¢ a2+b2+c2 yazx
1,1 .1 ba?\|* _
Cc 72+b*2+?(b1’767)0—
1 1 11 1 1 1 1 1
c a7+b3+?§ab=§abc ?+bj+cf2=§\/a2b2+a202+b202.

b) Notemos que la proyeccién sobre z = 0 no es posible, pues no tenemos una superficie con las condi-
ciones requeridas. En efecto la proyeccién da un segmento de curvay = £y R% — 22,0 <z < R. De

esta forma debemos proyectar la superficie, por ejemplo sobre x = 0 i.e. * = f(y, z) = \/R% — 2.
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2 2
La interseccién de la superficie con cada plano es 3%+ 2—2 = R?%,y*+ ’% =R?%ie. z=+m+\/R? — 42,
m n
2z = +ny/R% — 32
Asf la region S de la integral, es la regidn acotada por las elipses. El drea es el doble de la integral de

superficie sobre S, es decir:

0:2//,/1+x5+m§dydz:

S

%
2// 1—|—R y2+0dyd2—

Rz—y
/ / dzdy =
ny/ R2—y?2 2 - y

2[3( m —n)Rdy = 4(m — n)R>.

i — 2 2 - =z _
c) Se tiene que x = /2% +y? = xy, = 22+y2’ Ty =
Y
, por lo que:
2140 p q

o = //\/1+ ny2+ 2yj dydz = \f//dydz =
S
// dydsz/ azdzf(azz’;)

a

0

)

2 2
d) Es claro que 22 4 y? = ax = (x - %) +19? = az circulo de radio & 5 ¥ centro (2 ,0). La inter-

seccién de las superficies se da cuando 22 4 az = a?, por lo que el drea buscada es 4 veces la integral

sobre la region limitada por z > 0, z > 0, 2 = Va2 — ax y la superficie y = Vaxr — 2.
En el grafico solamente aparece la mitad de la superficie

intersecada por la esfera. Observemos que proyectamos

sobre el plano y = 0 y no sobre el plano z = 0 como en

general se hace.

__a—-2x  _ 2 -
Deestamanera,ya:—2\/m,yz—0:> I+ys+ys=4/1+




158 Soluciones de ejercicios de Integrales de superficie: Prof. Osvaldo Acuiia, Prof. Jorge Poltronieri

a —ax

_adydx

or lo tanto 0 = 4 dd:v72// =
P //2\/ axr — x2 v Viva—z
a
3 1 3
P L gr—4 ’ — 4q2
a2/0 \/de a?ﬁo

. —x —
¢) La superficie es la esfera z = (/a2 — 22 — 2, 2 = ——t 2 = (¥
a2 — 22 — 2 a2 — 22 — 2
\J1+22+ zg =——@ __ entonces se tiene:
[a? — 22 — 42

0:2//+dydx:
[a2 — 22 — 42

2

1—2
4 dydr =
ydx
/_a/ 1_3 a? —x2 — g2

b e

2a arcsen ———— ‘ dx
—a \/ a x2 =VaZ=z2

a

a
4a / arcsen g dx = 8a? arcsen b
—a
f) La superficie es z = ++/2ax — y? y la region estd dada por S : 0 < y2 <ar,0 <z < a. Ademas,
2 2, 2 2
a Yy 9 9 20 —y*+a” +vy 2ar + a
Zg =,y = ————=, 1+ 2.+ 2. = = .
TV 2ax — g2 V2ax —y? o 2ax — y* 201 — 1>
La superficie es dos veces el drea de la superficie de z = /2ax — y2, sobre la regién S, es decir:
> 2/ Vav2r+a a,

2

dydx = Az
20z —y

Jaz
2 V2x + a arcsen dr =
\F / vV Zax —Vaz

4\/5/ V27 + a arcsen —— dz =
0 V2

e

%\/aﬂ. /Oa V2 + a(2dz) = %\/&W(Qx +a)
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g) La interseccién de las superficies es 2az = Az
22, Proyectando sobre el plano y = 0, tenemos

que la regién de interseccién es 0 < = < 2a,

—V2ax < z < V2az, y = +vV2ar — 22,

2ax

Yo=t—C2TT =142y =
) \/W
B 2
14 @° = 2ax ‘*‘255 = —9%  De estamanera
20T — T 2ax — i
20—
tenemos que: z”

U_/Za/ 2ax dydeQG 2amd.ﬁ:2\/§a%2(_(2a_m)_%)a:8a2
mm o Vivla—z . ,

h) La superficie es z = +/22— 2,

ﬁﬁ

El 4rea buscada esta dada por:

V2ax—z2

2a
o [ ] g [ [

V2z

Sin embargo, el calculo directo no nos permite determinar la integral ficilmente. De esta forma pasamos
a coordenadas polares, lo que permitira simplificar los célculos.

Siz = rcosf, y = rsenf, en la regién de integracién tenemos que —% < 6 < 7y r varia de 0 al

circulo de centro a y radio a, es decir x2 + y2 = 2ax = r varilade r = q hasta r = 2acosf i.e.

0 <7 < 2acosf. Asi tenemos que:

14:/Z /QGCOSO \/ETCOSG :/Z f 2acosd COS@ da_zfa 4 cos” vatv 0d9
_r vV cos? Odr df -z 2" Vcos? 6 T +/cos 20

4/3a? /4 cos? 0(cos 0 d) W / 1—sen29)cos9d9 _
m V1—2sen2g u=send

y< v 1
/2 du _/ 2 u?du = 4242 /1 V2 _/ 2v2Y 7
o V1-—2u? o V1-—2u?|y=v2u o V1-—19y? o V1-—1y>2
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1
4a? <arcsen1 - % (%y 1—y2+ %arcseny)‘ ) = q? (5 - i%) = 3ra? yaque/ \/7 =

2
arcsen%—&-C,/M _—*I\/W—&- 2a arcsen %—i—C.

Va2 — 22
i) Tenemos las superficies y? = 4z, 2% +1% + 22 = 52. Alinter-
; a® +y? 427 =5
secarse las superficies tenemos una curva sobre la esfera, como

se indica en el gréfico adjunto. Usando las ecuaciones de las su-

perficies, esta curva se puede ver también como la interseccion

del cilindro 2 + 22 = x, o bien (z — 3)? + 2% = 1 y laesfera

22 4+ 9% + 2% = 5z, z
Observemos que cuando z = 0 se tiene que las superficies se cortanen x = 0, z = 1.

Six=0,y=0,z=0ysiz=1,y==x2,2=0.

ly2 dentro de la esfera, necesitamos parametrizar

Dado que debemos calcular el drea de la superficie x = 1

la curva de interseccion para asi obtener la proyecciéon z = 0 y tener la regién de integracion.
Parametrizando la curva tenemos (z, y, z) = (z, £24/z, =va — 22), donde 0 < z < 1.

2 4
Sobre el plano = = 0 se tiene (0, £2v/z, =vx — 22) y como y = 2/ —> yz =z, ‘7{—0 =1’ =

o
+vr— 122 = i\/ Z - 1—6 = ii 4y? —yt = i% 4 — 42, es decir sobre el plano z = 0 se tiene

que la proyeccién de la curva estd dada por (0, +y, :I:% 4—92),0<y<2,yaque0 <z <1

Ahora, =, = %y, r,=0=,/1+22+22= %\/4+y2,porlo que:

4y 4—y? 2
o=2 /ity dy—* yvV4 -y /A +yPdy =
A—y? 2 0 _y
4?/ u=3

1 2
8/ \/1—u4udu = /\/1—x2da: (W—l—%arcsenx)
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Dz=yat+y2 (@° +y?)? = a?(2® — ).

Lacurva z = 0, (22 + 3?)? = a?(2? — y?) es una lemniscata

dada por (al pasar a coordenadas polares) r = av/cos26, 0 € ‘ z= /2 +y?
[fg,g] U [%’r, %r] Por otro lado, z, = X

PeE

Y

Va2 + 2
% av/cos 260
JzQ//ﬁdydx:Q\@/ / rdrdf =
s - Jo

4

Ja/1+ 22+ 25 = /2, entonces:

i 3
\/§a2/ cos 20df = a2\/§/ cosudu = v/2a2.
z 0

4

2. Demuestre que las dreas de las partes de las superficies de las parabélicas x2 442 = 2azy 22 —y? = 2az
cortadas por el cilindro 22 + y? = R? son iguales.

Solucin 22 + y? = 2az, 2% — y* = 2az, cilindro 22 + y? = R%.

Tomemos la superficie 22 + y? = 2az = z, = %, Zy = % = /14 22+ zg =

por lo que o1 = %//\/a2 + 22 + y2dzdy.
S

a? + 22 + y?

Sl

En la otra superficie, 2 —y? = 2az, setiene z, = &, 2, = f% =\ J1+22+22 = %\/cﬂ + 22 + 52

y claramente también: oy = % / / va? 4+ 2?2 + y?dxdy = 0. No es necesario calcular la integral; sin
5

embargo lo haremos.

01:%// a? + 22 + y2dxdy =
S

2m R
i / Va2 +r2(2rdr)dd =
o Jo

WY
16 2,2 23/2‘R_
2a2w3(a + ) .= .
/ AN
2 2 2\3/2 3\ _ It
@+ -a) = O a st
/

Zra? (14 By -1,

3. Una esfera de radio a esta cortada por dos cilindros circulares, cuyas bases tienen los didmetros iguales
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al radio de aquella y que son tangentes entre si, a lo largo de uno de los didmetros de la misma. Hallar el

volumen y el drea de la parte de superficie de las esfera que queda.

Solucin Las superficies son 22 + y> = a?,

2 2
x2+<y—%) :azi.e.x2+y2:ay.

En coordenadas polares la regién de inte-

graciones r = asenf. 0 < 0 < .

El volumen de la esfera sobre S es:

V:4//\/a27x27y2d:cdy:
S

™ asen @
2/ Va2 —r22rdrdf =
0

asen 0

3 3

-2 / %(a2 —r2)3/2 df = —4/ (a3|cos® 0] — a?)db = a?’é/ (1 —|cos®0|)do =
0 0 0

jus

0

2
%a?’(w -2 / cos® 0)df = %a?’(w - 2%) El volumen buscado es el volumen de la esfera menos V/,
0

es decir:

4_3 (4 _3 16,3\ _ 16 3
Ta (37ra ga)—ga.

— 2 2 2 _ _x _ Yy 2 2 _a )
Por otro lado, sea z = /a? — 22 —y s Zx = T, Ay = — %, 1+Zx+zy—E,entonceselareade

la esfera sobre S es:

dl‘dy g asen92dd€
o=4 || %dzd :4a//—:2a// 2rdrdf _

—Za/ 2(a? — r?)1/?
0

w/2
4a? (7r - 2/ cos 9d9> = 4ma® — 8a®.
0

asen

d0:—4a/ (a] cos ] —a)d9:4a2/ (1— | cos0])do =
0 0 0

El drea es el drea de la esfera menos el drea calculada, es decir 4ma? — (4ma? — 8a?) = 8a?.

. En una esfera de radio a se ha cortado un orificio con salida de base cuadrada, cuyo lado es igual también
a a. El eje de este orificio coincide con el didmetro de la esfera. Hallar el drea de la superficie de ésta

cortada por el orificio.
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Solucin Sea z = \/a? —a? —y? = | /1422 + 22 = L ie. TN

0:// adzdy a/2 a2 adx dy

/a2 _xQ_y o a2 — 22 —y2

a/2 a/2
dr= 4a/ arcsen a
0

0 2V a? — 22

IRy

a/2 y
4a/ arcsen ————
0 Va2 — x?

dr = dv — du =

Sea u = arcsen ——%
2v/a? — 22

a

4l = T arcsen ————
a 24/ 27:172

a/2 a
/ +/ /2 az®dx _
0 o (a®— :172)\/3a2 — 4a?

a 1 —2? +a %) dx

& arcsen +a / =
2 V3 0 \/ 3a2 4a2 (a® — 2?)

T = v, entonces

a/2
Qarcseni+a3/ d7x+a3/ dz .
2 V3 0o V3a%—4a? 0 V3a2—422(a® — 2?)
V3 V3

— Y2 — gV _a _ a _ 1 _
Seaxfa2sent,dxfa2costdt:>xf2f2\/§sent:>sent7\/§:>t7

arcsen % Asi tenemos que:

2 dx
a/2 arcsen —= 1
=2 arcsen —=.
/ \/ 4(E2 / 1— 21} / S 2 \/g
V 3a

También:
2dx

/ / \/g Q \/arcsen\/g dt _
V/3a2 — 4x2a —z?) 20 \/ _(§)2) 2/, 1—3sen’t
a

arcsen—=

arc:aenf \/§ -
2a/ ° % = g arctan (ta;t) = g arctan Y. - = g arctan f, pues
0 4 —3sen”t 0 2. /1 — %
2 2
dr 1 p® — q“ tanax
g = ———=—— arctan ———— + C.
/ p2 — q2 sen” ax ap\/]fq? p
Finalmente, < da = = g arcsen f + a arctan —- f — 0 = 4a? (arcsen 7 + arctan g)

. Calcular el area de la parte de superficie helicoidal z = carctan %, situada en el primer octante y que

estd comprendida entre los cilindros 2 + y? = a2, 2 + y? = b°.
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1 21_ 2cy2 Zy =€ ! .—2m
= , 2y = 5 =
1+(%) Yooty 1+(7)" v

2 2 2
2,,/1+z2+22 cx+cy = CJFQI +2y
x—i—y Tt +y

As1tenemosquea—//“C + o +y dmdy—/ /
z? +y

Vb2 + 2
%[lr 02+r2+%021n(r+ 7’2+02} Z(b\/62+020\/a2+02+clnb+ b +c )

2 a+ a2+02

Solucin Se tiene que z = carctan i § = % =¢C

rdrd@— s \/02+r2dr

. Hallar la masa de una lamina circular de radio R, si su densidad es proporcional a la distancia desde el

punto al centro e igual a d en el borde de la ldmina.
Solucin Se tiene que p = kr, donde r es la distancia del punto /\

// %\
\
(z,y) al origen i.e. r = y/22 + y2 ycomo p(R) =6 = k = / ]

g _9

ik Finalmente tenemos: N

s SR _2 s
:S//pdmdy:/o /OET drd@zQﬂ'R?ZEW(SR.

. Una ldmina tiene la forma de un tridngulo rectangulo con catetos OB = a, OA = b; su densidad en
cualquier punto es igual a la distancia desde esta al cateto O A. Determinar los momentos estdticos de la

ldmina con respecto a los catetos OAy OB.

Solucin En este caso tenemos que p(x,y) = y. El segmento AB estd dado por larectay = a — %:v.

Asi tenemos:

—%z b
M, yidrdy = v dydr = ly3
0 0 3

“125 (¢ ( %x) ‘b - L‘#g = 30t
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b af%:v
My://xyd:rdy:// ydy xdr = ‘
S 0 0 r
b 2 b 2 2
1(.,_a _1 2, _9a” .2, a3 —
/02(a bx) xdm—2/0 (ax 2b2x +b2x>dx_

1(1 232 2 2;2 1 2;2) 1 232 z >
2(2ab 3ab—|— ab) a“b”. A

4 T 24 —

8. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la curva y = senx, la recta

s

OA que pasa por el origen y por el vértice A = (5, 1) de la sinusoide.

Solucin  Se tiene que M = / / ldzdy =

g % sen xr g
Mw://ydl‘dy:/ ydydx:%/ / ydydx:%/ (sean—%xQ)dxz
% 0 0 %m 0 T

1(lx 4 o _l<l_ﬂ)_L G T
2(22 372 8>_2 476) 724V T 6@

g sen x g g
= = = 2. 2 _ 2 3 _
My—//xdxdy—/o ' :Edydx—/o (msenx—fx )dx— (senx—mcosx—gx) =
S T 0
_lﬂj _12—7T2 7_12—7r2 3 _12_ﬂ_2

9. Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la cardioide » = a(1+cos 6).

Solucin Es claro que por razones de simetria § = 0.
2 a(l4-cos 0) 27 a //\\
M://dxdy:/ / rdrdd = %/ a*(1 4 cos 0)?df = / N\
o Jo 0
S \\ \20,
a [ 2 a? " b 2 ( /
2/ (14 2cosf+ cos 9)d9:7(1277+25en9 —|—4/ cos” 0df) = \
0 0 0 . ///
2 p
%(27r+4%) = 3ra?. ~—

2
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11.
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2T a(l+cos @) 2T
M, ://ydxdy:/ / rsenfOrdrdf = %/ a2(1+cos9)3sen0d6‘:
o Jo 0
S

2m

=0ie §=0.
0

2 pa(l+cos@) 27
My://.’lidl‘dy:/ / r2cos@drdf = %/ a3(1+0089)30089d9:
0 0 0
S

a’
3

21+ cosf)?
2 4

w

2m 2m
/ (1+3COS@+3COSZG+COS39)C089d9:l 3/ (cos 0 + 3 cos? 6 + 3 cos® O + cos® 0)df) =
0 0

s

)z%ﬂa3:>5c=

a.

O~

a? / ’ (3cos® 0 + cos* 0)dh = %ag(?)
0

[=2][d]

D[
N[O

s
)

D[

T
2

Determinar las coordenadas del centro de gravedad de un sector circular de radio a, cuyo dngulo central

es igual a 2a.

Solucin En este caso también §y = 0 por la simetria de la figura, como

verificaremos. Asi:

M://dxdy:/ / rdrd@zQa%azzaaQ. N
—aJOo \
s «a a « 06\ \a
z://ydacdy:/ / r?sen@drdf = — %7,3
—aJO
0.

s //
(03 a [e3 a
M, //xdxdy:/ / TQCOSGdeQZ/ sen@dﬁ/ r2dr:%a3senazfz%“§%.
—a JO -« 0
s

Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las pardbolas y? = 4z + 4,

a
cos 0
0

—Q

M.

<

y? = -2z + 4.

Solucin De antemano que observa que § = 0. Ademas:

2 # 2
M = //dxdy = / /yziy dedy = / (3 — %yQ)dy =
J —2J= -2

2
By— 1| =8

-2

2
3
sz//ydydz=/2y(3—%y2)dy:( -y
J _

Oiey =0.
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13.

14.
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4*92 2
9 —— 2 4—y 2 4 — 2)2 2 _y)2
_ _ _ (123 g1 A-y) =47 _
Z\Jy—//ar:dydav—/_Q/yaf4 xdmdy—‘/_22x’y274dx—2/_2( 7] ST )dy =
5 4 4
2
3 22, 3 8,3 _ 3 (99_64 32 16 ——
53 | v dy=55(16y — :’)9+5y)72_16(32 3TE) == 7"=15
Calcular el momento de inercia de un anillo circular de didmetro dy D (d < D):
a) con respecto a su propio centro
b) con respecto al didmetro.
27 pD/2
Solucin 1, = //(:c2 + yHdydr = / / r3drdf = Y
/s o Jd/2 1
D/2
It = I (Dt - dY). N

/2

N
/

Por simetria tenemos que I, = //ac2 dxdy = //y2 dedy = I, = |
s s

&
1
&~
1
S
\
E
ol
QL
\_’Jj
fm
Nl
[Nle]

Calcular el momento de inercia del tridngulo limitado por las rectas x +y = 2, x = 2, y = 2, con

respecto al eje x.

Solucin En este caso tenemos:

I, =1, ://33 dmdy—/ / dydaj—/;zcdx—1 4. | e
2—x >

Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado a con respecto al eje que, pasando por uno de

sus vértices, es perpendicular al plano del cuadrado.

Solucin Se entiende que es el momento de inercia respecto al

v

vértice O i.e.

Ip = //(x2 Hdxdy = / / Hdrdy =
S

a ra a pra 0 2 N o

2 2 T 2 4 a
T dxdy—l—/ / = 2a°. o

/0/0 o Jo 3 3 »
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16.

17.
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Calcular el momento de inercia de la regién interceptada por la pardbola y? = ax, por la recta x = a,

respecto a larecta y = —a.

Solucin El problema es equivalente a trasladar al eje = a la recta

y = —a. As{ tenemos:

a a++/az a a
I, :/ / y? dydz :/ /}2 y2dydr =
0 Ja—vazx —a T
a 5 a

2 4
/_ayQ(a— %)dy: (ay3 — g—a) = 2(a4 — a—) = 842,

0 5

Calcular el momento de inercia de la superficie limitada por la hipérbola xy = 4 y larecta x + y = 5,

con respecto a larecta x = y.

Solucin Las curvas se intersecan cuando 2y = 4, 2 +y =5 = y(5 —y) =4 = y> — 5y +4 =

0= y=1,4ie.en(1,4),(4,1).

La distancia desde el punto (x,y) alarectaz = yesigualad =

entonces:
4 5—x
I, = d2d:ccly:l (22 = 2zy + y*)dydx =
2/, J4 2 Y)
s @ 1 e 5 ,
1 (" 7%~ 602° +1620* — 1250% — 4802 + 64, _ 1619 75 NG
2 1 61’3 8" 4

En una lamina cuadrada de lado a, la densidad es proporcional a la distancia hasta uno de sus vértices.

Calcular el momento de inercia de dicha ldmina respecto a los lados que pasan por el vértice.
Solucin Sin pérdida de generalidad, colocaremos el vértice en el origen.

Asi p = kv/2? + y2, entonces:
I,=1,= k;//me(x,y)da:dy = k/ / 22\/22 + y2dady = " 0
o Jo
5

Bl

% asecf 72r acscf ,
k / / rtsen’ 0drdb + k / / r*sen?0drdf = A8
0 0 % 0
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19.

20.
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Z s % s )
E/ asenf g | k /2 5sen %LE@S/ tan2 fsec® 0d0 + & 5/ cosec® 0df =
5 Jo cos’ 5 z sen® 6 5 o 5 T
k sr/l cosf  senf sen 0 ¢ 1 1 4 2,
£ [<81nsen0—|—1 8c0529+cos49)' + ( 2cosecé’cotgﬁ—i—2logtam2)‘z]_

V2 V2 V2
sl V2k 5 3 . 3 1 _
za’|gln -+ T+ + logtan ] =
TR B h gy ;
R (3V2-I(VZ+1) +4ln(V2+1) + 4V2) = L (7v2 4+ 3In(v2 + 1)).
0 _ _senf
Recuerde que tan 5= T+ cosd"

Determinar el momento de inercia de la cardioide r = a(1 + cos #) con respecto al polo.

Solucin Se tiene que I, = //y2 dxdy = i p(0) =7 = a(l + cosb)
27 a(l+cos0) 27 a/é,/—\\\
/ / 3 cos edrde—/ Ta*(1+cos0)*do = [ \
Za4/ (1 + 4cost + 6 cos” 0 + 4cos® B + cos™ 0) df = ([ /
0 \ y,
4 [? 2 4 AT L em 13T 435 \\//
a/o (14 6cos” 0 + cos 9)d97a(2+64+2. 2)fa7r16.

Calcular el momento de inercia de la superficie de la lemniscata r? = 2a? cos 20 con respecto al eje,

perpendicular al plano de la misma que pasa por el polo.

Solucin Se busca la inercia respecto al polo, por lo que:

V2a2 cos 20
Iy = //(x2+y drdy = / / ridrdo = A 7= aVBeos2
=7
S S

1 3
2/7T 4Z cos?20dh = a / cos?pdyp = 2a472r% = =ma’.
4 2

D[

Calcular el momento de inercia de una ldmina homogénea limitada por un arco de la cicloide x =

a(f@ —send), y=a(l — cos @) y el eje x, con respecto al eje = y al eje y.



21.

22.
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Solucin Se tiene que:

2ra  pf(x)
II://demdy:/ / y2dyds =
0 0
s

2 2m
/ a(l —cos@) 143 3do = la4/ (1—cosh)*d =
0 3 35 Jo

2m
%a‘l / (1 — 4cost + 6 cos® O — 4cos®® + cos 0) df =
; ¢ ,

Az =a(f —senb),y =a(l —cosb)

(1 —cos®)

2
a4/ (1 + 6cos?  + cos* )dﬁ—f 435

16

2wa py=f(x) 2mwa 27
I —// 2dxdy = / / xQdydxz/ :ng(l‘)dx:/ a*(0 — sen 0)?a?(1 — cos 0)*df =
0 0

27r
a’ / (sen? 6 cos? O — 20 sen O cos® 0+ 62 cos® @ — 2 sen? 6 cos § +46 sen O cos 6 — 262 cos § +sen” § —
0

35

™= 7Ta

Ol

20sen @ + 6%)df =
a’ [(—i sen 6 cos® 9+% sen 6 cos 9—}—%9)—(%9 cos® 9—|—% sen f cos® 9—}-% sen 9)—&-%(292—1) sen § cos 0—

6 sen? 0+ 0(202+3) sen® @ + sen B cosf + 20sen§ — 6 — (40 cos O + 2(6% — 2) sen §) +

103} 27 (4871' 735) 4
3 0 12 :

3
(senf — 26 cos ) +

1
2
%(Q—SGHQCOSQ) -

Calcular las integrales de superficie / fdS, donde S es la superficie definida por 22 4+ y?> = 22,

0<2z<1, flx,y,2) = 2%y°2.

Solucin  Parametrizando S por z = wvcosu, y = p 22 +y? =2
vsenu, z = v, en D = [—m,m]x[0,1], tenemos e
: 3 - R _ '
R:D — R?, R(u,v) = (x,y,2), por lo que =
- OR _ oR . R
(—vsenu,vcosu,0), 50 = (cosu,senwu, 1), a0 = - Y
%15 (vcosu,vsenu, —v) ’8R aRH_\fo a1
Observemos que Hé)R GRH = H H H . R | a—R. De esta forma:
ou ~— Ov

™ 1
//f(:c,y,z)dS = //v6 2 cos? usen® ududv = /2 cos® usen® udu / vOdv = 71-2—?
— 0
S D

Calcular la integral de superficie / fdS en los siguientes casos:

s
a) f(z,y, z) = zye®*, S en el cuarto de cilindro definida por 22 + ¢y = 1,0 < 2z < 1,2 > 0,y > 0.
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b) f(x,y,2) = Inz, S es la parte esférica definida por 22 + y? + 22 =1, 2 < 2 < 1.

¢) flx,y,2) = Va?2+y?>+ 1y Sesel helicoide z = rcosf, y = rsenf, z = 0,0 < 0 < 2,

0<r<1.
d) f(z,y,2) = 22 y S es la esfera unitaria 22 + y2 + 22 = 1.
Solucin

a) Pasando a coordenadas cilindricas (dS = 1dfdz). En efecto, la

parametrizacién de la superficie es R: D — R?,

1

R(0,2) = (rcosf,rsend,z),r =1,donde D = [—7, 7] xR, T
OR _ OR x OR| _ =
90 = (—rsenf,rcosb,0), 32 =(0,0,1)y H X5, H ry finalmente dS = df dz.

Asf tenemos que //de: /2 / cos fsen 0e? dzdh = /2 senf(e“=? —1)dh =
1 Jo 0
S

—ecosf 4 COSQF =e—2.
0
b) Usando coordenadas esféricas (dS = 12 cos ¢df d¢). En efecto,

R:D — R3 (0,9) — (2,9,2), donde z = rcos¢cosb,

y = rcos¢send, z = rsen¢,con D = [—m,w]x [—-F, T ], por

OR
00

lo que = (—rcos¢send,rcos¢cosd,0),

%—g = (—rsen¢cosf, —rsen¢send,rcosp) =

H OR 6RH = (1?cos® pcos)? + (r?cos psen)? + (r?senpcos p)? = r*sen’ ¢, o sea dS =

r2cospdfde, conr = 1.

™ % 1
Finalmente, //de = / ﬁ In(sen ¢) cos pd¢p = 27r/1 Intdt =7(In2 —1).
5 776 2
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c¢) En este caso R(r,0) = (rcosf,rsenb,0), R  _
or A7
OR _ R  OR :
(cosf,send,0), 5 = (—rsenf,rcosb, 1), o < 20
(senf, —cosf,—r) H@R ORH Vvr?2+1 y tenemos

//de //f (r cos 6, rsen 6, 0) Hf x 7H drdf =

2m
/ / \/7“2—|—1\/7"2+1drd9:/ %d@z%ﬁ. z
o Jo 0

d) Usando la parametrizacion de la esfera del ejercicio b)

0 sea: //ZQdS = z
1

//cos (;sHaR 8RHd¢d9—/ / cos? ¢>|sin¢>|d¢>d9:
27

27'r ™
/ / cos? ¢ sen ¢ dpdf = %/ —C083¢‘gd9 =
0o Jo 0
g/ do = 4.

0

Calcular el area de la porcién de superficie helicoidal definida por x = atcos6, y = atsend, z = ho,

tenemos H 8R 6R H

(0,t)€[0,5]x[0,1],a>0,h>0.

Solucin  Dado que A(S) = / / dedy =
S

oR , OR ) 3
/DH39 X 8tHd9dt’ donde R : D — 1R° es

una representacion paramétrica de S, tenemos %—g =
(—atsenf,atcosb, h), %? (acosf,asen,0) *
OR  OR . ‘_277“_/72 772
= 30 X 5 = (—ahsen @, ah cosf, —a*t) 90 % avh? + a?t?.
OR | OR A« .
Se observa que 90 1L 9 Asi tenemos que:

—a/ / Vh2 4+ a?t?dtd = 27Tah/ (/1 %
l71'(h21n( ,/1+ )+a\/a2+h2).
4 h h2

Calcular el drea de la porcion S del paraboloide de ecuacién z = zy, que se proyecta sobre el plano zy

dentro del disco D definido por x2 4+ y2 <1.
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Solucin Dado que z = ¢(z,y) sobre D, entonces S tiene
por representaciéon paramétrica R:D — R3, R(z,y) = z=my
1 0
. OR _ OR  _
(x,y,tf)(w,y)). Oz - 0 s 8y - 1 ’

96 99 )

HaR 3RH = \/1+ (gi) + (%)2 por lo que: A(S) =

1

/\/1+y2+m2dmdy:/ /\/1+p2pdpd9:
—mJ0

D

1+ 2] = F2vE- 1)

Calcular el area S de las siguientes superficies:
Arl+y?=r,z>0,a<2<Br,0<a< B, r>0.

b)z?2 +y24+22=0a%2>0,22+1y% —ax <0,a >0, (ventana de Viviani).
2

= _1,0§z§%,a,b,c>0.

c)x +7
da?+y?+22=rlr4+y<r,ez>0y>0,2z>0,7>0.
e)at+y?+22 —2a2=0,2>0,2>+y* < 2’tan’a,a >0, €]0, % [.

Solucin

a) Pasando a coordenadas cilindricas tenemos:

-l [ e

(B —a)r? /i cos0df = 2(f — a)r?.

2
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s

b) Pasando a coordenadas esféricas con —g <fh<

[SIE

0 < ¢ < 3, tenemos 224y’ —ax <0 <= 0 < ¢, pues a® cos? ¢ <

a? cos ¢ cos f <= cos ¢ < cos . Finalmente,

A(S) = 2/7; (/g a2005¢d¢)d9 = 2a? /g(l —senf)df =
0 0 0

2a2 [0 + cos 0] ’05 = (m — 2)a’.

¢) Usando la representacién paramétrica R : D — R3

A 2

definida por:
flu,v) (acosu,bsenwu, %bv senwucosu), donde
D =[—7m,7m]x[0,1], tenemos:
OR _ (_ ab
5u = (—asenu, bcosu, “zvcos 2u),
OR _ ab
= (0,0, % cosusenu),

x
‘ %—Ij X %—Jj = %b| cos usen u|v/a? sen? u + b2 cos? u, por lo que:

s
2
5= //%b| cosusenu|v/a? sen? u + b2 cos? ududv = 4%[)/ sen u cos uy/a? sen? u + b2 cos? udu =
0
D

1
2%“17 / Vb2 + (a2 — b?)tdt, usando la sustitucién ¢ = sen? u.
0

3
Sia=b9=20"

Si a # b, tomemos y = /b% + (a® — b?)t, entonces

@ dab(a® + b* + ab
g — 4abb2)/ y2dy = ( )

c(a2 — 30((1 + b)

d) Pasando a coordenadas esféricas, tenemos 0 < 0 < 5:0< 9o < Syparraxz+y < r =
(cos @ + sen ) cos ¢ < 1, por lo que:

T T s

2 2 2
1
A(S) = 7"2/0 (/a . cos ¢d¢) df = 7“2/0 sen ( arccos m) df =

TCCOS ¢os H+sen @
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/ / V2 cos @ sen 6 0 _ TQ/Z Veos2a ;o
cost9+sen0 cosf +sen =0— -z V2 cos o

jus
- 4

/ Veos2a ;- _ /f \/1—2u2 /12 -2, _
v= fu 0 2

S cosa — ’U2 [=arcsen v

T cos B > dt Oo 1
2r2 —=—d = 2 2/ — =2 2/ ( )dt
" /0 2—sen2ﬂ 6u—tan[3 " 0 (2—|—t2)(1+t2) " 0 2—|—t2 + 1—|—t2

7“2( \/iarctan \[2 + 2arctant)‘ = %77(\/5 —1)r?

u sen o

e) Usando coordenadas esféricas * = pcosfcos¢, y =

psenfcoso, z = pseng, con —% < ¢ < g,puesx >0y

B
0<¢ < 7, puesz > 0. Ademis, z2 + y? + 22 — 2ax = p

0 < p = 2acosfcoso, 22 + y?> < Z?tan’a —

2 1
tan® ¢ > 5

—a<¢<
tan® o

SE

s
2

En efecto, tan2 ¢ > cotan? o <— tan ¢ > + cotan o <=

tan¢ > tan(§ —a)otang > tan(j +a) <= ¢ > § —«

0 ¢ > 5 + a. Este tltimo resultado no es viable pues

0<¢<Iy0<ac<

s
3

ol

De esta manera S tiene la representacion paramétrica R: D — R?, definida por R(6, ¢) = 2a cos 6 cos ¢(cos 0 cos ¢, sen § sen ¢

D=[-3,3]1x[5—a %]

Si consideramos u = (cos#,sen#,0), v .= (—senf,cosf,0), k = (0,0, 1), escribimos R(f,$) =

oR _
00

% = 2a cos (— sen 2¢u + cos 2¢k), de donde H OR . OR ‘ = 4a? cos f cos? ¢ y el drea es:

A(S) :/i ([TZ 4(12(zost9cos2¢d¢)d9:4a2/27r
-3 /5 z

—a -5

2a cos 0 cos ¢(cos fu+sen ¢k) y asi tenemos = 2a cos 0(— sen 6 cos ¢pu+-cos 0 cos pv—sen 6 sen ¢k),

cos 0df /: cos? pdp = 4a®(a—sen a cos ).
5o

Determinar el centro de la placa homogénea S de densidad 1, donde S es la superficie definida por
x =wue’cosv, y = ue’senv, z = e’ (u,v) €[0,1] x[0,1].

O0R

(eV cosv, e”senw,0), oo = (ue’(cosv —senv), ue’(senv+ cosv), e’),

Solucin Se tiene que 85
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IR, OR _ (,2v
Ouxav_(e

La masa de la placaes 4 = /H@R 8RH dudv—/ \/1+u2du/ eV dv =

sen v, —e2? cos v, ue??), 1+ u2.

1(V2+In(1 +v2))(e? - 1).
El centro de gravedad es:

1,1
9= M/ Hi x 7H (z,y,2)dudv = /11/ / e?’/1 + u%(ue” cos v, ue’ sen v, e’) dudv =
0

==

(/0 e3”cosvdv></0 quu)iJr}L(/ol eSvSenvdv)(/Ol umdu>j+
([ ear)( [ viFwan)=

==

A ((3cos1+senl)e® —3)(2v2 — 1)i + ﬁ((?) senl—cosl)e +1)(2v2 —1)j +

W
=

Tlm@ ~1)(V2+In(1 4+ v2))k.

. Si S es la superficie del paraboloide z = 2 — (22 + y?) sobre el plano OX Y, calcule:

a) Las coordenadas del centroide de esta superficie.
b) El momento de inercia de esta superficie con respecto al eje OZ, siendo la densidad de la superficie

1.

Solucin
a) Usando las coordenadas cilindricas tenemos

R(r,0) = (rcosf,rsen®,2 — r?), %—Ij X %—]g = 2= 2— (22 +¢?)
i j k
cosf senf —2r | = (2r®cosf,2r?send,r),

—rsenf rcosf 0

ds_Hin 9B\ 4rdy = /37 + drd,

27 \/5 \f
M://dS:/ / r\/4r2+1drd9:7r/ 2ry/4r? + dr—w[% (412 +1)%]‘ =
o Jo 0
S

[SJ[eY
[SJ[eY

)—HTF.

n(8+1)2 —12) = L

1
67"
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27 ﬂ
&= ﬁ//rcos@r\/élﬂ—i—ldrdﬂz ﬁ/ coseda/ r2\/4r2 + 1dr = 0,
J 0 0
27 \/5
y= ﬁ//rsen@r\/@a—l—ldrd&: ﬁ/ sen9d9/ r2\/4r2 + 1dr = 0,
0 0
S

V2 V2
zﬁ//(Q—rz)r\/élrQ—&—ldrdH:ZMﬂ l/ 2rv/ 412 + —/ r3\/4r2 4+ 1dr
0 0

S

V2

M

3 9 1
= 2 [é(4r2 +1)2] —/ uz 1-u§%, donde u = 4r% + 1 = du = Srdr = U = rdr;
1

0

9 5 37°
o_u—1 ,o . 2m [ligm 1 S vy —=2m |28 1 |ouz  ou2| | _
=" 'ASI’Z_M{G[W 1]} 32/(u2 u2)du = [25 23] =

1

27r[14 1 {36—5-33—3+5” _ on 3[14 1 {33(27—5)+2” 131

M|3 16 15 4r° |3 16 15

b) Como 62 = 2% + y? = r2, tenemos I, —//52d5 //7" ds = /277/ r2r\/4r2 4+ 1drdf =

5 379
3. /4r2 1 u—1,3du _ « us _ s — T |gqu2 _oqu2| _
27r/ 4r dr—27r/ 7 28_161(2 2)d—1625 273 =
1
149
307

Obtenga el 4rea de la superficie de la esfera 22 + y2 + 22 = a2, a > 0, contenida dentro del cono

ztga =22+ 9%, 0< a< T,

Solucin ztga =z = tga = %,

R(0,p) = (asenpcosf,asenpsend, acosp),
i j k z

%19% X g{; —asenpsenf asenycosf 0

acospcosf acospsenf —aseny

= a? sen p(sen ¢ cos 0, sen psen 6, cos )

= dS = a’sen pdypdf y el drea es: x

2m a «

//dS = / / a’sen pdypdh = 27ra2/ sen pdyp = 2ma’(1 — cos a).
o Jo 0

s

Aplicando tinicamente el teorema de Stokes evaltie / / rot F-ndS, donde F = (z — 2)i+ (2% + y2)j —
s
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3zy?k y S es la superficie del cono z = 2 — /2 + 32 sobre el plano OXY y n es la normal unitaria

exterior a S.
Solucin La frontera de este cono es un circulo z2 +

= 4, recorrido en el sentido positivo. Entonces

/ / rot FndS = / F-dr. Parametrizando C se
c

tlene que 1(0) = (2cosf,2send,0), por lo que F =

(2cos 0,8 cos? 6, —24 cos O sen? ),
dr = (—2sen#, 2 cosf,0)dl, por lo tanto:
2m
/ F.dr = / (2cos®,8cos? 6, —24 cos O sen? §)-(—2sen 6,2 cos 0, 0)do
c 0
2 2m 2
= / (—4sen®cos® + 16 cos* 0) df = 72/ sen 260d0 + 16/ cos* 0do
0 0 0

27 2 27
:16/ Wdezél/ (1+COS2H+H+)SMd9)=87T+47r:127T.
0 0

Verificar el teorema de Stokes para el campo vectorial F = 3yi — z2j + yz2k, donde S es la superficie
del paraboloide 2z = 22 + y? limitado por z = 2.

i k

)
Solucin rotF=| 9 0 0 |=(22+2,0,—2z—3),
oxr Oy 0Oz

3y —xz yz?

_ (_235»—2%2) _ (_xv_y? 1)
202+ 241 a2 ryr 1

(—=rcosf,—rsenb, 1)

2
R(r,0) = (rcosf,rsenf, =) = n =

’ 2 \/7«2_'_1
4 2
rotF:(%—&-rcosQ,O,—%—S), ©
5 2
2 (%COS@+T200S29+%+3)

rotanrcosf)( +rc089) +3= ,

4 2 \/T2+1

i j k
IR , OR _ cos 6 send r |=(=r?cosf,—r?senf,r) = dS =rvr2+1drdfy

or 00

—rsenf rcosf 0
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27 27
//rotFndS— / / COSQT d df — / / cos? Or3 d do
72 +1
o 2m 2 2
/ / z oy 3)r d do = / Md&-/ r3dr—27r/ (= +3)rdr
r2 +1 0 2 0 0o 2

—W[HO 27r/2(2 +3r>dr_—47r—2w[8 43 }zz—zow.
0

Por otro lado, () = (2cos,2sen8,2) = 1'(0) = (—2sen 6, 2cosb,0),

F = (6sen6, —4cos6,8send), /

2m
Fdr = / (6senf, —4 cosf,8senf)-(—2senh,2cosh,0)dd =
c 0

27 27
/ (—12sen? 6 — 8 cos? 0)df = —/ (4sen? 0 + 8(sen? 6 + cos? 6))df =
0 0

27 27 27r1 20
—/ 4sen29d9—8/ d9:—4/ 2= CO5Y 19 — 167 = —207.
0 0 0

2
Luego //(rotFn)dS:/ F.dr.
c
s

dx — dy
Usando el teorema de Stokes en el plano, calcular ji T tomada a lo largo del contorno del
cuadrado que tiene sus vértices en los puntos A(1,0), B(0,1), C(—1,0) y D(0, —1), recorrido en sentido

contrario de las manecillas del reloj.

de —dy 1 1
/Cac+y+2_/C<x+y+2>dx+(_z+y+2)dy' !
1 1 —zrz+y=1 z+y=1
F = (w+y+2’_;v+ +2,0),r(m,y) = (,y,0), entonces 1 s 1

i j k —I_y:\%y
8r><7_ 1 0 0 |=1(0,0,1) = dS = dxzdy. -1
01 0
i j k
_ 0 9 9 | _
Por otro lado, rot F = 9z By 9 | =
1 -1 0
r+y+2 xz+y+2

0 1 0 1 _ 2
0.0. 55 (= 75y72) ~ gy (ewy72)) = (O’O’W)

/f”di;j%*//(mwnds //( x+y+2) )'(0’0’1)dydx
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1+x 11—z
1
=2 dyd dd 7dd
//(:v+y+2 yer= (// +y+2) ys”// @+y+2)? yx)

0 y=z+1 d 1 1 y_—:v—i-ld
o+ | lerrrerlien
1 .’L'+y+2) :|y:73v71 /0\ (x+y+2)2 y=z—1

0 1
1 1 1 1y _ 4
2ac—i-3+ >dx+/o( 3+2x+1>d93}—2( —5log3+5log3 —3) = 3.

2

l\D

\\“

1

Verificar el teorema de la divergencia para el slido limitado por las superficies z = 0y z = /a2 — 22 — 2,
donde el campo vectorial es F = 2221 + (z2y — 23)j + (2zy + y22)k.

Solucin divF = 22 + 22 + 2 =22 + ¢y + 22 = /// divF dV

2m z a
:///(x2+y2+z2)dV:/ /2/ p2p%sen pdp dp db
o Jo Jo
v

27 % p5 a 0,5 2 %
:/ / Foseng dcpd@zK/ / sen ¢ dp df =
o Jo 0 o Jo
5 271' % 9
@ / - cos<p df = f7ra5

Por otro lado, / / FndS = / / FndS + / / k)dS, donde Sy y Ss se aprecian en la gréfica ad-
junta.
27
//Fndef // 2zydxdy = — / / (rcosf)(rsen®)rdrdd =
22+y2<a2

2 27 4 a 4 2 4

-2 TsseHHCOSGdrd9:—2 [T—senecom?] do = 20 senfcosfdf = —% .0 =
0 0 4 0 4 Jo 2

0.

Parametrizando S1, R(6,p) = (asenpcosf,asen psenb,acosp) y usando el ejercicio 28 tenemos
que dS = a®sen pdpdf y n = (sen o cos , sen @ sen 6, cos ), por lo que:

F = (a®sen p cos? ¢ cos 6, a3 sen® psen  cos? 0—a® cos® o, 2a? sen? ¢ sen 0 cos 0+a> sen? ¢ cos psen? 6),
F-n = a®sen? ¢ cos? p cos? f+a sen* p sen? § cos? —a® sen o cos® p sen O+a? sen? p cos? p sen? O+
2a? sen? o cos psen 6 cos f

= a®sen? p cos? ¢ + a3 sen? psen? O cos? 6 — a3 sen  cos® g sen § + 2a% sen? @ sen 6 cos ) =
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s
2 [ ,
//F~ndS = / / [a® sen® ¢ cos? ¢ + a® sen® psen? A cos? O — a® sen? o cos® psen 6 +
4 o Jo
2a* sen® p sen f cos 0] dfdyp

g 2m g 2T
= / / a® sen® ¢ cos? pdfdy + / / a® sen® @ sen? 6 cos® 0df dy
o Jo o Jo
. % g . 27
= 2mwa® / (1 — cos?® p) cos? pdfdyp + a® (/ sen” <pd<p) (/ sen? 6 cos? 9d9)
0 0 0

= 27a® /10(1 — u?)u?(—du) + a5(/10(1 - uQ)Q(—du)> (/o% Sena#)

1 1 27
= 2ma® / [u? —u*]du + d® / (1—2u? + u4)du/ 1= cosdfdo C08549d0
0 0 0

5

1 1
3 5 3 5

= 27a’ _u} +a5{u—2u+u] -21227ra5(%_%)+i7m5(1_%+ ) = 3ma’.
0

u’
3 5 0 3 5 8

1
5

Usar el teorema de la divergencia para evaluar la integral / / (x? + y + 2)dS, donde S es la esfera
5

224y 422 =1

Solucin Para utilizar el teorema de Gauss, debemos determinar un campo vectorial F = (Fy, Fy, F3)

sobre la bola sélida V: 22 + y2 +22=1,tal que Fn= x? + y + 2, donde n es la normal a la superficie

S.
En todo punto de S, la normal n = (z,y, z), por lo que F-m =

Fie+Fy+Fz = Fla=22 Fhy=y, Fs2 =2 = F

(z,1,1). Calculando la divergenciade F, divF =1+0+0=1y

o
de esta forma el teorema de Gauss permite escribir: d
x
//(gg2 +y+2)dS = /// dV =vol(V) = 3.
s v

Evaluar / / F-dS usando el teorema de la divergencia, donde F = (zy?, 2%y, y) y S es la superficie del
s
cilindro 22 + y? = 1, acotado por los planos z = 1, z = —1, incluyendo las porciones =2 + y? < 1,

cuando z = +1.

Solucin Es claro que S es la frontera de la region {2 dada por 22 + y2 <1,-1<z< 1ydivF =
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2% 4+ y? + 0, por lo que:

//FdS /// 22+ dwdydz—/_ll( // (x2+y2)dxdy)dz:2 // (22 +y?)drdy =

22 4y2<1 o2 y?<1
27r
/ / r3drdf = 7.

Evaluar / / F'-dS en los siguientes casos:

a) F = (zyz, xyz, xyz), S es la superficie del cubo [0, 1 ]3.

b) F = ((z + )22, (y + 2)22, (z + 2)y?), S es la superficie 2% + y? + 2% = 1.

o F =(1—22 332 2(2x — y)), S es la superficie 2* + y> =1y 0 <z < 1.

d) F = (2y%2(2 — 1),2%yz(z — 1), 2% — 22), Ses lasuperficie 22 + 3> =1y 0 < z < 1.
Solucin

a) Denotando Vel cubo [0, 1]%, el teorema de Gauss permite escribir:

//F-dS:/// didemdydz:///(yz+mz+xy)dxdydz:3(/ledx)2 -

s v [0,1]®

N[

b) Denotando V' la bola de centro 0 y radio 1, el teorema de Gauss

permite escribir:

1
y
//FdS:/// dide:cdydz:///(m2+y2+z2)dxdydz: p
S v v
1 T bl 4 A
// / r*cospdpdfdr = ¢
0 - 7%

c)SeaV = {(z,y,2) e R3/2® +y?> < 1, 0 < 2 < 1}, tenemos

que 9V = S'U S1 U S, donde

S={(z,y,2) eR3/2?+y*> =1, 0< 2 < 1},

S1={(z,y,2) eER3/a®> +y? <1, 2=0}y ]

So = {(z,y,2) eR3/a®> +9y* <1, 2 =1}

3F1 0F, 8F3

Por otro lado, divF = —— + Iy + == = —2z+y+2x—y = 0, entonces se tiene que //F-dS =0,
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por lo que //F-dS =— //F-dS — //F-dS.
S S1 Sa
Por otro lado, //FodS = //FondS = // %yQ | o | dzdy = 0. Ademas, //FodS =
Sa

S1 S1 z24y2<1 0 1
1 —z? 0
//F-ndS = // %yQ ol dedy = // (2cos 6 —senf)p*dfdp =
Sa x2442<1 9 — y 1 [—m,m] x[0,1]

1

(/_Tr (2cos€—sen9)d9)(/0 p2p) =0.

Finalmente, / / F-dS =0.
S

d) Usando la misma notacién que en c), se observa que F se

anula sobre S; y S (las componentes de F contiene el factor

z(z — 1), por lo que //F-dS = //F~dS = 0. De esta manera

Sl S2
//FdS = //F-dS = /// divFdxdydz =
S ov \4

/// (y°2(2 = 1) + 2°2(2 — 1) + (32 — 22)) dwdydz =
1%

/// p(p°2(z —1) + (32% — 22))dOdpdz =

[—mm] % [0,1]x[0,1]

27r(/01 dep)(/Ol z(z — 1)dz) +27r(/01 pdp)(/ol(322 —2z)dz) =




