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Tema 1

Ejercicios Semana No.1: Algebra vectorial

Prof. Rodolfo Obando

. Siu = (-1,-2,5)y V= (3,5, —1). Hallar un vector unitario en la direccién v — 1.
. Hallar un vector 7 del punto medio del segmento que vade A(1,0,—3)a B(—3,6,7).

. Hallar un vector 7 del punto que divide en la razén £ al segmento que va de A(5,2,—1) a B(0,7,4).

Hallar los dngulos del tridngulo con vértices A(2,2,2), B(3,—-2,1) y C(-2, -3, 2).

. Sid=(-1,0,2),b=(2,3,6)y¢= (2 —2,1), hallar:

a) La proyeccién escalar de d sobre b.

b) La proyeccion escalar de ¢ sobre 2d — b.

¢)3d@ + b — 2¢ en términos de 1, j y k.

d) La proyeccion escalar de @ — 2b + ¢ sobre el eje y.

¢) La proyeccion escalar de & — 2b + € sobre la recta que pasa por los puntos P(0,0,0)y Q(1,1,1).
Hallar la componente de i en la direccién de ¥, si @ = 21 — 3j + 6k, v = —1 — 2j + 2K.

Determine la ecuacién de la recta L que es perpendicular a las rectas cuyas ecuaciones son:

Li:x=2+42t, y=1+4t, z=-1—-1.
Ly: x=-3143u, y=64+2u, z=3+ 6u.
Calcular la proyeccién ortogonal (proy ;i) de i sobre V y la componente de i ortogonal a Vv, si U =
(=7,1,3),v=(8,3,4).
a) Hallar el drea del paralelogramo formado por los vectores @ = 21 — 3)? y b= 4)? +5K.
b) Hallar el drea del tridngulo que tiene sus vértices en A(2,3,—1), B(1,-2,3), C(-2,1,4).

Utilizar el producto vectorial para demostrar la ley de los senos.
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—

Hallar un vector unitario perpendicular al plano generado por los vectores i = i+ 3]7— 2K yv= 2i— )7— k.

Determine la ecuacién del plano que pasa por el punto P(2, —7,6) y que es paralelo al plano 5z — 2y +

z—9=0.
Reducir la ecuacion del plano bz — 2y 4+ z — 9 = 0, a su forma normal.

Determine la ecuacién del plano que es paralelo al plano cuya ecuaciénes x + 2y — 22 4+ 7 = 0y que
se encuentra a 7 unidades del punto M (4, 3, —2).

Hallar el punto de interseccién de la recta £ g 4_ y+2==% _14 yelplano3x —y + 72 +8 = 0.

Determine las ecuaciones paramétricas de la recta que estd en la interseccién de los planos —2x + 3y +

724+2=0yzx+2y—32+5=0.

Determine el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A(4,5, —3), B(6,3,0), C(8,5,—9) y

D(—3,—-2,—10). Calcule la altura trazada desde el vértice D.

. a b . o
Dada la matriz A = , demuestre que | det A| es el drea del paralelogramo con vértices en
c d

P(0,0), Q(a,c) y R(b,d), es decir que drea= |ad — bc| = | det A.
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Soluciones ejercicios Semana No.1: plgebra vectorial
Prof. Rodolfo Obando

. Siu=(-1,-2,5)yV =(3,5,—1). Hallar un vector unitario en la direccién i — V.

Solucion Tenemos que i — V = (—4,—7,6), entonces ||t — V]| = -7
V(=42 + (=72 +(6)2 = V101 i.e. el vector es ﬁ =
U—v

14
Lo (—4,-7,6).

. Hallar un vector ¥ del punto medio del segmento que va de A(1,0,—3)a B(—3,6,7).

B
Solucién Se tiene que vector que ¥ = A + %A_B = (1,0,-3) + %

1(—4,6,10) = (-1,3,2).

. Hallar un vector 7 del punto que divide en la razén £ al segmento que va de A(5,2,—1) a B(0,7,4).
A
%
2
5B
Solucién Se tiene que vector que ¥ = A + %A = (5,2,—-1) +
3(—5,5,5) = (2,5,2).
. Hallar los dngulos del tridngulo con vértices A(2,2,2), B(3,-2,1) y C(-2, -3, 2).
B
Solucion En este caso, tenemos que el dngulo « entre AB y AC N
’ p _ _ABAC  _ —4+20 _ A
estd dado por la relacién cosa = = = = =
[|AB]|-[|AC| V18+/41
8182 _ 8182
195 — (= arccos s c

BA-BC  _5-4+1 _
IBAJ-|BC|  V18V2T

El dngulo S entre BA y BC estd dado también por la relacion cos 8 =

Lﬁﬁ:arccoslyﬂy:w—a—ﬂ.

9v6 9v6
. Sid=(-1,0,2),b=(2,3,6)y¢=(2—2,1), hallar:

a) La proyeccién escalar de d sobre b.

b) La proyeccién escalar de € sobre 2d — b.

¢)3d@ + b — 2¢ en términos de 1, j y k.

d) La proyeccion escalar de @ — 2b + & sobre el eje y.

e) La proyeccion escalar de & — 2b + € sobre la recta que pasa por los puntos P(0,0,0)y Q(1,1,1).
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Solucién

b _ 2412 _ 10
b| (4+9+36) 49

a) Sea k la proyeccion de @ sobre b: k = @-

b) Sea k la proyeccion de @ sobre b: k = ¢- 2‘3 — t_’, =
26 — bl

29 - 29 29°
¢) Se tiene que 3d + b — 26 = (—3,0,6) + (2,3,6) — (4, —4,2) = (—5,7,10) = —51 + 7j + 10K.

d) Tenemos que @ — 2b + € = (—1,0,2) — (4,6,12) + (2,—2,1) = (=3, —8,—11), por lo que (7 —
2b + ©)-(0,1,0) = —8.

e) El vector director de la recta es P_Q = (1,1, 1), por lo tanto;

_ (=3, -8 —11)LLD 22
k= (=3,-8,—11)- gt = -2,
. Hallar el vector componente de T en la direccién de v, si i = 21 — 3j + 6k, v = —1 — 2j + 2k.
v — (27_376)'(_13_232)

= 5(—2+46+12) = 2% = la componente

Solucion Es claro que U-
-2 2
B W 9
de U en la direccion de V es:

(pr;,ﬁ.) = %(—1, -2,2).

. Determine la ecuacién de la recta L que es perpendicular a las rectas cuyas ecuaciones son:
Li:x=24+2t, y=1+4t, z=-1—-1.
Lo: z=-314+3u, y=642u, z=3+ 6u.

Solucién

Sabemos que la ecuacién vectorial de una recta en el espacio viene dada por la ecuacion:

— —

T=70+tV 6 T—71)=1tv.

El vector director de Ly es d} = (2,4, —1) y el vector director de L es d> = (3,2, 6).

Como la recta L es perpendiculara L; y Lo, el vector director de la recta L es:
d=a xdx = (26,—-15,-8).
Sit=(x,y,2),70=(2,1,—-1), a1 = (2,4,—1) y d = (26, —15, —8). El producto mixto

r—2 y—1 z+1
(F—7o)apd=| 2 4 -1 |=0
26 —15 -8



Ejercicios de MA-1002  Cilculo I 5
es la ecuacién del plano 7y : 30 + 472 + 10y + 134 2 = 0. En forma similar, el producto mixto

z+31 y—6 z-—-3
(F—70)-dxd= 3 2 6 |=0
26 -15 =8

es la ecuacién del plano mp : 1505+ 74 x + 180y — 97z = 0.

Como el vector d es comtin en los dos productos mixtos, la interseccién de los planos 71 y 7o es la recta

perpendicular a L; y Ly cuya ecuacion la determinamos resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones:

304+47x+10y+134z=0
1505+ 742+ 180y — 97z = 0,
luego,

135 13z 111 15z
193 2 Y738 " 8

finalmente, si z = ¢, t € ] —00, 00 [, obtenemos la ecuacién de la recta en forma paramétrica:

135 13t 111 15¢
T = — LY==+ —,z=t.

193 4 38 8

. Calcular la proyeccién ortogonal (proy ;1) de i sobre V' y la componente de i ortogonal a Vi, si U =
(=7,1,3),v=(8,3,4).
Solucién Sea w; = (proy ;i) y Wy la componente de i ortogonal a Vi, entonces

LAV L (=7,1,3)(8,3,4) 328 123 164

S 8,3.4)= (- =2 2
W1 ||\_),||2V [ 82_‘_324_42}2( 39y ) ( ]9 ) ]9 ) ]9 )7
y
328 123 164 _@ 212 431

B =T - (g R ) T g e s )

. a) Hallar el drea del paralelogramo formado por los vectores d = 21 — 3; y b= 4; + 5K.
b) Hallar el drea del tridngulo que tiene sus vértices en A(2, 3, —1), B(1, -2, 3), C(-2,1,4).

Solucién

axb
a) Se sabe que el drea es || x b||, donde @ x b =
- =
i 7k G
2 -3 0 |=-15{—10j+8K = (—15,—10, 8), entonces
0 4 5

el drea = [|d x b|| = /(=15)” + (~10)” + 82 = V/389.
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— —

b) Consideremos los vectores AB = (—1,-5,4), AC =
- =
i ik
(—4,—2,5),entonces AB x AC =| -1 -5 4 |=17i—
-4 -2 5

LT+ (F10 + (- 19) = V713,

Utilizar el producto vectorial para demostrar la ley de los senos.

Solucion Consideremos el tridngulo ABC'y tomemos el origen
en el punto B, para simplificar. Asi formamos en el plano los

vectores BA, AC, BC'y denotemos las normas respectivas ¢, b~ [-/5 gy o
- : i

y a.
Por otro lado, BC' = (a cos a, asen ), BA = (ccos(a+3), csen(a+/3)) y reescribamos estos vectores

en R3, o sea consideremos BC' = (acosa, asena,0), BA = (ccos(a + B), csen(a + f3),0), por lo

- - -
1 J k

tanto el drea del tridngulo es %HB_A x BC||, con BAx BC = @ Ccos o asen« 0 |=
ccos(aw + B) csen(a+ B) 0

kac(cos asen(a + B) — sen acos(a + B)) = 2drea= ah =

absen C' = ac(cos asen acos B 4 cos acsen B cos o — sen «v cos a cos B + sen avsen v cos B) =

b _ _c
senB  senC’

ac(cos? asen B + sen? asen B) = acsen B =

De manera similar se demuestra que —4— = —€_ y finalmente

senA senC

a b c

- = ley de 1 _
senA  senB  senC (ley de los senos)

Hallar un vector unitario perpendicular al plano generado por los vectores i = i+ 3;— 2K yv= P f— K.

Solucién Sabemos que i x V L iy i x V L V, por lo que U X V es perpendicular al plano generado por
- = =
i k

Qyv. Asitenemos: i xv=| 1 3 —2|=(=3-2){—(=1+4)j+(-1-6)k=(-5,-3,-7)
2 -1 -1

el vector unitario es %XV — _ _1_ 5,3,7).
y ||1—L» x \—)»” \/ﬁ( » )
Determine la ecuacién del plano que pasa por el punto P(2, —7,6) y que es paralelo al plano 5z — 2y +

z—9=0.
Solucién Sabemos que el vector i = (5, —2, 1) es ortogonal al plano 5z — 2y 4+ z — 9 = 0, por lo que

(x —2,y+ 7,z —6)1 =0 es el plano que buscamos, es decir 5z — 2y + z — 30 = 0.
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Reducir la ecuacién del plano 5z — 2y + z — 9 = 0, a su forma normal.

Solucion El vector ortogonal al plano @ = (5, —2, 1) tiene norma ||| = /5% + (—2)2 + 12 =30y

5 2 1 9
T — Y+ z— =0
V30 V30T V30 V30

Determine la ecuacién del plano que es paralelo al plano cuya ecuacién es x + 2y — 224+ 7 = 0y que

la ecuacion normal es

se encuentra a 7 unidades del punto M (4, 3, —2).

Soluciéon Dado que el plano que buscamos es paralelo

ax+ 2y —2z+4+ 7 = 0, su ecuacion estd dada por

r+2y—2z+d=0.

Por otro lado, la distancia de este plano al punto

M(4,3,—2) es 7, por lo que

- |z + 2y — 2z 4 d|
1422+ (—2)2
es decir 7 = j:(13—4 + %d) = d = 7 od = 35, es decir se tienen dos planos a una distancia de 7 de

M(4,3,-2).

(2,y,2)=(4,3,~2)

4

z—4 _ _ oz
i

Solucion La ecuacién de la recta es ¥ = (4, —2,4) + ¢(5,1, —1), entonces el punto de interseccién

Hallar el punto de interseccion de la recta yelplano3x —y + 7z +8 = 0.

satisface la ecuacién del plano 2z —y + 72+ 8 = 0, es decir 3(4+5¢) — (—2+¢)+7(4—t)+8 -0 =
7t+50 =0 =1t = —3 y el punto es +(—222, —64, 78).

Determine las ecuaciones paramétricas de la recta que estd en la interseccién de los planos —2x + 3y +

724+2=0yx+2y—32+5=0.

Solucion Es sabido que el vector director de la recta es
- =

i 7k
(-2,3,7)x(1,2,-3)=| =2 3 7 |=-23T+j—7K.
1 2 =3
Determinemos ahora un punto que esté en los dos planos (y

S

ST

h
X
S

por lo tanto en la recta).
Sumando la primera ecuacién con dos veces la segunda tenemos 7y + z + 12 = 0. Si tomamos y =
0= z=—-12yx = =5+ 3z = —41, por lo tanto la recta ¥ = (—41,0,—12) + ¢(—23,1, —7) y las
ecuaciones paramétricas son x = —41 — 23t, y =¢, z = —12 — Tt.

Determine el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A(4, 5, —3), B(6,3,0), C(8,5,—-9) y

D(—3,—2,—10). Calcule la altura trazada desde el vértice D.
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Solucién Usemos el punto A(4,5, —3) como punto de refer-

encia y consideremos AB = (2,—2,—3), AC = (4,0,—6),

AD = (—=7,—7,=T), entonces el volumen de tetraedro es
2 -2 -3
V=g 4 0 —6| =]3(-140)]= 2.
-7 -7 -7
7T R
El 4rea de la base sobre D es %HA_B x AC/|, donde AB x AC = il2 -2 -3
4 0 -6
= 61+ 4k = (6,0,4), es decir el 4rea es 162 + 02 + 42 = 1/48 = 2v/3 lo que implica que la altura

ho V. _35/3
NG

. a b . .
Dada la matriz A = , demuestre que | det A| es el drea del paralelogramo con vértices en

c d

P(0,0), Q(a,c) y R(b,d), es decir que drea= |ad — bc| = | det A.

Solucién Consideremos el paralelogramo con tres vértices P,

@, R, y consideremos estos puntos en R3, es decir P(0,0,0),

Q(a,c,0), R(b,d,0). Dado que el drea del paralelogramo es :
(@, e, 0) x (b,d,0)]||, donde: b

7w
(a,c,0) x (b,d,0) = | a ¢ 0 | = k(ad —bc) = (0,0,ad — bc), tenemos que el drea es
b d 0

V02 + 0% + (ad — be)? = |ad — be| = | det A|.



Tema 2

Ejercicios Semana No.2: Funciones vectoriales

Prof. Rodolfo Obando

. Trace el gréfico de la curva de la funcién vectorial dada. Escriba la funcién vectorial en coordenadas
rectangulares.

a) F(t) = 214 (t— 1)

b) 7(t) = cosh(t)i + 2senh (£)j

) F(t) = (—t + 1T+ (4t + 2)j + (2t + 3)k
d) F(t) = tanti + j

e) 7(t) = ti — costj

0 F(t) = (t+ Di+ (£ - 1)j.

. Dibujar la curva descrita por las ecuaciones siguientes paramétricas: x = 2cost, y = 2sent, z = t,
0<t<A4n.
. Demuestre que la curva descrita por la funcién vectorial ¥(t) = sen i+ cos t)? + sen? {K, es la curva de

interseccion de las superficies z = 22 y 2 + 3% = 1.
. Calcule los siguientes limites:
a) 1im(eﬁ{+ ta_nt]-*_’_ e 'K)
b) hm \/_l+tcotg(3)

(
c) hm(\/— (1—|—sent)t sent)
( ( D 1),

j + senh tK)

d) hm
. Discutir la continuidad de la funcién vectorial en dada por:

F(t) = VI — 21 + arcsen tj + (£ — 1)K.

. Dada la siguiente funcion vectorial ¥(t) = t1 + v/# + 1j + e'k. Hallar:

a) El dominio de 7' b) 7(0) ¢) 7 (0)
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d) (1) e) [T 0 ()7 (1)

Determine el dominio de la siguiente funcién vectorial:

F(t) = In(4 — £2)T + /T — £2] + cosech tk.

Dadas las siguientes funciones:
2 -1 o 427 z i
a b) vV =1"“i +sentj + costk
) f(t) = t3 1 ) j

©) U = Vi + tvij + Intk.

Calcule: Dy [ii(t) — ¥(£)], Dy [F(£)G(t)], Dy [(t)V(2)).

. Para la siguiente funcién vectorial T(t) = ¢>{ — 2tj + K, calcule Dy [ti(t) x ©'(t)].

Calcule las siguientes integrales:
a) / [(% — )T+ 465 + 3\/512} dt
b) / (e'T + sentj + cosh tk) dt

/(tsentl—l— %) +K)dt

d)/ (sec tl—i— 2)) dt.
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Soluciones ejercicios Semana No.2: Funciones vectoriales
Prof. Rodolfo Obando

. Trace el gréfico de la curva de la funcién vectorial dada. Escriba la funcién vectorial en coordenadas
rectangulares.

a) F(t) = 214 (t— 1)
) F(t) = (=t + )i+ (4t + 2)j + (2t + 3)k

e) 7(t) = i — costj 0 F(t) = (t+ )T + (2 — 1)j.

—

t) = cosh(t)i + 2 senh ()]

b) 1
d) 7(t) = tanti + ¢

Observacion 1 Si el pardmetro t es el tiempo entonces la funcion vectorial T(t) (vector de posicion)
nos describe la trayectoria de una particula P que se desplaza sobre una curva C en el plano o en el
espacio. En general la funcion vectorial ¥(t) nos describe el grdfico de una curva. Las flechas en los

grdficos indican la trayectoria, de la particula P al desplazarse sobre la curva dada.

Solucién a) Las ecuaciones paramétricas de la funcién vectorial 7(¢) = t>1 + (¢ — 1) 7, son
w(t) =12,  ylt)=t—1, 2.1)
La tabla 1, nos permite localizar la posicién de la particula P sobre la curva para diferentes instantes de

tiempo . Si eliminamos el pardmetro ¢ de las ecuaciones (2.1), obtenemos la ecuacién de la curva en

coordenadas rectangulares (Figura 1): y =t — 1 =t = y + 1, entonces, z = (y + 1)%.

y
1
0 1/£*/3V 7 X
- - ®

t [-2]-12]0 12 B

x(t) 4 1,0 1 P(1,-2)

vy 3 2 -2 0 | 1 2 '
_3 )

Tablal Figural
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y
Soluciéon b) Las ecuaciones paramétricas de 7(¢) son: ® P(xy)
r
x = cosht, y =senh t, 2.2)
-1 0 \1
si elevamos al cuadrado las ecuaciones (2.2) y las resta-
mos obtenemos cosh? t —senh?t = 22 — y? = 1, luego,
en coordenadas rectangulares, la ecuacion % — y2 =1
corresponde a la ecuacién de la hipérbola en su forma ]
] ] Figura2
canénica (Figura 2).
Solucién c¢) Las ecuaciones paramétricas de 7(¢) son:
z=(—t+1); y=4t+2; z=2t+3, (2.3)

Las ecuaciones (2.3) nos describen una recta en el espacio, si despejamos el pardmetro ¢ de cada una de
estas ecuaciones obtenemos las ecuaciones simétricas de la recta en coordenadas rectangulares (Figura

3): &

-1 4 2 -1 4 2

Soluciéon d) Las ecuaciones paramétricas son: x = tant,y = ¢, comot € [—1, 1], la funcién x = tant

es estrictamente creciente en ese intervalo, por lo tanto tiene inversa, entonces: * = tant — t =
arctan x, luego y = t = arctan x, de tal forma que en coordenadas rectangulares obtenemos la funcién

y = arctanz (Figura 4).

Figura3

Figura4
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LY
1 y

3
05

2
0 1 \2 3 4 /5 6 « 1
-05

1 1 2 37 X
-1 1
Figura5 Figura6

Solucion e¢) Como x = ¢, y = cost, la funcién en coordenadas rectangulares es y = cos x (ver Figura
5).

Solucion f) Como ecuaciones paramétricastenemosz =t + 1,y = t2 — 1. Delaecuaciénz =t + 1 =
t = x — 1, este valor de ¢ lo sustituimos en iy = t* — 1, estoes y = (x — 1)®> — 1 y simplificando obten-

emos y = z° — 2z, que es la ecuacién deseada en coordenadas rectangulares (Figura 6).

. Dibujar la curva descrita por las ecuaciones siguientes paramétricas: x = 2cost, y = 2sent, z = t,

0<t<A4n.

Solucion El vector
T(t) = 2costi—+2sentj+tk

describe una curva en el espacio, si ¢ es el tiempo, entonces ten-
emos la trayectoria de un punto P(z,y, z) que se desplaza sobre

la curva C. Si tomamos las ecuaciones paramétricas

x =2cost; y=2sent,

Figura7

las elevamos al cuadrado y luego las sumamos obtenemos
deos®t +4dsen’ t = 2® +y? = 27 + % = (2)%.

la ecuacién z° + y2 = 4, nos describe la ecuacién de un cilindro circular recto y la ecuacién z = t nos
describe la curva (trayectoria del punto P(z,y, z) cuando se desplaza por el cilindro para diferentes

instantes de tiempo ¢, cuando ¢t € [0, 47 ] (Figura 7).



14 Soluciones ejercicios Semana No.2: Funciones vectoriales  Prof. Rodolfo Obando

. Demuestre que la curva descrita por la funcién vectorial ¥(t) = sen t + cos t)? + sen? {K, es la curva de

interseccion de las superficies z = 22 y 2 + 3% = 1.

Solucién Para demostrar que la curva descrita por la funcién vectorial ¥(¢) es la curva de interseccién

de las superficies z = 22, 2% 4 y? = 1, tomamos las ecuaciones paramétricas:
T =sent; y=cost z= sen®t
las sustituimos en las ecuaciones z — 2 = 0y 2% + y*> — 1 = 0 y las igualamos,
22 +y?—1 = z—2% = sen? t+cos? t—1 = sen? t—sen’ t = sen’ t+(1—sen’t)—1=0= 0 =0.

Queda demostrado asi que la curva descrita por 7(¢) es la interseccién de las superficies dadas.

. Calcule los siguientes limites:
a) lim(eﬁf+ ta—“f—i— e k)
b) hm Vi + t cotg (§ );—1— senh £K)

(Vi
c) hm(\/ 3,(1+sent)?, T,sen t)
(mexl)

iy,

Solucién Para cada funcién vectorial calculamos por separado los limites de sus componentes y luego

calculamos lim 7(¢).
t—to

a) limeV? = 1,
t—0

sent
lim a0t _ 1y cost — pyy Sent g sent ) ot = 1,
t—0 t—>0 t t—0t cost t—0 t—0
tlgr(l)e —1y}gr(1)r() {4+j+k

b) Calculamos el %in% t cotan ( %), los limites de las demds componentes se calculan en forma directa.
—

e t . .
Hacemos la sustituciéon u = 3 luegosit — 0, u — 0, ademds t = 3u:

1

. t . . Ccos U . cosSU 77 .

lim ¢ cotan | = = lim 3u cotan u = lim 3u =31lim u X —31lim cosu-

t—0 3 u—0 u—0 sen u u—0 senu 1 u—0 sen u
u

. . u
= 3 |lim cosu- lim =3,
u—0 u—0 senu
luego,

lim 7(t) = 01 + 3j + Ok = 3].

t—0

¢) Si evaluamos directamente lim 7(¢) obtenemos }in(l) T(t) = ﬁ;+}ir%(1+senh t) %f+OE, el %ir%(l + senh t)%
— — —

t—0
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lo calculamos utilizando la definicidén del nimero e:

e= lim <1+1> , (2.4)
xr

r—r00

. e 1 .
si hacemos la sustitucién z = —, (si x — 400, entonces, z — 0) obtenemos:
T

w|—=

e=lim(1+2) 2.5)
z—0

Ahora podemos calcular el lim (1 4 senh t)% (es una forma indeterminada del tipo 1°°) aplicando la

t—0
formula (2.5).

=

Seay = (1 4 senh t)7, esta expresién la podemos escribir de la siguiente forma

senh t

senh ¢
P = (1+ senh O)TSRR? = (14 senh )or? | ©

y=(1+ senh t)

senh ¢

Y= |:(1—|—Senh t)senh t:| t ,

tomamos el logaritmo de la dltima ecuacién

senh ¢
= senh t

1
lnyzln{(l—l—senht)scnht} ! = Iny = , In |(1 4+ senh t)senh? |,

Observacion 2 En general, Una vez calculado el }im (Iny), serd fdcil hallar el }im .
—a —a
Efectivamente, en virtud de la continuidad de la funcion logaritmica se tiene que
lim (Iny) = In(lim y), y si In(lim y) = b, es evidente a que lim y = €°. Si como caso particular, b —
t—a t—a t—a t—a

400 0 b — —00, tendremos respectivamente, lim y = 400 6 lim y = 0.
t—a t—a

Abhora, calculamos el 1n(}in(1) y) = }ir% (Iny)
— —

senh ¢ 1
i = i i senh
fi(iny) = fig =5 ligln (1 +-senh ]
. - . senht B B
%Lr)%(lny) = In(e) %I_E% e 1-1=1,

luego, como tlgr(l)(ln y)=In (tlgr(l) y) = 1, entonces %gr(l)y = e = e, es decir,

1
3

lim(1 + senh ¢)t =e.
t—0

senh ¢
=1.
t

Observacion 3 Demostraremos que, 1irr(1J
t—
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Calculamos, inicialmente, la tangente z a la hipérbola
que pasa por el punto (1,0) (Figura 8). Los tridngulos
AOAB y AOCD, son semejantes, entonces:

z 1
—_ = - ==z =
x

?

SEES

y como las ecuaciones paramétricas de la hipérbola son

x =cosht y y=senht,

resulta que, z = %ﬁf = tanht. Figura8

Ahora, comparamos las dreas A1, Ao y As (Figura 9, Figura 10, Figura 11). Calculamos las dreas de los

tridngulos AOAB y AOCD:

A = b_a _ 2 _ tanht; Ay = Ty _ cosht-senht,
2 2 2 2 2
74
y =X X
% 2 2
A ‘ X -y =1
y
y
B D B
0 1 x 0 1 X
Figura9 Figura 10

el area del sector hiperbdlico OCB (Figura 10), es
1
A = = t. Esto se demuestra en el ejercicio 1 de la se-

mana 3. Es evidente que A; < A; < As,6

cosht-senh t, (2.6)

N~

1
— tanht <

t <
B =

N~

tanht <t < senh t- cosht, 2.7

la desigualdad (2.7), la multiplicamos por y la

senh ¢

simplificamos

1
< ht. 2.
cosht — senh t — cosht (2:8)
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Ahora, calculamos el limite de cada uno de los términos de la desigualdad (2.8), cuando ¢t — 0,

lim < lim —— < lim cosh t, 2.9)
t—0 cosht — t—0senh t — t—0
1< <1 2.10
=0 senh ¢ — ( )
t
y por el teorema de intercalacién deducimos que: lim =1
t—0 senh ¢
Finalmente, aplicando las propiedades de los limites:
1
ht ht 1 1
im St _ lim SMM P semht | _ lim = =1.
t50  t 0 t 1 t—0 t lim
senh ¢ senh ¢ t—0 senh ¢
. In(t+1) ) . . L
d) Calculamos }111(1) — aplicando las propiedades de la funcién logaritmica
—

. In(t+1) . 1 . 1
%1_1)% — = %E}I(l) [; In(t + 1)} = gl_r)%ln(l +1t)T =1n(e) =1,

entonces
lim ¥(¢t) = f + i
) (t) )

5. Discutir la continuidad de la funcién vectorial en dada por: ¥(¢) = /1 — 21 + arcsen #j + (¢ — 1)k.
Solucion Para que la funcidn 7(¢), sea continua tiene que ser continua cada una de sus componentes:

a) La componente x(t) = \/1 — 2, estd definida si y sélo si,
1-t2>0= (1-t)(1+1t) >0,

ademas,

lim /(1-t)(14+t)=0y tlir{lﬁ (1-t)(1+1¢t)=0,

t——1+

por lo tanto la funcién z(¢), es continua en el intervalo [—1,1].

b) La componente y(t) = arcsen t, es continua en el intervalo [ —1, 1], sus limites laterales son

. m . ™
lim arcsent=—— y lim arcsent= —.
t——1+ 2 t—1+ 2

c¢) La componente z(t) = ¢t — 1, es continua en todo R. Como las componentes x(t), y(t) y z(t) son
continuas en el intervalo [ —1, 1], entonces, la funcién vectorial ¥(t) es continua para aquellos valores de

t,talesquet € [—1,1].

6. Dada la siguiente funcion vectorial 7(£) = ti + /£ + 1j + e'k, hallar:
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a) El dominio de 7 b) 7(0) ¢) 7 (0)
d) (1) e) [[7(t)]l ) ¥()-7(¢).
Solucién

a) El dominio de la funcidn vectorial ¥(¢) se determina, hallando el dominio comun (interseccién) de sus

componentes.

El dominio de z(t) es: D, = R.

Para que la funcién y(t) esté definida es necesarioque, t + 1 > 0 = ¢ > —1, porlotanto D, = [—1, 00 ].
El dominio de z(t) es: D, = R.

Luego el dominiode 7(¢t) es: D, = D, N D, N D, =[—1,00].

b)7(0) =01+ vV0+1j+e’k=7+ k.

- 1 - - - 1 -
o) 7'(t) =i+ ———j + e'k, entonces, 7' (0) =1+ —j + 1 k.
)T WiEnE © 3)
D) = —L 4 e (1) = =5 + eF.
)T(t) m)‘i‘e (1) s te

e) [[F()]| = \/t2 +(VI+t)2+(et)2 =1 +e2 +t+¢2
= g oy (T 1 7 ey 1 ot
DT T (t) = (i +V1 4+t +efk)-(i+ ———j +e’k) = = +e? +¢.
@)-7(t) = ( j )-(+ 5 Nieai ) =3
. Determine el dominio de la siguiente funcién vectorial 7(¢) = In(4 — t2)1 + /I — £2j + cosech tK.
Solucién Determinamos, inicialmente, el dominio de las componentes de ().
La funcién x(t) = In(4 — t?), estd definida si y solo si 4 — ¢ >0 = (2 —1)(2+¢) > 0. Esta de-

sigualdad se cumple para todo ¢, tal que, t € | —2, 2, ya que

tii{n2+ In[(2—-t)(2+4+1t)]=—-oc0y tli%lf In[(2—-1t)(2+1)] = —o0.
El dominio de y(t) es D, = [—1,1].
El dominio de z(t) es D, = ] —1,1].
Luego el dominio de 7(t) es D, = D, N D, N D, = | -1,1].

. Dadas las siguientes funciones:

2 — — —
a)f(t)zigli b)V =t"2i 4 sentj + costk

) i = Vi + tV4 + Intk.

Calcule: Dy [ii(t) — ¥(£)], D [f(£)E(t)], Dy [i(t)V(t)).
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Solucién D [ti(t) — V(t)] = D [(\/Zf—i— 125+ lntlz) - (t_2 {+sentj+ costlz)}, sumamos las

componentes, luego derivamos y simplificamos:

D, [ti(t) — ¥(t)] D, [(_ ) (tS—sent) (—cost+1nt)1_<1

2 - 1 -
= e i+ —cost )+ g—l-sent k
4+t2 o —2cost 1+tsent) -
= (2153) ( )J—|—<7lf )k.

Dy [f(t)w(®)] = f'() U(t) + f(£) @ ().

Calculamos las respectivas derivadas y las simplificamos:

() = =382 (—1+42) 2t (2-t)t
(1+13)° L+ (1—t+1¢2)%
—/ _ 1 g 3\/5_’ 1
(t)_—z\/fl+—2 J+tk'
Ahora, calculamos
. 2-t)t S so - —1+¢2 1 - 3Vt 1-
D f)ut))=|——= 4t Intk -k
o [f () W(t)] [(1—t+t2)2 (Vi + 2] + Intk) + e LS

2-t)t7 - (2—t)t3 - (2—t)tInt-
Th—tre? T U—t+e)? (1—t+t2)2k
N “14+8 o 3\/E(—1+zt2)jqu 1+ -
2Vt (1+13) 2 (1+1t%) t(1+1t3) 7

[ e-tt: —1+¢2 \ - 2-t)t5  3VE(-1+%))-

_<(1—t+t2)2+2\/%(1+t3)>1+<(1—t+t2)2+ 2 (1+13) )J
-1+t  (2—-t)thnt) -

+<t(1+t3)+(1—t+t2)2>k

142t 282 -8 T VE(=3+6t—2t2+1%)

S\ 2vi( -t 2)? 2(1—t+12)° )

N —14+2t—2t2+t34+2¢2 Int — 3 Int 7
t(1—t+12)°

Dy [1(2)-(t)] = ' (1)-9(t) +V'(1)-(t)

Lo, 3V
2/t 2
-2 - = - ap
+ <t—31+costj — sentk) . (\/Zi—l-t%j —|—1nt) ,

D, [T()V(t)] = < R k) : (t’Qf + sen tj + cos tE)
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1 cost 3\/fsent —2 3
= + + + tT+t2 cost —Int sent
3

2¢5 t 2

-3 3Vt t
= —5+£+t cost+ﬂ—1ntsent

2t2 t 2
- —342%3 cost +2t* cost + 33 sent — 213 Int sent
B 213

Para la siguiente funcién vectorial t(t) = 21 — 2tj + K, calcule D, [W(t) x W' (t)].

Solucion
—_
Dy [u(t) xa'(t)] = d'(t) xd'(t)+u(t) x a”(t)

= (PT—24+K) x (20) = 2j + 41Kk
Calcule las siguientes integrales:
a) / [(Qt — )T+ 465 + 3\/512} dt
b) /(etf+ sentj + cosh tk) dt

/(tsentl—i— t) j +K)dt

d)/ (sec tl—i— t2j) dt.

Solucién

a)/[(—1+2t)f+4t3f+3\/ﬂ€} dt = (—t+ 12+ C1) T+ (t* + C2)j + (2t% +03) K
b)/ [etf+ sen tj + coshﬂz] dt = (e' + C1) i+ (—cost + Ca)j + (senh t + Cs) K
c)/[t senti+ %THZ} dt = (—t cost +sent + C1) i+ (Int + Co)j + (t+ Cs) K

La integral /t sent dt, se calcula por partes: u = t; dv = sent dt, du = dt, v = — cost, luego:

/t sentdt = —tcost—i—/costdt: —tcost +sent + C.

d)/ {sec2 tH+ N 1t2 ;] dt = (tant + Cy) T + (tanh_lt—l- C’g)i
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Ejercicios Semana No.3: Funciones vectoriales

Prof. Rodolfo Obando

1. Demuestre que el drea del sector hiperbélico sombreado OCB de la Figura 1, es A(t) = %t. (Sugeren-

cia: Utilice el teorema fundamental del célculo).

x° - y2 =1
)ﬁ
C Y
y
o 1 X
Figural

2. Una particula se desplaza a lo largo de la curva 7(¢) = (4 cos 3t, 5 sen 3t), donde ¢ es el tiempo. Hallar
la velocidad y la aceleracién de la particula cuando ¢ = 7. Hallar la posicién de la particula cuando
la rapidez ||V|| es minima. Trace el gréfico de la curva e indique la direccién de la particula cuando la

rapidez es minima.

3. Se lanza un proyectil de masa m desde una posicién inicial 7, con una velocidad inicial vy. Determine

su vector de posicion en funcién del tiempo.

4. Calcule la longitud de arco de las curvas dadas por las siguientes funciones:
a)T = (2t,3sent,3cost);a <t <b

b) 7 (t) = (e', e’ sent, e’ cost); 0 <t < 27

21



10.

. Determinar la longitud del arco de la curva definida por la funcién y =
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c)4xy =zt +48;2< <4
dDy=hzx1<z<2

Calcule 7(t), U(t), ar y ay; en los instantes de tiempo indicados:

@) () = i+ it =1
o o 425
b) (t) = ti + 3t% + %k; t=2
¢) 7(t) = el costi + e sentj + e'k; t = 0.

Dada la funcién vectorial 7(£) = costi + sentj + e'k. Determine el punto P(, 5o, z0) donde la recta

tangente a la curva descrita por ¥(t), es paralela al plano cuya ecuacion es v/3z + y — 4.

. Considere la curva 7(t) = (2t — t,¢%,2¢ + t?); y el punto P (1,1, 3). Determine:

a) La ecuacién del plano osculador

b) La ecuacién del plano normal

¢) La ecuacidn del plano rectificante

d) La ecuacién de la recta tangente

e) La ecuacién de la recta normal

f) La ecuacién de la recta binormal

a la curva definida por la correspondiente funcién vectorial en el punto indicado.

22 Inz
4 2
punto minimo de la curva y el punto donde la curva tiene su mdxima curvatura.

, comprendida entre el

Un proyectil es lanzado con una velocidad inicial de 500m/s y un dngulo de elevacién de 30°. Determine:
a) el alcance del proyectil,
b) la maxima altura que alcanza el proyectil,

¢) la velocidad en el momento del impacto.

Hallar el punto P perteneciente a la curva 7(t) = (1 — 2t,t2,2e%(*=1)), en el que el vector tangente 7(t)

es paralelo a 7(¢).
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Soluciones ejercicios Semana No.3: Funciones vectoriales
Prof. Rodolfo Obando

. Demuestre que el drea del sector hiperbdlico sombreado OC B de la Figura 1, es A(t) = %t. (Sugeren-

cia: Utilice el teorema fundamental del cdlculo).

2 2
X -y =1
Solucion  Para demostrar que el drea del sector . %x‘
1 N
hiperbdlico es, A = 3 t, consideramos inicialmente, que C
las ecuaciones paramétricas de la hipérbola son
z(t) = cosht, y(t) =senh t, (3.1)
y
y que en el primer cuadrante la ecuacién de la hipérbola B
la podemos expresar como e 1 X ]
Figural
(3.2)

Figura2 Figura3

Ahora, calculamos las dreas A; y A, (Figura 2), (Figura 3), en términos de las ecuaciones paramétricas

(1), teniendo en cuenta la ecuacién (3.2)

1 1 z cosh(t)
A1:§xy:§coshtsenht; AQZ/ yd:z::/ V2 —ldz,
1 1

es evidente, que el area A de la Figura 1 es

1 cosht
A(t) = A1(t) — As2(t) = B coshtsenh ¢ — / Va2 — ldz, (3.3)
1
derivamos la expresion (3.3) y la simplificamos:
A h? h? h? h?

C;—t = cos2 ! + sen2 b Vcosh?t — 1senh t = COSZ t + sen2 b Vsenh? tsenh ¢,
dA cosh?t  senh?t 2 1 2 2 1
— = —senh“t == h*t — senh == 4
o 5 + 5 senh * ¢ 5 (cosh?t — senh ) 5 (3.4)
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integramos la expresién (3.4) A = %t + C, luego si, t = 0 = C' = 0. Queda demostrado asf que,
1

A=—t
2

. Una particula se desplaza a lo largo de la curva 1(t) = (4 cos 3¢, 5sen 3t), donde ¢ es el tiempo. Hallar
la velocidad y la aceleracion de la particula cuando ¢ = 5. Hallar la posicion de la particula cuando
la rapidez ||V|| es minima. Trace el gréfico de la curva e indique la direccién de la particula cuando la

rapidez es minima.

Solucién

Calculamos la primera y segunda derivadas de ¥(¢) = 4 cos 3ti+ 5 sen 3tj, ¥(t) = 7 (t) = —12 sen 3ti+

15 cos 3tj, @(t) = 7 (t) = —36 cos 3t1 — 45 sen 3tj.
Evaluamos las expresiones anteriores en t = 7: V (g) = 12i d (%) = 45]?.

Para hallar la posicién de la particula, cuando la rapidez v(t) es minima, calculamos v’ (t):

v(t) = v/225c0s2 3t + 144sen? 3t + /225 cos? 3t + 144 (1 — cos? 3t)

=/144 + 81 cos? 3t,
') —486 cos 3t sen 3t —243 cos 3t sen 3t
v'(t) = = .
2v/144 + 81cos? 3t /144 + 81 cos? 3t

—243 3t 3t
Determinamos los valores criticos de ¢: cosotsen ot _ 0 — cos3tsendt=0.

V144 + 81cos2 3t

La ecuacidn cos 3t sen 3t = 0, se cumple si cos 3t = 0, 0 sen 3t = 0, entonces si t € [0, 27],

3t=_"=t=
cos3t=0— 2 sendt =0 —
Bt=—- =t=-—= St=m=t=1.

It=0=1=0

o3

Evaluamos la rapidez v(t) en los valores criticos de ¢ para determinar asi, los puntos donde v(t) es

minima:

v(0) = /1444 81cos2[3(0)] = 15 (Méximo Absoluto),

- \/ 144 + 81 cos? [3 g } — 15 (Méximo Absoluto),

) (
) - \/144+81cos2 3(
) (

- \/ 144 + 81 cos? |3 —%)} — 12 (Minimo Absoluto).

} = 12 (Minimo Absoluto),
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e Para determinar los puntos de la curva donde la rapidez - 5 y
es minima, tomamos las ecuaciones paramétricas de la 4
curva: z(t) = 4cos3t, y(t) = 5sen 3t y las evaluamos 2
ent =4 r@®
6 o A
. == 2 4-x
x(t) 0 |0
y() || =5 | 5
e Para trazar el grifico de la curva, eliminamos el i
pardmetro ¢ de las ecuaciones paramétricas: x = Figura4

4cos3t:>cos3t:%;y:5sen3t:>sen3t:g, 9 2
y como, cos® 3t + sen?*3t = 1, entonces: cos® 3t + §6n2 3t = i—Q + §_2 = 1, esta ultima ecuacion en

coordenadas rectangulares nos describe una elipse (Figura 4).

e El vector velocidad (vector tangente a la curva) V(t) = —12sin 3ti 4 15 cos 3th: nos indica la direccién

de la particula en los puntos (0, —5), y, (0, 5) respectivamente: V (— f) = 121 (su vector unitario es 1)
6

yv (3) =121 (su vector unitario es —f) (Figura 4).
6

3. Se lanza un proyectil de masa m desde una posicién inicial r(, con una velocidad inicial vy. Determine

su vector de posicion en funcién del tiempo.

Solucion Suponemos que la fuerza de la gravedad es la
Unica fuerza que actia sobre el proyectil. Para un proyec-

til de masa m tenemos (Figura 5): F = mgf, donde

g = 9,81m/seg?. Por la Segunda Ley de Newton ten- hI—
emos: } o)

F=md=—-mgj = d=—gj, Figura5
donde @ = — g)T: es la aceleracion del proyectil.

e Para determinar la funcién de posicién, 7(t), integramos dos veces:

V(t) = / a(t)dt = —gtj + Cy

F() = /G(t)dt =44+ G,



()
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—

teniendo en cuenta las condiciones iniciales, 7(0) = 1) y ¥(0) = vy, calculamos C y C»

Y(0) = —g-(0)j + Cy = vp = Cy = V;

~ 1 > o - R - .
V(0) =— 9 9(0)% 4+ C1+(0) + Co = 10 = Co =19,

por lo tanto, la funcién de posicién del proyectil 7(¢) es
- 1 27 - —
T(t) = — 5 9t%) + Vot + To. (3.5)

Cuando no se dan los vectores T y V) en forma explicita como en la férmula (3.7), pero se conocen la
altura h, la rapidez inicial v y el dngulo 6, entonces, para determinar la funcién de posicion del proyectil
7(t) procedemos de la siguiente manera (Figura 5): 7o = hj, donde, h = |79||.la velocidad v, en

términos de sus componentes es
Vo = vl + vyj = Vo cos ai + ||| cos Bj (3.6)

donde v,, es la proyeccién escalar de v sobre el eje = y v, es la proyeccién escalar de v sobre el eje y.

Si tenemos en cuenta que 3 = § — a, y que cos(§ — «) = sen «, entonces

—
— -

Vo = vzl + vyj = [[Vol| cos ai + [|vo]| sen ¢. 3.7
Sustituyendo las componentes obtenidas de 1 y vg en la férmula (3.7), concluimos que:

- 1 > o > o - -
T(t)=— 3 gt?j + [||v0|| cosal + |[Vo| senog} t + hj,

- 1
T(t) = ||vo|| cos ati + [h + ||vo]| sen at — 3 gt2} j.

Calcule la longitud de arco de las curvas dadas por las siguientes funciones:

a)T = (2t,3sent,3cost);a <t <b b) 7 (t) = (et, el sent, el cost); 0 <t < 27
c)24:vy:x4+48;2§x§4 dDy=nz1<z<2

Solucién

Para calcular la longitud del arco de la curva, 7(t) = 241 + 3sen tf+ costk, aplicamos la férmula:
b b
L= / F()dt = / SO GO+ (@)%t donde 7/(f) = 2 + 3cos tj — 3sentk,

entonces:

b b
L:/ \/4—|—900s2t+9sen2tdt:/ V13dt = V13(b — a)(u.l.).
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(b) Procedemos de manera similar al ejemplo anterior:

7 (t) = e'i+ (e cost + e’ sent)j + (e’ cost — e’ sent)k

—e'i + e’(cost + sent)j + e’ (cost — sent)k,

luego

2w 2
[7(1)]| = V3e2 = V3" = / (t)||dt = V3eldt = v/3(e*™ — e) = 925, 767(u.1.).

0

(c) Para calcular la longitud del arco de una curva en coordenadas rectangulares aplicamos la férmula:

b 2
= / {1+ (Z—Z) dx, calculamos y., y la simplificamos:

d 48 + x*
240 ) 96x* —24(48+=2") 1152+ 722  72(—16+2%)  —16+a?
dx N (24)2 - 57622 57622  8z2

Ahora, calculamos

b 2 4
/ dy —16 + z4 \/ 256 — 3224 + 28
— 1 2\ dr = 1 - —  d
/a + (dw) v /2 \/ + 82 > / T 64t
/ \/256+32x4+x8 / (16 4 x4)? / 16+x
64x4  64at 812
4
2 2 - x
= —_— d = e = l .
/2<:1:2 8):6 (x+24)‘ 6(“)

(d) Como la funcién es, y = In x, aplicamos la férmula:

b 2 2 2 2 2 B
L:/w/l—i—(@) dx=/1/1+(1) d:v:/q/l—i—%d:v:/ 1+f dz,
o dx 1 x 1 x 1 x

hacemos la sustitucién hiperbélica z = senh z = dz = cosh zdz,

/1 —I— :c2 1+senh? 2 cosh? 2 _ coshz
senh? 2 senh?z senh z’

los nuevos limites de integracion los obtenemos a partir de la sustitucién x = senh 2, 1 = senh z —>

z =senh '(1); 2 = senh z = z = senh ~'(2), luego
1 2 senh ~ h senh ~1(2) h2 senh ~1(2) 1 h2
/ / +:cd _/ cos Zcoshzdz:/ cos de:/ + sen Z 0
senh —1(1) senh z senh—1(1) senh z senh —1(1) senh z

senh ~1(2) gon}y 2, senh ~1(2) .
= / dz + /
senh ~1(1) senh z senh —1(1) senh z
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senh ~1(2) senh ~1(2) 1
= / senh zdz + / dz
senh ~1(1) senh ~1(1) senh z

=coshz dz,

senh ~1(2) /senh (2 1

senh ~1(1) enh —1(1) senh z

I

z.

ok

1 1 —u? 2du du z
/Senhzdz_/( = )(1_u2)_ 7_1n|u|+C_1n’tanh§’+C.

Finalmente,
2 ; -1 senh ~1(2)
1 2 senh 77 (2) 1
/ \/+—2xd:c:coshz +/ dz = cosh z
1 z senh ~'(1) senh —1(1) senh z

=0,821854 + 0, 400162 = 1.22202(u.l.).

calculamos la integral indefinida de I, por medio de la sustituciéon v = tanh

senh ~1(2 senh ~1(2)

)
+In ‘tanhE
) 2

senh —1(1 senh ~1(1)

. Calcule 7(t), ¥(t), ar y an; en los instantes de tiempo indicados:
@) () = i+ it =1

by F(t) = 1+ 3677 + LKyt =2

¢) T(t) = el costi+ e sentj + e'k; t = 0.

Solucion Para calcular los vectores 7 y &/, podemos aplicar las férmulas:

sin embargo en la mayoria de los casos al aplicar es-

tas férmulas los cdlculos resultan complicados, por eso,

=l

para simplificar los procedimientos es conveniente tener

en cuenta las siguientes observaciones:

=l

-

— El vector aceleracién, d(t) = 1/(t), estd en el plano

_ . Fi 6
generado por los vectores 7(t) y #(t) (Figura 7). gura

el

— El vector binormal B(t) se calcula por medio del producto vectorial B = #(t) x 7/(t), el vector

T = 7(t), es el vector tangente a la curva C (Figura 7).
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— Una vez calculados los vectores, ™(t) y B(t), calcu-
lamos el vector N (t) = B(t) x T(¢).
— Una vez conocidos los vectores f, N y ﬁ, calculamos

sus respectivos vectores unitarios 7 (vector tangente uni-

tario), ¥ (vector normal principal) y ,é (vector binormal

Figura 7

principal) (Figura 7).
— La direccidn positiva de cada vector la da la regla de la mano derecha (Figura 6).

—Si t = ty, es conveniente evaluar el vector obtenido inmediatamente y simplificar al maximo.

1.
a) En este caso la curva es plana ya que 7(¢) = ti + n j. Calculamos 7 (¢) y 7 (¢):

- 217 27 . — i e - (1)
() =1— =j, 7 (t) = %5, luego, sit = 1,7 (1) =1—j, 7 (1) = 2j, entonces ¥(1) = ——+ =
() =T L7.7() = 25 lueg (1) (1) =3 (1) =

V2 V2

Para obtener el N, calculamos inicialmente el vector B(1) = (1) x /(1) = 2K, luego N(1) =

= = ﬁ(l) R T
B(1) x T(1) = 2i+2j. y B(1) = R _\/§l+\/§)'

La componente tangencial de la aceleracién ar es ar = @(1)-7(1) = —v/2,

la componente normal de la acelerac10n es ay = da(1)-p(1) = v2.
b) El vector, ¥(t) = o+ 3t2j + 12 nos describe una curva en el espacio, luego
P(t) = 1T 46t + tk, 7'(t) = 6) +k

Evaluamosen t = 2,7 (2) =1+ 12j + 2k, #(2)"(t) = 6j + K, entonces:

=@ _ 1 g g, 2 g
FEI Vil Vil | Vi
Calculamos B(2) = (2) x ¥/(2) = j + 6k, luego N(2) = B(2) x #(2) = —T4i+6j + k y

5(2) = N@2) = 237 tL_ 6 o 1 12——2/37* 6 - 1 -
IN@)| V37-V149 /5513 /5513 \/551) VB513

Para simplificar los célculos, de aqui en adelante, utilizaremos la representacion escalar de vectores.

Calculamos la componente tangencial y normal de la aceleracién

aT_a(2)-;(2)_(076,1),< 12 2 ) 74

1
V149’ /149’ v/149) /149’

37 6 1) 37

149° /5513 V5513 ) V37149 V149’

¢) El vector 7(t) = (e’ cost, e’ sent, e"), nos describe una curva en el espacio, entonces:

an = d(2)-5(2) = (0,6,1)- (-2

7 (t) = (e’ cost — e sent, e’ cost + e sent,e’) = (e’ (cost —sent), e’ (cost +sent),e),



30 Soluciones ejercicios Semana No.3: Funciones vectoriales  Prof. Rodolfo Obando

bl

7/ (t) = (—2e'sent,2e’ cost,e’), ahora evaluamos en t = 0, ¥(0) = (1,1,1), ¥/(0) = (0,2,1),
; 7 (0) 11 1
calculamos 7(0) = 7(0) _ <_’ — _),
7 (0)]] V3 V33
calculamos B(0) = 7(0) x 7/ (0) = (=1, —1,2), luego N(0) = B(0) x 7(0) = (—26,4, —11), entonces
5(0) = N(©O) ( -26 4 -11 )
IN() \v813 V813" /813)

Ahora calculamos las componentes tangencial y normal de la aceleracién:

ar = @(0)-7(0) = (0,2,1) <% \/ig %) _ V3,

oy —26 4 —11 3
ay = d(0)-v(0) =(0,2,1 , , = —/=—=.
v = a(0)-5(0) = )<m¢mm) Vo
. Dada la funci6n vectorial 7(¢) = costi + sentj + e'k. Determine el punto P (o, 5o, zo) donde la recta

tangente a la curva descrita por ¥(t), es paralela al plano cuya ecuacién es v/3z + y — 4.

Solucién Determinemos inicialmente ¥ (¢), que es el vector tangente a la curva dada en cualquier in-
stante de tiempo ¢: ¥ (t) = (—sent, cost,e). El vector normal (ortogonal) al plano v/3z +y — 4 es
N = (v/3,1,0),

la recta tangente a la curva es paralela al plano dado, en el punto P(xo, Yo, 20), si y s6lo si los vectores

(t) y N(t) son ortogonales, es decir:
#(t)N = (—sent, cost, e')-(v/3,1,0) = 0 => cost — vV3sent = 0,

resolvemos la ecuacién trigonométrica obtenida:

—cost —+v3sent
cost —V3sent V3 sen =0= —cos’t+3sen?t =0,
—cost — \/gsent

luego

—cos?t + 3sen®t = —cos®t + 3 (1 — cos? t) =3 —4cos’t =0.

Resolviendo la dltima ecuacion obtenemos cost = :I:? = t = arccos <:I:§> ==t = :l:%, de los

. . L N T - S
valores obtenidos el que satisface la ecuacion ¥-N = Oest = s Ahora escribimos, ¥(t) = (cost,sent, e),

en forma paramétrica para obtener las coordenadas del punto P:

e (F) =22, y=sen(D) =1, (D) =eF
TTS\G) T YT G) T A\ T

272
es paralela al plano cuya ecuacién es V3z + y — 4.

™ . -
entonces en el punto P (\/5 1 eF>, la recta tangente a la curva descrita por 7(t) = (cost,sent, e'),
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Considere la curva 7(t) = (2t — t2,¢%,2¢ + t?); y el punto P (1,1, 3). Determine:
a) La ecuacidn del plano osculador

b) La ecuacién del plano normal

¢) La ecuacién del plano rectificante

d) La ecuacién de la recta tangente

e) La ecuacion de la recta normal

f) La ecuacién de la recta binormal

a la curva definida por la correspondiente funcién vectorial en el punto indicado.

Solucién Determinamos la primera y segunda derivadas de 7(t) = (2t — 2,2, 2t + ?):
T(t) = (2—2t,2t,2+2t); 7'(t) = (-2,2,2),
como P(1,1,3) entonces t = 1. Ahora evaluamos 7 () ent = 1
(1) =(0,2,4); (1) =(2,2,2)

y calculamos los vectores 7, By Gent = 1

Sy (1) 1 - 1 2
0= oy = 5ve 02 9= (07575

el vector 3, lo obtenemos calculando inicialmente el vector B.

ot

B(1) = (1) x #/(1) = (0,2,4) x (2,2,2) = (-4, —8,4),

G BW 1o (1 21
5(1)_”1?(1)”_4 (=4, 8’4)_< NGE \/;\/6>

como el vector tangente a la curva es T(t) = ¥ (t) (Figura 7), entonces:

luego

=)

N(1) = B(1) x T(1) = (—40, 16, —8)
y —
5 N() 1 \/3 2 1
v 1 - — - _40,167—8 = — =, —,
W= IRop sV ) ( eV 7
Ecuacién del plano osculador: (¥ — rB)-ﬁ =0,

(x,y,2) — (1,1,3)-(—4,-8,4) =0 = —4(—1+4+2) —8(-14+y)+4(-3+2) =0,

y simplificando obtenemos [4 (—z — 2y +2) =0 = —x — 2y + 2 = 0.
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(b) Ecuacién del plano normal: (¥ — rB)-f =0,
(x,y,2) —(1,1,3)-(0,2,4) =0 = 2(-1+y)+4(-3+ 2) =0,

esdecir2(—7+y+22)=0= —-T+y+2z=0.

—

(c) Ecuacién del plano rectificante: (¥ — 7)-N = 0,
(z,y,2) — (1,1,3) (—40,16, —8) = 0 = —40 (=1 + 2) + 16 (—1 +y) — 8 (=3 + 2) = 0,

luego 8 (6 — 5z +2y) — 82 = 0 = 8(6 — 5z +2y — z) = 0y finalmente la ecuacién del plano

rectificante es: 6 — 5z + 2y — z = 0.

—

(d) Ecuacién de la recta tangente. La recta pasa por el punto P(1,1,3) y su vector director es T(1) =
(0,2,4), entonces L(s) = (1,1,3) + 5(0,2,4), s e R.
(e) Ecuaci6n de la recta normal. La recta pasa por el punto P(1,1,3) y su vector director es N(1) =

(—40,16, —8), entonces L(s) = (1,1, 3) + s(—40,16,—8), s € R.

—

(f) Ecuacién de la recta binormal. La recta pasa por el punto P(1,1,3) y su vector director es B(1) =
(—4,—8,4), entonces L(s) = (1,1,3) + s(—4,—8,4),s € R.

22 Inz
4 2
punto minimo de la curva y el punto donde la curva tiene su mdxima curvatura.

8. Determinar la longitud del arco de la curva definida por la funcién y = , comprendida entre el

22 Inz
2 9’

Solucion Para determinar la longitud del arco de la curva definida por la ecuacién y = i es

necesario hallar los puntos que se piden en el ejercicio.

El dominio de la funcién es D, = | 0, +0cc [. Para hallar el punto minimo calculamos la primer derivada

-1 —1 422 —1 422

de la funcién ¢/ (z) = — + T i, igualamos a cero, es decir i 0, luego los valores
2x 2 2x 2x

criticosde z sonz = 1,2 = —1 ¢ D,,. Por el criterio de la segunda derivada verificamos si = 1 es un

valor minimo i.e.

1 1 1+ a? .
7 o _ " _ _ ¢
y'(x) = 3 + 97 = g entonces 3y (1) =1>0= 2z =1 esun minimo,

luego, el punto minimo de la curva es P (1, %)

Ahora, hallamos el punto donde la curva tiene la mdxima curvatura, para esto calculamos la curvatura

1+ a2 2%
" 2 —1+422 1+ 22
K= — 2y (ZLEEVT :
212 2x (—1—|—:c2)2 3
[1"'(9)} PYcdl A S
422
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- 1+2? 1+a°
- 3 3
1—2224+2\2 142224+ 2%\ 2
222 (14 ——"— 22 [ — T
. ( + 422 . 422
1+ 22 4z (1—1—:172) 4z (1+:172)
a2z +a)t] Q221?42
2 ~ = s
v 83
_Ax(1+2?) 4z
(1 + 1172)% (1 + 1172)2.

Derivamos K (x), para determinar el valor de 2 donde la curvatura tiene su punto maximo:

K1) — —162% (1 +2%) +4(1+22)° 4822 — 122*
(1+22)* (1+22)!
4(—1—2%)(-1432%) 4(1-32?)
- (1+22)* S (1422
4 (1 — 322 4(1—-+/3z) (1++3z
Asf los puntos criticos de K'(t) = ( 3) = ( V3 ) ( V3 ) = 0, luego, los valores
(1+22) 1+ a2
o 1 1 o . .
criticos de x son ¢ = ——, x = ———= ¢ D, y por el criterio de la segunda derivada verificamos que
V3 V3
= L, es un valor maximo, pues
V3

Kll(x) —

por lo tanto la curva tiene la maxima curvatura cuando x =

La longitud del arco de la curva la calculamos desde x =

48 (—1 + xz)
(1+a2)*

1 —27v/3
, evaluamos K"’ (—) = V3 <0,
3 8
1
V3
1
—, hastaxz = 1.
V3

e @) L (2 o e

/ \/ 1—21:2—|—:c4

1 1
1
:/ +a? dx:/
1 2x 1
V3 V3
=0.44132.

1

(—H

2

/ /1—|—2:c2—|—:c4 / / 1—|—:c2

v dx_x_2+1n|x| _lo1
2 4 2 6 2 V3

—

S

s

. Un proyectil es lanzado con una velocidad inicial de 500m/s y un dngulo de elevacién de 30°. Deter-

mine:
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a) el alcance del proyectil,
b) la maxima altura que alcanza el proyectil,

¢) la velocidad en el momento del impacto.

Solucién
a) Las ecuaciones paramétricas del proyectil son x = (v cos a)t, y = (vg sen a)t — % gt?, y la distancia
horizontal d es el valor de x cuando y = 0. Haciendo y = 0, se obtienet =0y ¢t = %OS%. De este
tltimo valor de ¢ obtenemos d = z = (vg cos @) 2 zenoz = v senga cosa % S(;Il 204’ entonces
de acuerdo a los datos del problema tenemos que el alcance del proyectil es:

. V2 sen 2 _ (500)2 sen2(%) .

g 9.8
b) La méxima altura, el proyectil la alcanza cuando 3y’ = 0, esto es
500 sen (E)
y’:—(gt)+vosena:0:»t:vos;no‘: — 67 — 95.5102.

El valor de ¢ asi obtenido es un mdximo entonces el proyectil alcanza la altura médxima cuando

12 9,8)(25.51)?
e = 95 4 topsenar = — 825517

5 5 + (25.51)(500) sen% = 3,188km.

b) El vector de posicién del proyectil es (t) = (vg cos a)ti + | (vo sen a)t — % gt?|, luego la velocidad

en cualquier instante de tiempo ¢ es:

—

V(t) = 7 (t) = [vo cosa] i + [—gt + v senal j.

. 2vp sen o
¢) En el momento del impacto ¢ = 07, por lo tanto:

2vp sen o

Vi = [vpcosa]i+ |—g + wvgsena| j = vp cosai — vg sen aj.

Se concluye que la velocidad final es el conjugado de vy.

Hallar el punto P perteneciente a la curva 7(t) = (1 — 2t,t2,2e%(*=1), en el que el vector tangente 7/(t)

es paralelo a 7(¢).

Solucién Para que 7 (t) sea paralelo a 7(¢) ha de existir un escalar « tal que ¥(t) = o’ (t), es decir

(1—2t,12,2e2-149) = o (—2,2¢,4e2(=1+1) por lo que igualando las componentes 1 — 2t = —2aq,

t2 = 2at, 2e*(=D = 4ae2(*-1) y de la tltima ecuacién obtenemos que o = 2. Al sustituir, por
2

ejemplo, el valor de o obtenido en la segunda ecuacién obtenemos que ¢ = 1. Como las ecuaciones
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paramétricas de la curva dada son z = 1 — 2t, y = t2, z = 2e¢2(*~1) entonces al sustituir el valor t = 1
en dichas ecuaciones obtenemos las coordenadas del punto P(—1, 1, 2), en el que el vector tangente 7' (¢)

es paralelo al vector de posicién 7(¢).
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Tema 4

Ejercicios especiales: Funciones hiperbdlicas

Prof. Rodolfo Obando

. Escriba las siguientes expresiones en términos de funciones exponenciales y simplifique los resultados

al médximo.
a) cosh(2In ) b) cosh 2z + senh 2x
¢) In(cosh z + senh z) + In(cosh x — senh x) d) (2 + 1) sech (In z)

. Calcule las derivadas de las siguientes funciones y simplifiquelas al maximo.

4/1—tanhzx

=3¢ 22)3 B et

a)y (14 tanh”x) b)y g tanhizr

¢) y = cosech ¥ [1 — In(cosech ¥) | d) y =Insenh t — 3 cotanh ? ¢

e)y = (2 + 1) sech (Inz) f)y = cosh™ ' (2vZ + 1)

g)y = (1 —t)cotanh ~* /2 h)y =Inz + /1 + 22 cosech ' z.
. Calcule las siguientes integrales.

a) / ¢ dx b) /senh Yo da c) /senh 32 cosh? z dx

senh z — coshz p
d) /cotanh3 2x dx e) / @ f) | Vtanhx dzx
senh %coshx 0 .
g) /cotanhzzc cosech r dx h) / ___® i) / __ZrEs dx.
Vb =2z + a2 V92 +62+2

. Demuestre la siguientes identidades,

a)senh 'z =1In(z + V22 + 1) b) cosh™' z = In(z + V22 — 1)

_ 1 1+
1.

¢)tanh™ x = 5 hl(l—:z:).

. Calcular las siguientes integrales:
d d
a) / —:1:3 b) / 7562
(5—2x+a2)2 z (4 —92?)

37
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Soluciones ejercicios especiales: Funciones hiperboélicas
Prof. Rodolfo Obando

. Escriba las siguientes expresiones en términos de funciones exponenciales y simplifique los resultados

al méximo.
a) cosh(2In ) b) cosh 2z + senh 2x
¢) In(cosh z + senh z) + In(cosh z — senh x) d) (22 + 1) sech (In z)
Soluciéon
L e " +e" 9
a) Por definicion, cosh u = — Seau = 21nx = Inx*, entonces:
Inz~? In 2 —2 2 2 4
e +e L S 1 T 142z
cosh(2Inz) = 5 = 5 :W—F?:W'
b) Expresamos cosh 2z + senh 2x en términos de funciones exponenciales:
e72x + e2x _6721 + e2x 1 eQz 1 621
COSh2.fC+Senh2.fC: 2 —+ 2 :262$+T+26T+T
14t 14t 14etT—14et” _ oo—20) _ 20
- 2e2 2e2x - 2e2z - - '

¢) Sea f(x) = In(cosh z + senh ) + In(coshz — senh z) entonces,

e ¥ +e” —e T+ e” e v+e¥ —e T4
=1 1 _
f(z) =In( B) + B) ) + In( 5 5 )

1 e’ -1 e’ 1 e’ -1 e’
=In + =+ +—= |+ + = - +?

2e” 2 2e” 2 2e” 2 2e”

_1 1+621+_1+e21 +1 1+621 _1_|_e21
T2 2e " T 2e

=In(e”) +In(e™™) =In(e*) +In (é) =In(e”)+1Inl—In(e”)

=In(e”) —In(e*) = 0.

1 2 2e”
T et te 1+662 por lo tanto, (1 + 2?) sech (Inx) =
coshx ® x z

1+ 2?) (7115;1:2) = (1+2?% (—255 ) =2z.

d) Recordemos que sech z =

14 22
. Calcule las derivadas de las siguientes funciones y simplifiquelas al maximo.

4/1—tanhzx

_ 4 2 3 —
a)y (14 tanh” x) b)y T tonhz
¢) y = cosech ¥ [1 — In(cosech ¥) | d)y = Insenh ¢t — 3 cotanh ? ¢
e)y = (2 + 1) sech (Inz) f)y = cosh™ ' (2vZ + 1)

g)y = (1 —t)cotanh ~* /1 h)y =Inz + /1 + 22 cosech ' z.
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39
Soluciéon
3
a)Seay = \/(1+ tanh®z)3 = (1 + tanh®z) ",
d 3 3sech”z tanh
d—y = —1-25ech2:v tanhx = M.
T4+ tanh? z)? 2(1+4 tanh? z)?
1
1 —tanhx 1—tanhz\1?
b)S = = ,
) Seay 1+ tanhx (1+tanhx)
dy 1 [ —sech? (1 + tanh z) — sech ?z (1 — tanh z)
dzx 1 —tanhx % L (1+ tanh:z:)2
<1 —i—tanh:v)
_ 1 [ —2sech?z _ -1 sech %z
4 L= tanha 1 | (1 +tanhz)? ,(1—tanhz % | (1+tanha)® |
<1+tanh:v> (1+tanh:v)
c) Se tiene que:
dy

79 = cotanh ¥ cosech?) — cotanh ) cosech ¥ [1 — In(cosech 9)]

= cotanh 9 cosech ¥ In(cosech )

d) En este caso

d
% = cotanh t 4 cotanh t cosech t = cotanh # (1 + cosech *t) = cotanh ®¢.
—_———
cotanh ?

e) En el ejercicio 1d), probamos que (1 4 %) sech z = 2z, por lo tanto la derivada

% [(1+2?) sech 2] =2.

f) Observacion: cosh™! x, es la funcién inversa de y = cosh x.

dy 1 < 2 ) 1 1 1
o\ JovaT1)y-1) \2Vet ) VIriia) Vide JBriniia)

g) Observacién: cotanh -1 x, es la funcién inversa de y = cotan .

dy 1 { 1 1 ] 1 1 1
—~Z —_cotanh 'Vi+(1—t) | ———— ——| = —cotanh ' Vi+ (1 -t —
il =TV i =0 7= 30
1 1 —2+v/tcotanh ~'v/t
= —— —cotanh ' (V1) = Vi cotan \/_
2/t 2/t
-1 —1
dy 1 rcosech ™"z -1 1 rcosech " x 1
h) Tenemos que =% = = + ——— + /1 4+22— — = — + —————— — — =
) ) a9 z V1422 V14 22 x V1+ a2 T
xcosech " x

V1422
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3. Calcule las siguientes integrales.

a) / ¢ dx b) /senh Yo da c) /senh 32 cosh? z dx
senh x — coshx p
d) /cotanh3 2x dx e) / @ f) /\/tanh:vdx

senh x coshx
dx 2x+5

g) / cotanh? z cosech z dz h) | ——— ) | —— dx
VH—2x + 22 VIr2+62+2

Solucién

a) Expresamos la funcién integrando en términos de funciones exponenciales y simplificamos,
e’ e’ e’ e’

senh £ — coshz  —e % +e* e %4+e¥  _14e2% 14e2% _e @

2 2 2e” 2e”

/—em dx——/e“dx—_ezw—i—C
senh z — coshz D) '

b) Transformamos, la funcién integrando utilizando las identidades hiperbdlicas,

-1+ cosh(2x)}2 1 cosh(22) n cosh?(2z)

e27.

Luego,

4. 2 N2 _
senh “ x = (senh “ ) —[ 5 =1 5 ,

_1_cosh(2z) 1+ cosh(4z)
= . : '
Asi,

/senh4 rdz :/ 1 cosh(2z) " 1+ cosh(4x) "
_ 3z senh (2z) senh (417)
-] 4 32 +C

12 x — 8senh (2 h(4

_ B2z sen (32:10) + senh (4 z) c

¢) Separamos un senh z de la integral dada, lo agrupamos con el dx y luego aplicamos las identidades

hiperbdlicas,
/senh3 x cosh® z dx = /senh2 x cosh? z(senh z dz) = /(cosh2 x — 1) cosh? z(senh z dz).

Ahora, hacemos la sustitucién u = cosh z = du = senh x dz e integramos,

5 3 h5 h3
/senhB:ccosthdx:/(uz—l)uzdu:%—%4—02COS5 x_cosg el

d) Aplicando las identidades hiperbdlicas, tenemos:

/cotanh3(2:v) dx = / cotanh ? (2) cotanh (2z) dx = / [1 4 cosech® (2z)] cotanh (2z) dx

= / cotanh (2z) dx + /cotanh (2z) cosech?(2z) dx

In(senh2z)  cotanh?(2x)

3 1 +C
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e) Expresamos la funcién integrando por medio de funciones exponenciales y simplificamos,

1 1 1

senh x coshx - 2 2 - 2e” 2e”
—e T4 e ) \e ¥ 4 e —1+4e2% ) \1+e2®

427 4e2®

(—1+e27)(1+e2%) —14el®’

Cambiamos de signo en el denominador y hacemos la sustitucion u = e?* = du = 2e?* dov —

% du = e**. Integramos,

dzr 427 e 4 du
senh z coshx —1+e 1 — (e?®) 2 1—u

Finalmente,

d d
/7;5 . _2/ M 9tanh ' u+ O = —2tanh! (%) + C

senh z coshx 1 —u?
f) Hacemos una primera sustituciéon, v = tanhz — z = tan"luy = dx = N du 5 Asi,
—u
Vtanhz dx = T du. Como el numerador es irracional, hacemos una segunda sustitucion,
—u

t? = u = 2t dt = du, ademés 1 — u? = 1 — t*, entonces,

Vau t t2
/vtanh:cd:r:/ du:/l_t4 2tdt:2/mdt.

1—wu?
La ultima integral, la resolvemos por el método de fracciones parciales,

Q/L dt—/;dw/;dt_/Ldt
-t ) 2(1—1) 2 (1+1) 1+¢t2

! 2 2 \1-¢
1. [14+au

_§1n<1_ﬁ>—arctan\/a+c

1 1+ vtanhz

=_-In| —————= | — arctanVtanhz + C

2 (1—\/tanh:v>

Observacién: Antes de resolver el ejercicio 3g), es conveniente que el lector se familiarice con la

siguiente sustitucion, que es muy Uutil en el cdlculo de integrales hiperbdlicas.

Las funciones senh x y cosh x se pueden expresar por medio de tanh %,
2 serth — cosh ~ 2 senth — cosh — 2 senth =~
senh = = = - = 2 2 = = 2 =
cosh? = —senh? = - senh? cosh — (1 — tanh? —)
2 cosh?Z|1- 2 2

cosh?

NN
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X
2 tanh =
an 2
—2
1—t h2—)
( am g

cosh? x 1+ senh” ;
cosh? % + senh g 2 cosh? g 1 + tanh? %
coshx = = = .
cosh? r_ senh 2 z senh 2 z 1 — tanh? z
2 2 2 L . 2
cosh 11— ——F
2 cosh? 5
2d
Si hacemos u = tanh %, entonces % =tanh lu yr =2 tanh~* u, luego dx = —u2, entonces:
—u
2u
h =
T con dx—ﬂ
C14d? 1 —u?’
coshx = 2

y podemos calcular una integral de una funcion hiperbdlica, cuando por otros métodos de integracién no

es posible o su cdlculo se torna bastante dificil.

g) Escribimos la integral dada de la siguiente manera,

/cosech3 rdr = /cotanh2 x cosech zdxr = /(1 + cosech ? ) cosech x dz,

/cosech Spde = / cosech = dx + / cosech® z dz,

I I

y calculamos las integrales I; e I3 por separado.

. o . .. X
La integral I, la calculamos utilizando la sustitucién u = tanh 5

d 1 2d d
I Z/cosechxdx:/ﬁ :/Tﬁ = Zu zlnu—i—C:ln‘tanhg‘ + C1.
1 —u?
Para calcular la integral I, expresamos el integrando como un producto.
I = /cosech3 rdr = /cosech x (cosech2 x da:),
~—— —
dv

luego du = (— cotanh = cosech z) dx, y, v = — cotanh z e integramos por partes,

/cosech3 x dx = — cotanh x cosech x — /cotanh2 x cosech x dx

= — cotanh z cosech = — /(1 + cosech? z) cosech z dx
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= — cotanh = cosech x — | cosech xdx — /cosech3 T dx

/ cosech z dx
| S ——
I

2 / cosech® x dx = — cotanh x cosech z —

1 1
/cosech3 rdr=— 3 cotanh = cosech x — 3 In ‘tanh g’ + Cs.

Finalmente,
3 x 1 1 T
cosech”zdr=1 + I, =1n ’tanh 5‘ +C1 — 3 cotanh = cosech x — 3 In ’tanh 5‘ + Cy
1 T 1
= 3 In ‘tanh 5’ -3 cotanh = cosech z + C.

h) Esta integral la calculamos completando cuadrados,

/¢5—62la;+x2:/\/(:c2—2xi1)—1+5:/ (:c—f;+(2)2

=senh 7! (IT_1> + C.

2x+5

i) En este caso:

1 13

2T =
VIzZ+61+2 VITZ+67+2
du

—
_l/ (18 +6) dx

—+E/d—w
9 ’9:52—1—6:54—2 3 VIZ2+6x+2
_\/—/
2 5 2
ﬁdw 9 922 +6x+2
V9r2 +62+2
r“+0x + a:2+ a:—|—2)
9
9172—|—6:c—|—

oy (EEBET
o ¢<w+%>2+<l>2

3

2 13 1
:5\/9x2+6x+2+gsenh_l 3(:v+§)+C

2 13 1
:5\/9x2+6x+2+€senh Bz+1)+C.

4. Demuestre la siguientes identidades,

2
9

922 +6x+2+

43
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a)senh 'z =1In(z + V22 + 1) b) cosh 'z = In(z + /22 — 1)
1 1
c)tanh_lx_21n< +I>.

1—a
Solucién
a) La funcién, y = senh z, es estrictamente creciente LY
en todo su dominio R, por lo tanto tiene su respectiva y =senh x
funcién inversa y = senh ~1 2, la cual también se puede
escribir de la siguiente forma
0 X
e¥Y —e Y
r=senhy=———+
Y 2
La ultima expresion la resolvemos para la variable y
e¥Y —e Y
x = T:>2eya::(ey)2—1:>():(ey)2—2eya:—1,

ahora, hacemos la sustitucién ¢ = (e¥) y resolvemos la ecuacién cuadritica t* — (2z)t — 1 = 0 apli-

cando la férmula general

2k V44422
e

la raiz to se desprecia, puesto que, x — V22 +1<0ye¥ >0,Vy € R, luego,

1,2 T+ 1+1172,

eV =z+V1+a2 :>1n(ey)=1n(x+ 1—1—:102) :>y=1n(:v+ 1+x2).
y como y = senh ~1 2, concluimos finalmente que

senhfllen(x—l— 1+x2), z €R.

b) La funcién y = cosh x es estrictamente creciente en

el intervalo [0, 0o [ y en ese intervalo tiene su respectiva

inversa y = cosh™ z, la cual se puede escribir también (0,2)
como x = coshy = ey'gie_y, esta ecuacion la resolve- T 0
X
mos para la variable y.
e¥+eY
r=—— — (2z)e¥ = (')’ +1 = (¢¥)’ — (2z)e! +1 =0,

2
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hacemos la sustitucion ¢ = e¥, entonces

2 —(22)t+1=0

y por la férmula general obtenemos y Y=In(x+y xo-1 )
20 ++4a?—4
2= ——F
2
luego, 0 1‘\\\ X
rrVat—-1l=e’=x+v22-1
y=In(x- yx*- 1)

de la dltima ecuacién obtenemos dos valores para y y = cosh™' z = In(z £+ +/22? — 1), como el dominio
principal de coshz es [0, 00 [ y en ese intervalo coshx es estrictamente creciente, entonces su inversa
y = cosh™ ! x también tiene que ser estrictamente creciente en su respectivo intervalo y esto se cumple

si y solo si (ver figura adjunta)
cosh™ oz =1In(z 4+ Va2 —1), (z>1).

Demostramos asi, que cosh™ 'z = In(z + vz2 — 1), (z > 1).

¢) La funcién y = tanh x es estrictamente creciente en todo su dominio R, por lo tanto tiene inversa

Yy = tanh ™! z la cual, también la podemos escribir de la siguiente forma x = tanh ! Y.

Ahora escribimos 2 = tanh ™! y, en términos de funciones exponenciales

_1 —e T 4et  —14e32° 2
r=tan “xr = = =-1-—"
e~ 4 et 1+621 1+e2x
y la resolvemos para la variable y
-2 -2 -2 - 1
P e N R e BN e e
1+ (ev) z—1 rz—1

cambiamos de signo en el término derecho del igual y sumamos términos semejantes

1 1
(e¥)? = 1+—JJ7 luego 21In(e¥) =1n ( + x) ,
X

1—x

finalmente,
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y
y y=1 P(xy)
r(t)
0 X
0 X
y=-1
y =tanh x

5. Calcular las siguientes integrales:

dx dzr
- b - .
o ferrevey | s

Solucién

a) Completamos cuadrados:

dx dz
/(5—2:1:—1-172)% _/[(x_1)2+(2)2]%’

hacemos la sustitucion u = r — 1 — du = dx,

dx dx du
/<5—2x+x2>%:/[<x—1>2+<2>21%:/[u2+<2>21%’

3
ahora, hacemos la sustitucién hiperbdlica u = 2senh ¥ = du = 2coshzdz, luego (u? + 4)2 =

3 3 3 3
(4senh? 2z +4)2 = 42(1 +senh? 2)2 = 8(cosh? 2)2 = 8 cosh® z, entonces

d 2 hzd 1 1 1 h
/%Z—/MZ—/seChQZdz:—tanhz+C=— >en Z—l—C,
[u2 + (2)2)2 8 cosh” 2z 4 4 4 coshz
si consideramos que © = 2 senh z = senh z = %, y que cosh® 2 = 1 4 senh?®z = coshz =

144 =

0 V4 + u2, obtenemos, teniendo en cuenta las sustituciones que hemos hecho:

1
2

/ dx 7/ du, 2 / cosh zdz
(5—-2x+ xQ)% [u2 + (2)2]% 8 cosh® z
1 senh z

1 1
= /sech2zdz: 1 tanhz + C = —

4 4 coshz
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U
1 3 1w
=- —=—+C=- +C
4 4+ u? 4 Vu?+4
2

- x—1

1 Lot
4 /lz—1)2+4 452z +a?

b) Esta integral se resuelve en forma similar a la del ejercicio 5, haciendo la sustitucién hiperbdlica

2
x = % sech z = dz = —% sech z tanh z dz, luego (4 — 922)? = {4 -9 (é sechQZ)] =16(1—

9
sech? 2)? = 16 (tanh? 2)?, asi

+C.

2
/ dzr 1 73 sech z tanh z 1 tanh 2 1 dz
- @ = -  dz=-—-— — dz = — — [
x(4— 91:2)2 16 % sech z tanh? 2 16 J tanh*z 16 J tanh®z
1 cosh® 2 1 cosh? 2 b d
=—— | ——=—dz=—— | ——— coshzdxz
16 J senh?z 16 J senh? 2z
1 (1 h?
= 16 % coshzdz,
senh® 2

ahora, hacemos la sustitucion u = senh z =— du = cosh z dz,

dx 1 1+senh?z 1 14 u?
———s=—— [ ——5— coshzdz = — — s du
x (4 —922) 16 senh” z 16 u
1 3 1 du 11 1
6/ " %) W T3 e 16 e
1 1 1
== — =1 h C
32 sonnZs 16 n|senh z| + C,
si consideramos que z = 2_L1 . coshz= lyque senh?z = cosh?z — 1 = senh?z =
) 3 coshz 3z
i—1:4_ L~ entonces:
9 22 922
dx 1 1 1
=— — — In|senh 2|+ C
/x(4—9x2)2 32 senh?z 16 | |

1 922 1 V4 —9x2

S S W GG
3224-922 16~ 3l
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Ejercicio propuestos: Funciones hiperbdélicas

Prof. Rodolfo Obando

. Calcule las derivadas de las siguientes funciones y simplifiquelas al maximo.

a)y = 1/(1 4 tanh?z)3

¢) y = cosech ¥ [1 — In(cosech ¥) |
e)y = (2 4 1) sech (Inz)

g)y = (1 —t)cotanh ~* /2

. Calcule las siguientes integrales.

e
2) / senh x — coshx dx

¢) [ senh?®z cosh? z dx

dz
2 / senh x coshx

g) / cotanh? z cosech x dx

B [ —22E5 gy
V9x2+ 62+ 2

. Demuestre la siguientes identidades:

a)senh 'z =1In(z + V22 + 1)
¢)tanh la = 1ln(1+$).

T2 1—2x

. Calcular las siguientes integrales

a) / dx 5
2

(5—2x—|—:c2)

4/1 —tanhx
1+ tanhz
d) y =Insenh t — %cotanhzt

f) y = cosh ™ (2v/z + 1)
h)y =Inz + 1+ 22 cosech ' z.

by =

b) /senh Lrdx
d) /cotanh 39x dx

f) / vtanh x dx

Vb —2x+ 22

b) cosh™ z = In(z + Va2 — 1)

Prof. Rodolfo Obando
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Ejercicios especiales a): Funciones hiperbélicas Prof. Rodolfo Obando

. Resolver la desigualdad log,, z > log,3) (3x — 2),cona > 0, a # 1. Discutir las soluciones de acuerdo

con los valores de a.

Hacer el cuadro de variacién y el gréifico de la funcién f definida por f(z) = (1 - =+ —> . No

estudie concavidad.

Resuelva la desigualdad siguiente 2% > (z*)™, m € R y discuta de acuerdo con los posibles valores de

m.

Calcular los siguientes limites:

a) nh_}rrgo Yn

b) Sea (uy)nen una sucesion tal que uq > 1y u, >0, Vn € Ny tal que nh_}nglo ug—:l = /¢, con{ > 0.

Demostrar que lim %/u,, = {. Use el hecho que si a,, — ¢ = al"_'ﬁﬂ — /.
n—oo

n/(2n)! Vnl _ 1

! .
=4yque nlgn;o x

¢) Demostrar que lim

d) Demostrar que lim | %(a% +b%)]" = vab,cona >0y b > 0.
n—oo

a) Resolver la ecuacién e*+™ = g7+e,

b) (Cuantas soluciones reales tiene la ecuacién ™ — 3z€ + 2 = 0?

Resolver la ecuaciénch # +sh o = —1— — L1
shx cha
1 1 ch(n+ 1)z ch nx
Prob 0, = — .
) Probar que para z 7 chnzxch(n—1)z sh2z [ ch nz ch(n— 1)z
: 1 1 . 1
b) Calcular nh—>H;o {ch Ochz + ch zch 2z Tt chnzch(n+ 1)z
Calcular las sumas s = ch  +ch 2z 4 ---+ch nx y s’ =sh x +sh 2z + - - - + sh nx.
Resolver el sistema arcsh x = 2 arcsh y, 3logz = 2logy.
a) Derivar la funcion x — arcsh (3z + 4z3) y explicar el resultado obtenido.

b) Simplificar la funcién f(z) = arcch ,/%ﬂ — s
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Soluciones ejercicios especiales a): Funciones hiperbdlicas
Prof. Rodolfo Obando

1. Resolver la desigualdad log,, > log,a) (3z — 2), cona > 0, a # 1. Discutir las soluciones de acuerdo
con los valores de a.

logz _ log(3z —2)

Soluciéon Se sabe que log, © = logz por lo que loga 3loga

loga’

a) Si a > 1, se tiene que log a > 0 y la desigualdad es 3 log x > log(3x — 2). Para que estén definidas, se
necesitaque x >0y 3z —2>01ie.xz > %.Asix3>3a:—2,osea:c3 —3x+2>0.

Por otro lado, ¢(x) = (x — 1)(2%2 + 2 —2) = (z — 1)%(x + 2) > 0, es decir z > —2, z # 1. Basta
considerar x > 2, x # 1 paraa > 1.

b) Si 0 < a < 1, entonces 3 log z < log(3z — 2) = 2% < 3z — 2 = 2% — 3z + 2 < 0, lo que implica

r < —2 que es incompatible con z > %

En definitiva hay solucién solamente si @ > 1, en cuyo caso la solucién es © > % yax # 1.

2. Hacer el cuadro de variacién y el grifico de la funcién f definida por f(x) = (1 - % + %) . No
x

estudie concavidad.

1

Solucién Eldominiode f es R\{0}, pues la funcién tiene sentido <= 1— %—i— —5>0 <= 2*—z+1>0,
X

x log 1—%+l)
x # 0. Sin embargo, se puede redefinir en 0 por f(0) = 1, pues 111%1+ e g( @) =1,
r—

La derivada f'(z) = f(x) |log(1 — % + %) + %], entonces f’ tiene el mismo signo que
1
2

T ¢ —r+
1 x—2
)=logl-+ +L1)y4 —2=2
o) =loglt ~ L+ L) =2
2
Estudio de g(x) Tenemos que ¢/(z) = —L-FT22 =2 v o/(3) = Oparaa = —1—v/3yb = —1+/3.
r(2? —x+1)?

Por otro lado i =400 = 1i , L =0".
Jlim g(z) =+co= lim g(z), lim g(z)

r — 2

1 1
g(x) =log(l — = 4+ =) + ———
(z) (11— x"‘) w41

T oo —1—-+/3 0 —14++/3 +o9
g’ (x) - 0 + - 0 +

g@ Joo o A=l S o

-1-v3 -1+V3

—1.17

Observemos que ¢ tiene dos puntos a < 0y 8 > 0 tales que g(z) <O0siz < «aosiz > 3, g(x) > 0si

a<zr<000<z<pf.Asi fescrecienteen [a,0[y]0,8]y f esdecreciente en | —oo,  [U] 5, +00 |.
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1—y+y°

1 7, si h(y) = log(l —y + y?) se tiene

log
E )

Si x — +o0, definimos y =
h(y)—h(0) ,
fx)y=e v0  — e"©® =e~1 cuando z — Fo0.

entonces f(z) = e

Fa) ==+ 5)°
x
1.92
T |—oo « 0 B + o0
' (x) - 0 + + 0 - j
f(z) e \ / 1 / \6_1 a el
B

3. Resuelva la desigualdad siguiente =" > (2%)™, m € Ry discuta de acuerdo con los posibles valores de

m.

. m m m log x .
Solucién Notemos que % = e? 1087 = g€ logz (z#)m = e™ylog z, entonces la desigualdad
. mlog x . . .
se puede escribir e(® logz) > emzlog = y ambos miembros estdn definidos para x > 0. Puesto que la

exponencial es creciente, la desigualdad es equivalente a

loge™°e” > mzlogr <= logz(e™!°8% — mx) >0 <= xlogz(e™ 18T —m) >0

<= logz(eMm= Doz _ ) > (.

a)Sim < 0= e™D0gz _n >0, pues 2™ —m >0y la desigualdad tiene como solucién = > 1.

1
b)Si0<m <1, elm Dogz _yy —0,0seax”™ ! =m, tiene sélo unaraiza = mm—1 y o > 1. Del

mismo gréfico se ve que 2! > m, si0 <z < 'y como z > 1 lasoluciénes 1 <z < a.

" 0 1 o +oo —m0<m<1
F(@) - - -
— _ 1—
f(z) |+oo \ 1—-m \ 0 \ m m N
0

—m
¢) Sim = 1, debe tenerse que e 1)198% _ 1 — (0 y no existe  tal que log z(e(™ 118z _m) > 0,
es decir no hay solucidn.
1
d) Si m > 1, se observa que la ecuacién 2™~ ! = m, tiene sélo una raiz a(= mm-1) y que o > 1.

Ademds si z > a, z™1 > m y se debe tiene que logz > 0, es decirz > 1 = = > a. Asi z > a es

solucidn.
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f(Z) — Z'mfl —m

(=) + + +

flz) |—m / 1- nL/ 0 / +o0

Six <a= 2™"1 <my debe tenerse que logz < 0 i.e. x < 1. Asi 0 < z < 1 es solucién.

En resumen tenemos:

m <0 z>1
1

O<m<l|1l<zr<a,cona=mm-1
m =1 | no hay solucién

m>1 O<ax<lox>a.

4. Calcular los siguientes limites:
a) nlin;o Yn
b) Sea (u,)nen una sucesion tal que u; > 1y u, >0, Vn € Ny tal que nl;ngo % = /¢, con { > 0.

n

Demostrar que lim #/u,, = {. Use el hecho que si a,, — { = w — L.

n—00
. n/(2n)! . Vn!
¢) Demostrar que nh_}ngo % =4yque nh_)ngo Tn = %.

d) Demostrar que lim [ %(a% + b%)]" =+ab,cona>0yb>0.

Solucion

logn
a) Se sabe que ¥n = e~ y como logn

— 0, resulta que lim ¥n =1.

n—oo

b) Sea a,, = log % = log un4+1 — log u,, —> log ¢, pero como:

a1+ -+ an _ 10gunys —loguy

— log ¥, se tiene log Y/u,+1 — log¥, osea Yu, — /.

n n
|
¢) Seau,, = (2n)! , entonces Untl (2n +1)(2n) — ¢ = 4, entonces Yu, — 4.
nln! Un (n+1)(n+1)
Observemos que ”n"! =1 % y sea u, = %, entonces:
n n
Upt1 _ _(n+Dn" (n+1) _ 1 1 en V! 1
Un n+1l,| 1\n 1\n e’ n e’
(n+1)""nl a4 D) (144

d) Sabemos que log[%(a% + b%)"] = loga + n[log(1 + (g)%)] —log2. Sean = %, entonces

n [log(1 + (b)") —log2] = %[log(l—l— (b)x) —log2].

a a

o(z) — 6(0) _ log(1+ (2)) — log2

x

Sea ¢(z) = log [ 1+( b )* ], la expresion , porlo que log | %(a% +

a
b%)"] — loga+ ¢'(0) =loga + %log(g) = 1logab, es decir lim [%(a% + b%)"] = Vab.
n—

o0



Ejercicios de MA-1002  Cilculo I 53

. a) Resolver la ecuacién e* ™™ = 1€,

b) (Cuantas soluciones reales tiene la ecuacién ™ — 3z€ + 2 = 0?

Solucién
a) Usando logaritmos x + 7 = (z + e)logmy x = ﬂio_gfriliglﬂ-'
b) La funcién f(z) = 2™ — 3z° + 2 estd definida
flz)=2" —3z°+2
parax >0y f'(z) = 7™ ! — 3ex®! la cual
2
se anula para 7~ ¢ = %, que denotamos zg. De 1m0~ 9.52 )a ~ 13.382127
=1 jye3e
esta forma log x¢ = —= log == > 0, por lo que
zo > 1, (xp = 9.52). flzo) ~'—182.85

Dado que f(1) = 0, se tiene f(xg) < 0, de manera que f(x) se anula para un valor o > xg, pues

lim f(z) = 400 (o = 13.382).
Tr—r00

. Resolver la ecuacién ch x +sh z = 11 .
shx <chz
Solucién Dado que ch = + sh x = dslhzc%ﬁhx ycomochz +shz = e% chx —shx = e ?,
zch x

4e” "

(e?* — e72%), la ecuaci6n se transforma en e* = —- ¥ si se define

N

sh zchx = %sh2x=
e’ — e

t:ezm,t>0,t(t—%) =4=1t-1=4,0seat=+byx = 1 log 5. Observe que no se tom6 en

cuanta la solucién ¢t = —+/5, pues no existe x tal que e* = —/5.
1 1 ch(n+1)z ch nz
. a) Prob 0, = — .
) Probar que para z 7 chnzxch(n—1)z sh2z [ ch nz ch(n— 1)z

. 1 1 1
b) Calcular nh_)ngo chOchx + ch xch 2z * * ch nzch(n+ 1)z '

Solucién
a) Observemos que ch (n+ 1)z ch (n—1)z—ch* nz = 1 [(e(HDe f e~ (D)) (e(n=Dz 4 e=(n—Da) _
(en” + e "*)?] = L(e* + e %" —2) =sh % z, 1o que permite verificar la identidad para  # 0.

| S 1
hochz +ch nzch(n+ 1)z

b)Six =0,ch nz =1, Vn € N, entonces =n+ 1yellimite es

+o0.
i i h(n+2)z ch(n+ 1)z
tiene: A, — L [ch2z cha  ch2z ch2r . C 3
Siz # 0 se tiene sh2z {chx ch0 <ch2x cha ch(n+1)x) ch nx
(n+l)z [ oz —(2nz—3z)
_ 1 Ch(n+2)x—chx,peroCh(n+2)$:e [e” + e ]—>e””,sin—>oo
sh?z [ch(n+ 1)z ch(n+ 1)z e(n D)z [1 4 e~ 2(nt1)z]
; _ 1
y lim A, = th,x#o.

. Calcular las sumas s = ch ¢ +ch 2¢ 4 ---+ch nx y s’ =sh x +sh 2z + - - - + sh nx.

_ 2 —92 _
ez—l-ex_i_ez—l-e z++M:%[em+e2w++

Solucion Notemos que s = 5 5 5
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+1 _ .
e te T4te 4. fe ™ ycomow + 2%+ + 2" = %,setleneque
s 1 e(n+1)x — e e*(n+1)x —e 7 1 e (em” — 1) + eix(einx 1)
T2 e e —1 2 et -1

_1 -(1—61)(67”—1) n (I1—e ®)(e ™ 1)} 1 [e"z—l +enz_1]
2l —1)(e*—1) (e*—1)(e™®—1) Zler -1 e"-1
_1 _e%"z(e%"z — efémﬁ) " efémc(e%mc — ef%m”) _ sh %nxch %(n—i— 1)I
2| 1, _1, 1, 1, 1, 1, N :
L e”2%(e7 27 —e2%) e2”(e 2% —e2%) 8L 3

e’ —1 e ¥ —1
1 1 1 1
ch(n — 2)z —ch —x] _ch gnash 3(n—1)z

1
Sh §$

+1 —na _
Por otro lado, s’ = J(e” +--- +€") — (e ™ + ... + e ") = {e(n ey + & 1)]

2

1 [e("_%)”” - e%”” + e_("_%)”” - e_%wl 1

e%I - e_%m
Resolver el sistema arcsh = 2 arcsh y, 3logz = 2logy.

Solucién Dado que 3logz = 2logy <= logz® = logy? <= 3 = y2, se debe tener =, y > 0.
Sea 2arcsh y = a <= arcsh y = %a <= sh %a = y. Por otro lado arcsh x = @ <= sh a = =z,
pero sh x = 2sh %xch %:1: = sh a = 2sh %ach %a. Ademis ch? %a =1+sh? %a = sha =
2sh 3ay/1+sh? la, de donde z = 2y\/1+3y2 = 2 = 22%/2V/1 + 2% = 22 = 42°(1 + 2°).
Como z > 0, 1 = 4z(1 + 2?), por lo que f(z) = 42* + 4z — 1 = 0 tiene una tnica solucion real entre
Cero y uno.

f(z) = 4a* + 4z — 1
T 0 1 —+ o0 S —— ;

£ (@) + +

fwy |-v 1 e

En efecto, f/(z) = 1623 +4>0,Yz >0, f(0) = -1y f(1) =T.

a) Derivar la funcién z — arcsh (3z + 423) y explicar el resultado obtenido.

b) Simplificar la funcién f(x) = arcch ,/14_2& — %:1:

Solucién

2 2

a) Puesto que (arcsh (3z +423)) = 3+ 12y = 3(1+ 4a7) =3
V14922 4 242 +162% /(1 +422)2(22 +1) Va2 +1
= (3arcsh z)’, o sea arcsh (3x + 42?) = 3arcsha + C. Peroenz = 0y C = 0, es decir

arcsh (3z + 423) = 3arcsh z.

En efecto, sea 3arcsh z = a <= sh 3a = z, perosh a = sh(3a + 3a + 3a) = sh fach(3a +
la)+sh(fa+3a)ch fa=(ch®la+sh?la)+2sh Lach®la=z(1+22+2?)+2(z(1+2?)) =
T+ 223 4 22 + 223 = 32 + 423 = sh a = 3z + 423 < a = arcsh (3z + 423), lo que verifica la



Ejercicios de MA-1002  Cilculo I 55

identidad arcsh (3x + 42%) = 3 arcsh .

b) Derivando tenemos que f'(z 1 . Sh2 T _

)= 1 A zl[#shx—
\/1+Chx_12\/1+chx
2 2

1
2 2 VehZz—1

1} = %hsi I| - 1] Observe que f noes derivableen 0y que f/(x) = 0siz >0, f'(z) = —1siz <0
sh x
lo que conllevaa f(z) =cisiz >0, f(x) = —x + c2 siz < 0. Pero f(0) = 0y como f es continua en
0 siz>0
cero, resulta que ¢c; = 0 = co, 0 sea f(z) =
—x sixz <O0.
Demostremos que el resultado es cierto para z > 0, es decir hay que probar la igualdad que arcch 4/ % =
x l4cha _ 422 _ 2z 2 _ 22 2z _
2,osea 5 ch 2.Enefecto,chx ch 2—|—sh 9 ch 2—i—ch 9 l—=chz+1
2ch? %

Si o < 0, se debe demostrar que arcch 1/% — % = —z, o sea arcch 1/1"’5& = —%. Dado

que —% > 0 se puede tomar el inverso aditivo, es decir ,/% =ch (—%) = ch

resultado.

% y se tiene el
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Ejercicios especiales b): Coordenadas polares Prof. Pedro Diaz

. Sean A = («,r1), B(B,r2) dos puntos dados en coordenadas polares sobre la grificar = f(6). La
longitud de arco entre A 'y B estd dada por /5 1/ (%) ’ + 72 d6.

a) Determine la longitud de la circunferenciaar = 2cosf.

b) Determine la longitud de la cardioide r = 2(1 + cos6).

. Sea f continua y no negativa en el intervalo cerrado [ «, §]. Sea R la regién limitada por la curva cuya

ecuacion polar es r = f(6) y por las rectas § = o'y 6 = 3, entonces la regién R tiene drea A dada por
A=t [ 7

a) Deterl(llline el area limitada por la cardioide r = 2(1 + cos6).

b) Hallar el drea limitada por la lemniscata r = a? cos 26.

c) Hallar el area de la region dentro de la circunferencia » = 3senf y fuera de la limazén de Pascal
r=2—senb.

. Determine los puntos de interseccion de los graficas dadas por las ecuaciones polares r = 2 — 2 cos 6,

r = 2cosb.

. Haga el andlisis completo a las siguientes ecuaciones en coordenadas polares. Para esto indique: Do-
minio, simetrias, reduccién del dominio, tangentes al polo, andlisis de primera derivada y cuadro de

variacién. Trace la grafica.

a) r = 3sen 20 b)r =2+ 3cosf ¢)r? =4sen26

d)r = 5cosf e)r=20
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Soluciones ejercicios especiales b): Coordenadas polares Prof. Pedro Diaz

. Sean A = («,r1), B(B,r2) dos puntos dados en coordenadas polares sobre la grificar = f(6). La

B 2
longitud de arco entre A 'y B estd dada por / (%) + 72 de.

a) Determine la longitud de la circunferencia r = 2 cos 6.
b) Determine la longitud de la cardioide r» = 2(1 + cos6).

Solucién
r(0) = 2cos 6
a) La ecuacion polar r = 2 cos 6 representa la ecuacion de la circun-
ferencia de radio 2 centrada en (2, 0) (coordenadas rectangulares) o

bien (0, 2) en coordenadas polares.

1
Por la simetria con respecto al eje polar podemos determinar la lon- U

gitud de la semi-circunferencia desde # = 0 hasta = 5 y multi-

plicar el resultado por 2, para obtener la longitud total L.

L_2/%1/(%)2+r2d9.

Como r = 2senf = % —2senf y (Ellg) + 72 = (—2senf)? + (2cosf)? = 2%(sen? 6 +
cos? ) =22 = (gg) +r2 = 2, luego

s
2

L=2/ 2d9—46‘
0

(; —0) =2m7.

b) Como existe simetria polar, hallamos la longitud de la curva para
0 < 6 < 7y multiplicamos por 2. r(6) = 2(1 + cos6)

De » = 2 + 2cosf se tiene dr _ —2senf, entonces 2

e /\

(%) +72 = \/dsen2 6 + (2+ 2cos0)? = 21/2y/1 + cos¥.
Usando la identidad c0s2§ = 1+TCOS€, o sea V2 cosg - \j
v1+ cosé.

ComoaquiOS@SWéog_gg,

4

>

pertenece al primer cuadrante y cos o, 9 > 0. Luego,

o
| N

_2/ 2v/2v/2 cos = d0_8/ cos€d0:16seng‘7r:16.
0 0 2 2 1o

. Sea f continua y no negativa en el intervalo cerrado [ «, §]. Sea R la regién limitada por la curva cuya

ecuacién polar es r = f(6) y por las rectas § = ay § = 3, entonces la regién R tiene drea A dada por
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B
A=t [ 1ot
a) Determine el drea limitada por la cardioide r = 2(1 + cos#§).
b) Hallar el drea limitada por la lemniscata r = a2 cos 26.

c) Hallar el area de la region dentro de la circunferencia » = 2senf y fuera de la limazén de Pascal

r=2—senb.
Solucién

a) Por la simetria con el eje polar se tiene que A = 2 (l / [f()]? d9> .Comor = f(0) =2+2cosf
0

[\]

se tiene que 72 = 4 + 8 cos f + 4 cos? f, de donde A = 4/ (1+ cosf + cos? 0)df = 4(6+2sen6‘+

0
™

= 6.

7 sen 29)

b) Dado que a? cos 20 > 0, es decir cos 26 > 0, se sigue
que—%ﬁ%ﬁ%:—%ﬁ@ﬁ% r? = a? cos 20
Por la simetria podemos hallar el areaentre = 0y 6 =

7 Yy multiplicarla por 4.

T T
A=14 (l/ a? cos29d9> = 2a2ésen29 R
0

2Jo
¢) Los puntos de interseccién de las dos curvas son (7, %) 5
r = 3senf

y (%Tv %) 6= 5% z

%

A=2 %/ [9561129 —(2- sen@)ﬂd@
% r=2—senf
:8%—%sen29—4cos€—493:3\/§. -3

6

. Determine los puntos de interseccion de los graficas dadas por las ecuaciones polares r = 2 — 2 cos#,
r = 2cos#.
Solucién Parar = 2—2sen#, hacemosr = 0y se tiene 0 = 2—2 cosf, es decircos§ = 1 = 0 = 2km,

keZ.

Para r = 2 cos 6, hacemos r = 0 y obtenemos 2 cos = 0, es decir cos = 0 = 0 = % Luego, como
existe 6 (aunque sea diferente del encontrado para ambas ecuaciones) que satisface r = 0, se tiene que

el polo es punto de interseccion de las curvas.
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Mediante las ecuaciones:
(1) (=D)"r=fO+nr), n=12,...

determinamos todas las ecuaciones equivalentes a la primera ecuacion:

, (=)' = f(@+7) < —r=2—2cos(d +7) =2+ 2cosf .7 = —2 — 2cosf es otra
ecuacion equivalente r = f(6).

, (=1)%r = f(0 +27) <= r = 2 — 2cos(f + 2m) = 2 — 2cos b, que es la misma ecuacién
r = f(0). Luego las ecuaciones equivalentes de = f(6) sonr =2 —2cosf or = —2 — 2 cos¥.
Anélogamente, determinamos las ecuaciones equivalentes de la segunda ecuacién r = g(6) = 2 cos6.
Usando la férmula (1) se tiene que:

Paran = 1, (=1)r = g(0 + m) <= —r = 2cos(f + 7) = —2cosf = r = 2 cos¥, por lo tanto se

obtienen la misma ecuacion polar y la segunda ecuacién no tiene ecuaciones equivalentes.
Asf se obtienen los sistemas:

r=2—2cosf r=—2—2cosf
r=2cost r = 2cosb. r=2—2cosf
2
Resolviendo ambas sistemas se tienen las soluciones (7, 1), S
T = 4COS
2 4w —4 2

(%7, 1) del primer sistema y (%7, —1), (5, —1). Puesto que los

puntos son los mismos se tiene que los puntos de interseccion k/

son: (%,1), (%’r, 1)y (0,0).

. Haga el analisis completo a las siguientes ecuaciones en coordenadas polares. Para esto indique: Do-

minio, simetrias, reduccién del dominio, tangentes al polo, andlisis de primera derivada y cuadro de

variacion. Trace la grafica.

a) r = 3sen 20 b)r =2+ 3cosf ¢)r? =4sen26
d)r = 5cosf e)r=2~0

Solucién

a) r = 3sen 26.

i) Como sen 6 es periddica, de periodo 27, se tiene que 0 < 20 < 27 <—= 0 < 0 < 7 .

Dominio= [0, 7 ].
i
(r,0) — (r,—0), r = 3sen(—20) = —3 sen 26 .-. no hay simetria en .

(r,0) — (=r,m—0), —r = 3sen(2m — 26) = 3(sen 27 cos 20 — cos 27 sen 20) = —3 sen 20 —
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r = 3sen 26 " si hay simetria en .

(r,0) — (r,m—6), r = 3sen2(m — 0) = —3(sen 27 cos 20 — cos 2w sen 20) = —3sen 260 .*. no
hay simetria en .

(r,0) — (—r,—0), —r = 3sen(—260) = r = 3sen 26 .. si hay simetria en .

Asf, hay simetria polar pues hay simetria y .

iii) | Reduccién del dominio | Como se tienen todas las simetrfas, basta graficar [0, § .

iv)‘Tangentesalpolo‘r:0,con6‘€ (0,5, r=0<=3sen20=0<=20=0,1<=0=0,%.
¢ = 0 es tangente al polo y § = 7 es tangente al polo.
V) ‘ Andlisis de la primera derivada‘r’ =6c0os20 =0 <= cos20 =0 = 20 =5 < 0 = 7.

(%,3) es un punto critico.

vi) | Cuadro de variacién vii) | Gréfico

r = 3sen 20
0=z

. i
3V2

o | o 3 3

o s N o 3v2

r’ + 0 —

Rosa de 4 pétalos

b)r =2+ 3cosf

i) Como cos 6 es periddica, de perfodo 2, basta graficar en [0, 27 ].

i

(r,0) — (r,—0), 7 = 2+ 3cos(—0) = 2 + 3cosf .. hay simetria en .

(r,0) — (r,m—60),r =2+ 3cos(m — ) =2 — 3cosf .. no hay simetria en m

(r,0) — (—r,—0), —r =2+ 3cos(—0) = 2+ 3cosf = r = —2 — 3 cosf .". no hay simetria

cn .

Asi, no hay simetria en y, por lo que no hay simetria polar, pues si hubiese también habria simetria en y.

iii) | Reduccién del dominio | Como s6lo hay simetria graficamos en [0, 7 ].

iv) ‘ Tangentes al polo‘r =0<=2+3cosf =0 <= cos = —2 <= 0 = arccos(—3) ~ 2.3rad ~
131.81°.

V) ‘ Andlisis de la primera derivada |’ = —3senf = 0 <= 6§ = 0, 7 .". hay puntos criticos en (0,5) y
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(m,—1).

vi) | Cuadro de variacién vii) | Grafico

r=2+43cosb
4 0 2.3 ™ 0 =2.3
r 5 \ 0 \ -1 5

Cardioide con infarto

)

Nota Paraeste gréfico es conveniente analizar las tangentes horizontales, verticales y en § = 7 mediante

las férmula:

dy 3 %(f(é‘)sen@) f'(6)senf + f(6) cos b

de — dz — d (§g)cosh) J'(0)cost — f(0)send

c)r? =4sen26

1) Dado que sen 6 es periddica, de periodo 2, se tiene que 0 < 26 < 27 < 6 € [0, 7],

pero como sen 26 debe ser positivo, 20 € [0, 7] = 0 € [0, T .

i

(r,0) — (r,—0), r = 4sen(—20) = —4 sen 26 .-. no hay simetria en .

(r,0) — (=r,m —0), (=r)? = 4sen2(mw — ) = —4sen 26 .-. no hay simetria en .
(r,0) —

hay simetria en .

(r,0) — (=7, —0),r = (—r)? sen(—26) = —4sen 20 .. no hay simetria en .

(r,0) — (r,m +0), 7% = 4sen(27 + 260) = 4sen 26 - hay simetria polar .

iii) | Reduccién del dominio | [0, Z .

rym—0),r = 4sen2(m — 6) = 4(sen 27 cos 20 — cos 2w sen 20) = —4sen26 . no

iv)‘Tangentesalpolo‘r:O<:>1"2 =0<+=4sen20 =0<+=sen20 =0,0€[0,5] < 0 =0,

Iy

.0 = 0 es tangente al poloy 6§ = 7 es tangente al polo.

91! = 8cos20 = 1 = 5€0820 = cotg 20 = 0 < 20 =

V) ‘ Andlisis de la primera derivada 5.4 s 20

T <=0 =17 .(%,4) es punto critico. 7’ no existe en § = 0.

vi) | Cuadro de variacién | vii) | Grafico




62 Soluciones ejercicios especiales b): Coordenadas polares  Prof. Pedro Diaz

r? = 4sen 20

(=N INE]

i
of|o

N

(= B NP
/|
E

Lemniscata rotada

d) r = 5cosf

i) Dado que cos 6 es periddica, de periodo 27, el dominio es [0, 27 ].

i

(r,0) — (r,—0), r = 5cos(—0) = 5cosf .. hay simetria en .

(r,0) — (rym —0),r = 5cos(m — 0) = —5cos @ .". no hay simetria en .

(r,0) — (=1, —0), —r = 5cos(—0) = r = —5 cos @ .". no hay simetria en .

Finalmente, no hay simetria ni , pero hay lo que implica que no hay simetria o
|

iii) | Reduccién del dominio | [0, 7], pues hay .

iv) ‘ Tangentes al polo ‘ r=0<=5costl =0<«= 0 =7 .. 0= 7 estangente al polo.

V) ‘Anélisis de la primera derivada‘ ¥ = —bsenf = 0 < 6 = 0,7 ... (0,5), (m,—5) es puntos
criticos.
vi) | Cuadro de variacién vii)

r = 5cosf

(=3 IV
3

0
N ERN
0 _

-5 - 0

Circulo centrado en (0, )

e)r=20

» [Domimo] .

i [Simenr]

(r,0) — (r,—0): r = —0 . no hay simetria en .



Ejercicios de MA-1002  Cilculo I 63

(r,0) — (=r,m — ) = r = 0 — 7 ", no hay simetria en .
(r,0) — (r,m —0),r = — 0 . no hay simetrfa en .

(r,0) — (=7, —0), —r = —0 = r = 0 - hay simetria en .
Finalmente, no puede haber simetria ni .

iii) | Reduccion del dominio | R

iv) ‘ Tangentes al polo ‘ r=0<=60=0..0=0es tangente al polo.

V) ‘ Andlisis de la primera derivada‘ r’ = 1 # 0. No hay puntos criticos y ' > 0 = r crece en todo

RT.
vi) | Cuadro de variacién vii)

Espiral
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Soluciones ejercicios especiales b): Coordenadas polares

Prof. Pedro Diaz



Tema 5

Ejercicios Semana No.4: Formula de Taylor — Férmula de

MacLaurin Prof. Rodolfo Obando

. Determine los desarrollos de MacLaurin de orden n de las siguientes funciones:

a)senx b) cosx ¢) senh x d) coshx

e) e” f) In(1 + z) 2) I i . h) arctan x

. a) Aproxime la funcién f(z) = In 2, mediante un polinomio de Taylor de grado 3, centrado en a = 4.
b) (Que precision tiene esta aproximacién, cuando 3 < z < 57

. a) Sea f(x) = sen(x— %), determine los polinomios de orden 3 y 4, centrados en ¢ = % y sus respectivos
restos de Lagrange, para la funcién f(z).

b) Demuestre que R3(z) — Ryq(x) = 0.

¢) Aproxime sen 32°, aplicando los polinomios obtenidos en a) y determine una cota para el error que se
comete en cada caso. ;Cudl de ellas da la mejor informacién sobre la exactitud de la aproximacion.

. Se desea aproximar la funcién f(z) = 2% Inz — 22 alrededor de z = 1.

a) Demuestre aplicando el Teorema de Taylor la férmula:

flz) ~ —z —2(z—-1)— %(,T —2)% + é(w —1)3.

b) Demuestre que el resto R3 en la parte a), satisface R3 < %(x — 1)4, para % <xr<l.

. Hallar el grado minimo del polinomio de Taylor, centrado en ¢ = 1, que debe usarse para aproximar
In 1.2 con un error menor que 0.001.

1

. a) Demuestre que sen z —sena = cosa(xr —a) — 5

sena(z —1)? — 3y cos z(xz —1)3, con zentre a'y .

b) Utilice la parte a) para calcular sen 51° y demuestre que el error que se comete es menor o igual a

™

0.0002, considerando que el valor de a es igual a A

65
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a) Calcule el polinomio de Maclaurin de orden 3 de la funcién f(z) = In ( %i_—g)

b) Utilice la parte a) para calcular In(1.2).

¢) ? Cuantas cifras de exactitud se obtienen?

. Utilizando la férmula aproximada e® ~ 1 + = + %xQ, calcular ? y valorar el error.

e
a) Determine el polinomio de Taylor de cuarto grado, centrado en ¢ = 0, para la funcién f(z) = In(1+x)
1

5

b) Deduzca cudntas cifras exactas tiene In(1.2), utilizando el polinomio hallado en a). Justifique debida-

y determine una cota para el error si 0 < x <

mente su respuesta.

Estime el error, si se usan los tres primeros términos no nulos del polinomio de Taylor correspondiente,
1
2
para aproximar la integral / Y1+ 23da.
0

Determinar el nimero de términos del desarrollo en serie de MacLaurin de f(x) = In(1 + z) que hay

que tomar para que el error cometido al hallar el In 1.5 sea menor que 0.00000005.

Determinar entre qué valores debe estar comprendido un dngulo, para que el valor de cos x calculado

™

con los tres primeros términos del desarrollo en serie de Taylor en potencias de (x — 3

), venga dado con

un error menor que 0.00005.

a) Aproximar la funcién f(z) = ¢/ mediante un polinomio de Taylor de segundo grado, centrado en

c=28.

b) (Qué tan precisa es ésta aproximacién, cuando 7 < x < 9?7

a) Determine al médximo error posible que se comete al usar la aproximaciénsenx ~  — L3y l:c5,

3! 5!
cuando —0.3 < x < 0.3.

b) Utilice esta aproximacion para calcular sen 12° con seis cifras decimales exactas.

Ejercicios recomendados del libro Calculo N-2 (J. Poltronieri)
Ejercicios 1.6.1.: c,d,ef pag. 13-14.
Ejercicios 1.6.2.: a,b,c,d pag. 14.
Ejercicios 1.6.3.: a,c,e,j.i,l,q pdg. 15-17.
Ejercicios 1.6.4.: a,b,c,i,h pag. 18-19.
Ejercicios 1.6.5.: a,c,f,i pag. 20-21.
Ejercicios 1.6.6.: a,b,h.k,0,v,w,b’,d’,m’ pdg. 21-27.
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Soluciones ejercicios Ejercicios Semana No.4: Féormula de Taylor — Formula de
MacLaurin Prof. Rodolfo Obando

. Determine los desarrollos de MacLaurin de orden n de las siguientes funciones:
a)senz b) cosx ¢) senh x d) coshx
e) e” f) In(1 + z) 2) I E . h) arctan x
Solucién
a) Sea f(x) = senw, las derivadas sucesivas son f'(x) = cosz, f’(x) = —senz, f"”(x) = —cosz,

f®W(z) = senw,...y evaluando las derivadas en 0 tenemos que f(0) = 0, f/(0) = 1, f”(0) = 0
f(0) =1, f(0) = 0,...El desarrollo de MacLaurin del sen z es:

_ A A n_x2ntl (—1)"senz 5,49
senx—x—i—ka—ﬁ—k-n—l—(—l) i) nt2) ,conzentre 0y x.
b) Sea f(xz) = cosx, las derivadas sucesivas son f'(x) = —senz, f’(x) = —cosz, f'(x) = senz,

f®W(z) = cosz,...y evaluando las derivadas en 0 tenemos que f(0) = 1, f/(0) = 0, f”(0) = 1,
f"(0) =0, f*)(0) = 1,...El desarrollo de MacLaurin del cos  es:

_qoa? atab Ly (ED)"senz angg
cosz =1 o1 + TR +-+(-1) 2n) + 2n 1) x
¢) Las derivadas sucesivas de senh 2 son f’(x) = coshz, f”(x) = senh z, f"(z) = coshz, f(z) =

,con zentre 0y x.

senh z,..., los cuales al evaluarlos en x = 0 nos dan:
3 5 7 2n+1
ho— x x x x senh z 2n+2 tre Oy 2.
SenL ¥ x+3!+5!+7!+ +(2n—|—1)!+(2n—|—2)!aj >eonzentrety @

d) Las derivadas sucesivas de coshz son f’(z) = senh x, f”(x) = coshz, f"”(x) = senh z, f*(z) =

coshz,..., conlo que:
2 4 6 2n
hr=1+< 4+ £ L L 4 . x senh 2 _2nt1 tre 0 .
TR P e T T T et oo Eenelye

e) Sea f(x) = €7, las derivadas sucesivas son f'(z) = e, f”(z) = €%,...,f("™(z) = e® y evaluando las

derivadas en 0 tenemos:

eﬂv—l_|-gg-|-x—2-|----—|—£—i—ezLﬂ conzentre 0y x
= 2l IR Th v
Las derivad ivas de In(1 / _ 1 " _ _ 1 m -2
f) Las derivadas sucesivas de In(1 + ) son f’(z) T4 [ (@) (I+2)2 f" (@) 1+a2)?
(4) T :_A,.“, (n) ) = (-1 n+1u,con]0 ue /(0 :1, (0 :—1, ") =
FOG) = B f0) = (1)L conto que £10) = 1. £7(0) = 1.0

2, fM(0) = =2:3,...,fM(0) = (=) (n - 1)y
(_1)n+2xn+1

2 .3 .4
In(142) = x—$—+x——x—+~-~+(—1)”+1ﬂ+ conzentre0yz, —1<z < 1.

2 3 4 (1)1 + )
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g) Las derivadas sucesivas de f(z) = 1_‘1_17 son f'(z) = (1+ )2, f'(z) = (1+ )3, " (x) =

_ﬁ""’ﬂn)(z) - (_1)nﬁ. Asi evaluando en 0 tenemos f/(0) = —1, f”(0) = 2,
f7(0) =2:3,....fM(0) = (=1)"nly

1
1+

xn-{-l
(1 4 Z)nJrl ’

h) Las derivadas sucesivas de f(z) = arctanz son f'(z) =

=l—az+az2+ -+ (=1)"z" + (-1)"H! conzentre0yz, —1 <z <1

T 1) = e 1) =

_ 2 _
M , f® (x) = —%j) y la férmula general de la derivada no se ve claramente. Por
(1+22)3 (1+2?)
1 1

es razén es preferible usar el ejercicio g), para desarrollar f'(z) = , es decir usar ——— =
P d 9. p F@) =172 Ty

yn-i-l
(1 4 Z)n-l—l ’
f(z) = H% =l-az?+zt+- + (-1 2?4+ (-1)"*!
—1 <z < 1. Integrando de 0 a x la funcién f’(¢) tenemos:
_ I A R n p?ntl nit [ 221
donde 0 < z <t <.

l—y+y?+- -+ (=1)"y" + (=1)"H! con z entre 0 y ¥, pues si tomamos y = 2 se tiene:

x2n+2

—= — __ donde zestaentre Oy x,
(1 + ZQ)nJrl y

2. a) Aproxime la funcién f(x) = In x, mediante un polinomio de Taylor de grado 3, centrado en a = 4.

b) (Que precisioén tiene esta aproximacion, cuando 3 < z < 57

Solucién
a) Sabemos que f(z) = Inz, las derivadas sucesivas son f'(z) = %, (x) = —%, [ (z) = %,
x T
— 1)
@) = =23 0w) = (0 O con o que 1(4) = 710 = =L p(0) = 2
! " R 43
W (z) = 3! — Lop—ny— L L_B_L_zi
fH(z) o ylnz 1n4+4(x 4) 23] (x —4)? +433' (x—4) e (x —4)*, con z entre
4y x.
. 1.1 (x —4)* |z — 4] 14
b) Cuando 3 <z < 5setiene3 < z <5 = = < 3y|R4|—| = | < 13 < 13

0.003086419753.

3. a) Sea f(x) = sen(x — %), determine los polinomios de orden 3 y 4, centrados en ¢ = % y sus respec-
tivos restos de Lagrange, para la funcién f(z).
b) Demuestre que R3(z) — Ra(x) = 0.

¢) Aproxime sen 32°, aplicando los polinomios obtenidos en a) y determine una cota para el error que se

comete en cada caso. ;Cudl de ellas da la mejor informacién sobre la exactitud de la aproximacion.
Soluciéon

a) Consideremos la funcién f(x) = sen(x — %), entonces f'(z) = cos(z — ), f"(z) = —sen(z — %),



Ejercicios de MA-1002  Cilculo I 69

() = —coste — 5), FO(x) = sen(e —5) y £(5) = 0. /(%) =1 /() = 0.
f@(Z) = 0. De esta forma tenemos que f(z) = f(Z) + f'(Z)(z — %) + ! (g)(x - I)2+

2! 3
.fm(%) _ m\3 R _ _my _ 1. m\3 R — _my _ 1 _ 73 R
(I 3) + 3($) - (x 3) 3[($ 3) + 3(:17) - (x 3) 3!(:17 3) + 4($),
3!
_=z I_x
donde R3(x) = %(m — )y Ry(a) = sen(zilg)(x —Z)%,conzyz entre Oy .
b) Se observa que R3(z) = Ra(x).
c) Observemos que 2° = %, 30° = §yque 5 — % = ¢ = 30° con lo cual tenemos que si

x =32 =2+ ysen32° =sen(z — %) = (z— %)+ 5(z — 3)° + (Rs(z) = Ru(x)) =

(7 (_ 31 )) 92 — 67?6_2'— w2 — 54 + (Rs(z) = Ra(z)), con Ry(z) = %ﬁg)@ _ %)4’ Ry(z) =
cos(z' — % e
———3(z - %)°.

5! 3

s

_z T4
Asi tenemos que: |Rs(x)| = ‘m(w - %)4‘ < E* ) = 0.004054134399

Al Al
cos(z' — I) ” (Z 4 Z)5
|Ra(z)] = ‘T3(x - 3)5‘ < 1690 — 0.000001479810553,

4. Se desea aproximar la funcién f(z) = 22?Inz — 222 alrededor de z = 1.
a) Demuestre aplicando el Teorema de Taylor la férmula:

f@gz_z_mx_n_é@_zﬁ+é@_1ﬁ

b) Demuestre que el resto R3 en la parte a), satisface R3 < 237(90 — 1)4, para % <xr<l.

Solucién

a) Las derivadas de f(x) son f'(z) = alnz — 2z, f"(x) = Inz — 1, f"'(z) = %, f@(x)

[ (z) = —W, sin > 3. De esta forma f(1) = =5, f/(1) = =2, f"(1) = -1,
T

" 5 1 2 1 3 f(4)(z) 4
f"(1) =1y f(x) = =3 -2(x—1) = 3(x—2)* + 5(x — 1)° + R3(x), donde R3(x) = (x—1)

y zestdentre 1 y x.

b) Lo anterior, nos permite escribir R3(z) = 5 L p-1t<—L1 _(z-1)t=

|

<r<l=3<r<z<1l=Ll<d=

5. Hallar el grado minimo del polinomio de Taylor, centrado en ¢ = 1, que debe usarse para aproximar

In 1.2 con un error menor que 0.001.

Solucion

2 .3 .4 n
Se sabe que In(1+2) =z — L+ Lo (-1t

x> _x
2 3 4 o (n 4 1)1 4 )t
(_1)n+2xn+l

(n+ 1)1+ z)"+!

(_1)n+2xn+1

con0<z <.

En nuestro caso x = 0.2 y debemos determinar n para el cual

< 0.001. De esta
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1)nt2gn+l yrt n+1
manera | Ry | = (n(+ 1)(1 4+ 2)n+t ‘ - ‘ (n+ 1O 21 + z)n ! = (Oﬁa)— 1 < 0.001.
Calculando los valores paran = 1, . .. tenemos:
n R,
1 % =0.02 £0.001
2 % = 0.00266666 < 0.001
3 | 00016 _ ¢ goo4 < 0.001,

4

por lo que el grado del polinomio es 3.
6. a) Demuestre que sen z — sena = cosa(z — a) — 5 sena(z — 1)> — & cos z(z — 1), con z entre a'y .

b) Utilice la parte a) para calcular sen 51° y demuestre que el error que se comete es menor o igual a

0.0002, considerando que el valor de a es igual a 7.
Solucién

a) Usando la férmula de Taylor en f(z) = sen x tenemos:
f(@) = f(@) + F(@)(@ — a) + L f"(a)(x — a)2 + & " (2)(@ — a)?
f(x) =sena+ cosa(z —a) — gsena(z — a)? — 3 cos z(z — a)?,
conzentreay .
b) Si tomamos a = 7 = 45°, entonces ¥ = 45° +6° = § + 35 y
f(@)~senZ +cosZ(x— ) — ssenZ(z— I)? =0.777277683
|Rs| = |3 cos z(z — §)3| < |5;(Z5)?*| = 0.0001913967 < 0.0002.

yaque x — 7 = 5. El valor “real” de 9 ciffras significativas es sen 51° = 0.777145961 . . ..

7. a) Calcule el polinomio de Maclaurin de orden 3 de la funcién f(x) = In ( %i_—g)
b) Utilice la parte a) para calcular In(1.2).
¢) (Cudntas cifras de exactitud se obtienen?
Solucién
: 4(32% +1

a) Las derivadas de f(x) son f'(z) = — 22_ () = (:10211%1)2’ " (x) = _(55%1)3)’ fW(2) =
48x(:17 + 1) / " " :
W y evaluadas en 0 son f(0) = 0, f/(0) = 2, f(0) = 0, f"(0) = 4, lo que determina la

2 —

482(2% + 1) 24

expresion f(x) = 2:17—1-%134-33( ), donde R3(z) = (2 —1)* 4l
22

',yzestaentreOy:c
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1+x _ _ 02
1=z = 2T 9

2(0.09090909) + 2(0.09090909)* = 0.182319057.
_ |22z + Dz | _ 2(0.09090909)(0.09090909% + 1)
(-1t 17 (-1)*

0.0000125211, lo que permite decir que se tienen 3 cifras significativas.

b) Considerando que

= 0.09090909 y por la parte a) tenemos que f(1.2) =

¢) Dado que |R3(x)] (0.09090909)* =

8. Utilizando la férmula aproximada e” ~ 1 + = + %xQ, calcular ? y valorar el error.
e

Solucién
1
Sea x = —1, entonces eT ~ 1 — 1 + 1(4)? = 0.78125, con |Ry(z)| =

Nota Observemos que 1l _

Ve
0.002604.

3 143
e%‘ < ‘%‘ — 0.002604.

o

778800783 y que ]0.78125 — 0.778800783| = 0.002449217 <

9. a) Determine el polinomio de Taylor de cuarto grado, centrado en ¢ = 0, para la funcién f(z) = In(1+x)

y determine una cota para el errorsi 0 < x < %

b) Deduzca cudntas cifras exactas tiene In(1.2), utilizando el polinomio hallado en a). Justifique debida-

mente su respuesta.

Solucién

a) Tenemos que In(1 + z) = ey 2t @ ngcr<lo<i<a < iy
2 3 4 5(142)% 5’ -0
2 (5)°
‘ } < 52— 0.000064.
5(1+4 2)° 5
0.2)° | (0.2)° (0.2)* . .

b) Dado que In 1.2 = (0.2) — ~—4 4~ — ==/ = ().182266 se tiene que tenemos 3 cifras exactas

2 3 4
ya que el error 0.000064 afecta la quinta cifra y podria tener repercusiones sobre la cuarta cifra.

Observemos que In 1.2 = 0.182321556.. . ..

10. Estime el error, si se usan los tres primeros términos no nulos del polinomio de Taylor correspondiente,

1
2
para aproximar la integral / Y1+ 23da.
0

Solucién
2
Derivando la funcién f(x) = /1 + 23 tenemos f’(z) = — L, () = 27175,
(1+2?)3 (142%)3
3 _ 2,3 _ 6 _ 7.3
F7() = _2(3$718), £ (z) = %ﬂl), (5) () — — 80232 72+ 1)
(1+2%)3 (1+2%)73 (1+2%)73
9 6 3 21949 6 3
£ () — S0CL =90+ 410 1) iy 12002120 = 850° + 8000 ~10) o,
(1+2%)3 (14233
2(19,9 _ Q5,6 3 _ 7
Ro(a) — _ 11202%(12:° 8520 +802% ~10) 47 om0y

7

1+ 2%)%
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De esta manera /1 + 2% = 1 + 423 — 128 + Ry().

Integrandode 0 a % la funcién f(x) se establece que / Vit adde =2 + s - @‘ / R (x

=

1
2 ?
donde /0 Ry (x)dx g1120(%)2(12(%)9+85(§)6+80(§)3+10)/0 o d:c—1120(%) (12(3)° +

1\8
85(1)0 +80(1)% + 10) (‘é‘) = 0.00926717.

Determinar el nimero de términos del desarrollo en serie de MacLaurin de f(z) = In(1 + x) que hay

que tomar para que el error cometido al hallar el In 1.5 sea menor que 0.00000005.

Solucién Es sabido que In(1 + z) = = — a’ + A +- (—1)"+1£ + G
q 2 T34 o (n 4+ 1)1+ z)n
conzentre 0y xz, —1 < < 11. En nuestro caso, z = 1,0 <z <z = 1y se tiene que |R,(z)| =
n n+
o 1)95(12 e < < 0.00000005 = 5 x 10",
n z
Calculando los valores paran = 1, . .. tenemos:
n R,
(3)°
4] 22 =625 x 10752 £5 % 1078
()"
9| "2 =0.765625 x 107 £5x 107
()"
18 | “25- = 1.0038677 x 1077 £5 x 108
()%
19 220 = 4.76837 x 1078 <5x1078

por lo que debemos considerar 19 términos.

Determinar entre qué valores debe estar comprendido un dngulo, para que el valor de cos x calculado

con los tres primeros términos del desarrollo en serie de Taylor en potencias de (x — %), venga dado con

un error menor que 0.00005.

Soluciéon

La férmula de Taylor alrededor de § establece que cosx = cos 5 — (z — §)sen § — =35> _2!%)2 cos 5 +
%ﬁ sen z, donde z estd entre z y % De esta forma, para ¢ > 0 tal que |z — §| < 4, se tiene que
|Rs(x)| = W < g—? <5x107% = [§] < /30 x 1075 = 0.66943295 = a.

Finalmente el dngulo debe estar comprendidoentre § —ay § +aie. v €] % —a, 5 + .

a) Aproximar la funcién f(z) = &/ mediante un polinomio de Taylor de segundo grado, centrado en

c=28.

b) (Qué tan precisa es ésta aproximacién, cuando 7 < x < 9?7
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Solucién

a) Las derivadas de f(z) son f'(z) = %, (z) = —%, " (x) = —1—08 y la férmula de Taylor
3z3 93 27x3
establece que alrededor de 8, f(z) = 2+ -5 (z—8) — —+(z—8)2+ —_(2—8)3, con z entre 8 y .
12 144 272%
- 10 . a3 10 10 _
b)Si7T<2<9=T7<2z<9ytenemos que |Ra(z)| = 8|x 8I° < s < g =
2723 2723 2773

0.002065577349, ya que % < . La precision de la aproximacioén es de una cifra exacta.

=

14. a) Determine al mdximo error posible que se comete al usar la aproximacién sen z ~ x — %ﬁ + éxi

cuando —0.3 < x < 0.3.

b) Utilice esta aproximacion para calcular sen 12° con seis cifras decimales exactas.

Solucién
6
a) La férmula de MacLaurin establece que senx ~ x — %x3 + égﬁ + Rs(x), donde Rs(z) = senw%
! L . !
y 9 estd entre 0 y . De esta manera tenemos que |R5(z)| < % < % =1.0125 x 107°.
b) Observemos que 30° = % = 0.104719755, de modo que |R,(z)| < % < 1078, En la tabla
siguiente tenemos:
] R yosm g
3.67 3.67
4 |5.01077x 1076 £10°8
5 1.04945 x 107 £10°8 sen \
:'”'10»3 T T =
6 |1.83163 x 107 <1078 \
—3.67 —3.67

y se necesita un polinomio de grado 7 para tener la precisién deseada.

Como una ilustracion a la precisién de la aproximacion tenemos el grafico siguiente:

_ 1.3 1.5 _ 1.3 1.5 1,7
y=z— 372" + 57 y=z— 372" + 578" — 5T

3.67 3.67

—3.67 —3.67
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Tema 6

Ejercicios Semanas No.5-6: Regla de I’Hopital — Desarrollos

limitados. Prof. Rodolfo Obando, Prof. Jorge Poltronieri

. Calcular los siguientes 1jmites usando L'H*pital:

arctan 1 =2
a) lim l+senz —coszx b) lim — L+
z—0 tanx z—1 z—1
1 2
5— — cos x) .
©) h—% f%ogosxx —senx ) EIP (\/xz —o 14 Vad+ 207+ 1)'
. Calcular los siguientes 1jmites usando L'H*pital:
. 1l—x+logx 3cosx —cos3z —3tan®x — 2
a) lim —————o°— b) lim
m—)ll_,/?x_xQ )w—>0 (e _1)
3 L \1/22 : 1/x
e) il_)mo(cos, x) f) zgl}goo(log x)
li 1 log = h) 1 92 _ t 1/logx
2) mg&( +x) )zalrf (r/2 — arctan )
_1_ 1
: 1 sen 1 1 1)ex+1 — T ).
i) Jlim 2 i) Iﬁn}rloo((:zr—i- e xew)

. Calcule los siguientes limites. Use en lo posible desarrollos limitados.

o iy LI b iy G

O B T & Jim () = 1
e) ilg%) In(1 + senx) cotg 2z ) li iao %
Lo Dt

D mlif&m#j )il—m(xe (;4-1) B ZUC(%SHU)'
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. Calcule los siguientes limites. Use en lo posible desarrollos limitados.

et —e "
a) lim =oeo—

b) lim z(In(l1+ ) —Inz)
Tr—r00

C)hm r —senx
I—)Oew_l_x_I_Q
2

d) lim —— — L

-0 sen? x x?

. Encuentre el desarrollo limitado “generalizado” de las siguientes funciones, en un vecindario de 0.
a) g(r) = csc x; orden despreciable frente a 5.

b) g(z) = cotgh z; orden despreciable frente a x°.

. Calcule los siguientes limites. Use en lo posible desarrollos limitados.

In?(1 + z) —sen®x
2

a) lim
x—0 1—e 7

COS T
b) lim e
z—0 1 —senx — cosx

1+ 2cos® x — 3(cos 21‘)%

¢) lim

z—0 sen®
21
. COS™ (5T
d) lim %
z—1 €7 — xe
1
e) lim (1 — )™ 27"

T—1-
: 2 1z 3 1
f) lim z (14 2)" —ex’In(l+ )

g) lim {(%)m — 1}1n:v.

Tr—r00
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Soluciones ejercicios Semanas No.5-6: Regla de I’Hopital — Desarrollos limitados.
Prof. Rodolfo Obando, Prof. Jorge Poltronieri

. Calcular los siguientes 1imites usando L’Hopital:

arctan l—x
a) lim 1+senxz —coszx b) lim 1+
z—0 tanx z—1 r—1

12 —cosgc)2 .
: cos®x : 7 _ 3 2
C)il—>mo T CoSxT — senx d)mg@oo(\/x o+ 1+ Vad + 22 +1)'

Solucion

a) Usando la regla de L’Hopital se obtiene que:
lim 1Esenz —cosx _ y;,, cosx fsenx _
x—0 tanx =0 1+ tan2 T

b) Usando L’Hopital se tiene que:
2 1
arctan 1 =2 (1+$)21+(1_Z)2 9 }

lim 1+$:1im l+w

_ 1l+x — 1
z—1 z—1 rz—1 1 o 2+2I2 2°

c¢) Usando dos veces la regla de L’Hopital se tiene que:

2
( 12 — cos :v)
lim —cos” T —
70 T COST — SenT

[—2(Cosl2x—cos:1:)( 23 +1)senz  2( 12 —cosz)( 23 +1)}

Ccos° x _ cos“ x Ccos” x
COST — T SenxT — Cosx X

lim

lim 2| (2senz 2 1 1 —GSenx]_ )
= {(cos3x +Senx)(cos3x * )+(0052:c cos ) cos*x ) 0

d) Haciendo el cambio de variable x = 1/t y usando L’Hdpital se tiene:

3
lim (\/:172—:17—|—1+ \?7x3+2172—|—1): lim _\/1_t+t2j\/1+2t+t3:

LT—>—00 t—0~—
lim [— L-1+42t)——— 112+ 3#)*} =3+3=1
t—0— 2 1—t+t2 3 (1—|—2t+t3)% 2 3 6
. Calcular los siguientes 1imites usando L’ Hopital:

. l—x+logx . 3cosx —cos3z —3tan’z — 2
a) lim ————o— b) lim
) z—=11 — /990 — 2 ) z—0 (em _ 1)4

. . 1/I2 . 1/1
e) ilg%)(cos x) f) zgl}goo(log x)

lim (1 + z)lo8® h) li 2 — arctan z)!/1°8®
2) mg&( +x) ) m—l)I-ﬁr-loo(ﬂ-/ arctan z)

1 1

: 1 sen T 1 1 1ez+1 — T ).
i) Jim o ) m_l)rj{loo((x +1)e xew)
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Solucién

1
_ CSr 2
a) Por I’'Hopital tenemos il_}ml % = wh_}ml ( (1t ) V2 2?@ £ ) = 1.

2
b) Usando cuatro veces la regla de I’'Hopital tenemos lir% 3cosz —cosdz —3tan"x —2 _
z—

(e —1)!
lim <3sen3:v —3senx — 6tanxzsec’r _ 3sen3x — 3senx — 6tanx — 6 tan’ :v> _
z—0 4(e® —1)3 4(e® —1)3
lim dcos3z — 3cosx — 24tanz — 18tan*z — 6 _
o0 12(e® —1)2
lim —27sen3z — 48tanx — 120 tan®x — 72tan® 2 + 3senx _
z—0 24(e* — 1)
lim —38lcos3x + 3cosa — 408tan®z — 720tan?x — 360tanx —48 _ 126 _ _ 21
0 24e” 24 4
¢) En este caso el limite no existe pues lim 2916—4'1 =2%# lim % =0.
=07 97 4 1 z—=0t 95 41
1
— +1In2
YA o1 Ty _ 1+2%In2 _ 27 _
d) Notemos que usando I’Hdpital 111)11100 Z log(z + 27) 111)11100 o mEI-il—loo 2% 1
1 _ Zz _ i )% = lim ewlog@+2?) =
In 2, puesto que 11 L 5% wll}rfoo T 0 y nos queda wll}rfoo(:v + 2%) mll)lf_ir_loo e
elos2 =2,
2
e) Es claro que lim logcosa _ y; —tana _ _ j, Lttan’s — 1, usando I’'Hopital dos veces,
z—0 T z—0 2T z—0 2 2
con lo que se tiene: lim (cos x)# — limer? " —e b = L
q ) - x—0 o - \/E
In(1 L3
f) Sabemos que (log a:)% = et In(Ine) “entonces por I’Hopital lim In(nz) _ lim lnz?® _
r——+00 Tr——+00 1
1 _ ; _ zIn(lnz) _ 50 _
Jim  —— = 0y tenemos hrrgo(log x) wll)ngoe e’ =1.
g)Enestecaso lim (1+x)°8% = lim e'°¢®!8(1+2) — 1 Enefecto, logzlog(1+z) = z log xw,
z—0t z—0t 1 x
SrTA . . .o logx T _ 1 . 10g(1+17) .
por 1’Hbpital wligh:vlog:v = ili% 1" 9162% 1 - mlgé1+x =0y mli>0+ —= =
x 2
1
im 12 — 1y se tiene hm(l + z)lo8® = lim eloswlos(l+e) — 0 — 1,
z—0 1 -0 70
T __1l—a*
log(5 — arct 2 2)2
h) Usando I'Hopital lim og(y —arctans) _ At gy, _OHE)T
T—+00 log x e—too § —arctanz  a—too 1
1+ 22
. 142 1 . log(%—arctanm) 1
lim =—=2% = —1,loqueconducea lim (% —arctanz)loe® = lim e Tog = .
z—+oo | + :CQ r——+00 T—+00 €
1
i) Por la regla de I’Hopital, hm zlogz = lim —L— =0, entonces
—0+ z—0+ _ 1

2
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lim senzlogz = lim 8B Ly]logx = 1.0 = 0 y tenemos lim 2%"% = lim es"®1o8® — 0 — |,
20+ z—0 & z—0T z—0+
j) Realizando el cambio de variable z = % y usando 1’Hopital tenemos que:

t
. 1 1 . (t+1)eT™T —ef : 4 1 o7 ot
+T — = AGELEE LS T+ +T — =
A (o DT —ve?) = lip =5 (7T + g et e =1
Por otro lado, efectuando el cambio de variable t = % se obtiene finalmente que:
1 1 1\?® L ot
lim <M) — lim et () _ o Y2 _ gy

3

T—r+00

. Calcule los siguientes limites. Use en lo posible desarrollos limitados.

VI —/e

a) lim

z—e Inz —1
Tomemos f(x) = +/x, entonces f'(z) = # y si g(z) = Inz, entonces f/(x) = %, por lo que

x
1
—— +0o(1)
1 1 VT —ye _ 2\/e
Vr—ye=—=(z—e)to(z—e)ylnz—1= = (x—e)+o(x—e). Asi = —
2,/e ¢ =1 14,01
le3
5e2.
2(1

b) lim 22277

r—1 €7 — xe
Sea f(z) = cosimz, f(1) = 0, f'(1) = —4m, f”(1) = 0, f"(1) = (37)3, entonces cos irz =

—sm(@—1)+ (37)3(z = 1)® + o(z — 1)3 ie. (cos mz)* = (7)?(z — 1)® + o(x — 1)%. Por otro lado
cos?(irx)  (3m)%(z —1)? +o(x —1)2

e =e+te(lx—1)+Le(x —1)2 +o(x — 1)? y se tiene 2 =2 =

( )+ 2l ) ( )y e’ —ze e(r —1)2+o(x —1)2

1
2

sl 2
% +o(l) — e

xT
1- r~ — X
C)zgﬁlnx—x—l-l

Tomemos f(z) = 2%; asi f(1) =1, f'(z) = 2*(Inz + 1), f/(1) = 1, f’(2) = 2*(Inx + 1)% + 271,
(1) =2ylaexpresionz® = 1+ (z— 1)+ (z—1)>+0o((z—1)?) = 2+ (z — 1)? + o((z — 1)?). Simi-

larmente tomando g(z) = Inz, g(1) =0, ¢'(z) = %, J()=1,¢"(x) = —x%, g" (1) = —1y tenemos
- 1%+ of(w— 1)?)
Iz = (@ —1) = Lz - 1)2 + o((x — 1)) conlo que —L* =2 _ — (& =
( ) 2( ) (( ) ) q 1I1I—$+1 —%(I—1)2+0(($—1)2)
1+ o0(1) _9
—14+0(1) '
2
. In(z+1)\a
O i {(Cy ) e
1
In(1+ =)
1 . y) _W(l+y —Iny . 1
Seay = 7, asfz — 0o <= y — Oy se tiene Ty "Iy 1 lny(y—i—o(y)),por
l n 7L o l _Yy OL L OL
loque—[eyl tmyt (y))—l]lny: —[ey( Ty " (1“y))—1]lny: —[elnyJr (lﬂy)—l]lny—
N I 1y =
[1 1ny+0(lny) 1llny=1+0(1) — 1.
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e) lim In(1 + senx) cotg 2z
z—0

2
Sabemos que senz = z + o(x), In(1 +senz) = In(l +x + o(z)) = = — % +o(z?) =+ o(x). As

_ cos2z _l1—2:172—|—0(:c2) _ l1—2x2—|—0(:c2) B
cotg 2x = sen2r ~ T 22 1 o) y In(1 + sen z) cotg 2z = x(1+o(1))$—2+0(1) =
14+ 0(1) 1
2+0(1) 2

2
) lim senzIn(l 4 z*)
x—0 rtanx
sen z In(1+z2 sen z In(1+z2 cosz In(1+z2 2 + o(z?
Tenemos que xta(n:c ) xseglx ) ;1:( ) =(1- %x2+0(552))+) -

(I+o(1))(z+o(x)) =z + o(x) —>C()(?Sx

xIn(coshx — 1)

lim
g) T — 00 x2 +1
zl 4 e % —x
o _ xIn(e*( —e 7))
Dado que coshz = & "'26 , xln(cgshx D _ 22 —
2 +1 z“+1

—2x

z(z + ln(H_ie —e 7))
3 _2|_ N y cuando  — +00, e~ — 0, e~ 2 — 0y por lo tanto:
x
—2z _1 ., xln(coshx — 1 2 —2z e

(L™ o) ml A (x2—|—1 ) _ I2w+1(1+%1n(1++_e ) —s 1.

) lim z? — 1

h _at=1
z=1+ In(1 — a2 — 1)
Seax =u+1l,entoncesz — 1T =z —1=u— 0t ya® —1=e"0? 1 = elutDIn(+u) _7 —
1 1
elutDlumguitow) _ g — gurgui+o(®) _q — 1 4 (u+ Lu?) + L(u+ Ju)? +o(u+ Lu2)2 — 1 =

u + u® + o(u?). Ahora:
In(1-v22 —1) = In(1—y/(u+1)2 = 1) = —Vu2 + 2u—1 (u®+2u)+o(u) = —Vu? + 2u—u+o(u),

por lo tanto:
_ u% + o(u%)
(1 =va?=1)  _u(ZFu+a+o(u?))  VIFu+a+o(ud)

o o (senzx)*nT —1
D lim ————
=0+ (tanx)tane — 1

Dado que (sen x)scnz _ 1 = esenzlogsenz _ | _ e(ero(ac)) log(z+o(z)) _ 1=e® log z+o(zlogz) _ 1=

2% — 1 u ~+ o(u)

—0,siu—0T.

1+ zlogz + o(zxlogz) — 1 = zlogx + o(zlogz) y (tanx)ten® — 1 = elzto(@)loglato(e)) _ 1 —

z log z+o(x log ) . (sen I)senx
e’ o8 —1=xzlogz+o(xlog x), tenemos que el cociente

—1 zlogz+o(zlogx)

(tanz)* —1  xlogx +o(zlogz)

1+ 0(1) 1

1+o0(1)

o1 1 _ 1

D i (o — )

Consideremos 1 = 1 = 1 = 1 =

r(x+1)e*  (22+z2)1+z+o(x) 22+z+22+0(?) x+ 222+ o(x?)
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1 1 1 1
1 1 _1lg_9 =1 _9.451).
T142z+ o(x) x( z+o(x)) z +o(1)
1 _ 1 _ 1 1,.2 2yy 1 1
Por otro lado, wroer = T(1= I T o(@) = 7 (1+32%+0(2%)) = 5 + 52 +o(x) y finalmente
1 1 l _ 11 - _
re(r 1)  ToosT 2+40(1) — & 2:C+0(:v) 240(1) — —2.
. Calcule los siguientes limites. Use en lo posible desarrollos limitados.
a) lim e —e® _ iy Ltotol)—(+(zz)+ol-2) _ lim 22+o(1)) _ 2.
150 Senx 50 z + o(x) =0 (1 + o(1))
b) lim z(In(1+2z) —Inz) = mli_)rgoxln(l +1/z) = yli}rg+ w = yl_i)%l+ w =
lim (1 +o(1)) =1.
y—>
23
G ) 2 (g +o(1))
9) 1111% L — ST > = lin% 5 3! 5 = 1111%3?7 =1.
e —1—=x 5 1+x+2+6+0(17) 1—x 5 (6 o(1))
: 1 1 _ - 22—sen’x . x4senx r—senx _ i m Z—senx
I il—% sen’z x? _3311—% ?sen?z il—% SenT  p2geng i1—>0 (senz +1)- I 20 72 sen
7~ (@ = G +o(a”) PG +o)
=2 lim =2 lim =3
=0 2z + o(w)) w0 23(1+0(1)) 3

. Encuentre el desarrollo limitado “generalizado” de las siguientes funciones, en un vecindario de 0.
a) g(r) = csc x; orden despreciable frente a 5.

A partir de la definicién de csc x y usando un desarrollo de orden 8 se tiene:

1 1 1 1 _
g(:v) — senx 23 e 27 3 - 72 -
x—y—l-y—?—l-o(:r) 1—54—5—?4—0( )
1 2 ot 20 2 z4\2 _
- (-F+5 -+ (-5 +3%) —( 3,) +o(a7)) =
11,2 T 4, 31 1 7, 31
3L+ 52 + glgat + age® + o) = g+ gr + 5650 + gygpe” + 0a®).

b) g(x) = cotgh x; orden despreciable frente a x°.

Usando un desarrollo limitado de orden 6 en el cosh z y de orden 7 en el senh = nos queda: cotgh z =

cosh 2! 4! 6' _

senbia (1+§,+fg,+f§,+o( ))

FO I+ 4 ola) (1= (B + 5+ 5 + (5 + 57 = (5D +ole®) =
z 2! 6! 3! 50 71 3! 5! 3! B
1 T zt R A x4 228 28 61) —
f(1+2'+ +6|)(1_§—§—F+(3')2+ﬁ_(3!)3+0(1‘))_
1p_a® 7o | 3628 22 2t Tab 2t 2% L a% 6) —
50(1 6 +360+ 73! +5 2 3! +7204'4| 3|4|+ (3!)3"'0(“7 ))—

1,2z _ 1 2 .5 5

vty T Tt Tl
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. Calcule los siguientes limites. Use en lo posible desarrollos limitados.

In?(1 + x) —sen®z

a) i% 1— efzz
Tomando un desarrollo limitado de orden 2 se tiene:
In?(1+x) —sen?z  (z—22% +0(2?)? — (x+0(2)? 22 —a® —a24o0(®)  —a3+ o(z?)
1—e 1—(1—22%+o(x?)) 2?2 + o(x?) 2?2 + o(2?)
_ —z+o(x) .o
1+o0(1)
b) lim —2€"
z—0 1 —senx — cosx
zelto®) _ze(l40(1))  e+o(l)

— —e.

En virtud que T—senz—cosz 1-z+o@)—1 —1+o(l)

1+ 2cos® x — 3(cos 2x)%
¢) lim 1
z—0 sen” x

Con un desarrollo limitado de orden 4 tenemos:
1 1
14+2cos’s —3(cos22)2 1421 — &a? + Lat + o(z?))? — 3(1 — 522 + 02 + o(2?))2
- 4

sent (x + o(x))
3—32% + T2t — 3+ 327 — La' + o(2?) _ G2t + o(2?) _ 9+ 0(1) 0
11+ o(1) P0to() 1tol) 1
cos?(imx)

z—1 e¥ —xe
Sea f(z) = cosimx, f(1) = 0, f/(1) = —4m, f”(1) = 0, f”(1) = (§7)3, entonces cos t7z =

—im(z—1)+ (37)3(z —1)* + o(z — 1)3 ie. (cos mx)? = (3m)%(z — 1)® 4 o(z — 1) Por otro lado
2(1 1V2(0 _ 1)2 )2
e —e+e(w—1)+de(z —1)2+ oz — 1)y se tiene — (zmo) _ (217T) (w7 +ofx—1)7
er —xe se(z —1)* +o(x —1)?

s a?
9% +o(l) — 5%
e) lim (1 — z)tn 37

r—1—
Zx), f(1) = send = 1, f'(z) = Zcos(3z), f'(x) = —(F)*sen(fz) y sea
(

1) =0, ¢'(x) = § sen(5x), entonces si y = 1 — x obtenemos:
(

Sea f(x) = sen

2

L) = 1-10m2@ -1 4o((x =12  1-1r%240@®) = o3 —sTytoly)

2
tan(smz) = = —1
2 s —1) +o(x —1) —3my + o(y) T 1+0(1)
. oy g yo(y) n 9 Y _1x2ynyto(ylny)
y por lo tanto se tiene (1 — x)™" 2™ = ¢ T  1+o(D) Y= 1+o(1) ~
2Iny
e ™ ¥ — +oocuandoy — 0T,

: 2 1\ 3 1
f) lim (I+ ) —ex’In(l+ 3)

Sea % = y, entonces x — 0o <= y — 0 y se tiene que:
1
22(1+ 1)y —erdn(1+ 1) = y%(l )V — eyi3 In(1 + y).
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1 1
Ahora %eln(”y)y = Leyh(+y) _ %e(l syt G+ +o?)y eLIn(l+y) =

y y? y ’ y?

1

ey%(y — 3y* + 3y° + o(y?)). Finalmente y%(l +y)¥ — ey% In(1+y) = e(g +o(1)) — ze.
. In(x+1)\=

g)mh—{l;o{( (lnx )) —1}11117

1

In(1+ 2) _
Seay = %, asf z — oo <= y — 0y se tiene —lnyy — ln(l_tizy Iny _ 1— ﬁ(y_g_o(y)),
Lin1— L (yto 1y oy
porloque—[eyl (= fay tol)) —1]lny = —[ey( Ty Ty —1]lny =
C[emi R — 1y = —[1 - - 4 o() — 1]y = 1 +o(1) — 1.
Iny Iny
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Tema 7

Ejercicios Semanas No.7-8: Integrales impropias

Prof. Rodolfo Obando, Prof. Jorge Poltronieri

. Determinar el valor hacia el cual converge cada una de las siguientes integrales impropias:

o 3
a)/ S b)/ _
9 —l4+zx—2%4+2 —1+2)3

C)/Qdix d)/a:lna:d:z:
0 Vl|z—1]

. Analizar la convergencia de las siguientes integrales impropias:

a)/wi b) C+2
\/—1+:174 % V1—2a2

)/ \/_+sent d)/OO\/F%_\/—

. 1) Verifique que las siguientes integrales son convergentes.

1
R | ©
a) / = b) / L da.
o xln“z g e*
ii) Calcule el valor de la constante k, tal que:
1
€ dx 1 rdx
a)/ 2 = b)/ km)
o zln®(kz) In2-1
. Analizar la convergencia de las siguientes integrales impropias:
-1 —“l+Vr+1 «/;1: +1 > x sen )
b) dx
ln 1+x)
1
c dz - dx.
)/ ( I+a \/1—|—2x2) o 1+
. Aplicando el método de integracion por partes, demuestre que / L do =1
0 (1 + SC)3 2

. Aplicando el método de sustitucion de variable, demuestre que / % dx = % + %
x

85
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. Analizar la convergencia de las siguientes integrales impropias (aplique el método de integracién por

partes o el método de sustitucion de variable, segtin sea el caso).

a)/ Sk b)/ cos(z?) d
1 x 0 1

. i o sen [ —
o) / S d) / A VA,
ez zlnzln“(Inzx) 1 x

Ejercicios recomendados del libro: Poltronieri, Jorge. Calculo N-2. Serie CABECAR. UCR. 1998.
Ejercicios 2.6 pag. 63: 1c, 1d, le, 1f, 1i, 1k, 11. pag. 69: 2b, 2c, 2f, 2g. Pag. 72: 5a, 5¢g,
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Soluciones ejercicios Semanas No.7-8: Integrales impropias
Prof. Rodolfo Obando, Prof. Jorge Poltronieri

1. Para calcular el valor hacia el cual converge cada una de las integrales dadas, aplicamos el teorema

fundamental del cédlculo y la teoria de limites.
o 3+
I = dz.
@ /2 At+z—a2428 ©
e La integral es impropia de primera especie.

e Factorizamos la funcién integrando y luego aplicamos el método de fracciones parciales

3+ x 3+ x 2 1422

“14z—a2+23 (—1+z) (1+22) -1+ 1+a2°

e (Calculamos inicialmente la integral indefinida

3+ 2 142z
dr = - dx
—14+z—a2+a3 —14+z 1+a?
2 142
= / d:v—/ * xdgc
—1+4+z 1+ 22
1 2x

= 2In(~1+2)—1In(1+2?%) — arctanz + C

_ m[ﬂ

T2 ]—arctan:c—l—C’.
T

e Evaluamos la integral I:

o 3+ b 3+
I = dr = li d
/z dtz—22+ad T 5% 9 —1+ax—22+23 o
_ 2 b

= lim [ln [%} — arctan :v]

b— o0 1+2x 2
= lim |In ﬂ —arctan(b) | — |In ﬂ — arctan(2)
T boeo 1+ b2 1+ (2)2

_ 2
= In Llim <%>} - blim [arctan(b) ] — In (%) + arctan(2)

— 00

1
= In(1)— g —In <3> + arctan(2) = 1.14579.
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3
dx
(b) I = / —_—
0 (=1+x)3
e Laintegral I es impropia de segunda especie ya que la funcién integrando se indefine en x = 1 (punto

singular), entonces:

3 2 1 2 3 2
I:/ (—14+z) 3 da::/ (—l—i—a:)fgd:c—i-/ (-1+z) 3dx
0 0 1

Il 12

e Evaluamos I;.

11_/01 (~14+2) Fde = lim (/OC(—H:r)%dx) = lim [3(-1+0)%]

c—1— c—1—

ol
ol

—3(-1)" =0+3

|
@

L= lim [3(-1+¢)F] =3(-1)F =3(-1+1)

c—1-

e Evaluamos I

Iz—/13(—1+:c)%dx— lim </C3(—1+x)%dx> = lim [3(-1+0)]’

c—1t c—1+ c

ol

I=(3) (2%)_ lim [3 (—1+c)%] =3¥2-0=3%2

c—1+

e Como las integrales I; e I convergen a los valores respectivos, entonces I converge al valor de

I=I+1,=3+3V2=301+ V2).

© /Zdix
0 \/|x—1|.

e La integral es impropia de segunda especie, tiene un punto singular en x = 1 y por definicién, tenemos

que el valor absoluto de
| 1 r—1, siz—1>0=2x>1
€T — =
—(z-1), siz—1<0=uz<Ll

e Six < 1tenemos:

L_/o1 = </0\/%) — lm (-2vT=2)|
:—2<lim (ﬂ)—ﬂ) — 20 —1)=2.

c—1—

e Six>1,

2 2
dx dx 2
I, = — =1 —— ) =1 2v—1
2 \/]: vV—1+2x cig&r (\/; \/—1—}—1‘) ci}?*( +I) c

=2 <\/T+2—Clir{1+ (\/TJrc)) =2(1-0)=2.
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e Ambas integrales convergen al valor de 2, entonces

=L+ L=2+2=4

/ dx

o Vl|z—1]
1

(d) Iz/ z Inxdx.
0

e La integral es impropia de segunda especie (tiene un punto singular en z = 0).

e Inte = —dz = = 95—2
gramos por partes u = Inz, du = ==, dv = xdz, v = 5 luego

1 2 1 1224 2 1 21
/xlnxda::x—ln:r’ — I——x:x—lnx‘ _:c_’
0 2 0 Jo 2 = 2 o 4o

1 1 1 1 1

:an(l)__mli}%l+x2 Inx — 1(1—0)2——115101 z? lnx—z

0-00
aplicando la regla de L’Hopital tenemos que:
Inx ) x~1 1. a2 . 2
R - Tl A . St

por lo tanto, la integral I converge al valor de — %

2. Analizar la convergencia de las integrales dadas.

x
I = —_—
@ /2 vV—=1+z4

e Tenemos una integral impropia de primera especie.
e Para analizar su convergencia aplicamos el criterio de comparacién en el limite.

e Aplicamos el concepto de limite, cuando z — oo.

Siz — oo, f(z) = *

x x
Vat—1 Vri(l —z—%) 2?
la integral 1 también diverge.

b2 242" x?

xax/l—x2

e la mtegral dada es una integral impropia de segundo especie (tiene dos puntos singularesx =0y z = 1.

1 < d

= —, laintegral / d diverge (A = 1), luego
X 2 X

(b I =

e Es necesario analizar el comportamiento de la funcién integrando cuando z — 0% y o — 17, para esto,

procedemos de la siguiente forma:

/‘ 2 + 22 2+ z2 - Loy a? p
——— ax .
%¢TTP' ameiﬁ %:ﬁwaP
I I

e Analizamos la convergencia de las integrales /; e I5 separadamente. Para la integral /; tenemos que si

x— 0t
2+ z2 2 + 22 2

23 V1 — 22 T (1—z) (1+42) z3

)



(©)

(d 1

3.

(a)
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1
d 2
la integral, 2 / —f, converge ya que A = § < 1y laintegral I; también converge.
0 3
2+ a2 2 —i— x?

3

1
converge ya que \ = B < 1y laintegral I también converge.

Para la integral Is, si z — 17,

il

De la convergencia de las integrales I; e I» se deduce la convergencia de la integral I.

la integral

/ dt
0 \/f—i-sent'

La integral es impropia de segunda especie. Tiene un punto singular en x = 0.

1
f(t) - \/Z + sent

Para analizar su convergencia aplicamos el criterio de comparacién directa:

> O en el intervalo | 0, 7 |.

1 1
<

Vi+sent > Vi— ——— —,
- Vi+sent ~ Vi

1
la integral / — converge ya que, A\ = B < 1y laintegral también converge.

e m—f

/’T dt
\/f—i—sent

La integral es 1mpropia de tercera especie (puntos singulares: z = 0, x = 00).
Para analizar su convergencia escribimos la integral I de la siguiente forma:

/@—f ©VITT-\E

1 T

I\UIC»O

I I
Analizamos la convergencia de la integral I;. Para esto, multiplicamos la funcién integrando por el

conjugado del numerador

\/1+ZC—\/_ Vito+yz 1+x—2x 1
3 Vitat+vi oF(Ita+ve) a3 (VIta+va)

—5» €s una integral de segunda

. 1 . '
si z — 07 tenemos que ~ —5 y la integral /
2 0 2

VIt z+Va) g3

especie divergente, ya que A = - > 1y la integral I; es divergente.
2
Como la integral I; es divergente, la integral I diverge.

Observacion 4 El lector debe recordar que si I = 11 + I y al menos una de las integrales de la derecha

diverge, la integral I diverge.

1) Comprobamos que las integrales dadas convergen.
1

e (
I:/e .
o xIn"x
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e La integral es impropia de segunda especie.

d dy 1

:v’ por lo tanto & - L4 C 1

Y Y ~ Tz
1
]:/ dr _ __1 |® _4
o zln’z Inz lo

(b)I:/ L de.
o €

e La integral dada es de primera especie. Por el criterio de comparacién directa la integral I converge ya

e Seay = lnzx, dy = + C' y evaluando tenemos que

=

oo
. xz T . _z
quesiz >0, x<ez = zxe *<e 2,yla 1ntegral/ e~ 2 dz converge al valor de 2.
0
ii) Determinamos el valor de la constante k.

1

e dx 1
a =— .
@ /0 z n®(kz) In2-1

e Calculamos, inicialmente, la integral indefinida. Aplicamos el método de sustitucién. Sea u = In(k z),

du= K dz = d:v , entonces

kx
dx du 1 1
—— = —=—=——+4+C=- +C.
/:17 In?(k x) /u2 u In(k )
1 1
e dx 1 < 1 1
Eval la integral S | _ T
e Evaluamos la integra /0 xan(kx) Cgéh <1n(k;v)> . N (E) +c~l>%1+ <1n(kc)>
€ 0
Igualamos y resolvemos la ecuacion para k 1 ! — ! ! —
° - = — — —
s Y P m(g) m2—1 mk—Ine  m2—1

1n2—1—1nk—1:>el’“2:elnk:>k:2.

rdx
o [ -

e Calculamos la 1ntegral indefinida. Aplicamos el método de integracion por partes u = z, du = dx,

1
dv = e"F®) dp, v = — % el—kz) luego
/xe“’“)dx——lxe<*“>+1/e<*“>d;§——1 (ko) _ L ko) L o
k 2
1 1+kx
_ _(—kx) - _
=€ <k+k2> (kz) J2 ¢

Eval la in 1 Ooxd:cil, L+ka\ b . 1+ kb 170 1
e Evaluamos la integra : —e(km)_bggo 7€(kz)k2 ’0——bingo 76(]”’)]{32 +ﬁ_ +ﬁ_ﬁ'

e Resolvemos la ecuacién para k, k% = k? = 4 = k = 42, luego k = 2. Observemos que se

1
4 9
elimind la solucién —2, pues en este caso la integral diverge.

4. Analizar la convergencia de las siguientes integrales

2 a
(a) ]:/ (L V2x+1> d
0

T
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e La integral es impropia de segunda especie (punto singular en x = 0).

e Para analizar la convergencia de la integral I, multiplicamos la expresion entre paréntesis por su conju-

gado.

1+ VI a\® (14Tt —1-VIfa\" _ —z :
() - () - ()

()

1 ) L la integral / P de
z (-1-V1+a) (2z)>’ & 0 (2x)e

diverge si a > 1y la integral I también converge si o < 1y diverge si o > 1.

b) I = / vasen (@)
In(1 + z)

e Para analizar la convergencia de la integral dada la escribimos de la siguiente manera

/ \/Esen /\/Eben d+/ VT sen (z )dx.

si x — 01, tenemos (— converge si a < 1,

ln1+:17 In(l1+x In(1+ x)

I I

e Para la integral I;, tenemos que por comparacién directa /= senz~2 < \/z, para x > 0y como
1

(aplicamos la regla de L’Hopital) lim In(1 + ) = lim 12 — 1, entonces In(1 + ) ~ x'y
z—0t x z—0t 1
-2
\/EL(Z) VT _ L cuandoz — 0F.

In(1 + z) z VT
1
e La integral / \/—ai es una integral-\ de segunda especie convergente (A = 3 < 1), se deduce entonces
0 X

que la integral I; converge.

-2
sen(x
e Paralaintegral I», mediante procedimientos similares, tenemos (aplicamos la regla de L’'Hopital) lim % =
xr—00 x
—2 cos(z72) 1
3 In(1
lim I72 = lim cos(z~?) = 1,entoncessen(z~2) ~ 72y lim m(l+2) lim 1% —
T—00 —4 T—r00 T—00 Inz z—oo 1
x3 T
lim = 1, entonces In(1 + z) ~ Inx, cuando x — oo, 0 sea

VT sen (z72) N VZar? VT 1

In(1+ x) Inz  2?lnz  3,,
3 3 1 1
perocomoz > e, x2 lnx > 2 — 3 <=5
r2lnx x2
* dx
e La integral /1 —% es una integral-\ de primera especie convergente (A = % > 1), por lo tanto I
x

también converge.



Ejercicios de MA-1002  Cilculo I 93

e Como I; e I, convergen, la integral I también es convergente.

o k 1
(C”‘/o (‘1+x+m) e

e Para determinar el valor de la constante k de tal manera que la integral I, sea convergente transformamos
inicialmente la funcién integrando

ko1 (ta)-kViz2s
1+ V1+222 (1+2) V1+2a2

Si z — oo tenemos que

k n 1 (4 —kvI+222 1+z—-kV1+22?
4z V1+222  (1+2)V1i+222  Vi+222+2V1+242
1 kEv1+22?
z(l4+—-——-—
x x 1—\/§k
, (VIT22?  Vit24? V2r
T 3 +
x x
: 1
resolv1endoparak,1—\/§k:0:>k:—.
V2
e Verificamos que la integral converge para el valor hallado de &k
1 1 2422—V2V1+2a?

\/§(I+x)+\/1+2x2 21 +2) VIt242

racionalizamos

[(2+22) —V2VI+222] [(2+22) +vV2VI+247]

2(1+2) VI+222 [(2+22) +V2V1+222]
2+8x

2V2+ 222 +4V222 + 4223 + 41+ 222 + 821 + 222 + 4221+ 222

si x — 0o tenemos que
2
x (8 + —)
x p—

2V2 2V2 4v2 411222 8VI+422° 4AVIt22
x3<4\/§+ I{Jr V2 4V2 2 SVit2e? 4V w)

z2 T 3 2 T

8z . _1
8213 V2 22

1 [>d
e Laintegral 75 / —f, es una integral-\ de primera especie convergente (A = 2) por lo tanto la integral
0 X

1
I converge para el valor de k = —.

V2
[e’s] ZCk
(d) / =~ dr.
0 1 + :Ct
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Analizamos tres casos:

k
. T
Siz ooyt 0, —2 L ks l— k<1
1T (o) =0, ——~ —, — —1.
y 1+2t ok
k

,—k>1—= k< —1.

Sixz — t <O, ~—
17 XYy l—l—:ct xik

Finalmente, tenemos que la integral

0 k
x .
— dx, convergesi :

=—|—-1 +0

2< b—00 (1 4 b)>
1 1 1

-z S (= tim —— 41
2(O+O)+2< 111()101+b—|—

. Aplicando el método de sustitucién de variable, demuestre que:

[:/ idle—l—
1 1+2)? 2

1 1
Sea r = u2, dr = 2udu, VT = u, = .
\/_ (1 + I)Q (1 + u2)2

Sizx o0, u—>o0ysiz—1,u— 1.

Sustituyendo en la integral I obtenemos:

[ e

N
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k< —1, parat <0,

t>1+k, parat > 0.

e 1
. Aplicando el método de integracion por partes, demuestre que / S
o (1+z)3 2
dz -1
Seau=2x = du=dx, dv = Ty U= ﬁ,luego
(1+2) 2(1+x)
oo b
— d
/ L de=< i z li / S
o (1+=z) 2b—00 | (14 2) 26—\ Jo (1+42)

w?du

2 Gy

—_——
Iy

Para evaluar la integral /; calculamos, inicialmente, la integral indefinida:

u? du
(14u2)?’
mediante la sustitucién trigonométrica v = tan z:

u=tanz, du=sec®zdz,

(1+u?)? = (1 +tan?2)? = sec® 2.
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e Sustituyendo, obtenemos:

w?*du [ tan® z (sec? z dz)
(14+u2)2 sect z
/ tan? z dz / senz
= [ —— = cos” zdz
sec? z cos? z
= /senzzdz = l/[1 —cos(22)] dz = 1, lsen(2z) +C

2 2 4
[2 senz cosz]+C,

z —

DO [—
W=

con ayuda del tridngulo adjunto expresamos la funcién primitiva en términos de la variable u:

(a) Como u = tan z, entonces, z = arctan u.

. _ U 1 . 2u .
(b) De acuerdo al tridngulo tenemos 2 sen z cos z = 2 < N \/1—}——u2> = Tra y finalmente:

w? du 1 ; 1 2u L C 1 ; 1 u i+ C
———— = —arctanu — - | —— = — arctanu — = [ —— .
(I+wu?)2 2 4 \1+u? 2 2 \1+u?

e Ahora, evaluamos la integral 1

[e%s) 2 b 2
1:2/ _wde / _wdu
1 (T4+u?)? b—oo \ J1 (1 4+ u2)?
. 1 1 U b . U b
=2 lim |- arctanu — = | ——— = lim |arctanu — [ ——=
b—oo | 2 2\14+u?/|, booo 14?2/,
b 1
= bli}l{.lo [arctan(b) — <H—b2>:| — [arctan(l) — (m)]
T T 1 T 1
—(5‘0)—<1‘5) “3ty
u? du T

dad trado asi —~ _drx =2 g —
e Queda demostra oaslque/1 1 +2) z L I+ u?)? +

7. Analizar la convergencia de las siguientes integrales impropias.

(a) Iz/ cost dx:/ z~ ! coszdz.
1 T 1

e Aplicamos el método de integracidn por partes.

NN

Seau =2x"', du = -z ?dx, dv = cosz dz, v = sen z, luego,

* coszx . senx\ |b > senzx
dr = lim + 5 dx.
1 x booo \ T 1 1 x

b b
i. lim (senx) ‘ = lim (Sezl ) = 0. (el limite existe y es finito)

b—o0 xT 1 b—o0

. [T sen : . o
ii. 5— dz. Esta integral converge por el criterio de comparacion directa.
1 X

95
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il.

. —| = lm — — ——
b—oo Ju 11 el NG V1
. La integral / Seny

1
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1 o0
En efecto, }g‘ < —, la integral / —j converge (A = 2 > 1), esto implica que la integral
T T 1 T

* |senz .  senx
5— | dx converge en forma absoluta, por lo tanto la integral 5— converge.
1 4 1 4

Por lo analizado en los puntos i) y ii) la integral I converge.

I= / cos(z?) dz.
0
Aplicamos el método de sustitucién de variable.

1 du
S =22, du =2z dx, =z, - — =dx.
eau = z°, du xdz, \/u x2\/a x
oo 1 o0
Si:c—)oo,u—>ooysix—>O,u—>0,1ueg0,]:/ cos(:cz)d:c:—/ cos(u) du.
0 2Jo  Vu

| —
I

Como la integral I; tiene dos puntos singulares (u = 0, u = 00) la escribimos de la siguiente forma:

* cosu L cosu > cos(u)

—— du= du +
0o Vu 0o Vu 1 Vu

I I3

du

Analizamos la convergencia de la integral I5. Aplicamos el método de integracion por partes: z = cosu,

d
dz:—senudu,dvz\/—%,v:2\/ﬂ,

1 1 1 !
12:/ cosu du:2\/ﬂcosu‘ +2/ \/ﬂsenudu:2cosl+2/ Vu senu du,
o Vu 0 0 0

1
la integral / vu senu du, es propia, por lo tanto la integral I converge.
0

Analizamos la convergencia de la integral /5 aplicando el método de integracién por partes z =

Bl

-1
dz = — du, dv = cosu du, v = sen u,
2u2
* cosu sinu]® 1 [ senu
3 1 \/ﬂ v bilgo |: \/E :|1 + 2\/1 u% v
senu |b . senb sen(l)

lim =0—senl = —senl (existe y es finito).
sen u

3
Uz

1 > d

< =y / —Z converge ()\ =2 > 1). Por el
w2 1 w2 2

sen u

=— du converge, pues
U2

du converge en forma absoluta, por lo tanto

oo
criterio de comparacién directa la integral / <
1 u2

° senu »
— du también converge.
1 U2

. Por lo analizado en los puntos A) y B), la integral I3 converge.

Finalmente la integral I converge por el andlisis realizado en los puntos i) y ii).
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o d
Yy e —
2 zlnzln“(Inz)

e La convergencia de la integral / la analizamos aplicando el método de sustitucién de variable v =

d
In(ln z), du = <

rlnz’
Siz — oo, u—ocoysiz=e? u=1In2, luego

o dx > du
—— e dz= [ —,
2 zlnzln“(Inx) ln2 U

A = 2> 1, la integral converge (integral impropia de primera especie).

Z.

)

o Sen | —

8./ "y
1 x

. . 1 dzr du
e Hacemos cambio de variableu = —, du = — — — doxr = — —.
T 2 u?2

Siz = oo, u—0ysiz=1,u=1,luego

1
o0 SN <E) O senu du O senwu Lsenu
-~ 7 d;zj = - = — du = du,
1 z 1 u 1 u 0 u

1
U

la dltima integral tiene un punto singular en u = 0, pero como lin% se% = 1, la integral converge.
u—
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. Verificar si cada una de las siguientes integrales converge y calcule su valor, si es del caso:

(1-— :102) arctanh x 1 22Var? -1

C’/ T of Wt

. Estudie la convergencia de las siguientes integrales.

oo /T sen 12
a)/ )/ zlnz d:c C)/ ln:cdx
0 ln(l—i—:z:) (1+2?)

d) \/_1n:v de e)/ \/Eein:vdx f)/ benhxd

0 x—i—l

1
dx senx . 3
)/7 h)/ dx 1)/ cos x°dx
£ 0o Vo —a? 0

- 2+ xcos’x dx
i), S—="=dx k) / —=

1 V1+ad o 1—2a*

. (Para qué valor(es) del pardmetro la integral dada converge?
—% °° pa—l % Inz
a)/ *(1—e Vo)dx b)/ < dx c)/ ————dx
’ o 137 o (o
dx > arctan(ax) < La

d)/ = e)/ —————dzr,a#0 t)/ —=——dx.

1 (Inx)® 0 x 1 (1+2)8

. Encuentre el valor del pardmetro para que la integral dada converja y calcule su valor.

a Z —_a >d:17 b/ ( 1 >dx
)/1 <2x2+2a z+1 ) 2 +1 2z +1

. Estudie la convergencia condicional o absoluta de las siguientes integrales.

a) / COST 7. b) / _senr g,
1 T o/ +1

) /OO sen 3x22 1nxdx d) / senxdx
0 x

o 2
. Encuentre los valores de a y b de forma que: / 2e" +brta g gy 1.
1 z(2x + a)
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- En07, (1 - .I'Q)(;rctanh ) ~ %, por lo tanto la integral diverge.

2

b)/ dz +/Oo __dz
\/:v2 2z — 1 2 x?V/x?2 -1

En 1T, = 1 ~ 1 converge.
2?2V -1 22\ (e—D(z+1) V2Vz -1
En +o0, 1 .1 converge.

222 —1 28
Sea x = sec = dx = sec O tan 0d0,

/ _ [?% _secftan6dd _ 2 de :/7c059d9:1-
ﬂ/;1;2 0 sec?fOvsec?h — 1 o sect 0

C)/ :v\/xT /12x\/cch / zvr —1

En1lt, ~ L__ converge.
zvr—1 r—1 g
1 1
En +00, ———— ~ —- converge.
v —1 x% &

Sea x = sec? § = dx = 2sec? 6 tan 6db,

X

/ / 2 sec? 6 tan HdO —9 7d9:29 -
:E\/:c — 0o sec?Bvsec20 —1 0 0

)/1 (x+1)\/:172—|—3.

_r 1
En oo, @t 1)\/582——1—3 2 converge.
Seax+1—%:> dx :—@,

=1 1n3.

VT sen % 1\/Esenl2 ooﬁsen 5
)/ — / —— L dx —|—/ —— L dx.
In( 1+:17) o In(l+z) 1 In(1+2)
1
/T sen =
En 0T, (i T 55)2 < (I/f ) ~ g = % .. la integral converge.
n x x z
VT sen % VT sen % x%
En oo, L < L ~ L = 31 < %, por lo tanto la integral converge.
In(1+ z) Inz Inz e as

b)/ xln:v
1+:17
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2
En oo, rzlny £LX = £ ~ L .. la integral converge.
(+a2f = (L+a?f  (Lpadp g2l imcemeones

La integral puede calcularse por partes: v = Inz, dv =

ﬁ y su valor es:
T

o0

Inx 1 x?
7—1-—111
( 2(1+2%) 4 1+$C2)1

c)/ hlxd:v

ln:c

=0.

1
2
T3

En 0, < por lo tanto converge (es absolutamente convergente).

x3

[~}

. _1 2
Se puede integrar por partes u = Inz y dv = x~ 3dx y su valores Sz3

d)/ fm / fmd +/ fm o

En 0" no hay problema, pues lnn+ Vrlnz = O.
z—0

3
En \/_ln:v< S|
’.’L'—l—l 2?2 +1 :c%

1 o)
e)/ \/Einxd:v:/ LELde:v—i—/ \/Einxdx
0 € 0 e 1 e

En 0™ no hay problema pues 1im+ Vzlnz = 0.
x—0
\/_ Inz

, por lo tanto la integral converge.

< —, por lo tanto la integral converge.
x?
" senh
f) senh z ;
0o VT
En 0+, senbz | =/, por lo tanto converge.
\/_ \/_
1 1
o] 7 e
x—xt x —xt x —xt
En0t, = ~ —, por lo tanto la integral converge.
\/:C—:C4 \/x(l—:v?’ VT
- 1 1 1 1 :
En1-, = = ~ por lo tanto la integral
vV —zt vVl —x3) Vel —z)(1+z+22) V3/I-z
converge.

h)/ —In(senz) , /7 —ln(;enx) d:z:—i—/ﬂ —ln(;ena:) doe.
0 us

2

En0t, — ln(;en 2) ~ = lxn L> %, por lo tanto la integral diverge.

—2In(m — x)
ﬂ' ~Y

_ —In(senx)

En7—, T —% ( Inm— %) y la integral converge.

<

Luego / —de diverge.
0
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oo
1) / cos x3dx
0

o > [P cos(z) .

Por sustitucién z = 2> = dz = 32%dx, / coszPdr = 3 / —~*dz e integrando por partes,
0 0 3
9 b b b
u = cos(z) ydv = 273, %/ L824, = L8402 4 %/ SELZ 4z, Tomando el limite cuando
0 23 z3 10 0 3 .
b — o0, el primer término de la dltima expresion es 0 y la segunda expresion blim % SeNZ 4,
— 00 0 .3
converge absolutamente, pues se% < %
z3 3
o0
En conclusion, se tiene que la integral / cos 23 dx converge.
0
: 2+ zcos’w
i), / dx.
1 V1+ad

2+ xcos’x 24z z _ 1 :

En oo, < ~ = = —— por lo tanto la integral converge.
\/1+.T5 \/1+.T5 CC% :1;‘%
k
) / 11—zt

Enl1-, = 1 = 1 ~ 1 , por lo tanto la integral

1—:104 A+ -2%) (Q+2)A+a2)(1-z) 4(1-2)

diverge.

.a)/ *(1—e \})d

_1
EnO0",2%(1—e V%) ~z%= %a y converge para o« > —1.
x

1 N
Enoo, z%(1 —e V%)~ % = 11 converge para o < —1.
T —a
x2

Por lo tanto la integral converge para —1 < oo < — %

o0 a—1
T
b)/ 1+xd$'
-1

+ ~ a—1 — 1
Eno0 1 Tz "% T converge para o > 0.
a—1 a—1
En oo, L ~ Z -1 converge para o < 1.
’ 1 + €T X IQ*O{ g p <

Por 10 tanto la integral converge para0 < a < 1.

5 —
c) / a lnx —dx / 1n(ziu)du Obsérvese que se sustituye u = 1 — x, du = —dx.
— 1) 0

En 0, ln(ia“) ~ u% = alil que converge para o < 2.
u

2
dx
d /1 (Inz)“
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1 converge para o < 1
por lo tanto

(Inz)~ ( ) diverge para o > 1.

arctan (ax) arctan (az) > arctan(ax)
e) = — dz.
1

En 0, arctan(ax)

En1lt,

Ioz

arctan(ax)
xo{

En oo, ~ QLQ por lo tanto converge para o > 1.
T

Finalmente la integral converge para 1 < o < 2.

de'
D/l (1+2)° v

Bnoe, 2% 2% _ 1
(14+z)8 28 28~

oo 0© 201 _ 2
.a)/ ( T _ a )d:v:/ 24(1 —2a) + & — 2« o
1 \2224+2a x+1 1 2(2% + a)(z + 1)

— converge para § — > 1.

1 |
22(1 — 2a) + © — 202) ) si a = 5 y converge.
2 ~Y

00 _ 1 [es)
Para que converjaen o = %,/ Qx—zdx = %/ 2255—_1@5 =
1 (222 +1)(z+1) o (z+1)(z+1)

I 222 +1 *%1n2,yaque 2z —1 _ 2z _ _1

2 (x+1)2 2z? +1)(x+1) 222+1 z+1

> 2o —1)r?+ax—1
b a1 )dx:/ ( dx
)/2 (w2+1 20 +1 2 (224 1)(2z+1)

« : 1 -
En oo (2a — 12?2 +ax —1 N T si o # 5 diverge
(z* +1)(22 +1) 412 Si o — L converge.
x

z . _ 1
Asi, la integral converge para o = 3.

[e’e) 1. [e'e) o0
/ Ldm:%/ QU—_2dx:%n$7+1 =1ln5-In2.
2 (2 +1)(2x+1) 2 (22+1)(2z+1) 2z +1)%],

. . . 1
. a) La integral converge condicionalmente, pues integrando por partes v = -,

o0 oo o0
cos T, _ senc senx
/ dz = + / 5.
1 1 1 z

o0 o0
Como |sen:v | < — setiene que / sengc ===dx converge. Ademds lim W =0, luego / Coxﬁd:r
x 1 CC 1

v = cos(x),

Tr—r0o0 x
converge.
oo
cos T . CoS T
Por otro lado | |d:c diverge, pues | cos x| > cos?x = l+cos2r | | > 1+ cos2z
1 x 2 T 2x

Luego/ |cc;—sx|dx > %/ de = %{/ dx —|—/ cos%ixdx}que diverge, ya que
1 1 1 1



Ejercicios de MA-1002  Cilculo I 103

o0 o0
dx i cos2x ;.. _ sen2zx
/1 + diverge, aunque ! T de = =

oo 0o
+1 / %dw converge.
1 1 €

En efecto, la primera parte vale 0 — % sen 2 y la segunda converge absolutamente.

o0
| cos z|

—— du diverge.

Finalmente, /

b)/ _senx / _senx g / _senz g,
vz +1 vz +1 vz +1
En 0% no hay problema lim —S3ZL_ — 1y ademds L _ > ( -, / —SeRL_dx converge
0

=0t i/ + 1 zvr+1 v+ 1

absolutamente.
sen x| 1 sen
En oo, |7 < — por lo tanto / —=== _dx converge absolutamente.
v+ 1 x% v+ 1

o0
Finalmente / —SCUT _ 72 converge absolutamente.

v+ 1

C)/Oo sen3x2 hlxdx:/l sen3x221na:dw+/oo sen3x221nxdx‘
0 X 0 T 1 X

2 ! ! 2
En 0%, |w| ~|3lnz|y [ |Inz|dz converge; porlo que laintegral [ SEN3ZZINT g0 cop
x? 0 o 22

verge absolutamente.

’Inz |lnx| Inz “Inx C1a “ sen3a?lnz
| < Ly : L dx converge .. la integral 1 ST Ly con-

IQ ZC2 €T €T €T

verge absolutamente.

d)/ senxd / senxd +/ senxdx

En 0" no hay problema, pues lim senx = lim 2y/zcosz = 0.
z—0t x z—0t

En oo,

En oo, integrando por partes u = 1
T

oo oo

1 cosw coszx

.

T T

/ senx d __COST
Va . vz

o0
Como | €952 coRL | < 1 , la integral / €O2L dx converge absolutamente.
T 2 €T 2 ™ _

o0
. . en
Analicemos la convergencia absoluta: / ’ Seux ‘d / SeNL gy + / %dm.
x x

, dv = sen xzdx se tiene:

oo

-1
3

T

En 07 no hay problema pues lim S¢LL —

=0+ /T
Enoo,/ %d:vz%/ (\/1_ C(jgx)dx

oo
Observe que |senz| > sen?z = L= ‘3205 20 _, [senx| o 1-cos 2% entonces / de diverge y
X
™

Voo 2z
/ M converge.
x vz
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o0 o0 o0
o se .
Por otro lado L1 4 1 / Sen2dT jmplica que / Isena] ;. diverge.
P T

e 25 = VT

o0
Entonces / SCUT 77 converge condicionalmente.
0

X
> 202 +br+a _ [T b=—azta _
. a2 T T2 1 )de = =
1 x(2z + a) 1 z(2x+4a)
_a_ ia="0
En oo, (b—a)z+a | 3,2 si a = b converge
(22 + a) b=a si a # b diverge
2z
Paraqueconverjalaintegralsia:b,/1 m:a/l (#—Z?/fa)dx:
TEE L a ay — a _ a _
1n(2:1:—|—a) 1 =1In3 1n2+a _1n(1—|—2),1ueg01n(1+2) =1= 1—|—2 =e= 5 =

e—1=a=2e—-2
Para que la integral valga 1, debe tenerse que a = b = 2e — 2.

. Analice la convergencia de las siguientes integrales impropias

1 x
Vrdz /2 In(sen x)
A T B ——d
) 0 ) 0 Vi !

esenz _

o0
. Determine los valores de 3 para los cuales se verifica que / re Prdy = %.
0

. Analizar la convergencia de las siguientes integrales impropias.

% ™
A) / In(sen z)dz B) / xIn(sen x)dx
0 0
b ! In zdx
C)/ x cot xdx D)/ s
0 0o V1—2a?
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Ejercicios Semanas N0.9-10: Induccion y sucesiones

Prof. Jaime Lobo, Prof. Rodolfo Obando

(a) De una prueba inductiva de los resultados siguientes:

a) (l+x)" > 14 nz, Vo > —1, n € N (desigualdad de Bernoulli).

b)1+2+~-~+n:@.
124224 g2 = M DE D)
g :
(b) Paratodo k, n € N, k < n se define CF = — 1 Pruebe que: C*_, + C¥*1 = Ck+1. Pruebe

 El(n— k)
entonces por induccién la férmula del binomio de Newton:

(a+b)"=a"+Cla" o+ 4 CFa"Fnk 4 ... 4 b7,

(c) Mediante resultados sobre funciones numéricas de variable real, estudie la convergencia y el valor del

Iimite en caso de existir las sucesiones:

— n — N .
' ii. b, =a iii. ¢, = Va v, d, =12
i. a, = n® a

. ., . . .. . a . .
(d) Probar que si (ay,)n,>1 €s una sucesion de términos >0 tales que el limite lim Z—“ existe y es igual a
- n—00 n

L, entonces a,, — 0,si L < 1;b,, —> 00, si L > 1. Deducir los limites de %, Z—:

(e) Se define la sucesi6én recurrente por a,+1 = an,(l — a,), a > 0. Probar que ésta es convergente
<= ap € [0,1]. Calcule el limite en este caso en funcién de ay.

(f) Seala sucesién: a, = 1, an41 = (1 + @)%, n > 1. Pruebe que es creciente y acotada por 2. ;Qué
deduce?. Explicar como aproximar una raiz real del polinomio: p(z) = 2% — 22% — x + 1.

(g) Se definen las sucesiones x,, = (1 + %)n, Yn = (1 + %)nﬂ, n > 1. Pruebe que la primera es

creciente, la segunda decreciente y ambas acotadas. Explicar como emplearlas en la aproximacién del

105
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nlmero e.
| T bw )
(h) Analice la convergencia de las sucesiones: z,, = (™ + b")7, y,, = (%) ,a,beRT.

(1) Estudie, si existe, el limite de cada sucesion:

e 2\ *
n . zp, =n ), . [ (2n)!
i = _n_ — k2 m. x, = ( >
1. L, = . k=1 [
(j) Pruebe que la sucesion: a,, = (1 + % + -+ %) — Inn, es convergente.
(k) Considere la siguiente sucesién definida por recurrencia:a; = 1, a, = a,—1 + 3. Demostrar que

a, = 3n — 2.

(1) Demuestre por induccién sobre n que (1 — x) [(1 +o)(1+22)1 42 (1+ xQ"I)} =1-2z".

Si |z| < 1, demuestre que lim [(1 +2)(1+22)1+2b) - (1+ J:in)] 1

n—00 o 1—z ’
(m) Considere la siguiente sucesion definida por recurrencia: a; = 2, a, = ap—1+n—2,Vn > 2. Demostrar

por induccién que a, =2+ (n —1)(n — 2).

(n) Calcule el limite de la sucesién {x,, }, si: 2, = <1 + %
n

~
3|
7N
—
+
|N>
NN
NN
3l
7N
—
+
3 |3
NN
~
3=

n
(0) Calcule el limite de la sucesién definida por: z, = Y 1 [sen (2]{)} cos (%)
k=0

. . . n k2
(p) Calcule el limite de la sucesién {z,, }, si z,, = _
P ton} kZ::o n2Ynd + k3

(q) Sea f(x) una funcién continuaen [0,1]y sea z,, = % {f(%) + f(%) + f(%) N f(%)}

i. Exprese lim x, como una integral definida.
Tr—r00
1

ii. Utilice (a) para calcular lim — (1'% 4215 4315 4 ... 4+ n'%),

n—oo n,

iii. Utilice b) para calcular lim —-
n—oo n,

(1'% 4215 435 ... 4 n19),

(r) Suponga que f(x) es una funcién diferenciable para todo x € [0,1] y que f(0) = 0. Sea la sucesién
{a,,} definida por la férmula a,, = nf (%)

i. Demuestre que nh_}ngo an = f'(0).

ii. Utilice a) para calcular nhi& an, si a,, = narctan ( %)

(s) Utilice induccién matemadtica para demostrar la identidad: P(n) =a+ (a+ 1)+ (a+2)+---+ (a +
n—1)=in(2a+n—1),Yn=1,2,3,..., aes unaconstante fija.

(t) Sea la sucesién {a,, } definida por recurrencia de la siguiente manera: a; = 2, ay41 = %(an + 4); para

n>1.
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Ejercicios de MA-1002  Calculo II

Demuestre mediante induccién sobre n, que a,, < 4, para cada n.
Demuestre que {a,, } es creciente. Calcule su limite.

Demuestre por induccién que 3 + 32 + 33 + ... + 3" =

[\J[eV)

(37 —1).

107
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Soluciones ejercicios Semanas No.9-10: Induccion y sucesiones
Prof. Jaime Lobo, Prof. Rodolfo Obando

(a) De una prueba inductiva de los resultados siguientes:

i 1+2)">14nz, Vo> —1,n € N (desigualdad de Bernoulli).

iii

i

—

=

i

i

i14+24 - +n=

nin+1)

-

n(n+1)2n+1)
5 .

L1422 4 2=
Solucién

. La desigualdad es trivialmente cierta para n = 1. Suponiéndola cierta para n y probémosla para n + 1.
Enefecto, (1+2)" ™! = (1+x)"(1+2) y como (1+z) > 0, por la hipétesis de induccién, (1+z)" 1 >
(1+nz)(14+2z) =1+ (n+ 1)z +nz* > 1+ (n+ 1)z, conlo cual se concluye el resultado.

. Es cierta para n = 1. Siendo cierto para n, entonces: 1 +---+ (n+1)=(14+---4+n)+ (n+1) =
nin+1) n+Hn+2) m+H((n+1)+1)

_
5t +1) = 5 5

. Escierto paran = 1. Siendo cierto para n, entonces tenemos 12 +- - -+ (n+1)? = (124 - -+n?)+(n+

, que es la propiedad paran + 1.

12 = n(n + 1)6(2n+ 1)+(n+1)2 _ (1) n(2n6+ D 4oy 1} _ (1) [n(2n+ 1)6+ 6n+6] _
2
(n+1) {271 +67n+ 6} = (n+ 1)((n +1) —E D@ +1) + 1),que es la propiedad paran + 1.
(b) Para todo k, n € N, k < n se define Ck = ﬁ Pruebe que: C¥_; + C¥"1 = C*+1. Pruebe
I(n —k)!
entonces por induccién la férmula del binomio de Newton:
(a+b)"=a"+Cla" b+ -+ Cra"Fnk 4. 4"
y; - k k1 (n—1)! (n—1)! _
Solucién Se tiene que C_; + C7) = i —1— )] + GEDln—k—2)
(n-—DIk+D+n—-1-k)] _ (n—1)n _ n! _ OkH
(k+1Dl(n—1-k)! (k+D!n—(k+1))! (m—(k+D(k+1)! o

La férmula del binomio, es cierta para n = 1. Siendo cierta para n, entonces:

(a+b)"t =(a+b)"(a+b)= (X d"b"*CF)(a+b) = a*To"*CE+ Y abpn—r IOk =
k=0 k=0 k=0

n+1 n n

S aFpr ROk L S ghpn T TICK = prtl 4 3T gkpn R (CE L 4 OF) + @ T = férmula para
k=1 k=0 k=1

n+ 1.

(c) Mediante resultados sobre funciones numéricas de variable real, estudie la convergencia y el valor del

Iimite en caso de existir de las sucesiones:

k
a) a, = n®. b) b, = a™. ¢) e, = Va. dd, = Z—n.
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Solucién Para cada una de las sucesiones a,,, by, ¢, d,, estudiamos el limite en +oco de las funciones

1 k .
r— Y rr—a’, x— aT,r —> I—n respectivamente:
a

0 sia<0 0 sia<0
— Puesto que si x — 00, 2% — 1 sia=0 = a, — 1 sia=0
400 sia>0 400 sia>0.
0 si0<a<l1 0 si0<a<l1
—Puestoque siz — 00, a” — ¢ 1 sia=1 =b, — ¢ 1 sia=1
400 sia>1 +o00 sia> 1.
. 1 0 si0<a,a#1 0 si0<a,a#1
— Puesto que si x — 00, a® — == ¢, —
1 sia=1 1 sia=1.

0 sia>1, Vk

0 sik<0,a=1

T k
— Puesto que si x — oo, e_a — 00, YV a € R, entonces x—k — 1
x a

sik=a=1

400 sik>0,a=1

400 si0<a<l1, Vk
0 sia>1,Vk6k<0,a=1
entonces d,, —> 1 sia=k=1

400 sik>0,a=160<a<1,Vk.

Probar que si (@, ),>1 s una sucesién de términos >0 tal que el limite lim GZ'H existe y esiguala L,
- n— o0 n
k
entonces a,, — 0,si L < 1; b,, —> 00, si L > 1. Deducir los limites de a—’;, n_n
n!’a
Solucion
. Paran > N se tiene ag—:l < L+e, L+e<1,entonces a1 < an(L + ¢), (pues a, >0) = 0 <
an+p < an(L+¢€)Pycomo (L +¢e)? — 0,sip — 00, anp, —> 0.
Paran > N se tiene ag—:l > L —¢,con L —e>1,entonces paran > N, apt1 > an(L —e) =
an+p > an(L —€)P y como (L — €)? — o0, i p — oo, entonces a,, —» 00, $i n — 00.
Cuando L = 1, no hay criterio. Por ejemplo, si a,, = %, ag—:l — 1y (an)nen converge, mientras que
para b, = n, bzﬂ — 1y (bp)nen no converge.
n
an+1
., n .. n + 1)' a . . . an .
La sucesién & es positiva ( = — 0, si n — 00, lo que implica que *~ — 0, si
n! p y a™ n+1 4 p 4 n!
|
n!

n — OQ.
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n+1* .
.. k . n+1 . .
La sucesién L satisface que -2 —1l(ntl — l, sin — oo, V k, entonces converge a 0, si
a™ nk a n a

n

a
a > 1; diverge a +00, si 0 < a < 1. Es claro que para a = 1, la sucesion converge a 0, si k < 0; diverge a
400, si k> 0y convergea 1, si k = 0.

Se define la sucesién recurrente por a,+1 = an(l — a,), a > 0. Probar que ésta es convergente

<= ap € [0, 1]. Calcule el limite en este caso en funcién de ay.

Solucién Observemos primeramente que para cualquier valor inicial ag, la sucesion es decreciente, pues

an+1 — an = —a? < 0. Supongamos ahora que ag € [0, 1]. Puesto que la funcién f(z) = z(1 — x)
es tal que f([0,1]) = [0, 1], entonces a1 = f(ao) € [0, ]. Por induccién se establece que Vn > 1,
an €10, %].

Es cierto paran = 1. Si a, € [0, 1] => f(an) = ant1 € [0, ]y se concluye el resultado.

Como f(z) < z, Vz, entonces (ay), es decreciente y acotada inferiormente por 0, lo que implica que

es convergente. Su limite L, satisface la ecuacion L = L(1 — L) < L?=0= L = 0.

Supongamos ahora que ag ¢ [0,1], como f(x) <0, siz ¢ [0,1], se deduce que a1 = f(ag) < 0. Por
induccién se establece entonces que Vn > 1, a, > 0. Si convergiera, su limite L debe ser 0, lo cual
es imposible pues a,, es decreciente y negativa a partir de n = 1. Por lo tanto, no puede ser acotada
inferiormente y entonces a,, — —00, si n — 0.

Sea la sucesion: a, = 1, an41 = (1 + \/ﬁ)%, n > 1. Pruebe que es creciente y acotada por 2. ;Qué

deduce? Explicar como aproximar una raiz real del polinomio: p(z) = 2% — 222 — x + 1.

Solucién Probemos que es creciente por induccién: as = /I + 1 = /2 > a;.
(V1+va)? - (VI+ Jan1)?
I1van + /14 a1

>0 = anp+1 — a, > 0, es decir es estrictamente creciente.

[

1
Siap >an_1 = apnt1 —an = (1 ++/a)2 — (1 + /an_1)

Van — RV An—1
VIt Van + 1+ J/an1
Probemos que es acotada por 2 por induccién: ag = 1 < 2.
Sia, <2 = an+1 =+/1+ /a1 <V1+ V2 < /4 = 2. Por lo tanto es convergente. (Teorema de

convergencia mondtona).

Si L =limitede (a,) = L = (1+\/§)% — [?=1+V2 = (L?-1)?=L = L* 20>~ L+1=
0. Por lo tanto una raiz real del polinomio #* — 222 — z + 1 se aproxima por medio de (a,).

Se definen las sucesiones x,, = (1 + %)n, Yp = (1 + %)HH, n > 1. Pruebe que la primera es
creciente, la segunda decreciente y ambas acotadas. Explicar como emplearlas en la aproximacién del

nimero e.
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+ —) + ——
Solucién (z,) es creciente: x;“ = n +11 = (1 + = i 1) n —11- 1] _
(1+1) 1+ L
1 n? 4 2n )" _ ( 1 ) ( 1 )” : -
1+ ) =(1+ 1— . Usando la desigualdad de Bernoulli
( n+1 <n2+2n+1 n+1 (n+1)2 &

(pregunta a) de 1)), tenemos:

1 n Tn+1 1 n _
1—-— >1—- —— or lo tanto == > (1 + 1—-—— | =
(n+1)2) — (n+1)2yp Tn ‘( (n+1))< (n+1)2)

(n+2)(n2+n+1)

y esta dltima cantidad es >1 pues n® +3n2+3n+2>n3+3n2+3n+1,VneN.

(n+1)°
1 n+1 n+2
1+ = 1+ 1
(yn) es decreciente: T s 1+ 71 1
(1+-15) + =
n+1 n+
1 n+2 4o o
1 11 n(n + 2) n(n+2) - n(n+1) n
n+

2
(desigualdad de Bernoulli), por lo que tenemos yyﬁ > (1 + %) >1 = yn >Yn+1 = (Yn)nen €8s

decreciente.

Es claro que (yn)nen €s acotada; pues es decreciente y positiva. Por lo tanto (2, )nen €s acotada, pues
Ty < Yp. Si L =limzx, = L =limy,, puesy, =z, (1 + %) Entonces z,, < L < y,, Vn, lo que
aproxima e por arriba y por abajo.

1 1N
Analice la convergencia de las sucesiones: x,, = (a™ + b")%, Yn = (M> ,a,beRT.

2
Solucién Si a 6 b = 0, la sucesién es constante e igual a min(a,b). Supongamos a, b > 0, entonces
1 1 b & 4 bW —
an =1+ log% + 0(%), bn =1+ log(n—) + 0(%) = log(yn) = nlog %H
1 1
am £bn —2) _ (ab) (;) _ (ab) (l) oo (@b)

nlog(l—i— 9 )—nlog(l—i—log o +ol(5 =n | log o +ol(5 = log B +
o(l) — log (C;—b), si m — oo, por lo que log(y,) — log aTb’ si m — oo, lo que implica que
Yn — €XP <1og @) = ab.
Estudie, si existe, el limite de cada sucesion:

n TR i & o (ea\T
Tn =3 an_ et i, zn = (5w |

k=0 n°k
Solucion
Ty, = —n___1 3 1 suma de Riemann de f(z) = 1 de malla 1 =

k§0n2+k2 ”EOH(E)Q i) 1+ 22 n

n
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1
:cn—>/ 1 de:arctanlzg,sin%oo.
o 1+

. ek 1 & ek 1 e
. T, =n = = =
k; k? ”k; (E)Q ”k; (@)
n n
f

, corresponde a una suma de Riemann de f(z) =

1 11

e S . . e
& [0,1], funcién integrable, pues }E}Sﬂ (x) = 0, entonces x, — Sea dx y tomando

1 —+o00
u = %, la integral = —/ e “du = / e “du = %.
+oo 1
N

iii. x, = % <(2ni')) = log(x,) = log (%) + % log <(2n—)> Pero log (2n') =log(n+1)+---+
log(2n) = nlogn + log2 + log (2 — %) + et (2 — nT—l) = 1og( n) = (1) + logn +

1

%(1og2+1og (2—5)+---+log (2L —1

I
—

) = %(log 2+ - -+log ( —=)) = suma de Riemann
1

3

de f(z) =log(2 —z)en [0,1] = log

—~

Tn) —>/ 1og(2—:c)dx:2ln2—1:>xn — %_
0

(j) Pruebe que la sucesion: a,, = (1 + % + -+ %) — Inn, es convergente.
Solucién Es ficil ver que 1 + % 4+ 4 % una suma superior de Riemann de la funcién f(z) = %
n[1,n+ 1], porlo tanto 1 + % ot >+ 1) = a, > In(n+ 1) —n(n) >0 = (an)n
es positiva.
_ _ 1 _ _1 n _ _1
Por otro lado, ap41 — a, = | In(n + 1) + In(n) n+1+1n(n+1) n+1+
Por el teorema del valor medio, log (1 - n—li— 1) = " ;11)9 , donde 6€]| 1—#, 1[=n ( - %) <
- (n%l— 0 = (x) < n—}- T~ n—li— 7= 0 = any41 < ap, es decir (a,,) es decreciente.
Siendo acotada inferiormente y decreciente, es convergente (teorema de convergencia mondtona).
Nota El limite de (a,,) es llamado el nimero gama de Euler.
(k) Considere la siguiente sucesion definida por recurrencia: a; = 1, a, = an—1 + 3. Demostrar que

anp = 3n — 2.
Solucién Demostraremos la relacién por induccién. En efecto, a3 = 1 = 3(1) — 2.
m=n+1Dapt1 =a,+3=3n—-2+3=3n+1=3(n+ 1) — 2. Asi se ha demostrado que
ap =3n—2,VneN.

(1) Demuestre por induccién sobre n que (1 — x) [(1 +2) 14+ 22) 1 4+2%) -1+ xin)} =1-2".

1

11—z

Si |z| < 1, demuestre que lim [(1 +x)(1+22)1 42 (1+ xin)] =
n—oo

Solucién Demostraremos la relacion por induccién. En efecto, paran = 1 la relacién es verdadera pues,



(m)

()

(0)

(p)

@
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(1-2) [(1 + x211)] =1-—a2

(n=n+1(1-z) [(1 + o)1+ 22)(1+at) - (1+ xz“)} 1+22)=010-22")1+2) =
1+222" =1+22""", 1o que concluye la prueba.

n— 2" n
Por otro lado, (1 +)(1+22)(1+a%)--- (1+22" ') = %ycomo 7] <1,2%" — 0y se tiene

que lim [(l—i—:v)(l+x2)(1+x4)"'(1+$2n1)] =1

n—o0o _1—1"

Considere la siguiente sucesién definida por recurrencia: a; = 2, a,, = ap—1+n—2,Vn > 2. Demostrar

por induccién que a, =2+ (n —1)(n — 2).

Soluciéon Demostraremos la relacion por induccién. En efecto, paran = 1 la relacién es verdadera pues,
a1 =2=2+1(1-1)(1-2).

m=n+Da1=a+n—-1=2+1n-1n-1)+m-1)=24+i(n-1)(n—2+2) =
2+inn—-1)=2+3(n+1-1)(n+1-2).
1
22

(1—0—”—2)

Soluciéon Tomando logaritmo se tiene:
_1 1 22 n?\)_ 1% k?

logacn—ﬁ<log<1+ﬁ>—l—log(l—l—ﬁ)—i----log(l—i—F))—ﬁkz_:l(l—i—n—z) —

1 1 2 1 2
/ 10g(1+x2)d;§::Clog(1+x2)|(1)—/ 23 dx:log2—2/ 1+a”—1g, -
0 0 0

3=

3
7 N
[
+
S |3
NN
N——
3=

Calcule el limite de la sucesién {z,}, si: z,, = <1 + %)
n

1+ 22

1 1
log2 — 2 da:+2/ —dx 1569 924 2arctans|' =log2 — 24+ .
522 [ Lo [ A 1oy o =log2 -2+ 2

n 2
Calcule el limite de la sucesién definida por: z, = >_ % [sen (Zn—kﬂ cos (%)
k=0
n 2 1 1
Solucién z, = > 1 [sen (%)} cos (%) — / sen?(2z) cos zdx = 4/ cos® x sen? xdx =
0 0

n n
k=0

1 1 1 1 1
4 / cos x(1—sen? x) sen® zdx = 4 / sen? x cos wdr—4 / sen x cos rdr = % sen? :v‘ —% sen® x}
0 0 0 0 0

4 31 _ 4 5
3 sen 1 = sen 1.

n 2
Calcule el limite de la sucesién {x,, }, six, = > k=

n k2 n (%)2 1 2d 2 d ; 2
Solucion z,, = R\ 7_>/ M:l/ au 13,2 3’
Z k;z::O 0 3/1+x3 3 1 % 32

=0 n2nd + k3

2(Va-1).
Sea f(x) una funcién continuaen [0,1]y sea x,, = % {f(%) —i—f(%) +f(%) +- 4 f(

3|3
~



il.

iii.

il.

ii.

(r)

il.

ii.

(s)

®

il.

114 Soluciones ejercicios Semanas No.9-10: - - -  Prof. Jaime Lobo, Prof. Rodolfo Obando

Exprese lim x, como una integral definida.
Tr—r00

Utilice a) para calcular lim %(115 + 215 4315 4. 4 nld).
n—oo n,

Utilice b) para calcular lim %(115 + 215 4315 4. 4 nl5).

n—0o0 N,

Solucién

n 1
Es claro que z,, = %g:of(%) — /0 f(x)dz.

16

3

1 1 1 15 ) 15 15 1
—(115+215+315+---+n15)=—((ﬁ) +(ﬁ) +---+(%) )—> ePdr = =
2 1

L(115+215+315+...+ 15)7ll 1 15+ 2 5+...+ n\'"\ 1 By — L
17 n T nn\\n n n ox T = n

es3

Suponga que f(z) es una funcién diferenciable para todo = € [0,1] y que f(0) = 0. Sea la sucesién

{a,} definida por la férmula a,, = n.f (%)

. Demuestre que lim a, = f’(0).
n—oo

Utilice a) para calcular lim a,,, si a,, = narctan (l)
n—o00 n

Solucion

. Tenemos que a,, = nf(%) = n(f(l) - f(0) = nf’((n)%, con 0 < ¢, < %, ya que f es derivable y

n
como f” es continua, ¢, — 0, si n — oo, es decir lim a,, = lim f/(¢,) = f/(0).
n—oo n—oo

Por la parte a), con f(x) = arctanz, se tiene a,, — f/(0) = 1 5 =1.
1+ z°lz=0
Utilice induccién matemética para demostrar la identidad: P(n) =a+ (a+ 1)+ (a+2)+ -+ (a +

n—1)=1in(2a+n—1),Yn=1,2,3,..., aesunaconstante fija.

Solucién Se tiene que P(1) =a = $1(2a+1—1) =a.

(n = n+1) P(n+1) = a+(a+1)+(a+2)+- -+ (a+n—1)+(a+n) = in(2a+n—1)+(a+n) =
na+in?—In+a+n=m+la+in’+in=n+1Da+in(n+1)=i(n+1)(2a+n)=
f(n+1)(2a+ (n+1)—1).

Sea la sucesion {a,, } definida por recurrencia de la siguiente manera: a1 = 2, a1 = %(an + 4); para

n>1.

. Demuestre mediante induccién sobre n, que a,, < 4, para cada n.

Demuestre que {a,, } es creciente. Calcule su limite.

Solucién

. Larelacion vale paran = 1: a; = 2 < 4.

(n=n+1) Porhipétesis0 < a, <4d=—=4<a,+4<8=2<an+1 <4



il.

G
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Observemos que ap 41— ay = 5(an+4)—ap, = 2—3a, = 3(4—ay) <0, es decir (a, ), >1 es creciente.
Asi tenemos que (ay,)n>1 €s creciente y acotada superiormente, por lo que el teorema de convergencia
monotona nos garantiza la existencia de un limite ¢ = nhﬂngo an. Calculando el limite cuando n — oo en
la relacion a1 = % (an +4), tenemos que £ = (£ +4) = { = 4.

Demuestre por induccion que 3 4 3% + 33 + .- + 3" = (3" — 1).

Solucién Es claro que la relacién vale paran = 1, pues 3' = 3(3! — 1) = 3.

(n=>n+1) 3432433+ 43" +3"H1 = 3(3n—1)43n 1 = 23n 43012 —3nHi(141)-2 =

%(3"4rl — 1) y larelacién vale para todo n € N.
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Ejercicios especiales: Semanas No0.9-10:
Prof. Rodolfo Obando, Prof. J. Poltronieri

(a) Calcular los siguientes limites:
1

22 1— _dx
a) lim 1 et/2)? gt b) lim — 0 Vi+iz
=0T |, t—0 t
2x ¢
¢) lim [ lev®*!cos(tx)dx d) lim € at.
t—o00 0 z—0 . t

(b) Sea f:R — R la funcién definida por f(x) = / esn”t dt. Calcular su desarrollo limitado de 5
0
alrededor de 0.

(c) Sea f:R — R la funcién definida por f(x / Va*+1 d¢. Calcular su desarrollo limitado de orden
6 alrededor de 0.

(d) Calcular el nimero 7 con un error de 1075,
1

(e) Sea f:[0,1] — R una funcién continua, demostrar que lim " nf(xz)dx = f(0).
n—oo 0

n+1
6)) a)ProbanueVnzii,%g/n lo%dx<lo%.

n 2
b) Deducir que la secuencia (2, )nen definida por z,, = 3 % — @
k=1

, o = 0 es convergente.
n+1
(2) a)ParanEN,probarque1+/nxpda:<1p+2p+-~-+n”</ xPdx,sin>1.
1 1
1P42P 4. qpP 1
nptl p+1

b) Deducir que lim
n—roo

(h) Calcular lim %dt.

n—oo 1

(i) Calcular el limite de la sucesion (2., ), definida por z;,, = /o W

1

() Calcular lim — N gy,
n—oo Jo 14+ nz?logn

(k) Sea f:R — R una funcién de clase C L (21 )n una sucesién de nimeros que converge a £>0, demostrar
1
que lim / f(t) sen(nant) dt = 0.
n—oo 0
(1) Seaa<b,a,beRysea f:[a,b] — ] 0, 0o [ una funcién continua, demuestre que
lim / |f(a |”dt = sup f(x).

n—o0 a<z<b

(m) Para cadan € N se le asocia la funcién f,,: [0,1] — R, definida por f,,(z) = z™(1 — z).
1
a) Demuestre que lim / fuf(z / hm fulx ) dx.

b) (Se podria prever el resultado?



Ejercicios de MA-1002  Cdlculo II 117

(n) Vn € N* se considera que la funcién f,,: [0,1] — R definida por f,,(z) = n?z(1 — z)", demostrar

1 1
que 1im/ fn(x) dx;é/ lim f,(x)dz.

2
(0) Sea (x,, )y la sucesion definida por x,, = / sen™ t dt.
0
. g
a) Verificar que z,, = / cos™ tdt.
0

b) Demostrar que lim z, = 0.
n—00

¢) Demostrar que Vn > 2, x,, = n 7; 1 Tp_o.

d) Definir que lim —%2n— =1,
n—oo L2n+1

(p) Utilizando el ejercicio anterior, demostrar que Vn > 0,

3 3
a) / sen z cos™ xdy = —— 3 / sen” xdzx.
2 2
b) Deducir los valores de / sen? x cos? xdz, / sen? z cos* zdz.

s
0 -3
yis

2
(q) Sea (x, )y la sucesion definida por x,, = / e®sen” xdwx.
0

a) Demostrar que Vn > 2, z,, = 1 (e% +n(n— 1):vn_2).

n?+1

5
b) Deducir los valores de / e® sen? xdz, / e® sen® xdz.
0 0

rol)
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Soluciones ejercicios especiales: Semanas No0.9-10: Prof. Rodolfo Obando,
Prof. J. Poltronieri

Calcular los siguientes limites:
1
22 1— _dx
@) lim L [ e/n)* g b) lim — 0 V1+ir
z—0 0 t—0 t
2z ¢
¢) lim [ lev®*!cos(tx)dx d) lim € at.
t—o00 0 z—0 . t
Soluciéon
12 x
mSwu:%Ju:%m;%/ eﬁmfﬁ:/nfﬁdu—+Qﬂx%0
0 0
1 t=1
: dx 2 2
b) Se tiene que VO <t < 1, 7:—\/1—1—1695‘ =21+t—-1)=
) a o Vittz 1 t=0 1t ( )
20t 2 e =11 i
t(2 gt e(t)) =1 i T te(t), donde e(t) — 0.siz — 0.
1
1 dx 1(1 1 1
De esta forma tenemos que —(1 - 7) = —(— +te(t ) == +€(t) — .
1 1 1 Va+1
c) / eVetlcos(tr) dx = leva+i sen(t:v)‘ L € sen(tx)dx =
0 ¢ o 2t )y o+l

2t Jo Vz+1

1
Var+1
%eﬁ sent — A € sen(tx) dz.

Por otro lado,

1 Va+l 1 Va1 1
%/ s sen(tz) dx| < 1 eV g = Levata| —
0

NZES T2t )y Varl t 0
1
%(e\/5 —e) — 0,siz — 0, por lo tanto: lim eV*tlcos(tr) dz = 0.

t—o00 0

t
, para algin 6; € ]0, 1, entonces % = %

2z " 2z 1 2z
e _ 0: _ 0
/Z ?dt_/x (te t)dt-an—l—/z et dt.

Ahorabien,x<t<2xycom0:z:—>O,entonces35>Ota1%uesiO<x<t<2t<5:>O<et<2:>
2x 2z T
’ / et dt’ < / 2 dt = 2z, por lo tanto si x — 0, / efit dt’ — 0.

0:t

d) Se tiene que e! = 1 + te + €%, por lo que si z # 0,

2x ¢
Finalmente lim / € —1n2.
t—0 /, t

Sea f:R — R la funcién definida por f(z) = / esen” t dt. Calcular su desarrollo limitado de 5
0
alrededor de 0.

3 4
Solucién Sabemos que sen x = x+%+x3e1(:p) = sen’z = .CCQ—%+.CC4€2(ZZ?), donde €4 (z) — 0,

ea(x) — 0,siz — 0.
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(d)

(e)

®
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Ahora bien, f/(z) = 0" % = 1 4 22 4 L 3 +x Yesy(x), con ex(z) — 0, si z — 0, por lo que

/ (¢ dt—x—i-——i-%—l—:c e(z), donde e(z) — 0, si z — 0.

Sea f:R — R la funcién definida por f(x / Va*+1 d¢. Calcular su desarrollo limitado de orden
6 alrededor de 0.

2 4
Solucién Se tiene que vz2 +1 = 1 + % — % +z%ey(x), con €1(z) — 0, si z — 0, entonces
fl(z) = eVoHl = eeVo -1 = ¢(1 4 %xz + 2%€5(x)), donde lim ea(z) = 0.

z—

Asf se tiene f(z) = e(z + L —1—:10 e(z)), con ili% e(z)=0.

6
Calcular el nimero 7 con un error de 106,

Soluciéon Por Maclaurin tenemos que si |z| < 1,

1 1, 13> nl3---(2n-1) ,
=1-—= -1
T R Gt s Wese s a
3. _2ny3
(cyprr b3 Cn ) gy g =T e

24---(2n+2)

por lo que si [t| < 1,n > 1, tenemos:

1 1.9 13- (2n—1) 5, 13- (2n+1) ~ 23 2t
=14 =¢ t 1—0nt 2t
N +2 oot 2:4---(2n) +2-4~-~(2n+2)( tint)
1 1
1 2 dt 1.3 13---(2n—1) 2n41 ‘7
—71=6 s = =6(¢ B+ ¢ R, =
T arcsen 5 . i-¢ (t+ 550 Tt 2:4---(2n)(2n + 1) ) 0 +
L1 13---(2n— 1)
6(= + 4+t + R,
(3+ 335 24 (2n)(2n+1)22”“)
_ 2n43
donde |R,| = } /113 oL (1= 0pnt?) 2 ¢20FD dt}g
294 2n+2) ’

3... 2n+3 nts
GM/ 1 |1 — 0 tQ} e 2(n+1) g < 6( ) /lt2(n+1) dt <
24 (2n +2) 4 02

2n
62 111 1..1__ 4 1

379 2n+3 9227 8 2n+3 3gntl
De esta forma |7 — 3.141592| < 1076,

<1075, paran = 11.

1

Sea f:[0,1] — R una funcién continua, demostrar que lim ! nf(xz)dx = f(0).
n—oo 0

1

Solucién Sabemos que /n nf(z)de = f(cn) / %n dz = f(ep), donde 0 < ¢, < % y como f es
0 0

. . 1 _n _
continua, nlglgo/o nnf(x) dr = nlingo flen) = £(0).

log(n+ 1) i logz logn
> — 7/
a) Probar que Vn > 3, nrl =) = dr < .

n 2
b) Deducir que la secuencia (,, )nen definida por z,, = 3 logk  (logn)®

A 5 T0= 0 es convergente.
k=1
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Solucién

a) Se tiene que f:[3,4+00[ — R, con f(z) = lo:%:v < 0, es decir

, es tal que f'(x) = %
x

decreciente, por lo que si z € [n,n + 1]:

n+1
log(n+1) _loga _ logn __ log(n+1) </ ! f(z)dx < logn

n+l1 — T — n n+1 n
2 2
b) Observemos que Ty, 4+1 — T, = IOg;EZ_—: 1) — (log n2+ 1) + (10g2n) =
n+1
logn+1 log x .
T /n —=—dx <0, es decir (z,,){.

. _ & logk  (logn)? _log2 | & logk  ["logx 3logac S log2
Ahora bien, z,, = 1;:31 3 5 == +k2::3 0 , —==dx : —==dr > —5=

log x . . e
/ % dx, por lo que la funcién es decreciente y acotada inferiormente, o sea convergente.
1

n+1
a)ParaneN,probarque1+/nx1’dw<1p+2p+---+n”</ P dx,sin > 1.
1 1
1P+2P+...+n17: 1
npt1 p+1°

b) Deducir que lim
n—r oo

Solucién

a) Sea f:]0,00[ — R, f(z) = 2P, como f’(z) = pxP~ > 0, si x > 0, la funcién f es constante

creciente y

k+1 n n—1 [k+1 n—1 n
kp</ xpdx<(k+1)p:>1+/ aPde =14 > aPde <1+ > (E+1)P= > kP
k 1 k=1Jk k=1 k=1
n—1 k+1 k+1
Ademds, Z kP < > aPdx = / aP dx.
k=1 k=1Jk 1
b) Integrando tenemos:
Pl pt1 |t Pl ¢ (n+ 1P g
1+ & < kP < X } =1+ - 1 _ <Y k< —
+ Z p+11 +p+1 p+1 2 p+1 p+1
1 1 1 1 <= 1 1+l 1 -
np+1+p+1 ”+1(p+1)<np+1 kglk < +1(1+ ) np+1(p+1)y51n—>oo
1 .
< :
tenemos que S n_)oo — 1 , es decir
|
Jim o 2k = o
Calcular lim [ Sennt g
n—oo [y n

1 sen nt 1

L < sennt <

nt — nt _mf:>

_/n dt</nseﬂ_ntdtg/nidt:>_lognS/nsenntdtglogn:>
. nt 1 nt ;. nt n . nt n

Solucién Sabemos que —1 <sennt <1 = —

lim %tnt dt =0, yaque nh_}ngo 10—%—” =0.

n—00 1
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Calcular el limite de la sucesion («.,),, definida por z;,, = / tidt.
0 (sh t+ch ¢)"
Solucién Tenemos que (sh = 4 ch z)" = e™, entonces ——dt = t e " + % / e "tdt =
o e" 0 0
_efnz _ %e*nt = _(1 + %)e’” + 1 — 0,sin — 0.
n 0 n
1
Calcular lim S A )
n—oo [o 14+ nz?logn
! 1 log(1+nlogn)
Solucién — N = log(1 + na?logn ’ _ log(1 +nlogn) _
/0 1+ nz?logn 21ogn 8 gn) 0 2logn
log [n(% —i—logn)] _ logn +log (ﬁ +logn) 1 n log (% +logn) ol G o vaque
2logn B 2logn T2 logn 2’ - yaq
1 1 1
log (ﬁ +logn) _ log (ﬁ +logn) =~ +logn _Lol=o.
logn %—l—logn logn
Sea f:R — R una funcién de clase C*, (2n)r una sucesién de nimeros que converge a £>0, demostrar

1
que lim f(t)sen(nay,t) dt = 0.
n—oo 0

Solucién Dado que £ > 0, 3Ny € Ntal que sin > Ny = a,, > 0 = lim na,, = +o0.

n—00

nay, nay,

1
Por otro lado, / f () sen(nay,t) dt = —M—i—/ Mf’(t) dt, pero
0

nan

[ty < | [ o] = LUZIOL — o s — oo por o au

lim f( ) sen(nay,) dt = 0.

n—00 0

Seaa <b,a,beRysea f:[a,b] — ]0, 00 [ una funcién continua, demuestre que

lim /|f rdt) = sup f)

n—00 a<z<b

Solucién Dado que f es continua sobre el conjunto [ a, b], tenemos que existe M = sup f(7),e[a,p] =
f(e) >0, paraalgin c € [a, b].

Sea0<e<%ycomo lim (b—a)% =1,3IN; 6N*talquesin2Nl:>|(b—a)%—1|<ﬁ,es
n—00

b 1
decir(b—a)% < 1+ﬁ,porloque (/ [f()]" dt)n SM(b—a)% <M +e.
Ademds, 36; > Otal quessi |z — ¢| < 01 = f(z) > f(c) — % =M — %
min{d1,b—c}sic#b

b 1
Escogiendo § = se tiene que (/ [f(:v)]") > (M — %)élﬁ y como
min{d1,b—c}sic="b 0

1
n

b 1
lim 67 — 1,existeN2€Ntalquesin>Ng 5T >1- 55 = (/ [f(x)]"dt)" >
n—oo a
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b 1 b
Finalmente, si n > sup Ny, Na, se tiene que ‘(/ [f(x)]" dt) " —M‘ < e, esdecirque lim [f(x)]" dt =
a n—r oo a
M.
Para cada n € N se le asocia la funcién f,,:[0,1] — R, definida por f,,(z) = 2"(1 — z).
1
a) Demuestre que lim / fof(x / hm fnlz ) dx.
b) (Se podria prever el resultado?
Solucién
1 1 1
a)/ fu(z d:v—/ (1—x)"dx=/0 x"(l—x)d:vz/o (x" — 2"t dr = %_H:C"HO—
n2|t _ 1 1 1 0. si
ek ’0 ntl nt2 (ntDmtz T
Por otro lado, f,,(x) = 2(1 —x)™ — 0,sin — oo, Va € [0,1], por lo que:
1 1
nhﬂngo | fo(z)dx =0= /0 (nlirrgo fn(z)) dz
b) Si, dada la convergencia uniforme de la sucesién de funciones a 0.
Enefecto, f(z) =0<= (1+2)" +nz(l—-n)""'=0=1-2=nr =z = nil =

ng(x)gsupf(x)zf(nil): nil(l—nil)n%O,Vxe[O,l].

Vn € N* se considera que la funcién f,,:[0,1] — R definida por f,(z) = n?z(1 — z)", demostrar

quenliﬁnolo/0 fn(:c)d:c;é/o nl;ngofn(x)dx

1 1 1
2
Solucién [ f,(v)dz = / n?z(l —z)"dx = n2/ r(l—2)"der = —2—— — 1.
0 0 0 (n+1)(n+2)

Pero, lim n%zx(1 —2)" = 0,Va €[0,1], yaque nPa™ — 0,sin — ooy 0 <a < 1, por lo que
n— oo
1 1
lim f,(z) =0= lim f,(x)dr=0%# lim fu(x)de = 1.

2
Sea (x,, )y, la sucesi6n definida por x,, = / sen™ t dt.
0

yis
2
a) Verificar que z,, = / cos™ tdt.
0

b) Demostrar que lim z, = 0.
n—00

¢) Demostrar que Vn > 2, x,, = n 7; 1 Tp_o.

d) Definir que lim —=22— =1
n—oo x2n+1

Solucion
jus

2
a) Seax = § — t, entonces x,, = / sen?tdt = / sen™(§ — x)(—dz) =
0 0

b b
—/ sen” (5 —x)dw :/ sen” (5 — x)(dx) :/ cos” x dx.
0 0 0

[SE]

ol
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is s €
2 272
b) Sea 0 < e < T, entonces Vn € N*, |z, :/ sen"tdt:—/ sen"tdt—i—/ sen” tdt <
0 0

is

€

272
%sen"(%—%) 2,yaque0<sent<1en]0,%[yelsentescrecienteen](),%[.Perosen (g—
%)—>O,sin—>oo,porloqueE!NoeNtalquesinZN0:>|sen”(%—%)‘<% s decir que si

n> Ny = |z,| <e = lim z, =0.
n—oo

¢) Usando integracion por partes tenemos que:

i s

2
“(n— 1)/ cos?t(sent)" 2 dt =

yis

2
Ty, = / sen” t dt = — cos(sent)"
0 0 0

[SE]

(n— 1)/ (1 —sen"t)sen" ! dt = (n — V)ap_o — (n— 1)z, = 2, = nT_lxn_g.
0

d) Observemos que V¢ € [0, Z ](sent)?* ! > (sent)?" > (sent)***!, por lo que:

Ton—1 n+1 - % . To
Top—1 > Top >0 — > 2 > 1= lim o =11
n—1 = "2n Tont1 — 2n $2n+1 = n=o0 Lan+41

Utilizando el ejercicio anterior, demostrar que Vn > 0,

5, 3 bl
a) sen*zrcos" rdr = ———2——— sen” rdzx.

5 5
b) Deducir los valores de / sen? z cos? xdx, / sen? z cos* xdx.
0 _
5

Solucion

iy s
2 2
a) Se define u,, = / sen™ tdt = / cos” dt, entonces:
0 0

s s
3 3
/ (1 — cos? z) cos™ dx = / (cos™x — 2cos" 2z + cos" T z)dr = up — 2Uni2 + Uppa =
0 0

n+3 _ _( n+3)n+1 _ (_2(n+1) (n+3)(n+1)):
— 2ungag Srgtinge = un = (24550 ) e = un (1= S (n+4)(n+2)
n? +6n+8 —2n% — 10n — 8 + n? +4n+5, _ 3 .
(n+2)(n+4) (n+1L)(n+4) "
3 Y ede Ly, 11y _ o ercic
b)/ sent z cos® rdx = 16 sen” xdr = JU2z = goUo = 32,porel ejercicio a).

is

[VE]

3 2
/ sen4xcos4:vd;v:2/ sen4:vcos4xdx=2i/ sen :1cal:10—2i § Uy =
3 A 68 J, 6-8 4
%%.%.%uo — 1327T8’ por el ejercicio a).

ol

Sea (), la sucesién definida por z;,, = / e’ sen" xdx.
0

Nl

a) Demostrar que Vn > 2, z,, = 5 1 (e

+n(n—1)x,— )
n+1 ( ) 2

s

2
b) Deducir los valores de / e® sen? xdz, / e® sen® xdz.
0 0

s

Solucion
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s

s - s
2 7 2
a) T, = / e?sen xdr = e"sen" x| — n/ e?cosrsen” ' xdr =
0 0 0

s x n—1 %
e2 —n|e’cosxsen x

e%—i—n/
0

1 (€% +n(n—1an_).

s
2
— / e”(—sen" z + (n + 1) cos® xsen" "2 z) daz) =
0

0

ol

e”((n—1)sen" 2z —nsen" z)dr = eZ + n(n+1)r,_2 — nz, =

- n?+1
b) /7 esenzdr = L(e% + 2z0) = L(3eF — 2)
5 5 ‘
0
2 T 3 _ L z _L z 2 x _
e’sen°xdr = —=(e2 +3(2)x1) = ez +6 esenzdr) =
o 10 10 o
Le% 16Ll(e? = L (4e% :
10(6 —|—62(e +1)) 10(46 + 3), yaque:
5 3 b = 3 b
/ e“senxrdr = e*senx —/ e“cosxdr =e2 — (emcosx +/ e””sen:z:d:z:) -
0 0 0 0 0
. -
e’ cosxdr = =(e2 +1).
0 2
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Ejercicios semanas No.11-12: Series numéricas

Prof. Rodolfo Obando

(a) Analizar la convergencia de las siguientes series:

= (n+ 1) > 1 + 2" 47
a) (TL b) c) e e—
nzl (%) E senh( senh (n) Z
o 4™n! < 2™ 4+ n! x e n'
d > —; e) Z H > —
n=1 N n=1 T
(b) Dadas las series Z 1)n+1 Z e 1 explique si las series dadas convergen en forma
— "sen —,
< In(n+1) Y n P g

absoluta o cond1c1onal Determme el nimero de términos necesarios para calcular las sumas de las
series dada con un error menor que 0, 005.
e [e3%
(c) Determine los valores de « para los cuales la serie E (\3/71 +2— \?’/ﬁ) es convergente.

n=1

(d) Analizar la convergencia de las siguientes series.

a)i\/n+17;\/n—l b)z 7’L+1

(n+1

7, > 0.

©) Z nln(n 1n (In(n))]

1
7 (n+1)[In(n + 1)]2.

a) Aplique el criterio de la integral para demostrar que la serie converge.

(e) Dada la serie Z

b) Determine el niimero de términos N que se necesitan, para calcular la suma .S de la serie por medio

de la suma parcial .S, con dos cifras decimales exactas.

(f) Calcule la suma de las series
= 2 n%4n 45" =1
a);—l—i—éln? )Z n(n+ 1)5" C);F

125
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oo

(g) Utilice la igualdad Z vl O’ para calcular el nimero de términos de la serie nz:l que son
necesarios para obtener una aproximacién de 7, con tres decimales exactos.
Criterio de Raabe
(h) Resolver aplicando el criterio de Raabe las siguientes series:
b
2 nzl 2n n 1) ) Z 2n n 3)
- 1-2:3- 13- 5 —1+2n 1
Z—( oo ey O P £ D
Tk \k k k

)n2147 (3 AL
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Soluciones ejercicios semanas No.11-12: Series numéricas
Prof. Rodolfo Obando

(a) Analizar la convergencia de las siguientes series:

Solucion

= (04 1)
)Z (n+)

n=1 n
Transformemos, inicialmente, la serie dada:

Yimrrarn(5) g

n=1 n n

La serie Y (1 + ) Ll, la comparamos con la p—serie divergente Z Ll aplicando el criterio de
2 n=1n3

(1+4) 4

1
n2

3

comparacion en el limite, lim

= e. Como el limite es finito y positivo, la serie diverge
n—oo

3
T Ly

por el criterio aplicado.

b) Z senh( )

Escrlblmos el término a,, de la serie en términos de funciones exponenciales:

—e " +er -1 e —1+en 1 2en
hn="5"F¢ - € T 7% liegoa, = - .
semi 2 2en 3 2en tegoa senhn  —1+ e

2e” n 2w e
Apli 1 criterio de la raiz: li n| = 1 - = lim — =
plicamos el criterio de la raiz: lim_ Vlan| = lim ( T 2n> Jim (_1+62n)%

. 1
lim 2% e
n— o0

1
+, el lim (—1 + e? ") ", lo calculamos aplicando la regla de L’Hopital.
lim (-1+4e*")™ "7

n—oo

1 1 1
Sealny = (=1+¢€*")” = Iny = — [In(—1+ e*")], ahora calculamos el lim — [In(—1+ €*")]
n

n—oo N
(forma indeterminada 0-00).

o 2 eQn
1 In(—1+e?m) X _ 2 2e2n
lim — [In(—1+ €®>")] = lim 1+ e™) o~y —Ltem gy 2e"
n—oo n, n— 00 n n— o0 n—oo —1 + e2n
2n
— 1 _ _ _ L2
—nh_{]go yeZn = 2,luego lny =2 =y =e".
lim 27 e .
Finalmente, n—oe = % = & < lypor el criterio de la raiz la serie converge.

lim (—1+e2")7  ©

n—oo
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x 1 —|— 2" + 4"
c) Z T y——
142"+ 4" 142" +4"
El n—ésimo término de la serie dada es a,, = %, luego: lim <%> = 00, por lo
n n—00 n

tanto la serie diverge por el criterio de divergencia (criterio del n—€simo término).

Las respuestas de los ejercicios (d), (e) y (f) se obtienen, analizando para qué valores de a, la se-

!
rie Z an i . Apliquemos, como primer paso la férmula de Stirling:
nn

>, a"n! . a n\" s a® n" s a”
E L = E — V2 (—) = E V2rmn — — E —.
nm nm e 1 n" en e"
n— n—1

Como segundo paso, aplicamos el criterio de la raiz n—€sima.

1

am » a®\" a
lim ¥a, = lim {/V2mn-— = lim (ﬁ\/nw) - lim (—) — lim 277 n2 g20.-.
n—oo n— o0 en n—oo n—oo \ e n—oo e
Luego, lim 277 = 20 — 1, lim 727 =7°=1. El lim n?% = 1. En efecto, por la regla de
n—o0 n1—>oo n—o0
L’Hopital tenemos que si, y = x 2z, entonces Iny = % In x, luego:
o) (%) 1
lim —Inz"=> lim —"="1lim £ = lim — =0,
r—00 20 r—o00 20 r—00 2 r—00 20

—00 T—00 €T T —00

1
lim (Iny) = lim (2—1n:v> =0 = limy=¢e"=1.

1 . 1 .
Por lo tanto, como lim z2z =1 =—> lim n2n = 1. Finalmente:

T —00 n—r00
a"n!
E converge, si — < l=a<e
S R S E a -1 nr
hm 22 n2n mTa2n . hm - = - = no?)
n—00 n—oo e e a™n!
E —— diverge, si — >1:>a>e
1 n"
n=1
> a™n! n! >
Sia = e, tenemos que, » = E — = — —n \/ E V2mn, y por el criterio del
n=1 nm n
n=1 n:l

n—ésimo término la dltima serie diverge ya que lim v27n = oo. Por 10 tanto la serie del ejercicio (d)
n—00

diverge, la serie del ejercicio (e) converge y la serie del ejercicio (f) diverge.
& 1
(b) Dadas las series Z ﬁ y Z " sen - explique si las series dadas convergen en forma ab-

soluta o condlclonal. Determine el numero de términos necesarios para calcular las sumas de las series

dada con un error menor que 0, 005.
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Solucién

a) Analicemos la convergencia absoluta de la serie dada. Recordemos que una serie E an, converge en

forma absoluta si converge Z |ay|. Luego, i Lyt =S 1
=1 |/ In(1+n)| =1 In(1+n)
o0 1 0
La serie ngl m, la comparamos con la serie divergente ; M, aplicando el criterio de com-
paracién en el limite (y la regla de L’'Hopital),
1 1
1 - 1
YL Ul o) USSR . LA PR S PR
Inz 1+

como el limite es igual a 1 se concluye que la serie no converge en forma absoluta.

Sin embargo la serie converge en forma condicional por el criterio de series alternadas. En efecto, la de-

1 1 , se cumple paratodon > 1, ademds lim 1

In(2 +n) <1n(1 +n) n—oo In(1 4 n)

sigualdad ay,4+1<a, =

0.

Para determinar el nimero de términos necesarios para calcular la suma de la serie dada con un error

menor que 0, 005, por ser una serie alternada, aplicamos la férmula |[S — Sy | < a1 = ) <

1
(2 + N

0,005 = In(2+ N) > 5 (1)05 — In(2+ N) > 200 = eHtN) > 200 — 2 | N > 200 —

N > —2+4 200 — N > 7,22597-10%.

b) La serie dada no converge en forma absoluta ya que si comparamos la serie dada con la serie divergente
o0

E —, aplicando el criterio de comparacién en el limite, tenemos:
n

n=1
(—1)" sin — —icosl
: n : n2 n : 1
lim —g = lim — 1 = lim cos— =1#0.
n—oo 4 n—oo b n—oo n
n n?

Como el limite existe y es finito la serie dada diverge. La serie converge en forma condicional ya que la

; 1 1 PR 1
= > = =
de31gualdad sen (1 n) < sen (n ) , S€ cumple para todo n 1, ademas nhm sen (n) 0.

Para determinar el niimero de términos necesarios para calcular la suma de la serie dada con un error

menor que 0, 005, por ser una serie alternada, aplicamos la férmula |S — Sy | < ay41 = sen (H—N) <

0,005 = TN < arcsen (0,005) =
3,1416 — 1 = 2,1416 = N > 2.

<0,3181 = 1+ N > 3,1416 = N >
1+ N

o0
[0}
Determine los valores de « para los cuales la serie E (\3/n +2 - %) es convergente.
n=1

Solucién Para analizar la convergencia de la serie dada aplicamos la férmula:
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a® —b® = (a — b)(a® + ab + b?), entonces:

1 1 2 1 1
2% %7((n—l—?)?—ng)((n+2)3+(n+2)3-n3+n )
(n+2)3 —n3 = 2 I 1 2 =
(n+2)3 4+ (n+2)3-n3 +n3

wino

2 1 1l 2 2 1 1l 2
5303 4+ (n+2)3n3 —(n+2)3-n3 — (n+2)3-n3
2 1 1 2
(n+2)3 4+ (n+2)3-n3 +n3
n+2-—-mn _ 2 _
2 1
(n+2)34+(n+2)3n3 +n
2

1 1
2 3 3
n3 (1+%+%> +(1+3)7 +1
n

(n+2)+ (n+2)

—n

=

2 1 1 2
3 (n?+4n+4)3 + (n®> +n)3 +n3

W=

y si n — 00, entonces:

2

[ 1 1
2 = =
n

((n+2)% —n%)a =

2\ "= [ 1\“ 2 3
Luego, (5) Z (—2> es una p—serie la cual converge si y sélo si ?a >l=a> R la serie
n=1 \n3

> 1 11@ . 3
Z {(n +2)3 — nS} también converge para @ > 3
n=1
(d) Analizar la convergencia de las siguientes series.
Vn+l-—vn—1 = (n+1)"
a) Zl — b) Zl Ty

= 1
©) nz::l () (e *

Solucion

a) Multiplicamos el n—€simo término de la serie dada por el conjugado del numerador y si n — oo,

\/n—i-l—\/n—l:\/n—i-l—\/n—l.\/n—i-l—i—\/n—l: n+l—(n-1) _
ne ne Vn+l4+vn—1 ne [\/(n+1)+\/(n_1)}
2 2 2 1

= ~ =

ne [\/(n+1)+\/(n—1)} nend [(1+n71)%+(1_n71)%} L

o0 o0
. 1 1 . .
La serie Z T = Z T €s una p-serie, la cual converge si o + % >1l= a> %, entonces
o R R
X Vn+l1l—yn-—-1 L 1
la serie = también converge para, o > 3
n=1 n

oo 1 n
Simplifiquemos el n—é&simo término de la serie E (71("’7-"_1))’
n n
n=1

" " \" 1 1\" 1
n n n

n(n+1) n"n n
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sin — oo,
_(n+1)" 1\" 1 1
R ) L
— . . . = (nF D)™ L
La serie Z —, es la serie armoénica la cual diverge, entonces la serie Z ————+— diverge por el criterio
— n —~ n(n+l)
de comparacién en el limite. En efecto,
(1+n)" (Hl)".l
lim 2 = i LV
n—o0 n—00

1
n n
como el limite es finito la serie dada diverge por el criterio aplicado.

Para analizar la convergencia de esta serie aplicamos inicialmente el criterio de la integral para la serie
o0

1
Z?) nin(n)In[In(n)]’

La funcién f (x) = ———————— es continua, positiva para x > 3 y decreciente ya que su primer
z Inz In(ln z)

1 1 1
derivadaes f'(z) = — - — =
/@) 22l zIn’(Inz)  22In®z In(lnz) 2 Inz In(nz)
~1+In(lnz) +Inz n(Inz)

22In? 2 1n?(In? )

<0.

e d
Como f(x) satisface las condiciones del criterio de la integral, entonces si la integral impropia / S
3 «Inz In(lnz)
- 1
converge, también converge la serie nz:; wIn() I [n(n)]

. Los nuevos limites de integracién son

Ahora, hacemos la sustituciéon v = In(Inz) = du =
rmox

ugp =In(In3) y ug = In(Ilnb).
In(1n b)

La integral impropia —, cuando b — oo, diverge ya que es una integral A de primera especie.

In(ln 3)

1
nln(n)In [In(n)]
In(In b)

En general la integral impropia / —g converge si A > 1y diverge si A < 1. Por lo tanto la serie

o0
Por lo tanto la serie Z diverge por el criterio de la integral.
n=3

In(ln 3)
o0

1
Z converge si a« > 1y diverge si a < 1 por el criterio de la integral.
— nln(n)[1

n(In(n))]*

= 1
Dada la serie Z D[t 1) ]2.
n=1

a) Aplique el criterio de la integral para demostrar que la serie converge.

b) Determine el nimero de términos N que se necesitan, para calcular la suma .S de la serie por medio
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de la suma parcial S,, con dos cifras decimales exactas.

Solucién La funcién f(z) = es continua, positiva para x > 1y decreciente ya que

(x4 1)In*(z + 1)
) -2 1 —2—In(l+x)
Yy = p) - p) = p) <0.
1+2)’mP*1+2) (Q+2)°n*1+2) (A+2)°0*1+2)

dx

Como f(x) satisface las condiciones del criterio de la integral, entonces si la integral impropia / 5
1 (z+1D)In*(z+1)

1
converge, también converge la serie Z .
n=1 (n+1)In*(n +1)

I dx . . .
Ahora, hacemos la sustitucién v = In(z + 1) = du = Tl Los nuevos limites de integracion son
T

e dx b dx "
/ = lim / 5 = lim / —
1 (e+D)*(z+1) oo |)y (+1D)P*(z+1) b—oo | J, U

In(b+1) . . X
=lm |[-————|+—=—.
b—oo | In(b+1) In2 In2

up=In2yu; =In(b+1).

= lim [ ——
b—o0 u

In2
Como la integral converge entonces la serie dada también converge por el criterio de la integral.

Para calcular el nimero de términos de la serie dada, que son necesarios para calcular la suma S por
medio de S,, con dos cifras decimales exactas, aplicamos la férmula del resto R para series que se

analizan por medio del criterio de la integral, esto es:

- p . In(b+1) .
R:S—Sn:/ = = lim [-= =— .
n (@+1DIn*(z+2) b u In(n +1)
In(n+1)
Luego, R = — 1 < 0,005 = In(n + 1) > 200 = M) > 200 —y p 4 1 > 200
In(n+1)

entonces el nimero de términos que se necesitan es n > ¢200 — 1.

Calcule la suma de las series
= 2 n?+n+5" =1
a);—l—i—éLnQ )Z (n+1)5n C);ﬁ'
Solucién
= 2
2 g —144n?’
Por el método de fi lest Z 2 i ! !
or el método de fracciones parciales tenemos _— = — .
P “1 + 4n2 1120 1+2n

Ahora S, puede escribirse en forma telescopica, para esto calculamos algunas sumas parciales:

1
81: <1—§),
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N~ N
+
7 N7 NN
W= Wl Wl
|
|
~~_
+ o+
7N\
ot =
|
~| =
~_

5—1—1+1—1++ 1—1—1—1
" 3 3 5 —14+2n 1+42n/) 1+2n

Luego la serie converge ya que la suma de la serie es igual a 1.

En efecto, S = lim S, =1— lim

n%+n+5"
)g n+15”'

La serie dada la podemos escribir de la siguiente forma:

5 n+n? =5+ (n4+n?) =  n+n?
7122:15%(”71)_Z 57n (1+n) _;571 (1+mn) +Z5n 1+n

n=1
S (3) i
n=1 <5 n=1 TL(1+TL)
La serie Z < > es una serie geométrica convergente, puesto que larazén » = — < 1, luego su suma
1
— —_5 _1
es: S =+ o= i
5
- 1
El n—ésimo término de la serie 1 , por el método de fracciones parciales, lo expresamos
=
de la siguiente manera: a,, = ——— = — — ——, ahora la suma S,, puede escribirse en forma
n(l+n) n 1+
telescépica:
1
Sl - 1 - 5
1 1 1
So=1(1—-< - — =
2 5) 273
1 1 1 1 1
So=(1-= - — = - — -
? 2) " \273)" (3 4)
S—l_l+11+11++11—11
"2 2 3 3 4 n l+n) = 1+4n’

1 . 1
luego la suma de la serie Z Tn) es S = nlingo (1 T 14 n) =1
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Finalmente, Z 5"+ ntn? _ Z (%) + Z i Ziz

n15n (1—|—TL> n=1 nln(l—i—n)
o0
La serie Z — es una p-serie convergente (p = 2 > 1), por lo tanto tiene suma. Demostraremos que su
n
n=1

2
. ™
suma S es igual a 5

Evaluamos inicialmente la integral:

Larcsen (z)dz  arcsen (z)° ‘1 T

= = —. 9.1
0 v 1 — :CQ 2 0 8 ( )
La funcion f(x) = arcsen z se puede escribir de la siguiente forma:
m 1-3- 5 —1+42n) gi+2n
= 9.2
aresen /0 m +Z @n)  1t2n ©-2)
(en el ejercicio 9 de series de potencias se demuestra como obtener este desarrollo).
Sustituimos el desarrollo del arcsen x en la integral (9.1)
13- 5 —1+2n 1 boopltm e
1+ Z ) 9.3)

-(2n) 1+2n 0 \/1—1'2 R
I

Ahora deducimos una férmula de reduccién para evaluar la integral I :

2n+1
- _dx= [ 2™

x
— dx
\/1—:02 V1— 22

x dx

Seau = z2", dv = ,du=2nz?""tdz, v =—+/1 — 22, integrando por partes tenemos:

1— 22

2n+1
/L dr=—2’"V1—22+4+2n | 22" '\1 —22dz

Vv1—22
1 — 22
2n 2n—1
—2°"1—-224+2n | z — dx
\/1—962
2n—1,2

x x
\/1—172—1-271/ r—2n | ———— dz
V1 —$2 «/1_1.2
xQn 1 I2n+1
2n\/1—22+42n r—2n | —— duz,
V1 V1—2a2

Sumando las integrales iguales deducimos:

2n+1
1 — 22 —|—2n/

—xQ"\/l—xQ /
\/1—:52 1+2n 1+2n ﬂ/l_xz

(14 2n) — d y finalmente:

2n+1
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Paran =1,2,3,... tenemos que

1
Lot _ a1 —a? / 2:4-6---(2n)
\/1—:c2 1+2n 1—|—2n ./1_;52 1.3.5...(1+2n)'

La ultima expresion la sustituimos en la férmula (3)

135 —1+2 246---(2 1
1+Z +2n) @n) _
-(2n)  135---(1+2n) 1+2n
= 72 = 1 72
1 =— = —=—-1. 94
+Z 1+2n 2n' 1+2n z:: 1+2n 8 ;(1—1—271)2 8 4
. 1 . > 1 1 1 1 1 1 1
Escribamos la serlezﬁde la siguiente maneran 1? =14 = +32 + — +?+@+ﬁ+”"

n=1
los términos de la derecha los podemos reagrupar de la siguiente forma:

ii— RIS S 1+i+i+ -
n? 32 52 72 (—1+2n)2 22 62 (2n)2 )’

— 1 - 1 = 1 — 1 Iem 1 & 1
;nQ — (1+2n)? n;l (2n)? ;nz 47;712 — (1+2n)?
o0 o] 2
ahora bien, por la férmula (9.4) tenemos que Y % — i > % -1 = % — 1 y simplificando
n=1"M n=1MN
) 2 ) 2 2
% ngl # = % - nzzjl n_12 = % Hemos demostrado asi que la suma de Z — esigual a %

) , determine el valor de la constante a, para el cual la serie dada

Considere 1
(g) Considere aserlenzl(n+2 I

converge y calcule su suma.

Solucion La serie es telescépica y para calcular el valor de la constante a procedemos de la siguiente

a 1 —2+4a-n+an —-24+4a+(-1+a)n la seri
manera: a, = — = = , para que la serie sea
24n 4+n (24+n) (4+n) (24+n) (4+n) parad

telescdpica a, tiene que ser igual a 1.
—2+4a+(-1+a)n 2 1 1
En efecto, a,, = = = _ .
(2+n) (4+n) (24mn) (4+n) 2+4n 4+n

(h) Para calcular la suma de la serie calculamos algunas sumas parciales:
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N
I

_|_

nn
w
Il

S
[

U = Ol = Ol = ot =

_N— N
+
7N N NN

+

D= D= D=

N——— N— N
+
7N
— Ot =
|
~| =

Wl Wl Wl— Wl

N N N

¥))
[\v]
: Il
NS N N N
+
7N
ot
|
~| =
—
+
7N\
=
|
ool =
~

5 _ 1 1 N 1 1 . 1 1 1+1 1 1

"\3 5 4 6 24n 44n \3 4 3+n 4+4n

v 1

12 34n 4+n

1 1 7

Luego, 1 delaseriees S = lim S, = -& — i - -

uego a suma ae la serie €s nl_}Ir;O 12 nl_)rI;O (3+n 4+n) 12

oo 1 4 o0

Utilice la igualdad - , lcular el de té de 1

111CEe algua a ;Tﬂ 90 paIa calcular ¢ numero () ermlnos € la serle nzl que son

necesarios para obtener una aproximacién de 74, con tres decimales exactos.

Solucién La serie E —» es una p—serie, entonces el error 1 lo calculamos por medio de la siguiente
n

n=1
formula R = S — 5, = / d—f = 3%, como se pide una aproximacién de 7* con tres decimales
n X n
exactos, tenemos R = ?% < 0,0005 = 3n3 > 2000 = n3 > 666,667 => n > 8,735 ~ 9, luego
n
9 4
Sog = > % = 1,08194. Por condicién del ejercicio, Z g_O = Sy aplicando la férmula de
n=1"M n=1 TL
resto S = Sy —|—/ d—f = Sg + %, tenemos:
n X 3n
il 1,08194 + . — 7t~ 90 (1,08194 + 97,4154
— — TR — | = .
90 ’ 3-93 ’ 3.93 ’
El valor de 7 con tres decimales exactos es de 97, 415.
9.1 Ciriterio de Raabe
Resolver aplicando el criterio de Raabe las siguientes series:
. 24---(2n) — 24---(2n)
-_— b
a)z:::m @n+1) )Z 2n+3)
= 1-2:3---n 1-3- 5 —14+2n) 1
d
2 Z ) Z (2n)  1+2n

E TG (e
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Soluciéon Recordemos que si R = lim n {1 — (agﬂ )}, la serie dada converge si R > 1 (puede ser
n—oo mn

R=0c0)y diverge si R < 1 (puede ser R = —o0). Si R = 1, el criterio no decide.

24 (2n)
)Z 2n—|—1)

2n
-2(1
i 14+2n (1+7)
R= lim n 1—%}—1111171 1-— 1+22(1+n)
n—00 L an n—00 n
1+2n

. n 1
= lim ==.
+2n> n—oo 34+2n 2

= lim n 1—M = lim n

1
Como R = 5 < 1, entonces la serie dada diverge.

b)z 2n+3)

2n 2(1+n)
R = lim n[l—an—H} = lim n |1— 3+2n 3+2(1+n)

n— 00 Ay, n— 00 2n

+2n

—limnl—M = lim n 3n —§
T nSeo 3+2(1+n) T n—oo 5+2n n—>oo 5+2n) 2

Como R = % > 1, entonces la serie dada converge.

oo

o 1.2.3---n
,l(l )(l )(l _)'
n=1 7 k+1 k+2 k—i—n 1
n 1+n
1—|—1+ '1+
r — —+n —+n
R= lim n l—anJrl}— lim n [1— k T k
n—o00 Qp, n—00 —
) 1
—1+E+n

. 1+n | 1—-k\ (I1—k)n\ 1
B _711520”(14—kn)_nh—{20(m>__1+?

1 1 1 1
luego la serie dada converge si —1 + — A >1=k < , diverge si —1 + — A <l=k>2 5 Y sik = 5

tenemos que:

1.2:3-..n

Ll ) (Lyo)(Lyy 1 :g ;2.3”% 1
"ZlE(k )(k ) (k ) <+1><T+2>---<T+n—1>

1
1 1 1
2 2 2

MI»—*|}—|
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y se concluye que la serie diverge.

135 (=1+2n) 1
d : _
)1; 2:4-6---(2n) 14+ 2n

—1+42n2(1+n)—-1 1
2
R tim 1%t o |1 2 204n) 2(4+n)+1
n—o0 [o2% n—00 —1+2n 1
2n 14+ 2n
=1 1 M li 5+6n _ n (54 6n) 7§>1
=3 6F10n+dn?) i\ B T ons 27 ) T A B ontond) 2 0

por lo tanto la serie converge.
k 2 k
& R=lm a1 (%1)] = tim n<1_ (2+2n) > . <4n+3n n(2 + 2n) >

2 _ k _ ok k
-Sik<1, dn+ 3n4 +§£Lz +2n) _4+3n 3 Z 4(/2n+ 2/n) — +o0 y la serie converge.
o An+3n2—n(2+2n)  p249p .
-Sik=1, 1530 = 4 — 400y la serie converge.

4n + 3n? — nF1(2 4 2/n) _4+3n— nF(2 +2/n)k

4+ 3n 3+4/n — —o0y la serie diverge.

-Sik>1,
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Ejercicios semanas No.11-12 a) : Series numéricas
Prof. Luis G. Fernandez
(a) Valiéndose del criterio de D’ Alembert investigue la convergencia de la serie

25 258  258.-(3n-1)
115 159 1-5:9---(4n — 3)

(b) Utilizando el criterio de Cauchy, investigue la convergencia de la siguiente serie:

§+§2+93+ (2
3°\5 7 2n + 1

o0
(c) Investigar la convergencia de la serie 12 .
n=2nln“n

o log [(1 + %)n(l +n)}

(d) Comprobar que la suma de la serie es lo e.
P d nz::Q logn™ log(n + 1)+1) B2 Ve
2 (n—=1)(n+1) . S
(e) Hallar la suma de la serie ), ~—————= sabiendo que >, £~ = e¥, para todo x € R. Suponga

n=2 n! n=0 n!

que se puede trabajar con series infinitas como si fueran sumas finitas.

(f) Sea f una funcidn real, monétona, creciente y acotada en el intervalo [0, 1]. Definamos dos sucesiones

n—1 n
o g -1 k =1 k
{Sn}y {tn} del siguiente modo: S,, = 7 kZ::Of (n)’ th =5 ];::1 ! (n)

1 1
a) Demostrar que S,, < / fl@)de <t,yquel < / flx)dr — S, < M
0 0

n

1
b) Demostrar que las sumas {S,,} y {t,} convergen ambas hacia el limite / f(z) da.
0

Calcular lim 3 —n .
(@) Jim. k; R
(h) Estudiar la convergencia de la serie alternada > (—1)
n=1

10. Criterio de Raabe Resolver aplicando el criterio de Raabe los siguientes ejercicios:

nlnn
L

a)n;13-5---(2n—|—1)' b)nz::15.7...(2n+3)'

C)i 1.2.3---nm . d)i": 1-35---(=1+4+2n) 1 .
) G () ' )
< ok gk k

e)ZM keR.

47 Bnrl)
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Soluciones ejercicios semanas No.11-12 a): Series numéricas
Prof. Luis G. Fernandez

. Valiéndose del criterio de D’ Alembert investigue la convergencia de la serie

2,25 258 2.5-8---(3n— 1)
115" 159 159 (4n — 3)

. Utilizando el criterio de Cauchy, investigue la convergencia de la siguiente serie:

§+§2+93+ (2
3 \5 7 2n + 1

o0
. Investigar la convergencia de la serie ) 12 .
n=2nln"n

o log Kl + %)n(l —i—n)}

. Comprobar que la suma de la serie ) es log, v/e.
n=2 logn™log(n + 1)(»*+1
. Hallar la suma de la serie ioj (n=Vm+1) sabiendo que ioj LT _ o para todo = € R. Suponga
n=2 n! n=o n! ’

que se puede trabajar con series infinitas como si fueran sumas finitas.

. Sea f una funcién real, monétona, creciente y acotada en el intervalo [0, 1]. Definamos dos sucesiones

n—1 n
o . _1 k _ 1 k
{Sn}y {tn} del siguiente modo: S,, = = kZ::O f (ﬁ), th = 7 1;::1 f (ﬁ)

n

1 1
a) Demostrar que S,, < / flx)dr <t,yque0 < / fl@)de — S, < ) - f(0) f(O)
0 0

1
b) Demostrar que las sumas {S,,} y {t,} convergen ambas hacia el limite / f(z) du.
0

n

. Calcular lim —_
n—00 k2::1 n? + k?

. Estudiar la convergencia de la serie alternada (_1)nlnTn.
n=1
. Criterio de Raabe Resolver aplicando el criterio de Raabe los siguientes ejercicios:
X 24---(2n) X 24---(2n)
a — b —_—
)nz::13-5---(2n+1) )22315-7---(271—1-3)
= 1.23---n X 135 (=1+2n) 1
. d . .
p> )X TH5a6.@n)  1ton

ST ) ()
R 2t

L T Gt

. Valiéndose del criterio de D’ Alembert investigue la convergencia de la serie
2 25 258 2:5:8---(3n—1)

TPt s0 T T 1m0 @n—3)
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Solucion Para aplicar el criterio de D’ Alembert, a,, > 0 a partir de un n = ng, basta con ng = 1. Ahora
2:5-8---(3n —1)(3n + 2)

calculamos lim 22+l — 1im 159 (4n —3)(4n +1) = lim n4+2 _ §.
noo On N0 2:5-8---(3n — 1) n—oodn+1 4
1-5:9---(4n — 3)

Como el limite es menor que 1, entonces la serie converge.

. Utilizando el criterio de Cauchy, investigue la convergencia de la siguiente serie:

B () o (2) e (2
37 \5 7 o+ 1

Solucién Como a,, > 0, a partir de n = 1, se puede aplicar el criterio de Cauchy. Asi, lim ¥a, =
n— o0

30, \7 _ . 3n_ _ 3
(2n+1) = st T T

lim
n—oo

y como el limite es mayor que 1, la serie diverge.

o0
. . . 1
. Investigar la convergencia de la serie -
n=2nln"n
Solucién Si hacemos f(z) = 1%, se observa claramente que f es decreciente, por lo tanto para
rzln“z
n
n > 2 podemos aplicar el criterio de la integral. Asi ¢, = / 11 dz; haciendou = Inx = du =
2 zln"z

Inn
%d:z:, siz = 2,u = 1In2ycuando z = n, v = Inn. Sustituyendo, ¢, = / %du = t, =
ln2 U

it
Ulp2 In2 Inn
Asi nh_}nglo t, = nh_)rrgo (ﬁ — ﬁ) = ﬁ; como la sucesién t,, converge, se concluye que la serie
o0
12 converge.
n=2nln"n

o log Kl + %) (1+ n)}
. Comprobar que la suma de la serie )
n=2 logn™log(n + 1)+

< log [(1—#%) (n—i—l)} o log [(1+nT+1) (n—i—l)}
Solucion La serie ) =3 =
n=2 logn™log(n +1)™*) =5  logn™log(n + 1)V

es log, v/e.

log [+ Din+1)
g\ —»n
& n o log(n + 1)tn + 1) — logn™ 1 1
n=2logn™log(n + 1)+t =5 logn"log(n + 1)+ n=210gn™ log(n+1)n +1)
. ‘s 1 . 1 1 1_1 1
(por la propiedad telescépica) = — lim = == = =log, e =
P prop P log2? n—oolog(n+1)n4+1) 2log2  2log,2 2 &2
log, e
log, Ve.
. Hallar la suma de la serie i (n=Vm+1) sabiendo que io: L% _ oo para todo = € R. Suponga
n=2 n! n=o n! ’

que se puede trabajar con series infinitas como si fueran sumas finitas.

Infl

n!

Solucién Dado que > “Z—T = e, dividiendo por = a ambos lados,

n=0 "% n=1

e
T
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00 n—2

. . n—1)x T _ LT

si derivamos ambos lados, ( ) — e —e
TL' IQ

n=2

fe'e] n+1
. T 3 (n—l)x _ xe® —e®
si multiplicamos por z° a ambos lados > y = = ,

n=2

i - n 2,z x €
derivando ambos lados > (n 1)(7;” + )z S e :1026 +e
n=2 n. T
y si x = 1 se tiene que Y WL('”"'U
n=2 n.

=e.

. Sea f una funcién real, mondtona, creciente y acotada en el intervalo [0, 1]. Definamos dos sucesiones
n—1 n

{Sn}y {t.} del siguiente modo: S,, = % i (%),tn = % i (%)
k=0 k=1

n

1 1
a) Demostrar que S,, < / fl@)de <t,yquel < / flx)dx — S, < M
0 0

Solucion Sin pérdida de generalidad considere la suma de las siguientes sumas escalonadas de la funcién

().

s

f(0)

3 |-

1-0_1
n

Elintervalo [0, 1] se divide en n intervalos iguales de tamafio =

asf la suma de los rectdngulos
de la primera grafica es:

n—1
F0)- L (%)%++f(nT—1)%:%kzof(%) (+),
mientras que la suma de los rectdngulos de la segunda grafica es:
F@)wsR)mtrfOg=g 2 f (7))

1
y como el drea bajo la curva es / f(x) dz, se observa que
0

%:E_I;f(%) S/Olf(:v)d:vg %kzzf(%),oseasng/olf(x)dxgtn,

Si restamos S, a los lados de la desigualdad se tiene:
1

0 S/ f(z)dx — S, < t, — Sp, pero como t, — S, = (xx) — (%) = t, — S, = f(l)% —f(())% =
0
F £

n

1
b) Demostrar que las sumas {S,,} y {t,} convergen ambas hacia el limite / f(z) da.
0
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n—r oo

1 1
Solucion Como 0 < / fl@)dx — S, < w, cuando n — oo,/ f(x)dx = lim S,. De
0 0
1 1
igualmaneraM</fx )dx — t, <O:>O§tn—/f(:r)dx§w,asf
0

cuando n — co tenemos hm t, = / flx

n

. Calcular lim —_
n—00 kzl n? + k2’

n n
.z . n IERT 1 1 . .. .
Solucién Dado que nl;n;o 1;—:1 T E nl;ngo o 1;—:1 A por el ejercicio anterior tomando
N 1+ (ﬁ)
1
T) = tenemos:
fo) = 21
1 1 n
1 n m
/Ol_i_—ﬁda:_arctanxo_— nlgn;(j];n2+k2*4
o Inn
. Estudiar la convergencia de la serie alternada ngl(—l) T
Solucién Si tomamos el valor absoluto ‘(—1)"1117”‘ = ‘lnTn‘ = th" Por el criterio de la integral
n
hacemos t,, :/ lnT:ch.
1
n 2 | 2
Asi lim ¢, = lim Inzdlnz) = lim W2l = Jim W7 — o e decir la serie diverge
n—o0 n—oo fq n—00 1 n—oo 2
absolutamente.
o0
. . . . . 1nn .

Aplicando el criterio de Leibniz, se puede ver que ngl(—l)"T es convergente ya que es una serie
alternaday f(z) = lnTx decrece, pues f'(z) = # <0,Vz>ey como lim thI = 0 se cumplen

las condiciones del criterio de Leibniz.

. Criterio de Raabe Resolver aplicando el criterio de Raabe los siguientes ejercicios:

2 24--(2n) 2 24--(2n)
a)nzl35 (2n+1)° b)nzlm (2n+3)'

1.9.3...m °°135 (=1+42n) 1
)Z ' d)z 46---(2n)  1+2n°

SR () ()
X 2k4k .. (2n)F KER.

O T Gt D)’

Solucién Recordemosque R = lim n [1 — (%)] , entonces la serie dada converge si 2 > 1 (puede
n—r oo n

ser R = o0) y diverge si R < 1 (puede ser R = —o0). Si R = 1, el criterio no decide.

2 (1 1
a)R = 1imn[1—(w)]:limn 1-— M = lim n = lim _nr




144 Soluciones ejercicios semanas No.11-12 a): Series numéricas  Prof. Luis G. Fernandez

1 . .
- < 1, entonces la serie dada diverge.
2

b)R:hmn[1—(M)}:hmn1— 2040 N o () = g (37
n—oco an n—oco 3+2(1+n) n—o0 542n n—oo \ b+ 2n

3 .
= - > 1, entonces la serie dada converge.
2

1 1—-k 1—-k
C)RZ1imn{1—(%)}=limn<1—1+n)zlimn( )zlim <7( )n>:

1
—1+ 4 luego la serie dada converge si —1 + ¢+ >1=>k > 1, divergesi —1+ ; <1=k<1iysi

_1 .
k = 5 tenemos que:
o0

1.2:3.--n :i 1.2:3..-n _
11 1 1
=1z (z+1)(z+2) - (g+n—-1 n=1
FED G o 5 (Y (1) (o)
2 \2 2 2
nzzjl %, y por el criterio de n—€simo término nl;ngo H—Ln =1, se concluye que la serie
diverge.
14 4n + 4n? 5+6
d) R = 1imn[1—(w)}: fim n(1— PNy (2P )
n(5+ 6n)

3
———~ — — — > 1, porlo tanto la serie converge.
resoo 2(34+5n+2n2) 2 P ' vere

k 2 k
& R=lm a1 (%1)] = tim n<1_(2+2n) >_ - <4n+3n —n(2+2n) >
n—oo

2 _ k _ ok k
-Sik<1, dn+ 3n4 +§£Lz +2n) _4+3n 3 Z 4(/2n+ 2/n) — +o0 y la serie converge.
L An+3n2—n(2+2n)  p249p .
-Sik=1, 1730 = Snrd — 400y la serie converge.

4n + 3n? — n*t1(2 4+ 2/n) _ 4+43n —n*(242/n)k
4+ 3n 3+4/n

-Sik>1, — —oo y la serie diverge.
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Ejercicios semanas 13-14: Series de potencias

Prof. Rodolfo Obando

1. Sea f(z) = 1

1—a2°

(a) Desarrolle en series de potencias la funcién f(x), centrada en 2z = 0 y determine su intervalo de conver-

gencia.

11—
Maclaurin. Determine su intervalo de convergencia.
= (2n)la™

2. Dada la siguiente serie de potencias f(z) = (nl)?
n=1 n:

(b) A partir de la igualdad In , / % + ; = / dt descomponga la funcién y = In
- 0

(a) Determine el radio de convergencia f(x).

(b) Determine el intervalo de convergenciade f(z).

3. Sea f(z) = i::o(_lél#.

(a) Determine el intervalo de convergencia de f(z).

(b) Calcule la suma de f/(x).

2 (<1)! gt

4. S = —_—
ea fla) = 5 U

(a) Determine el intervalo de convergenciade f(z).

(b) Calcule en forma explicita f(x).

5. Sea f(x) = ni_ozo((_llj-inz)cr'

(a) Determine el radio y el intervalo de convergencia de f(x).

(b) Calcule en forma explicita la suma de f(x).
6. Hallar la serie de Maclaurin para la funcién f(z) = / sen(t?)dt.
0

(a) Determine el intervalo de convergencia de f(z).

en series de

145
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1
(b) Calcule el valor de / sen(z?)dx con cuatro cifras decimales exactas.
0

S 1
7. Sea f(x) = —z".
f(@) ngl(_1+n)!
(a) Determine el intervalo de convergencia.
(b) Demuestre que: f(x) = ze®,yque: e = > ﬂ'
n=1 T

2n

8. S -y _nett
afl@) = 2 T
(a) Determine el intervalo de convergenciade f(z).
(b) Calcule en forma explicita la suma de f(x).

9. Considere la funcién f(x) = arcsen x.

(a) Determine una representacion en serie de potencias para la funcién f(x).

(b) Determine el radio R y el intervalo de convergencia de la serie hallada en a).

= (-1
10. Dada la serie de potencias f(x) = >, —————.
n=1 1 +n

(a) Determine el radio e intervalo de convergenciade f(x).
(b) Determine en forma explicita la suma de f(z).

(c) En base al punto b), verifique que: > (—1)1+"1+Ln =1—-In2.
n=1

Prof. Rodolfo Obando
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Soluciones ejercicios semanas 13-14: Series de potencias
Prof. Rodolfo Obando

. Sea f(z) = 1 5

1—-2z
Desarrolle en series de potencias la funcién f(x), centrada en 2z = 0 y determine su intervalo de conver-
gencia.

A partir de la igualdad: In , / o / N 2 , descomponga la funcién y = In , / en series

de Maclaurin. Determine su 1nterva10 de convergencia.

Solucién 1a El desarrollo de f(t) = I 1 n alrededor de ¢t = 0, aplicando la férmula de Taylor es:

oo
ﬁ =1+t 48+t 4 41"+ ... = 3 1", si hacemos la sustitucién ¢ = 22, N 1 5 =
- n=0 — X
o0
l+a2+at+a28+a8+- +22+...= 3 227, obtenemos el desarrollo deseado.
n=0

oo
Determinemos, a continuacion, el intervalo de convergencia de la serie de potencias 22", Si desarrol-
n=0

o0
lamos los 5 primeros términos de la serie, Y 2*" = 1+ 2%+ 2% + 2%+ 2%+ - - -, notamos que la serie es
n=0
étrica d 6n 2 1 i lod iaes: |22 = 1 I=-1 1
geométrica de razén 2#, por lo tanto su intervalo de convergenciaes: [2°| = |z|<1 = T = —1<z<1.

Solucién 1b Para descomponer la funciény = In , / }_ii en series de Maclaurin, apliquemos, inicial-

1
mente, las propiedades de la funcién logaritmica, In , / } i’ i =In (% i’ i ) ‘=

% [In(1 4+ x) — In(1 — x)], ahora igualamos, % [In(l +2) —In(1 —2)] = / : dttQ , derivamos
01—
ambos miembros con respecto a , 2(__11+w) + (11+ ) =1 1 5» pero, sabemos que . 1 = =
x -z -z

Zo x2", por lo tanto BX( ] ) + 70 ﬂ) = Z 2", integramos ambos miembros de la dltima ex-
ne=

1+ X plt2n
1

= RESH + C, y para calcular el valor de la constante C', hacemos = = 0,

presion, In

1+ 0 01+2n
In =0 Z . 1+2n +C = Inl =0+ C = C = 0. Por lo tanto la descomposicién de
1 oo 1+2 n
y=In,/ = " series de Maclaurin es: In , / 1 Ton . El radio de convergencia de la
%) 1+2n
serie T2 es el mismo (R = 1), que el de la serie Z 22", sin embargo el intervalo de conver-
n=0 n n=0
S} 1+2n
gencia puede diferir, por esa razén es necesario analizar el comportamiento de la serie 1‘77 Ton en
n=0

los extremos x = +1.

S} 1+2n . 0 1
2_: 1:1_7;::014-271'
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La serie Z +12 , es una serie arménica (diverge).
& 142n ( 1)1+2n 00 1 o
x
1 d f bsoluta.

n;o T nZO T+on nz::O T o7, la serie diverge en forma absoluta
=S} 1+2n

Por lo tanto el intervalo de convergencia de la serie Y £ esI=1]-1,1]
n—ol+2n

oo ' n
2. Dada la siguiente serie de potencias: f(z) = > (2(”’?):5 .
n=1 n:

(a) Determine el radio de convergencia f(z).

(b) Determine el intervalo de convergenciade f(x).

Solucion 2a Aplicamos el criterio de la razén. Simplificamos inicialmente la razén:
27 (2(1 4 n))!
wnpr _ _ [1+n))? e@)?[2(0+n)]! _ x(nh*(2+ 2n)!
tn a"(2n)! ) [1+n)!* @)l [1+n)]?
(n!)?
(n)2(1+2n)(2+2n)(2n)! - (1+2n)(2+2n) .

(14 n)?3(n!)2(2n)! (1+n)?
Ahora, tomamos su limite lim |%2L| — lim (1+2n)(2+2n) -||, donde:
246 4n? 1
lim (L+2n)2+ 2n) = lim ZHOntant 4 = L = —. El radio de convergencia R = 1
Solucién 2b El intervalo de convergencia lo determinamos de la siguiente manera:
|z] < R = |z] < L 14 <1 Ahora analizamos el comportamiento de la serie en los

4 4 4

1 ( 4
extremos r =+ E _— =/
R S T ( 1?2

( n\2n n\ 2n
de Stirling: n! ~ V2 (%)™ /nm: (n!)? ~ 2n( ) ™, (2n)! &~ 20+2n) (E) Vvn, luego ap

oo( | pn

e
n 2n
1 9(1+2n o
(2”)!(1) _ )( ) (l)":\/ﬂ'_n222" (l)": |
W ()Te T VR el
La serie > L esuna p— serie divergente (p = % < 1)y por el criterio de comparacién en el

2n)! (i)n

1 3 5 35 63

también es divergente.

a=—1% 2 8 16 128 256
series alternadas

@ sy _ (3" e

@) any1 <ap, =
i 4(1+n)? n!?

(se cumple).

. Aplicamos (cuando n — o0) la férmula

=——+4+-——+4 — — — + .-+, laserie es alternada y por el criterio de
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2n)! (l)
() lim a, = lim ———4/ — i 0.
alti . . o . o (=5 @2n)
El dltimo resultado se obtuvo aplicando la férmula de Stirling. Asi, la serie > W converge
n=1 n:
en forma condicional.
. . X (2n)an 11
El intervalo de convergencia de la serie >, ~——~—=—es ] = [——, = [
n=1 (TL')2 4’4
3. Sea f(z) = (_14;””@)
n=0

(a) Determine el intervalo de convergenciade f(z).

(b) Calcule la suma de f'(x).

Solucion 3a Calculamos los primeros 4 términos de la serie,

f(x)zz%zl_i_—lﬁ-x_i_(—l-l-x) +(—1—|—;§) +(—1+x) .
n=0

4 16 64 256 o
. . . . -1+ .
la serie es geométrica, su primer término es ¢ = 1 y surazénes r = 1 entonces su intervalo de
convergencia es:
-1+

<l=—= 4d<-14+r<4d—=—1=-3<x<b.

~1
‘ L) R

Solucién 3b Como la serie es geométrica, la suma de f(z) es:

a 1 1 4
S(:C) = = = = .
L—r —1+4z 1+1—£C 5—ux
_ ; 1
Luego, la suma de f'(z) es:
4
!
si(z) = §'(x) =
@) =) =
(e’ (_1)1+nx1+n
4.8 = —_
ea fla) = 3

(a) Determine el intervalo de convergenciade f(z).
(b) Calcule en forma explicita f(x).

Solucion 4a Como la serie no es geométrica, aplicamos el criterio de la razén. Simplificamos inicial-

.
mente la razén ’"—H’
Unp

3

(D a1
Untl| _ 2+n _ 24+n :(1—|—n) ||
Un, (—D)! et || (=) gl 2+n

1+n 1+n



150 Soluciones ejercicios semanas 13-14: Series de potencias  Prof. Rodolfo Obando

ahora tomamos su limite,

y calculamos su radio e intervalo de convergencia,

1 1
L= lim tn =1, suradio de convergenciaes: R = — =1

luego, 2| <1 = —1<ax < 1. Ahora, analizamos el comportamiento de la serie en los extremos

r = =+1:

oo (_1)2+2n B oo (_1)2n B 1 1 1 1 1
7;1 1+n _1_; 1+n_2+3+4+5+6+ ’
la serie es de términos positivos y por ser una serie arménica del tipo 1+ 5 diverge.
n=1
i(—n”” S S N
Qo l+n |02 3 4 506 ’
la serie es alternada y por el criterio de series alternadas,
1
@) any1 <ap, = 5T < Ton (se cumple)
: 1
®) 0 s =0,
= (-t .
La serie > T converge condicionalmente.
n=1
e (_1)1+n pln
Por lo tanto el intervalo de convergencia de la serie f(z) = > esI =]-1,1].

n=1 1 +n
S

2

i s e derivamos f(x),

Solucién 4b Para calcular la suma de la serie f(z)

f/(CC)ZZ(—l)1+":v":x—x2+x3—x4+x5—---,
n=1

notamos que la serie obtenida es una serie geométrica, cuyo primer término es @ = x y su razon es
r = —ux, entonces la suma de f’(z) es:

() a x x
S1\r) = = = .
! 1—r 1—(—2) 14z

Para obtener la suma s(z) de f(x) integramos s1(x),

1 -1 1 1
/sl(a:)da::/ v dx:/de:/ +xd:c—/ de =2 —In|l+z| +C,
1+ 1+ 1+ 1+=

para calcular la constante C' hacemos x = 0,

5(0)=0-In|1+0/+C = C =0.
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Luego, s(z) =z —In|1 + z|.
= (-1)" e

Sea f(x) = ngom.

(a) Determine el radio y el intervalo de convergencia de f(z).

(b) Calcule en forma explicita la suma de f(x).

>

.z . . . 2 . . e . - u
Solucién 5a Aplicamos el criterio de la razén. Simplificamos inicialmente la razén ’ Z—H
n

(_1)1+n xl-i—n

Unt1| (2+n)! B }_w 1+n)!  (1+n) Jo] = ( 1 ) Ja]
Up | (—=1)" 2" N 24n) | (24+n)(1+n) S\ 2+n ’
(1+n)!

ahora tomamos su limite,

Un

y calculamos su radio e intervalo de convergencia,

L= lim

. . 1
= 0, su radio de convergenciaes R = 0= 00,

en este caso, como el radio de convergencia es R = oo, el intervalo de convergencia de la serie es
I=]-00,00].

Solucién 5b Para calcular la suma sq(z) de f/(z) tomamos el desarrollo

i 1+t+t2+t3+t4+ itn
el — 4442 _
2030 4l nzon!’
sit = —x, tenemos:
ﬂt 2?2 2® ot (=)
R T D Dl T a0

integramos los extremos de la expresién (10.1),

- (_l)nxl-’_n —x :
27:—6 +C sic=0 =0=-1+C=C=1,
— (1+n)n

pasamos la variable z a la derecha del “=",

= (=) "z _ = (=D e’ 1
nzzo(l—l—n)n! ¢t HZ:()(l—i—n)! x +x’
— 14 e*
luego la suma de f(z) es: s(z) = —&— + 1_ i. Finalmente,

X x er

—1+e* 1 —1+e” l1—e*+=x
etx x etx et x
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6. Hallar la serie de Maclaurin para la funcién f(z) = / sen(t?)dt.
0
(a) Determine el intervalo de convergencia de f(z).
1
(b) Calcule el valor de / sen(z?)dx con cuatro cifras decimales exactas.
0

Solucién Para hallar la serie de Maclaurin para f(x), aplicamos el Teorema Fundamental del Célculo:

f'(z) = sen(a?). El desarrollo de la funcién sen u es:

u3 ud y 0 (_1)nu1+2n
senu:u—g—i—ﬁ—ﬁ—i—---:;mv
si u = 22, tenemos,
6 10 14 o0 n_24dn
e, S g0 gM @y
) =senla®) = = b = S = D S g

x
ahora integramos y obtenemos la serie de Maclaurin para f(x) = / sen(t?)dt,
0

MY S S L
= T Bran) (Lr2a)l T YR
Solucién 6a El intervalo de convergencia lo determinamos aplicando el criterio de la razén,
(_1)1+n 314 (14n) (_1)” gl Tan
Un i1 B+4(1+n) A+20+n)| | (T+4n) 3+2n)
Up - (_1)71 x3+4n - (_1)n x3+4n
(34+4n) (14 2n)! (34+4n) (14 2n)!
(34+4n) z* (1+2n)! (3+4n) (1+2n)!| |
= — = xT
(T+4n) (34 2n)! (7T+4n) (34 2n)!

3+4n 3+4n

= Graneren T in T Byt s e s 10w 1
luego,
. 1
lim 2ot :0:L:§:>R:oo:>I= ] 00,001 .
n—oo

1

Solucion 6b Para calcular el valor de / sen(z2)dx con cuatro cifras decimales exactas, como la serie
0

es alternada, el error que se comete es menor que el primer término que se desprecia. Calculemos el

error que se comete al tomar el cuarto término de la serie,

$15

o — 0,0000132275 < 0,00005
75600 ’ =% ’

E< ’_ = 75600

’x_l

1
por lo tanto para calcular el valor de / sen(x?)dz con la precision deseada, es suficiente tomar sola-
0
mente los tres primeros términos de la serie
3 n _3+4n
(=" 2"

Zo (3+4n) (1+2n)!

n=

13 17 111

e + 1320 = 0.310281 = 0.3103.

r=
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5 1
7. Sea f(x) = — = "
(a) Determine el intervalo de convergencia.
(b) Demuestre que: f(z) = xe®,yque: e = > %
n=1 "1

Solucién 7a Aplicamos el criterio de la razén,

xl-i—n
Unt1| _ n! _lz(=14+n)!  (=1+n) 2| = 1 |z
oz~ | ] T on(— | - ?
Up, SETy n! n(—1+n)! n
tomamos el limite: lim M‘ = lim %~|x|,entonces:
n—oo mn n—r oo
.1 1
lim —=0=L= R=— =00, luego, [ =] —00,00] .
n—,oo M L

Soluciéon 7b Tomamos el desarrollo en serie de potencias de e” (el lector tiene que poner atencién en

el hecho de que la suma empiezaenn = 1),

2 $3 .CC4 $5

>z T -
1+2E:Lm+§+§+z+§+m:m (10.2)

tomamos los extremos de la expresién (10.2), los derivamos y simplificamos,

nxitn
Z—g—zh
n=1
1 & nx"
— — =" (10.3)
—1)!
x = n(n—1)!
— (n—1)!
Queda demostrado asi que: "t re”. Ademas de la expresion (10.3), si x = 1, obtenemos:
n=1 \T0 — .
1 & nl™ 1 = n
— - = — — = e.
1 ngl n(n —1)! € 7; a =€

8. Sea f(z) = i;(lrfi;jz)'

(a) Determine el intervalo de convergenciade f(z).

(b) Calcule en forma explicita la suma de f(x).
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Solucién 8a Por el criterio de la razén tenemos

(1+n) 22 (14n)

n ! 1 142n)!
lim Ynt1) _ lim —(3—|—§n) = lim (1+n) A+2n) a2,
n—oo | Uy n—»00 nx?™ n— 00 n (3+2n)!
(1+2n)
luego
. Ony1 14+n 1
niee @, nB+2n)(2+2n) g B=oo=1I=]-o000]

Solucién 8b Notemos que, f(x) se puede escribir de la siguiente forma

= na2n > na’"
f() :; (1+2n) :nz:% (142n) (2n)!

> ZC2 n
Sabemos que coshzx = Y —+—,
n=0 (2 TL)'
mediante el siguiente procedimiento

entonces la suma de f(x) la obtenemos a partir de esta igualdad

e .1'2 n
coshz = ngo W ,
derivamos
> 2pgpit2n > 2nz2rg?
senh x = B —— - - 7
7;3 (2n)! 7;3 (2n)!
> 2na?n
z senh z = ngo W’
integramos (el miembro de la izquierda se integra por partes)
oo 2Mm I1+2n
X COShl’-Senh(E—f—C:;m,
siz =0= C =0, luego
x coshx — senhx = i M
N = (14+2n) (2n)!
12,5 2n
finalmente la suma de en forma explicita es £ coshz —senh x _ nT .
fe) P 2z 2T+ 20)

9. Considere la funcién f(x) = arcsen x.

(a) Determine una representacion en serie de potencias para la funcién f(x).

(b) Determine el radio R y el intervalo de convergencia de la serie hallada en (a).
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Solucion 9a En este caso aplicamos la serie bindmica,

(—1+a)0¢x2+ (—2+4 «) (—1+a)0¢x3+

(1+x)~ l+azx+

2! 3!
_ 1"‘2 -3+a)(-2+a)(-14+a)a---(1+a—mn) o
n!
si sustituimos z por —x y tomamos o = — %, obtenemos la serie,
1 1+ 5y 13 n 135 4 1357 4 1:357---(=142n) n
= = x e T "+
1—2 2 22.2! 23. 3! 24. 4! 2n.n)! ’
1 3 5% 35zt

o bien i =1+ :26 + T:c + % + 1—;3 + - - -, donde los coeficientes numéricos de cada término

de la serie se obtienen de la siguiente manera, (el simbolo que utilizaremos se llama productoria).

ll[ 2k—1 C@21-1) 1
P (2-1) 2
13[ 2k—-1) (21-1D@2-1) 13 3
i (2k) (2:1)(2-2) 24 8’
ﬁ (2k—-1) C(21-1)(22-1)(2-3 — 1) 135 3
s (2k) (2:1)(2-2)(2-3) 246 16’
ﬁ 2k—1 ~135---(2n—1)
P 2:4-6---(2n)
Por lo tanto:
1-35- 2n -1)
=1 "
«/— + Z 246---(2n)
si en la ultima expresién tomamos x = 2, obtenemos:
1-3-5- —1) on
A 10.4
_1 — =1+ Z T ) (10.4)
dt ..
De acuerdo al Teorema Fundamental f(x) = arcsen x = , entonces la expresion (10.4) la

integramos término a término desde ¢ = 0 hasta ¢t = z:

(2n—1) xtt2n

arcse /I d +Z 135
rcsen ¥ = =z .
0o V1-—t2 2-4-6---(2n) 14+2n

1

+C iz =0= C=0),
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para obtener asi el desarrollo en serie de potencias de f(x) = arcsen z. El intervalo de convergencia de

Up+1
n

esta serie lo determinamos aplicando el criterio de la razén lim
n—oo

(—1+2 (1+n)) 212040
2(1+n) (1+2(1+n))

n(1+42n)? 22

li =
i (=14 2n) xt+2n s —34+n+8n24+4n3
2n (14+2n)
. n(1+2n)?
= lim |,
n—oo \ =3+ n+8n2+4n3
n(1+2n)?

_1_7_1 _
dondenlgn;0_3+n+8n2+4n3_l—L_E,luegoR—ly—1<:c<1.

Analizando la serie en los extremos T j: 1, tenemos:

(=14 2n)zt+2n 1)12n(—1 + 2n) —1+2n
= — t
()nzl n(1+2n) le= Z 2n1+2n Zzn+4 7. 817 = 0o, fenemos que
—1+2n 1
mran oY la serie Z dlverge en forma absoluta, por lo tanto la serie i) diverge también
n n n

en forma absoluta por el cr1ter10 de comparaci(’)n el limite.
1+2n 1+2n x —1+2n
o 3 S S L
n(l4+2n) le=1 ,Z12n+4n
Conclulmos asf, que el intervalo de convergenciaes I = | —1,1 |.
. . x (-1 an
10. Dada la serie de potencias f(z) = >, ———.
n=1 1+n

(a) Determine el radio e intervalo de convergenciade f(x).

también diverge.

(b) Determine en forma explicita la suma de f(z).

(c¢) En base al punto b), verifique que: > (—1)”"1_’_#” =1-—1n(2).
n=1

Solucion 10(a) Por el criterio de la razén tenemos:

(_1)2+n pltn

n . . 1
lim (Y = i (2R g T,
1+n
. (I+n) 1 _
luego,nIL%72+n —1—L:>R—L =1,porlotanto |z|< 1= —-1<z <1

La serie converge en el intervalo | —1, 1 [ pero es necesario verificar su convergencia en los extremos del

a=)

intervalo | —1,11].

Six=—1: - ) - .
SO0t
1+n  le=—1 1+n ~
n=1 n=1
. . . . . . x| (=t
la serie obtenida es una serie de términos negativos, la cual diverge puesto que la serie e
n=1

diverge.



Ejercicios de MA-1002  Cdlculo II 157

Six=1: 1+ -
z =
— 1—|—n e=1 4 14n ’

obtenemos una serie alternada la cual converge por el criterio de series alternadas. Concluimos asi, que

el intervalo de convergencia de la seriees I = | —1,1].

Solucién 10b La serie se puede escribir de la siguiente manera

S DT S () e
f(w)—; 1+n _; n(l+n) ’
luego
R = 1in T
m(lto)=o—F+5 -7+ _;( i,
ahora integramos
( )n+l 1+n

n=1

[e’s) (_1)n+1xl+n

El término —z + (1 + z)In(1 4+ 2)+ C = > , se obtiene integrando por partes:

a=1 n(l+n)
zln(1+x),du=dx:>du=1C_l"_—xx,v:x,luego/ln(l—i—x)dx::Cln(l—i—x)—/%:
xlnx(l—i—:v)—/l""lx_i_i_xldx:xln:v(l—i—:v)_/(ll-i-f)xdx_‘_/lcfx _
zln(l+z)—z+n(l+z)+C=—-2+(14+2)In(1+2z)+C.
En la igualdad (10.5) si x = 0, obtenemos C' = 0, entonces
—z+(1+z) In(l+z) = ii( 1)"1‘1”1 . i T:::Lnx,

00 1+n _n
[~z +(1+2) In(l+z)] 27! :Zw

n=1

derivamos y simplificamos

x x? — 1+n — 1+n
r—In(l+z) i (=)t gn gt z—In(1+ 2) o i (=) " gm
z? _n:1 1+n x? _n:1 1+n

T
finalmente,

: — - _1\14n 1 — 1 _
Siz 1,0btenemosn§::1( 1) T+ 1—1In2.
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10.

11.

12.

13.

14.

Tema 11

Ejercicios semana 15: Numeros complejos

Prof. Pedro Diaz, Prof. Edwin Castro

. N\ 2 .\ 3
. Mostrar que la serie 1+i + (1 + l) + (ﬁ) + - - -, converge absolutamente.

2 2 2

Demostrar que cos® z = % cos 3T + % cos .

Expresar cos 5 y sen 5¢ mediante cos ¢ y sen .

Resolver la ecuacién bimonial w® — 41/2(1 41) = 0.

. Resolver 62% — 2523 + 32224+ 32— 10 =0.

Resolver 2%(1 — 22) = 16.

Demuestre que todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene al menos una raiz real.

. Sea P(z) = Y_ a;z" un polinomio con coeficientes reales y sea o € C tal que P(«) = 0, demostrar que

i=1
P(&) = 0, es decir que si un nimero complejo es un cero de un polinomio con coeficientes reales, su

conjugado & también lo es.

Dado un niimero complejo z, interpretar geométricamente ze'®, con o € R.

Grafique los siguientes conjuntos: A = {z/|z — 1| <3}, B={z/|z—2i|<2}, ANB, AUB.
Construya una ecuacion de segundo grado con coeficientes reales que tenga por raiz al nimero complejo
5—1i

Resolver la ecuacién 22 + 2ix + 4 = 0 poniendo las soluciones en la forma a + bi. Comparar con el
ejercicio 11.

Calcular 13280 {7777,

Probar que cos 3a = 4 cos® o — 3 cos a, sen 3o = 3sen a — 4sen? a, utilizando la expresién (cos a +

isena)3.

159



15.

16.

17.

18.

19.

20.

160 Ejercicios semana 15: Nimeros complejos Prof. Pedro Diaz, Prof. Edwin Castro

Identificar las curvas y dibujarlas:

D=2+ 2P =242 ii) j%‘:k

Determine las raices cuartas de 16 y representarlas.

Determine las raices cubicas de 4 4 31 y representarlas.

Calcular los limites:

RN LN

Si |a| = |b], pruebe que |a + b|? + |a — b|> = 4]a|?, a, b€ C.

6
Resolver la ecuacion (ZT‘H) = 32.
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Soluciones ejercicios semana 15: Nimeros complejos
Prof. Pedro Diaz, Prof. Edwin Castro

. N\ 2 .\ 3
. Mostrar que la serie % + (1 '2’_1) + (1 "2|' 1) + - - -, converge absolutamente.

.\ n cosT +isen T\"
Solucién Como 1 +1i =2 {cosz +isen %},wn = (&) = <M =

4 2 2
1 (cosﬂ +isen£) = |wp| = ——.
on/2 4 4 on/2
Comparemos la serie de mddulos 21% + % + 23% + - -+, que es geométrica de razén % menor que 1
2
o]
y converge. Por lo tanto ), w,, converge absolutamente.
n=1
. Demostrar que cos® z = % cos 3x + % cos .
. . 3ix ix —ix —3ix
Solucién Como cosz = 1 (e'” + %), entonces cos® z = £ +3e™ +3e " te =

8
1 e3iz + ef3ix Qeiz + efiz . l §
1 5 1 5 —4cos3x+4cos:v.

. Expresar cos 5y y sen by mediante cos ¢ y sen ¢.

Solucién Dado que: (cos¢ + isen)® = cosbp + isen 5y, desarrollando el binomio de Newton al
lado derecho se tiene:
(cos g +1isen ¢)® = cos® ¢+ 5icos? psen p — 10 cos® psen? o — 101 cos? g sen® ¢ + 5 cos Y sen 4p +
isen® ¢ = cos 5y + isen 5.
Igualando parte real e imaginaria a ambos lados se tiene:
cos 5p = cos 5y — 10 cos® psen? ¢ + 5 cos psen? ,
sen5¢ = 5 cos? psen o — 10 cos? psen ¢ + sen’ .
. Resolver la ecuacién bimonial w? — 4v/2(1 + 1) = 0.
Solucién Como1+1i =2 (cos T 4 isen E) — w? =8 (cos T 4 isen E). Aplicando la férmula

4 4 4 4
de raiz n—ésima:

T
-+ 2km T 49k
w=\3/§<COS (%)—i—isen(%)), k=0,1,2.

Luego 1- Sik =0, wy=2(cos § +isen {5)

2- Sik=1,w =2(cos 3T +isen3T)

3— Sik =2, wy =2(cos 117—277 + isen 117—277)
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Resolver 62% — 2523 + 32224+ 32— 10 =0.

Solucion Por el Teorema de las raices racionales se obtiene que z = —% yz= % son soluciones, de

donde (22 +1)(32 —2) = 622 — 2z — 2 es un factor de 62 — 2523 4 3222 4 3z — 10 siendo el otro factor
22 —42+5.0sea 6z — 2523 4+ 3222 + 32 — 10 = (622 — 2 — 2)(2%2 — 42 +5).

Luego aplicando la férmula del trinomio de segundo grado se obtienen las otras raices. Esto es, las

A+ V=d _ 4220 _ 4

soluciones de 22 — 4z + 5= 0son z = 5 5

Porlotanto S = {—1,2,2+1,2—1i}.
Resolver z%(1 — 2?) = 16.

Solucién I forma: La ecuacién se puede escribir como 24 — 22 + 16 = 0 <= 2* + 822+ 16 — 922 =
0= (2244)2-922 =0 <= (224+4+32)(224+4-32) = 0 < (22 +4+32) =00 (22 +4-32) =
0=z = —%i@ioz:%:I:gi,porlotantOS:{—%—I—@i,—%—gi,%—l—gi,%—k‘gi}.

1 forma: Sea w = 22, la ecuacién puede escribirse w2 —w+16=0,0seaw = % + %\/71 = % =

% + % 71y aplicando la férmula de raices n—ésimas se obtienen las soluciones.

Demuestre que todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene al menos una raiz real.

Solucién Se hard la demostracién por contradiccién. Si todas las raices de P(z) fueran complejas, deben
existir un nimero par de ellas ya que por el ejercicio 8, si « es raiz, & también lo es; pero esto dice que el

grado del polinomio es par lo cual es una contradiccién, por lo tanto P(z) tiene al menos una raiz real.

. Sea P(z) = Y a;2" un polinomio con coeficientes reales y sea o € C tal que P(«) = 0, demostrar que

i=1
P(&) = 0, es decir que si un ndmero complejo es un cero de un polinomio con coeficientes reales, su

conjugado & también lo es.

n

Solucién P(a) = 3 a;(a) =

ai(af) = Y a0 = 3 ;0 = P(a) y como P(a) = 0 =
= =1

1 i3

o

(2

i=1
P(a) =0= P(a) =0.
Dado un niimero complejo z, interpretar geométricamente ze'“, con o € R.

ia

Solucién Sea z = rel?! — zel® = relfeic — ze y

rel(®+®)  Luego la multiplicacién de z por e*® consiste

en rotar z en sentido contrario a las manecillas del reloj,

un dngulo a.

Grafique los siguientes conjuntos: A = {z/|z — 1] <3}, B={z/|z—2i|]<2}, ANB, AUB.

Solucién



11.

12.

13.

14.
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circulo de radio 3 circulo de radio 2
centrado en (1, 0) centrado en (0, 2)
ANB AUB
A 2 [ 2]
B
o * 2
\ 1 1 1
Considere la ecuacion con coeficientes reales:
az’> +bz+c=0. (11.1)

Si z esraizde (11.1), entonces Z también lo es. En efecto, como az?+bz+c = 0 entonces a2 +bz+c=
0y se tiene az2 + bz + &= 0y entonces @ 22 + bz 4 & = 0 de aqui se deduce az> 4+ bz +c = 0, asi z
también es raiz de (11.1). Recuerde que sia € R, @ = a.

Como la ecuacién a construir tiene coeficientes reales y una raiz conocida 5 — 1 deducimos que 5 + 1

también es raiz de la ecuacién y asi formamos la ecuacién:
(z—(5—-1))(z— (5+1)) =0, osea(z —5) —i* = 0, de donde z* — 10z + 26 = 0.
Para lo anterior se necesitaron las propiedades:
21+ 22=21+ 22, az=az, a€R, Z1z3 = Z129,
que son facilmente demostrables.

Aplicando la férmula general se deduce:

. 9 3 — 1 1
— 2 V4t — 16 v3116,03621212: 2li2” 20 _ 21122\/51 =14 +/5i.

21,2

)

Observe que para esta ecuacion se cumple el resultado (11.1).
Sevequei’ =1,il =1,i2=-1,i = —-i,i* = 1.

3280 = 4-820, 13280 = (14)%20 = 1.

TTT7 = 41944 + 1, {41944 = ({19441 —

Asf 13280 4 {7777 — 1 44,

Tenemos: (cos o + isena)? = cos 3a + isen 3a.

Desarrollando (cos a+1isen )3, se deduce cos® a+3 cos? a(isen a)+3 cos a(isen a)? + (isen )3 =

3 3

cos3a + isen 3, o sea: cos® o — 3sen? avcos o + (3 cos? asen o — sen a)i = cos3a + isen3a, de

3

donde se deduce: cos3a = cos®a — 3sen? acosa, sen3a = 3cos? asena — sen® o y de aqui se

obtiene el ejercicio.
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16.

17.
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i)Seaz =x+1iy, |2|? =22 + 92 2 = o — iy, 2 + Z = 2z, |z + 2| = 42 sustituyendo en la ecuacién
dada se tiene:

2?2 +y? —4da? = 22, 32 +y? — 22 = 0,y — (32?2 +22) = 0,9y — 3(z? +x) = 0, o sea
y? —3(z+3)*=-2,3(z+ 1)? — y? = 3 Hipérbola.

ii) Utilizando la notacién de i) [z —1|? = |z+iy—1|> = (z—1)?+¢?%, |2+1| = |z+iy+1] = (z+1)%+y>
La ecuacion del ejercicio se escribe:

|z — 1> = k?|z + 1| osea: (z — 1)® + 3% = K*((x + 1) + »?)

22 —20+1+y? =k?(2?+20+9y2+ 1), (1 - kH2? - 20+ kHz + (1 - k?)y? = k2 — 1.

Se deben realizar tres casos k = 1, k < 1, k > 1 los detalles se dejan al lector; ademds se debe excluir al
punto:

|z+ 1 =0o0sealz+iy+ 1 =00seaxz+ 1 =0yy = 0 es decir el punto (—1,0). Los graficos

quedan al cuidado del estudiante.
El ejercicio nos pide resolver la ecuacién en C : z* = 16.

Utilizaremos la forma de las raices de 2™ = a, a pesar de que el ejercicio se puede resuelve mads

facilmente factorizando la expresién z* — 16 = 0. Se tiene que V16 =2,16 = 16(cos 0+ isen0). Asi:

2 =2 (cos (M) + isen (%ﬂ)), k=0,1,2,3,20 = 2,21 = 21, 23 = —2, 24 = —21.

4
23 =4+ 31
i=5(4 4 34 4 -3 _4 .
443i=5 A + 51 Sea 6 el angulo agudo tal que senf = 5 cosf = 5 tenemos:
zr =5 (cos (9 +32kﬂ') + isen (%)), k=0,1,2.
- - 0 igen?
Se obtiene zg = 5 (cos 3 + isen 3
z1 = O (cos 9"5—% + isen 6'2—2”)
2z = b (cos H"Ej +1isen Q'EJ)
Zp estd en el primer cuadrante, 27 en el segundo cuadrante y z, en el tercer cuadrante (verificarlo).
Haremos uso de que senifl = — senh 6, cosif = cosh .
D lim senin gy, —senhn oy, efde o
n—+oco n n——+00 n n— o0 M2
: 0 sijal<1
ii) lim -sSenhin o _ oy _—senn gn al (Este hecho puede compro-
n—+oo 1 4+ coshin n—+oo 1 4+ cosn 2 sila|> 1.

barse con la calculadora).
la+al?> = (a+b)(a+b) = (a+b)(a+b) =aa+ab+ba+bb+ |a|?> + ab+ ba + |b]>.

la —b|? = (a — b)(a —b) = |a|> — ab — ba + |b|? y con la hipétesis dada se sigue el resultado.
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20. Hagamos u =

z4+1
2

Cilculo 1T

y resolvemos u = 32. Asi:

up = 2 (cos Q’é”f + isen 2’”) k=0,1,2,3,4,5.

Uo

U1

U2

us

Ug

Us

A cada una de estas raices uy corresponde un z;. A manera de ilustracién hallaremos z.

%1:14—\/31,24-1:2(14-\/31),

2

2(cos T +1isen T

2(cos £0 +igen <t
2(cos7r +isen)
(

2 cos— + isen =~

2(cos 21

3

57T

6

3)
21
3

47

3

+1sen5—7T

)

5 )
)

2(%+1\f)_1+f1

2
—1+ 31
-2

—1—+/3i
—1—+/3i

—3Biz=-1,2=

La representacion queda al cuidado del estudiante.

1

V31

_\3/_1 Asi 21

V3,
3

i.
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