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Capitulo 1

Algebra vectorial

1.1 Introduccion a los vectores (geométricos)

En esta seccién se introduce el concepto de vectores en el plano R? y en el espacio R3. Se definen
las operaciones: suma y multiplicacién por un escalar de vectores y se establecen algunas propiedades
bésicas de estas operaciones.

Muchos conceptos fisicos, como area, longitud y masa, se definen completamente una vez que se deter-
mina un niimero real, que representa su magnitud. Otras conceptos fisicos, que denominamos vectores,
no quedan determinados por completo hasta que se especifican una magnitud y una direccion.

Fuerza, desplazamiento y velocidad son ejemplos de estos vectores. Los vectores se pueden represen-
tar geométricamente como segmentos rectilineos dirigidos, o flechas, en R?2 0 en R3; la direccién de la

flecha especifica la direccién del vector y la longitud del segmento describe su magnitud.'
B

<l

A
a) El vector AB b) Vectores equivalentes

Figura 1

Si como en la Figura 1a, el punto inicial de un vector v, es A y el punto terminal es B, entonces el vector
. . . L B
v se puede escribir también de la siguiente manera: Vv = AB .
Los vectores con la misma magnitud y la misma direccién, como los de la Figura 1b, se dice que son

equivalentes. Si V y w son equivalentes se escribe Vv = w.

1En las figuras los vectores los representaremos con letras negritas



Estos objetos matemadticos se pueden proveer de una suma y una multiplicacién por escalar, con el objeto

de fortalecer la nocidn, con la estructura de espacio vectorial.

Definicion 1.1.1 Suma de vectores SiV y W son dos vectores cualesquiera, entonces la suma vV + w
es el vector resultante de realizar la siguiente operacion: coléquese el vector W de modo que su punto
inicial coincida con el punto terminal de V. El vector V + W se representa por medio de la flecha que va

del punto inicial de V al punto terminal de w. (Figura 2)

a) b)
Figura 2 Figura 3

En la Figura 3a, se han construido dos sumas, Vv + w y w + V, es claro que: v+ w = w + V y que la

suma coincide con la diagonal del paralelogramo determinado por V'y w.

El vector de magnitud cero se denomina vector cero y se denota por 0. Se define:
0+vV=v+0=vV
para todo vector V. Como no existe direccién natural para el vector cero, se convendrd en que se le puede

asignar cualquier direccidn, que resulte conveniente para el problema que se esté considerando.

Si ¥ es cualquier vector diferente de 0, es evidente que el dnico vector w que satisface v+ w = 0, es el
vector que tiene la misma magnitud que Vv pero cuya direccion es la opuesta Figura 3b). Este vector se

conoce como negativo (o inverso aditivo de V) y se escribe:

—

W = —V.
Ademis se tiene que —0 = 0.

Definicion 1.1.2 Si V y W son dos vectores cualesquiera, entonces la resta se define de la siguiente
forma: (Figura 4a).

VoW =+ (—W).



<1

a) b)
Figura 4

Para obtener la diferencia v — w, sin necesidad de construir —w, coloquemos v y w de modo que
coincidan sus puntos iniciales; el vector que va del punto terminal de w hacia el punto terminal de Vv es

el vector Vv — w. (Figura 4b).

Definicion 1.1.3 EI producto kv, (k € R), se define como el vector cuya magnitud es |k| multiplicado
por la longitud de ¥V y cuya direccion es la misma que la de v, si k > 0, y opuesta a la de v, si k < 0.
Se tiene que kv = 0 <= k=00 v = 0.

En la Figura 5, se observa la relacién entre un vector v y los

vectores %\7, —1V, 2V y —3V. Nétese que el vector —V tiene
. . S L 29
la misma longitud que v pero su direccién es la opuesta. Por lo . 7
1
tanto —V es precisamente el negativo de V, es decir (—1)V = 2/v’ /

—V. Figura 5

—3v

Teorema 1.1.1 Sean U, V, W vectores geométricos y sean k, l, escalares, entonces se cumplen las

siguientes propiedades:

e) k(lid) = (k)i

£ k(i + V) = ki + kv
+

iy - oL . S5 A5
Demostracion del inciso b) Supongamos que U, V y W se representan respectivamente por PQ) , QR

y RS , como se muestra en la Figura 6, entonces:

también:
—
i+v=PR y (i+V)+w=DPS,
porlotanto: i+ (V+w) = (d+V)+ W



Figura 6

1.2 Vectores en el plano R>

G+ @+

Todos los segmentos de recta dirigidos de la Figura 7, son representaciones de un mismo vector. De la

Figura 7 notamos entonces que un vV puede representarse de muchas maneras.

Sea P—Q> una representacién de V, entonces sin que cambie su
magnitud y su direccién P—Q> se puede desplazar paralelamente
hasta que su punto inicial esté situado en el origen. Obtenemos
asi el segmento de recta dirigido (ﬁ , que es otra representacion

de V. (Figura 8a).

e

17

Supongamos ahora que las coordenadas cartesianas son (a, b), entonces el segmento de recta dirigido

— i . o A
OR se puede describir mediante las coordenadas (a,b), es decir V.= OR es el segmento de recta

dirigido con punto inicial (0,0) y punto terminal (a,b). Como un vector se puede describir mediante

cualquiera de sus representaciones, V se puede expresar como (a, b). Esta representacién particular de v

recibe el nombre de vector de posicion del punto R (a,b) (Figura 8a).

Q
y Y

<L

a)
Figura 8

b)

Definicién 1.2.1 Definicion algebraica de un vector Un vector V en el plano xy es un par ordenado

de niimero reales (a,b). Los niimeros a 'y b reciben el nombre de componentes de V. EI O es el vector



(0,0).

Definicién 1.2.2 Norma de un vector A la magnitud de un vector se le da el nombre de norma de V'y

se denota por ||V||.

—
Empleando la notacién OR y escribiendo Vv en la forma (a, b), tenemos:
|I¥]| = magnitud de vV = v/a? + b2. (1.1

Esto se deduce del teorema de Pitdgoras (Figura 8b).

Ejemplo 1 Calcule las magnitudes de los siguientes vectores:

¢) (—2v/3,2) e) (6,—6)
d) (=3,-3) £ (0,3).

a) (2,2)
b) (2,2V/3)

Solucion

a) [Vl = V2T 1 22 = VB = 2V2. D) =32+ (372 =VI8=3V2

o) [Vll = 62+ (-6)2= V72 =62
b) [[V] = /22 + (2v3)* = 4.

0¥l =vV0*+3=v9=3.
o) ¥ = 1/(=2v3)2 + 22 = 4.

Definicion 1.2.3 Direccion de un vector Se define la direccion de ¥V = (a,b), como al dngulo 0,

medido en radianes, que el vector V forma con la direccion positiva del eje .

Por convencién 6 se elige de tal manera que 0 < 6 < 27. De la Figura 8b, se tiene que si a # 0, entonces:

tanf = 2. (1.2)
a

Observacién 1 tan 6§ es una funcién periédica, con periodo 7, por lo cual si a # 0, siempre existen dos



nimeros en [0, 27 [, tales que tan § = g. Luego 0 = arctan g, entonces:
arctang siz, y>0
, 5+ arctang’six<0,y>0
- w+‘arctang‘six<0,y<0
37”—1- arctang’ siz>0, y<O0.

Por ejemplo, tan(Z) = tan(2%) = 1. Con el fin de determinar ¢ en forma tnica es necesario determinar

el cuadrante en el que se halla v (Figura 9).

Yy Yy Yy

(272) (272\/5) (72\/37 2)

™
8
ol
.—/
Tt
%h
8

I <]

0 0 0
a) b) )

‘ : (0,3)
[N, N
4 x xT

(=3,-3) (6, —6)
d) e) f)

Figura 9

bl

(=]}

Ejemplo 2 Calcule las direcciones de los vectores del Ejemplo 1.

Solucion Los seis vectores se ilustran en la Figura 9.

a) En este caso V estd en el primer cuadrante, y como tan § = % =1l=0=7.
b) En este caso 0 = arctan(%g) = %, yaque V estd en el primer cuadrante.

c) V estd en el segundo cuadrante y dado que arctan( %) = 5 de la Figura 9c, se tiene que: 0 =

- ()= %

d) v estd en el tercer cuadrante y como arctan(1) = 7§, obtenemos que 6 = w + § = =f.

)77#

e) Como V estd en el cuarto cuadrante y arctan(—1) = — 7 = 0 = 21 — T

(1
3 7'r
f) No se puede emplear la férmula (2), pues a = 0, pero lim+ {arctan —] = — y se concluye que
z—0 T 2



0=3.

En general, la direccion de (0,0) = T y la direccion de Y

(0,—b) = 3%, (si b > 0).

(a1 + a2, b2 + b2)

[=1)

Sean V = (a1, b1) y W = (as, by) vectores en R2, estos vectores
b b

son equivalentes, si y s6lo si, tienen las mismas componentes, es az; b2) A 7
X
decirsia; = as y by = bo. 2
: L . L v (a1,b1)
Las operaciones de adicién vectorial y multiplicacién por es-
calares son muy féiciles de llevar a cabo en términos de sus com- v
ponentes como se ilustra en la Figura 10. Figura 10
Supéngase que se suman U = (a1,b;) y Vv = (ag,bs), de la Figura 10, se deduce que el vector

U+ V = (a1 + az,b1 + ba), se obtiene trasladando en forma paralela, la representaciéon de v hasta
que su punto inicial coincida con el punto terminal (ay, b1) de U. Por lo tanto V + w se obtiene dibu-
jando un paralelogramo con un vértice en el origen y lados 1 y V, entonces V + w es el vector situado a

lo largo de la diagonal del paralelogramo y que apunta alejandose del origen.

Si Vv = (a,b) y k es un escalar, entonces kv = (k a, kb). Ademds se tiene que:

k9] = VE2a2 + k202 = |k| /a2 + b2 = |k| |[v]]. (1.3)

Si k > 0, entonces kV estd en el mismo cuadrante que V, por lo que la direccién de kv es la misma que

la direccién de V, ya que arctan B0y _ arctan (Q)
k/a a

Si k < 0, entonces kV apunta en la direccién opuesta a la de V. Dicho de otra forma:

Direccidn de kv = direccién de v, si k > 0

Direccién de kv = direccién de vV + m, si k& < 0.

Observaciéon 2 Como en el plano un segmento de recta es la distancia mds corta entre dos puntos,

entonces de la Figura 10, se deduce que:

[[d + V| < [l + []¥]] - (1.4)



Esta dltima desigualdad recibe el nombre de desigualdad de b1

Cauchy-Schwarz. La igualdad se da si y sélo si i y V tienen la

misma direccion. 5 (0,1)
Existen dos vectores especiales en R2, que permiten representar a
los demds vectores de R? en forma conveniente. Estos vectores son _ 1.0
{=(1,0)yj = (0,1) (Figura 11). Si ¥ = (a, b) es cualquier vector ° e
en el plano, entonces como Vv = (a,b) = a(1,0) + b(0,1), V se Figura 11
puede escribir de la siguiente forma: Figura 11

v = (a,b) = ail + bj. (1.5)

Si se utiliza esta representacion se dice que V estd expresado en términos de sus componentes horizontal

y vertical respectivamente. Los vectores i y ; tienen dos propiedades fundamentales:

a) Ninguno de ellos es multiplo del otro. Se acostumbra decir en este caso, que los vectores i y j son

linealmente independientes.

b) Cualquier vV se puede escribir de manera tinica, en términos de i y j como en la férmula (1.5).
Definicién 1.2.4 Vector unitario Un vector unitario U es un vector cuya longitud es 1.

Observacion 3  Los vectores 1 y j son vectores unitarios y se acostumbra llamarlos vectores unitarios

canonicos o estandares.

Ejemplo 3 El vector i = (%)f—i— (\/73))?68 un vector unitario, ya

que su norma es igual a 1: 2+y2=1 Y
. 1 V3 \ (a,b) L.
HuH = (_)2+( )2: 1 bj u=ail+bj
2 2
6 x

Sea U = ai + bj un vector unitario, entonces ||d|| = va? + b2 = 1, 0 ai
por lo que a? + b? = 1y 1 se puede representar mediante un punto
situado sobre el circulo unitario (Figura 12). Figura 12

Si la direccion de d es 6, entonces se tiene de inmediato que a = cosf y b = sen 6, por lo tanto todo

vector unitario u se puede escribir en la forma:
u=1icosf+jsend, (1.6)

donde 0 es la direccién de 4.



i+ @ ; se puede escribir como en la férmula 1.6, tomando

N[

Ejemplo 4 El vector unitario i =

0 = arccos(3) = 3:

— > ™ > ™
U =1icos(=)+jsen(-).
3 3
Observacion 4 Si v # 0, entonces U = ﬁ, es un vector unitario que tiene la misma direccién que
v

V.
Ejemplo 5 Hallar un vector unitario, cuya direccién sea la misma que la de vV = 21 — 3;.

Solucién En este caso ||[V|| = v4+9 = /13, porloque i = ﬁ = (ng)f— (\/il—g);, es el vector
v

unitario requerido.

1.3 Vectores en R®

Precisamente como los vectores en el plano se pueden representar por parejas de nimeros reales, es
posible describir los vectores en el espacio tridimensional por ternas de nimeros reales, introduciendo

un sistema de coordenadas rectangulares.

Para construir un sistema de coordenadas de este tipo, se selecciona un punto 0, conocido como origeny
se eligen tres rectas mutuamente perpendiculares, llamadas ejes de coordenadas, que pasen por el origen.
Estos ejes se denominan como z, y y z. Se selecciona una direccion positiva para cada uno de ellos. asf

como una unidad de longitud para medir las distancias (Figura 13a).

Cada par de ejes de coordenadas determinan un plano conocido como plano coordenado. Estos planos

se conocen como plano xy, plano xz 'y plano yz.

z z
Z
P
plano yz
b
ofSJ
\’b?
< y y
o o Y
plano zy
/ p
xT a) xT b)
Figura 13

A cada punto P en el espacio tridimensional se le asigna una terna de nimeros (z, y, z), llamados
coordenadas de P (Figura 13b), como sigue: se trazan tres planos por P que sean paralelos a los planos
coordenados y se denotan los puntos de interseccion de estos planos con los tres ejes coordenados por

X, YyZ.



Las coordenadas de P se definen como las longitudes con signo:
z=0X, y=O0Y, z=02Z.

Ejemplo 6 En la Figura 14a, se han situado varios puntos con sus respectivas coordenadas y en la

Figura 14b, hemos ubicado el punto Q(—3, 2, —4).

(0,0,6) (0,5,6)
o Y
(4,0,6) (4,5} 6)
— 6 (—3,2,—4)

0 0.5, 0) v

(4,0, o)z 5.0
2) Figura 14 b)
Yy
Yy Yy
o ]
€T

Y Figura 15 Y Figura 16

1.3.1 Orientacion del espacio R?

Los sistemas de coordenadas rectangulares se dividen en dos categorias: sistemas de mano derecha si
los ejes se disponen como en la figura (Figura 15a) y sistemas de mano izquierda si los ejes se disponen

como en la (Figura 15b).

En las figuras, las flechas indican las direcciones positivas de los ejes. La razén de esta terminologia es
la siguiente: si es un sistema de mano derecha una persona orienta su mano derecha de tal manera que
su dedo indice apunte en la direccién positiva del eje  y su dedo medio apunte en la direccidn positiva

del eje y, entonces su dedo pulgar apuntard en la direccién positiva del eje z.

Esto se ilustra en la (Figura 16). En un sistema de mano izquierda sucede algo similar pero con la
mano izquierda. En lo sucesivo, seguiremos la practica comun, la cual consiste en dibujar los ejes
coordenados mediante un sistema de mano derecha. Si como en la Figura 17a), un vector v en el espacio

tridimensional se ubica de modo que su punto inicial quede en el origen de un sistema rectangular de



coordenadas, entonces las coordenadas del punto terminal se conocen como componentes de V y se

escribe: (al vector V, en este caso también se le llama vector de posicién del punto R (v1, va, v3)).

\7 = (’Ul,’Ug,’Ug).

z
Pl(muU“ZQﬁ7 P> (z2,y2, 22)
R(v1,v2,v3) ]QQ’
i 9
%
0 Y

Figura 17

Siv = (v1,v2,v3) y W = (wy,we,ws) son dos vectores en el espacio tridimensional, entonces es
posible aplicar argumentos semejantes a los usados para los vectores en R?, con el fin de establecer los

siguientes resultados:

a) V 'y w son equivalentes si y s6lo si v = wq, v9 = wg y v3 = ws.

b) V+w = (v1 + w1, v2 + wa, v3 + w3).

¢) kv = (kv1, kva, kvs), donde k € R.

Ejemplo7 Siv =(1,-3,2)yw = (4,2, 1), entonces:

av+w=(1,-3,2)+(4,2,1) = (1+4,-3+2,2+1)=(5-1,3).

b) 2v = 2(1,-3,2) = (2, —6,4).

c)—w=(—4,-2,-1).

HvVv-—-w=v+(—w)=(1,-3,2)+(—4,-2,-1) = (-3,-5,1).

En muchas ocasiones se tienen vectores que no tienen sus puntos iniciales en el origen. Si el vector
Pﬁ tiene el punto inicial P; = (1, y1, 21) y el punto terminal P, = (z2, y2, 22), entonces:

-
PPy = (3 —x1,y2 — Y1, 22 — 21), (1.7)

es decir las componentes de P; P» se obtienen al restar las coordenadas del punto inicial de las coor-
denadas del punto terminal. Se puede ver esto considerando la Figura 17 b). El vector P; P, es la

. . e ST S
diferencia de los vectores de los vectores de posicion OP; y OP; , de modo que:

P1P2 :OPQ —OP1 = (IQ,yQ,ZQ)—(Il,yl,Zl): (IQ—Il,yQ—yl,ZQ—Zl). (18)



—
Ejemplo 8 Calcular las componentes de P, P» , si tiene como punto inicial P; (2, —1,4) y como punto

terminal P (7,5, —8).

—
Solucion Las componentes del vector v = P; P, , de acuerdo a la férmula (1.8), serdn:
v=(7-2,5—(-1),-8—-4)=(5,6,—12).

Observacion 5 De la misma manera, en el espacio bidimensional, el vector v.= P; P, , con punto

inicial en P; = (x1,y1) y punto terminal en Py = (x3,y2) es:

L. =
V=PP = (x2,y2) — (¥1,51) = (T2 — 21,92 — y1) (1.9)
Ejemplo 9  Se pueden simplificar las soluciones para muchos problemas, trasladando los ejes de

coordenadas a fin de obtener nuevos ejes paralelos a los originales.

Solucion En la Figura 18a, se han trasladado los ejes de coordenadas xy, para obtener un sistema de
coordenadas z’ ¢’ cuyo origen 0 estd en el punto (z,y) = (k,1). El punto P en el espacio bidimensional

ahora tiene tanto las coordenadas (z, ) como las coordenadas (z/, /).

’

y !’
Y P(z,y)
(«".y")
Yy Yy

o'l (k1) z’ 0" | (k1) z’

(0,0)
0 T 0 s

a) b)

Figura 18

—
Para ver la forma en la que las dos estdn relacionadas, consideremos el vector 0’ P, Figura 18b. En el

—
sistema xy, su punto inicial estd en (k, ) y su punto terminal en (x, y), por lo tanto 0P = (z —k,y —1).
—
En el sistema 2’y’, su punto inicial estd en (0,0) y su punto terminal en (z’,3’); asi entonces 0P =
(2',y). Por lo tanto
=xz-k y y=y-1L (1.10)
Las expresiones (1.10) se llaman ecuaciones de traslacion

En el espacio tridimensional, las ecuaciones de traslacién son:



donde (k, I, m), son las coordenadas del nuevo origen.

Ejemplo 10  Si el nuevo origen estd en (k,l) = (4, 1) y las coordenadas zy del punto P son (2,0),

entonces las coordenadas 'y’ de Pson: 2’ =2 —4=-2yy =0—-1=—1.

1.4 Norma de un vector en R?. Aritmética vectorial

En esta seccion estableceremos las reglas basicas de la aritmética vectorial.

Teorema 1.4.1 Si i, V, W son vectores en R® y k, [ son escalares, entonces se cumplen las siguientes

relaciones:
a)i+v=v+d b)(U+vV)+w=1ud+(V+w)
c)i+0=0+d=1d d) i+ (—d) = 0.
e) k(ld = (kl)u. P+ V) =kd+ kv.
g)(k+Du=Fkd+ld h)ld = u.

Observaciéon 6  En la pigina 3 dimos una demostracién geométrica del inciso b). A continuacién
daremos una demostracién analitica de este mismo inciso para vectores en el espacio tridimensional. La

demostracién para el espacio bidimensional es similar.
Demostracién del inciso b) Si t = (uy,us,us3), Vv = (v1,v2,v3) y W = (w1, wa, w3), entonces:

(W+V)+ (w1, u2,us) + (vi,v2,v3)] + (w1, wa, w3)

W=
= (u1 + v1, U + vo,uz + v3) + (w1, wa, w3)
= ([u1 + v1] + w1, [ug + va] + wa, [uz + v3] + w3)
= (u1 + [v1 + wi], us + [v2 + wa], us + [vs + ws])
= (u1,uz,us) + (v1 + w1, v2 + wa,v3 + w3)

—i+ (V+ W)

Sea vV = (v1,v2,v3), un vector en R3. Basdndonos en la Figura 19, con dos aplicaciones del teorema de

Pitdgoras, obtenemos:

2 2 2 2 2
191 =[O [+ 7] = o[+ [OF [ + AP = ot + 442



por lo tanto, z

9] = /02 + 03 + 2. (1.11) P(v1, vz, v3)

[Ivl]
Si Pp = (21,y1,21) Yy P2 = (22, Y2, 22) son dos puntos en

R3 (ver Figura 17b, pagina 11), entonces la distancia D entre O s v
ellos es la norma del vector P, Ps . /
. —_— Shlird ‘
Debido a que Py Py = (x2 — x1,Y2 — Y1, 22 — 21), entonces Va - %
de (1.11) se deduce que: ‘ Figura 19
D= /(22— 21 + (y2 = 91)? + (22 — 21)2. (1.12)

De modo andlogo, si P; = (x1,41) y P» = (22,y2), son puntos en R?, entonces la distancia entre ellos

estd dada por:

D =/(z2 —21)% + (y2 — 1)~

Observaciéon7 Un vector unitario i en R es un vector cuya normaes 1. Si ¥ # 0, entonces i =

3‘«

es un vector unitario que apunta en la misma direccién que V.

Ejemplo 11 Dados los puntos P (2,1,4) y Q (3, —2,8).
—

a) Hallar la norma o distancia de P() .
—

b) Hallar la norma o distancia de QP .

. . . . =~
¢) Determine un vector unitario U en la direccién de PQ .
Solucion

a) En este caso aplicamos la férmula 1.12:

D= /(x2—21)2+ (g2 —41)2+ (22 — 21)2 = /(3 = 2)2 + (=2 — 1)2 + (8 — 4)2 = V26.

b) Otro procedimiento para calcular la norma consiste en determinar las componentes de QP . Luego

aplicamos la formula (1.11):

‘_;:Q—P>:P_Q:(25174)_(37_278): (_1537_4)7

luego, la norma de V es la siguiente: ||[V|| = \/(—1)2 + 32 + (—4)? = V/26.

—
¢) Determinamos inicialmente el vector P() :
—
V= PQ = Q_P: (37_278) - (25174) = (17_374)5
luego calculamos la norma de v:

¥ = VIZ+ (=37 + 22 = V26,



entonces por definicién, el vector unitario buscado sera:

-
u= =

‘<¢

s“}_‘
D

(17 _374)7

=

ya que la norma de u es 1. Verifiquelo !!

‘<1

Definicion 1.4.1 La direccién de un vector v # 0 en R3 se define como el vector unitario G =

Observacion 8 También se pudo haber definido en esta forma la direccién de un vector ¥ en R? ya

<

que si:

iz P (20, Yo, 20)

Yy
(0,90, 0)

* Figura 20

——
Sea v el vector OP ilustrado en la Figura 20, se definen o como el dngulo entre V y la parte positiva
del eje x, § como el dngulo entre V y la parte positiva del eje y, y v como el dngulo entre v y la parte
positiva del eje z. Los angulos «, 3, y 7y reciben el nombre de dngulos de direccion o dngulos directores

del vector V. Asi, de la Figura 20 tenemos:

cosa:x—f, cosﬁ:y—f, cos'y:ZT (1.13)
Il Il Il

Si V es un vector unitario, entonces ||| = 1y cosa = xg, cos 3 = yo, cosy = 2.

[=)

Por definicién, cada uno de los dngulos «, 'y v se encuentra en el intervalo [0, 7]. Los cosenos de estos
dngulos reciben el nombre genérico de cosenos directores de V. Ademads considerando las ecuaciones

(1.13), tenemos:

2 2 2 2 2 2
cos® a4 cos? B + cos? y = x0+y02+z0 = a:g—i-yg—i-zg =1. (1.14)
[[¥]| T5+ Y5+ 25




Si «, 5, «y son tres ndmeros (cada uno entre 0 y ), tales que satisfacen la condicién (1.14), entonces

determinan el vector tinico dado por i = (cos «, cos 3, cos 7).

Observacion 9  Si v = (a,b,c) y V # 1, entonces a, b y ¢ reciben el nombre de nimeros directores de
V.

Ejemplo 12 Sea VvV = (4, —1,6), determine los cosenos directores de V.

Soluciéon Calculemos inicialmente un vector unitario u en la direccién de V:

v (4,-1,6) g (L oL o
VIl 2+ (102+62 53 7 VB3’ V537 V53

luego por la férmula (1.13) obtenemos:

);

l_i:

4 6
cosa = —, cosf cosy = —(—.

~1
V53’ - VB3’ V53

Los dngulos directores de V son oz = arccos (%) = 0,9891rad =~ 56,7°, 8 = arccos (

-1 ) =
) V53
1,70859 ~ 97,9°, v = arccos (—2=) = 0, 602073 ~ 34, 5°.

V53

El vector v se muestra en la Figura 21, junto con sus respectivos dngulos.

(4,-1,6)

(4,-1,0) &

Figura 21 Figura 22

Observacion 10  Es interesante notar que si en R?, ¥ es un vector unitario y se escribe vV = (cos 0)i +
(sen 6)j, siendo 6 la direccién de V, entonces cos 6 y sen 6 son los cosenos directores de V. En este caso
a = 0y 3, (ver Figura 22), se define como el dngulo que V forma con en el eje y, entonces § = (5) — a,

de donde cos 3 = cos (3 — a) = sen 'y V se puede escribir en la forma de coseno director:

Vv =1icosa+jcosf.

Observacién 11 En la seccién 1.2, pagina 4, se observé que todo vector en el plano se puede expresar

en términos de los vectores i y j. Con el fin de extender esta idea a R? se definen:



i=1(1,0,0), j=(0,1,0), K=(0,0,1)

Los vectores i, ;, K son vectores unitarios y estdn representados
en la Figura 23. Si V es cualquier vector en R3, entonces: vV =
(z,y,2) = (2,0,0) + (0,4,0) + (0,0,2) = i+ yj + 2k, es
decir todo vector ¥ en R? se puede escribir en forma tinica en

—

términos de 1, j, k, o bien como una combinacién lineal tnica

de estos vectores. Figura 23

1.5 Producto escalar (punto). Proyecciones

En esta seccién presentaremos el producto escalar de vectores en los espacios bidimensional y tridimen-

sional, donde se establecen las propiedades de este producto y se analizan algunas de sus aplicaciones.

Sean U y v dos vectores diferentes de 0 en los espacios bidimensional o tridimensional y supongamos
que estos vectores se han colocado de modo que sus puntos iniciales coincidan. Se dird que el angulo

entre Uy Vv es el dngulo 6 determinado por Uy Vv que satisface 0 < 0 < « (Figura 24).

Definicion 1.5.1 Si Uy V son vectores en los espacios bidimensional o tridimensional y 0 es el dngulo

entre U y v, entonces el producto escalar G-V se define de la siguiente manera:

] 7] cosf, siti# 0y £0
uv=
=0.

<l

0 sii=0o0

; A 20N v

Figura 24

Sean U = (u1,u2,u3) y V = (v1,v2,v3) dos vectores diferentes de 0, si como en la Figura 25, 0 es el

dngulo entre U y V, entonces por la ley de los cosenos obtenemos:



— 2 12 2 - B
HPQ H — || + |[¥]1% = 2 ||| [|¥]| cos 6. ]

— L . S us,
Puesto que P() = v — 1 (Figura 25), entonces la expresién Plur, uz,us)

anterior se puede volver a escribir, como: u

Q(v1,v2,v3)

— — —12 =12 — =12
[[]] [[¥]] cos 6 = = ([[a]|” + [[¥]]” — [V — ), o\ —

N =

o bien

12 2 o o2
(™ + [9[1" = IV = d[]%).
Figura 25

Al hacer la sustitucion ||d]* = u2 + u2 4+ u2, |V||* = v2 + 03 + 02y |V —d|” = (1 — u1)? + (v2 —

u2)? + (v3 — u3)?, después de simplificar se obtiene:
uv= U1V + U2V + U3V3. (115)

Sid = (u1,u2) y Vv = (v1,v2), son dos vectores en R?, entonces la férmula que corresponde a (1.15)

Uu-v = uiv; + ugvs.
Ejemplo 13 Dados los vectores i = (2, —1,1) y v = (1,1,2):
a) Calcule d-V.
b) Determine el dngulo § entre 4 y V.
Solucion

a) Aplicando la férmula 1.15 obtenemos:
v = (2)(1) + (=11 + (1)(2) = 3.
b) Calculemos las normas de i y de V respectivamente:

Gl = V22 + (=12 + 12 = V6 = |[9],

entonces,
u-v 3 1 1 s

= =-=0= 2)=60° ==
Tl e~ Vovs 2~ 0= reeos(3)

En el siguiente teorema se demuestra como puede usarse el producto escalar para obtener informacién

cosf =

w

acerca del dngulo entre dos vectores. También se establece una importante relacién entre la norma y el

producto escalar.



Teorema 1.5.1 Sean i y ¥ vectores en R? 0 en R

<
<

1
V|| = (V-V)2.

2 .
, es decir,

a)

= I
b) Si U y V son vectores diferentes de cero y 0 es el dngulo entre ellos, entonces:
0 es agudo si'y sélo si G-V > 0

0 es obtuso si y sélo si U-V < 0

0 = 5 siysolo si G-V = 0.

Demostracion

a) Si suponemos que el dngulo 0 que estd entre U y V es igual a cero, tenemos: V-V = ||V|| || V|| cos§ =
I¥]1* cos 0 = || 9]”.

—

b) Dado que ||d]| > 0, ||V|| > 0y G-V = ||| ||[V]| cos @, entonces G-V tiene el mismo signo que cos . Si
suponemos que 6§ satisface 0 < § < 7, entonces 6 es agudo si y s6lo si cosf > 0, 6 es obtuso si y s6lo si
cos) <0y6 = 3 siysoblosicost = 0.
Ejemplo 14 Siud = (1,-2,3),v = (-3,4,2) y w = (3,6, 3), entonces:

65 = (1)(=3) + (—2)(4) + (3)(2) = =5

VW = (=3)(3) + (4)(6) + (2)(3) = 21

@ = (1)(3) + (~2)(6) + (3)(3) = 0.
Por lo tanto en este ejemplo 1 y v forman un dngulo obtuso, vV y w, forman un dngulo agudoy d y w
son perpendiculares.

En el siguiente teorema enunciaremos las propiedades principales del producto escalar.

Teorema 1.5.2 Si i, V, W son vectores en R? o R® y k € R, entonces:

d) V-V >0y V-V =0siysolosiv=0.

Demostracién Probaremos c), para vectores en R3, las demas demostraciones se dejan como ejercicios.

Sean 4 = (uq,usz,u3) y Vv = (v1, va, v3), entonces:
k(ﬁ\_; = k(ulvl —+ u2vo + U31)3) = (kul)vl + (kUQ)UQ + (kU3)1)3 = kﬁ)\_;

De la misma manera se demuestra que k(i-V) = u-(k-V).



—

En base al inciso b) del Teorema 1.5.1, pdgina 19, se definen dos vectores U # 0 y Vv # 0 como

ortogonales (representado de la siguiente forma: @ L V), si -V = 0.

El producto escalar es sumamente ttil cuando se quiere descomponer un vector en una suma de vectores

perpendiculares.

Si 1 y V, son vectores diferentes de 0 en R? o en R?, entonces siempre es posible escribir @ como:

ﬁ:v?fl—i—v?/g,

donde w; es un multiplo escalar de Vv y wo es perpendicular a v (Figura 26). El vector w; recibe el

nombre de proyeccién ortogonal de i sobre V y wo es el vector componente de 1 ortogonal a V.

Los vectores w1 y Wy se pueden obtener de la siguiente manera. Como w; es un miltiplo escalar de v,

podemos escribirlo en la forma w; = ¢v. Por lo tanto:

(1.16)

Figura 26

Luego, multiplicamos escalarmente (1.16) por V:

UV = (eV + Wa) -V = ¢ ||[V]|* + WaV.

Dado que wo es el vector perpendicular a V' (Figura 26), tenemos que wo-V = 0, de modo que por la

ecuacioén anterior se llega a:

- =
u-v
C

=,
¥l

y como w; = ¢V, obtenemos la proyeccién ortogonal (proy g i) de U sobre v:

. uv
Wi = (). (1.17)
(¥l



La proyeccién ortogonal de U sobre Vv puede escribirse
como un multiplo escalar de un vector unitario en la di-

reccion de V. Esto es:

= ( u-v ¥ (ﬁ-v) \% © v
W = — )V = _— —_— = -
Rk (21002 I

a k la llamaremos la componente de U en la direccion de

v. Luego:

= —?ﬂ‘r\ = ||t|| cos @ componente de U en la direccién
\%

de V.

Observacion 12 Es necesario hacer la distincién entre

los términos componente y vector componente. Asi, us-

ando los vectores unitarios canénicos con i = uqi+ uszj,

tenemos que: Figura 27
uy es la componente de U en la direccién de i, u;1 es el vector componente en la direccién de i.

Al despejar wo de (1.16), pagina 1.16, obtenemos:

- =
u-v

(1.18)

. —
W2 = Uu —

[

¥l
W, es el vector componente de U ortogonal a V.

1.6 Ejercicios resueltos

. Muestre que los vectores & = 1 + 3j — 4k y ¥ = —2i — 6j + 8K, son paralelos.

Solucién Aplicando la férmula (1.15), pgina 18, tenemos:

v = (1,3, —4)-(~2,—6,8) = —52,

luego en base a la definicién 1.5.1, pagina 17 obtenemos:

—52
—52 = (v/26) (2v/26) cos§ = cos = W = —1 = arccos(—1) =,

el resultado anterior implica que los vectores son paralelos, pero de direcciones opuestas (Figura 27).



Observacién 12 El ejercicio 1, se puede resolver de otra
forma. Podemos observar que el vector v es un miltiplo

escalar del vector U, es decir:
V=td=—-2u=-2(1,3,—-4),

donde —oo < t < 0o y ello implica que los vectores son

paralelos.

. Determine el valor de « para que los vectores U = 81 —

2]74- 4K yv= 21+ 3)? + ok sean ortogonales.

---------

Figura 28

Solucion Para que los vectores dados sean ortogonales, se tiene que cumplir que U-vV = 0, entonces:

ﬁ-x?:(8?—2{+4E)-(2f+3f+a12)=0:>10+4a=0:>a=—z.

Asf, para que los vectores sean ortogonales es necesario
que o = — 2 (Figura 28).
. Dados los vectores & = 20 + 3j + Ky V = 1 + 2j — 6k.

Determine proy ¢ u.

.z _ ouv _ 2 E w27
Soluciéon ¢ = H”||2 = 4y Proygui = w 411—|—
4z 127
a ot

La componente de 1 en la direccién de ¥ es:

. Dado el tridngulo ABC, formado por los vértices
A(-3,5,6), B(1,-5,7), C(8,—3,—1) (Figura 29),

calcular los dngulos o y 7.

A(—3,5,6)

Figura 29

—
Solucion El dngulo «, estd formado por los vectores AB 'y Zlﬁ (ver Figura 29), entonces:

—

AB =(1,-5,7) — (~3,5,6) = (4,-10,1), AC = (8,-3,—1) — (=3,5,6) = (11,8, —7),

luego:

HﬁH:zﬁ/ﬁ, HZ?H:?M%, AB-AC = (4,-10,1)-(11, -8, —7) = 117,



ahora aplicamos la definicién 1.5.1, pagina 17.

cos Ll ! = arccos( 2) 45°
0= ——"""=— a =ar —) =45°.
(3V13) (3v/26) V2 2

Para calcular el angulo externo ~y, podemos calcular inicialmente el dngulo interno 8 que estd formado

por los vectores C—B> y C'—A> .

CB = (1,-5,7) — (8,-3,—1) = (-7,-2,8), CA =(-3,5,6) — (8,-3,-1) = (—11,8,7)

CB | =3vi3, ||CA||=3v26, CB-CA =(-7,-2,8)(~11,8,7) =117
|7 | e
osﬁ:ﬁ:% = ﬂ:arccos(@):%ozg’

360° = 90° _ 270° _ 1350

2
. Dados los vectores G = 41 + Af+ 5K yv = M+ 2)? - 6]2, determinar para que valores de A los vectores

entonces vy =

dados son perpendiculares.

Solucién Dos vectores son perpendiculares si y s6lo si su producto escalar es igual a cero, entonces:
WV =41+ AN +5K)-M+2/-6Kk)=0=61-30=0 = A=5.

1.7 Introduccion a los determinantes

Definicion 1.7.1 Se llama matriz de m lineas y n columnas del tipo m x n todo arreglo rectangular

a1 ai2 - Q1 ot Gln
a21 a2 - Q25 ot G2n
a1 @2 (227 Qin

L Am1 QAm2 - Qmj *°° Amn |

Se usardn letras mayusculas para denotar matrices y mintisculas para denotar los elementos del arreglo.

Ejemplo 15 Los siguientes objetos son matrices:

12 T lel-v3
A=| 3 .B=[2 1 4 0].c=|3 || o ,D:f ,E{a boe
1 d e f

-1 4[] 0 |0] 0

4 y

FILA COLUMNA



El tamafio de una matriz se describe especificando el niimero de filas y columnas de la matriz. Asf, la
matriz A del ejemplo 1 tiene tres filas y dos columnas. La matriz A esde 3 x 2, Besde 1 x 4, C es de

3x3,Desde2 x 1y Eesde2x 3.

Una matriz A con n filas y n columnas se denomina matriz cuadrada de orden n. Los elementos

a11,022, - . ., G, - - -, Gnyp Se dice que estdn en la diagonal principal de la matriz A (Figura 30).
a1l e ai; e a1n
A= 41 Q5 Qin
L Gn1 - Gng - OGnn |
Figura 30

Definicion 1.7.2 Se llama determinante de orden n, la funcion que asocia a toda matriz cuadrada de

orden n su determinante. Definiremos esta funcion por recurrencia sobre n:
a) El determinante de la matriz A = (a) de orden 1 es a.

b) Suponiendo que el determinante de orden n — 1 estd definido para n > 1, el determinante de una

matriz cuadrada A = (a;;) de orden n es el niimero:

detA = |A| = ali |A11 | — ag1 |A21 | —+ -+ (_1)n+1an1 |An1 | = Z(—l)iJrlCLil |A11| (119)

i=1
| Aij| es el determinante de la matriz A;; de orden n — 1 que se obtiene suprimiendo la i-ésima fila y la

j-ésima columna.

Centraremos nuestra atencién solamente en determinantes de matrices 2 X 2 y 3 x 3, los cuales se calculan

de acuerdo a las siguientes férmulas:

ailr a2 ailr a2

det = = 11022 — A1204271. (120)
a21 Aa22 a21 a22
ailr a2 ais a1 a2 ais
det | a9y aga a3 | =| ao1 ags ags | = G11G22G33 + a12a23a31 + aizaziaze—  (1.21)
as31 Qas2 ass as1 Qas2 ass 13022031 — 411023032 — A120210A33-

Para calcular estas férmulas se sugiere recurrir a la Figura 31. La férmula (1.20) se obtiene multiplicando

los elementos por los que pasa la flecha que apunta hacia la derecha y restando el producto de los



elementos por los que pasa la flecha que apunta hacia la izquierda (Figura 31a).

La férmula (1.21) se obtiene copiando la primera y segunda columnas como se muestran en la Figura
31b). El determinante se calcula al sumar los productos correspondientes a las flechas que apuntan hacia

la derecha y restar los productos correspondientes a las flechas que apuntan hacia la izquierda.

a)
Figura 31

Ejemplo 16 Calcule los siguientes determinantes:

3 1 2 3
1

det(A) = , det(B)=| -4 5 6
4 -2

7 -8 93

Solucion Aplicando los métodos de la Figura 31, obtenemos:
det(4) = (3)(=2) — (1)(4) = —10,
det(B) = (45) + (84) + (96) — (105) — (—48) — (—=72) = 240.
Observacion 13  Los métodos que se describen en la Figura 31, no son aplicables para determinantes

4 x 4 o mayores.

1.8 Desarrollo por cofactores
Definicion 1.8.1 Si A es una matriz cuadrada, entonces el menor del elemento a;; se denota por M;; y
se define como el determinante de la submatriz que queda después de eliminar de A la i-ésima fila y la

j-ésima columna. El niimero (—1)""J M,; se denota por C;; y se llama cofactor del elemento a;;.

3 1 —4
Ejemplo17 SeaA=| 2 5 ¢ |.Elmenordelelemento aj; es:
1 4 8

| Se anula la primera fila |

S
H
W

5 6

]\/111 D 5 6 = = 16.

4 16

L—— | Se anula la primera columna |




El cofactor de a1 es Cq1 = (—1)**1 My = My; = 16.

Se anula la segunda columna |

El menor del elemento a3 es:

El cofactor de ass es:
= 26.

Csp = (—1)*2 M3y = —M3zy = —26.

| Se anula la tercera fila |

El lector tiene que haber observado que el cofactor y el menor de

un elemento a;; difieren Gnicamente en el signo, es decir C;; = [ + - o+ - o+ i
+M;;. Una manera rdpida de determinar si se usa + o bien —, oL 4

es aplicar el hecho de que el signo que relaciona Cj;; con M;;,

estd en la ¢-ésima fila y j-ésima columna del arreglo adjunto. oo

Por ejemplo, C11 = M1, C21 = —May, C12 = — Mg, Cog =

Moo, etc.

Teorema 1.8.1 Se puede calcular el determinante de una matriz A de n xn multiplicando los elementos
de cualquier fila (o columna) por sus cofactores 'y sumando los productos que resulten, es decir para cada

1<i<nyl1<j3<n,

det(A) = a1;C15 + a2;Co5 + - - - + ap,; Chj,

desarrollo por cofactores a lo largo de j-ésima columna y

det(A) = ainCin + a2Ci2 + - - + ainCin,

desarrollo por cofactores a lo largo de la i-ésima fila.

3 1 0
Ejemplo18 SeaA=| —2 —4 3 |. Calcule det(A) por medio de su desarrollo por cofactores
5 4 =2
a lo largo de la primera fila.
3 1 0
) -4 —4 -2 3 -2 —4
Solucién det(A)=| -2 -4 3 |=3 — (1) +(0) =
3 -2 5 =2 5 4
5 4 =2

3(—4)— (1) — ()(-11)+0=—-1.
Ejemplo 19  Calcular el determinante de la matriz del ejemplo anterior mediante su desarrollo por

cofactores a lo largo de la tercer columna.



3 1 0

Solucién det(A)=| -2 -4 3 |=0 - (3) +(=2) =
) 4 =2

0-3(12-5) —2(—12+2) = 1.

Observacién 14 La mejor estrategia para evaluar un determinante por medio del desarrollo por cofac-

tores es llevandolo a cabo a lo largo de una fila o columna que contenga el mayor nimero de ceros.

1.9 Producto vectorial

En diversas aplicaciones de los vectores a problemas de la fisica, ingenieria y geometria se necesita
construir un vector en R3 que sea perpendicular a dos vectores dados. En esta seccién analizaremos un

tipo de multiplicacién que facilita esta construccion.

Definicion 1.9.1 Siud = (u1,us,u Vv = (v1, va, v3) son vectores en R3, entonces producto vectorial
; ,uz)y ) s U3 p

U X V, es el vector definido de la siguiente manera:
UxXv= (UQ’Ug — U3V2,U3V] — U1V3, U1V2 — UQ’Ul). (122)

Ejemplo 20 Calcular el producto vectorial de los siguientes vectores i = i ; +2k yV =21+ 3)7— 4K,

Solucién Sea w = u x V, utilizando la férmula (1.22) tenemos:

o bien

W= x ¥ =[(-1)(—4) - (2B)]T+[2)(2) - (=D ]j + [()B) - (~1)(2)]k
— —21 4 8j + 5k.

Abusando de la notacién una forma facil de calcular U x v es mediante el uso de determinantes.

Teorema 1.9.12 Sean 1, v € R3, entonces i x V = up us us

U1 V2 U3

Demostracién Aplicando el desarrollo por cofactores a lo largo de la primera fila obtenemos:

2Este en realidad no es un determinante ya que 1, j y k son vectores. Sin embargo la notacién de determinante ayuda a recordar

como se calcula un producto vectorial.



i 5 x
- U2 U3 o U1 U3 S| U U2
Uy U2 uz | =1 - +k
V2 VU3 1)11 VU3 V1 V2

=1}
X
<l
Il

U1 V2 U3

~1

= (UQ’Ug — Ugvg);— (U3’01 — ulvg))?—l— (’U,lvg — ’U,Ql)l) )

de donde se obtiene la férmula siguiente:
U X V = (ugv3 — ugve, ugvy — UU3, U1V — UgV1).

Ejemplo 21 Dados i = (1,2,—2)y v = (30, 1), calcular i X V utilizando el teorema 1.9.1.

i3 k
2 =2 1 -2 1 2 - o
Soluciéon | 1 2 —2 | =1 —j +k =2i—T7j — 6k.
0 1 3 1 3 0
3 0 1

El teorema que sigue nos da una relacién importante entre el producto escalar y el producto vectorial y

también nos indica que U x V es ortogonal ( L ), tanto a ti como a V.

Teorema 1.9.2 Sean i y V vectores en R3, entonces:

a) u-(d-v) =0 U X V es ortogonal a i
b)v- (i xVv)=0 U X V es ortogonal a v
¢ |ld x ¥ = ||d]]* V] — (6-v)2 Identidad de Lagrange.

Demostracién Sean @i = (uy, uz,us3) y Vv = (v1,v2,v3) dos vectores en R?, entonces:
a) ﬁ'(ﬁ X V) = (ula U2, U3)'(U203 — U302, U3V1 — U1V3, U1V2 — Uzm) =
U1 (UQ’Ug - U3’U2) + UQ(’U,g’Ul — U1U3) + ’U,3(’U,1’U2 — u2'U1) =

UL UV — ULUZV2 + UaU3V] — UTULV3 + UT UV — Usuzv1 = 0.
b) Se demuestra en forma semejante al inciso a).

¢) Ya que:
||ﬁ X V|‘2 = (’U,Q’U3 — ’U,3’U2)2 + (U3’U1 — U1U3)2 + (uwg — ’U,g’Ul)2 (123)
d|* [V)° = (69)% = (uf +uj +u3)(v] + 03 +v3) — (urv1 + uzvs + uzvs)?, (1.24)

se puede establecer la identidad de Lagrange al realizar las multiplicaciones de los miembros de la

derecha del igual de (1.23) y (1.24) y verificar su igualdad.

A continuacién enumeraremos las propiedades principales del producto vectorial.

Teorema 1.9.3 Sean i, V, W vectores en R? y k € R cualquiera, entonces:



Las demostraciones se dejan como ejercicios.

Los incisos a) y b) del Teorema 1.9.2, son los que mds se utilizan. El producto i X V, es ortogonal tanto

a U como a V. Pero siempre existen dos vectores unitarios ortogonales tanto a i como a v (ver Figura

32a). Los vectores i y —ii (11 se denomina vector normal) son ortogonales tanto a t como a V. ;Cuél

de ellos nos da la direccién de i x v? La respuesta la encontramos en la regla de la mano derecha.

Si la mano derecha se coloca de tal forma que el dedo indice apunte en la direccién de U y el dedo medio

apunte en la direccién de v, entonces el dedo pulgar apuntard en la direccién de U x V (ver Figura 32b).

=11
X
<i

=11

<l

Figura 32

X
=1}

<

Ahora que hemos determinado la direccién del vector i X ¥, analizaremos a continuacién lo relativo a

su magnitud (norma). La identidad de Lagrange (pdgina 28), establece que:

— -2 =12 122 -
[ > ¥ = [|d]” [¥]” — (6-v)

(1.25)



Si 0 es el dngulo entre d y Vv (Figura 33), entonces U-v =

[d]| [|¥]| cos®, por lo que la férmula (1.25) se puede volver

a escribir de la siguiente forma: Y , h=lvisend
— —2 - 12 — 12 — 12 = (12
[ax V=g [vI"=al” | V] cos®0 0
y
= V2 (1 cos?0) /@/
= @[ || ¥ ||* sen? 6. p

Figura 33
Pero || V || sen 6 es la altura del paralelogramo determinado por U y v (Figura 33), entonces el drea del
paralelogramo es:
A =(base)(altura) = || 4 || ||V]|send = ||u x V||
En otras palabras, la norma de i x V es igual al 4rea del paralelogramo determinado por Uy V.

Ejemplo 22  Determine el drea del paralelogramo cuyos vértices consecutivos estian ubicados en
P(1,3,-2),Q(2,1,4) y R(—3,1,6). (Figura 34).

z R(—3,1,6)
(1,-2,5)

7A(—1,0,2)

0

Q1. 4)<

B
0 v Y
P(1,3,-2) z C(3,0 1)

Figura 34 Figura 35

Solucion El paralelogramo se muestra en la y tenemos que:

i j K
PQxQR =| 1 —2 ¢ |=—4T— 32— 10K,
5 0 2
entonces:
AzH@xﬁH:H(f—2f+6l?)><(—5f+212)H

= || —4i— 32j — 10k || = /1140 = 2v/285(u.l.)?.
Ejemplo 23 Calcule el drea del tridngulo cuyos vértices son A (—1,0,2), B (1,-2,5)y C (3,0, —4).
(Figura 35).



. TS = A ‘ﬁ
Solucidén Las coordenadas de los vectores i = AB y v = AC son:

G=(1-(-1),-2-05-2)=(2,-2,3)yv=(—1-3,0—0,—4 — 2) = (—4,0, —6). Luego,

i k
-2 -3 2 3 2 -2 - - o
ixv=|2 -2 -3 |=1 -j +k == 121+ 24j + 8k.
0 —6 4 —6 4 0
4 0 -6

El 4rea del tridngulo es la mitad del drea del paralelogramo, es decir:
1 - 1 1 1 9
Ap = 3 | dx V|| = 3 V122 4242 4+ 82 = 3 V784 = 3 (28) = 14(u.l.)=.

1.10 Producto mixto

Definicién 1.10.1 Sean G, v, w € R3, se define el producto mixto de GQ, ¥, W como:
(U x ¥)-w,
y lo denotamos G-vV-w.

Si d, v y w son tres vectores no coplanares (no pertenecientes al mismo plano), entonces estos vectores
forman los lados de un paralelepipedo (Figura 36). Calculemos el volumen de este paralelepipedo. La
base es un paralelogramo, cuya drea, es igual a:

|| dxv|.

El vector U x V es ortogonal tanto a i como a v, como
consecuencia de esto, es ortogonal al paralelogramo de-

terminado poru 'y V.

La altura h del paralelepipedo se mide a lo largo de un
vector ortogonal al paralelogramo. Vemos, entonces que
la altura h es el valor absoluto de la componente de w en

la direccién de @ x ¥. Por lo tanto h = valor absoluto de wi

....................................

la componente de w en la direccién de U X V, es decir:

—

W (i x V)
[[d x v

)

entonces el volumen del paralelepipedo es igual al drea
de la base por la altura, o sea: Figura 36

B
V= dx¥| ‘W(“ v)

[ x v



El volumen del paralelepipedo determinado por los tres vectores U, Vv y w es igual al valor absoluto del

triple producto escalar (producto mixto) de u, Vv y w, es decir:
V=|UxV)w|=|uvw]|.
Observacién 15  El producto mixto de los vectores U, V, w se representa de la siguiente manera:
Uvw=(dxV)w=1u(Vxw). (1.26)

1.10.1 Propiedades del Producto Mixto

Sean 1, ¥w vectores en R? y k un escalar, entonces:

b) VW = —(V-UW) = —(WV-id) = —(6-WV)
O) U- (VW = G-V-W + &
d) @V (W = 69w + 0V

De la férmula (1.26) se puede obtener un resultado til e interesante. Si w estd en el plano formado por

el vector U X V, entonces w es perpendicular a i X v, lo cual significa que w-(d x V) = 0.

Reciprocamente, si (4 X V)-w = 0, entonces w es perpendicular a ti x V), por lo que w est4 en el plano
determinado por @i y V. Se concluye que tres vectores U, V' y w son coplanares (estdn en el mismo plano)

siy s6lo si su triple producto escalar es igual a cero.

Si los vectores U, V' y w estdn dados en términos de sus componentes, es decir:
U= (u1,u2,uz), V= (v1,v2,v3), W= (wi,wz,ws),
entonces el producto mixto se puede calcular mediante la siguiente férmula:

Uyp U2 U3

v va ws |- (1.27)

=1}
<q
sy
I

wp w2 w3

Ejemplo 24 Dados los vectores i = (1,1,2), v = (2,1,1), w = (1, —2, 3). Determine el producto

mixto de estos tres vectores.

Solucion Una manera sencilla de calcular el producto mixto es formar el determinante de U, v, w.



Haciendo un desarrollo por cofactores a lo largo de la primera fila obtenemos:

1 1 2
L 1 1 2 1
uvw=| 2 1 1 |= — +2 =5-5—-10=-10.
-2 3 1 3 1 -2
1 -2 3

Ejemplo 25 Demuestre que los vectores i = (1,2, —2),V = (1,—-2,1), w = (5, —2, —1) estdn en un
mismo plano.

Solucién Para demostrar que los vectores son coplanares, es suficiente comprobar que su producto mixto

es igual a cero. Hacemos, por ejemplo, el desarrollo por cofactores a lo largo de la tercera fila.

1 2 =2
L 2 -2 1 -2 1 2
avw=|1 -2 1 |[=5 —(-2) +(-1)
-2 1 1 1 1 -2
5 -2 -1

de esta manera queda demostrado que los vectores U, V y w pertenecen a un mismo plano.
z

Ejemplo 26 Sean A(0,—2,5), B(6,6,0), C(3,—3,6),
D(2,—-1,3). A©,~2,5)

(3, 3,60 I}
a) Determine el volumen del tetraedro ABCD. ©:=3.6) Nk

b) Calcule la altura del tetraedro desde el vértice C' al seg-

mento AD (Figura 37). D(2,-1,3)

Solucion

a) Calculemos el volumen del tetraedro. B(6,6,0)

El drea del triangulo DAB, es A1 = lA, donde A es el

2
drea del paralelogramo D AE B. (Calcule el vértice F) !! Figura37
Luego el volumen del tetraedro es:
Vi= - Aih=-(CAh=-Ah=1V, (1.28)
3 3°2 6 6

donde V = A h, es el volumen del paralelepipedo. Determinemos tres vectores, partiendo por ejemplo,

del vértice D:

i=DA =(-2,-1,2), ¥=DB = (4,7,3), w=DC =(1,-2,3),



entonces por la férmula (1.27), obtenemos:

-2 -1 2
1 1
Navw) =t 47 _‘—75 =By =w.
1 -2 3

b) Calculemos la altura h. El drea del paralelogramo DAFEB es:
i j k
2

A= lax¥) =] —2 -1 - H—11¥+ 2{—10kH =15 (u.l.)?,

4 7 -3
y teniendo en cuenta la férmula (1.28), obtenemos el valor de la altura h:

1—5:1Ah = h:1—25

7 =& = h=3(ul).

| o

1.11 Rectas y planos en el espacio
Una recta en R? se puede determinar cuando se conoce un

punto Py (20, Yo, 20), perteneciente a larecta L y la direccién

de L. En el espacio la direccién de una recta se describe
a P(z,y, z)

. . . Po(xo, Yo, 2
convenientemente, por medio de un vector. Designemos por

v = (a,b,¢) un vector paralelo a la rectal. Sea P (z,y,z) . ro

un punto arbitrario de L y rj y T los vectores de posicién v

. . 5
de Py y P (estos vectores tienen las representaciones OFy y 0 Y

—> .
OP respectivamente).

= L
Sia = Py P , entonces por la adicién de vectores tenemos el ¥ =

siguiente resultado (ver Figura 38): Figura 38
r=rj+a4a, (1.29)

pero como a'y V son paralelos, entonces a = ¢V, (ver Observacion 12, pagina 21), por lo tanto la férmula

(1.29) se puede escribir de la siguiente manera:
r=r)+tv.
Definicion 1.11.1 Ecuacion vectorial de la recta La ecuacion

F=1g+tv (1.30)

recibe el nombre de ecuacion vectorial de la recta L, donde t es un escalar cualquiera.



Si escribimos la ecuacién (1.30) en términos de sus componentes entonces tenemos que:
2+ yj + 2K = 20T + yoj + 20K + t(x — 20)T + t(y — yo)j + t(z — 20)K,

o bien,
x=x0+t(x — )
Y=y +ty—v) (> —00 < t < o0. (1.31)
z =20+ t(z — 20)

Las ecuaciones (1.31) son las ecuaciones paramétricas de la recta.

Sia=x—z9,b=1y — yo, c =z — zg, entonces las ecuaciones (1.31) toman la siguiente forma:

r=x9+ta
Yy =1o+tb , —00 < t < 00. (1.32)

z=2zy+tc

Si despejamos el pardmetro ¢ de (1.32) obtenemos las ecuaciones simétricas de la recta:

rT—o Y—Y 22— 20
a b c

(1.33)

Un plano en el espacio se puede determinar si se conoce un punto My(zo, yo, 20) perteneciente al plano
y un vector i = (a, b, ¢) perpendicular (ortogonal) a ese plano, que recibe el nombre de vector normal.
Sean M (x,y, z) un punto arbitrario del plano y T, ¥ los vectores de posicién de M y M respectiva-

mente, entonces

T = o
MMQ =TI —1TIp.

El vector 1l es ortogonal a todo vector perteneciente al plano, en particular al vector ¥ — r (ver Figura
39). Para que estos vectores sean perpendiculares es necesario y suficiente que su producto escalar sea

igual a cero:

n-(r —ry) = 0.
Definicion 1.11.2 Ecuacion vectorial del plano La ecuacion
f(F—1p) =0, (1.34)

se llama ecuacion vectorial del plano.



Si desarrollamos la ecuacién (1.34) obtenemos
(a,b,¢)-[(z,y,2) = (z0, Y0, 20)] = 0,
o bien:
alx —x0) + by —yo) + ¢(z — z9) = 0. (1.35)

La ecuacion (1.35) recibe el nombre de ecuacién escalar del

plano.

/

Mo M
A
ro -
y
Figura 39

Si abrimos paréntesis y agrupamos términos en la férmula (1.35), obtenemos la ecuacién general del

plano en coordenadas rectangulares (ecuacién (1.36)).

azx + by + cz + (—axo — byo — czp) =0,

y sid = —axg — byg — czp, entonces:

ax +by+cz+d=0.

Si las constantes a, b, c y d son todas diferentes de cero entonces,

la ecuacién del plano se puede transformar de la siguiente forma:

ax by cz
ar+by+cz=—-d = _—d+_—d+_—d—1.
%:a,—d:ﬂ’—%:

b
del plano en segmentos (ver Figura 40). Esta tltima ecuacion es

Si hacemos — v, obtenemos la ecuacién
de suma utilidad para ver la disposicién del plano con respecto

al sistema de coordenadas rectangulares, entonces:

x+y+zil
a By

A, 0,0)

(1.36)

C(0,0,7)

Yy

B(0,8,0)

Figura 40

(1.37)

A continuacién, examinaremos los casos particulares de la ecuacién de primer grado (1.36), cuando

algunas de las constantes a, b, ¢, 0 d son iguales a cero y analizaremos la posicion del plano con respecto

al sistema de coordenadas rectangulares.

. Sid = 0, entonces ax + by + cz = 0, en este caso la ecuacion anterior define un plano que pasa por el

origen del sistema de coordenadas (los valores x = 0, y = 0, 2 = 0 satisfacen la ecuacién del plano).



2. Sia = 0, entonces by + cz + d = 0y el vector normal 11 al plano dado, es ortogonal al eje = (f-ﬁ =0),
en este caso el plano es paralelo al eje = (en particular el plano pasa por el eje = si d = 0).

3. Sib = 0, entonces ax + cz + d = 0. En este caso tenemos un plano paralelo al eje y, ya que f-ﬁ =0(en
particular el plano pasa por el eje y si d = 0).

4. Sic = 0, entonces ax + by + d = 0y el plano es paralelo al eje z k-ii = 0. En particular el plano pasa
poreleje zsid = 0.

5. Sia =0yb=0,laecuacién (1.36) toma la siguiente forma cz + d = 0 y determina un plano paralelo

al plano zy.
6. Sia =0y c = 0entonces, by + d = 0y se obtiene un plano paralelo al plano xz.

7. Sib= 0y c = 0entonces, ax + d = 0. Esta tlltima ecuacién determina un plano paralelo al plano yz.

1.11.1 Ejercicios resueltos sobre rectas y planos

1. Determine una ecuacion vectorial, las ecuaciones paramétricas y
las ecuaciones simétricas de la recta L que pasa por los puntos
Q(2,1,3)y R(1,2,—1) (Figura 41).
Solucion Calculemos el vector director de la recta Vv =
PQ = [(1-2),2-1),(~1-3)] = (~1,1 — 4), entonces

una ecuacion vectorial de la recta (tomando por ejemplo el punto

P(2,1,3)) y considerando que S (z,y,z) es cualquier punto

perteneciente a L es:

2+ yj + 2K = 20+ + 3K + t(—1 +] — 4K). Figura 41

Las ecuaciones paramétricas de la recta de acuerdo a la férmula (1.32), pagina 35, son:

r=2—1
y=1+t , con — oo <t <o0.
z=3—4t
Los nimeros directores de la recta son a = —1, b = 1y ¢ = —4, entonces las ecuaciones simétricas de

la recta (ver férmula (1.33), pdgina 35, son:

Observacion 16 Podemos determinar otros puntos pertenecientes a la recta L, ddndole al pardmetro ¢

3

diferentes valores, en particular si t = 1 obtenemos el punto P, donde la recta se interseca con el plano



z = 0: (ver Figura 41)

3 5 7 3
T 4 4 ) Y1 + 4 4 ) 21 ( ) (4) ’
entonces las coordenadas del punto P son P (% , % , O).

. Determine las ecuaciones simétricas de la recta L, que pasa por el punto P (1, —2,4) y es paralela al
vector vV = (1,1, —1).
Solucion Como la recta es paralela al vector ¥, entonces como vector director de ella se puede tomar el

vector V y considerando que pasa por el punto P (1, —2, 4), la ecuacién de la recta es la siguiente:

r—1 y+2 2z2-4
1 =1

. Determine las ecuaciones paramétricas de la recta L que contiene los puntos A(3,4,—1)y B(—2,4,6).

Soluciéon Calculamos el vector director de la recta L.

la recta pasa por el punto A y aplicando la férmula (1.32), pagina

35, obtenemos la respuesta.

r=3—->5t
y=4 , con — oo <t <o0.
z=—-1+4+T7Tt

El lector puede observar que en este caso uno de los nimeros
directores de la recta L es igual a 4, (ver Figura 42). Esta es una

situacién particular de la recta, la cual pertenece al plano y = 4,

paralelo al plano zz.

. Encuentre las ecuaciones paramétricas de la recta, que pasa por
los puntos P (2,1,2)y @ (2,-3,2).

Solucion Determinemos el vector director de la recta L, v =
PQ = (2,1,2) — (2,-3,2) = (0, —4,0).

Las ecuaciones paramétricas son las siguientes:

T =2

y=1-—4t , con —oo <t <o0o.

z=2

Figura 43



Este ejemplo, nos presenta otro caso particular de una recta. Observamos que dos nimeros directores
del vector ¥ son constantes: z = 2y z = 2 y representan dos planos en R, mientras que y = 1 — 4t es

una recta L que representa la interseccion de los planos x = 2 'y z = 2 (ver Figura 43).

5. Encuentre las coordenadas del punto A que divide el seg-
m

—_ ..
mento A; A, , en unarelacién dada \ = e Ai(z1,y1,21)

.z - 7 ..
Solucién Suponemos que los vectores A; A y AAs tienen
la misma direccién y que la relacién de sus médulos es igual Az, y, 2)

a A (ver Figura 44), entonces

O

Az (2, Y2, 22)

OA —OA, — ANOA5 —0A) =46, .
Figura 44
R S S L mAaas [ -
de donde obtenemosO—A> _ 04 +20A4, _ OA + 75 04, — nOA; +mOA;
1+ 1+% n+m

——
Como las coordenadas del punto A, son las coordenadas del vector OA , entonces tenemos que las

coordenadas de A son:
T1+ AT _ nxi +may

xr=

14+ A n+m
y:y1+)\y2 _ nyi +mys

1+ A n+m
y = 21+ Az _ nz +mzo

1+ A n+m

6. El segmento AB, donde A (3,—5,2) y B (5,—3,1), estd dividido por los puntos C'y D en tres partes

iguales. Determine las coordenadas de los puntos C'y D.

Solucién Por condicién del problema, tenemos las siguientes proporciones: AC = CB = 1 + 2,

o lo que es equivalente é_—g = % = ), entonces aplicando las férmulas del ejemplo 5 obtenemos las
3+ (3)5 -5+ (3) (-3
coordenadas del punto C, 7 = L1+ Az _ 3+ (3)5 _ Uoy=1U e _ O+ () (23) 18
1+ A 1+ 3 14+ 1+1
1+ A 1+4 ¥

Las coordenadas del punto D se determinan con ayuda de las mismas férmulas, é_—g = % =\ x=
3+25_ 13, _ —5+2(=3) _ _11.,_2+21_4

142 37 142 37 142 3
Por lo tanto las coordenadas buscadas son: C' (&, — 43 2)y D (&2 -1 2.

7. Dados los vértices A(2,2,2), B(6,5,0) y C (0, 3,8) del paralelogramo ABC D. Determine las coorde-



nadas del vértice D.

Soluciéon Supongamos que el punto O es el punto de inter-

seccion de las diagonales del paralelogramo (ver Figura 45).

Como O es el punto medio del segmento AC, entonces % =

1_ A, por lo tanto, las coordenadas de O (en este caso se

ﬁaman las coordenadas del punto medio), las determinamos
de la siguiente forma: = = % =1y = % = g,
z = 22i8 = 5. O es el punto medio del segmento BD,
por lo que las coordenadas del punto D serdn: 1 = 6‘5—:17,
g = 5—5_y’ 5= %, de donde obtenemos x = —4,y = 0,
z =10, o bien D (—4,0,10). Figura 45

. Determine la ecuacién del plano, que es perpendicular al vector i = (2, —1,4) y que pasa por el punto

My (5,2, —3). "Pertenecen al plano los siguientes puntos P (1,2, —1), @ (4,5,1), R (- 6,2, —3).

Solucién Apliquemos la ecuacién (1.35), pagina 36, 2(z—5) — (y—2)+4(z+3) = 0, al abrir paréntesis

y sumar términos semejantes obtenemos la ecuacién general del plano:
2z —y+4z4+4=0.

A continuacién analizaremos si los puntos P, () y R pertenecen al plano, para esto, sustituimos las

coordenadas de P, (Q y R respectivamente, en la ecuacion del plano 2z —y + 4z +4 = 0:

21) — (2) +4(-1)+4 = 0

0 = 0,
las coordenadas de P satisfacen la ecuacién del plano, por lo tanto P pertenece al plano en cuestion;

24) —5+4(1)+4 > 0

11 > 0,
las coordenadas de () no satisfacen la ecuacion del plano. El punto ) no pertenece al plano;

2(—6)—2+4(-3)+4 < 0

—22 < 0,

las coordenadas de IR tampoco satisfacen la ecuacién del plano. El punto R no pertenece al plano.



Observacién 17  El plano ax + by + ¢z + d = 0, divide al espacio en dos semiespacios. Los puntos
pertenecientes a un semiespacio satisfacen la desigualdad ax+by+cz+d <0,y los puntos pertenecientes

al otro semiespacio satisfacen la desigualdad ax + by + cz + d > 0.

. Determinar la ecuaciones de los planos de acuerdo a los siguientes datos.

a) El plano es perpendicular al eje z y pasa por el punto P (1, -2, 3).

Solucién El plano es perpendicular al eje z y es paralelo al plano
coordenado xy. Su ecuacidn es cz + d = 0, sustituyendo en esta

ecuacion las coordenadas del punto P obtenemos,
3c+d=0 = d=-3c,

entonces:

cz—3c=0 = ¢(z2—3)=0,

como ¢ # 0 finalmente obtenemos (Figura 46), z — 3 = 0 =
z=3. Figura 46

b) El plano es paralelo al eje 2 y pasa por los puntos R (1,1,2)y S (5,3, —2).

Solucién La ecuacion del plano es de la forma (la variable x no estd presente):
by+cz+d=0. (1.38)

Ry S pertenecen al plano, por lo tanto sus coordenadas satisfacen a la ecuacion by + cz + d = 0, por

lo que al sustituir las coordenadas de R y S en la ecuacién del plano obtenemos el siguiente sistema de

ecuaciones:

b+2c+d=0

3b—2c+d=0.
Resolviendo este sistema para b y ¢ tenemos que b = — % dy
c=— % d. Estos valores los sustituimos en la ecuacion (1.38)

—1dy + (- +d)z + d = 0y factorizando la constante —d,

(d # 0), obtenemos la ecuacion del plano:

1 1 2 —4
—d(§y+12—1:0) = %:O = 2y+z—4=0.

Figura 47



10.

11.

Siz=0,entonces2y +0—4=0 = y=2,siy=0 = 2z=4 (Figurad?).
Dibujar el plano, cuya ecuaciénes x —y + 4z +4 = 0.
Solucién En este caso aplicamos la ecuacién del plano en seg- z

mentos (ecuacion (1.37), pagina 43).

1 1 4
r—y+4dz=-4 = _Zx+1y_1Z:1’

y al simplificar, obtenemos la ecuacién deseada:

L(o.,o., —1)

x Y z
I AN
—4 + 4 + -1 ’
entonces, « = —4, § =4, v = —1, (Figura 48). Figura 48
Si un plano estd dado por su ecuacién general
ar+by+cz+d=0,
determine la ecuacién normal de ese plano.
Solucién Si el punto A(z1,y1, 21) pertenece al plano II, cuya
ecuacion general es:
II: ax+by+cz+d=0,
entonces sus coordenadas satisfacen a la ecuacién del plano II, : A
es decir se cumple la igualdad:
axr1+ by +cz1 +d=0.
Analicemos, a continuacion, el significado geométrico de la ex- 0
Yy
presién ax; + by; + cz1 + d, cuando el punto A no pertenece al
plano IIL. z Figura 49

Tracemos una recta perpendicular desde el punto A al plano IT y consideremos el punto Ag(zo, Yo, 20)
como la base de esa perpendicular (Figura 49), para que el punto Ay pertenezca al plano II se tiene que
cumplir la siguiente igualdad:

axg + byg + czg +d =0,

de la dltima expresién obtenemos el valor de d:

d = —azy — byy — czo,



el cual lo sustituimos en la expresién axq + by + cz1 + d para obtener la igualdad:
axy + by + cz1 + (—axg — byg — cz0) = a(x1 — x0) + b(y1 — yo) + (21 — 20),

el segundo miembro es el producto escalar del vector ii = (a, b, ¢) normal al plano IT y el vector director

—
AgA = (x1 — 20, Y1 — Yo, 21 — 20),

de la recta trazada perpendicularmente desde el punto A al plano IT, entonces por definicién del producto

escalar (pagina 17) tenemos:
L A
a(xy —x0) + b(y1 — yo) + c(z1 — 2z0) = 0-AgA = ||id]| || Ao A || cos b,

oy —
donde, D = HAOA , es la distancia del punto A al plano IT y como los vectores iy AgA son paralelos

(colineales ), entonces cos@ = =+ 1, por lo que, para la expresién axy + by; + cz; + d obtenemos el
siguiente resultado final:

ar1+byy +cx1+d==+ HﬁH D. (1.39)

Los signos = en la expresién (1.39), nos indican que axy + by; + cz1 + d es positiva para los puntos que
se encuentran de un lado del plano y negativa para los puntos que se encuentran del otro lado del plano

respectivamente, y en valor absoluto es proporcional a la distancia D del punto A al plano IT.

El coeficiente de proporcionalidad se define de la siguiente forma:
k=40l = £V a? + b + 2.

Si en la ecuacidn del plano II: az + by + cz + d = 0, los coeficientes de z, y, z respectivamente,
satisfacen la condicién:

a2+ 0242 =1,
entonces la expresion ax1 + by; + cz1 + d es exactamente igual a la distancia del punto A al plano IT.
En este caso decimos que la ecuacién del plano II estd dada en su forma normal y los coeficientes de x,

Yy, z son los cosenos directores del vector normal 1 al plano IT.

Para obtener la forma normal de la ecuacién del plano II es suficiente multiplicarla por el siguiente
coeficiente de normalizacion:

1 1

M = — = . 1.40
g Y e (140
De la expresién (1.40) obtenemos la férmula para calcular la distancia del punto A al plano II,
b d
p= lamtby tentd (1.41)

Va2 + b2 + 2



12.

La ecuacion normal del plano II la buscamos de acuerdo a la siguiente férmula:

ar +by+cz+d
+va? + b2 + 2

La ecuacién normal de un plano se puede, también, escribir de la siguiente manera:

M(ax +by+cz+d) = (1.42)

xrcosa+ycosfS+ zcosy—p=0,

donde p es un nimero positivo numéricamente igual a la longitud de la normal trazada por el origen al
plano normal y los angulos «, 8y v son los dngulos directores de dicha normal dirigida del origen hacia

el plano.

Observacion 18 Como la normal al plano es una recta dirigida y tiene, por lo tanto, un sistema tinico
de cosenos directores, entonces no podemos usar ambos signos de M. Para determinar el signo que

debemos usar adoptamos ciertos convenios que daremos a continuacion.

Si en la ecuacién general del plano:
II: axr+by+cz+d=0,

a) d # 0, M es de signo contrario al signo de d.
b)d =0y c# 0, M y c son del mismo signo.
c)d=c=0yb#0, My bsondel mismo signo.

d)d = ¢ = b= 0, entonces a # 0, M y a son del mismo signo.

La ecuacién de un plano es 2x — y 4+ 2z — 6 = 0. Reducir dicha ecuacién a la forma normal y hallar la

longitud de la recta normal y sus cosenos directores.

Solucién Para normalizar la ecuacién del plano 22 — y+ 2z — 6 = 0 aplicamos la férmula (1.42). Como
d = —6, entonces M es positivo,

20 —y+22—-6 2 1 2

MQ2x —y+2z—06) = =—-x— =
( Y ) 224 (-1)2+22 3 3

y la ecuacion del plano II en la forma normal es:

2 1 2
M: Za——y+=z2-2=0.
37T 3¥T3* 0

La longitud de la normal desde el origen del sistema de coordenadas hasta su interseccidn con el plano

normal II es p = 2, (Figura 50).



13.

Para determinar el punto de interseccién del plano II con la recta normal procedemos de la siguiente

forma:

El vector normal al plano II es,
- 2 1 2
n= g T g ) g 9
entonces la recta normal tiene como nimeros directores las componentes del vector normal al plano II,
ademds la recta normal pasa por el origen O (0, 0, 0), por lo que las ecuaciones paramétricas de la recta
normal serdn:
2 1 2

r=—-t y=—-—=t z=

t
3 3 37

los valores asi obtenidos de z, y, z los sustituimos en la ecuacién del plano II, para obtener el valor

del pardmetro ¢ que nos dard las coordenadas del punto P, comun a la recta normal y al plano II, como

DR EOER

al simplificar obtenemos, t —2 =0 = ¢ = 2, éste valor

veremos a continuacion:

2 1 2

[N )

del parametro ¢ lo sustituimos en la ecuacién del plano II, o bien
en las ecuaciones paramétricas de la recta normal y obtenemos
el punto P (%, —%, %) , comtn a la normal y al plano.

Los dngulos directores de la normal, los cuales se miden en el

sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj (sentido

positivo) son:

Q. = arccos (%) = 48.2°
[ = arccos (—%) = 109.5°
7 = arccos (%) =48.2°

Figura 50

Hallar:
a) La distancia del punto A(—3,—4,2) alplanox +y+ 2z —1=0.

b) La distancia dirigida del punto A(—3, —4,2) al plano 2 + y + z — 1 = 0. Interpretar el signo de esta

distancia.

¢) Determine la ecuacién normal del plano y dibuje el plano dado y el plano en la forma normal, en un

mismo sistema de coordenadas.



Solucién

a) La distancia del punto A al plano x + y + z — 1 = 0, la calculamos de acuerdo a la férmula (1.41),

pagina 43.

b ezt e tdl 03+ W)+ W@ -1 _ 6,

b) La distancia dirigida ¢ del punto A al plano z + y + z — 1 = 0, se obtiene por medio de la férmula,

b d
P T e W (1.43)
a?+ b2+ c2

donde el signo del radical se escoge de acuerdo a como se escoge el signo de M (ver Observacién 18,

pagina 44). Como d = —1, el signo del radical es positivo, entonces:

ari + byl +czp + d _ (1)(_3) + (1)(_4) + (1)(2) -1 — _2\/5
Ve P+ VEF 2+ |

El signo negativo indica que el punto y el origen estdn del mismo lado del plano.

5:

Para interpretar el signo de esta distancia nos basamos en la siguiente observacion.
Observaciéon 19 La distancia dirigida § del punto

A(z1,y1,21) al plano axz + by + ¢z + d = 0, se obtiene de

acuerdo a la siguiente férmula:

axy +byy +cz1 +d

+va2 + b2 + 2

el signo del radical se escoge tal y como escogemos el de M

6:

(Observacion 18). Si el plano no pasa por el origen, § es positiva
si el punto A y el origen estdn de lados opuestos del plano y §

es negativa si el punto A y el origen estdn del mismo lado del

plano. Si el plano pasa por el origen aplicamos los convenios

adoptados en la Observacion 18. Figura 51

¢) Calculemos la ecuacién del plano en la forma normal. (En la Figura 51, el plano normal es el mds

pequefio).
Solucién
_rz4+y+z-—-1 _ 1 1 1 1 _

M1'+y++2—1—$——0’ _gg+—y+—z——_0,lue0,
( )\/12+12+12 V3 V3T VB B &

1 1 1 1

M:——a+—=y+—=2——==0.
Ve ARV ARV RV



14. Hallar la distancia dirigida del punto P (-3, —4,2), al plano 3z + 12y — 4z — 39 = 0. Interpretar el

signo de esta distancia.

Solucion Aplicamos la férmula de la Observacién 19, como en la ecuacién del plano d es negativo

entonces el signo del radical es positivo:

axy +byy +ez+d _ 3(=3)+12(-4)—4(2) —39
a? 4+ b2 + 2 /32 4122 + (—4)2

_ 104 _ g
13 ’

5:

el signo negativo indica que el punto P y el origen estdn del
mismo lado del plano (Figura 52). Las coordenadas del punto @),
se determinan mediante el procedimiento aplicado en el ejercicio

12. Solamente es necesario considerar que en este caso la recta

pasa por el punto P y no por el origen. Sus coordenadas son

_15 44 6 ;
Q( 13° 13 13). Figura 52

15. Hallar:

a) La distancia dirigida del punto @ (3,4, —1), al plano 4z + 5y — 2z — 18. Interpretar el signo de esta
distancia.

b) La distancia del punto @ al plano 4z + 5y — 2z — 18.

Solucién
a) El signo de la constante d es negativo, entonces el radical es

positivo, por lo tanto la distancia dirigida es:

a:171+by1+cz1+d_4(3)+5(4)—2(—1)—18 16

5 - =
aZ 4+ b2 + 2 /42 4+ 52 + (-2)2 3vV5
como J es positivo entonces, el punto @) y el origen estdn de . 0 —25

diferentes lados del plano (Figura 53).
b) Calculemos a continuacién la distancia del punto al plano:

[4(3)+5(4) —2(-1)—18[ _ 16

D= :
42 + 52 + (—2)2 3v5

Figura53

16. Obtener una férmula para calcular la ecuacién del plano IT que pasa por los puntos M (z1,y1,21),

My (2,2, 23), M3(x3,y3, 23), (Figura 54).



17.

Solucion Sea M (x,y,z) un punto arbitrario perteneciente al z

plano Ty i = OM, , T3 = OMs , T3 — OMs y T = OM

los vectores deposicién de My, Ms, M3 y M respectivamente.
. . VIV
A continuacion formemos los vectores, MMy = I? — I? s

—— YA
M Ms = I?—ﬁ, My = ?—I? Como estos tres vectores

ry

pertenecen al plano, su producto mixto es igual a cero:

(¥ =) (12 —10)-(r5 —11) =0,
Figura 54
o bien

xr — I y — yl zZ— z1

To—21 Y2—t1 22—z | =0 (1.44)
T3 =21 Ys— Y1 23— 21

Determine la ecuacién del plano que pasa por los puntos M; (1,3, —2), M2(4, —5,6) y M3(-3,1,2).

Solucion De acuerdo a la férmula (1.44), tenemos:

z—1 y—3 z+2 r—1 y—3 z+42
4—-1 —-5-3 6+2 |= 3 -8 8 =0,
-3-1 1-3 242 —4 -2 4

haciendo el desarrollo por cofactores a lo largo de la primera fila obtenemos:

-8 8 3 8 -8 8
(x—1) —(y—3) +(242) =0,
-2 4 —4 4 -2 4

y simplificando, obtenemos la ecuacién del plano:

—(162+44y +382—72=0) = 8z +22y+ 19z —36=0.



Capitulo 2

Desarrollos limitados

2.1 Funciones equivalentes

En el estudio de los limites de funciones es de gran utilidad la nocién de desarrollo limitado de la funcién
alrededor de un punto. En este sentido, es necesario definir la nocién de dominacién y de equivalencia

de funciones.

Definicion 2.1.1 Sean f y g dos funciones reales definidas en un vecindario abierto de a € R, excepto
quizds en © = a, se dice que f estd dominada por g (o que g domina a f) en un vecindario de a, y se

denota f = O(g), si existen >0y > 0 tales que ¥z € |a — n,a + n| se tiene | f(x)| < Blg(x)].

Cuando la funcién ¢ no se anula en el vecindario de a, podemos definir el cociente f/gen]a—mn,a+n]|.

La relacién f = O(g) significa que la restriccién de f/g a ]a — n,a 4+ n [ es acotada, es decir existe

f(x)

M > 0 tal que ﬁ < M. Se dice también que f/g es acotada en un vecindario de a.
gz

La relacién de dominacién es compatible con la multiplicacién: si f1 = O(g1) y fo = O(g2), entonces

f1f2 = O(g192).
Ademds, si f1 = O(g) y fa = O(g), entonces a.f1 + o fo = O(g).

Definicion 2.1.2 Sean [ y g dos funciones definidas en un vecindario abierto de a, excepto quizds en
x = a, decimos que f es despreciable frente a g, en un vecindario de a, y se denota f = o(g), siVe>0

existe n > 0 tal que ¥V x € a —n,a + n| se tiene | f ()| < €|g(z)].

Observacién
La relacién f = o(g) implica la relacién f = O(g), pero el reciproco es falso.
Si 0 < a < f3, entonces * = o(2”) en un vecindario de 0.

Va<0,lnz = o(z*), en un vecindario de 0.

Si fi = o(g1) y fo = o(g2), entonces f1 fo = 0(g192).

49



Si fi = 0(g1) y f2 = O(g2), entonces f1 f2 = 0(g192).
Si f1 =o0(g)y fa = o(g), entonces af; + o fo = o(g).
Cuando la funcién g(x) no se anula en el vecindario de a, podemos definir el cociente f/gen]a—n,a+

71 [. Larelacién f(z) = o(g(z)), cuando & — a, significa que lim f(z)/g(z) = 0.
T—a

Definicion 2.1.3 Sean f y g dos funciones reales (o complejas), se dice que f es equivalente a g cuando

x — a, si existe una funcion h, definida en un vecindario abierto de a, tal que h(x) = %x)) — 1,
g(x

cuando x — a y se escribe f ~ g.

Observemos que f ~ g < f — g = o(g).

En la definicién anterior no interesa el valor de las funciones f y g en el punto x = a. Podria ocurrir que

las funciones no estén definidas en x = a.
senx

a)senz = x + o(x), si x — 0, pues lim =1.
x—0 9 x
b) sen? x = o(x), si # — 0, pues lim ST .
x—0 x
In(1 —
o) In(l+z) =z + o(x), siz — 0, pues limO n(+2)-2 =0.
T— X

d) Si lim f(z) = 0, entonces es claro que f(z) = o(1), cuando z — a. Reciprocamente, la frase
r—a
f(z) = o(1), six — a, significa simplemente que lim f(z) = 0.
r—a

e)Si P(x) = apz™ + an_12" L + - + ag, donde a,, # 0, se tiene que P(z) ~ a,x™ cuando n — +o0.

Teorema 2.1.1 Si f y g tienen el mismo limite { £ 0, cuando x — a, entonces | ~ g cuando x — a.

f(x) l

Demostracién Sea h(x) = o) entonces h(x) — 0= 1, cuando z — a.
g\r

Teorema 2.1.2 Si f ~ g cuando x — a y si f(x) — ¥, cuando x — a, entonces g(x) — ¢, cuando

x — a (igualmente sia € R 0 a = +00.)
Demostracién Como g(x) = f(x)h(x), con h(x) — 1 cuando & — a, g(z) — £.
Teorema 2.1.3 Si f ~ f1yg ~ g1 cuando x — a, entonces fg ~ f1g1y f/g ~ f1/91, cuando x — a.

Demostracién Sea f(x) = fi(x)h(x), g(x) = gi(z)k(z) con h(z) — 1y k(z) — 1, cuando

v = a. Entonces f(2)g(x) = fi(x)gr(@)(h(x)k(x), L& = L@@ o opey oy
o) g(x) g1(x) k(x)

k(z)
Error a evitar Si f ~ f; y g ~ g1 cuando z — a, no se tiene en general f + g ~ f; + g1 ni

f—g9~ fi — g1, cuando z — a.

Si f ~ g, cuando x — a, no significa que f(x) — g(x) — 0, cuando x — a. Por ejemplo, cuando



x—)O,setiene%—l—x%Nx%,pero%—l—x%—%:%—)—I—oo.

88

+ 23
+ 22

Cuando z — 0 se tiene = + 22 ~ x + x°, pues — 1. También z ~ z, pero (v + 22?) — 2 =

8

2?2 L (w423 — 2z =23

Definicién 2.1.4 Si f(z) ~ a(x—a)" cuando x — a, € €R, se dice que a(x—a)" es la parte principal

de f(x).

Supongamos que f y g admiten partes principales a(z—a)" y 5(z—a)® en un vecindario de a, entonces:
sir < s, f+ g tiene por parte principal a a(x — a)”

sir = s, f + g tiene por parte principal a (o + )(z — a)".

Por ser de uso frecuente, en el caso particular en que a = 0 se omite la notacién “x — 07, y se escribe
simplemente f(z) = o(g(z)). Por ejemplo, sen?(x) = o(z).

También se escribe frecuentemente f(z) = g(z)o(1), en vez de f(z) = o(g(x)), pues ambas expre-
siones significan lo mismo: ilg% f(z)/g(x) = 0. De esta forma, si f(x) = o(z™), entonces tenemos
que f(z) = z™o(1). Por ejemplo, son equivalentes las siguientes dos frases: senxz = z + o(x) y
senz = x + zo(1).

Debe tenerse especial cuidado con frases como “o(g(z)) = o(h(z))”, pues éstas se interpretan como

_»

sigue: si f(z) = o(g(z)), entonces f(z) = o(h(x)). Bajo esta interpretacién, el simbolo en la
frase “o(g(z)) = o(h(x))” no es simétrico. Por ejemplo, la frase “o(z%) = o(z)” denota una propiedad
verdadera, sin embargo se puede verificar fcilmente que “o(x) = o(x?)” es falsa.

A continuacion se presenta una lista de propiedades algebraicas elementales, frecuentes en el manejo de

calculos con la notacion “o” de Landau.

Proposicion 2.1.1 Cuando (x — a), en un vecindario abierto V de a:

a) Mo(g(x)) = o(Ag(x)) = o(g(x)), para A € R, A # 0.

b) o(g(x)) % o(g(x)) = olg(x)).

¢) Si'm > n, entonces o(x™) = o(z™).

d) Si m > n, entonces o(anx"™ + app12" M 4+ -+ apma™) = o(a™).

e) Si m > n, entonces an,o(x™) + - - - + amo(z™) = o(z™).

D o(g1(x))-0(g2(x)) = o(g1(x)g2())-

©)Si lim g1(2)/ga(w) = L, entonces f(z) = olgs (@) siy sdlo si f(@) = o{ga())

Demostraciéon Se deja de ejercicio.



2.2 El teorema de Taylor
2.2.1 Notaciones

C™(I) denotar la clase de funciones reales de variable real n-veces derivables en el intervalo I, con
la n-ésima derivada continua en I. C°(I) denotar4 la clase de funciones continuas en /, mientras que
C°(I) denotard la clase de funciones infinitamente derivables en I. Si n > m entonces se cumplen las
relaciones de inclusién C>°(I) C C™(I) C C™(I) C C°(I).

Para una funcién especifica f, la notacién f(™ denotard la n-ésima derivada de f, cuando ésta exista.

Escribimos f(©) = f.

Teorema 2.2.1 Formula de Taylor Sea I un intervalo, sea a € 1y sea f € C™(I), entonces para cada

x € [ se tiene:
)n—l

_ e %) Tle—t
o= @+ [

FM(t)dt.

Demostracién Sean = 1, la férmula se reduce a f(z) = f(a) + / f(®)dt.
Supongamos que la férmula es vélida hasta el orden n y probemos que vale para n 4+ 1. Usando inte-

gracién por partes:

v

_Mf(n)(t)

n:

[l e gy = 2= ooy [T @O i gar

n! n!

Corolario 2.2.1 Sea I un intervalo y sea a € I. Sea f de la clase C™(I) de modo que | f™) ()| estd

mayorada por una constante M, entonces para cada x € I:

n—1
f®)(a x—a)”
-3 W o <y T
Demostracién Sia < z, /E %f(n)(t)dt‘ g/m %f(n)(t)‘dtg
T (x—t)n ! z—t)"|” b—a)”
/a ((n—)l)! Mdt:_(njyl)!( = a—M( e

Similarmente se demuestra el caso a > .

Corolario 2.2.2 Férmula de Taylor-Young Sea I un intervalo, sea xy un punto en el interior de I y

sea f de clase C™(I), entonces si h — 0:

h / h2 1" h" (n) n
f(fl?0+h):f($o)+ﬁf($0)+§f(I0)+"'+mf (zo) + h"o(1).



Demostraciéon Reemplazando en la férmula de Taylor a por zg y x por xo + h tenemos:
h / h? " h" (n)
f(fl?0+h):f($0)+ﬂf (Io)+§f (I0)+"'+Wf (o) + g(h),

con

zo+h T _ f\n—1 n zo+h T _ f\n—1
oty = [ e O = 1) = [ B [000) - ) )]

Sea ¢(h) la cota superior de | £ (t) — f(™)(20)| en el intervalo de extremos z¢ y o + h. Como f(™(t)
es continua, €(h) — 0 cuando h — 0. Asi:

zo+h T _ f\n—1 n
lg(h)] < /m % eyt = " ehy sih > 0,

0

Zo — oy — n—1 n
o< [ SR e = (-1 e, sin <,

por lo tanto en todos los casos g(h) = h™o(1) cuando h — 0.

Foérmula de Maclaurin Reemplazando en la férmula de Taylor a por 0 tenemos:

F@) = 1O+ 5 70 + 5 O 4+ D)+ [T OO o
1! 2! n! o (n—=1) '

Si f admite derivadas continuas hasta el orden n y si f(") estd mayorada por una constante M en el

intervalo de extremos 0 y z se tiene:
Lo a? " z" (n) n
f(x)zf(o)‘f'if(o)'f‘gf(0)+"'+gf (0) + z"o(1).

2.3 Desarrollos limitados

Definicion 2.3.1 Una funcion f definida en un vecindario abierto V' de un punto a se dice que admite

un desarrollo limitado de orden n > 0 alrededor de a, si existen constantes ag,ay, . . ., a, tales que:
f®)=ap+a1(xr—a)+ - F+an(z—a)" + (x —a)"o(1), T — a.

Observaciones

a) Cuando f admite desarrollo limitado de orden 0 alrededor de un punto a, digamos f(z) = ag + o(1),
T — a, entonces s6lamente puede decirse que ilir}l f(z) = ag. No necesariamente la funcién f es
continua en * = a, aunque en todo caso la funcién podria redefinirse en £ = a de forma tal que sea
continua en a. Obsérvese que no interesa el valor concreto de la funcién f en el punto x = a. Por

ejemplo, la funcién (senx)/x admite un desarrollo limitado alrededor de O de orden 0, pues % =



1+ o(1), aunque sin embargo esta funcién no estd definida en 2z = 0.
b) Si la funcién f admite un desarrollo limitado de orden 1 alrededor del punto z = a, f(x) = ag+a1(x—
a) + (x — a)o(1), x — a, entonces es claro que lim f@) —ao

T—a Tr—a
estd definidaen = a y ademds f(a) = ao, entonces lo anterior demuestra que f es derivableen z = a

= a;. Si adicionalmente la funcién f

y su derivada f'(a) = a1. En general f no tiene que ser derivable en 2 = a pese a que admita desarrollo
limitado de orden 1 o mayor. Sin embargo, en aquellos casos en que f no esté definida en x = a, o

alternativamente f(a) # ag, puede redefinirse la funcién en z = a como sigue:

Fa) = flx), siz#a

agp, siz=a
La funcién f asi definida, resulta ser derivable en © = a, y ademds f'(a) = a;.

Teorema 2.3.1 Suponga que f admite un desarrollo limitado de orden n alrededor de a € V, entonces:

a) Este desarrollo es iinico.

b) [ admite desarrollo limitado alrededor de a de cualquier orden menor.

Demostracion

a) Sean f(z) = ao+a1(z—a)+- - +an(z—a)" +(x—a)"o(1), f(z) = bo+bi(z—a)+ - +bn(z—

a)™ + (x — a)™o(1), dos desarrollos de f(x) alrededor de a, entonces:
0=ao—bo+ (a1 —b1)(x—a)+ -+ (an —bp)(x — a)" + (x —a)"o(1).

Sea 0 < k < n el menor entero tal que ay # by, entonces 0 = (ax — by, )(x — a)* + - -+ (an, — by)(z —
a)" + (x —a)"o(1), es decir 0 = (ag —bg) + -+ (an — by)(z —a)" ¥ + (z —a)"*o(1) ysiz — a,
0 = ay, — bx que es una contradiccién. Asf, ap, = by Vk=1,...,n.

b) Es inmediato pues si f(z) = ap + a1(z —a) + -+ + an(z — a)” + (x — a)"0o(1), también f(z) =
ap+ai(r —a)+ - +ar(z —a)* + (z — a)f(akr1(z — a) + an(x — a)"* + (z — a)"Fo(1)) =
ag+ai(z—a)+---+ap(r —a)k + (z —a)*o(1)),conk =1,...,n.

Teorema 2.3.2 Si f es de la clase C™(I) y a € I, entonces | admite un desarrollo limitado de orden n

alrededor de a.

Demostraciéon La férmula de Taylor—Young es un desarrollo limitado de orden n alrededor de a.
Observaciones
a) Sea f una funcién par admitiendo un desarrollo limitado de orden n, alrededor de 0, entonces f(z) =

f(=z) =ap+arz+---F+apz”+z"0(1) = ag—arz+-- -+ (—1)"anz™ +2"0(1) y como el desarrollo



es unico, a; = az = --- = 0.
Si fesimparag =ag =---=0.

b) Sea f una funcién admitiendo un desarrollo limitado de orden n, alrededor de 0 y sea k el menor natural
tal que ay, # 0, entonces f(x) = arz®(1+ aZ—?jx—l— ceef g—Zx"’k) + 2" *0o(1), es decir f(z) ~ apz”
cuando x — 0. Asi, el desarrollo limitado aporta una informacién mas precisa que la parte principal,

sobre el comportamiento de la funcién alrededor del punto.

Teorema 2.3.3 Si f es una funcion definida en un vecindario de a y si existen constantes ag, a1, . . ., Qp,
. z)—ap—ai(z—a)—---—ap(x—a)”
tales que lim 1(@) ( ) n( )
z—a (:1: — a)"
rollo limitado de orden n en a.

= 0, entonces la funcion admite un desar-

Observacién Esimportante destacar que si f(z) ~ g(x) =~ e/(*) ~ e9(*), Porejemplossi f(z) = %

x
yg(x) = % + % entonces f(z) ~ g(z), cuando x — 0, pero e/(*) /e9(*) = et —» +oo, cuando

x — 0, es decir e/(*) L e9(*), En resumen tenemos:

Proposicién 2.3.1 Para que ef(®) ~ e9(*) es necesario y suficiente que f(x) — g(x) — 0, cuando
x — a. Dicho de otra forma, para que f(x) ~ g(x) es necesarioy suficiente que In f(xz)—Ing(x) — 0,

cuando r — a.

Destaquemos otro ejemplo de errores que se cometen al manipular equivalencias entre exponenciales o

logaritmos de las funciones.
_ 1+12 2 —x 14+22)(ze—%— 1m2272z o(x2e—2%
Sea f(z) = (1+ze ") — 1, entonces e @) In(ize™) _ 1 — o(1+27)( 3 +o( )

2 4
1 . exefzizemizl_ +1327m72e;€72m +0(:E4272m)

— 1~ ze %, cuando x — +o00.

2 —x
Si consideramos que (1+2?2) In(1+ze~%) ~ 23~ y que (1—|—xe*x)1+x —1~er’e "1~ ale

es decir que 3¢ ~% ~ ze~%, cuando  — +00 que es imposible.
2.3.1 plgebra de desarrollos limitados

Suma y producto Sean f y g dos funciones definidas en un vecindario V' del punto a. Supongamos
que f y g admiten desarrollos limitados de orden n alrededor de a, entonces para cada «, § € R, las

funciones af + B¢ y f-g admiten desarrollos limitados de orden n alrededor de a, cuando x — a:

(af +Bg)(x) = co+ ez —a) + -+ ez — )" + (x — a)"o(1),
(f-9)(@) = do+di(z —a) +--- + dn(r —a)" + (z — a)"o(1),

donde paracadai € {0,1,...,n}, ¢; = aa; + Bb;, d; = Z;:o a;bi_;.

Composicion Sea f una funcién que admite un desarrollo limitado de orden n alrededor de a y sea g



una funcién que admite un desarrollo limitado de orden n alrededor del punto ag, entonces la funcién
composicién g o f admite un desarrollo limitado de orden n alrededor de a.

Demostracién Cuando z — a, f(z) —ao = a1(x —a) + -+ + an(z — a)” + (x — a)"0(1) = o(1),
por lo que (g o f)(x) = g(f(x)) = Yi_o bi(f(x) — a0)* + (f(x) — ao)"o(1). El término f(x) — ag
admite un desarrollo limitado de orden n alrededor de a, y en virtud del teorema precedente aplicado
al producto de funciones, cada uno de los términos (f(z) — ag)?,. .., (f(z) — ap)™ admite también un
desarrollo limitado de orden n alrededor de a. Asi tenemos que go f admite desarrollo limitado de orden

n alrededor de a.

Observaciones
a) Una funcién f: I — R puede admitir un desarrollo limitado de orden n alrededor de un punto, sin que

la férmula de Taylor sea aplicable.
1
2

b) La funcién f: ]0,1] — R dadapor f(z) = admite un desarrollo limitado de orden n alrededor

1 1
de 0: la funcién nula, ya que 1imo — ez =0,0sea f(x) =o(z"™),VneN.
z—0 ™
2.3.2 Desarrollos limitados usuales

De la férmula de Taylor pueden calcularse los desarrollos limitados alrededor de 0 de las funciones
usuales:
a) Sea f(z) = sen w, las derivadas sucesivas son cos x, — sen z, — cos x, sen , . . . y evaluando las derivadas

en 0 tenemos el desarrollo limitado del sen x:

3 ZCS 7 x2n+1

Senx—x———l-————l- +(—1)nm+z2n+10(1)

31 507!
b) Sea f(x) = cos z, las derivadas sucesivas son — sen z;, — cos x, sen x, cos , . . .; evaluando las derivadas
en 0 tenemos:
2 4 n IQn 2n
cosx—l—g—i—z—a—i— -+ (-1) (2n)!+o(:v ).
c) Sea f(x) = a*, las derivadas sucesivas son a” log a, a® log®a, ..., a"log™ a, y evaluando las derivadas

en 0 tenemos:

2 2 n n
xloga+:r log a+_._+:c log" a
1! 2! n!

En particular e” = 1 + + o1 + c % + z™0(1), cuando z — 0.
n.
d) Las derivadas sucesivas del sh x son ch x,sh x,ch x,sh z, ..., conlo que:

a® =1+

+ z™0(1), cuando z — 0.

2n+1
ho— 3 25 a2t x
shx = x+3|+5|+7|+ +(2 1)

e) Las derivadas sucesivas del ch x son sh x,ch z,sh z,ch z,.. ., conlo que:

+ o(x*"*1), cuando x — 0.

hr=1 i R L , doz — 0.
ch z togt Tt +(2)+0( ™), cuando



f) La funcién f(x) = (1 + x)“ estd definida para z > —1, si & € R. Las derivadas sucesivas de f(x) son:
a(l+2)* L ala—1)1+2)2 2 ala—1)(a—2)(1+2)*73,...,a(a—1) - - (a—n+1)(1+x)*",
entonces si z — 0 tenemos:

ala—1) 2249 a(e—1)(a —2) 3+...+O‘(o‘_1)"'(a_n+1)x"+x"0(1).

I S v AU
g) En el caso que a = 3, o = S =
(—1)n—! W Asf tenemos que:
. PR n
1.1 2, 13 135 (e lBe2n—3) .
Vitr=1+3uz 2496 +246 2468x+ +(-1) R WP e + o(z™).
h) En el caso que a = —3, ala—1)- '(O‘_”+1) _ (=D(=3)(=5) - (=2n+1)
n: 2"n)!
(—1)”M Asi tenemos que:
2-4---(2n)
1 _qy_1,.132 1353, 13574, (k3 Q2n-1) ,
/—1—|—x_1 I+ 247 T 946" +2-4-6-8I +-+(=1) 54...9 " +o(z")
i)Sia:—lsetleneliI l+z+22+- 42"+ o(z™)
3 4
J)lOg(l—l-:z?)_x—?—i-?—%—l- S (=D)L 4 o(2™)
22° 1756 22n(22n_1)an2n71 o1
k) tanz =z + L 3 + 15 + 3ip Tt @)l + o(x*™ 1)
l R A 2" B! 2n—1
1) cotg = = 3 15045 (2n)! +o(z ).
— 22 | bat | 6128 | B2t
m) sec T = 1+2+24+720+ +(2) + o(x®").
_1 7x% | 3125 2(2>"~1 —1)B,a® 2n—1
n) cscx = + 67360 Tip0 T @) —i—o(:v ).
i — 1g% | 1.32° 13527 13- (2”_1) p2ntl 2n+1
n)arcsenx—x+23+52. 57+2467+ 2—|—+1 5.9, 2n+1+0(a¢ ).
_ CE_ xr~ _ T . _ nx=" 2n+1
o) arctanx = x — 5+ =+ +(-1) 2n+21+20(:1: )) .
2t 220 172" e 2027 = DBt 2n—1
p) tanhx = x st 95 " 318 +(-1) 2n), + o(x ).
1,z _2® 225 _ 22" Bpx®" ! 2n—1
q) cotgh 7 = - + 3T 15 T 04F (2n)] +o(z ).
_q_2®  5et 6Ll (CD)"Epa
r)sech z =1 5 + 54 750 + 20! + o(x?m).
_ 1z, 1 315 . (=D"2@ ' - )BTt 2n—1
s) esch = 2 6 + 360~ 15120 + et @) + o(x ).

7 .3... — 2n+1
1o 1325 13527 4 (qul3@no1) a2t oy

23 245_24 27 24---2n  2n+1

= AR L 2n+1
u)arctanhx—x+3+5+7 +2n —|—0( ).
V) (1+2)"2=1-22+ 322 —42° + 5% +- —i— (=)™ (n 4+ 1)a™ + o(z™).
w) (1+2)73=1-3x+ 622 — 102> + 152* + - - - + (=1)*(n + 1)(n + 2)2™ + o(z").

L 14,2 1475, 147104 _qynld-(Bn—2)
X) (1 a)73 = 1= gt ga® = g2la® 4+ g Tfat o (S g

t) arcsenh x = x —
+1

™ 4+ o(z™).



112 9, 25 3 258 a4, (_qym+125--(Bn—4)
Y (L4a)3 =1+ gw—gGa” + 305651 — 555 19? + + (1) 36-3n

donde los B; y los E; son los nimeros de Bernoulli y de Euler respectivamente.

" 4+ o(a™).

Los nimeros de Bernoulli By, By, Bs, . .. se definen por las series:

T x  Bixz? Boz* BsaS
=1-= — — - <2
p— 2t T e ol < 2m
1 T ¢ T Biz? Byz*  Bsaf
oy Ty T T T [l <7

Los nimeros de Euler Fy, Es, Es,...se definen por las series:
El $2 E2$4 E3$C6

sechxz=1-— 51 + 1 + o 2| < &7
Ei2?2  FEyz*  Esa 1
secx =1+ 51 + o + ol +- x| < 57
Algunos nimeros de Bernoulli y de Euler:
Numeros de Bernoulli Numeros de Euler
B, =1/6 E =1
By =1/30 Ey =5
Bs =1/42 Es; =61
By =1/30 E, =1.385
Bs =5/66 Es =50.521
Bg =691/2730 Es =2.702.765
By =7/6 E7; =199.360.981
Bg =3617/510 Eg =19.391.512.145
By =43.867/798 F9 =2.404.879.675.441
Bi1o=174.611/330 FE10=370.371.188.237.525
B11=854.513/138 E11=69.348.874.393.137.901
Bi2=236.364.091/2.730 FE12=15.514.534.163.557.086.905
Bi13=8.553.103/6 E13=4.087.072.509.293.123.892.361
B14= 23.749.461.029/870 Eq4=1.252.259.641.403.629.865.468.285
Bi15=8.615.841.276.005/14.322 | E15= 441.543.893.249.023.104.553.682.821

Con base en estos desarrollos limitados pueden calcularse los desarrollos de muchas otras funciones.

Los ejemplos que siguen ilustran el método.
2.3.3 Ejemplos

a) Hallar el desarrollo limitado de orden 4 de cos?® z, alrededor de 0.
.. 2 4 2 2 4
Solucién Dado que cos? z = (1 — g—' + % +o(z*)? =1+ (—g—!)2 + 2(—%) + 2(%) +z%0(1) =
1—2%+ %x‘l + 2% 0(1). Obsérvese que al elevar al cuadrado el primer paréntesis, s6lo se conservan los



términos cuyos exponentes son menores o iguales a 4.

b) Hallar el desarrollo limitado de orden 5 de tan x, alrededor de 0.

Solucién Por definicién tan z = (Sjggg :1 = ser;iv - :senx[l—i—(%—ﬂ—i—o( )+
, —(g—ﬂ‘FO(fC ) L.

x 25))2 5\ — x 5,4 5)) — x z 5

(17—%+0( ) +0(x)}1 (sen;)(1+7+ﬂx +0(x))—(x—§+ﬁ+0(x))(1+
2 5\) — 3

5 +24:v +o(:1c))—:v+3x +15:v +o(2?).

Obsérvese que aqui se utiliz6 el desarrollo limitado de la funcién g(z) = 1/(1 — z) alrededor de 0, de
orden 2. Pese a que se desea el desarrollo limitado de tan 2 de orden 5, se emple6 un desarrollo de g(z)
de orden 2 pues los siguientes términos realmente no aportan nada nuevo, ya que arrojarian potencias de

T superiores a .
c¢) Calcule el desarrollo limitado de v/1 + x cos x de orden 2, alrededor de 0.

Solucién Usando la definicién /1 + xcosz = (1 + % éxz + o(z%))-(1 — %xQ + o(2?)) =

1, 5,2
1+ 5T = gt + o(x?).
d) Sea f una funcién tal que lim f(x) = +oo. Demostrar que no existe el desarrollo limitado de f
r—a

alrededor de a, de ningtn orden.

Solucién Basta demostrar que no existe el desarrollo limitado de orden 0 alrededor de a. Esto es claro,

pues no hay manera de escoger ag € R de forma tal que f(x) = ag + o(1), siz — a.

e) Calcular el desarrollo limitado de orden 5 en un vecindario de 0 de la funcién f(x) = eS™*.

Solucién Sabemos que senz = x—%x +51'a: +o(x®) yque e¥ = 1+y—|—g' +y —|—Z' _|_y +o(y°),
1 1 _ 1 _ 1
entonces (z — 3|;13; + =l 5) — 3:02 (1- 57 2) + o(2%) = 2%(1 — 37 2) + o( 5). Slmllarmente,
(w—%x +5' z?) :x3(1—%x2) +o(x%) = (1—§x2)+0 (x gc +5' ) =z +o0(zP)
_ l 1 5 5 — 70 5 : senx __ 1 2 1 4
y (= 3'95 + g )" = 2”4 o(z”). Finalmente, e*** =1+ x + 572 — gt - 15:10 5+ o(x®).

2.3.4 Derivacion e integracion de desarrollos limitados

Sea f(z) = ag + a1 + azx® + - -+ + a,2™ + o(x™), cuando x — 0, el desarrollo limitado de orden

n de f en un vecindario de 0. Supongamos que f € C°°(I), con I un intervalo que contiene a 0 como

®) (0
punto interior. Por la férmula de Taylor y la unicidad del desarrollo limitado se tiene a, = ! '( )
b
Por otro lado la funcién g(x) = f/(z) es indefinidamente derivable en I y admite un desarrollo limitado
(p)
g(z) = by + b1z + box® + -+ + by_12" " + o(z" 1), cuando x — 0, de modo que b, = g_'(O) =
p!

S0)  (p+Dlapp
pl p!
cuando x — 0.

= (p+1)aps1. Asi, f'(z) = a1 +2a20+3a32* + - -+na,z" " +o(z" 1),



Es importante sefialar que la existencia de un desarrollo limitado de orden n de la funcién f en xg, no
implica la existencia de un desarrollo limitado de orden n — 1 de la funcién f’ alrededor de .

Sea f(z) = 3 sen% siz # 0y f(0) = 0. La funcién f admite un desarrollo limitado de orden 2,
pues f(z) = o(x?), pero f no es dos veces derivable en 0, por lo que f’ no admite desarrollo de or-
den 1 en 0. Sin embargo, se puede obtener un desarrollo limitado de una derivada f’ por derivacién del

desarrollo limitado de f, en la medida que se sepa de antemano la existencia del desarrollo limitado de f”.

Teorema 2.3.4 Sea una funcion continuamente derivable sobre el intervalo I, conteniendo a a como
punto interior, que admite un desarrollo limitado P(x) de orden n en a. Si f' admite un desarrollo

limitado Q(x) de orden n — 1 en a, entonces Q(z) = P'(x).

Teorema 2.3.5 Sea una funcion continuamente derivable sobre el intervalo I, conteniendo a a como
punto interior, que admite un desarrollo limitado de orden n en a, entonces toda primitiva g de f admite
un desarrollo limitado de orden n + 1 en a, es decir si:

f(x) =ap+ai(x —a)+ax(r —a)®+-- +ay(z —a)" + o((x — a)"), cuando x — a, entonces:

9(x) = 9(a) + ao(z — ) + L(r — 0)* + L(w— )’ + -+ + sz — )"+ of(x — a)" ),

cuando r — a.

Demostracién En efecto, / [f(t) - ZZ:O ap(t —a)?|dt = o((x — a)"') ya que si f(z) ~

g(z) = /1 ft)dt ~ /1 g(t)dt cuando x — a, pues si f(x) ~ g(z), se tiene f((x)) — 1 cuando

/w F(t)dt 1 /: F(t)dt ”
g

€T —
a
x

/a (1)dt xiz / o(t)dt

2.4 Generalizacion de desarrollos limitados

T —a,y — 1 cuando x — a.

Se pueden considerar funciones definidas sobre un intervalo I, donde a no es un punto interior sino
que es un extremo. Estas funciones pueden admitir desarrollos limitados alrededor de a. Es el caso
de funciones f(x) — +oo cuando x — a, pero puede existir un @ > 0 tal que z“ f(z) tienda a

un limite ¢ cuando x — a. Entonces f admite un desarrollo limitado generalizado en a, conviniendo

en asignarle el valor £ en a a la funcién z®f(x). Es el caso de cotg x = chgg cuando z — 0,
2 4
1-L 4L 4o(at) 22— l173—|—0(503) 1-— l172—1-0(:172)
_ 21 4l — 2 — 2 —(1_-1,2
pues xcotg x = x T = 1 = ] = (1 2;5 +
x — gzcg + o(z*) x — 6173 + o(z*) 1- 6172 + o(x3)

o(z2))(1 + 222 + 0(23)) = 1 — 122 1 0(2?), es decir cotg = = % -

5 + o(2?), cuando z — 0.

Z
3



Un caso interesante es el de la funcion sen </, la cual puede desarrollarse en un vecindario de 0 como

S 3 _,_ 13,15 1.7 ™ 13z 2’ 273 7/3\ Q
sigue: sen /r =senz = z T +5!z =77 +o(z") == st T30 5040+o(:1: ). Si

deseamos el desarrollo de la funcidn anterior, alrededor de 0, de orden despreciable frente a 22, entonces

5/3
3/~ _ . 1/3_ X | X 2 1 73 7/3Y — o(m2
obtenemos sen /x = x 6 T T30 + o(z?), pues 5040% +o(z"3) = o(z?).

Otro ejemplo es el de la funcién v & — 22, la cual puede desarrollarse como sigue: vz — z2 = :cl/2(1 -
2 3
1/2 _ 1/2.(1_x 22 _x° 3\ — 1/2_1.3/2 . 1 5/2_ 1 7/2 7/2 :
) z1/2.(1 5+ 5ol ) == 52+ g 162"/ *+o(z7/?). Si deseamos el
desarrollo de la funcién anterior, alrededor de 0, de orden despreciable frente a 23, entonces obtenemos

Vo —a? =22 - %x3/2 + %aﬁ/? + o(z3), pues —%:H/Q +o(x7/?) = o(x3).
Por dltimo consideremos el desarrollo generalizado de la funcién f(x) = arcsen (1 — 2z). Es claro
que f(0) = T. Ademds la derivada f’(x) = (4 — 42)~'/2 presenta una discontinuidad inevitable en

2

x = 0, de donde se concluye que f no admite un desarrollo limitado de orden 1 o mayor alrededor de 0.
Sin embargo, podemos hallar un desarrollo generalizado de esta funcién: f'(z) = (4o — 42%)~ /2 =
1 17200 _ y-1/2 _ 1 _-1/2 1 3.2, 5.3 3yy — 112 1 1/2 . 3 3/2

5T (1—x) 5 (1—1—217—1-8:0 +16% + o(z?)) 5 A v

3%:55/ 2 1 o(2°/?). Integrando este desarrollo generalizado obtendremos el desarrollo generalizado de la
funcién original f(z).

En efecto, arcsen (1 — 2z) = % + /2 4 %x3/2 + %x5/2 + %ﬁ/? +o(z7/?).

2.5 Aplicaciones

La primeras aplicaciones de los desarrollos limitados se encuentran en el cdlculo de limites. Sin embargo
la utilidad de los desarrollos limitados no se circunscribe tan solo al calculo de limites. En efecto, como
veremos también son de utilidad en temas como integrales impropias y series numéricas, entre algunas

otras aplicaciones.

Calculo de limites

T —e ¥ 1 —(1 — — 2 1
ot &€ g Lot o) — (14 (o) +o(-w) _ a2 o(1))
z—0  senx 0 x + o(x) =0 (1 + o(1))
In(1 1 1
b) lim z(In(l+2) —Inz) = lim 2In(l1+1/2) = lim I +y) = lim y( +o(1)) = lim 14
Tr—r00 T—>00 y_)0+ y y_>0+ y y_>0+
o(1) =1.
3
. s—sens r—(z— L5 +o(a®) @ (E+o(1))
¢) lim = lim 5 T 5 = lim 1 =1
m_)oew—l—x—% 04 +%+%+0(:€3)—1 x—% w0232 +o(1))
1 1 2 2 _ o
d) lim ——:hmx sen a::hmx—l-sen:c'x senx:hm( —|—1)-1imx sen x
z—=0sen®y 2 =50 z2 sen? z—0 sent x2senxr  x—0 ' senx z—0 x2 senw
v = (=L +o(a?)) P(E+o1)
=2 lim =2 lim ————— = —.

0 x2(x + o(x)) a—0 23(1+0(1)) 3



21 o) — a2 (1— L 1 L 1 o(a?))

1 2 2 002 T —
&) lim -~ —cotg?x = lim sen"z —z°cos"w . ( 6 _ 2 24
250 72 0 z? sen?x z—0 22(x — - + o(z4))?
\ 6
22— % +o(z?) — 2% + 2* + o(2?) 554(% +o(1)) o
= lim =lim —— = —.
z—0 x* + o(z4) @0 z4(1+0(1)) 3



Capitulo 3

Las Reglas de L’Hopital

3.1 Introduccién
Teorema 3.1.1 Teorema de Rolle Si una funcion f(x) es continua en el intervalo [a,b], derivable
en todos los puntos interiores del intervalo [a,b] y en los extremos x = a 'y x = b se cumple que

f(a) = f(b) = 0, entonces dentro de intervalo [ a,b] existe por lo menos un punto x = ¢, a < x < ¢, tal

que f'(c) = 0.

0 d c1 Cl2 b T -1 0
Figura 1 Figura 2

Interpretacion Geométrica Si una curva continua con tangente en cada uno de sus puntos, corta al eje
renxz = ayx = b, entonces a esta curva va a pertenecer por lo menos un punto de abscisa z = ¢,

a < ¢ < b donde la tangente es paralela al eje x.

Observacion 3.1.1 El teorema (3.1.1), también es vdlido para una funcion derivable, en la que los

extremos de | a,b| no sean iguales a cero, pero se cumpla la condicion f(a) = f(b) ( Figura I).

Observacion 3.1.2 Si la funcion f(z) es tal que f'(x) no existe en todos los puntos de | a,b), el teorema
puede ser falso, (es decir que en el intervalo [a,b], puede no existir un x = ¢, en el que la derivada

f(x) sea igual a cero).
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Ejemplo 1 La funciony = 1 — Va2, es continua en [—1,1]y es igual a cero en todos los extremos de

-2
mismo; sin embargoy’ = ——, no estd definida en x = 0 (Figura 2).

3T
El gréfico de la (Figura 3) nos da un ejemplo de una funcién, cuya derivada no es igual a cero en el

intervalo [ a, b]. Para esta funcién tampoco se cumplen las condiciones del teorema de Rolle, puesto que

la funcidn no tiene derivadaen x = 1.

y=1—|z—1|

Figura 2 Figura 3

Teorema 3.1.2 Teorema del valor medio (Teorema de Lagrange) Si la funcion f(x) es continua en

[a,b]y derivable en]a,b], entonces en | a,b| existird al menos un x = ¢, donde a < ¢ < b, tal que:

f) = fa) = f'(c)(b—a). 3.1
Demostracion Sea () el nimero:
o) = fla) (bz - (fl (@) 3.2)

El grifico de y = f(x) representa una curva en el plano (Figura 4). Determinemos, a continuacién
la ecuacién de la recta secante que pasa por los puntos A(a, f(a) y B(b, f(b), aplicando la ecuacién

punto-pendiente de una recta tenemos:
(x — a). (3.3)

Ahora bien, la diferencia vertical entre los graficos de f y de g en x es:

f(b) - f(a)

Fla) = f(@) - 9(x) = f(2) ~ () = T9—2Y (@~ a). (34)

La funcién F(z) satisface las condiciones del Teorema de Rolle en [a,b]. Es continua en [a,b]y
diferenciable en | a,b[ ya que f y g lo son. También se cumple que F'(a) = F(b) = 0, porque los
gréficos de f y g pasan ambos por Ay B. Por lo tanto F'/ = 0 en algtin = ¢ de ] a, b [ (Figura 4). Para



verificar que se cumple la ecuacién (3.2), diferenciamos ambos lados de la ecuacién (3.4), con respecto

axT:

Fa) = ) - 1O
Si x = c, entonces:
o) = o) - 0T _
por lo tanto:
po =0T _ g

como desedbamos demostrar.

Interpretacion geométrica De la (Figura 4) observamos que:

f(b) = f(a)

e (3.5)

tan(a) = m,. =

donde « es el dngulo de inclinacidn de la recta secante que pasa por los puntos A y B del grifico. Por
otro lado, f’(c) es la tangente del dngulo de inclinacién de la recta tangente a la curva en el punto C.
De modo que el significado geométrico de la igualdad (3.5), es el siguiente: Si por cada punto del arco
AB puede trazarse una tangente, existird en este arco, entre Ay B un punto C, tal que en el punto C
la recta tangente sea paralela a la secante, que pasa por los puntos A 'y B. El teorema del valor medio

admite varias expresiones de gran utilidad:

f(b) = fa)+(b—a)f'(c), (3.6)

f@) = fa) + (z = a)f (o), 3.7

donde c estd entre a y x. De la Figura 4, observamos que el valor de c satisface la condicién a < ¢ < b,
entonces ¢ — a < ¢ — b, es decir ¢ — a = 6(c — b), donde 0 < § < 1. Pero en este caso ¢ = a + 0(b — a)

y la férmula (3.6), toma la siguiente forma:
fO)y=fla)+b—a)f' [a+0(0b—a)l, 0<0<1. (3.8)
Si h = b — a, entonces:
fla+h) = f(a) +hf'(a+6h), 0<6<1.
Finalmente si a = x y h = Ax obtenemos:

[z + Az) = f(a) + Az-f'(z + 0-Ax), 0<6<1.



Teorema 3.1.3 Teorema de Cauchy Si f(z) y g(x) son funciones continuas en [a,b) y derivables en

la,b], siendo g(x) # 0, existe al menos un valor x = ¢, a < ¢ < b, tal que:

(3.9)
g(b) —g(a)  g'(c)
Demostraciéon Definamos el nimero () de la siguiente manera:
f(0) - f(a)
Q= ) (3.10)
g9(b) —g(a)

Observemos que f(b) — g(a) # 0, ya que de lo contrario g(b) serfa igual a g(a) y segin el teorema de
Rolle, la derivada g’ (x) seriaigual a ceroen | a, b [ lo que contradice la hipétesis del teorema. Escribamos

la funcién auxiliar:
F(z) = f(z) = f(a) = Q[g(z) — g(a)].

Es evidente, que F'(a) = F'(b) = 0 (que se deduce de la definicién de la funcién F'(z) y de la de Q). Si
tenemos en cuenta F'(x) satisface en [a, b] todas las condiciones del teorema de Rolle, deducimos que
entre a y b existe un valor z = ¢, (a < ¢ < b), tal que F'’/(¢) = 0. Pero, F'(z) = f'(z) — Qg'(x),

entonces F''(¢) = f'(c) — Qg'(c) = 0, por lo que:

0 0
g9'(c)
Finalmente sustituyendo el valor de () en la igualdad (3.10) obtenemos la igualdad (3.9).

3.2 Limites Indeterminados del Tipo %

Supongamos que las funciones f(z) y g(x) satisfacen las condiciones del teorema de Cauchy en el

intervalo [a,b]y f(a) = g(a) = 0. Larazén fgx; no estd definida en = = a, pero tiene sin embargo,
g(z

un valor bien determinado para x # 0. Por lo tanto se puede plantear el problema de hallar:
lim _f(:c) .
a—a g(x)

0
El cdlculo de limites de este tipo se llama “célculo de limites indeterminados del tipo 6”. Nos hemos

encontrado con limites de este tipo como, por ejemplo:

. senzx
lim .
x—0 x

sen r

La expresion no estd definida cuando x = 0, pero su limite existe y es:

sen r

lim =1.
x—0 x



Teorema 3.2.1 Regla de L’Hopital Supongamos que las funciones f(x) y g(x) satisfacen en [a,b] las

!/
condiciones del teorema de Cauchy y f(a) = g(a) = 0, entonces si existe lim ! Ex), también existird
z—a g'(x
!
lim _f(x) y ademds lim _f(x) = lim f/(x)
r—a g(l‘) r—a g(l‘) r—a g (I)
Demostraciéon Tomemos en [a,b] un punto x = a. Aplicando la férmula de Cauchy tenemos:

flx) = fla) _ f'(©)

= , donde ¢ se encuentra entre a y 2. Dado que f(a) = g(a) = 0, tenemos:

g(z) —gla)  g'(&)

flz) _ 1)
EA e/ 3.11
GEG) G0
Six — a, también £ — a, ya que & estd entre a y x, por lo que si: li_r)n ;:Ei)) = A, entonces también
existe 6151(11 g:gg =
Es evidente que wh_r}r}l % = wh_r}r}l J; /Eg = glgr(ll J; /Eg = wh_r}r}l J; /((g = Ay en definitiva:
o 1) 0

Observaciéon 3.2.1 El teorema (3.2.1), también es vdlido cuando las funciones f(x) y g(x) no estdn
definidas en x = a, pero:

lim f(z) =0y liLn g(x) =0.

Tr—a

Para reducir este caso al examinado anteriormente, es necesario definir adicionalmente las funciones
f(z) y g(x) en el punto 2z = a de tal modo que éstas sean continuas en 2z = a. Para esto es suficiente
redefinir la funciones en © = a de la siguiente manera:

fla) = lim f(z) =0y g(a) = lim g(z) =0,

r—a
ya que:
lim _f(:c)
z—a g(x)

no depende de que las funciones f(x) y g(x) estén o no defnidas en x = a.

3

Observacion 3.2.2 Si f'(a) = g'(a) = 0, y las derivadas f'(x) y g'(x) satisfacen las condiciones

impuestas a las funciones f(x) y g(x), por la hipétesis del teorema (3.2.1), entonces aplicando la regla
f'(z)
(

——, obtenemos la férmula:
T

de L’Hopital a la razon

F@) e S

ia g'(x)  amag’(z)




g()

Observacion 3.2.3 Si g’(a) = 0, pero f'(a) # 0, el teorema (3.2.1) se aplica a la razon inversa

f(x)
T
que tiende a cero cuando x — a. Por lo tanto, la razon fé )) tiende a infinito.
g(x
Ejemplo 2 Calcular los siguientes limites.
9
6 6 6 6
lim ST AN gy 2T D
z—0 3z x—0 3 3
8 1
In (1
i RO T
x—0 x x—0
0 0 0
et —eTT =2 Al . —24e"4e" A, —eT4e" Ay, e T+e" 2
lim ———"="lm——"="lm —— "="lim — = - =2.
=0 T —senz z—0 1 —cosx z—0 sen =0  COS T 1

Observacion 3.2.4 La regla de L’Hopital también puede ser aplicada cuando lim f(x) =0y lim g(z) =
xr—r0o0 xr—r0o0

. 1 . 1
0. En efecto, si hacemos x = —, tenemos que z — 0 cuando x — 00, entonces hrr%)f(—) =0y
z zZ— z

(1Y
iﬂ%g(;) =0

Si aplicamos la regla de L’Hopital a la razon: N obtenemos:
(%)
1 , (1 1 ,
@] <‘> ] (‘) (‘ —) A (‘) @)
lim —= = lim = lim = lim = lim ,
00 g(x) 2—0 (1) =0 (1) ( 1 ) z=0 (1) 200 g’(x)
g\ L/ ) 9\
z z z z

lo que se trataba de comprobar.

Ejemplo 3 lim
Tr—r 00

3.3 Limites Indeterminados del Tipo %

Teorema 3.3.1 Supongamos que f(x) y g(x) son funciones continuas y derivables para todos los val-

ores de x # a en la vecindad del punto a 'y g'(x) # 0. Supongamos también que lim f(x) = ooy
Tr—a

lim g(x) = oo y que existe:
r—a

/
lim f,(x) — A, (3.12)
a~a g'(z)
entonces existird también
i
i 28 g 70y (3.13)

b gla) e g/(x)



Demostraciéon En la vecindad considerada del punto a elijamos dos puntos « y x de tal manera que
a<z<aba<azx<a. Sin perder generalidad suponenos que o < x < a. Segun el teorema de Cauchy,

tenemos:
fl@) = fl@) _ f'(o)
g(x) —gla) g'(c)’

donde o < ¢ < z. El primer miembro de la igualdad (3.14), lo transformamos de la siguiente forma:

fla)

f@) — fl@)  f@) " @)

(3.14)

g(x) —gla)  g(x) L IO (3.15)
g9(z)
De las expresiones (3.14) y (3.15) obtenemos:
_ @)
fle) _fl@) — f=)
9'(c)  gle) | _g(@)’ (3.16)
g9(z)
de donde:
- 9@
e =t8 —a (3.17)

9@ g | @
f(@)

De la condicién (3.12), se deduce que para cualquier € > 0 arbitrariamente pequefio, se puede elegir o

tan préximo a a que para todos los valores de x = ¢, donde o < ¢ < a, se cumpla:

f'le)
g'(c) A' =

o bien,
f'(c)
g'(c)

A—e< <A+e. (3.18)

Examinemos, ahora, la fraccion

Fijemos « de tal forma que se cumpla la desigualdad (3.18) y aproximemos z al valor de a. Ya que

f(x) = ooy g(x) = o0, cuando x — a, tenemos:

_ 9@
. g(z) _
ilg}z fla) =1

(z)

3



y por consiguiente, para el valor de € > 0, prefijado anteriormente para todo x, suficientemente proximo

a a, tenemos:

(@)

ﬂ 1<€,

fla)

()
(@)

9@
_ Sl

f(z)

Multiplicando miembro a miembro las desigualdades (3.18) y (3.19), obtenemos:

o bien

l—e< <l+e. (3.19)

<(A+e)(1+e),

y en virtud de la igualdad (3.17):

(A—a)(l—s)<%<(/1+a)(1+s).

Puesto que € es un nimero arbitrariamente pequefo, para todo x lo suficientemente préximo a a, de las

ultimas desigualdades se deduce que:

0, de acuerdo a la férmula (3.12):

Lo que se trataba de demostrar.

!/
Observacion 3.3.1 Si en la formula (3.12), A = oo, es decir lim % = 00, la igualdad (3.13) sigue
z—a g'(T

siendo vdlida.

. o @) ) C
En efecto, de la expresion anterior se tiene que lim = 0. Segiin el teorema demostrado lim —— =

T—a f’(x) T—a (;C)
/
lim gl(:zr) =0, de donde: lim @ =
z—a f'(x) z—a g(x)
Observacion 3.3.2 El teorema se puede generalizar fdcilmente al caso cuando x — .
!
Si lim f(z) =00, lim g(x) = ooy existe lim M, entonces:
4
i L&) _ gy L@ (3.20)



Esto se demuestra haciendo la sustitucion x = —, como se hizo al calcular los limites indeterminados
z
del tipo 8 (observacion (3.2.4), pag. 68).
T Wi

Ejemplo 4 lim - lim — = oc.
T—00 I z—o00 |

Observacion 3.3.3 Es necesario insistir en que las férmulas (3.13) y (3.20) se verifican sélo cuando

existe el limite del segundo miembro. Puede suceder que exista el limite del primer miembro y el del

L. . T +sen x
segundo no, como ocurre con el limite lim ——— .
xr—r0o0 x
L. . . . T +sen x . sen .
Este limite existe y es igual a 1. En efecto, lim ———— = lim (1 + ) = 1. Pero larazén de
Tr—r00 €T Tr—r0o0 €T

(z +sen a)’ _ltcosxz
(x) 1
que oscila entre 0 y 2.

las derivadas

= 1+ cos z, no tiende a ningin limite cuando x — oo, sino

Ejemplo 5 Calcular los siguientes limites

2 bA% 2
e lim ax” + = imﬂzg
z—o00 cr? — d r—00 2¢x c
1 e}
o lim tan x ~ lim 1 cos? o A~ lim 1 cos? 3x 0
e—% tan 3 2% 3 1 =% 3 cos2x \0
2
cos”® 3z 0
.1 23cos3zsen3z A .. cos3z . sen 3z
= lim = =" lim lim
=T 3 2coszsencx z—T CoS T 2% senx
-3 3r (—1 —-1) (-1
_ gy —3sende (1) o (D) (1) _ o
e—% —senx (1) (1) (1)
X 1
e lim L= lim — =0
r—o00 el r—o00 el

Los limites indeterminados que simbdlicamente se representan como:

0-00, 09, 0o?, 1°°, 00 — 00,

se pueden calcular con ayuda de los casos ya examinados.
e Sisuponemos que lim f(x) =0, y, lim g(z) = oo, entonces:
T—a r—a
0-00

lim [ f(z) g(2) ]2 tim £ (9) ,

r—a r—a 1 0

o bien,



0-(—o0) l n
Por ejemplo lim 2™ In x "= lim —— lim —%— = lim (— —) =0.
z—0 1 z—0 n

xn-{-l
. . . . . 9(z) 0
Sea lim f(z) = 0y lim g(z) = 0, calcular lim {f(x) } (0°).

Tomemos y = [f(x)]Y @) entonces aplicando las propiedades de la funcién logaritmica tenemos:

Iny=g(z)In[f(z)].

Si © — a, obtenemos en el segundo miembro una forma indeterminada (0-00). Una vez calculado el

lim In y, es facil hallar el lim y. Efectivamente, en virtud de la continuidad de la funcién logaritmica
r—a T—a

se tiene que lim (In y) = In (lirn y), si Iln (lim y) = b, entonces es evidente que lim y = e’. Ahora
r—a r—a

r—a r—a
bien, si como caso particular, b = + 00 6 b = — o0, entonces lim y = + 00, 6 lim y = 0 respectiva-
r—a r—a
mente.

Ejemplo 6 Calcular los siguientes limites.

a) ilgr%)x b) ilir%)(cos x)T.

Solucion

a) Haciendo y = 27, (si z — 0, entonces la forma indeterminada es 0") tenemos:

0-(—o0)
. g Y T 1 ,./_\,lnx(g)
inlim) = i (n) = iyl a” = firtne 72l S (3
x
1
= lim—<Z-=-limz=0 = Inlimy=0 = limy=e’.
zﬂo_i x—0 z—0 x—0

72

Finalmente lim z® = 1.
x—0
b) Haciendo y = (cos x)%, (si z — 0, entonces la forma indeterminada es 1°°) tenemos:

1
x

1
In(lim y) = lim (In y) = lim (cos z)» = lim — In(cos z).
z—0 z—0

70 z—0 T
1)
Calculemos el limite (1):
mli_r%é In(cos ;c):j_iig%@ = lim _tanz
entonces:
In( lim y) =0 = lim (cos :1:)% =e’=1.

z—0 z—0



3.4 Ejercicios Resueltos

[

3/ _ 3
1im\/_ \/azlim

" z5a \/—— \/a T—a 1 T—a 3% 3%

1
limx—arctanx_lim1_1+x2_hm 1 1
T 250 3 _m—>0 3:62 _m—>03 (1—|—,§C2) B 3
. T—sencw . 1l—cosx . sen x . —cos® x 1
Clim ——— = lim ———— = lim = lim =——.
—0x —tanx 2201 —sec2x 20 —2sec? xtanx =0 2 2
2 1 =
™ — 2arccotg (—) 14 272) 22
. lim T = lim ¥:lim 2z (1+x)1 4+ 22 =2.
T—>00 1 T —00 _# T —00
(1+1) ~
4
In(sen 2o¢) .. 2cotan(2z) .. —4cosec?(2x) . sen?(2x)
cdlim ———— =lm—F =lm——— > = lim ———~
=0 In(sen )  2—0 cotan (zf) z—0 —cosec?(x) x—0 cosec 2 (z)
— lim 4 sen?(x) cos®(z) _ lim cosec () sec?(z) ~ Jim sec? () = 1.
50 cosec ?(x) 50 cosec ?(x) =0
T T
. lim = lim lim ———==.
z—1 cotan (mx) a—1 cotan (rx) -1 cotan (mwx)
(@) (b)
Calculemos los limites (a) y (b):
1
In(1-—2x) . 11—z . sen? (1 x)
m —-—-= = lim —
@1 cotan ()  @=1 —rcosec (mx)’ el 7 (1—x)
lim 27 cos (mx) sen (mx) —0
z—1 —T
5 (T
T T sec (—) 5 (T
tan () —— me ()
B) lim — 27 i 2 -
(®) 251 cotan (mx) 221 77 cosec? (mx) 21 2 —
sen” (mx)
2 (w_x) 2 (n ) 2 (w_x)
sec sen” (mx sec
— lim 2 =—lim | ——27 4 cos? (E) sen? (ﬂ) =
rz—1 2 r—1 2 2 2

— 2 lim [sen2 (w_x)} = -2.
r—1 2
T

1n(1—x)+tan(7) e

Finalmente, lim
z—1 cotan (mx)

. . et —1 . e’ .2 9
. lim (e” — 1) cotan x = lim = lim = lim e” cos
z—0 z—0 tan x z—0 sec? x z—0

r=1.



1
8. lim cosec (mz) In z = lim ne

=1 21 [cosec (mz)] " .
= lim ——=
=1 —g[cosec (mx)]” " [— cosec (wx) cotan (7x) ]
2
S [cosec (mx)] _ 1 i _SO8ec ()

T 2—1 x cosec (wx) cotan (mx)  m z—1 z cotan (7z)

1, sen(mz) 1. 1 1
==lim——m—=—-lm ——F =——.
T o1  Co8 (rz) 7w a—1x cos(mx) T
sen (7z)
: 4 1 . [4—(z+2) . —(z—2)
9. 1 —_— =1 R Sl vy | = &
ml—>mz<:cz—4 17—2) mlinz[ x2—4] ml—>mz|:(a:—2)(x+2)
1 1
= —lim =—-.
=21+ 2 4
10, hml(li— $1>:hmlix_lgﬁlnx:hmlix__llw
1
P S A
_il_>m1 z—1 2 il—>mlx+1_ 2"
x? x

11. lim (cos :c)(%fz) Por ser una forma indeterminada del tipo 0°, procedemos tal y como lo hici-
=7

mos en el ejemplo 6b): y = (cos a:)%fx = lny = (E — x) In(cos z), entonces ln( lim y) =

2 T
lim Kg - :C) In(cos :c)} , luego:

x%%

lim [(g — x) In(cos :C)] = lim w = — lim [(g — x)2 tan :v] = — lim 7(5 _ x)

2
(-2 (5-)
L —z -5 —=z
= — lim 272—2 lim 2720.
z—% cotan x z—Z —cosec? x
Finalmente, lim (cos a:)(’}ﬂ”) =e’=1.
x5
3.5 Ejercicios
x—1 1
1. lim Resp./ —
z—1 " — 1 n
e’ —e”
2. lim=—° % Resp./ 2
z—0 sen x
t —
3. lim 2?7 Resp./ 2
z—0 r —sen x
4. lim ——— 2

. _ Resp./ No existe
z—=0 4/1 — cos x P



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

In(sen x)

lim
—97)2

=T (T —22)

.oa® —=b"

lim ,con ay b constantes
x—0 T

. T —arcsen x

D lim —————

z—0  sen?® x
eY+seny—1

Clim Y o
750 In(1+y)

1
In (1 + —)

. T
lim ————2

r—o0 arccotg x

2x
2
lim (1 —z) tan (_x)
rx—1 s
) 1
lim —
x—1 _:Z?2 —1 rx—1
1 x
lm |— — —
z=1|lnx Inz
I [z 1
im - —
x—1 LT — 1 In z

lim x cotan 2x
x—0

lim a:2e<w%)

x—0

1
lim x (ﬂ)
rx—1
lim V2
t—00

1
lim (sena) P
a—0 6
e’ (1—e”

lim ( )

=0 (1+2) In(1 — z)

1

Resp./ — 3
Resp./ In (%)
1

Resp./ — 5

Resp./ 2
Resp./ 1
Resp./ 1

Resp./ 0

Resp./ 0
1
Resp./ — =
esp./ 7
Resp./ —1
1

Resp./ -
esp/ 3
1

Resp./ -
esp/ 3
Resp./ oo

1
Resp./ —
esp./

Resp./ 1

1
Resp./ %

Resp./ 1






Capitulo 4

Integrales Impropias

4.1 Introduccion

b
La definicién de la integral definida / f(z)dz, requiere que el intervalo [a,b] sea finito y que la
a
funcién f(x) sea acotada en ese intervalo. En esta seccién aplicaremos la teoria de limites para calcular

integrales que no satisfacen los requisitos anteriores debido a que:

1. Uno o ambos limites de integracién son infinitos.

2. La funcién f(z) tiene un ndmero finito de discontinuidades infinitas (puntos singulares) en [a, b].
Las integrales con una o ambas de estas propiedades reciben el nombre de integrales impropias. Las
integrales impropias de los casos 1) y 2) se llaman integrales impropias de primera y segunda especie

respectivamente. Las integrales que presentan ambas condiciones se llaman integrales impropias de

tercera especie.

Ejemplo 7 Algunos ejemplos de integrales impropias son:

(o ] o0
1. Las integrales / CEC—I y / N jl_x 5» son integrales impropias de primera especie, porque uno o ambos
1 Y x
limites de integracion son infinitos.

2
dx

dx y
Vo —1 o (x+1)2

4
2. Las integrales / son integrales impropias de segunda especie porque:
1

1 . .
flx)= resenta una discontinuidad infinita en v = 1.
() N i

g(x) = % presenta una discontinuidad infinita en © = —1.

(x+1)

oo

x

3. La integral, / € __ dx es una integral impropia de tercera especie.
0 X

senx

1
4. La integral, / %dm es una integral propia ya que 1imo =1
0 Tr—r

T

77



El siguiente ejemplo nos ayuda a introducir la nocién de convergencia de una integral impropia.

Ejemplo 8 Consideremos la integral impropia

/bld— AR N
1x2x_ x|, b N b’

Esta integral puede interpretarse como el drea de la regién sombreada (ver Figura 1), donde f(z) = 5

1

Tomando el limite cuando b — oo y utilizando el Teorema Fundamental del Célculo obtenemo

0o b
[ i (/ d_)lm (1-1)=1
1 x b—o0 1 T b—o0 b

De esta manera, consideramos la integral impropia como el drea de la regién no acotada entre el grafico

siguiente resultado:

de f(z) = :c% y el eje x (ver Fig. 2).

2 Converge

(4rea finita)

0 1 b T
(b — 00)

Figura 1 Figura 2

4.2 Integrales Impropias con Limites de Integracion Infinitos de Primera Es-
pecie

Definicion 4.2.1
b

1. Sea f una funcion continua en el intervalo [ a, oo |, entonces si lim f(x)dz, existe y es finito decimos
b—oo
a

que la integral impropia converge y escribimos:

00 b
/ f(z)dx = bli}m f(z)dx.

a
a
f(z)dx, existe y es finito
b

2. Sea f una funcion continua en el intervalo | —oo, a], entonces si , lim
——00

decimos que la integral impropia converge y escribimos:

/; f(z)dz = lim /ba f(z)dz.

b——o0



3. Si f es continua en el intervalo | —oo, 0o |, entonces:

/O; fla)dz = /COO f(z)dz + /:0 f(z)dz, c€R,

converge siempre y cuando:

/COO f(x)dz = lim acf(a:)da: y /COO f(z)dz = blii?o /be(a:)d:r,

a—r — o0

sean convergentes. Si al menos una de estas integrales diverge, entonces la integral

/_O:O f(z)dx

diverge.

Ejemplo 9 Determine, utilizando el Teorema Fundamental del Cdlculo, si la integral / CEC—I converge.
1

Tenemos que:

> d bd b
/ L T L T [lnx} = lim (Inb—1Inl) =400
1

X b—+oo 1 T b—+oo 1 b——+oo

Como el limite no es finito, la integral diverge.

Observacion 4.2.1 Las funciones de las figuras 2 y 3 tienen grdficos similares, sin embargo la region
sombreada que se muestra en la Figura 2 tiene drea finita, mientras que la region sombreada de la

Figura 3 tiene drea infinita.

oo

Ejemplo 10 Verifique que la siguiente integral (ver Figura 4) I = / N fz 57 da converge al valor
oo e’
de 5.

Podemos observar que la funcion integrando es continua en el intervalo | —oco, oo |. Para calcular esta
integral elegimos un punto arbitrario x = c (elijamos ¢ = 0) y aplicando el Teorema Fundamental

obtenemos:

0o ev 0 e® 0 et 0 b
——dr = ———dx+ ——dzr= lim [arctan(e””)} + lim [arctan(e””)}
o 1+ €% oo 1+ €2 0 l+e% a——00 a b—oo 0

s

- T T_ a i by _T| = z
= lim {4 arctan(e )] +blggo [arctan(e ) 4} =5

_0+E_
a——o0 2

™
4

Hemos comprobado asi que la integral I converge al valor de 3.



Yy

v 1

Diverge 2
(drea infinita) e”®

) F@) = 1o
1 f(z) = )
1 2 3 @ 4 2 0 2 4 *
Figura 3 Figura 4
Ejemplo 11 Determinar los valores de \ > 0, para los cuales la integral / d:f con a > 0 converge.
a T

Llamaremos a esta integral “Integral-\ de primera especie” por la importancia que tiene al aplicar los

criterios de comparacién que analizaremos posteriormente.

Observamos que:

de . [dx . 1,00 1 Ctiea 1a
[ = [ = [ = (75 fm e,

a

a) Si A > 1, tenemos que:
(L) Jim {ﬂ_i] - L (&)= (&)
1—=X) b=>oo B a? 1—X\a? A—1\a*
b
y la integral converge ya que hm (b_’\> =0.

b
b) Si 0 < A < 1, la integral es divergente debido a que hm (b—)\) = 0.

b
¢) Si A = 1, tenemos que lim [ln x} = lim (Inb — Ina) = oo, entonces en este caso la integral
b—o0 a b—o0

también es divergente.

dx

En resumen la integral / Y converge siysélosi A > 1.

a

4.3 Propiedades de las Integrales Impropias de Primera Especie

oo

1. Silaintegral / f(z)dx convergey A > a, entonces también es convergente la integral / f(z)dxy

A
setleneque/ f(z dx—/f dw—f—/ f(z)dx.

2. Sila integral / f(z)dx converge, entonces hm f( Ydx = 0.

A—o00 A

3. Sila integral / f(z)dx converge, también es convergente la integral

/:O cf(z)dz = c/:o f(z)dz, (c€R).



oo

4. Si las integrales / f(z)dxy / g(x)dx convergen, también es convergente la integral

/ [f(z) £ g(x)]dx = / f(z)dx + / g(x)dx (el reciproco es falso).
4.4 Criterios de Convergencia para Integrales Impropias de Primera Especie
Definicion 4.4.1 Para que la integral
0o b
/ fl@)dx = blim f(z)dz, 4.1

sea convergente (para f(x) > 0) es necesario y suficiente que la integral (4.1), cuando b — oo sea

acotada superiormente, es decir:
b
/ f(x)dx < L, (L es una constante), (¥ b > a).
Si esta condicion no se cumple, entonces:
00 b
/ f(z)dx = blim f(z)dx = oo (diverge). (4.2)
a —00 a

Observacion 4.4.1 En la definicion (4.2), f(x) siempre tiene que ser mayor o igual que cero, ya que

de lo contrario el resultado puede ser falso.

En base a la definicién (4.2), podemos enunciar los siguientes criterios de comparacién para integrales

impropias para f(z) > 0.
4.4.1 Criterio de Comparacion Directa

1. Sea g(x) > 0, para todo 2 > a y supongamos que /OO g(x)dx converge, entonces si 0 < f(z) < g(x),
para todo x > a, la integral / h f(x)dx también converge.

2. Sea g(x) > 0, para todo x > a y supongamos que la integral /OO g(x)dx diverge, entonces si f(x) >
g(x) > 0, para todo = > a, la integral /OO f(z)dx también diverge.

Ejemplo 12 Analizar la convergencia de la siguiente integral impropia:

1 1
E ident. : < — =e 71 , la int li
s evidente que 1+ e e e uego, La integral impropia
~~
f(z) g(z)

oo b
I :/ e *dr = lim e *dr = lim [—efm]g = lim (—eib + eo) = — lim <i> +1=1,
0

b—o0 0 b—o0 b—o0 b—o0 eb



es decir la integral I, converge y por el criterio de comparacion 4.4.1, la integral I también converge

(ver Figura 5).
Ejemplo 13 Analizar la convergencia de la siguiente integral impropia I = / dv
5 Inz
1 1 >
Dado que s > — ,parax > 2yla integral/ cfv_:v diverge (Integral-)\, con \ = 1, (ver ejemplo
nx x 9
flx)  g(x)

11, pdgina 80), entonces por el criterio 4.4.1 se deduce que la integral I diverge (ver Figura 6).

g(x) Y y v
2 (Convergencia) (Divergencia)
% 20
fz) < g(x) f(z) > g(z)
1 10
2
0 2 4 T
—1 0 = - O0)2 z (x — o0)

Figura 5 Figura 6

4.4.2 Criterio del Cociente (Criterio de Comparacion en el Limite)

. Sif(z) >0yg(x) >0ysi lim ) = A # 0, A # oo, entonces si / g(z)dz converge, también

z—o0 g(x) a

converge / f(z)dz.

Si / g(x)dx diverge, entonces también diverge / f(z)dx.

.SiA=0,enl)y / g(x)dx converge, entonces / f(x)dx converge.

oo

.SiA:ooenl.)y/

a

g(x)dx diverge, entonces / f(z)dx diverge.

oo

Corolario 4.4.1 Si f(x) ~ g(x), cuando x — oo, entonces las integrales/ f(x)dz, / g(x)dx

ambas convergen o ambas divergen.

Este criterio se relaciona con el criterio de comparacién y se usa a menudo en vez de este. En particular,

tomando g(x) = %, se tiene en virtud de las conocidas propiedades de la integral-\, el siguiente
x

teorema.

Teorema 4.4.1 Sea A € R tal que, lim x’\f(:v) = A, f(x) > 0, entonces:
xTr—r0o0



1. / f(z)dx converge si X\ > 1y A es finito,
2. / f(z)dx diverge si A\ < 1y A # 0, (A puede ser infinito).

Observacion 4.4.2 Existen criterios semejantes en el caso en el que el limite de integracion es —oo (con

el cambio de variable x = —y el limite de integracion serd co).
Y y
Converge Diverge
0.04 . . 0.5 P
(area finita) (drea infinita)
) 0.4 .
0.03 __ = @)= — "
1@ = 50 0.3 Vat ¥ a? +1
0.02 0o
0.01 0.1
0 2 4 6 8 10 = 0 2 4 6 8 10 =
Figura 7 Figura 8

Ejemplo 14 Una aplicacion del teorema (4.4.1).

00 22 du . N 72 L N 72 o I()\+2) B 1 1
1. /0 m €S COnVergente porque zli)ngo x m = zli)ngo T - @ = zi}H;O 6{[;4 = 6 xi}n;o m
2
1

Resolviendo para A, tenemos 4 — (A +2) =0 = XA = 2> 1y como xlingo 7 &Cfﬁ =g se

deduce del teorema (4.4.1), que la integral considerada converge (ver Figura 7).
2. 1= /OO —_zdr

0o Vat+a24+1
. EEDY EEDY)
Tr—r00 Tr—00 Tr—00
zt+a2+1 zt+a2 41 22 1_,_%_’_%1
x x
oy
= Jm e = T
22
Resolviendo para A, tenemos que 2 — (1+A) =0 = A =1ycomo lim ———— = 1,1a

z—oo \/pt + 2 +1
integral I diverge por el teorema (4.4.1) (ver Figura 8).

3, / 41,
1 Va3




Resolviendo para A, tenemos que L_y=0= =1 y como lim
Tr—r00

9 5 = 1, por el teorema

Bl

(4.4.1), la integral I diverge.

Ejemplo 15 Analizar la convergencia de la siguiente integral impropia:

/Oo xdx
1= _
1 3zt 4522 +1

Analizaremos la convergencia de la integral I aplicando el criterio de comparacion. Es evidente que si

x > 1, entonces:

T < 1
3z 452 +1 ~ 323
y como % / d_:?z): es una integral-A convergente (A = 3 > 1), entonces la integral I converge.
1 X

Ejemplo 16 Analizar la convergencia de la siguiente integral impropia:

I /OO vl

= —dx.
5 vz +16

Si x — o0, entonces:

x?—1 z? (1 — xfz) x? 1

Va5 +16 /211162 0) ad

o0
como la integral / cé_:z: diverge, entonces también diverge la integral I.
2

1 3
Si aplicamos el criterio de comparacién es necesario multiplicar g(x) = — por (2—\/5) , para que el
x

criterio se cumpla.

2?2 —1 3
Asf{ tenemos, (ver observacién 4.4.4 y la Figura 9) > y la integral I diverge ya que
Vb 416 2v/5x
—— L

/  3de es divergente
, 225 g .

. 2 _ 2 2 1-1
Enefecto,siz > 2, —2- =1 _ = > > i__3

x
= .
vab + 16 3 1+1— " 1_|_1_S x\/% 25




1 v Converge
Y (Divergencia) .
(area finita)
Siz > 2 : k
L 9(x) iz > 0.8 Flo) = z3 4+ 2®
F(@)> g(a) )= T
0.6
0.4
0.2
-2
7N 0 2 4 =z
Figura 10

Observacion 4.4.3 El sentido de analizar la funcién integrando cuando x — oo, es el de obtener una

funcion apropiada para la comparacion.

Observacion 4.4.4 El criterio de comparacion puede exigir, a menudo, que se obtenga un factor de

desigualdad apropiado (en el ejemplo 16, el factor es % o cualquier constante menor que 3

25

antes que se pueda aplicar dicho criterio. El teorema 4.4.1 y el criterio del cociente no exigen esta

condicion.

3 2
Ejemplo 17 Demuestre que la siguiente integral es convergente I = / %dw.
o T

0 3 2 oo .3 2
SeaI:/ v d:c—i—/ L
0

oo X8 4+1 a8 +1
11 12
Analicemos la integral I;. Sea x = —y, entonces:

0 3 2 0,2 3 0,3 2 oo 3 2
o+ — — —
11:/ 6 d(E:/ yG Y dy:_/ y6 Y dy:/ y6 Y dy7

y aplicando el teorema (4.4.1), obtenemos:

3 .2 3 A+3 1
lim Y79 ) = tim y Y ) = tim ¢ = lim ——————.
Yy—>00 y6 +1 Y—00 yﬁ Yy—00 yﬁ Yy—00 y[G_()‘+3)]

3,2
Calculamos el valorde X\: 6 — (A +3) =0 = A =3>1y lim ¢* (y 5 Y ) = 1, luego por el
y—o0 Yo +1

teorema (4.4.1), la integral /; converge. La integral /5 también converge por el teorema (4.4.1) ya que:

3,2
lim 23 (26—:_171)—1 yA=3>1

Finalmente, como I = I; + I»; la integral I converge (ver Figura 10).



4.5 Convergencia Absoluta y Condicional

Los criterios 4.4.1 y 4.4.2 nos permiten analizar la convergencia de integrales impropias con funciones-

integrando positivas en el intervalo [ a, oo [. Ahora bien, si:

b b
lim/ fx)dr=AceR= lim | (—f(z))de=—-A€R,

b—o0 b—oo [,

entonces los criterios 4.4.1 y 4.4.2 nos permiten también realizar el estudio sobre la convergencia de

integrales con funciones-integrando negativas o que varfan de signo en [a, o0 [, como por ejemplo

oo

senx .

/ 5 dzx. En este caso el concepto de convergencia absoluta es de gran ayuda.
1 :E

oo

Definicion 4.5.1 Se dice que la integral / f(z) dx es absolutamente convergente, si la integral / |f(z)| dx

es convergente.
o0
Teorema 4.5.1 Si / f(z) dx es absolutamente convergente, es convergente.
a

Demostracién Sabemos que —|f(z)| < f(x)| < |f(2)].Vz € [a,00][, entonces 0 < f(x) + |f(z)] <
2|f(z)|,Vx € [a,00].

oo o0

Ahora bien, como / |f(x)| dx converge, entonces / (f(x) + |f(x)]) dx converge, pero como

b b ! b “
/ f(z)dx = / (f(x)+]|f(x)]) da —/ | f(z)| dz, y como los dos limites de la derecha de la igualdad
a a b a

son finitos, entonces lim f(z) da también es finito.
b—oo [,

)
g(x)
0.012 0.15 (Convergencia absoluta)
0.0096 0.12 cos(x) <L
’ z2 — |z?
N
0.0072 0.09 9(@)
0.0048 0.06
0.0024 0.03|  f(x)
2 4
T T 37 27 9 12 15, T T 3% 27 9 12 15,
2 2 2 2
Figura 11 Figura 12

Ejemplo 18 Analizar la convergencia de las siguientes integrales impropias.



llz/wwda@
. 3 .
1

T
S . . . senx 1
En este caso la funcién integrando es de signo variable. Notemos que si z > 1, 3 ‘ < .yl
T T
~—— ~~~
f(@) g9(z)

oo
integral / %d:v es una integral convergente (A = 3 > 1). Por el criterio de comparacién directa, la

1
o0
integral /
1

(ver Figura 11).

2 I:/OO COSL
. 3Lz
1

T

senx

5| da converge, o sea la integral I converge absolutamente, por lo tanto / converge
x

1 oo
La funcién integrando es de signo variable, cosza: ‘ < — ylaintegral / % dx converge (A = 2>1).
s X 1 €T
f(@) g(x)

CoOS T
2

oo
Luego la integral / dx, por el criterio de comparacién directa, también converge y en forma
1

absoluta, por lo tanto I converge (ver Figura 12).

4.6 Integrales Impropias de Segunda Especie
Definicion 4.6.1 Sea f(z) una funcion no acotada, solamente en el extremo x = a (punto singular) del
intervalo | a,b] si:

lim f(z)dx

e—0 a+te

b
existe y es finito, decimos que la integral impropia es convergente y la denotamos como / f(z)dz. En
a

b
caso contrario la integral / f(z)dx diverge.
a

Definicion 4.6.2 Sea f(x) una funcion no acotada, solamente en el extremo x = b (punto singular) del
intervalo [a, b | si:
b—e
lim f(z)dx

e—=0 J,

b
existe y es finito, decimos que la integral impropia es convergente y la denotamos como / f(z)dx. En
a

b
caso contrario la integral / f(z)dx diverge.
a

Definicion 4.6.3 Si f(x) es una funcion no acotada en un iinico punto interior x = xq del intervalo

[a,b], se define entonces:

b ro—E1 b
/ f(z)dz = lim f(z)dz + lim f(z)dx.

g1—0 a g2—0 2o+e2

Si ambos limites existen, la integral de la izquierda converge. En caso contrario la integral diverge.



Observacion 4.6.1 Estas definiciones se pueden generalizar al caso en que la funcion f(x) no sea

acotada en dos o mas puntos de intervalo [a,b].

Observacion 4.6.2 Las propiedades de las integrales impropias de segunda especie son similares a las

propiedades de las integrales definidas (propias). Hay que tener en cuenta solamente, que en los puntos

singulares es necesario tomar el limite de las integrales.

4.7 Integrales Impropias Especiales de Segunda Especie

Ejemplo 19 Analizar la convergencia de la siguientes integrales:

b
d
. La integral impropia / (7:6)\ presenta un punto singular en x = a, entonces:
/b da i b dx i — 1 [ )=V 7"
— = lim — dr =1lim | ————
a (.CC - a)A €20 Jote (I - CL))‘ £—=0 1-2A ate

r—a

. b b—a e
213%[(1_/\)(x_a)ALJrg_g%[(b_a)A(1_,\) 1—)\]

_ L 1-x g (17>\)}
DY [(b @) lim e ’
luego:
lim (- — 0o, siA>1
e—=0 0, siA<l.
b
Queda por evaluar la integral / (dix)/\, para A = 1. Asi tenemos:
a (x—a
b b
d d b
/ 7:17)\ = lim S [111(:17—@)] =In(b—a) — lim [In(e +a —a)]
a (x _ a) e—0 e T—a e—0 e4a e—0

= In(b—a)-— 1iI(rJ1+ Ine = 400,
e—

y la integral diverge. Se concluye finalmente que la integral:

/b dr es convergente, si A < 1
o (@—a) es divergente, si A > 1.
.. . b odx . . .
. El andlisis de la integral / ﬁ se lleva a cabo de forma similar a la integral anterior. Asi:
a — X
/b dr es convergente, si A < 1
o (b= 95)’\ es divergente, si A > 1.



b
Observacion 4.7.1 La integral / ﬁ se llama Integral-\ de segunda especie.
o« (@—a

Si A <0, las integrales a) y b) ya no son impropias.

Aplicando el Teorema Fundamental del Calculo podemos determinar si una integral impropia converge

o diverge como veremos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 20 Determinar si las siguientes integrales convergen o divergen.

2
2xd
. Laintegral I = / Qx_:cl presenta dos puntos singulares (z = +1) y la funcién primitiva de f(x) =
_o IT® —

2x

pEaE F(x) =In|1 — 22| + C se indefine en esos puntos. Por lo tanto la integral I diverge.
22—

! arcsen x

0 \/1—I2

1
F(z) = 3 arcsen ? 4+ C es continua, por lo que la integral converge a

. Laintegral dx presenta un punto singular en z = 1, pero en este punto la funcién primitiva

0o V1-—x2 2

1 27!
arcsen z , (arcsen )
T =

(arcsen 1)*  (arcsen 0)° 72

2 a 2 T8
4.8 Criterios de Convergencia para Integrales Impropias de Segunda Especie de
Integrando no Negativo
4.8.1 Criterio de Comparacion

b
. Convergencia Sea g(x) > 0, con a < x < by supongamos que / g(z)dz converge, entonces si
a

b
0 < f(z) < g(z) paraa < z < b, la integral / f(z)dz también converge.

b
. Divergencia Sea g(z) > 0, cona < x < by supongamos que/ g(x)dz diverge, entonces si f(x) >

b
g(x) > 0,paraa <z <b,la integral/ f(z)dx también diverge.

Ejemplo 21 Analizar la convergencia de la integral I =

/5 dzx
1 \/$4—1'

Se tiene un punto singular en x = 1, entonces si > 1 tenemos que:

1 1 1 1

\/x4—1: \/(:17—1) (x+1) (:172—1-1)S \/(x—l) (I+1)(12+1) 20T —1'

1
y como la integral converge (Integral-\ de segunda especie), con A = 3 < 1, se deduce

/5 dx
1 2\/,(6—1

que I también es convergente por el criterio de comparacion directa.



6
|
Ejemplo 22 Analizar la convergencia de la integral impropia I = / % dx.
3 (T —

Inx 1

@3 (z-3)

Se tiene un punto singular en x = 3; ademds tenemos que 1> para x> 3y como la

6
d
integral / ﬁ diverge (Integral-) de segunda especie con A\ = 4> 1), concluimos que la integral
3 T~

I diverge por el criterio de comparacion directa.

4.8.2 Criterio del Cociente (Criterio de Comparacion en el Limite)

f(x)

. Sif(x) >0yg(x) >0,paraa <z < bysi lim @) = A # 0, A # oo, entonces las integrales
z—a g(x
b

b
/ flz)dzy / g(x)dx convergen ambas o divergen ambas.

b b
.SiA=0enl.) y/ g(z)dz converge, entonces / f(x)dx converge.

b

b
.SiA=ocenl.) y/ g(x)dx diverge, entonces / f(x)dx diverge.

Corolario4.8.1 Si f(z) > 0y g(x) > 0, paraa <z < bysi f(x) ~ g(z), cuando x — a, las
b

b
integrales / f(z)dz, / g(x)dx ambas convergen o ambas divergen.
a

a

Este criterio se relaciona con el criterio de comparacién y es un util sustituto del mismo. En particular,

tomando g(x) = se tiene por las conocidas propiedades de la Integral-\ de segunda especie

1
@—a

el siguiente teorema.

Teorema 4.8.1 Sea 1im+(:17 —a) f(x) = A, entonces:
r—a

b
. / f(x)dx converge si A <1y A es finito.

b
. / f(x)dx diverge si \ > 1y A # 0 (A puede ser infinito).

Si f(x) es no acotada en el limite superior de la integral, estas condiciones se reemplazan por las del

siguiente teorema.

Teorema 4.8.2 Sea lim (b — z)f(z) = B.

rz—b—

b
. / f(z)dx converge si A < 1y B es finito.
b
. / f(x)dx diverge si \ > 1y B # 0 (B puede ser infinito).

Ejemplo 23 Analizar la convergencia de las siguiente integrales impropias:



5
d
1= / ——
1 Vat—1
La integral I presenta un punto singular en x = 1.

Método 1 Apliquemos el teorema (4.8.1), si z — 17 tenemos que:

1 1 N 1
V-1 -0 @+l @2+1) 2V -1

A 1 B 1 . 1 _ 1
y como (z — 1) (m) = o1 T A),resolv1endopara)\tenemos 5 A=0= )= 5 <1

1_
Asi,

. 1 . r—1 . 1 1 .
Jm, Ve -1 <\/ﬁ) =y T ey g o finitoy se concluye

por el teorema (4.8.1), que la integral I converge.
Método 2 (Ver el ejemplo 21, pag. 89).
Método 3 Apliquemos el criterio del cociente. Si z — 17, entonces

1 1 1
fo) == = V-1 (@+)) @+ 2v/a-1

1 > dx 1
Sea g(r) = —, la integral es una integral convergente ya que A = — < 1, luego por
g(x) T g /1 o1 g gente yaq 5 gop
el criterio del cociente tenemos:
1

1 _ -1 1 1
lim @ = lim xil: lim I = lim =

es1t g(x) a1t 1 o=t Vot =1 asiv Sz +1)(22 +1) 2’
v —1

por lo tanto la integral I converge (ver Figura 13).

Observe que al escoger g(z) =

1 . . . 1
T ya se sabia que el limite del cociente era precisamente oh
T —
r=1

Convergencia . .
( & ) Divergencia

fz) < g(x) (drea infinita)
1 1 O
0.5
0.25
0 1 2 3 4 z 0 05 1 2 *
(& = 1) (@ —37)

Figura 1 Figura 2



3 dz
> 1= || G

Esta integral presenta un punto singular en x = 3. Probaremos que esta integral diverge aplicando el

criterio del cociente.

1 1 1 1
Dado que si z — 37, m ~ 15 G- se toma g(z) = 3o Como la integral
3
/ 3 Y esuna integral divergente ya que (A = 1) y como
0 — X
1
_ 2
i | B8P OFE) gL L
r—3~ 1 z—3— 14+ 2 10

33—z

la integral I diverge por el criterio del cociente (ver Figura 14).

4.9 Convergencia Absoluta y Condicional

b b
Definicion 4.9.1 Si la integral / | f(z)|dx converge, se dice que la integral / f(x)dx es absoluta-
mente convergente.

b b b
Sila integral/ f(x)dx converge pero la integral/ | f(x)|dx diverge, se dice que la integral/ f(x)dx

converge en forma condicional.

b b
Teorema 4.9.1 Si la integral / | f(x)|dx converge, también converge la integral / f(z)dz.

T senx

— dx.

1
converge A = 3 < 1, se deduce que la integral 1

Ejemplo 24 Analizar la convergencia de la integral I =

4

senx yI:

1 T
<
Vr—mw| T Yx—m  Vr—m

converge por el criterio de comparacion.

Dado que

Observacion 4.9.1 Cualquiera de los criterios que se aplican a integrales de integrando no negativo se

puede utilizar como criterio de convergencia absoluta.

4.10 Integrales Impropias de Tercera Especie

Las integrales impropias de tercera especie se pueden expresar por medio de integrales impropias de
primer y segunda especies y el problema de la convergencia se resuelve mediante los resultados ya

estudiados.



4.11 Método de Integracion por Partes para el caso de Integrales Impropias

En muchas ocasiones el método de integracion por partes nos permite deducir si una integral impropia

converge, como veremos en los siguientes ejemplos.

™
2
Ejemplo 25 Analizar la convergencia de la integral impropia I = / In(sen z)dz.
0
La integral I presenta una singularidad en x = 0. Si integramos por partes tenemos u = In(senz),

_ _ cosx _
dv = dz, du = —sen:cdx’ v =1x.

- 5 [
/ In(senz)dz = 9cln(senx)‘ 7—/ e =T (sen Z)_ lim [« In(senx)] —/
0 0 Jo 2 2 0

sen x z—0t

b
2

+ tanz

El limite lim+ [z 1n(senx) ], existe y es finito. En efecto, por la regla de L’Hopital tenemos:
z—0

Ccosx
2
- . < CcosST . 2x cosx — x° senx
1 be—nxgz—hmi:—hm =0.
z—0+ X z—0t —T ™ z—0t Senzx z—0+ cosT

3
La integral /
0

Ejemplo 26 Analizar la convergencia de la integral impropia /
0 x

dz es una integral propia, por lo tanto la integral I converge.

* senzx

dz.

0o 1 0o
. . . sen x sen x senx
Escribamos la integral de la siguiente forma / dx = / dx + / dx.
0 x o 0 z

11 12

senx ) ... senz
es continua en | 0, 1], ademds lim
x—0 x€X

La funcion =1, entonces I, converge.

1 1
Analicemos la integral I>. Integrando por partes: uw = —, du = — —;, dv = senzdz, v = —cosz,
x x

entonces

lim /b senxdx__[cosx}b_/b—coz:cdx " bm cosb+cos1 _/°° cos:cdx.
b—oo | Jg X z lo 0o —Z b—oo b 1 1 2
—

| S
0 Is

La integral I3 converge (ver ejemplo 18.2, pag. 86), por lo tanto la integral 1> converge y como I =

I + Iy, la integral I también converge.

4.12 Método de sustitucion de variable para integrales impropias

Sea f(z) continua en [a,b[ y consideremos la funcién mondtona creciente * = ¢(t), continua junto
con su primera derivada en el intervalo [, 5[, (8 — o) y supongamos que p(a) = a'y ¢(8) = b, (se

supone que lin}; ©(t) = b). Bajo estas condiciones tenemos la siguiente igualdad:
t—

b B
/fmm:/fwwwww. 4.3)



La integral de la derecha de la ultima expresién serd propia o impropia (con un unico punto singular
t=p).

Por el teorema de la funcién inversa, ¢ se puede examinar también como una funcién continua monétona
creciente de variable z en [a, b ], es decir t = ¢(x), ademds ili)l%) o(x) = 6.

Sia<zyya<ty<p, (xog+— to), entonces por sustitucién de variable obtenemos:

[ s@ar= [ o100 @4

Si suponemos que existe la integral de la derecha de la expresion (4.3), entonces en la expresion (4.4),
cuando xg — b, to = ¢(x9) — By de esta forma establecemos la expresion (4.3), simultdneamente con

la demostracién de la existencia de la integral de la izquierda.

Observacion 4.12.1 Para una funcién mondtona decreciente o(t) y a > [3 el andlisis es similar. Lo

mismo que para cualquier otro punto singular en [a,b).

Observacion 4.12.2 Al sustituir los limites en la integral (4.3), el limite inferior o debe corresponder
al limite inferior a y el limite superior debe corresponder al limite superior b independientemente de los

signos de oy .
o0
Ejemplo 27 Analizar la convergencia de la integral impropia I = / sen(2?)dx.
0

t
Sir—->0=1t—=>0ysix ->00=1— o,

d
2Vt

Seat =12 =z =1, dt =2xdx = dx =

entonces
* sent Lsent * sent
I= —dt = —dt+ —dt.
0o Vi 0o Vit 1Vt
11 12

t
es continua en 10,1] y }im —— =0 (por
—

bV

sent

La integral I, no presenta ningiin problema ya que \2
L’Hopital).

dt

du = — — dv = sentdt, v = — cost, se tiene:

1
a 212

L — [_costro _/OO cost ..o cost+COS(1) _/OO cost
1 1 1

Integramos por partes la integral I>, donde u =

Vit 213 t=oo \/t V1 213
—_——
0 I3

La integral Is converge por el criterio de comparacion ya que

cost 1 . >~ 1
— | < — y la integral —dt

t2 t2 1 2
converge (Integral-\ de primera especie con \ = 3 > 1) por lo tanto I converge. Finalmente como

I =1, + I, entonces la integral I también converge.



Ejemplo 28 Analizar la convergencia de I = /
jemp ¢ m

La funcion presenta un punto singular en x = 1. Por el método de sustitucion de variable tenemos que

T
x =sent, dr =costdt. Sizt > 0=t —-0ysizc > 1=1— > entonces:

% esen t % esen t % .
I = —costdt = / costdt = / e dt.
o Vv1—sen2t o cost 0

Como la iiltima integral es uan integral propia, entonces I converge.

Ejemplo 29 Analizar la convergencia de las siguientes integrales impropias.

g
.I:/ T A>0a>1)
a zIn?

Seatzlnx,aczet, de =eldt. Sizx —a=1t—Inaysiz — oo =t — oo, entonces:

© dr > eldt < dt
I= = o= -
o« xIn"zx Ina € t lnat

Si A > 1 la integral I converge.

e d
I:/ — _ (A>0A4>e).
A zlnzln*(Inz)

Seau = In(Inx), e* = Inz, e*du = %C—x Siz - A= u—In(InAd)ysiz - co = u — o0,

/°° dx 7/00 e“dui/oo du
A zhnzn®(nz) In(ln 4) €"u* In(in 4) U

Por lo tanto la integral I, converge si A > 1.

luego:

4.13 Desarrollos Limitados para Integrales Impropias

Los desarrollos limitados también son utiles para analizar la convergencia de las integrales impropias

como lo veremos en los siguientes ejemplos:

s
2 1—cosz

Ejemplo 30 Determine los valores de k, para los cuales la integral I = / dx converge (I,

ok
0
tiene punto singular en x = 0).

2 2 xz
1 — cos Z +o(x —(
Por desarrollos limitados tenemos: T_2 ( ) -2

1+
xk xk + o(x*) k(1 4+ (1))
) 1 —cosx 1 1
emos: e ~ 5 D )

. pi dx
La integral I; = /0 )

solviendo para k obtenemos k < 3. La integral I, converge para k < 3y diverge para k > 3. Luego, por

, luego si x — 0t ten-

es una integral-\ de segunda especie, converge si A = k — 2 < 1. Re-

el criterio del cociente la integral I también converge para k < 3 y diverge para k > 3.



1
1 3
Ejemplo 31 Analizar la convergencia de la integral impropia I = /0 _nesve CZZ Ve dz.

Se tiene un punto singular en x = 0. Por desarrollos limitados tenemos:
3 2 )
—x 2
In cos ¢/x o T (o(x))3 1 <:1:3(1+o(1))>
o k - k(1 +o(1) |

x xk + o(xk) “2\z (1+0(1))

luego, si x — 0 tenemos:

Incos¢/z 123 1 1
xk 2 2k 2\ (-3
! 2
Laintegral I, = / 2 es una integral-)\ de segunda especie y converge siy solo si\ =k — = < 1.
0 ~3

Resolviendo para k obtenemos k < —.

)
La integral I, converge para k < 3 y diverge para k > Por el criterio de comparacion directa la

5
integral I también converge para k < 3 y diverge para k



Capitulo 5

Sucesiones

5.1 Induccion matematica

Principio de induccion matematica
El principio de induccién matemadtica establece que si un conjunto S' C N satisface que:
aylesS

b)yquesine S = n+ 1€, entonces S = N.

Ejemplo 1 Probarque 1 +2+---+n = n(n+1).
Solucién Sea S = {n € N/ satisface laigualdad 1 + 2+ -+ +n = in(n+ 1)}

a)1 € S. Enefecto, 1 = 1-1(1+ 1).

b) (n = n + 1). Supongamos que la férmula es vélida para n, entonces 1 +2 + ---+n+n+1 =
nn+1)+n+1=m+1)(3Gn+1)=1(n+1)(n+2),esdecirn+1€ S, porloque S=Nyla
igualdad se satisface Vn € N.

Ejemplo2 Seaa€R,a> —1,a # 0, demostrar que (1 + a)” > 1 + na paran > 2.
Solucién Sea S = {n € N/ satisface la desigualdad (1 + a)” > 1 + na}.
a)2 € S. Enefecto, (1 +a)? =1+ 2a+a? > 1+ 2a.
b) (n = n + 1). Supongamos que la férmula es vélida para n, entonces (1 +a)"*! = (1+a)"(1+a) >

(14+na)(1+a)=1+(n+1a+na®>>1+ (n+1)a. Asi, n + 1€ S porlo que S = N\{1}.

5.2 Sucesiones

Definicion 5.2.1 Una sucesion es una funcion f: N — R, donde f(n) = u,, y se denota (un)nen 0

simplemente (uy, ).

Definicion 5.2.2 La sucesion (uy, )nen tiene por limite ¢, si Ve > 0, AN € N tal que sin > N =

|un, — €| < €y escribimos lim, oo f(n) = lim, o0 u,, = €. También se dice que w,, tiende a £y lo

97



denotamos u, — ¥, cuando n — oo.

Si el limite no existe o es 00, se dice que la sucesion diverge.
Teorema 5.2.1 Si el limite de una sucesion existe, es vinico.

Demostracién Supongamos que la sucesion (u,, ), converge a £’ y a £”, entonces dado € > 0, existe
N’ €Ny N” € Ntales que sin > N’ se tiene |u,, — | < Jey sin > N” se tiene |u, — £"| < Se. Asi,

[0 = 0" <|up =]+ |up, — "] < e, Ve>0,es decir que ¢/ = £".

Teorema 5.2.2 Silim, o Uy, = oy lim,_, o v, = [, entonces:

a) limy, 00 u2 = a? b) limy, oo (Un +v) =a+ 8 ) lim, o cty, = climy, o0 uy = ca

d) limy, o0 UnV, = af e) si lim, u% =0= lim,,_yoo Up, =0,

Demostracién

a) Dado que la sucesion (uy), es convergente, existe A > 0 tal que |u,| < 1A, Vn € N. En particular
[ limp, o0 un| = |af < FA.

Por hipétesis dado € > 0, existe N € N tal que si n > N se tiene que |u, — «| < ¢/A. Asi, cuandon > N
tenemos que |uZ — a?| = |u, + af |u, — a| < Ae/A = ¢, es decir lim,, o0 u2 = 2.

b) Por hip6tesis dado € > 0, existe N’ € N tal que si n > N se tiene que |u, — af < ey existe N € N tal
que si n> N" se tiene que |v, — 3] < %¢, con lo cual si n>max{N’, N} tenemos |u,, + v, —a— B| <
|t — | + v, — B] < %e—i—%e:e.

¢) Por hipétesis dado € > 0, existe N € N tal que si n > N se tiene que |u,, — | <¢€/|c|, con lo cual si n >N
tenemos |cu, — ca| = |e||un, — a| < cle/|c] = €.

d) Dada la relacion 2up, v, = (un + vn)? — u2 — v, tenemos la convergencia de (unvy )y a 3 ((o + 3)2 —
a? —p%) =ap.

La justificacién es la siguiente: u, + v, — « + B por b), (u, + v,)?> — (a + B)? por a) y
(s +va) —u2 —2) — L((a + B)? — a — §7) porb)
e) Por hipétesis dado € > 0, existe N € N tal que si n > N se tiene que |u,|? < €2; entonces si n > N

tenemos que |u,| < €.

Teorema 5.2.3 Sean (up,)n ¥ (Un)n dos sucesiones convergentes tales que limy, o0 Uy, = wylimy, o0 Uy =

v, entonces si U, < v,, Vn €N, se tiene que u < v.

Demostraciéon Demostremos primero que si u, > 0, Vn € Ny es convergente a u, se tiene que u > 0.

En efecto, si u <0, tomemos € = —u >0, existe N €N tal que sin > N se tiene que u <u, —u<—u =



Uy, < 0 que es una contradiccion. La tnica posibilidad es que u > 0.

Abhora si tomamos x,, = v, — U, > 0, entonces lim,, oo T, = limy,, o0 UV — limy, s Uy, = u—v > 0.

Teorema 5.2.4 Sean (un)n y (Un)n dos sucesiones de modo que lim,, o (u, — v,) = 0, entonces

ambas convergen al mismo limite o ambas divergen.

Demostraciéon Dos casos se presentan: las dos divergen o bien una de las dos converge.
Si una converge, digamos (., ), entonces lim,, o, u, = u, por lo que lim, oo v, = limy, o0 Uy —

(U, — V) = My 00 Uy — limy oo (U, — vp) = u — 0 = w.

Teorema 5.2.5 Sean (up)n ¥ (Un)n dos sucesiones convergentes al mismo limite 'y si existe Ny € N

tal que u, < zp < v,, VN > Ny, entonces lim,, o0 2, = £.

Demostracion Dado e >0, existe N7 € N tal que si n > Nj se tiene v, — £ <€,y —e < u,, — £, entonces

sin > max{Ng, N1} tenemos —e < u, — £ < z,, — £ < v, — £ <€, 0sealim, ;o0 2, = L.

Teorema 5.2.6 Sean (uy,),, una sucesion convergente tal que lim,, o u, = u # 0y existe No € N tal
1 1

que uy, # 0, Yn > Ny, entonces lim,,_, o, T T

Demostracién Supongamos sin pérdida de generalidad que u > 0, entonces existe N; € N tal que si
1 2

n > Njp tenemos |u, — u| < %u = 0< %u < up, = 0 < 5= < =. Por otro lado, dado € > 0
n
2
existe Ny € N tal que si n > Na, |u, —u| < Y€ Asi, cuando n > max{Ny, N1, No} se tiene

2
11| |ta—u
Up U Up U

< |un—u|l2 <e.

’ <t — u|—L—
[t ul u

Teorema 5.2.7 Sea (uy,),, una sucesion tal que lim,, _, o w, = u, entonces limy, oo [un| = |ul.

Demostracién Es inmediata, pues dado € > 0, existe N € N tal que si n > N se cumple |u,, — u| <,

entonces |[uy, | — |ul| < Ju, — u| <€, 0sealim, o0 [Uun| = |ul.

Teorema 5.2.8 Sean (u,), una sucesion acotada y (v, ), una sucesion que tiende a 0, entonces

lim,, o0 Unv, = 0.

Demostracién Dado que (u,,),, es una sucesién acotada, existe M > 0 tal que |u,| < M, Vn € N.

£

Ademds, dado € > 0, existe N € N tal que sin > N se tiene |u,| < i

, por lo tanto si n > N tenemos

UpUp| < unMSLMZG
M

Definicion 5.2.3 Se dice que la sucesion (u,,)nen tiene por limite +0o (resp. —o0), siVA >0, IN € N

tal que sin > N = u,, > A (resp. < — A) y escribimos lim,, _, o u, = 400 (resp. —o0).



Teorema 5.2.9 — Sean (uy)n ¥ (Vn)n dos sucesiones tales que lim,, o u, = £00y (V) es acotada,
entonces si lim,_, oo (Up, + vy,) = F00.

= Silimy, o0 uy, = +00 (resp. —o0) y si AN € N tal que sin > N, vy, > u, (resp. v, < uy), entonces
limy, — o0 V5, = +00 (resp. —00).

— Si (un)n es acotada 'y (vy)y es tal que limy, o vy, = 00, entonces si lim,_, oo Z—Z =0
Demostracion

— Supongamos que lim,,_, o, = +00 (el otro caso se analiza similarmente). Dado que (v, ), €s una
sucesién acotada, existe M > 0 tal que |v,,| < M, Vn € N. Ademds, dado A > 0, existe N € N tal que si
n> N = u, > A+ M, pero u, + v, > u, — M > A, olo que es igual lim,,_, » (u, + v,) = +o0.
— Supongamos que lim,, ., 4, = 400 (el otro caso se analiza similarmente). Asi, dado A > 0, existe
No € Ntal que sin > Ny = u, > A, pero si n > max{N, Ny} se tiene v, > u, > A, o sea
lim,, oo Uy, = +00.

— Supongamos que lim,,—, o v, = +00 (el otro caso se analiza similarmente). Dado que (u,, ), es una

sucesién acotada, existe M > 0 tal que |u,| < M, Vn € N. Ademds, dado € > 0, entonces 3Ny € N

tal que si n > Ny tenemos v,, > = por lo que si n > max{ Ny, N} se cumple que U_Z = % <
M € _
T < M—M EX3

Definicion 5.2.4 Se dice que la sucesion (uy,), es creciente (resp. decreciente) si u, < upy1 (resp.

Up > Upt1), para todo n € Ny lo denotamos (uy,)n 1 (resp. (tn)n ).

Teorema 5.2.10 a) Sea (u., ), una sucesion de niimeros reales creciente, entonces la sucesion converge
si 'y s6lo si (un)n es acotada superiormente (es decir si existe M € R tal que u,, < M, Vn € N).

b) Sea (uy,), una sucesion de niimeros reales decreciente, entonces la sucesion converge si y sélo si

(un)n es acotada inferiormente (es decir si existe M € R tal que M < u,,, Vn € N).

Demostracion

a) (=) Dado que la sucesién (u,, ), T se tiene que ug < uy < - -+ < uy < SUDP,, >0 Uns Vn €N, es decir la
sucesion (uy,),, es acotada.
(«<=) Consideremos la sucesién (u,, ), 1 tal que u, < M,Vn e Nyseal = sup,,cy Un. Probemos que
lim;,—, oo t,, = £. En efecto, dado € > 0 existe N € Ntal que £ — e < uy < £y como (u, ), €s creciente,
{—e<uny <u, </l ¥Vn>N,esdecirlim, o u, = £.

b) Por hipétesis la sucesién (u,, )y, | y acotada inferiormente, si y sélo si la sucesién (—u,, ), 1y acotada

superiormente, si y s6lo si (—u., ), es convergente, si y s6lo si (u,, ), es convergente.



Teorema 5.2.11 Sean (uy,)n y (Vn)n dos sucesiones tales que (uy,),, es creciente y (vy,), es decreciente,
de modo que u,, < v,, Vn € Nylim, . (u, — v,) = 0, entonces:

-VneNu <uy < <u, <v, <--- < vy <y las dos sucesiones convergen al mismo limite.

Demostracién Por las hipétesis la sucesion (uy,), estd acotada superiormente por vy y la sucesion
(vn)n estd acotada inferiormente por wg, entonces por el Teorema 6.4.1 ambas sucesiones convergen.

Asi tenemos que lim,,— oo (U, — V) =limy, 00 Up —limy, 00 v, =0 = limy,— 00 Uy, =1iMy, 5 00 U

Definicion 5.2.5 Una subsucesion de (uy,),, es una sucesion (unk )k para la cual existe una aplicacion

estrictamente creciente h: N — N, de modo que h(k) = ny.
Si tomamos ny, = 2k, tenemos la subsucesion (usy ), de indice par.

Teorema 5.2.12 Si (un)y, es una sucesion que converge a u, entonces la subsucesion (un, ) converge

también a u.

El reciproco es falso pues la sucesion u,, = (—1)" es divergente y ug, = (—1)2* = 1 es convergente.
Demostracién Seae>0,3IN € Ntalquesin > N = |u, — u| <§¢, pero ny1 > ny > k, entonces is

k>N=—=mn, >N — |unk — u| <€, es decir limg_, o Up, = U.

Teorema 5.2.13 Teorema de Bolzano—Weierstrass De foda sucesion acotada (x,,)n, se puede extraer

una subsucesion convergente (x,, e

Demostraciéon La demostracion sale de los objetivos planteados aqui. Sin embargo daremos una de-
mostracion del teorema.

Sea (uy,), una sucesién acotada i.e. existen a, b € R tales que a < u,, < b, Vn € N. Si {u,,/n € N} es
finito, 3N € N tal que si u,, = un, Vn > N es decir la sucesion es constante a partir de NV y converge.
Si {u,/n € N} es infinito, partimos el intervalo [a,b] en dos de manera que [a,b] = [a, 3(a + b) U
[%(a +b),b] y escogemos un intervalo de estos que contenga un ndmero infinito de elementos de la
sucesién (uy,),, y denotamos tal intervalo por [ay, by |. Partimos este intervalo en dos [a1, 4 (a1 + by) U
[%(al + b1),b1] y escogemos un intervalo que contenga un nimero infinito términos y lo denotamos
[az,bs], y asi sucesivamente. De este modo se construye una sucesién de intervalos ([ ay, by, |)n tales
que [ant1,bn+1] C [an, by ] satisfaciendo que ag < a3 < -+ < ap, <b, < -+ < by < by yque
b — @y = 5= (b—a) — 0, por 1o que limy, o0 @y = limy, 00 by = L.

Construyamos una subsucesion de (uy,), que converja a £. En efecto, sea Uny € [a1,b1], entonces
Jng>ny tal que up, €[ az, bz |, Ing>no tal que up, €[ ag, bs |,. .., Ing>ny 1 tal que unke[ak, b ye--
1k

Asi tenemos que |unk —L| < |bk —ak| = >F (b—a) — 0, cuando k — o0, es decir limg_, Up, = L.



Definicion 5.2.6 Sea (uy,), una sucesion acotada, se define v, = Supys, Uk que es una sucesion
decreciente y acotada, es decir es convergente. Llamamos al limite v = lim,,_, o, v, limite superior de

la sucesion (uy)p y escribimos v = lim,, — o0 SUP Up,.

Definicion 5.2.7 Similarmente, si (uy,),, una sucesion acotada, se define v, = infy>,, ux que es una
sucesion decreciente y acotada, es decir es convergente. Llamamos al limite v = lim,, o vy, limite

inferior de la sucesion (uy,), y escribimos v = lim,,, o inf u,.
Teorema 5.2.14  Si (uy)n ¥ (n)n SOn sucesiones acotadas, entonces:

a) limg,_, o inf u, < lim,_ o SUp Un, b) limy,— o0 Inf uy, = — limy, 00 SUP(—uy,),
¢) limy, 00 SUP(ty, + vp) < 1My 00 SUP Uy, + limy, 00 SUD U,

d) lim,, o inf u,, + limy,— o0 inf v, < limy, o inf(w, + vy,).

Demostracion
a) Sea a, = infg>pur < b, = supys, ur, Vn € N, entonces lim, ,o ap, < lim,_ o by, es de-
cir limy, 00 @p, = limy oo infy>p up = limy, oo infuy, < limy, o0 by, = limy, o0 SUPES,, Uk

lim,, o0 SUP Up.

b) limy, 00 SUP(—Upn) = 1My, 00 SUPLs, (—uk) = limy oo (= infr>p ug) = —limy, o0 infr>n up =
— lim,, oo inf u,,.

) limy, s 0 SUP(Un+v5n) = liMy 00 SUPL>, (Un+Un) < 1My 00 (SUPg >y, UR+HSUDE>, Vk) = LMy o0 SUPL>, Uk
limy, s 00 SUPg>,, Vi = liMy—s 00 SUP Uy, + limy, 00 SUP V.

d) limy, o0 Inf (up+vy) = limy,—yo0 infg>p, (Un+vy) < limy, oo (infg>pn uk+inf >, vi) = limy, o0 inf>p up+

limy, s 00 infr>p Vi = limy, o0 inf wy, + limy, o inf vy,.

Teorema 5.2.15 Caracterizacion de sucesiones convergentes La sucesion (uy,), converge hacia u si

y s6lo si lim,,_, o inf u, = lim, _, sup u,, = u.

Demostracion

(=) Sea lim,, o0 Uy, = u, Yp, = infy>p up y limy, o0 Yy, = y (que siempre existe). Probemos que
U =y.

Seae >0, existe Ne Ntalquesin > N = |u, — u| < %e y lyn —yl < %e. Ademds, dado
que yn = infy>n ug, existe k > N tal que yy — +e < up < yny => |yn — ux| < e, por lo tanto
luk—y| < |luk—yn|+|yn—y|<je+1€e = e Finalmente, [u—y| < [u—up|+|up—y|<Fe+3e = e Asi
probamos que lim,, o inf u,, = lim,,_, o, 4, = u, De manera similar se prueba que lim,,_, o, sup u,, =

lim,, oo Up = U.



(<=) Supongamos que lim,,_, ¢ inf u,, = lim,_,o SUp U, = vyseay, = infr>, ur, 2, = sUpy>,, Uk,
entonces ¥, < u, < 2z, ycomo lim, oy, = lim, 002, = u se tiene u = lim, o yn =

limy, oo Uy = liMy,—soo 2.

Teorema 5.2.16 Sea (uy,),, una sucesion convergente a u, de modo que u,, € [a,b], Yn € N, y sea

f: [a,b] — R una funcion continua en [ a,b], entonces lim,, oo f(un) = f(u).

Demostracién Como f es continua en [a,b], es continua en u € [a,b], puesa < u, < b,VneNy
a < lim, ooty = u < b. Dado € > 0, existe § > 0 tal que si [z — u| <6 = |f(x) — f(u)] <e
ycomo d > Oexiste N € Ntalquesin > N = |u, —u| < 3§ = |f(un) — f(u)| < e, es decir
lim, o0 f(un) = f(u).

Definicion 5.2.8 Una sucesion (uy,),, se dice satisfacer la condicion de Cauchy siVe >0, 3N € N tal

que sin > N ym > N se cumple |u, — up,| <e.
Esta condicién es fundamental pues si una sucesion la satisface, es convergente e inversamente.

Teorema 5.2.17 Criterio de Cauchy para la existencia del limite

Sea (up,)n una sucesion, entonces la sucesion satisface la condicion de Cauchy si'y solo si es conver-

gente.

Demostracién

(=) Sea ¢ = 1, entonces IN; € N tal que sin > Ny = |u, — un,| < 1. Asi tenemos que
|| < max{1+|upn,|,|uol, .-, |un,—1]}, es decir es acotada y por el Teorema de Bolzano—Weierstrass

existe una subsucesién (uy, ), convergente.

k
Sea0<e<1, entonces ANy eN tal que sin,m > Nog = |u, — U | < %ey JKeNtalquesik > K —
|tn, —ul < Le. Asi cuando p, ¢,k > N = max{No, N1, K} tenemos |u,, — uq| < 3¢, |tn,, —ul < le.
Recordemos quesin > N = ny > N, lo queimplica [, —u| < |up =ty |+|un, —u|<Fet+ie =,
osealim,,_ o u, = u.

(«<=) Si la sucesién converge, dado € > 0, existe N € Ntal que sin > N = |u,, —u| < %e, entonces

sin,m > N tenemos |u,, — um| < |u, — ul + |u — um| < €, 0 sea satisface la condicién de Cauchy.

Definicion 5.2.9 Dos sucesiones (tun)nen ¥ (Un)nen son adyacentes si (up)nen T, (Un)nen 4y up <

Up < Uy < Vo-

Teorema 5.2.18 Sea asuny2 + ajtny1 + apuy, = 0 con az # 0, ag # 0, entonces si A\1 y Ao son

soluciones de la ecuacion as\*> + a1\ + ag = 0 se tiene:



a) Si A1, A2 son distintas y reales la solucion de la ecuacion homogénea es u, = o1 AT + a2y con aq,
as € R

b) Si M1, \a son distintas y complejas, entonces \1 = Xy Ao = Xy se tiene que la solucion de la ecuacion
homogénea es wu,, = ap™ costd + Bp™sentb con a, f € Ry A = p(cosf + isend).

c¢) Si se tiene una raiz doble )\, la solucion de la ecuacion homogénea es u,, = a1 \" + aot\", con oy,

as € R.

5.3 Ejercicios
1. Demuestre las siguientes igualdades. Use en lo posible induccién matematica.
a)24+4+6+---+2n=n(n+1).

Solucién Utilizando el ejemplo 1 tenemos 1 +2+3 + -+ +n = %n(n + 1). Si se multiplica por 2 a

ambos lados tenemos el resultado.
D) 1+4+7+ 4+ @Bn-2)=1in(Bn-1).

Solucion Sea S = {n € N/ satisface laigualdad 1 +44+7+--- 4+ (3n —2) = =n(3n — 1)}.

>
i)1€S. Enefecto, 1 = 1-1(3 — 1).
ii) (n = n+1). Supongamos que la férmula es vdlida para n, entonces 1+4+7+- - -+(3n—2)+(3n+1) =
nBn—1)+Bn+1)=3n+3n+1=1(n+1)(3n+2),esdecirn + 1 € S, lo que implica que
S = Ny laigualdad se satisface Vn € N.
)l+3+5+---4+(2n—1)=n%
Solucién Sea S = {n € N/ satisface laigualdad 1 + 3 + 5+ --- + (2n — 1) = n?}.
i) 1€ 5. Enefecto, 1 = 12,
ii) (n = n+1). Supongamos que la férmula es vélida paran, asi 1 +3+5+---+(2n—1)+ (2n+1) =
n?+2n+1=(n+1)% esdecirn + 1 € S, entonces S = Ny la igualdad se satisface Vn € N.
d)3+9+15+--- 4 (6n—3) = 3n”
Solucién Sea S = {n € N/ satisface laigualdad 3 + 9 + 15+ - - - + (6n — 3) = 3n?}.
i) 1 € S. En efecto, 2 = 3-12.
ii) (n = n+1). Supongamos que la férmula es vdlida paran, asi 3+9+15+-- -+ (6n—3) 4+ (6n+3) =
3n? 4 6n+3 =3(n + 1)%, es decirn + 1 € S, entonces S = Ny la igualdad se satisface Vn € N.
)2+ 74124+ (5n—3) = in(5n—1).
Solucién Sea S = {n € N/ satisface laigualdad 2 + 7+ 12+ --- + (5n — 3) = +n(5n — 1)}.
i)1€ 5. Enefecto, 2 = 1-1(5 — 1).



ii) (n = n+1). Supongamos que la férmula es vélida paran, asi 2+ 7412+ - -+ (5n—3)+ (bn+2) =
n(n—1)+GBn+2)=3n>—3n+2=4(n+1)(5n+4),esdecirn+ 1€ S, entonces S =Ny
la igualdad se satisface Vn € N.

H24+6+184---+23""1 =37 -1,

Solucién Sea S = {n € N/ satisface laigualdad 2 + 6 + 18 + - -- +2:3""1 = 3" — 1}.

i) 1€ S. Enefecto, 2 = 3! — 1.

ii) (n = n + 1). Supongamos que la férmula es valida para n, asi 2 + 6 + 18 + - -+ +2.3" 71 4 2.3 =
3" —1423"=33"—1=23""1 _ 1 esdecirn+ 1€ 9, entonces S = N y la igualdad se satisface
Vn e N.

g 1+22' 43224 4 p2" =14 (n—1)2"

Solucién Sea S = {n € N/ satisface laigualdad 1 + 2-2' +3-22 + ...+ n-2""1 =14 (n — 1)2"}.

i)1€S. Enefecto, 1 =1+ (1 —1)2%

i) (n == n + 1). Supongamos que la férmula es vélida para n, asi 1 +2-2' +3-22 + ... +n-2""1 4 (n +
)2 =14 (n—-1)2"+ (n+1)2" =1+ 2n-2" = 1+ n2""! esdecirn + 1 € S, entonces S = Ny
la igualdad se satisface Vn € N.

B) (—1)! 4 (—1)2 4+ (1) 4+ (— )" = 2(—1)" — 1),

Solucién Sea S = {neN/ satisface la igualdad (—1)'+(—1)2+(=1)>+- - +(=1)" = 2((-1)"—1)}.

i) 1€ S. Enefecto, (—1)' = 2((—1)* = 1).

ii) (n = n + 1). Supongamos que la férmula es vdlida para n, asi (—1)! + (=1)2 + (=1)3 + .-+ +
(D" (=) = (=) = D+ (=)™ = 3((=D)" = 1+ 2(=1)") = (=)™ + (1) +
(=1)" T —1) = 2((—=1)"*! — 1), es decirn+ 1 € S, entonces S = Ny la igualdad se satisface Vn € N.

D12+22 4324+ +n?2=¢nn+1)2n+1).

Solucién Sea S = {n € N/ satisface la igualdad 12 + 2% + 3% + - +n? = ¢ n(n+ 1)(2n + 1)}.

i)1€S. Enefecto, 12 = £ -1(1 + 1)(2:1 + 1).

ii") (n = n+1). Supongamos que la férmula es vdlida para n, entonces 124+224+32+- - . +n2+(n+1)? =
Inn+1)2n+ 1)+ (n+1)2 =3 n+1)2n+ 7T +6) = § (n+ 1)(n + 2)(2n + 3), es decir
n+1¢€S. Asi S = Ny laigualdad se satisface Vn € N.

DIB+22 4354 403 = [Lnmn+1)]"

Solucién Sea S = {n € N/ satisface la igualdad 13 + 23 + 3% + ... +n3 = [L n(n + 1)]2}.

i) 1€ S. Enefecto, 1% = (3 -1(1 + 1))2.



ii) (n = n+1). Supongamos que la férmula es valida para n, entonces 13 +23+33+. . . 4n3+(n+1)3 =
1P+ 12+n+1P =1(n+1)2%n*+4n+4) = I (n+1)*(n +2)%, esdecirn + 1 € S. Asi
S = Ny laigualdad se satisface Vn € N.

k)%—i_%—‘_ﬁ*—“.—i_n(nl—i—l) - nil'
Solucion Sea S = {n € N/ satisface la igualdad ﬁ + % + ﬁ +oot n(nl_‘_ 0 = _7_ T
i) 1 € S. En efecto, % = H—Ll
ii) (n = n+1). Supongamos que la férmula es vilida para n, entonces %—l—%—l—i—k . ~—l—m+
1 = 1 _nn+2)+1l _p+l esdecirn+1€S. Asi S =N

n
mr)n+2) n+l maDn+2) tDm+2) n+2
y la igualdad se satisface Vn € N.

1 1 1 1 n(n +3)

1 . e = .
T3t 3 T s T e DD At Dt 2)

Solucion Sea S = {n € N/ satisface la igualdad 1.;3 + 2'515.4 + 3.11'5 +-+ m =

n(n + 3) }

dn+1)(n+2)""
. 1 1(1+3)

1€ S. En efecto, = .
i) n efecto, 75 TESI(ES)
) ) . 1 1 1
ii) (n => n + 1). Supongamos que la férmula es vélida para n, entonces 193 + 537 + 305 + -4

1 + 1 __ n(n+3) 1 _ n(n+3)2+4 _
nn+1)(n+2) (+1)(n+2)(n+3) 4(n+1)(n+2) (n+1n+2)(n+3) 4n+1)(n+2)(n+3)

nd+6n’+9n+4  _ (n+1)*n+4) _ (n+1)(n+4)

4n+1)(n+2)(n+3) 4n+1)(n+2)(n+3) 4n+2)(n+3)
Asi S = Ny laigualdad se satisface Vn € N.

m) 3t 432 +3%+... 43" =3 (3" - 1).

Solucién Sea S = {n € N/ satisface la igualdad 3' + 3% +-3% + ... 43" = 2 (3" — 1)}.

i) 1€ S. Enefecto, 3* = 3 (3! —1).

ii) (n = n+ 1). Supongamos que la férmula es vilida para n, entonces 3' +32 433 +--. +37 437 +! =
33 —1) 43t =13nfl 3 4 gntl = 23ntl 3 — 3 (3n+l 1) Asi § = Ny laigualdad se
satisface Vn € N.

n)134+33+5%+ .. 4+ (2n —1)3 = n?(2n? — 1).

Solucién Sea S = {n € N/ satisface la igualdad 13 + 3% + 5% + - -- 4+ (2n — 1)3 = n?(2n% — 1)}.
i) 1 € S. Enefecto, 13 = 1%(2:12 — 1).
ii) (n == n + 1). Supongamos que la férmula es vélida para n, entonces 1% 4+ 33 + 53 4 ... 4 (2n — 1)3 +

(2n+1)3 = n?2(2n?—=1)+(2n+1)? = 2n* —n?2+8n3+12n2+6n+1 = (n?+2n+1)(2n?+4n+1) =



(M2 +2n+1)2m2+2n+1)—1) = (n+1)2(2(n +1)2 — 1). Asi S = Ny la igualdad se satisface
Vn € N.

oyn<2™ sin > 1.
Solucién Sea S = {n € N/ satisface la desigualdad n < 2"}.

i) 1 € S. En efecto, 1 < 21.

ii) (n == n 4+ 1). Supongamos que la desigualdad es vdlida para n, entonces n+1<n+n = 2n <2.2" =
27+1 Asi S = Ny la desigualdad se satisface Vn € N.

pl+2n<3™,sin> 2.
Solucién Sea S = {n € N/ satisface la desigualdad 1 + 2n < 3"}.

i) 2 € S. Enefecto, 1 + 2-2 < 32.

ii) (n = n+1). Supongamos que la desigualdad es vélida para n, entonces 14-2(n+1) = 3+2n<3+6n =
3(1 +2n) < 3-3" = 31, Asi S = N\{1} y la desigualdad se satisface ¥n € N\{1}.

Ql+243+-+n<i@n+1)>2%
Solucién Sea S = {n € N/ satisface la desigualdad 1 + 2+ 3+ ---+n < % (2n +1)?}.

i) 1€ S. Enefecto, 1 < £ (214 1)%

ii) (n = n + 1). Supongamos que la desigualdad es vdlida para n, entonces 1 +2+3+---+n+ (n +
D<g@n+1)2+(n+1)=3@n*>+4n+1+8n+8) = g (2n+ 3)%. Asi § = Ny la desigualdad
se satisface Vn € N.

n+1 n
) Si 0 < a < b, entonces (9) < (9) .

b b
Solucién Sea S = {n € N/ satisface la desigualdad (%)HH < (%)n}
i) 1€ 5. En efecto, dado que 0 < a < b se tiene que 0 < % < 1. Multiplicando por % se tiene 0 < (%) ’ < %.
ii) (n = n + 1). Supongamos que la desigualdad es vdlida para n, entonces (%)nH < (%)n por lo que
multiplicando por % se tiene (%)n+2 < (%)nﬂ, Asi S = Ny la desigualdad se satisface Vn € N.
2. Calcule el limite de las siguientes sucesiones (., )y,
a)unz(_Q)n——F?)n. b)un:i+1+...+”_1'
(=2)n+1 4 3+l n2 | p2 n2
) up = 111%1‘;5:::2:,|a|<1,|b|<1. d) up = i—2+i—2+---+(";731)2.
e)unzé—i—%—i—---—i—%;;l. Du, = V2:v2:V2- - V2.
Dtn = b2 by w, = 3.1 8- Y,

31 32 3n



1/n bl/n n
D) un = (@ + b7, 0<a<b. j)un:(%) .a,beRT.
Soluciéon
(=2)" +3" (=3)"+1 1 2 .
a) u, = = — =, yaque (— 2)" — 0sin — oo.
) (_2)n+1+3n+1 3((_ %)nJrl_'_l) 3 yaq ( 3)
b) u, = 1+2+-;1-2+(n—1) = (n;l)nn% Z%(l—%) — % cuando n — oco.
1_an+1
l4+a+---+a”_ _1—a _1-b1l—qa"t! 1-b . n
C) Up = T +b” =Tt 14l — 1_a,pue:351|a|<1,|b|<1,a —0
1-0
y b — 0 cuando n — oo.
1242244 (n—12% +m-—Dn@n-1) 1 1 1
du, = =6 ==(1-=)2—-=— —>—,cuand0n—>oo
) = : Li-be-4)— 1
_ 1.3 5 n 1 2k—1 _ k 1
e)un—§+22+23+ + Zk 02/€ 1 1—Zk:1 2_k+1yaqu62—k— <2/€——1_2_]€)
1 n—1 (1 n+1
Enconsecuenciaun:n(2) (n+12)() 11 (2)1 +1—>% }—1—1—3 cuando
(1-1) 3 )
n — oo.
n+1
Seutilizéelhechoquezzzozck:1+:c+~-~+x”:%yque (Xhoz ) Soroi k =
nz" ' —(n+1)a" +1
(1-a)? '
f) up = V2-v/2-3/2--- 2/2, por lo que logu, = llog2—l— %1og2+ %log2+ R %log2 =
Tl 11=()" oo (1 (1yn
2(1—%—2—|— +2n 1)10g2—2 1 log2 = (1—(5)")log2 — log2.
1,2 .3 n o _ 1 24,3 n 11 _3
Yun=g 5 tog g = F(1+3 tor +3n71) — 317 ‘> usando la
férmula del ejercicio 2.
h) u, = V/2-v4- %/8--- */27. Tomando el logaritmo se tiene logu, = %10g2 + %logQ + e+
3= N Jog2 = 1log2(1—l—2( )—|—3( )2+ -+n(%)”*1).

Por otro lado si definimos f(z) = 14+2x+32%+- - -+na™ 1, entonces/ f(t)dt = z+2%+- - +a" =

n—1 _ _ n __ n—1
gl=2 = 2" Derivando esta expresion nos queda f(x) = 1-(n—1az ne
1—-2z (1-a)?

, y por lo

tanto: log u,, =

T —
1-—
+(n—1D(E)" —nx)" ! 3 log2
%1 g2 1 7 : — 2
(1-35)? (3)
= %log2i.e. Uy — 21.
)u, = (a”—i—b”)l/”,() <a<h.
Analicemos primeramente el caso 0 < a = b. Asi tenemos u,, = 2l/ng —s q.

si0<astia, =1+ (¢)")]" <0 (14 (3)") " yioam <ot s (14 (5)) -

logb + - (%) +0((%) )—>10gb,esdecirun—>b.



Se us6 el hecho que a — 0 cuando n — o0, si |a| < 1.

1/n 1nn
j)unz(ia/ ;b/ )

Sia =0b, u, = a, Vn € N con lo cual es suficiente analizar el caso b < a. Asi logu,, = loga +

1/n
nlog <%> Notemos que log (b/a)l/" = %logg — 0, si n = oo, por lo tanto

1+ (b/a)"/"

(b/a)'/" — 1y — 1.

1/z T
Veamos que lim,,_, ., = log <%> =lim,_.o % log <%) = f'(0)= %log(b/a), con

x x 1
f(z) =log (1 +20‘ ) yaque f'(x) = i _C:am log «. Finalmente u,, — ae'°s(@/®)2 = /qp
3. Calcule el limite de las siguientes sucesiones (uy, ). Utilice sumas de Riemann, si desea.

n 1

a) un =y °n2+k2 b) u, = =0 o B («>0,8>0)
1 n . - d n ein/k
o= 3 S
k=1 k=1
e) Uy = (22.33. nn)l/n21nn f)un: (22P.33P...nnp)l/np+llnn
B (271)' 1/n B n k2 1/n
k=1
Solucion .
_\\n n _1xmn 1 1 _ _1
a)un—Zk_on2+k2—ﬁZk_oH7k_2—>/o 1+w2—arctan1—z7r.
n2
1 1 1 1 L atp
b) up = =1 .
) Un = Oan—i—ﬁk T 2h=0 +5/€_>/a+ﬁx r= 3 (a—l—ﬁa:)o ﬁn a
c)un:%z;;:l Yok — 1Zk 1ak/n_>/ xdil?— (a—l)
ek 1 !
= n — n n —1/x _ a—1/z| _ -1
d) Un—nZkzlk—z - ﬁzk:1 k2/n26 k/ —>/ _e / dr =e / =€ .
e) U, = (22.33...nn)l/n21n",entonces Inu,=——>% 7 ,klnk= _[ Ek ,k L k} _
n21nn )
Ly Indi= L kpkly L nntl) 4| . Inzde+i =1
k=2 2lnnnn lnn k=17 By 2 D) Oxnxx2_2
y U, — /e.
P P np nPtlinn . n p
f)u, = (22733 .. ) Inn 'y tomando el logartimo In u,, = 7np+1lnnzk Qkpln(k )fﬁ%zkﬂ(%) lnfb—k

b ' ' 1
%22—1(%) —>0~/xplnxdx+/ aPde = —— sip> 1. Asiu, — ePtl.
B 0 0 p+1

n!ln”

1/n
|
Q) Up = <(2n)> , y tomando el logartimo In u,, = % ( ook =Y Ink— nlnn) =
2 2
—/ dx:21n2—1yun—>%.
1

2
1Zk S S—)/l Inzdr=zlnz
1



1
n n 2
h)w, =[Th_; (1+ kz/n2)1/ , porlo que Inu,, = + =D ket (1 + k_2) — / In(1+2?)dz = zIn(1+
n 0

1
x?) —2/ dr=In2— 2(
0 o 1+a?

dx— =In2-2(1—3m).
Finalmente u,, —> 2e~ 2(1- 4

) =In2 — 2(1—arctanx)

0

4. Prube que la sucesién (v, ), es convergente y calcule su limite, donde v,, = 2:46---(2n) n>1.
357 (2n+ 1)
4.6 - - 4.6 -- 2 np1)2
Solucion Reescribiendo la expresién v, = 2:4:6. - (2n) = (2:46- - (2n)) = (2"nl) .
3:5:7---(2n+1) (2n+1)! (2n+1)!
Ademds, Inv, = 2In(2"n!) —In(2n+1)! = [nln2+zz Ink]— 2n+1 Ink=2nIn2—In(2n+
i 1
D+>,_;In . +/k/ . Ahora, = >} _,In . +/k/n —>/ In —d:c /0 lnxdx—/o In(1+z)dz=
b2 22 k/n
(x1Inz—x) —/ Inydy=—1—ylny —/ dx=—21n2. Por lo tanto % Y opqln =—2In2+40(1)
0 1 1 1 l—l—k/n
y se tiene v,, ~ e~ n(2nth+o(l) 0,
5. Demuestre que la sucesién (z, ), es convergente, donde z,, = 1 + % + % + -+ % —Inn,n > 1.
Solucién Observemos que la sucesion u,, > 0. En
_ 1 1 1 _
efecto u,, = 1+§+§—|—-~-+ﬁ—lnn =
k41 1
Z;}/k (£-1)dz+ % >0, Ademds, u, — -1
_ 1 1y 1
Up4+1 = In(n+1)—In ] In(1+5) ] >0. _ Jlr :
Por lo tanto (u,,), | y acotada inferiormente, es decir es
convergente a algtn valor v = limy, 0 Up,.-
Este valor es conocido como constante de Euler.
., P _ 1 1
6. Demueitre que la sucesién (uy, ), es convergente y calcule su limite, donde u,, = P + N9 +
o+ a0 " > 1
w1 1 1 ' '
Solucién Se sabe que u, =), T Y ket TThin — iz dr=In(1+x) Ozln 2.

7. Seag: [1,00[ — R una funcién positiva, decreciente y continuaen [ 1, oo [ Demuestre que la sucesién
(dn)n es convergente, donde d,, = g(1) + g(2) 4+ -+ -+ g(n) — /n g(xz)dzn > 1.
g14Solucién Usando los mismos argumentos que en el ejercicioli dp = g(1)+9g2)+ -+ gn) —
/n gx)dr > 0yqued, —dpt1 = /n+1 g(x)dx — g(n+ 1) > 0. Asi la sucesién (d,, ), y como es
1

n
acotada inferiormente, converge a algin valor d € R.

8. Demuestre que la sucesién definida por u, = (1 + %)", conn > 1, es creciente y acotada superior-
mente, mientras que la sucesién definida por v, = (1 + %)"H, con n > 1, es decreciente y acotada

inferiormente. Deduzca que ambas sucesiones son convergentes al mismo limite.



Sugerencia: Calcule los cocientes wuy41/Un Y Unt1/Un, y utilice la famosa desigualdad de Bernoulli:

1+z)»>14nz,Ve>—-1,Vn > 0.

9 n n
Solucién Analicemos el cociente “ntl — ( n”+2n ) 14+ Ly = <1—+) 1+
Un, n2+2n+1 ( n—i—l) n24+2n+1 (
3 2 .2 3
1 )Z(l— ' n >(1+ 1 ):(n—i—l) +(n+1)3n n—-n_(n+1) —;—1>
n+1 n*+2n+1 n+1 (n+1) (n+1)
1, por lo tanto wy, 41 > Uy,.
El otro cociente:
1\ n+42\ "t
1+ ) n+1
vnH:( n+1 _ [ nt1 lo_1 y_ (nn+2) 1l (-1
Un 1\"t! n+tl (+n+1) (n2+2n—|—1 ( n+1) (n+1)?
_1
n—l—l)'
Si invertimos este cociente tenemos:
2 o1\ g1 1\ 1
v n n n
n_ — =(1 1—
+2)2+3
14 -ntl ) -1t y—g- 1 4 nd+l n+tl _ > 1, por lo tanto
( n? +2n ( n+2) n+2 p242n n(n+2)? n(n + 2)? P
’Un>’Un+1.

1

Ahoraun:(1+ﬁ)"<(1+%)"(1+%):vn,esdeciru0<u1<---<un<vn<---<v1<v0

y se concluye que existe lim,, oo Uy, ¥ limy,—y 00 Uy Pero, limy, 00 v, = limy, 00 (1 4+ %)"(1 + %) =

limy, 00 Uy, limy, 00 (1 + %) = lim,, o0 Un, = €.

9. Utilizando el teorema de convergencia monétona demuestre que cada una de las siguientes sucesiones es
convergente:

a) up, = po +p1/10+ -+ +p, /10", n > 1,donde p; € {0,1,...,9}.

Dup=1-Ha-1) - a-L)yn>1

2 4 2m
o) up = ﬁ,yengeneralunH = /24 /un,, n>1.
_ 1 1 1
d)un—1+2—2+3—2+---+ﬁ,n21.
Solucion

a) La sucesion (), T pues t, 41 —Up = ppi1/10"71>0. Ademds 0 < 9+9/104+9/10%+---+9/10" <

9% 1/10F =9—L _ —101.e. la sucesién converge.
Zk:o / 1— 1/10 u Verg
b) Usando el logaritmo se tiene Inu,, = Y _, In(1 — 2%), pero In(1 — 2%) ~ 2% con lo cual se tiene la

convergencia de la sucesién In u,, = Zzzl In(1 — 2%)

)"+1 (1+



Otra manera de probarlo es la siguiente: si consideramos el cociente

R R
o (A== (g

por lo que la sucesién (vy, ), | y converge pues es acotada inferiormente por 0.

¢) Probemos por induccién, que (uy, ), 1. En efecto, sea S = {n € N/0 < u,, < up41}, entonces 1 € S

puesuQ:\/2—|—\/\/§>\/§:u1.

Supongamos que n € S'y probemos que n + 1 € S§. Al tomar la diferencia w41 — Up, = /2 + /Upn —

Y N s
VIRV V2 i+ /2 F =0

Probemos ahora por induccién, que la sucesién (u,, ), es acotada por 4.

Claramente S’ = {n € N/O < u,, < 4} # @, pues 1 € S’. Ademds si n € S’, entonces se tiene
0<u, <4=0<upt1 =+/2+ /un < 2 < 4. Esto prueba que la sucesién (u, ), es convergente.

d) Es claro que la sucesion (uy, ), €s creciente, pues tn41 = Up + % > uy,. Por otro lado, se sabe que
n

22 32

n% <1+ /1 x%d:v = —% +2 < 2,Vn € Ny se establece la convergencia de (uy, ).

Sors f(k) g/ f(z)de <377 _, f(k)loqueconduceau, =1+> ;_, k% 1+l gy
1

10. Sea (uy,), una sucesién tal que ug > 0, u1 > 0y ademds w12 = /Uy, Unt1, paran > 0. Demuestre

que (uy,), es convergente al nimero (uo u?)'/3.

Solucién Al tomar logaritmos la sucesién se convierte en v, = In u,,, donde v, 12 = %(’Un_l,_l +vy). Si

tomamos la diferencia v,, = v,, — Vp_1 = %(vn,l +Vp—2) —Up_1 = —%(vn,l —Up_2) = —%vn,l =
(=3)20n_2 = = (—3)" 2.

Por otro lado v,, — v1 = ¥y, — Vppe1 + Up—1 — Up—o + -+ + V3 — V3 + Vg — V] = Uy, + Up1 + -+ +
1— _1\n—1
vt = [l (D) + P4+ (D =t 2 ey
2
vy = ’Ul-i-%’l}g—%’ul -‘1-’()2(—%)" = %vl—i—%vo—i—vg(—%)" — %vl—i—%vo = %(2v1+vo)y

2/3 1/3
(u1" ug

obetenemos u, — e ) = /upu3. Observemos que la sucesién oscila alrededor del limite:

Vo <V < - <WVop <Vopal1 <Vop—1 <---<vg <1.

11. Sea (un)n la sucesién definida por ug > 0, ug # V2, y en general u, 1 = u2—" + uL’ n > 0.

a) Demuestre que a partir de u; esta sucesién es monétona decreciente y acotada inferiormente por v/2.

Calcule el valor de convergencia de (ty, ).

2
. Ung1 — 0 _ (up —a
b) Demuestre que existe a > 0 tal que Ui Ta (un T a) ,n>0.
¢) Hallar una férmula para u,, en términos de n y el nimero b = (ug — a)/(ug + @) y recalcular el valor de
convergencia de (uy,),, a partir de dicha férmula.

Solucion



a) Verifiquemos usando induccién, que (u, ), estd acotada inferiormente por v/2 y que (wy, )n |-

2 _ 2
i)SeaS:{neN/\/igun}.1€Spuesu1—\/§:%—\/§:%>0.
0 0

_ 2
Verifiquemos que sin € S = n + 1 € S. Al tomar la expresion u, 11 — v/2 = % > 0, con

lo cual se tiene u,, > v/2, ¥n € N.

.2
ii) Es evidente que uyp4+1 — upn = 22uu” < 0, entonces existe el limite de la sucesién (uy, ), que lo deno-
taremos ¢. Dada la relacién de recurrencia de la sucesion u,, 11 = % + ui y dado que el limite existe,
se tiene que £ = g + %,esdecir%2 =02 4+2= /(=12
_ 2 2
b) Sabemos que u, ;1 — V2 = W y que tuni1 + V2 = W, lo que conduce a
9 n n
Un41 — V2 _ (un — \/§> y tomamos a = v/2.
Un+41 + \/5 Un + \/5
2 22 gn
Up — G _ [Upn—1 —0a _ [Un-—2—20a _ ... (uw—a _12n
¢) Por la parte b) tenemos wFa - (un—l —i—a) = <Un—2 —i—a) = (—Uo T a) by se

encuentra que u, = a(1 + b*")/(1 — b*"), donde |b| = |ug — v/2|/|uo + v/2| < 1. Asf se concluye que

limy, o0 Un = a = V2.

12. Si (uy, )y estd definida por ug = 3, up41 = W Probar que (uy, ), converge y calcular el limite.
Solucion Al considerar u,, — Un11 = Uy — 3+ un) = (un + \/§) (un — \/§)
3+ u, 34+ uy,

Probemos por induccién que u,, > /3. Sea S = {ne N/\/§ < p}.

a) 2 € S. Enefecto uy = %:22\/3.

b) Probemos que si la relacion es vdlida para n también es vélida para n + 1.

3(un — \/g) - \/g(un - \/g) _ (un — \/g)(?’ - \/g) > 0.

Al considerar uy, 41 — V3=

34+ uy, 3+ u, -
Asf se deduce que u,, > un+1, Y € Ny con esto se prueba la convergencia de la sucesion. El limite ¢
satisface la ecuacion de recurrencia ¢ = 3(317_:_5) — 2 =13, por lo que ¢ = ++/3. La tnica solucién

posible es V3.

13. Sea (up)n Ty (vn)n J dos sucesiones tales que u,, < v,, Vn € N.
a) Pruebe que ambas sucesiones son convergentes y lim,,_, o, u, < lim, o v,. Pruebe ademds que si
limy, o0 (s, — vy,) = 0, entonces limy, o0 Uy, = limy,— 00 Uy,
b) Aplicar el resultado a las sucesiones (uy ), y (vn)n definidas por 0 < ug < V9 Y Uny1 = /UnUn,
Vg1 = 5(Un + V).
Solucién
a) Por las hipétesis, se concluye que up < u3 < -+ < up < vy, < -+ < 3 < vg. Esto demuestra que

(vn)n estéd acotada inferiormente por ug y que (uy, ), estd acotada superiormente por vg y por consigu-



iente ambas sucesiones convergen. En resumen, dado que u,, < vy, limy, o0 Uy, < vy, y limy o0 Uy <
limy, 00 V. Ademds si limy, o0 (U, — vp) = 0 = limy 00 Uy, = My o0 ((Un, — vp) + vp) =
lim,, —soo V.

b) Usando las hipétesis del problema tenemos que (y/u, — Un)2 = Up + Vp — 2y/UpVy, > 0 =

3(Un + vy) > \fUnUp = Vg1 > Unq1. Ademds vp41 — vy = — 3 (uy — vy,) < 0, es decir (v )n L.
Un+41 (Y 1
Sea Zn = ﬁ > 1, por lo tanto (uy, ) T, PEro COMO Vp 1 — Un 41 < Vpg1 — Un = 5(Vp — Up) =

0<v, —u, < (%)"(vo —up) — 0y se establece que limy, o0 Uy, = limy, 00 V-

14. Pruebe que la sucesion definida por u; = 1, up41 = 2%””_:})” es convergente y calcular el limite.
g o _Aupt2 o 24up—up (g —=2)(up+1)
Solucion Notemos que u,+1 — Uy = P Uy = T P . Probemos que

—-1<u, <2,VYneN.

En efecto, —1 <u; =1< 2.
5(un, + 1)

2:4un—|—2_ 2u, —4
Up + 3

=="n - =
. T3 2 . T3 <0yupy1+1

—1 < upy1 < 2 que se deseaba probar.

Si—1<u, <2= uUpy1— > 0, es decir

(un - 2)(un +1)
Up + 3

4;:'32 cuyas soluciones son —1y 2 y se desecha la

Finalmente tomando en cuenta que uy4+1 — U, = — > 0ie. (up), Ty converge a 2.

Esto por cuanto el limite ¢ satisface la ecuacién £ =

solucién —1.

15. a) Sea (uy, ), una sucesién tal que |u,+1 — u,| < M/2™, con M > 0. Pruebe que es convergente.
b) Sea (uy,)r, una sucesion tal que [, | < 2, [upt2 —Uny1] < & [u ) —u3|. Pruebe que es convergente.
Solucién
a) Probemos que la sucesion es de Cauchy.
En efecto, |tn4+m — Un| < [tntm — Untm—1]| + [Untm—1 —Unpm—2| + -+ [tnr1 —un| < M/2™(14+
1/2 4 -4 1/2™) < M/2""1. Asi dado € > 0, existe N € N, N = 2 + [In(M/e¢)/In2] tal que si
n>N=n—1>[In(M/e)/In2] +1=€>M/2" > |uprm — un|, ¥n > N,Vm € N.
b) Dado que |ty 11 — Upn| = % |u2 —u2_,| = % [un — Un—1| [t + tn—1] < Sty — tp_q| < 2%|Un71 —
Up—a] < -+ < 2%|u1 — ugl. Utilizando a) se tiene la convergencia de (uy, ).
16. Sea (uy,), una sucesién tal que u; = — %, 3upt1 = 2 + uZ. Pruebe que limy, o0 up, = 1.
Solucién Paran =2,3u; =2+ 2 = 1T — 4y = 11
Probemos que 1 < u,, < 2, sin > 2. Sila asumpcidn es vélida para n, verifiquemos que es vélida para

n—+ 1.

(un — 1)(tn +1) > 0y que uppy —2 = 5 (u2 —4) =

Wl

Veamos que ty1 — 1 = £ (u2 — 1) =



2 (un — 2)(up +2) < 0. Asf tyq1 — up = 5 (tn — 2)(un — 1) < 0y (un)n |y la sucesion converge a

3
p . L. Q402
un nimero real ¢ que satisface la ecuacién £ = 5 le {=1.

17. Sea (un)n una sucesion tal que uy = 1, up 1 = ﬁ
a) Calcule ug y us.

b) Pruebe que si A es la raiz positiva de la ecuacién x = %, entonces |t,+1 — A| < % |, — A| y calcular

2+
el limite.
Solucién

1 _ 1, —_1_ _3
241~ 3 3—2+31;—7~

b) La ecuacion 22 — 2z — 1 = 0 tiene como raices v/2 — 1 y —v2—-1.Sea)=+v2— 1, entonces como

a) Evaluando uy =

1 1 A—u
nil — A = — = o n>0yA>0= (2 )2+ >4
Une1 TFun 24X Qa2 Y ometn =0y @+un)@+A)
Ast g = M < M = N = fungr = 4 < 12220,
18. Sea uy = 2, up = 8, ugny1 = 3 (Uzn + U2n—1), Uzns2 = % Demuestre que (uy, ), €s

convergente y calcule su limite.

Solucién Es claro que los (), Son positivos y que gy, +2-Uont1 = Uop U2p—1 = U2p—2 U2p—3 =

2
_ _ . _ 1 1 16\ _ (3,—1 +16
e = U2°UL = 16. Asi U2p = m, U2n+1 = 3 (U2n71 + u2n71) = 511@"71 .
v2 + 16
Sea V41 = U2n41, Un = Uan—1, VN € N, entonces v, +1 = "2v convy = u; = 2,Vn > 1.
n
2 2 U2 + 16
Demostremos que v,, > 4, Vn > 1. En efecto, (v, — 4)* > 0 = v; + 16 > 8v,, = "27 =
n
Upt1 > 4,Vn > 1.
Probemos que (v, ), es decreciente.
2 2 2
vy +16 v +16 =20, (44 vn)(4 —vn) < N
En efecto, v,41 — v, = 72% Up = T = T < 0, pues v, > 4,
2
Vn > 1. Asi, (v, )y es decreciente y acotada por lo tanto convergente a £ que satisface ¢ = KS_TM’ es
decir (2 = 16 = ¢ = +4, y tenemos ¢ = 4. Por otro lado lim,, ;o v, = lim,,—, o0 U2,—1 = 4 y como
Uy = u216 o entonces lim,,_, o w2, =4y asi lim,,_, oo u, = 4.
"
19. Sea (uy, ), definida por u; = 0, up41 = Z"—_—::g
n
a) Demuestre que 0 < u, < A\,Vn € N,con A = V3 — 1raiz mayor de la ecuacién z = ;7 i §
b) Deducir que (uy,), 1y calcule el limite.
Solucion
242
a)Seau; = 2, up = 12”—3 = 2. Asi, 2 = uy <uy. Ademis se va a verificar que si u, — A < 0, también
3+
3

A=Unt2 A2 un—A
Un+3  A+3  (up +3)(un + A)

Unt1 — A <0. Dado que A = /3 — 1 se tiene w41



b) Consideremos w,41 — Uy =

20.

21.

22.

23.

24.

25.

up+2 o 2=ul=2u, _ (unt+14V3)(un—N)
w3 Up = P = P >0, entonces la

sucesién es creciente y acotada por A y se concluye que lim,, o0 u, =A=+/3 — 1.

Demuestre que si (u, ), €s una sucesién convergente a un limite ¢ y si se cambia un niimero finito de

términos, la sucesidn asi obtenida también converge hacia a.

Solucién Sea (vy, ), 1a sucesion a la que se le cambiaron N términosi.e. ny,...,nys. Seae>0,IN N
tal que sin > N, |u, — a| <e. Asi, sin > sup{ni,...,nns, N} se tiene |v, — a| = |u, —a| <e.
Demuestre que si lim,,_, o u,, = a, entonces lim,,_,oc Ug+n = a.

Solucién Sea e >0, IN e Ntalquesin > N, |u, —a| <e. Asi,sin > N = n+k>Ny
[tntr — a| <e.

Demuestre que si u,, — a, entonces |u,| — |a| y demuestre que lo contrario no es cierto.

Solucién Es evidente desde que | |u,| — |al | < |up —a] — 0.

Para probar lo contrario, tomemos u,, = (—1)™ que no converge, pero |u,| = 1 si lo hace.

Demuestre que si (v, ), €s acotada y lim,, o 4y, = 0, entonces lim,, o0 Upu, = 0.

Solucion Es claro que |v,u,| < M|u,|y dado € > 0, existe N tal que sin > N = |u,| < ¢/M =
[vptn| < M|u,| < €, es decir limy, — oo vy Uy, = 0.

Suponga que lim,, ooy, = @y lim, 00 w, = a. Demuestre que si (v, ), €s una sucesion tal que
Uy < v, < wy,, entonces lim,,_, o v, = a.

Solucién Sea z, = wy, —v, = |2,| < Wy —up y como lim,, o0 (W, —uy,) = 0, resulta que dado €0,
IN eNtalquesin > N = |z,| < e = limy 00 2, = 0. Pero como las sucesiones z,, = w, — vy,

Wy, ¥ Uy CONVErgen, v, = wy, — 2z, converge y lim,,_, o v, = limy, 00 wy — limy 00 2, = a — 0 = a.

=1

S|

a) Demuestre que lim,, o 4/ 1 —

b) Demuestre que la sucesion u,, = v/n2 — n — n es convergente y calcule su limite.

Solucién

a)Sabemosqueunzw/l—%N _ L — 1, cuando n — oo.

b) La expresion u,, = =

26.

2n
(Vn?—n—n) (Vn> —n+n) Y

-n
(Vn?—n+n) n(VI=1/n+1)

Sea (uy)n una sucesion tal que ugy, — £y ugpy1 — ¥4, si k — oco. Demuestre que la sucesion

Up — £, 810 — 00.

Soluciéon Sea e >0, existen k, k' € Ntalesquesin > k = |ugp — €| < e,n > k' = |uggy1 — €] <e.

Sea N = max{2k,2k' + 1},sin > Nysin=2p=p>k = |u, — ¥ <e. Sin=2p+1>



2k +1=p>k = |u, —{| <e.

27. Demuestre que las siguientes sucesiones son crecientes, u, = 2n% —3n +5y v, = n—j—l
Solucién Consideremos u, 11 — up, = 2(n+1)2 —=3(n+1) +5—2n>+3n—5=4n—1> 0, si
n21yvn+1—vn:n+1— n_ 1 >0,sin > 1.

n+2 n+l  (n+1)(n+2)

28. Demuestre que lim,, (% + ﬁ 4t (21)2) =0.
n n

n
#<L arak=1,.. . n=0<L 4 L 4. .4 1
k2 —n2Pb e =02 T e 2n)2 =2

Soluciéon Como

1
ﬁ—>0.

29. Se considera la sucesion uy = a, up = b, u3 = 3 (a + b), up, = 3 (un—1 + Up—2), paran > 3.

a) Si v, = Up — Un—1, paran > 1, demostrar que v, = — % Up—1-
_1 2 1\7—1
b) Demostrar que u, = 5 (a+2b) — 2 (b—a) (—3)" .
¢) Calcular lim u,,.
n—o0
Solucion
a) Sea Up = Up — Upn—-1 = %(un72 - unfl) = _%(unfl - un72) = _%vnfb

b) Se observa que u,, — u; =U2+v3+---+vn=v2[1+---+(—%)n_2] =2(b—a) {1— (—%)n_l}
ysetieneu, =u; + 2 (b—a) — 2 (b—a) (—%)n_lzé(a—i-%)—%(b—a) (—%)n_l.

¢) Es claro que lim,, o0 up, = % (a + 2b).

30. a) Pruebe que si (uy,), cumple u,, # 0, lim,, ‘ ntl ‘ ¢ < 1, entonces lim u,, = 0.
n— o0

=0ylim,—eo 2" _ O.

b) Demuestre que lim,,_, '
n.

n
PR
Solucién

| |un,1 |.|Un72 Un+1
un 1 Un—2 Un—3

¢ > 0. Ademds ¢ < 1, l(1—é)>Oyexiste]\]’eNtalquen>N’lmphca“ _Un_ |—€‘ (1 -

= /{ resulta que

a) Sabemos que |u,| = |2

- | | |u1| y como lim,,— oo ‘

é):>|u"|—€< (1—6):>|u”|< Tl =0+ =11+0). SeanzN’,entonces
_ Up—1 ) Un—2 . UN' 41 . , 1+€)n7N’ , €—|—1 . 1
lun| = |un n ||un_2||un_3| | " | Jun:| < (—2 |un-| y como 5 <1, existe N" tal
quesin > N — (1T+£) |un+| <e. Porlotanto, sin > N’y N”, |u,| <, es decir u,, —> 0.
Up, n . .
b)ﬁ:gntll%:ni;l— (1—%—%)—>§<1yset1enehmn_>002ﬂn:0.

n+1 n

Untr _ 2" pl — 0 < 1, es decir lim,,_y 00 2—' =0.
n!

1
2
2
Un (1)l n+l e+l
o
2

31. Sea S, (a) = sen® g + 3sen? 3 o+ 3" ! sen? f%"’ determine el limite de S, ().

Solucién Sabemos que sen 3av=sen(2a+a) =sen 2« cos a+cos 2asen =2 sen a cos? a +(sen? a—

cos? &) sen a =2 sen av(1—sen? a)+(1—2sen? o) sen a =3 sen a—4 sen® av. Asisen® v = 1 (3sena —



32.

33.

sen 3a), de modo que:

n—1

3
3" Lgen? % = (3 sen % — sen %) = [3" sen % — 3" lgen 3na71

Sea u,, = 3" sen f%"’ entonces Sy () =  [(uz — u1) + (uz — uz) + (ug —us) + -+ + (Un—1 — upn) +
(Un — Un—1)] =% [u1 +up] = [3"sen?% —3senial — (o —3senia).

Sea (ay,), una sucesién de nimeros reales positivos, con 0 < a,, < a. Estudie la convergencia de la

sucesion u,, = \/al +\/az + -+ Jan.

Soluciéon Como a,, < a, + /a,11, se tiene que u,, < u,41 y la suecesion es creciente. Ademas si

Up, = \/ a+ +/a+---+ /a, entonces u,, < v, y v, €s convergente, puesto que es creciente y v, < £,

dondeézx/a—l—é,oseaﬁzl—’_i ”214_4a.Asiun§UH<€yun—>€’§€.

Sea define ug = 0; up41 = 5 —:Lu .

a) Demuestre que 0 < u,, < %, VneN,n > 2.

b) Si es convergente, calcule su limite.

Soluciéon
a) Es claro que u,, > 0, luego 5 < up, + 5 = b 1= 4 4, +1<4.
now " Uy + 5 Up+5 5 " 5
L 4 . . B _ 11
b) La funcién f(z) = e decreciente. En efecto, si xo>x1 = f(z1)—f(x2) =4 P
4[1‘24’5—!@1—5]7 4[,@2—,@1]

34.

G )@ tD) @ to)m ity )= )

Se sabe que ug < ug y SUpONgamos que usg < Uzp42, entonces se tiene f(ugg) > f(ugkt1), también
F(f(uar)) < F(f(u2k+1)) ¥ Uzkt2 < ugkra. As (uzy) es creciente y (uag41) es decreciente, por lo que

existe limg—, o0 U2k ¥ limgen Ugk41 por a).
L_u|:| 4 _ 4 |_ | Unp—1 — Un
54—2 [t —1 — up| < g% 54—2 [un—2 — un—1| = (35)?[tn—2 — Un—1] < (55)"|u1 — uo| — 0, por lo tanto

Por otro lado, |up+1 — un| = |

|ugks+1 — war| — 0, 0 sea limy,—y 00 Uok1 = limy,—y o0 uag. Asi el limite lim,,_, o u, existe y satisface
ﬁ, es decir 2 + 5] — 4 = 0. Finalmente ¢ = —5+ V225 +16 _ _5i2 V4l y
=5+ vi4l

5 .

la ecuacién £ =
lim,, oo Uy, =
Demuestre que toda subsucesion de una sucesion cuyo limite es ¢, es convergente al mismo limite. ;Es
cierto el reciproco?

Solucién Sea lim,,_,o a, = ¢, dado € > 0 existe N tal que sin > N = |a, — {| <.

Ademads tenemos que nj, > k para todo k € N. En efecto por induccién sobre k,ny > 1ysing > k —

Ngt+1 > ng > k,esdecirngy1 >k = ng41 > k+ 1.




35.

Sik>N= ni >ny >N = |a,, — {| <e, oseaquelim, o a,, =¢.
El reciproco es falso, pues si u, = (—1)" se establece que w2, — 1y u2p+1 —> —1y (up)n nO

converge.
Demuestre que (., ), es de Cauchy <= Ve > 0 existe N € N tal que para todon > N y todop € N,
[Untp — un| <€

Solucién

a) Sea (uy, ), de Cauchy,seae>0,3 N talquesinym > N = |u,, — u,| < €. Sea p € N entonces si n

yn+p>N = |upip —un| <e

b) Supongamos que (uy, ), cumple la condiciény seanny m > N, sin > m,n = m + p para algin p € N

36.

37.

38.

Y [Umgp — Um| = |Un — um| < e

n
Considere la sucesion %, a>0. Demuestre que si (uy, ), €s una sucesién que cumple w1 = unn;—‘lb-l’
. . . 4. . n
entonces (u, )n es decreciente a partir de un cierto indice. Concluya que lim,, a_| =0.
n!

Soluciéon Definamos u; = a, entonces u, >0,¥n € Ny % = nLH < 1apartirde n > [a] + 2
n
Y Upy1 < Up. Asi, existe lim, ;oo un = £y se tiene limy, oo Un 11 = liMy, o0 Up My, o0 n;—‘ib—l’ es

decir lim,, o u, = 0.

n n
Ahora, como u,, = % satisface la hipétesis, implica que lim,, , o, ?1_ =0.

Sea a; = — 2, 3a,41 = 2 + a2, demuestre que lim,, o @, = 1
) 24+ (-3 2+72 24 (12)?
Soluciéon Veamos que as = + (3 2) = —; 1 =1 a3 = %1) = %.
2 2 _ _ _
Si tomamos la diferencia a1 — a, = 2 _ga" —ap= Un, 33a” +2 = (an 2)3((1" 1). Verifiquemos
queparan > 2,1 < a, < 2. Enefectol < as < 2ysupongamosque 1 <a, <2= 1< a% <4

2
y3<al+2<6=—1<%@F2

=apt+1 < 2. Ast, apy1 —ap < 0= an41 < a, Yy lasucesion
es decreciente y acotada inferiormente por 1, i.e. converge. Sea lim,,_,, a,, = ¢, entonces ¢ satisface la

ecuacién 3¢ = 2+ (2 porlotanto £ = 10 2 y lim,, o0 an, = 1.

(@ +z)(x—z1)
3
f es creciente para x > x; > 0. Como a3 < ag se tiene que (a,, ), es decreciente. Es fécil ver que la

2
Otra solucion Si f(z) = HTUC tenemos que f(z) — f(z1) = y se concluye que

sucesion estd acotada inferiormente, puesto que todos los términos son positivos a partir de n > 2.

Sea ug = \/5, UL =vVv2+ \/5, us =12+ vV2+ V2. Demuestre que dicha sucesion es convergente y
calcule su limite.
Solucién Dado que w,, = +/2+ u,_1, entonces ug:f = Y uﬁn—’— 2 _ /u"u—;”. Veamos que

Uy + 2
u2

> 1, es decir u, + 2 > u? yaque uZ —u, — 2 = (up — 2)(up +1) <0si -1 <u, < 2.

n



Probemos este hecho por induccién. Ya sabemos que 1 <u; = \/m <V24+2=2Sil<u, <2
setieneque 3<u, +2<4=1< V3< VU + 2 = upy1 < 2. Asf la sucesién (un)n es creciente y
acotada; y por lo tanto convergente a una solucién de la ecuacién ¢ = /¢ +2,0sea ! = 1 0/ = 2. Pero
la sucesion es creciente y 1 < u,, < 2, por lo que lim,,_, o u,, = 2.

n

39. a) Calcule los siguientes limites lim,, o, /1, lim, oo V1!

b) Sea (uy,), una sucesién tal que u; > 1y u, > 0, Vn € Ny tal que lim,, UZH =/, con £ > 0.

Demuestre que lim,, o, /U, = ¢.

. o/ (2n)! . Vn!
¢) Demuestre que lim,,_, o % =4 yquelim, \{,Ln_ = %.
Solucién
o= logn logn : 0/ —
a) Es claro que {/n =e~ 7y como —>— — O resulta que lim;, o {/n = 1.

Sabemos que ¥/n! = e“~, con u,, = %(logl +---+logn).

Sea A>0, como logn — oo, existe N’ tal que sin>N' = log n>2A. Reescribamos la sucesién de la

_ 1og1—|—---+1ogN’+10g(N’+1)+---—|—10gn’ S 10g(N’+1)+---+10gn’>

siguiente manera: u,, = m m m
[n— N —1]2A n—(N'"+1) n—(N'+1) _ 1
n n n >3

— lyexiste N talquesin > N' =

, pero

por lo que si n > max{N’, N} se cuample que u,, > A, o sea lim,, oo tu,, = 00y lim,, o, ¥/n! = co.

b) Sea a,, = logu,41 — logu, — log¢, pero dado que X + o t+ay _ logungr —logug

— log /¥,

n n
se tiene log 2/u,+1 —> logly /u, — £.
¢) Es una simple aplicacion de b), pues:
2 ! (n))? 2 2)(2 1 1)! n 1 1
ot D! () @Dt o kD 1
(D) @) D+ 1) DTl g e
40. Sea u,, = l+2+---+4m 7 una sucesion de nimeros reales.

P4+22 4. +n
a) Demuestre que 12 +23 + - +n3 = (1 +2+--- +n)2

b) Calcular u,, en funcién de n.
c¢) Calcular s,, = uy + ug + - - - + u,, en términos de n y encontrar lim,, oo Sy,.
Solucién
a) Por recurrencia es claro que 13 = 12 y si la férmula es vélida para n €N, entonces 13423+ - -+n3+4(n+

1)3 = (1424 4n)2+(n+1)% = 2 n?(n+1)*+(n+1)? = (n+1)%(1 n?4+n+1) = 1 (n+1)?(n+2)%

b) Por laparte a) u,, = (1 +---+n)~! = n(n2+ ok
e Dado que sn = Ty gy = 2 Xia( ~ gp) = 20— ) 2

41. Se considera la sucesién (u,, ), de nimeros reales dados por u; = 1y por la relacién de recurrencia

(n+1)3up, = (n—1)3up—1 +3n2+1,VneN.



a) Demuestre que u,, > %, Vn € Ny que (up), es decreciente.

b) Se define u,, = t,, + a, demostrar que existe un valor de la constante a, que da una forma muy simple
para la relacion de recurrencia entre ¢, y £y, 1.

¢) Calcular lim,, o0 Us,.
Soluciéon

a) Verifiquemos por induccién que % <un, <1y que (uy), es decreciente.
Enefect0%<u1 =1L 1ysi%<un < 1, tenemos %(n—1)3—|—3n2+1<(n—1)3un+
3n2+1 < (n—1)°%+3n%+ 1, esdecir £ (n +1)3 < (n — 1)3u, + 3n*> + 1 < (n + 1)3, ya que

(n —1)% — (n + 1) = —6n? — 2. Dividiendo por (n + 1)* se tiene 3 < un41 < 1. Por otro lado

n3u,, 3(n+1)2 1 _ = +2u, +3n+1)2+1
(n+2)7°  (n+2?%  (n+273> " (n+2)3 B

—2(Bn* +6n+4)u, +3(n+ 1) +1 _ Bn+1)°+1)(=2u,+1) _ 0

(n+2)3 a (n+2) -

b) Desarrolando la expresion (n + 1)3(¢, +a) = (n — 1)3(t,—1 + a) + 3n? + 1 tenemos (n + 1)3¢, +

Un+1 — Unp =

(n+1)3a = (n—1)3,_1 + (n — 1)3a + 3n? + 1. Determinemos un valor de a tal que (n + 1)3a =
3 2 3 3 _ gn2 — 1 eati
(n —1)°a 4 3n” 4 1. Recordemos que (n 4 1)° — (n — 1)° = 6n* + 2 por lo que a = ; satisface la

3
condicién. Asf, dado que u,, = t,, +aresultaque (n+1)3t, = (n—1)3t,_; = t,, = (" — 1) tn_1.

. . n+1
savemos que 1= (24)" (572)” (23)" (553) (55) - (3) 0 = (oo
¢) Sabemos que p——] m 3 1 (n—|—1)3n3 1, en
tonces u, — 4 = —8 _ _(y, — 1 setleneun:l—i—l# L
2 (n+1)3n3( 1=3)y 22 (4 1)3n 2

42. Sea upy1 = % Bty + v + Wy), Vpg1 = 1 5 (—Up + 50, + Wy ), Wpy1 = % (Un, + vy, + 2wy,), con ug,

V9, Wo dados. Analice la convergencia de las sucesiones.

U, 933
Soluciéon Sea x,,= | v,, |, entonces X, 41 = % —1 5 1 | xn=Ax,. Diagonalicemos la matriz A,
Wy, 4 48
es decir determinemos una matriz 7" invertible tal que D = T~ AT sea diagonal. Los vectores propios se
x 9—-12\ 3 3
obtienen considerando el sistema Ax = A\x, conx = y | . Asitenemos que % -1 5—12)\ 1
z 4 4 8-—12X

B—4Nz+y+2=0
0=4 —2+(5B-12\)y+2=0
z+y+(2-3X)z=0.

Resolviendo el sistena tenemos, Ay = 3, vi = (1,—1,0), A, = 1, v = (1,0,1), A3 = 3, v§ =
110 300

0,-1,1)yT = (vy,vo,vz)=| -1 0-1|,.D=]101 0
0 1-1 00 3

ISEENS



T T r+y==x
Para calcular 7!, se resuelve el sistema T yl =149 - —r—z =1y
z z y+z=2.
1-1-1
AsiT'=411 1 1|,perocomoA=TDT™!, x, = A"xqg, es decir x,, = TD"T'xq y por lo
1 1-1
tanto
N R A L
6= | =G B+ G- | e
1—-(5)"  1-(5)" 1+@E)" wo

de donde lim,, o0 U, = % (up + vo + wo), limy, 00 vy, = 0, limy,, 00 Uy = % (up + vo + wp)-

43. Sea (uy, ), una sucesién de nimeros reales positivos. El objeto del problema es probar la equivalencia

siguiente.

A) lim X =0 <= B) lim e “ (1+“—") — 1.
n—o00 \/ﬁ n—00 n
a) Sea f la funcion definida por f(z) = x — log(1 + x) paraz > 0.
i) Hacer el cuadro de variacion y el grafico de f (sin concavidad).
i) Demuestre que f tiene una funcién inversa continua en [0, +00 [.

b) Sea a > 0, demuestre que la sucesién (vy, ), estd acotada superiormente por un nimero 3 estrictamente

ositivo, donde v,, = / Lt.
P o 1L+t/yn

¢) Sea (¢, )n, una sucesion de términos positivos y (dy,),, definida por d,, = / tdt
0

1+t//n’

Demuestre que
silim, o d,, = 0= lim,,_yoo ¢, = 0.

d) Deduzca que B) = A).

e) Demuestre que A) =—> B).

Solucion



i) La funci6n f(:z:) = z—log(1+x)estal que f'(x) =

i + (z) es estrictamente Y
creciente en [0,+oo [ Ademids f'(x) = 0 —
— f@) = g~ logux
Cuadro de variacién
T 0 400
S| o |+ | + '
f(x) 0 / /

ii) La funcién f(x) es biyectiva en [0, 400 [ y se tiene que existe la inversa y es continua pues f'(x) > 0 en

10,400 .
b)Seavn:/ —tdt < tdt:%azy(vn)nyescrecientepues1+t/\/n+1g1+t/\/ﬁ:>
0 1+t/\/_
t Lo .,
= vy, < vp41. Por consiguiente la sucesién (v, ),, converge.
1+t/ﬁ 1+t/\/n+ o : (on) ¢
“ tat 0L/\/ﬁudu @ @ @
Por otro lado tenemos que v,, = e == =n(—=—log(l+—=)) =n(——=—
duew /0 Trtyvn "y Thu Ty Tleer o) =nlon
(g7 o)) = o + o(1), pues <= — 0.
c)Seadn:/n%—n(——log(l—i— )) — 0, entonces () = ‘o _Jog(14+f) —
0 1+t/}/_ vn NG N N N
Oy fH(f(£2)) = €2 — 0, yaque f~! es continua.
vn'oon
Dad 0.d, = Cn Cn 0121 0121 — A2 0121 2 0 0
ado que 2 — 0, dy = (T — (O — G o)) = € 4 mo(GH) ~ e — 0y e —
- n Vi dt u
d)Sie ¥n (1+4n — 1, tenemos que —u,, +nlo 1+ 4n :/ —  —3(0,yporc) =& —»
) (1+5) a sU5)= ), Trygm 0RO
0.
Vi _ tdt /7 udu u
e)Si Yo — 0, la integral =n(=2 —log(l+ =2)) = u,—nlog(l+
) f gral [t [T g1+ ) 8

Un,

v u; ; n —u n)"
/ tdt_%#—m,conlocualsetlene—un—i—nlog(l—l-%)—ﬂ)ye "(1—|—%) — 1.

44. Calcular el limite de la sucesién definida por su término general:

D b) i, %,p >0
c) 22:1 ﬁ d) 1 Zk 1 cos® AT
©) >k ﬁ Hn i, %1;%
Solucién

n k2
R T



(k/n)?
Factorizando n? se establece que - Z el T
1+ 8(k/n)3
n kP
b) > iy P p>0
La expresion se escribe Zk L P / Pdr = ——

C)Zk 1

p<-—1 Enp = —1 se tiene que Zk 1% dlverge

vn? +2kn

Factorizando n? en la expresion, se tiene = Zk 1

V3-—1.

d) = 1 [ 1cost—7T

1 1
%/ %ﬂ'dm = %(zwx—l- 1sen2rz)| = i.
0 0
e)
Zk 1 \/7162
Factorizando 4n2, Y 1 — 1y 1 N
Zk_l InZ — k2 m Zk_l (L)Q
11 2n
arcsen 5 = ¢ .
n —n/k
Dy, € 12
Multiplicando por = se tiene 1 37 €/
ultiplicando por % se tiene =
P P n? k=1 (k/n)2

45.

V1+2k/n

1 9
x? _ 1 1, _ 1

1

p+1’(1) _

1
p+1°

sip > —1y diverge si

1
—>/ —L \/1—1—2:5]0—
0 1+2

1
Por definicién de integral de Riemann, -~ Zk ! cos? k—ﬂ' — % / cos? mrdx =
0

—e‘“}(l) =e L

Calcular el limite de la sucesién definida por su término general:

1
1 dx — x|l _
2/0 arcsen 510

a>0,>0,a+ =1

)Zk "kki,ll b)(fm) )1/71

o) [Tiey (1+ k—)l/n O S

e) Wzkzlkp_l(k+1),p>l Dwzkzlkp_l(k+1)p,p>0
) ﬁ S | VA h) X %

DT e Dy V=

k) > 1senksenn—k2 ny nSGHQﬁ

m) i g sen g y Zimt s

Zk 1 senh2 k



n 1/n
0) Hi:l (”2 + k2) / p) Hk n+1 K1k

Solucién
_k+1
a
) Zk " kn + n?
Factorizando n? en el denominador, la expresién se convierte en
k 1 2 2
1 ntn xdr . . 1 1.3
Z +E —>/1 Ths —/ (1 —1+ Jdz =z — In(1 + ) ‘1 =1 —In3, dado que el
n
F 1 f1sen 1 1 [7 d
— n = = — n _ ~ = HY
resto Z T = | ks 3 m / oz 0. Ver problema 55.
1+ 1+ 1

1
1\ 7™
Sidefinimos A = <(2n)) ,entoncesIn A = %{ o lnk—zz_llnk—nlnn} = [Zk L1 Ink—

nln™

nlnn} =1 Zk n+1 %—>/ hm:da::xlnx—xﬁ:21n2—1,0seaA—>e1“4’1 =4e" L.
1

2 n
C)Hk 1(1+ A )1/
12:17d:17

9 1
Tomando el logaritmo tenemos % Yor_iIn (1+k—2) —>/ ln(1+x2)d:1:::1:1n(1+x2)’(1) _/ ek
n 0 0 x
1

2. 1
In2—2+2 arctanx};:ln 2+17—2, es decir [],_; (1+k_2) " __yebm2,
n

2n—1
D2 2k+1
2n—1

Al factorizar n en el denominador se tiene = ) }_, ﬁ
20+t

2
_>/ d_x:%IHQZIIl\/? Ver
1 2z

problema 55.
e) # Sr_ kPN k4 1),p>1
Distribuyendo n” en el término general de la sumatoria tenemos: %2221 (%) (% + %) —
1 1
/ 2P ladr = / aPdx = —L— Ver problema 55.
0 0 p+1

D — 2p+1 S KPR+ 1P p>0

1
. . . . .. . . 1 n k p k 1 p 2 _
Usando la misma técnica que en el ejercicio anterior nos queda: -~ D ohe1 (ﬁ) (ﬁ + ﬁ) — /0 rPdxr =

2+1

g) m Zk:l [[\/Eﬂ

Recordemosque\/g < [\/_H < \/74—— entonces se t1enelzk 1 \/7 \/_ Zk 1 [[\/_]]
1Zk 1\/7—1- —%lekl\/7+—,porlotanto \/ﬁzk_l[[\/ﬂ]—)/o\/fdx_

IN




% a:% |é = % Ver problema 55.
>, (n+k)n+k+1)"7a>0,8>0,a+8=1
Multiplicando por 1 la expresi6n tenemos, % S B+ k) (n+k+1)"F =

1
Ly +By kL7 /0(1+x)—1d:c=1n(1+x)\; —In2.

. n—1 1
Dy >, | —
F=1 iz o (—1)FR2
Tomandon = 2m pary desarrollando la sumatoria se tiene 1 1 +- : -+++
Vn2 — 12 \/n2 n? —(n—1)>2
In—1 in—1
1 + 1 4.+ 1 I?—O 1 + 1?:1 1 _
V2 +22 \/n2 442 \/n2+(n—2)2 n? — (2k +1)2 n? + (2k)?
1 n—1 1 1 n—1 1
k=0 T + 0 D 2
1—( ) 1+ (W)

2m = 2 k 1 /
A B Ty e iy th e e
m
farctanl+ £ In(z + V1 +x2)}0 =174+ 1iln(1+Vv2).
De manera similar, si n es impar se llega a la misma conclusién.

. n—2 VEZ—k
J) Zk:o nQ

La suma se transforma en \/ \/ / zdx = —.

n k k
k) >y sen o sen pl

3
Recordemos que 0 < x—%xg <senz < z, Vx € [0,1], entonces se tiene 0 < (k k ) k<

k kgk k

1 keenk_ 1 5o Kk
sen - sen aseny ,con lo cual obtenemos que 0 < = Y71 | - sen o ——— == sen o <

1
n k 1 k k 1 3
Zkzlsenﬁsen— 7 ket —Sen—, pero Zk 1 —3senﬁ ~ o /. xsenxdr — 0

1
k _ _
y finalmente concluimos que = Zk 1 senﬁ — rsenxdr = —x cosa:|0 + | cosxdr =

senl —cos1.

S,

x

sen T 2

)] Zk , sen? 2 1



Sabemos que 0 < z— %x?’ <senz < x, Vx € [0,2] y elevando al cuadrado 2% — %x‘l <sen’z < z?,

2 (12 1 \4 2 1 142 1 2n 1
Ve € 0,2]. Asf, (=) —(—=) <sen® — < (—=), es decir = n———§ s <
[ ] (\/E) (3\/—) \/E (\/E) Zk k/ 81 k= k2
2n 1 1 2n 1 dx
—— . Por otro lad === ~ L
k= nsen \/E =N Zk n k/ or otro lado, Zk n k2 n (n k=n (k/n)z) n 1 ZC2
0, con lo cual tenemos > 2n gen2 L / dz _ 1,9
k=n \/E T

m) >, % sen % 1

Multiplicando por % la expresion tenemos, 1 ZZ 1 E sen E — / %dm.
Zk 1 sen2 k 0
Zk 1 senh2 k

1
1 «—n 2 k / sen? xdx 1 1 1
= sen” -~ s — 3sen2
Multlphcando por % el numerador y el denominador, 1 Zk L ”k — (i —2%73 nl x‘lo =
Zk 1 senh 2 ﬁ / senh 2 zda senh 2x — Ex}o
0
2 —sen2
senh 2 —2°

n 1/n
0) szl (n® + k) /
Tomando el logaritmo de la expresién y factorizando n? se tiene: In Hiﬁl (n®+ k2)1/ "= 2 Inn+

1 1
2 1
25" 12 (1+4(%) )—>2/0 In(1+42?)dz = In(1+42%)| , — /1+4I dz=2In5— 4/de+

1/n

1
/ 24T ___9]n5— 4 4 2arctan2, es decir [[2", (n? + k?)'" — 25e 4 tarctan2,

1+ (2z)?
p) Hk n+1 Kk

Usando el logaritmo se tiene Zk n+1]ilnk = 11n(n—|—1) ni2 (n+2)+iln(2n) =
%#(ln(l—k%)—lnn)+%#(ln(l+%)—lnn)+~-~+% n(ln(1—|— L) —Inn) =
1 1+% 1+
1 n 1 1 «—n k k; In( 1—|—x
Fnnyor — +ar k=1 p 1n(1+ ) pero—zk 1 In (1+ ﬁ —>/ — 7
Iy 1+ﬁ k
1
queconvergey%zzzlﬁ —>/ +1d:v—1n2>0y %ZZ ) 1k Inn — +o00, 0
_l’__ AR
n

sea [[o,, . k¥ — +oc.

46. Demostar que Zk a1 1. 2(v/2 — 1)y/n, cuando n — oc.

Vi

.z 1 1 1
Solucién Desarrollando la suma tenemos + 4+ o4 = = (— +
vn+1l  /n+2 vn+n \/ﬁ( 14
;

1 1 1
) \/—Zk VT 7\/_ > ohe1 k,peroﬁ =1
142 1+ k 1+ E 14k

1 2n 1
a:—2\/1+:1: \/§—l,p0r10que 1 — =~ 2 V2 — 1)v/n.

_|_
3|L\>




47. Determinar la parte principal, cuando n — oo, de ZZ—l sen %

- (n+k)

Solucién Dado que Vz € [0,1], z — 4 2% < senx < z, entonces > _ 1 — 1 <
q [ ] 31 = = Zkfl ((n + k)Q 6(TI,+ k)G) =

sen ————
Zk 1 ( + )2 — Zk 1 ( +I€)
1 1 ! dx 1
Laexpresién S o — 2 ~ = —= — — = Ademads tenemos,
P Z’“—1( + k)2 W Z’“ (E) e "/o 1+ 20
1
1 (1< 1 1 dx 31 n 1

=—(= )~ — = , entonces 2n L

2k 6(n + k)5 + k) 6n° (7 X (1+ ﬁ)ﬁ) 6n° Jo (1+2)°  960n° 2ok (n + k)
n
LS <2n sen 1 < 1. Determinemos el limite cuando n — oo de la ex-
3 Zk 1( +k)6 — Zk 1 (n+k)2 —
., . n 1 1 n 1
resion de la izquierda. Se ha determinado que 2n _ ————— =1+40(1 ue s n =
p q q Zk,l T ()yquegnd CEC
31 1 n 1 1 - n 1
+o(—), porloque 2n L — = 1+4o0(1), esdecirlim,, ,~ 2n _,sen ————— =

48077,4 (TL4) p q Zkfl (n+k)2 Zk 1 ( +k) ( ) 4 Zkfl (n—l—k)2

: n B S L
1 o0lo que es equivalente ) ., _; sen CFET

n k 1, 1 1

48. Demostar que ), _, sen T=3 to,t o(7)-
Solucién Tomemos las desigualdades T — % 23 < senz < x, Vo € [0, 1], entonces n% S k—
1 1 n k
Yig Szk 1senn—2 LSk = A5 Asi, _+%_6_QH Shoa(&)? <Yp=gsen- 5 <
1.1 1 3gp— 1 L k1 1 __ 1 1 :
2+ , con Zk 1( —>/x dr=7, es decir 351 sen Ty o oy (n2),ob1en
1

Zk 1sen— §+2n+0( )

. n 1
49. Calcular lim,,_, _, cosh —-n].
- ( [Zk_l vn + k} )

Solucion Sabemos que coshz = 1 + = + T + e + - con lo cual coshz =1 + = + —(1 +

! !
z 1 1 42 4 =1 z hz. P | 1
56+5678 ) < +2'+4i(+2|+21—|+--) +2'—1|—Ecos:c er031|:1:|<
1 < _ _ztete! <z23+1 _ zt
tenemos que ]cosh:v 1 ‘ cosh:v 4' coshl = A 2 < 4' 12 =135 ya que
e<3ye l<l. Ademés,—— Z <> 7, cosh - Z <
( k=1 (1 %) ) k=1 \/m k=1 +%
1
L(l o #) Ahora notemos que —Z 1 —>/ dv ____1 |}
A \n k=1 k27" que, 7 2ek=1 k2 2 1+x0
(1+7) (1+ﬁl) o (1+2)
1 1 n 1 1 n 1 dxz 1 .
z,0osea—=> ——=——=ol)y=>,_ , —— —>/ =In(1+ )|, =In2, es decir
2 2 k=1 ko\2 n k=1 k 1+2x 0
n (1+5) 1+ 0
%Zzzl #k: =1n2+ o(1). Asf se establece que >_;_, cosh L _ %11{12 + o(1), o bien
1+ﬁ n+k

. n 1 1
lim,, oo _, cosh —n)==In2.
— (Zk_l ok ) 2

50. Paran € N*, sedenota P,, = [[,_, (Z) . Demostrar que P, = [[;_, k**~"~1. Estudiar la sucesién de



51.

52.

término general (P,)!/"*.
Solucién Tomando el logaritmode P,: In P, = 7_ In <Z> =Y, (Inn!—Ink!'—In(n—k)!) =

nzzzllnk—zzzlzlelns PR P "Ins=nlnl+nln2+- +4+nln(n—1)+nlnn —

(In1)—(Inl14mm2)—---—(Inl4+m2+---+Inn—2)+In(n—1)+Inn) — (Inl+mn2+- - -+
In(n—2)+In(n—1))—(Inl1+In2+---+In(n—2))—---—(In1+In2)—(Inl) = —(2n—n)Inl—
2n—n—-2)ln2—2n—n—-4)n3—---—(4d—n)ln(n—2)— (2—n)In(n—1)— (1 —n)lnn =

S (2k—1—n)lnky P, = [[F_, k*~1=". Tomemos n—12 InP, = n—12 S 2k —1—n)lnk =

Ly eE-Ll 1)(mkimn) =1y (2 ——%—1)1n%+12—2”2221 (2k—n—1).La

expresién de la derecha es In nn%@w —n%—n) =0,pues > _, k = 3n(n+1),lo que conduce
1
Zk 1( Lo % — 1)1n% = %22:1 (271—]{)111% — n—|—1 1 Zk 1lnﬁ — 2/0 zlnzdr —

! 9 1 ! 1 ! 1 1 l/n2 1
Inzde = x lnx‘o— xdw—xlnx‘o—i— der=—4+1= 1 porlotanto P,’" — e2 = /e.
0 0 0

Sea f: [0,1] — R una aplicacién continua en [0, 1], derivable en 0 y tal que f(0) =0, f/(0) #0y

sea p € N*. Se denota u,, = Zk 0 f( para n € N*. Determinar lim,, ;o ty,.

n + kp )
Solucién Si f es derivable en 0, f(z) = f(0) + f'(0)z + o(z), cuando x — 0F. Aplicando este

— 1 1 - .
) = f (O)n+kp + O(n+kp)' Como la funcién es continua, dado

f(x) ; f(O) _ f/(O)

. 1
resultado se obtiene f (n T

e > 0, existe n > 0 tal que si 0 < x < 7 implica < e. Para todo n € N*

tal que L i 1 1 Vi = 1 1 impli 1y SO
que o <7 se tiene n+kp<n<n’ = 1,...,n lo que imphca f(n—i—kp) n+kp <
f’() 1 n 1
< —_ 77
n+kp) D =0 1+kp/n €2 k=0 1+kp/n

) = f’(O)ln(lp%p) + o(1), es decir u,, — f'(0 )hl(lp%p)'

con

n—l—k Sumando nos queda, ‘Zk -0 f(

locual Y- f(

n—i—kp

Sean o y B nimeros reales tales que 0 < o < 3, estudiar la sucesién u,, = HZ:l (1 + k—;) y calcular
n

su limite en el caso que haya convergencia.

2 (e}
Soluciéon Utilicemos la desigualdad x — % <In(l+z) <z, Vz > 0, entonces k—ﬁ - %k—ﬁ In (1+
n
E k> ke Lk
n—5)<n—ysumando 771n2k 1(%) m2n2k 1( ) <Zk1 ( _)—
5 a— 1n2k 1( ) .

1
Como %Zk:l (%)a — /0 x%dr = %—I—l que converge siy slosia > —1y %Zzzl(%)m —

1
/ xhda::ﬁ que converge sii a > —%. Asiquesif—a=1,20—2a—1=p—a>0,setiene
0

=

_1
nB—a— 1nzk 1( ) —0yu, — eatl =ebB,



Si f—a>1tenemos que f—a>0y 25—2a—1>0y

o Ly (&) HOYW S (B —

0,0seau, — eV =

Y xr
Siﬂ—a<1 ﬂalnzkl() _ 14 )
2a
28— 2a 1n2k 1( )" — oo, pues 23—
2@—1—(ﬁ a)+(B-a-1)>B—a— z - }a?
1i.e.n26—20‘_1>n,@—0¢—1Oseaun_>+OO' 1 5 x

53. Sea f una aplicacién de clase C?, estudiar la sucesion u, = > ,_, (f (2];:1) f (%)) Calcular el
@Cn+1)2n+3)---Un—-1)
2n(2n+2)---(4n—3)
Solucién Por el teorema del valor medio para una funcién derivable se tiene f(x)— f(y)=(z—y)f'(¢),

limite lim,, s o

con ¢ entre x y ¥, entonces f(Qk + 1) f(ﬁ) = %f (¢n), con ¢, € [k L ZL} lo que lleva a

n n’

eseribir oL S0y f/(¢a) — / F(tydt = L(7(1) - ).
0
Consideremos la funcién f(z) = In(1+z) de [0, 1] en R, es de clase C'!, entonces tomando el logaritmo

2n+1)2n+3)---(4n—1) 2n+1 1, 2n+3 4n+1
=In 1 1
2n(2n +2)--- (4n — 3) on Mg, Tt

de la expresidn se tiene In

In (1+ )—In (142 2 )——In (2—%)—1—111(471—1—1) In2n, porlotanto Y ) _ {ln (1—1—21€ )—In (%)}—i—
In 4712:1 11n(1+:v)‘ _1—%ln(1+x)‘ +ln2 = 3ln2yaque1n 4n+1 =In (2—|—2 ) — In2.

(2n+1)(2n+3) (4n—1) _ 932
2n(2n+2)---(4n —3)

Finalmente, lim,, o

dx

b
54. Sin utlizar la primitiva, calcular / ,para0<a<by / e“dx, paraa < b.

z?
a
Solucién Consideremos la suma de Riemann sobre [ a, b], entonces se define la particién de [a,b] enn

partes de la forma z;, = a + E(b—a) ie.xg=a, T, =0, xp11 —x) = bga vk =0,...,n. Modi-
fiquemos la expresion b— a o 12 y consideremos ~—= b-a a > h—o ﬁ = > k=0 —1 -
L, Rtk a+ k(b a)
1 1 1 1 1 1
== — == - ————— — = — =. Por otro lado observe-
a—l—%(b—a) “ a—l—nTH(b—a) “ b—|— (b—a) @ b
1 1 1 a b—a 1
mos que 2 < Temer pe con lo cual tenemos 2 >reo $i+1 < 5 k=0 Thanel =
b— 1,1 1
4 k=0 2 Ay
Considerando la suma de Riemann para e” en [ a, b] se establece que b m AN etk =2 Lea N enlbma) =
b—agal—e" =) hog. 1-e®r 0 1 e 00
ne 1oa 7 ° 1 1, v
1—em =7 (b—a)+o(5)

— —e%(1 — et ) = el — e

55. Sean f: [0,1] — R integrabley g: [0,1] — R derivable, con derivada acotada. Demostrar que el



56.

57.

58.

limite limy, 00 7 ZZ éf(% / f(t)
9(@) — g(xo) _ g (zo)

Tr — X9

g(k;zi—l) ’—|9 Ck)|1 <M1 Con%<©¢<M De este modo,

E oy (’f“) i F(E)e(E)| < & 3 [ () 2k pero & 35 [ () 21 ~
%M/l |f()|dt —> 0.
ASf,le 1f(%) (

Solucién En efecto, por hipétesis tenemos que <eylg(z)|<M,¥Yxe[0,1].

Asi,

Ly—Lyn p(E)g(E) +001) — / f(@)g(x)dx

Seana € ] 1,400y fu: [0,7] — R, con fu(x) = In(1 — 2acosz + a?), calcular el valor medio
(media) de f, sobre [0, 7].
Solucién Tomando la suma de Riemann en el intervalo [0, 7] se establece que:

%22:1 In(1 —2(1(305131—7T +a?) = llnHZ (a— eikﬁw)(a - e‘ikﬁw) = %ln(a" -1) = %lna—i—

2In(1—a™") — 2Ina, yaque e BT cos k—ﬂ +isen k—” y a~™ — 0. Observe que en la productoria

se tienen las raices complejas de la unidad.

Sean f: [0,1] — R una funcién continua y ¢: R — R una funcién convexa. Demostrar que

o /0 1f(zt)dt) < /0 o (1)t

Solucién Dado que ¢ es convexa, es continua(integrable) y ¢ o f es integrable. Ademds, ¢(ax + Sy) <
ad(x) +Bo(y) cona>0,3>0,a+ [ = 1, entonces Vn € N* ¢(% > o f(%)) < % S, ¢(f(%)).

1
Asi tenemos que por ser ¢ continua gb(% Yoo f(%)) — gb(/o f(t)dt) y % Soh_o®o f(%) —

/O 1¢)o Fb)dt. Finalmente,gb( /O 1 f(t)dt) < /O 1¢o Ft)dt

Demostrar que Vo € ] —1, [, |In(1 + x) — 2| < 2. Deducir que si la funcién f: [a,b] — Rees

b
integrable a < b, entonces lim,, o [ [}, (1 4 b o @ f(a+ kb = a)) = e( Lf(m)d””).




Solucién Sea g(z) = In(1+z) —z — 22, en-

tonces siz — oo oz — —1T, g(z) — —o0.

. N ST
Derivando la funcién ¢'(z) = T2 1— 92 y s
O<:>x(217+3):(),oseax:0,x:_% i
y se elimina la solucién =z = —% pues inde-
_1 1
_ 22z +3)

fine In(1 + z). Como ¢'(x) = Tz

es positiva si —1 < z < 0 y negativa si x > 0,

se tiene que ¢g(0) = 0 es un mdximo, es decir

In(l+2) —z—22 <0,Vxe€]-1,00[yen
[. In(142)—z — 2

particular en | — 3,

. _ / _ 1 _z(2r+1) ’ _
Similarmente h(z) = 2% — z +In(1 + z) es tal que A/ (z) = 2z 1+1—|—x_ T2 yh'(z)=0

. Ademis, ¢'(z) > 0siz €] —1,—-3[U]0,2 [y ¢ (z) <O0size]—1,0[, 0seah(z) > 0,

[N

siz = —

Vx[—%,

NI NTT

], es decir 22 > x — In(1 + ).
En resumen | In(1 +z) — 2| < 2%, Vz €] —1, 1 . Tomando el logaritmo y utilizando la desigualdad que

venimos de establecer:
Sram (- afa+ Ee-a) - Si A0 -afle+ Eo-a)| < Ti [Lo-a)s et
(b—a))r —boafboasy [f@%(b-@)ﬁ ~b=a / f2(@)dx = o(1). Ast, Sp_, In (1+

b
(b-a)fa+E0-a)) = Lb-a) S0, flat B - a)) +o(1) — / F(x)dz y finalmente
b—a

3= 3=

b
limy, oo szl (1 (a+ kb - a)) N e(faf(x)dz).

b
. Sean a, beR tales que a<bysea f: [a,b] — R continuay positiva. Demostrar que 5 i o / Inof(z)dx <

b } i
(bia/a f(z)dz). Calcular lim,, o n—ilfl (1+ %)wdx

Solucion Sabemos que Inx es céncava i.e. % Sholn (f(%)) <In (% >reo f(%)), con lo cual

In

b b
pasando al limite 5 1 / In(f(z))dz <1In (ﬁ / f (x)dx) Es importante destacar la necesidad

b
de que f sea positiva para que tenga sentido In (% / f (:zr)da:) .
—a

: 1 (" 1\ 1 (" vy 1 ["
Consideremos ahora In (m/1 (1—1—5) d:c) > — zln (1+E)dx— — zln (1+

Dyge = 1 /lx(ln(1+x)—1nx)dx=n+(l 21n(1+:c)—zx +lr—lmz+1 :v)‘lz

n—1 1
1 1 1 1 1
—n_1(%n21n(—;n)+%n—%1n(l+n) 2+ 3) ~ = (3n? (ﬁ—n —i—o(n ))+in—3In(1+
In(1+
n)):%(%n—%—l—%n—l—o(l)—lln(l—kn)):%— % (%)_nin”)_u.
Por otro lado,xln(l—i- %) < 1,Vz > 1, de donde e! > ¢&” ( %) = (1+ 1) , por lo tanto



60.

61.

62.

I A | > (1 " ;w)
1/1 edr =e > 1/ (1+ )“dz, 1o que implicaque 1 > In — 1/1 (1+5) de) —

n— -1/ —
1,0 sea —L (1+ l)Idac —e.

’ n—1J; x
Sean a, b € R tales que a < by sea f una aplicacién f: [a,b] — R de clase C*.

b
Determinar lim,, oo 1 (/ flz)dx — >0, b 2 fla+ %(b - a))).

Solucion Por la definicién de la integral de Riemann, sea x; = a + %(b — a), entonces:

b Tk
n < fla)de =370, %f@ﬁ%(b—a))) = nz;;l/ (f(z) = f(zx))dz =

or — Tk— 2 —a 2 n
NS £ [ @ = mde = T Bl = nCotl s ), pues

funcién f’ es contlnuay f(x) — f(xk) = [ (k) (x — xk), para algin (x € | xp—1,xk |-
b

A LS boo s Gy =258 [ e = <52 (7(0) - £(0), pues l itegral de

Riemann no depende de los puntos escogidos en cada intervalo [xy_1,zx | y la funcién f' es integrable

por ser continua.
b
Finalmente, n </ flz)de=3")_, l)g—af(a—l—%(b—a))) — —%(f(b)—f(a)).

Observacién En este ejercicio se ha establecido que si f es de clase C':

n n

b Zf(a+§(b_a)):/f(x)d$+ 2b(f(b)—f(a))%+0(l)-
k=1 “

Sea f: [0,1] — Rcontinuaen [0, 1],tal que f” es acotadaen ] 0, 1[. Se denota M = sup,¢jq 1 |f'(t)],

/Of(w)d Ly p(k) <M

~ 2n’
Solucion Consideremos la expresién:

o[ s - L5y £(8)][ -

demostrar que Vn € N*,

ny - 1/,c 1 (f(a:)—f(%))d:z:

2 _
<nYp 1M/ o)dr =0 M (1) = Yconge] L b,

es decir se tiene que < %

/0 f@)de — Ly p(k)

1 1
. 3 11 kY 1
Sean f: [0,1] — R de clase C?, demostrar que =~ f (1) = /Of(t)dt - %/0 f(t)dt +

2n—1 1 1 1 1
/f” dt+0( 5 ). Verificar que ), =2+ -+ o7 +0(—2).

k—1 k]
n

12 2
Solucién Haciendo un desarrollo de Taylor de orden 2 en |

10 - 1(5) - - BB - 4o —ﬁfﬂ(ﬁ)}sM»w—%»

LA L —supo<m<1 " (z)], con ), € | B L,

se tiene:

1
30 SUPp<z<1 Lf" ()] supze[k_ ]w

3Iw



Definamos S, (f) = % Zz;é f(%) Y [If]l = supg<, <1 | f()], esto nos conduce a que EZ;& ﬁ (x—

B Byie = L smh p(Byde = ksu(r). S [ e By (e = L s (B s

= 16#Sn(f”),conlocual /Olf(:v)d:v - Su(f) — %S’n(f') - ésn(f”) < Hé:;”,fls decir S, (f) =
RS ﬁ&m - GLS (") + o(i)-

0 n n’ 1
Similarmente, Sy, ( /f de — =S, (f") + 0(%) 0 sea ——S (fH) = ﬁ /0 f(x)dx —

4n?
1
%/f”(x)dx—i—o(%).
S v Lo
’Sn = dr — =— ! dr —
En resumen, S, (f) /Of(:v) x 2n/0f(x) x

s+ o(n—lz) Y Sulf") = / (@) -+ o{1) o que implica ——L5,,(7") =

1
121712 /0 f(z)dx + 0(#).

63. Sean f, g: [0,4+00] — R funciones crecientes, demostrar que:

(/;f(t)dt) (/jg(t)dt) < JT/OIf(t)g(t)dt, Va > 0.

Solucion Sabemos que sia; < ag < -+ < apyby < by <--- < by, entonces (a; — a;)(b; — b;) =
a;b; — a;b; — a;b; + a;b; > 0, Vi, Vj, ya que ambos términos son positivos o negativos. Si sumamos
sobre los indices i, se tiene Y-, a;b; — (Z?:l ai)bj —aj ( > bi) +najb; > 0,V y si sumamos
sobre j tenemos n > | a;b; — (Z? L ai) (Z?:l bj) — (2?21 aj) (Z?:l bi) +n Y0 ajb; >0,
o sea (l S ai) (— ) ( S aibi)

Sea ay, = :c— 1 g flar) — %/ f(t )dty > oper 9(ak) — / t)dt, entonces

( Py f(az))( (. ) ZZ 1 fai)g(d )) y pasando al limite:

E/0 f(t)dt / dt < x/f t)dt, oblen /f dt / (t)dt)SI/Ozf(t)g(t)dt

64. Calcule los limites de las sucesiones definidas por el término general u,,:

) u,, = SN
Notemos que |a, | = [5B]| < = — 0.
n!
b) u, = n_"

Sl

n=1
n

33
IN
3=
o

Explicitando u,, = %%

) un = [(n+3)]/1(n = 3)].
)?

—1<[n+ ﬂg(n—l—%)Q, 1 < 1 < 1 , por

Sabemos que (1 + &



1 142
2 _ 4 1
loque%gungwéunﬁl
- 3) (n— 7)° -1
I A
, , 1-(3)" 2
Factorizando 3" se tiene u,, = o (g) — 1, pues (g)" — 0, cuando n — 0.
3
eu, =vVn+1—+/n
.. . . 1—n
Multiplicando u,, por vn + 1+\/ﬁ en el numerador y en el denominador se tiene u.,, = —nt+l-n _
VnFl4n
1
+ . + =)~ ——0.
n— (—1)"
Upy = —————
D n+(—=1)"
1— (_1)11
Factorizando n tenemos u,, = —— 2% — — 1.
(=1)"
1+-—
g) Un = nV n?

Aplicando logaritmos tenemos log u,, = %log n? = %logn — 0, si n — oo, entonces u,, — e° =
1.

h) u, = /24 (—1)"

Puesto que log u,, = %log(Q + (-1 < % — 0, entonces u,, — e° = 1.
[
Dup = Lp/C0 oy
n n!

Escribamos log u,, = —logn® + -~ (10g(2n)' —logn!) = —alogn + = Zk ng1loghk < —alogn +

%nlog 2n =log2 + (1 — a)logn — —oo, entonces u,, — 0.

65. Calcule los limites de las sucesiones definidas por el término general u,,:

1 n
a) Up = n—3 ZkZI kJQ

. n nn+1)2n+1
Conmderemosun:%zk:l k? = n% ( )6( ) = %(14_%)(24_%)_)%
b) Zk OTE% + 1)
o etk . .
Utilizando las férmulas de la suma de los primeros enteros y la férmula de la suma de los primeros
2
impares tenemos: wu,, = 1(77’4—71) =201+ %) — 2.
sn(n+1)
n (2k—=1)2k
C) Up = Zk:l (T)
Desarrollando la multiplicacién tenemos: wu,, = % Son i (4k* — 2k) = %(2% - %n(n +
n n
_ 2 1 1 In+1 4
D)=30+7)2+7) -3 5 — 3

d)u, = n_12 Yopey [kz], 2 e R



Tomando en cuenta que kz — 1 < [kx] < kz, tenemos % Son_kx— % <, < % Son_kr =
n n

z (1—%)95 - % <u, <1(1+ %)x, es decir u, — 3 .
2n+1 1
e) Uy = o
ML Tk
Bseribamos u, = 331! ——L—0 = SR L (14 B o) = (n+ g SR
k\3 2n n 2n
(1+-5)
n
i ko(d) = 1+ L2 @n+ D)@En+2) +o(1) — 2,
n 2n
n? 1
Dup =) 1y ———
N Vn? +k
: v 1 1k k 1(2,._1 1 2¢2 2
Poreizmjmo a;rgumentoqueen e) Un = D py ﬁ(1+§ﬁ +0(n—2)) = ﬁ(n +ﬁ§n (n*+1)%+
1 n°(n”+1 . 1 1
Efo(l)) =n+ Z(n—i— ﬁ) + o(n) — oo.
n 1
Up =D pg ——=
&) Un = 20 [ 7
: _xn 1 1 _yn 1 k kyy _ 1 2
COHSlderemOS Up = Zk:o F(I_FT)Q = Zk:o F(l — 2ﬁ + O(ﬁ)) = F(’I’L — ﬁn(n + 1) +
1 ( "
zn(n+1) 1 1 _n+1, 1
o)) =R - toly) — 0
hu, =S 7 n
. "2tk
Factorizando n? en la sumatoria tenemos: u, = + Sorey 1 -1 S (1— L o(ﬁ)) =
n Lak= 1+ ﬁ) n Lak= n2 n2
n2
1 1n(n+1) _q_11 1 1
(n— §T0(1)) =1-550+5)+o(z) — 1L

Dun = Y, ——

vn? —k

. 1 «—n 1 1 «—n 1 k 1
Factorlzando n2,un = ﬁ Zk:l ﬁ = ﬁ Zk:l (1+§n—2+0(n—2)) = ﬁ(n—i— 1724-

(1—p)

ol

o(1)) =1+ 13 (1+5) +o(F) — 1.
. _ o 1
J) Un Zk:Q k(k _ 1)
1 _ 1 1 _\n 1 _1y_,_1
Comok(k—l)_k—l k,entoncesun Zk:2(k—1 k:) 1 k—>1.

K u, =S, e vk

k=n
Desarrollando la sumatoria u,, = eV e Vil 44 e~ Van < ne vVn — 0, pues logu,, =

logn — /n — —0o0, 0 sea u,, —> 0.

1 1
Du, == _, CcoS
0 ke Vn+k
Dado que cos 1 ~1—|—l( 1 )2—1—0( 1 ):>Un:%§:z:1COS 1 1lsywm (1+

S

+

N
S
~
&

vn+k 2



66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

11 y_q, 15w 1 1 ~14 L~
2n+k)_1+2n2k:1n+ _1+ Zkl 1+E 1+2n L.
n

L
Determinar lim,,_, [[}_; 22"

k‘

&
Solucién Sea u, = [[,_; 22", entonces logu, = > ;_,log22" = Y} 15 1og2 Por otro lado,

1 _ 2444 s 1
1_x—1—|—:c—|—:c+ +a+ ,51|x|<1y( —

)
1
—— =+ 22+ --- +nz"™ + ---, por lo tanto = — —=—— = 2,0sea
o 27 "o por lo tanto Y k(3)" (2 2
- 1—

Uy — e21982 = 4,

—_

sabemos que =1+ 2;1; 4tz 4.

=2+%+ZZ;§ﬁ=
k

Solucién Veamos que >, S I T I

G G 6 GO

1
(;)

2+ 2 4o(k) —2
Sea (ay, ) nen una sucesion aritmética, a,, = ag+nr, r>0, determinar el limite de w,, = ﬁ ZZ;& (2% 1102k 1202k 13-
2n+2

Solucién Observemos que asi+1 = (2k + 1)r (1 + (2k r ) ~ 2k7, entonces Aoy 1ok 4202k 13
o Q13,3 o1 n-lgias_ 3 (n—=1)%*n" _ 71 . 1

8k”r>, por lo que u,, TG AnT 2k=0 8k°r® = i 1 =gy & Un — e

2 —1
Estudiar la sucesion definida por u,, = 2(2 - —) (2 ﬁ) ( n )
Solucién Siendo u, = 2(1+ L)(1+ 2)...(1+ L) >l o2 4 Ly
2n(n —1)
= —p-1— o0
2n
. ., . 1
Estudiar la sucesién definida por v/n 4+ 1 — /n = ——————.
P vn 2/n + uy,

1 1_ynt+l4+yn
Vn+1—/n?2 2
1+n+2y/n(n+1)) oseaun:i —2n+ 1+ 2y/n(n+1)) (1-2n+2n(1+ 1)

1 1 1 11 1 1
4 on  8n2 _2)))21(2_Zﬁ+ ol ))_>§
(

La—onton(i+L - L +of
Probar que si (uy,),, convergey (vy,),, diverge entonces (u,, + vy, ), diverge.

, por lo tanto: w, +n = i(n +

) =

Soluciéon Pongamos \/n + u, =

W=
N

Solucién Supongamos que (u,, + v,), converge, entonces u,, + (v, — u,) = v, converge, lo que es
una contradiccion. Asi, (u,, + vy,,) diverge.

Sea C el conjunto de sucesiones convergentes, Cq el conjunto de sucesiones convergentes a 0, K el
conjunto de sucesiones constantes. Probar que Cy y K son subespacios vectoriales de C suplementarios
en C.

Solucién Sea U = (uy,,), una sucesién tal que u,, — ¢, entonces U = (U — ¢) + ¢, donde ¢ se denota



también la sucesion constante £ i.e. C = Co + K.

73. Sea B el conjunto de sucesiones acotadas, S el conjunto de sucesiones estacionarias (i.e. IN € N tal
que p, ¢ > N = u, = u,), P el conjunto de sucesiones periddicas y K el conjunto de sucesiones
constantes.

a) Demostrar que B es un espacio vectorial sobre R y que S, P y K son subespacios vectoriales.

b) Verificarque K C S,PNS =K, P ¢ K.
Soluciéon

a) Siu, veB existen K, , K, tales que |u,,| < Ky, [v,| < K, YneN, porlo que |u, +v,| < |up|+|vn| <
K, + K,V neN,oseau+ v € B. Similarmente | \u,,| < AK,, = Au € B. Anélogamente se prueba
que S y K son subespacios vectoriales de B. Probemos que P es un subespacio vectorial.
En efecto, sea u € P de periodo p, v € P de perfodo ¢, entonces u + v tiene periodo mem (p, ¢). Ademads
Au tiene periodo p, o sea Au € P.

b) K C S es claro pues tiene periodo 1. PN'S = Kpuessiv € P, dpe Ntal que vy p = v ysiv €S, IN
tal que vy = VN1 = UN42 = = UN4p = UN—1 = UN4p—1 =UN =+ =UN_p = UN = *+* =
V) =vy =v3 =---=uvylLe.vEK

P ¢ K pues la sucesion (—1)™ es periddica y no es constante.

74. Se define en E = R el conjunto de todas las sucesiones reales, una relacién R definida por uRv <=
VneNdp,geNtalesquep >n,q > n, up > Uy, Vg > Un.
a) Probar que R es una relacién de equivalencia en E.

b) Sea a € R, ;cudl es la clase de la sucesién constante a?

Solucién
a) 1) Reflexiva: uRu es evidente pues u,, > .
ii) Simétrica: uRv = vRu por la definicién.
iii) Transitiva: uRv y vRw = uRw.
Dado n € N, 3p,,, g, € Ntales que p, > n, ¢ > Ny Up, > VUp, Vg, > Up 3D, ¢), € N tales que

Pp =N, G > NY Uy > Wy, Wy > V. Asidado p,, 3p), g, € N tales que p); > pl,, q, > p, Y

/11 " /11 11
Upyy 2> Vs Vg 2 Upy, == Uy > Wy Y dado gn, 3y, ¢ eNtal que pii’ > G, ¢z 2 Gn y vpyr 2 Wy,
Wqrr > Vg, == Werr > Up, 0 sea uRw.
b) Sea uRa, entonces Vn € N, dp > n de modo que u, > a, a > u,, 0 sea u, = a i.e. son las sucesiones

tales que u,, < ay existe una infinidad de términos iguales a a.

75. Sea (un)nen una sucesién de términos en Z, demostrar que (uy, ), es convergente si y sélo si (uy ), es



estacionaria.

Solucion

(=) Sea (un,), tal que u,, — ¢, entonces dado € = %, dN talquep, ¢ > N = |up, — yq| < % —
Up = Uq, VP > N, Vg > N.

(<=) Si (uy)y, es estacionaria, AN tal que si p, ¢ > N = u, = ugy i.e. Jup — uy| <€, Ve >0, 0 sea

(un)n €s convergente.

76. Sea (u,), una sucesion tal que Vk,n € N*, 0 > uy > % + E Probar que u,, — 0.
Solucion Sea e >0, 3N € Ntalquen > N = % %e. Sean = k2, paran > N se tiene
n
O<u,<kilok 1_2_ 32

k‘/&k ko \/n

77. Sean (un)n Y (vn)n dos sucesiones de términos positivos tales que existe Ny € N de modo que Vn >

Up41 Un+1
No= == < ==

a) Probar que si v,, — 0, entonces u,, — 0.

b) Probar que si u,, —> o0, entonces v,, —» 0.

Solucion

Un41 Unt1 Un+1 U Un+1 U Un+1
a) Sabemos que 0 < "* < = 0< n_ < n ,0<
) q = o, Uy, Up—1 = Up Op1’ T

Un—>0,un—>0.

b) Similarmente si u,, — 00, v, — 00.

78. Sea (up)nen una sucesién de términos positivos tales que ( ntl converge a £.

Un )nGN

a) Demostrar que si ¢ < 1, entonces u,, —> 0.

b) Demostrar que si ¢ > 1, entonces u,, —> 0.

Solucion
a) Escribamos u£;1 = u{z“ uu”l - u{j;l <q" N, sin > N con N determinado por ¢ — £ = € > 0 tal
n n—
que [ZL — f] < g—Lcon £ < g <1 Asfuni < ung"™N — 0,sin = oc.

un+1

b)Seae =¢—gdondel <g</¢,dN talquesin > N = —{+q < u{;“ (= 1<gqg< ==

Un4+1 _ Unp+1 UN+1 n—N n—N :
uN . = w,  uN >q ,08€a Upt1 = UN] — 00, S1 N — 00.

79. Sea (uy,)nen una sucesion de términos positivos tales que Yy, — L.
a) Demostrar que si ¢ < 1, entonces u,, —> 0.
b) Demostrar que si £ > 1, entonces u,, — 0.
Solucién

a)Seae=q—{fconl<q<1,entonces IN talquesin > N —= Yu, —¥{<q—{ = u, <q" — 0,



sin — oo.
b)Seae = — qconl < g </, entonces existe N talque g — £ < Yu, —L<l—qg= q" < u,, — 00,
sin — o0.

80. Sea (uy, ), una sucesién de términos positivos .

a) Probar que si "H

— ¢, entonces Yu,, — /.
b) Probar que el reciproco es falso.

¢) Determinar los limites cuando n — oo de:

1 »/(3n)!
3

n<2”>7 = %’{/n(n+1)"'(”+”)’

S|

Solucién
a)Seac>0,INtalquen > N = |[ZE —f|<e = (—e< D <t Vn > N =

(=N < Tkt Tt L < e+ 0N = (0= " Vuy <unpr < (C+ " Vuy =
1

1 1 1
(- ) == up't < u,’ﬁfl < (E—i—e) = Upt T = f—e <limy, oo ulf < e, 0sealim, o uf = L.

. - _2p _ 2pF ) P _ opt1/2P+1
b) Contraejemplo. Consideremos us, = 35 Uopt1 = 3—p, entonces: 2@/ (§) = \/g, P =
(%)QPH?)?PH — \/7 pero 2p+1 =21 \/>

¢) Utilizaremos el hecho que si Z—:l — Al = Yu, — L.

2
i) u, = ( n),entonces tntl o 2n+2)!  ppl _ 2n+2)@Cr+1)
n no D!+ 20)! (n+1)(n+1)
. _n" Uprr  (n+D)" T g 1\n
i) u, = Z—!,entonces u: RS ;Z_n = l(n—i— D(1+ ﬁ) —e.
iii) tn = L n(n+1) - - - (n+n), entonces Ll — 1 1 (2n4+1)@2n+2) 4
n" Up, n+1 (1+l)n n e
(2n + L)n" ! m+1_ 1 2
| Unsr (20 Y ont
n=-11.35...(2n—1), ent - - 2
) u D (2n—1), entonces . RS (H_%)” 2
! | 2n
V) UnZ% (377")',entonces tenemos el cociente u{;“ = (3n +3)! n! n =
netom n (n+ 122 (n+1)! (3n)!

(Bn+3)(3n+2)(3n+1) 1 _ 27

(n+Dn+1)? (L) e

81. Sea (uy,)nen una sucesion real tal que u,, — oo, demuestre que {u,,/n € N} admite un elemento mds
pequeiio.
Solucién Existe A >0y N € Ntales quesin > N = u, > Ay {u,/u, > A} # (. Tomemos

inf{ug,...,un}.

82. Sea (un)nen una sucesion convergente, demuestre que {u,/n € N} admite un menor y un mayor ele-

mento.



83.

84.

85.

86.

87.

Solucién Supongamos que la sucesién no es constante.

i)SivVneN, u, < ¢ =lim,_,~ un, entonces dado € >0 consideremos N; €N tal que uy, </, pues sino
Up = £,VneN. Asi 3Ny > Ny tal que sin>No = |u, — €| <l —upy, = un, —{<u, —L<l—up,,
entonces ty > UnN, -

i) Similarmente si u,, > ¢, Vn € N.

iii) Finalmente si 3 N3 y Ny tales que un, > ¢, un, < ¥, con un, — £ < { — upn,. Tomemos ¢ =
un, — € <{—up,, entonces N5 tal que sin > Ny = |u,, — ¥| <upn, —£<l—un, = un, —£<
Up — € <un, — €= upn, < up <upn,,sin > Ns, entonces H = {u,/0 < n < sup{Ns, Ny, N5}}

admite un mayor y un menor elemento, pues H es finito.

Sea (uy,),, una sucesién de términos positivos convergiendo a 0. Demuestre que existe un indice p € N
talqueVn e N,n > p = u, < up.

Solucion Sea ¢ > 0, 3N € Ntal que Vn > N = |u,| <e. Sea H = {uy/u, > €} es finito y
H C {up/n < N — 1}, entonces si u,, = sup H se tiene:

-siu, € H = up < Up,

-Siun € H=—>u, < €< Upn,.

Dar un ejemplo de una sucesion real (u,), divergente tal que Vk € N, k > 1 la sucesién (ugy, ), €s
convergente.
Soluciéon Tomemos u,, = 1 si n es primo wu,, = 0 si no es primo, entonces ux, = 0, Vk > 1y (un)n

diverge.

Sean (Z5,)n, (Yn)n dos sucesiones convergentes, demostrar que las sucesiones definidas por w, =
inf{x,, yn}, vn = sup{z,, y,} son convergentes y calcular los limites.
Solucién Observemos que inf{z,y} = 1 (z+y — |z —y|), sup{z,y} = 1 (x +y + |z — y|), entonces

“tn = 5 (T + Yo — |20 —ynl) — 3 (@ +y — o —y|) = inf{z,y}
1
2

%
~Un =5 (@0 + Yo + |20 —ynl) — 5 (@ +y+ o —yl) = sup{z,y}.
Demostrar que si f: N — N es inyectiva, entonces f(n) — oo, sin — oo.
Solucién Para N € N*, f=1({0,1,...,N}) es finito. Sea A >0y N = [A] + 1, entonces si K =

max f~1({0,1,..., N}) se tiene que si n > K = f(n) > N > A, es decir lim,,_,, f(n) = cc.

Sean (uy)n, (Un)n dos sucesiones de ndmeros en [0, 1] tales que lim,, o unvy, = 1. Demostrar que
Up — 1y v, — 1.

Solucion Siendo 0 < u, < 1,0< v, <1 = 0< u,vp, <v, <1,0 < uy,v, <u, <1, 0sea

Up — 1lyv, — 1



88.

89.

90.

91.

92.

Sean (an)n, (byn)n dos sucesiones de términos positivos convergiendo a cero. ;Qué se puede decir de

2 2 2
. +b an + b
Un)n ¥ (Un)y definidas por u,, = Ay noy, = 2 n9
(1) y (02) por, = 21, v, = 2
2 2
Solucién Sabemos que (a,, + bn)2 >aZ+b2 = an+b,> % = Uy, pero a, — 0,b, — 0,
an n
2 2
1 n::&L;tQL o+ b )
por lo que p—— <ap+b, —0
2 2
En general v,, /= 0: sia,, = L, b, = 1 I n  _ _ _n_
n? n 1.1 4541
X X pA n3
Stan—Liby— Lo =22 T g
'lan—ﬁ’ n—ﬁvvn—l 1~ _//_> .
ntoz
-Sia, = 1+ (n_l) , by, = %, se tiene que la sucesién (v, ) diverge, pues:
4 1
— + = 1 1+é
9 n’? n:n( ”)—>l si m es par
_ap+by 2,1 l(2+l) 2
vn_an+b2 - n n22 n n
%z%:n—nw si n es impar.

Sea (un)nen una sucesion tal que (u2),, (u2), son convergentes, demostrar que (u,,),, converge.

Solucién Supongamos que u2 — 0, entonces dado €2 >0, IN € Ntal quesin > N = u2 < ¢ =
|un| < €, es decir u,, —> 0.

Siu?2 — £ #0,u,> — )\, entonces u,, =

£ |:
IVfsw
S

Nota: Se puede probar que A = ¢ %

Sea (un)n, (vn)n dos sucesiones reales tales que u2 + u,v, + v2 — 0, demostrar que u,, — 0y
vy — 0.
Solucién En virtud que u2 + unv, + v2 = (up + 30,)* + 202 — 0 se tiene que v, — 0y

Up + 3 Uy — 0,0seau, — 0y v, — 0.

Sea (uy, )nen una sucesion de términos positivos, (v, ), definida por v, = N Un 5 Y suponga que (un)n
+ u;,

es acotada y que v,, — 0. Probar que u,, — 0.
1 1

3 < 3 <l=
K +1 14u;

Solucién Existe K >0 tal que |u,|< K,VneN=1+u2 <1+ K?y

Un < Up,

ol - Tru? =vp <upysiv, — 0,u, — 0.
n

Sea (uy,)nen una sucesion real tal que u2"n7_u" —/{, (se puede afirmar que Uy 1 —u, —>£?
. ) Yo — W 1%1:0 si n es par
Soluciéon No, pues si u, = (—1)™ entonces ~22_——1 —
n 1+41_2

) n S1 n €S 1mpar



—1—-1=-2 sinespar

por lo que w — 0, pero Up41 — Up =

1-1=0 si n es impar,
08€a Upt1 — Uy = 0.

93. Sea (uy ), una sucesion real tal que n(up4+1 — wy) — 1. Probar que u,, — +00.

Solucién Por hipétesis existe N € Ntal que sin > N = n(up41 — p) > L UN41 — UN > L,

2 2N
1 1 1,1 1
- N AT L ANt n - n2_9 n - S\ AT et
UN 12 uNH>2(N+1)’ JUpal — U 57 por lo tanto u uN>2(N+N—|—1+ +
%)>%(logn—logN)—>—|—oo,sin—>oo.

94. Sea (un)n, (Un)n dos sucesiones tales que ufl — v?l — 0, up, + v, — 0. Demostrar que u,, — 0,
vy, — 0.
Solucién Sea a,, = u, + vy, by = Upn — vy, entonces ud — v = by, (U2 + Uy, +02) = % by [(an +
bn)? + (an — bn)? + a2 — b2 ] = $b,(3a2 + b2).
—Sity, — vy = b, >0setiene 0 < 163 <ud — v — 0,0seab, — 0.
—Siup — vy = by <0, porloque 2 a2 b, |+ 5 3] = [ud —v3| = 1 [bn]® < un —vn|> — 0, 0ea

|bn| — 0i.e. by, — 0.

Ademéscomoan—>0ybn—>0:>%:un—>0ya"_b" =, — 0.
95. Sea (uy,)n una sucesién tal que u,, —> 0.
a) Siupy1 + up ~ %,(‘,se puede decir que u,, ~ %?
b) Demuestre que si u,, + o, ~ %,entonces Uy, ~ %
Solucion
P Gt O M| _ 1 1 (=™ (=™t
a) No, pues si u, = Togn + 5, entonces Upy1 + up = 5 + | + Togn + T E— =
1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1
=+ =(1—= = 1" — 1-— = £ - = -
”+”( ")+O(”)+( ) (1ogn logn( nlogn+0(nlogn)) noop2 +0(n2)+
1 1 U n o logn n 1
1" +o0 ,pero =2 = ———o>— =14 (—-1)" —> foo,0seau, £ =y
=1 nlog?n (nloan) % % (=1) logn * n
un+1+un _1 1 1 n 1 1
" =1—-z=4o0(5)+ (-1 +o0 — 1.
% 2n (n) =D 2log’ n (loan)
_ 1 _ 1 1 1 _ 3 3
b) Sea vy, = up — 77 = Up = Vp + 5; = vn—i—ﬁ—l—vgn—i—% —’l}n—f—?}gn-‘r% ~ o
n(v, + von) + % ~ % i.e. n(vy + va,) — 0. Dado e > 0,3 N tal que sin > N = n(v,, + v2,) <E€.

Sean fijo, n > N y tomemos p > 1, entonces: |v, + (—1)Pvgpt1,| = |[Un + Vo, — (V2 + Van) + -+ +

(—1)P(v2pn+u2p+1n)|g%+L+---+L:%(1+l+2%+---+l)<%,vpz1,ve,lo

2n 2Pn 2 2P
que implica que var, — 0, si p — 00, 0 sea v,, — 0, si n — oo, es decir u,, ~ %
., L. .. 1 1,1 1
96. Sean (uy, ), una sucesién de términos positivos, v,, = ﬁ(ul +otu), wy = ﬁ(u_1 + 4 m) Se

supone que (vp, )n, (Un), tienen limites v, w; probar que vw > 1.



97.

98.

Solucién Multiplicando v, w, = n% PO P UZ% = nl (n+ Zl<l<J<n( 1 ~uj + uli)) >

2, 12
L(QM—H%) = L(712—1-271) = 1—|—2 > 1,VneN, puessia>0,b>0 —b+a— —a”tb 59

n2 2 n2 n = a b ab =
Sean py q enteros > 2, estudiar la sucesion definida por u1 = a > 0, up+1 = {/a yauy,.
1 1 1,1 L
Soluci()n Puesto que up+1 = a? (au,)Pl = aPTPiy2? | tenemos logunqq = (]% + plq)loga +
Pq 1ogun Asf, vp11 = a + TV,, cONn @ = (1 + —)1oga r = %, vp, = logu, y tenemos que
o =a+r(@+rv, 9) =at+ra+r?v, o= --=a+ar+ar’ 4+ +ar" 24"y =
11—t e 1 1 orky _ Sy _ i
ﬁ—i-r"_ U1~ Q. puesT = p—q<1ynosquedaun —> e I-7 =q P71 P¢—1 = qpe-T.
a) Demostrar que Vn € N,

T 1 - 1 \/7
Osm—g\/2+\/2+v2+---+\/§, senw_§\/2—\/2+ 24+ V2.

b) Deducir que m = lim,,_, o, 2" \/2 — \/2 +v24 -+ /2, donde cada expresion tiene n radicales.

Solucién Se observa que la formula que aparece aqui

es la férmula de aproximacién de la longitud de la
semi-circunferencia de circulo de radio 1, por un poligono
regular de 2" lados. 1

a) Se tiene que cos% = cos2—2 = %\/5 = %, x
sen% = % Utilizando la férmula de la mitad del %
angulosen— ,/1_‘3050‘ = ,/H%,se
tiene:

b) Notemos que 2"\/2 — V2 -+ /2 =22"sen 2n+1

/2+\f = 1Vatr i

En general, usando induccién probemos que n = n + 1. En efecto:
T L2+ Vot + 2
- 1+coszn L+5V2+V2+ +\/§_\/2+,/2+...+\/§_
2n+1 2 2 4

l\/2+\/ﬁ

1—cos _\/7
o / 2-V2+---4+V2 1\/2 N3

COS

~

2n+1 = 7, 0 S€a que

1imnﬁm2”\/2—\/2—|—~-~—|— 2=m.



1
o€

1 1
il n—1 E 2)dr = ar Jp —
— Ly tpky —>/Of( )d /Oe J

k

3=

99. Para a € R, estudiar la sucesioén u,, = % EZ

.z 1 n—1 ¢
Solucién Notemos que u, = 7> ;g€

Sl

(e —1) sia#0

= Q=

sia = 0.
100. Sea k, ug € R, (uy,),, una sucesién definida por w,, 1 = ku?2.
a) Encuentre una condicién necesaria y suficiente sobre (k, ug), para que (u., ), sea convergente.

b) En este caso, estudiar la sucesi6n definida por v,, = > 7_; ugl.

Solucién
a) Analicemos la formula w,, = ku? | = k3ul_, = k"™ud o= = k""" = k=" (kuo)®™ i.e. (tn)n
converge <> kug < 1.
. n 1 n s 1 n s 1 1 _ U
b) En virtud que vy, = Zs:l |u5| = E Zs:l |]€U0|2 S E Zs:l |]€U0| S E(m - 1) - ﬁ
1

i.e. (vn)n converge si |kug| < 1. Si [kug| = 1, se tiene v, = T —+00.

101. Sea 0 < < 1, ug, u; €R tales que 0 < ug < uy, estudiar la sucesion definida por wy 41 = Uy + @™ up_1.
Solucién Aplicando la férmula se tiene ug = u; +aug, uz = (1+a?)uy +aug, ug = (1+a?+a)u; +
(a+a*) lo que sugiere que (uy, ), T. Enefecto, 11—y, = a™u,_1 > 0y asi 0<ug<ug <ug<- - -<tp,.
Ademds es acotada superiormente pues: Up4+1 = Up + Q" Up—1 < Up + @"up = (1 4+ a™)u, < (14
a®)(1 4+ a™ 1) (1 + a)uy y como log(1 + ) < x se tiene u, 1, < elos(ita”)tFlog(i+a) <

n n—1 _x
e T Hta < el-a porlo tanto (uy,), converge.

(1))

[Tiei (1 + &)
(n=1)Hh* _((n=1)H* _ 1

[Tie (T + &%) = Tl B n®

103. Sea p € N*, aq,...,qp, 21,...,%p € RY, demostrar que lim,, oo (D p_; axZ})™ = maxi<p<n Tk,

102. Para o > 0, estudiar la sucesioén definida por u,, =

Solucién Puesto que 0 < u,, = —0,sin — oo.

3=

3=

lim,, 00 (Zi:l oeka:,;") = minj<k<n Tk-
Solucién Sabemos que kg € {1, ...,p}, con z, = maxi<k<n Tk, entonces:
1
akﬁoxko <(Xho, akxg)% < (>R, ak)% Ty = Ty < limp oo (30_; ozka:};)% < T, -
Similarmente 3k, € {1,...,p} tal que x5, = minj<g<, T, eNtonces vamos a tener que ak%l xy,
1 1
(Ch_ gz < (Zgzll ak)% ol = 2 < limpose (Cho ara ™)™ < a0 sea ay,

1

1
lim,, oo (Zizl oeka:,;") o
104. Demostrar que la sucesion (tann),en diverge.

tann +tanl
1—tanntanl’

= (—al?=l+a= a(’+1)=0,a=tanl = (2 = -1

Solucién Sabemos que n ¢ % + ©Z, entonces tan(n + 1) =

f+tanl
1—/tanl

Si suponemos que

tann — £, entonces ¢ =



que imposible. Asf la tnica posibilidad es que (tann),, diverge.

105. Demuestre que Vn € N* la ecuacién 2™ + x — 1 = 0 admite una tnica solucion denotada x,, y establecer
que z, — 1.
Solucién Sea f(x) = 2™ +x — 1, entonces f'(z) = nz" "1 +1>0siz >0, por lo tanto f es biyectiva
de [0,40c0[en[—1,+00[y I, tal que f(z,) = 0. Probemos que x,, —> 1. En efecto, veamos que
(xn)n escrecientey que 0 < z,, < lyaque —1 = f(0)< f(z,) = 0< f(1) = lycomoz" ™ +2—1 <
z"+x—1len[0,1]setiene st +z, -1 <al+z,—1=0=a} 4241 —1 = 2, < zpy1 < L.
Asi (z,,)n, convergeaun valor £ < 1. Si¢ < 1setiene z]! + &, — 1 =0 = limp, oo 2 + z, — 1 =
0+ ¢—1=0,esdecir £ =1 que es contradictorio. La tinica posibilidad es que £ = 1.
106. Seaun_\/n—l- \/n— 1+ 4+V2+ \/TparaneN*,demostrarqueun—\/ﬁ — %
Solucién Probemos que v/n < u, < 2+/n por induccién.
Paran=1,V1=1=u; <2V1.
Paran = 2,v2 < V2 + 1 =V3<2V2.
Asumamos que es cierto para n y probemos que es cierto paran + 1. Asi:
Vn+1< un+1_\/n+1—|— \/n+---+ V2 V1=Vl Fun<y/n+1+2y/n<2y/n+ 1.
Por otro lado, 1 < % = \/1—1-% < \/1+%mZ \/l—i—%(l— %)% =
\/1—|—L —%%—l—o(%)) = (1—!—% - %—l—o(%))% = 1—|—ﬁ— %—i—o(%),esdecir
n2 n2 2n?2 n2
V.
Tomemos u,, — /1 = — . + \7_ = unuj—i\l/ﬁ ~ \/2? = %(1—%)% = %(1—%4—0(%)) — %
107. Se denota Hy = 0, H,, = 22:1 5
a) Demostrar que Vn € N, Hopp11 > Hopy + %
b) Deducir que Vn € N, Hy,,, > T 5 +1 yqueVneN* H, > = (10g2n+ 1).
¢) Deducir que H,, — +o0.
Solucién
a) Por definicion Hoym+1 = iZ? % = 52?72% + 2ml+1 + 2m+} — == ii?”m % +
st Tt 2ml+1 > Hym + 273+12W=H2m+%.

b) Aplicando el resultado anterior tenemos VmeN, Hom > Hom-1+ 1

Y

1> H2m72—|—2-% > H2m73+3~%
- > Hoo + %m =1+ %m. Ademds dado n € N, existe m € N tal que 2™ < n < 2™+ — Hom <

H, < Hym+1 ie. Hy, > m +1= l(1og2n— +1= l(logzn—i—l).

¢) Por la parte b) tenemos H > = (log2 n+1) — +oo,sin — co.



108. Sea (p;);cn+ una sucesion creciente de enteros >1y sea S,, = Z?:l m, n € N*,
a) Demuestre que (S;, )nen+ converge a un elemento £ de ] 0,1].
b) Demostrar que si (p;);en~ €s estacionaria, entonces £ € Q.
Solucién
a) Claramente (S, )nen- es creciente y ademds S, = > ., ﬁ <3t p%l < 1#1 -1 =
b1
Zﬁ —1= Zﬁ,porloque Sy, converge a { < Zﬁ,osea@<€ <1
b) Supongamos que p, = py,Vn > N, entonces: S, = SN+ 1y, ﬁ = SN—f—ﬁ N1 ﬁ =
L =Gy ’
SN+ o ZiNL I%HSNJrﬁ;ﬁGQ'
PN

109. Sea a € R\7Z, probar que la existencia de uno de los limites lim,,_, o, sen na, lim,,_,+, cos na implica
la otra y por lo tanto implica una contradiccidén. ;Qué se concluye?
Solucién Aplicando la férmula de suma de dngulos tenemos: cos(n+1)a = cos(na+a) = cos na cos a—

sennasena, sen(n + 1)a = sen(na + o) = senna cos a + sen « cos na.

sen(n + 1)a — sen na cos a
sena

Si senna converge, entonces cosna = converge. Si cosna converge,

1

sen

senna = (cosnacosa — cos(n + 1)a) converge, por lo tanto si @ = lim,, o senna, b =

2

lim,, oo cOS Ny, entonces b = bcosa —asena, a = acosa + bsena, o sea ab = abcosa — a“ sen «,

ab = abcos a + b? sen « lo que implica (a? + b?) sen a = 0 = a = n, pues a® + b> = 1 que es una

contradiccién. En conclusién (senna),, (cosna), son divergentes.

110. Demostrar que las sucesiones (sen(n + a))nen, (cos(n + a))nen divergen, Va € R.

Solucién Si la sucesion (sen(n+a))nen converge Va€R = (cos(n+a)),, converge, pues cos(n+a—

g) = sen(n+a). Asi tenemos, o = lim,,_, o, sen(n+a) = acosa+senaf, B = lim,, o, cos(n+a) =

Bcosa — asena = (a? + %)sena = 0, Va € R, o sea sena = 0, Va € R resultado que es una
contradiccion.

111. SeazeR\Qy (un)nen una sucesion de racionales convergiendo a x. Para todo n €N se denota u,, = Z—"

n

con (pn, qn) € Z x N*. Demostrar que g, — +00 Y |pp| — +00.
Solucién Supongamos que ¢, —/~ + oo, entonces existe un subsucesién acotada, pero como ¢,, € N*
se puede extraer una subsucesion constante (un, )xen=. AS{ Un, @n, = Pny> VEEN = up,m =pp, y

(Pn, )k converge; pero py, € Z = (pp, )k €s constante a partir de un valor k£ > N7. Ademds u,, = %

y la subsucesién es constante, por lo tanto w,, — % = x € Q que es una contradiccién.

En consecuencia ¢, — 400y |pn| — 400, pues en caso contrario un razonamiento andlogo demues-

tra que 1 = lun| = 42 € Q.

|| |Pnl



112. Sea (up)nen una sucesién de términos positivos tales que Vp, g € N, uptq < up + ug + 1. Demuestre

que la sucesién (%)nEN* converge y que lim,, % = infpens u
Solucién Seae>0, 3N €N tal que ’u /\‘< €, donde \ = 1nfn€N* - je A< 7\][\’ <A+2 5€. Sea
n>N,n = gN+r,con0 < r<gq,entonces u, = Ugn + U, < quN+56, pues ugy < UN+- -+ Uun =
quy. Ahora, u” < quN + uT < UWN + %, con o = sup{ue, U1, . . ., Ug—1}-

Finalmente, paran > maX{Nl, N5}, con Ny tal que Nil < %e, se tiene: 0 < %—" < A+ %e—l— %e = Ate,

. U
o sea lim,, oo =

113. Sea (un)nen una sucesion real tal que Vp, g € N*, up +uqg — 1 < upiq < up +ug + 1.
a) Demuestre que (%)nEN* converge.
b) Denotando ¢ = lim,, %, establecer que £(n — 1) < u, < l(n+1).
Solucién

a) Observamos que VpeN*, VneN*, 2u, —1 < ugp < 2up+1,3up—2 < up+ugp—1 < ugp = Ugpgp <

Ugp +up+1 < 3up—2,.. ,nup—(n—l)SunpSnup+(n—1),p0rloque%—%<%—nn_pl <

Unp Up n—l _p 1

np =P T Sp TR

Probemos ahora que (%)SGN* es de Cauchy. Sea s > p, entonces s = pqg + r, 0 < r < q y tenemos:
1 qup —1 Upq Up — 1 u Ugp Uu —|—1 qUp Uu —|—1 1

——+ + ST+TT§?SST+TTSQZ)+T —I—ﬁ,osea
1 Up U —1 U Up | 1 U+ 1 U — 1 1 U p 1 ur +1

—1—9+?+TT§?S§ + +T - TS —]3§?S—]3§1—7+TT,

0<r<aq.

Consideremos o' = inf{u, —1/0 < r<gq}, a = sup{u,+1/0 < r < ¢}, entonces dado ¢ >0, I N; € N

/! /
tal que si s > Ny = |4] < Le, |%| < le,osea —ie< % <4< ey exixte N2 € N tal que si

!

p2N2:>|]%|g%e.Paras>PZmax{Nl,Ng}setiene—e<%—%_%+—<e es decir:

’ -1 U 1
—e<%—%SUTT—%§%—7’)§%+u’”;— S%+%<e,porloque(%)s€N*esde
Cauchy y converge.

s o 1 _us U 1 « 1 Up ~ 1
b)Seaé—hms_>OO entoncescomo——]—?g?—7§5+§ 1—?§€—7§1—?:>—1§
lp—up,<l=-1<u,—lp<1l= -1+l <u,<lp+1

114. Sean «, (3 tales que 0 < o < 'y sea (&), una sucesién real, (y, ), una sucesién definida por y,, =

QaZp—1 + Pxy,. Se supone que (Y, ), converge, demostrar que (2, ), converge.

Solucién Sea y € R tal que y,, — y, seax = %ﬁyseae>0, entonces 3N tal que sin > N =
«@

€e>|yn—y| = |aa:n,1 +Bxyn —ax—By| > —a|r,—1 — x|+ Blr, — x|, 0sea |z, — x| < %|xn,1—:17|+

e a0 = €14+ 4 () |z, —2] < €(14+24+ (X)) +(2) |, _s—2| <



1 +(Q)n*1|x1—:17|:ﬂfa—k(%)nflul_ﬂ.

=l
@

. ) . .
Por otro lado 3N, tal que sin > No => (2)"" |21 — 2| < 2eie. sin > max{Ny, Na}, se tiene que

B

€, porlo tanto z,, —> .

B—a’

115. Sean (u, )nen+ una sucesién compleja acotada, v, = % Z?:l u; = %Sn, «a € N*, Demostrar que si

|xn—x|<§—|—

(V¥)nen+ converge, entonces (Vp, )nen+ converge también.

Solucion Sea M >0 tal que |u, | <M,VneN. Sea peN*, entonces IneN* tal que n®* < p<(n+1)*y
Sp Sp Sp Spa 1 1 1 S |na_p| 1
oy —vpe| = 2222 PP Oney gyl 1 1 g g e P g
tenemos |UZD Un | |p a+ a ne | —S;D|p na|+na|Sp Sn |— D ne +na|Sp
My, (n+1)*=n*  M((n+1)*—n%)
(e + [e3%
p n n
lo tanto: [Jv, — v = [v = Vpa|| < [V, = Vpa + v — 0] < 2M D + o

§2M((1+%)0‘—1):2M%+0(%) — 0, por
1

n

Sn"‘l S

). Asi tenemos que IN; € N
tal que si n > Ny = |2M%+o(%)| < 2eydN; € Ntal quesin> Ny => |vpe — v < 2eysi
n > max{Ni, Na} se tiene |v, — v| < |v — vpa| + |2M% +o(%)| < tet+ie=coseav, — v

116. Demostrar que Z es completo

Solucién Sea (x,,)nen una sucesiéon de Cauchy, entonces dado ¢ = % existe N € Ntal quep > N,

g > N implica |z, — 4| < %, i.e. x, = x4 = cparatodop,q > N, 0 sea (z,)nen s estacionaria.
117. Sea0 < k<1, Ly ={f: R — R/Vz,y e R, |f(z) — f(y)| < k|z — y|}, C es espacio vectorial de

aplicaciones continuas de R en R.

a) (Es Ly es un espacio vectorial?

b) Verifique que L, C C.

c) Sea f € L, uo € R, (uyn)nen la sucesién definida por w11 = f(uy,), n € N.

i) Probar que (u,,)nen converge en R y denote £ = lim w,,.

ii) Probar que la ecuacién f(x) = x tiene una solucién dnica en R que es £.
Soluciéon

a)No,puessi A > 1, f(z) =ka, f €Ly A\f ¢ L.

b) Es claro que f € L, es uniformemente continua, o sea f € C.

i) Seaup €R, f(un) = tp41 paratodon > 1, n € N; probemos que es de Cauchy.
En efecto, [t 4p — Un| = |f(tUntp-1) = f(tn-1) < kthpgp—1 — Up_1| < -+ < E"|up —ug| — 0,0
sea (uy )nen es convergentea £ € R.

ii) Como (uy, )nen converge, entonces ¢ = f(¢) pasando al limite y se tiene que £ es solucién de la ecuacion

f(z) = x. Probemos que es tnica, o sea si existe £’ # £ tal que f(¢) = ¢ implica |f(¢) — f(¢')] <



k|£ — '], ynos queda [¢ — ¢'| < k|¢ — ¢'| implica k > 1si £ # ¢'. La tnica posibilidad es que £ = ¢'.

118. Demuestre que la sucesion de término general un = ;Z 1 L noes de Cauchy en R.

Solucién Pongamos w4, — u, = ZZ+Z+1 A 1 o8 (n ¥ ?[)) — 400 8i p = +o0.

119. Sea (un)nen una sucesion real tal que Vn € N, |up41 — uy,| < 277, demostrar que (uy, )nen converge.

Solucion Probamos que la sucesién es de Cauchy. En efecto, |upt+p — Un| < |[tngp — Untp—1] +
1 1 1 1 1

|Un+p71_un+p72|+"'+|un+1—un|:2n+p+W+ +2_"72"(1+2+ +2_p):

11 __1

on _l_2n71
! 2

— 0,sin,p — +o0.

120. Probar que la sucesion de término general u,, = ZZ_O 1 (%)k € Q converge en R\Q.
1

Solucién Observemos que [ty 1, — un| =3 117" H(%)

E (7’L+1) k=n-+1
0, siin,p — 0.

Asi u,, — {'y supongamos que { = %,
«__1

= 2(p+1)!

2pp!% €Zyaquep>qy 2Pplu, =

m, g€ N*, entonces VpEN, VneN, |up4p —utp| < m
1

ysin — 0o, |[f —up| < Notemos que 27p! ’— — up’ < e y 2%)!(% — up) € Z pues

p plar
k=0 LI ok
para todo p > ¢ que es contradictorio pues u, < up+1. Observemos que u,, — € 12 = /e

m
q b

€ Z, por lo tanto 2Pp! (? — up) =0= u, =
k
121. Demostrar que para todo z € C, u,(z) = ZZ:O % converge en C.

p+n ﬁ_ |Z|pJrl
k=p+1 1 — (p+ 1)

G I I 7 i
p+2  (p+2)? (p+2)"t" 7~

Solucion Sea z € C fijo, entonces |ty 4p(2) — up(2)] <

) <
p+2
pues existe p € N tal que |z| < p+ 2. Recordemos que u,,(z) — e*. Finalmente (u,(%z)), es de Cauchy,

|Z|n71 2

(p+2)---(p+n)

|z[P*!
(p+ 1)

por lo tanto es convergente para todo z € C.

122. Sea (€, )nen una sucesion de elementos de [ —1, 1]; se le asocia la sucesién (a, )nen de reales definidos

poranZE()—l——eO;l ++€0€127n€n

a) Demostrar que (a,,),cn converge a un nimero real @ € [ —2,2].
b) Reciprocamente, demostrar que todo real a € [ —2, 2] es limite de una sucesién del tipo precedente.

¢) Verificar que para todo « € [ — sen(Z + ) = 1/2+2sen2a. Se considera entonces z,, =

44] 4

60\/2 + e\/2 FoF 1V 2+ enV2, Yn = 2sen(§an). Demostrar que paratodon € N, z,, =y, y

deducir que (2, )nen €s convergente.

Solucién

1 _ 1

1
2p+1+---+2p+n—2p+1 < == — ( tenemos

S o

Q+d+ vl <d

a) Puesto que |an4p — ap| < % o1



que es de Cauchy y converge a un a € R. Ademds, |a,| < Y7 _, 21k < - L _ 2, por lo tanto |a| < 2.
5
eaa€[—2,2],sia€e[—2,0]setomaey = —1,sia€[0,2] se toma ey = 1. Hay dos escogencias
b S 2,2], si 2,0 1, sia€[0,2 1. Hay d genci
posibles para a = 0.
Seaa —ep€[—1,1]seescogee; = —1sia—ey€[—1,0],0seescogee; = 1sia—e€[0,1]. Hay
dos posibilidades para a — g = 0.
Sea v = a—eo—egﬁ €[—3.4].seescogee; = —1siae[—3,0],0seescogeex = 1siac[0,5].
Hay dos posibilidades para o = 0.
Seaa—a—eo—% ----- 60612'7;'6" €[— 57,57 esescoge epy1 = —lsia€[—5+,0],0se
escoge €1 = 1sia € [0, 7= .
Asf la sucesioén a,, = eg + €02£ + ot 60276” es tal que |a,, — a| < 21n y convergea a € R.
c) Notemosquesen(% +a)= \éi(cosa—i—sena =1 /2(sena +cosa)? = 1 /2(1+ 2senacosa)

123.

= % V2 + 2 sen 2a. Por otro lado a € R se puede expresar como el limite de una sucesién (ay, )nen, con

an = €0 + €02£ + 4 60612'7; " con ¢; € {—1,1}, entonces:

= 2sen Feo(L+ G+ + S50 —deosen (E 4 TG (14 F o4 D)) =

60\/24-28611(%61(14—6524-..._’_622;1'77'1671)) _

eo\/2+2elsen(%(1+%2+...+%)):

Tot2 G ... L8 ) _
60\/2+61\/2+28en422(1+2+ = )

60\/24-61\/24'2628611%(14-6734‘"""632.”.7_.26”) =

60\/2+€1\/2+62\/2+2S€n%63(1+%4’"""642.”'7_.;"):"':

€0 2—|—61\/2+62\/2—|—~-~—|—24/2+2ensen%—
60\/2+61\/2+62\/2+"'+6n1\/2+€n\/§—17n.

Ademds como a,, — @y Tp, = Y, — 25€0 %a.

Sea B el conjunto de sucesiones complejas acotadas, para u = (up)nen € B, se denota |ullec =
sup,,cy |un|. Demuestre que (B, || ||oo) es un espacio vectorial normado completo.
Solucién Es claro que B es un espacio vectorial normado, demostremos que es completo.

Sea (u”)pen una sucesién de Cauchy en B, entonces dado € > 0 existe N € N tal que p, ¢ > N implica



124.

125.

126.

127.

[|uP — u||oo = sup, ey [uh, —ul| < € 0sea |uf — ul| < e paratodo n € Ny para todo p, g € N. Sea
n € N arbitrario pero fijo, entonces |u?, — ul| < € para todo p,q > N implica que (u?), es de Cauchy;
por lo tanto u?, — v,, para todo n € N. Probemos que u? — v = (v, )nen-

En efecto, si ||u? — ul]|oo <€ Vp, g > N = |uf —ul| <e Vn €N, Vp, g > N,y tomando el limite

cuando ¢ — oo: [ub — v, < e, VR e N,Vp > N = ||[uP — v||eo <€ Vp > N.

Demostrar que una subsucesion de una subsucesion de (uy, )nen €s una subsucesion de (uy, )nen-

Solucién Recordemos que una subsucesion (uy, )xen de (un)nen se tiene a través de una aplicacién
7: N — N estrictamente creciente, i.e. 7(k) = ng. Asi, si (“"kl)l es una subsucesion de (un, )ken
existe p: N — N estrictamente creciente tal que p(l) = unkl ,i.e. A = po7: N — N prueba que

(unkz )ien es una subsucesion de (uy, )nen-

Sea (up)nen una subsucesion real no mayorada, demostrar que existe una subsucesién que tiende a
“+00.
Soluciéon Tomemos 1 € N, existe N tal que uy, > 1, existe Ny > N; tal que un, > 2,..., existe

Nj, > Ni_; tal que UN, > k. Asi, (unk)keN es una subsucesion que tiende a +oo.

Sea (uy,)nen una sucesion real tal que las subsucesiones (uap )neN, (U2n+1)neN, (Usn)nen convergen.

Demuestre que (., )nen converge.

Solucién La subsucesion ug, — I, ugy 1 — I, uz, — 1", entonces (uap )nen €s una subsucesion
de (uan)n y de (usn)n, por lo tanto I = [”. También la subsucesion (ugn+3)n €s una subsucesién de
(u2n+1)n y de (usn)n, porloquel’ =1",0seal =1' =1".

Probemos que u,, — [. Sea ¢ > 0, existe N7 tal que n > N7 = |uq, — l| < € y existe Ny tal que
n > Ny = |ugny1 — | <e. Seam >2sup{Ni, No + 5}; simes par, m = 2n > 2Ny = |up,, — | =

|ugn — 1| <e. Simesimpar,m =2n+ 12> 2Ny + 1 = |uy, — 1| = Jusp+1 — | <e.

Sea (€x)ken una sucesion de valores en {—1, 1}, paratodo n € N, se denota S,, = ZZ:O €. Demostrar

que el conjunto de valores adherentes de la sucesion (S, ),y es una intervalo de Z.

Solucion Sean o < 3 € Z tales que «, 5 € {Sn|ﬁ€ N}, probemos que si « < v < [ entonces vy es un
punto adherente.
Dado € > 0, € < 1 existe k; € N tal que si k& > k; implica |S,,, — a| < e <1 entonces S, = « para todo

k> ki (ie. Snyy — Sny = €nyy1 + -+ + €, = 0) y existe ko € N tal que si [ > ko implica que

k+1
|Sim, — B8] < e <1, porlo tanto S,,,, = 3 paratodo ! > k.
Sea v(1) = ny el menor entero tal que S,, = « 'y sea v(1) = m; el menor entero talque S,,, = 0.

Como a < f3 se tiene u(1) < v(1).



Tomemos u(2) el menor entero mayor que v(1) con S,,(2) = a 'y sea v(2) el menor entero mayor o igual
que u(2) talque S,(2) = 3, y asi sucesivamente. Finalmente hemos construido una sucesién de términos
(u(n))nen y (v(n))nen tales que para todon €N, S,y = @, Sy(n) = B conu(n) <v(n) <u(n+1).
Ahoraparacadan €N, €,(,)41 + -+ €y(n) = B — avi.e. existe N,, € N tal que u(n) +1 < N,, <v(n)
Y €u(n)4+1+ -+ €n, =y —a, esdecir Sy, =, VneN. Asi, se construy6 una subsucesion (S, )nen
talque Sy, = 7 paratodon €N, o seay € {S,,/n € N}, por lo que si a y 5 son puntos adherentes, todos

los enteros entre dos son también puntos adherentes.

128. Determinar los puntos de acumulacién en R, de cada uno de los siguientes conjuntos:

a) A= {ﬂ/nEN*}

1
1+ +
Sin es par u,, = — 1 .1 Sines impar u,, = e —1, entonces A’ = {—1,1}.
1 1
1—|—n 1+n
b)A={—L_ N*
) {pq+1/p,q€ }
Notemos que p =1 1 sip = 400y 1 5o q — —+oo entonces A’ =
pg+1 1 q 1
q+ q+
1 p p
tLigeniuoy,
C)A:{%—%/p,qéN*,lépéq}
; 1_1_9-p- ; 1_1 1 cp— g1 *
Env1rtudquep q PG _O,entonce351q—>oo,p g —>p.A51A {q|qEN U {0}.
d)A:{n—i—%/nEZ,peN*}
Sip—)oo,n—i—%—>n,p0r10tantoA’:Z.
n—+ %
) A={(5+3)"""/paeN}
.z : 1, I\ntp _ 1y\ntp n\ntp _ 1yntp n\n n\P n _
sip—o00.Sip=1, (1 + %)wf — e, entonces A’ = {0, e}.

129. Dar un ejemplo de una sucesién ((2,,, ¥n))nen €n R2, no conteniendo ningtin valor adherente aunque

(Zn)neN Y (Un)nen los tienen.

3 0 sin es par % §inespar
Solucién Tomemos z,, = 1 U =4 2
% si n es impar 0 sinesimpar
(0,2) sin es par )
entonces (T, Yn) = % y no tiene puntos adherentes.
(& "2" ,0)  sinesimpar
130. Estudiar la convergencia de las sucesiones definidas por:
_yn 1
Q) Un =Yy n
Not ey = w1 w1 1w 111y _
ote que Up+41 (22 Zk:l k(n—i— 1) Zk:l kn, (n+ 1)2 + Zk:l k (n+ 1 n)



1 _ Z — 1 _ _ Z 1 — 1 ( 1 _
(n+1)2 (n+1) S (n +1)2 (n+1) kzkn(n—i—l) n+1\n+1
%) — 22:2 i’ n(nl—i— ) — " +11)2n _ n(nl—i— ) Zk:l T <0, porlo tanto (u,, )nen es decreciente
de términos positivos y acotada inferiormente, i.e. es convergente.

En virtud que u,+1 =

2n +1
2n + 2

y acotada inferiormente.

C) Up = ZZ:l %

Uy, < Uy, la sucesion converge pues es de términos positivos y decreciente

+k
. _ n+1 1 _ n 1 _ 1 1 _ 1 —
COHSlderlemos“"“ Un = 2= Ptk Z’Hn+k m+2 Tl 4l
>0 = < -
S D@En D) Y eomoUn = X 1n+k Shtl s
observando més de cerca la expresion vemos que Zk:l . 1 =i Zk 1 k = % 2ot f(ﬁ) —

n

/ f(x)dz, con f(x) = 1 , 0'sea que u, — r=1In(1+2z)} =n2.

1+
d) up, = Zk:l k_g

n+1l 1 1

Escribamos w1 = Zk,l =5 = Un + ———5 > upn, entonces (un)nen es creciente. Por otro lado
"k (n+1)
1 n 1 1 1 :
=3 173 <1437 2 Tk )*1+Zk:2(m—g):2—ﬁ<2yset1eneque(un)n€N
converge.

—_yrn 1
©) Un =3 k1 5ok T 1

Usando el hecho que uyp4+1 — Uy = 1 + 1 — 1 > 2 — 1 = 1 —

dn+1  4n+3 2n+17 4n+1 2n+1 2n+%

2n1—i— T >0, tenemos que (U, )nen €s creciente. Ademds Zzzl ST ;k — < 2nT—L|— T < % Y (Un)nen
converge.

131. Sea (uy,)nen una sucesién monétona, demostrar que si (uy, ), en admite una subsucesion convergente,

entonces (U, )nen €S convergente.
Solucién Dado € > 0, existe N € N talque k¥ > N implica que |u,, — | < e. Sean > ny entonces
[un, — 1] < |upy — 1] <eieu, — 1.

132. Sea (un)nen una sucesion real acotada tal que para todo n € N*, 2u,, < Upt1 + Un—1 Y (Un)nen la
sucesién definida por Vn € N, v, = up4+1 — uy,. Estudiar (v, )nen.
Solucién

a) Verifiquemos que (v, )nen es creciente. En efecto, vp41 — Un = Unta — Unt1 — (Ung1 — Up) =

Upt2 + Up — 2Up41 > 0.

b) Probemos que (vy, ), en s acotada superiormente. En este caso |v,,| < |vp41|+ |vn| < 2k y asi (v, )nen



es acotada. Finalmente (v, ), en converge a un valor £.

¢) Probemos que ¢ = 0.

133.

134.

135.

136.

- Si ¢ > 0, existe n € N talque si n > N implica que v, = Up4+1 — Uyp > 0. Asi tenemos que (up )nen
es creciente y como es acotada es convergente, lo que implica que v,, = up41 — un, — 0, que es una

contradiccion.
— Si ¢ < 0 un argumento semejante prueba que v, —> 0 que es contradictorio.

— Por lo tanto, la tnica posibilidad es que ¢ = 0.

Paran € N* se asume que H,, = >_;_, % se asume que H,, = Inn + v+ o(1), donde + es la constante

de Euler. Establecer que Vp,q € N*, v < H, + Hy — Hpy < 1.

Solucién Consideremos A, , = Hy, + H; — Hpq, entonces Ay, g — Ay = Hy, — Hpg — Hp—1 +
_1 1 1 1_q _ _

Hp-1yg = 5—(pq_ g Tt ) S = 0= A S A < S A S A =1

Porotrolado A,y =y +Inp+v+1Ing -y —Inpg+o(1) =+ o(1) — v,sip, ¢ = oc.

Sea (u)nen+ una sucesion real tal que Vn € N*, 0 < u,, < 1, (1 — up)upy1 > %. Demostrar que

Solucién Notemos que un(l — up) = uy —u2 = — 3 +up —u2 + 3 = —(up — 3)2 + 3 <
% < (1 — up)upt+1 = un < Up41, 0 sea (u, )y, converge a un valor £. Ahora bien, debemos tener

(1= up)upp1 — (L =00 > 1 esdecir (1 —0) =2 = 2 —(+1=((-3)?=0ie =1

Sea (uy, ), una sucesién de término positivo tal que u,, — 0, demostrar que existe una subsucesion
decreciente que converge a 0.
Soluciéon Sea

ny el mayor entero tal que u,, =sup{u,/n € N}

ngy el mayor entero tal que uy,, =sup{u,/n > ny} i.e. tnp, <un,

ny el mayor entero tal que w,, =sup{u,/n > ng_1} .. Un, <Up, , < <Up,.

Asf la subsecucioén (u,, )ren es decreciente y converge a 0.

Para n € N* se denota u,, = (1 + %)"

a) Demostrar Va € ]0,1[,YVneN,n > 2= (1 — )" > 1 — na.

b) Tomando o = %, demostrar que (uy, ), es creciente.
n

¢) Tomando o =

_1
R demostrar que (u,, ), es mayorada.

d) (Qué concluye?

Solucion

a) Probemos la propiedad por induccién sobre n > 2.



D1l—-a)?=1-2a+a®>1-2a.
ii) Asumamos que la propiedad es vélida para n y probemos que también vale para n + 1. En efecto,
l-a)"=1-a)"(1-a)>1—-na)(l-a)=1-a—-—na+a?>1—(n+1)a

b) Sea a= L (1—#)’51—%: —L Ahoracomo (1—#)"2(14—%)"(1— 1)">1—% = (1+%)">

n2’ n n
~ 1\—nt1 p 1 _ _n _ 1 _1y-nt1 _ .
(1=t ademis = g =1 L s - ) ey 2 () 1.
n
1 n __n___5n+1_5 1 y-n b 1 \6n _ (D)6
©) Tomemos (1= 23 )" > 1= Gmg = 6,57 > — Utg,) "> = +g,)" <G
Asi, u, < ugn < (g)ﬁ, Vn € N.
d) Finalmente (u,,), T, acotada superiormente = u,, — £ < (%)6 = 2.985984. Ademds sabemos que

Uy, — e =/{,pueslnu, = nln(l—l—%) = n(%—l—o(%)) =1+0(1) — 1, porlo tanto u,, — e! =e.

Sn

1
—, Up = ”Un:Sn_2\/ﬁ.
Vi Vn
a) Demostrar que Vn € N*, S, < /n++vn — 1.
b) Demostar que Vn € N*, 2¢/n+1 -2 < 5,,.

137. Paran € N* se denota S,, =y ;_,

c) Establecer que (uy)nen+ ¥ (Un)nens convergen.

Solucién
a) Consideremos S,, = > _; ﬁ y probemos por induccién que S,, < /n +v/n — 1.

. 2+1
DParan=1,5; =1<1; aran:2,ngl+L:\/_7<\/§+1.
P N

ii) Supongamos que es valido para n y probemos que es valido paran + 1.

En efecto, S,,11 = S, + 1 <yn++vn—-1+ 1 <vVn+1++/n, puesn? — 1 =

vn+1 vn+1 B
(n—1)(n+1)<n2:n2+2n+1—2n—2+1:1—2(n+1)+(n+1)2:>Z—__'_%<1—
2 1 1 )2 vn—1 1 1
+ =(1— _ Y= <1 = vVn—-1<+vn+1-— , 0
n+l  (n+1)?2 ( n+1) Vn+1 n+1 NGRS
1
seayn —1+ <+v/n+1
vn+1
b) Demostremos que 2y/n + 1 — 2 < S, por induccién sobre 7.
i)Paran =1,2v/2-2<1,pues42< 9= 2v2<3ie 2v/2-2<1.
ii) Asumamos que es cierto para n y probemos que es cierto paran + 1.
1 1 4 1 2
En efecto, S,,11 =5, + >2y/n+1—-24——=y/n+1+ (vn+l— ——) =+v/n+1+
i vn+1 vVn+1 ( \4/n+1)
v/ —1)2 _
(Wntl- 1 ntldntl-2VntT4l_ 2043 9 9 /g5 2 puesdn? +12n+9 —
vn+1 vn+1 vn+1

(2n+3)2>4n’ +12n+8 =4(n+1)(n +2),0sea2n + 3 >2./(n + 1)(n + 2).
¢) Por la parte a) y b) se tiene 2(v/n+1—1) <S5, < /ntvn — 1=-24/1+ 1 —%gun <1+4/1-— %,
n

n
0 sea u, — 2. Ademds v, = S, — 2y/n > 2V/nF1-2 - 2y/n =2(——L—— 1) > -2y
V(n+1)+v/n



U =8, —2v/n<y/n+v/n—1-2y/n=+/n—-1-— n:—il <0

vnsyn v v vn—1+4++vn

Probemos que (v,,),, es decreciente. En efecto, v,,41 — U, =Sp+1—2vVn+1-5, +2 -1
que (vn) ! ! V= e

- _ oVnt+l—yn 1 2
2T+ 2V = s = v Vil W+f NESTEN

y como (v, ), es acotada inferiormente, se tiene que es convergente.

138. Sea (zn,)nen una sucesion de términos positivos tales que 2,42 < 1

5 (Zn, + Tpy1), Vn € N. Demuestre

que (z,, )nen s convergente.

Solucién Definamos y,, = max{x,,, Z,+1}, entonces y, > x,, ¥n € Ny verifiquemos que (¥, )nen €s
creciente. En efecto, consideramos la diferencia y, 11 — yp, = max{rp41, Tni2} — max{ax, 11, oy}
SiZpi1 > Ty, tenemos X, 4o < %(xn +Zpt1) Y Tnp1> %(xn +Zpt1). Asl, max{Zp 41, Tt} = Tniyl
por lo que Yn+1 = Yn.

SiZpa1 < Ty, se tiene Tpio < %(
max{Tni1,Tn} = Tn .. Ynt+1 — Yn = Max{Tpi1, Tpio} — Tn < 0.

T + Tpt1) < Tp, Max{Tp41, Tnt2} = Tnt1 O Tpio Y SE tiene que

Finalmente (y,)nen es decreciente y acotada inferiormente por 0, por lo tanto (y,)necn converge a un
cierto valor ¢ > (. Probemos que x,, — /.

Seae > 0,existe N € Ntalquesin > N= |y, — {| < %e.

Siy, = max{z,, Tni1} = Tp = T, — £ < %e <e.

Siyn, = max{®n11,Tn} = Tpy1 > Ty, entonces T, < Tpi1 < % (xn + p—1) = x, < Tp_1,0s€a
Yn—1 = Tp—1. Asitenemos {+e>y,>x, > 2Tp41 —Tp—1 = 2yn—yn,1>2(€—% e)—(é—l—% €) =Ll—e¢,

osea |z, — | <e.

139. Demostrar que toda sucesion real (., ),cn admite una subsucesién monétona.
Solucion Sea E ={neN/VpeN, p>n= v, <uv,}.
Si F es finito, definimos n; = max E+ 1, entonces n; ¢ F = Ip>n; tal que Vp>Up,.S€ang =py
comong ¢ E = Ip>ny tal que v, >vy,. Seans = p,..., asi se construye una subsucesién monétona
(Uny )ken, cON Uy, >y, si k> K.
Si E es infinito, sea n; = min E, ny € F' y sea ng = min E\{n1}, ny € E, na > nq, donde si
P>Ng = Up < Upy < Upy -
Sea ng = min E\{n1,n2}, ng € E, n3 > ng > nq, donde sip > ng = v, < vy, < Upy < Upyyse..y €

tiene (v, )ken es decreciente.

140. Consideremosunz\/1+\/2+\/3+---+ n—l—i—\/ﬁyvn:\/1—|—\/2+\/3+---+\/n—1+\/2n+1,
neN*.

a) Demostrar que (u)nen- es creciente, (vy,)n>2 s decreciente y Vn € N*, u,, < v,,.



b) Deducir que (u., ), converge a un nimero real £ y que |v,, — ¢| < %, Vn e N*,

271 ((n —2)1)2
Solucion

a) Considerando que /n ++vn+1>/n = u,y1 = \/1+---+\/n+\/n+1>\/1+---+\/ﬁ:

Up. Similarmente, v, 1 = \/1—1— st n—l—i—mg \/1+ e +m: Uns
puesto que \/n—++v2n+3<v/2n+1.

En efecto, sin>v2 = n?>2 = n2+42n+1>2n+3 = n+1>2n + 3 = 2n+1>n+/2n + 3.
Por otro lado, es claro que u,, < v, pues v/n < V2n + 1, Vn € N*.

b) Considerando las conclusiones de la parte a) tenemos u; < u,, < v, < v; i.e. ambas sucesiones conver-

141.

142.

gen con lim u,, < limw,.

Sea ¢ = lim u,,, entonces |u, — €| =€ — u, < vy — Uy =
\/1+---—|—\/n—1—|—\/2n—|—1—\/l—i----—i- n—1+n=
V2t V-1t nrl— 2+ -1t vn

\/1+---+\/n—1+\/2n+1+\/1+---+ n—1++/n

\/3+---+\/n—1+\/2n+ —\/3+---+ n—1+n 1
\/1+---+\/n—1+\/2n+1+\/1+---+\/n—1+\/ﬁ\/2+"'+\/2n+1\/2+"'+\/ﬁ
... 2n+1—n
(VT A2 T n) - (Vi LI /= 1+\F
n+41 n+41
(vV2n—+1 +\F)(2\/ D2vn_2)---2  (VZnFl +\F)2" Wn— \/—
: , puesto que
2"*1<<n— 22 (V2nFT+yn)vn =1 2nf1<<n—z>>1
ntl <1,sin>2
(V2n+14+y/n)vn —1
Sean (un )nen, (Un)nen dos sucesiones reales tales que u,, — 0, v, — 0, (v, >Un+1 >0,VneN*).
Se supone que W tiene un limite finito ¢, cuando n — oo. Demostrar que — L.
n — Un+1
Solucion Por hipétesis dado € > 0, existe n € N tal que sin > N = ‘1;757#11 é‘ < €'y como
n — Un+

Up— U1 >0 tenemos (—e+£) (vy, —Vn41) < Up—tpt1 < (e+€) (v —vpt1), ¥ > N. Sumando p—n

términos para los valoresn +1,n+2, ..., p, se tiene (—e+£)(vy, — vp) < Up —up < (€+£)(vn — vp),
Vn > N,Vp > N, porlo que (—e + £)( —m)§g—:—ﬁ§(6+£)(1——)y51t0mamosp—>oo

—e+l< P2 <e+lie g2 — L
n n

Sea (uy,)nen una sucesion real tal que wp,+1 — w, — u,% — 0. Probar que u,, — 0 0 u,, — +00.
Solucién Sea €, = uy,+1 — u, —u2, con €, — 0, entonces IN tal que n > N = |e,| < 1,VneN.

Caso 1. Existe ng > N tal que un, > 1 = Uny1 = Uny + US, + €n > Ung > 1 = (Un)p>no TY



gn—mo+1

tiende a +00, PUES Up 41 = Uy, = Up_q = Upy_o 2> 0+ > Up

— 400.

Caso 2. Existe ng > N tal que tn, <—2 = Uny1 = Ung+UZ +En >UZ +Hlhng+€n >U +Up,—1>1
y caemos en el caso 1, o sea u,, — +00.

Caso3. —2 < u, < 1,VneNi.e. lasucesion es acotada. Asi existe (uy, ) una subsucesién convergente
Ty, — Ly COMO Uy q1 — Un, — UZ, —> 0 = Up,,, — {+ (2, entonces up, 42 —> £+ (2 +
(4 02)2> 04202 ... up,+p — L+ pl?, pero Ip tal que £ + pl? > 1 = wuy, 4, > 1y diverge pues
caemos en el caso 1. La tinica posibilidad es que ¢ = 0.

Si u,, - 0, existe una subsucesion (un, )ken tal que |u,, | > €, Vk € N, pero (uy,, ) es acotada, lo que

implica que existe (Umcl )ien subsucesidn tal que Un,, — 0 que es imposible pues |unkl | > €. Porlo

tanto la suposicién w,, —~ 0 es falsa y u,, —> 0.

143. Demuestre que las sucesiones siguientes son adyacentes.

n 1 1
a) u, = Zk:O H’ Up = Un + E
Es claro que (un)nen €S creciente pues un,y1 = U, + 1 > u,. Por otro lado (v, )nen €S
q p + (n+ 1)
n !
i v = _ _ 1 1 _ 2 _ 1 _ —n+1 .
decreciente ya que vp41 — Up = Upt1 — Un + RSN = CESI = (nt 1) <0, si
n > 1. Ademas, u,, < v,.
b)u, => klp,vn = Up + np—{l,p > 2, pfijo.
i) Veamos que u,, < vy, pues ) >0,Vp > 2.
7
.. . 1
i) uni1 = up + m = Up.
1 1 1 1 1
n — Up = Unp +—— - n - -t =
i) Ung1 — Un = Uny1 (n+1)P Un = 5T (n+1)P1 nP " (n4 1)
p—1 _ P p—1 D p—1 _ P
(n+ 1)”( - 1%;‘ ':}1) +n _n +(2”+ 7 Eﬁl‘" 1) <0, pues (n + 1)P = nP + pnP~! +
n n n n
Iplp—1)nP 2+ +pn+1.
_Nxn 1 _ 1
C) Up = Zk:l Lk’ Up = Up + nzn! .
i) up, < vy, por la definicion.
.. 1
W) tner =+ Oy 1y =
1 1 1 1
i) Upy1 — Up =Upi1 — Up+ - = + _ —
) tnst i (n+12(n+1)!  n2nl D)+ D) r 12+ 1) n’nl
n’(nt)+n® — (n+1)* _  p243p41
(n+1)%n%(n+1)! (n+1)*n?(n+1)!
_1\k
d) u, = 27;461 ((2]3 7 Un = Un + m y probar que el limite es irracional.
! n !
1) Dado que v,, = u,, + m > Up,.
.. 23 (=1D)F 11 (4n+5)(4n+6) — 1
) Seatn1=2 ko T = N g o) T gy =



+ 1 _ 1 _ 1 _ 1
An+8)! (4n+4)! (“n+8)! (4n+4)!
lado, sabemos que ¢ = lim,, oo U, = lim, o v, > 0y supongamos que ¢ = P con peN, qgeN*

< 0. Por otro

iii) Sea Vp41 — Vp = Upt+1 — U

¢
2041 (Z1)* _p _ g2e1 (ZDF
q

y (p,q) = 1. Asf se tiene que uq < £ < vy por lo que uqg = > 1" 25)! 5—0 25)!
1 2 24 (4 +2)! 2q+1
— — —=n=Ug+2u; = (4g+2) — —=— + .-+ (—1) L 4 (-1 <
Plgg+ 2 =k<(4g+2)! — -+ (-1 2‘1M+ 12ty L peeste modo
g(4a+2) (4q+2) (=1) g ) Qa3+
1 _p « . .
n<k<n+-——-——— =— k= %2(4q + 2)! € N* que es imposible.
330+ ) gUla+2)teN"q P
1
€ Un—1+ 7’ :un+
) Zia Y2k +1)2 3n2
1) En virtud de la definicién un—i—% Vp > U
n?
.. 1
i1) Tomando u,,+1 = Uy, + ——————— > u,,.
) i n?(n+1)2
iii) La diferencia v, 41 — vy, = Upy1 — u —i—#—L: 1 + 1 1

3n+1)2 3n? n%i(n+1)2 3(n+1)2 3n?

2 _ 2 2
3+m (n+1)” _ _2-2n < 0,paran > 1.

3(n+1)2n2  3(n+1)%n2 ~
n—1

unzzkﬂ%—%—lnn,vn O 1% 1 +——lnn
i)Puestoqueun:Z?d%— 2 _Inn<y,_, Ii +5 L mn=u,
. 2 1 n+1 _
1;)Seau1n+1—zin—zk 1{€+——1ia(n+11) Ek 1 k—l———ln ﬁ_n——f—l_ln — =
1 1 > 11
i SR In(1 + =) Opules1 +1>OyV:z:>O :1:>1n1(:1:+11) ) 1
. - n+
iii) Consideremos U(n+1 —)vn =3, = + —In(n+1)—>_, T n —i—lnnn+1 -2

nt+l _ 2n—(n+1 1 11 1 1 1 1 Ly —
In=7—= = nln+1) -In(l+5) = (ﬁ—n—Q)(l—ﬁ‘*‘O(ﬁ))—(ﬁ—ﬁ‘*‘O(n—Q)) =

3 1
—— +to <0.

2n? (n2)

g) Up = (1 + %)n’ Vy, = (1 + %)nJrl.
i) Tomando v,, (1—1—%)"(1—1—%)—1;”(14- 1)>un 1
i) Sea ups1 = e(n+1)1n(1+#1) (n+1)(n+1 5(n +1)2+ 30 +1)3+0((n+1)3)) — el - %nil N
1 1 1 1 2 1 1 1 23 1 1

3——— —3(—5 +o(——=)) =e(l— = = +o0 , por

(n+1)? 2 ( 2n+1) (( +1)2)) S | 8 (n+2)? ((n+1)2))p

o, = &L -1 1
lo tanto w,, 4 1 u”_z(n n+1)—|—0( ) > 0.
— et d) — DG gt gy L 2 1y ey
iii) Desarrollando v,, = e e 2 e(1+2n 3n2+4n2 +O(n2 )
1 5_ 1 —v, —e(—+ L 4 5 4oL
e( 5, 12 O(n )), por lo tanto v, 11 — v, = €( 5732 + o +0(n3 )) <O0.
h) u,, = —2vnt Lu, =30, L —aoum.
Zk 1 \/— Zk—l \/E

i) Tenemos que u,, < v, pues —2v/n + 1 < —24/n.

ii) EI término u, 41 — u, = }5;17—2\/n+ - 1k+2\/n+ =




Vn+1) = S 2 >0,pues vVn+2++v/n+1>2y/n+1.
Vn+l Vn+2+yn+1

iii) Tomando v,, 11 — v, = —2(vVn+2—+/n)=
+1 T ( Vvn)

) up = HZ:l(l + k_lg)’ vy = (14 %)un

1 2
- <0.
Vn+l Jn+vn+1

Du, < (14 %)un = Up.
1

sy Up41
i) ——= =14+ ———=>1.
) Un (n+1)2
1+ 2
jii) Yntl _Unt1 _ ntl (M+1)°+1 n42 n __ n*4+4n3 + 602 +4n <1
Un Un 1_|_% (n+1)2 n+l nt+l p* p4pd 602 +4n+1
144. Sea ug, vo >0, p > g > 0, (Un)nen, (Un)nen, definida por Vn € N, u,q1 = %, Upt1 =

DPUn + qUn

ptq

a) Demostrar que (un )nen ¥ (Un )nen son adyacentes.

b) En un plano afin se considera el punto M,, de coordenados (u,,, v,,), ;la sucesién M, tiene un limite?

Solucion

a) Sin perder generalidad consideremos ug < vp.

i) Verifiquemos que u,, < vy, por induccion. Verifiquemos que es vdlido paran = 1. Sea o = Z%q >
%, l-a= piq,entonce50<vo—uo = (1—2a)(vo—up) <0 = vo—vo+2a(upg—vo) = ar(ug—
vo)+(1—a)(vo—uo) = —L— (ug—v0) + —L—(vo—u <= PO _ ) ~GUFPY _

o)+ (1=a)(vo—uo) = S4- (uo—v0) + 5= (vo —uo) pE 1<y 1
Supongamos que es vélido para n y probemos que es vélido para n 4 1. En efecto, copinando el argu-

mento anterior se tiene el resultado sustituyendo vy por v, y ug por u, ya que 0 <wv,, —u,, por la hipétesis
de induccién.

ii) Probemos que (u,, ), es creciente y que (v, )n, es decreciente usando la induccién. Veamos el caso
n=1u =aug+(1—a)vy > aug+(1—a)ug = ug. v1 = avg+ (1 —a)ug < avg+ (1 —a)vy = vy.
Verifiquemos que el caso n implica el caso n + 1: up 1 = quy, + (1 — a)v, > au, + (1 — a@)uy = uy

ya que v, > up. Similarmente vy, 11 = av, + (1 — @)u, < av, + (1 — @)y, = vy,

1-— _ _
b) Observemos que L “ () = a1t} = an ™ , con A matriz
Up, l—-a « Up—1 VUp—1 Vg

L o o . . . .
simétrica dada por , por lo tanto nos interesa diagonalizar la matriz. Dado que A es
l—-a «

simétrica, existe P ortogonal tal que PAP’ = D con D matriz diagonal de valores propios, por lo tanto
D" = PAP'---PAP' = PA"P' = A™ = P'D"™P. Calculemos los valores propios de A, o sea
a—XA 1l—-«

[A=XI| = =(a=A)?—(1—-a)?=0= X =1, A = 2a— 1. Los vectores propios
l—a a—2A



145.

1
son Au; = uy, Aus = (2a—1)us . uy = % < ) Para el vector uy debemos tener ax + (1 —a)y =

a—-Dz,1l-a)zr+ay = 2a— 1)y =y = 4= ly— 2wy = % <_11> Asi tenemos

11—«
1 -1 1 -1\ (@2a—-1" 0\ (1 -1
que P = L ") =pPpPp =1 (2a—1) ) =
v2 \1 1 v, 2\1 1 0 1/ \1 1) \w

1 [ @a—1D"+1 —2a—-1)"+1) (u
2\ -@2a-1)"+1 2a—-1)"+1

11
voy) _ % Uo + Yo y O =limg, o0 Up = limy, 00 Uy =
11 Vo Uuo + Vo

Sean a, b > 0, determinar una condicién necesaria y suficiente sobre ugvg > 0, para que las sucesiones

(un)nen, (Un)nen definidas por up,+1 = vVa + buy, vpt1 = Va + bu, sean adyacentes.
Solucién Para que u, < v, <= a + bup_1 < a+ bvy_1 <= Up_1 < V1 < ug < vg. Por

). Por otro lado, como 0<a <1l = —1<2a—1<1yse
Vo

N [=

6/
tiene cuando n — oo: =

6//

o = % (UO + 1;0)_

otro lado u,+1 = va + bu, > u, <= a + bu, > u% <= u,, esta entre las raices de la ecuacion de

b—\/b2+4a<0<u <b—|—\/b2—|—4a
2 - == 2 ’

) _ P2
Tambiénvflga—f—bvn(:)v?l—bvn—agO(:)anb""gi—umovngbgi"ulago,

segundo grado 22 — bx — a = 0, es decir

/12
pero las soluciones negativas deben eliminarse y 0 < u,, < b+g7+4a < vn, Vn €N, 0 sea
0<u <ot vbitda o
<y < 5 < vg.



Capitulo 6

Series numéricas

6.1 Introduccion

Definicion 6.1.1 Sea (a,,)nen de niimeros reales y sea la sucesion (Sy,)nen definida por S,, = 22:1 ar.
Al simbolo Y" 2, ay, lo llamamos serie infinita o simplemente serie y a los valores S,,, sumas parciales
de la serie. Si la sucesion (Sp)nen converge a un valor o € R, se dice que la serie es convergente y
escribimos o = Zz’;l ag.

Si la sucesion (Sy, )nen diverge, se dice que la serie diverge.

El término a,, se denomina término general de la serie. Al valor « se le llama también suma de la serie.

Nota En estas condiciones la diferencia S — S,, se denomina resto de la serie. Esta cantidad es el limite,

cuando m — oo de Sy, — S, = > 41 @k, lo que justifica el empleo de la notacién S — S, =

Z;O:nJrl ak.

Proposicién 6.1.1 Si las series Y - | an y Yo by son convergentes, entonces la serie Y ., (aa, +

Bbr) convergea ad 0 an + B by

Demostraciéon Si o = 0 0o 8 = 0 es resultado es evidente. Analicemos el caso en que o y /5 no son

nulos.

Sea A =>" a,yB=>_b,, entonces dado ¢ > 0, IN; € Ny N, € N tales que si n >

max{ Ny, No}, se tiene [}, @ — A < ¢/(2la])y [Sh_, bu — B| < ¢/(218]). porlo que [T}, (aax + Bbx) — aA - BB| <
o Sy a = A)] + |8(Shey be — B)| < lale/(2lo]) + [8le/(218) =

Proposicion 6.1.2 La serie Y -, ap converge sii Ve > 0, AN € N tal que si n, m > N se tiene

> akl < e
Demostracién Es una consecuencia del criterio de Cauchy aplicado a (S, )nen, pues dado € > 0, la

163



sucesion (Sy,)nen converge sii 3N € N tal que si n, m — 1 > N con n > m implican |S,, — Sp,—1| =
>k ak| < €

Proposicion 6.1.3 Si la serie ZZO:1 ap converge, entonces limy_,o ar = 0 o equivalentemente, si

limg_, o0 ar # 0O, la serie Zzozl ay diverge.

Demostracién Tomando m = n — 1 se tiene |S,, — Sp—1| = |an| <€, sin > N.
Observacion El reciproco de esta proposicién es falso pues aunque % — 0, la serie arménica y -, %
es divergente. En efecto, >, _, % <ln<>7_ %
Ejemplo
i) La serie geométrica Y~ ;=™ converge sii |z| < 1.
Enefecto, 1 + 2+ --- + 2" = 11%56”“ si & # 1, entonces 11__1;: — 1ix si|x| < 1.
Si|z| =1, entonces S, =n+ lparaz =1y S, = (1 — (—1)"*?!) para z = —1. Claramente la serie

diverge en ambos casos.
Si |z| > 1 no hay convergencia, pues ™ — oo paraz > 1y 2™ — +oo para x < —1, segidn si n es
par o impar.
ii) La serie ) -, nz" ! converge sii |z| < 1.
n+1l _ n
Observe que 1422+ - +na" 1t = —1 5 4+ (n —g Dz
(1—-x) (1—-x)

1 .
msl |£L’|<1

Si |z| = 1, entonces S,, = 1(n+ 1)nparaz =1y S, =

siz<1,entonces >_,_, kzF~1 —

3 (1 =2n(-1)" — (—1)") paraz = —1. La
serie diverge en ambos casos.
Si |z| > 1 no hay convergencia, pues ™ — oo paraz > 1y 2™ — +oo para x < —1, segidn si n es

par o impar.

Proposicion 6.1.4 Sila serie Y~ | a, convergeylaseriey - | b, diverge, entoncesla serie - | (an + by)

diverge.
Demostracion Se deja de ejercicio.

6.2 Series telescopicas

Definicion 6.2.1 Sean (a,)n y (byn)n dos sucesiones tales que a,, = by, 11 — by, entonces se dice que la

serie Y| an, es telescopica.

Proposicion 6.2.1 Sean (a,)n y (bn)n dos sucesiones tales que a,, = by1 — by, entonces la serie
oo .. .. oo
Y meq Gn converge sii la sucesion (by), convergey en cuyo caso Y, ~an = by — ¢, donde { =

lim,,—s o0 bp.



Demostracién La prueba es innmediata, desde que > ar, = > p_; (b — big1) = b1 — bpy1.

Ejemplo
1) La serie de término general D S telecopica.
n(n+1)
1 1 1 oo 1 : 1
En efecto, ——— = = — o ——— =1—-limy o == = 1.
neecon(n+1) m n—l—lyz’“ln(n—i—l) My 00 7

2) Determine el el limite de la serie de término general arctan %
n“+n-+1
Recordemos que arctan -2— b _ arctana — arctan b, si ab > —1 y si a, = arctan —1 -
1+ ab n® +n+1
arctan m = arctan(n + 1) — arctann, por lo tanto Y~ a, = 37 — arctan(0 = 3.
3) Determine el limite de la serie de término general 1 ,conz > 0.

(n+x)(n+zxz+1)(n+x+2)
Notemos que:

. =3 1 - L u 1
(n+z)(n+z+1l)(n+x+2) 2((n+9€)(n+x+1) (n+x+1)(n+x+2))yq e la serie

o ; = 7D
"=liptr)(nt+z+)nt+r+2)  2@+1)(z+2)

4) Determine el limite de la serie de término general In - :L_ T
n — _ . oo n_ g
Como In s Inn — In(n + 1), entonces la serie Y~ ; In ] diverge.

6.3 Series de términos positivos

Proposicion 6.3.1 Una serie de términos positivos converge sii sus sumas parciales forman una sucesion

acotada.

Demostracion Es claro que las sumas parciales .S, > 0 (los a,, > 0, VneN)y es creciente (Sy,+1— 5, =

an+1 > 0). Asi, la sucesion (S, )nen es creciente y acotada, es decir es convergente.

o os . . .2 . . 7 . .. e’ [e’s)
Proposicién 6.3.2 Criterio del comparacion Si las series de términos positivos Y ,_; an y ..~ 1 by
son tales que a,, < by, Yn € N, entonces:

i) Si la serie ) >, by, converge, la serie Y, a,, también converge.

ii) Si la serie y ., a,, diverge, la serie Y | b, también diverge.

Demostracién

i) Dado que a,, < by, Vn €N, se tiene que > _;ar < > ;b < D po; bk, es decir la sucesion
( Sorey ak) ncn due es creciente, también es acotada y por lo tanto la serie converge.

ii) Similarmente, como a,, < b,, Vn € N, se tiene que 0 < Zzzl ar < 22:1 bi.. Pero la sucesion
( > ory ak)n ey hoes acotada y como es creciente, tiende a infinito, por lo que ( > ory bk)n N también

tiende a infinito, Y, b, es divergente.

Nota En realidad el resultado es valido si existe NV € N tal que si n > N se cumple a,, < b,,.



Corolario 6.3.1 Regla de Riemann Sea (a,,), una sucesion de términos positivos 'y supongamos que
existe a € R tal que lim,, _, o, n®a,, = £ finito o infinito.
i) Si > 1y sil es finito, la serie 220:1 an converge.

ii)Sia<1lysil#0,laserie -  a, diverge.

Demostraciéon En efecto, en el primer caso a,, ~ La y claramente converge.
n
4

En el segundo caso, o« < 1y a, ~ pory diverge.

Proposicién 6.3.3 Criterio del limite Si las series de términos positivos > i n y > ey by son

tales que lim,,_, o = A > 0, entonces las series Y - an y Y .o by son ambas convergentes o

an
bn

divergentes.

Demostraciéon Dado A > 0, existe V € N tal que si n > N se tiene

CbL_Z - A‘ < 2 A, es decir 3 Ab, <

an < % Ab,, y por la proposicion 6.3.2 se tiene el resultado.

Proposicién 6.3.4 Criterio del cociente de d’Alembert Si la serie de términos positivos y_p- | an es

An41

=/, entonces:
(79)

tal que lim,,_,

i) si £ <1, la serie converge
ii) si 1 < £ < oo, la serie diverge

iii) si £ = 1, no hay criterio.

Demostracion

i) Sea e = (1 — ) >0, existe N € N tal que si n > N se tiene ‘ag—;rl —é’ < 1(1-10), 0sea
< = <:5(1+4)=p8<1. Asi,paran > se tiene a,, < anpf"" a serie __. a, converge,
0< 9t < 1(1 4 1. Asi, p N seti n=Ny la serie >°° o
pues la serie an > po n ¥ converge yaque 0 < 3 < 1.
ii) Sea e = (¢ — 1) >0, existe N € N tal que si n > N se tiene ‘ag—;rl —4 < 3t —1), 0 sea
1<i(14+0)=8< %. Asi, paran > N se tiene ay8™ < a,, y la serie Y ., a, diverge, pues la

serie an > pen Bk diverge ya que 1 < f3.
1

iii) Basta un par de ejemplos para verificar la afirmacién. La serie Zzozl 7 diverge y la serie 220:1 %
2

— 1 n — 1 n — ) —
= hmn_)oo n——|—1 = hmn_)oo m =/ =

. . a
converge. Sin embargo en ambos casos lim,,_,

1.

Proposicién 6.3.5 Criterio de la raiz (Cauchy) Sea > ", a,, una serie de términos positivos tal que
lim, o Ya, = ¥4, entonces:

i) si £ <1, la serie converge



ii) si 1 < £ < oo, la serie diverge

iii) si £ = 1, no hay criterio.

Demostracién

i) Sea ¢ = %(1 —¥¢) >0, existe N € N tal que sin > N se tiene ‘W—é‘ < %(1 — /), o sea
0< Ya, < %(1 +{) = B <1.Asi,paran > N se tiene a,, < 8"y laserie > -~ a, converge, pues la
serie Y2\ B* converge yaque 0 < B < 1.

ii) Sea ¢ = %(6 — 1) > 0, existe N € N tal que si n > N se tiene ‘W—é‘ < %(6 — 1), o sea
1< %(1 + ) = B < Wa,. Asi, paran > N se tiene " < a,, y laserie >~ a,, diverge, pues la serie
S ooy BF diverge yaque 1 < 3.

iii) Basta con los ejemplos de la proposicién anterior, pues como sabemos la serie > - 1

n=1ln

Yo 1 converge y en ambos casos lim, oo ¥, = lim, e 1, /% =lim, oo 7 % =/(=1.
\V n
n

divergey la serie

n? ,
Ejemplo Estudiar la convergencia de la serie >~ , ni"’ y delaserie | nL—i—l)

1
En la primera serie el criterio el cociente dice que Antl _ (n + 1).n = 1 — 1
an (n + 1)n+1n! (1 + %)n €

y la

serie converge.

El criterio de la raiz para la segunda serie {/a,, = (n :L_ I ) = 1 — 1 y la serie también
(1+

l)n 3
n
converge.
Teorema 6.3.1 Criterio de la integral Sea f una funcion decreciente y positiva definida para todo
n
x> 1. Paran > 1se define S, = ,_, f(k)yt, = / f(t)dt, entonces ambas sucesiones convergen
1

o ambas sucesiones divergen.

Demostracién El argumento de la demostracion es sencillo, pues basta con notar que > ,_, f(k) <

/ " e < S0, £ (k).

Ejemplo n 7P —1 sip#1
1) La serie de Riemann ) 7 | nip converge sii p > 1, pues / g—% = 1=p
1 Inn sip=1.
2) La serie de Bertrand )~ , — L converge sii p > 1, dado que:
~“ n(lnn)?
. (Inn)!=? — (In2)t-7 |
/ de  _ = sip#1
P
2 (lnz) Inlnn —Inln 2 sip=1.

Teorema 6.3.2 Sean (a,)n y (byn)n dos sucesiones de modo que a,, > 0, by, >0, para todon > N, con

Ap41
Qn

N eNyseac, =by, —byt1 , entonces:



i) Si existe r > 0 tal que 0 <1 < ¢, Yn > N, la serie y ., a,, converge.

ii) Sic, <0,Vn > N ysila serie Z diverge, también diverge la serie Z Q.

nlb

Demostracion

i) Dado que existe r >0 talque Vn > N,0<r <c, = ¢, = b, — bpt1 ag“ se tiene 0 < ra,, < a,c, =
n

bnan —bpg1an11y 0<r Y 1y ap <biar —bpp1ani1. Ast,0<d 1 _ v ar < (bvan —bpy1an41)/1 <
byan /7, es decir la serie 220:1 ay, converge.
i) Si o < 0,¥n > N setiene 0 < 22— < 9L porfo que Inby, — Inbyyy < lnan+1 “Ina,y
n+1 n

Inb; —Inb,1 <Ilna,y; —Ina;, osea < b o Gnn

a, - En consecuencia, si S

< el b diverge,
n+1

oo | ay diverge.

Teorema 6.3.3 Criterio de Raabe Sea Y | a,, una serie de términos positivos, si existen v > 0y

a . .
N > 1 tales que g“ <1- % — % para todon > N, entonces la serie Zf;l an converge. La serie
n

22021 an, diverge si % >1-— %, para todon > N.
n

. s . . a
Demostracion Basta tomar en cuenta el Teorema 6.3.2 y considerar b,,+1 = n. En efecto, si g“ <
n

_1l_r - Ont1 _1_ 1) Ol oy Qn+1
1—7 —5,Vn>N,setiene0<n . <n-1-ry0<r<(n-1) n—g- =by —bni1 =

. 0o
y laserie Y | a, converge.

Slg—Jrl 21—%,setleneng—Jrl >n—1= by g“ > by, es decir ¢, = b, — b1 g“ <0y
n n n n

laserie Y | a, diverge.

Teorema 6.3.4 Criterio de Gauss Sea ZOO an una serie de términos positivos, si existen s > 1,

N >1yM >0 tales que 22+ =1 — A + f( ) ,Vn > N, donde |f(n)| < M,Vn > N, entonces la
serie Z —, an converge si A >1y dzverge si A <1

Demostraciéon Consideremos primeramente el caso A = 1, entonces "+1 =1- % + f 752) ,Vn>N
y sea byy1 = nlnn. Sea ¢, = b, — by ag“ = (n—1)ln(n — 1) +nlnn(l — % + fé?)) =

(n—1)In(1 — )+1 ni:() 1+0()+lnn%.

Seae = %, existe N7 € Ntal que sin > Ny, |o(1)] < ey 1nn££?z < Mir;nl < ¢, por lo tanto
cn=—1+ ()—l—lnnf(i)g 1+e+e———<0ylaser1ez _, ap converge.

G —1—ﬁ f) =1- A—i—l A fé)Seae—l—Aex1steN€Ntalque51
n>N, 58(?2 Snjs\{l<e,esdecir—%A<%<TAconlocualsever1ﬁca0<1 A f?’(L)

0 sea ”*1 >1- l y laserie Y0 | a, diverge.

SiA>1,%:1—A+M:1 A+A_1+f( ") Seac—

1
n n’ n® 2

(1 — A), existe N € N tal que



sin> N, % < ¢, es decir fé?)‘< A2;1.Asf, ag:1 < 1—%—%conr: $(A—1)ylaserie
>0 | an converge. o (13 (2n—1) k
Ejemplo Usar el criterio de Gauss para probar que la serie > >~ , <W) converge si
. e e n
k> 2ydivergesi k < 2.
k
. an+1 _ (2n+1 o1 1 ek _ 4 k1 kK 1 1y _
El cociente == = (2n+2) = (1 2n+2) =1 1 8(n+1)2+0(n2)_
_ k11, kK23 1y_q_ k , k/2+k/8+0(1)
1 2n( n+n2)+8n2( n+n2)+o(n2)—1 55 + pe . Se define

f(n)=k/2+k?/8+ o(1) y se tiene |f(n)| < M = |k|/2 + k*/8 + 1, pues dado € = 1, existe N € N
tal que sin > N se tiene que |o(1)| < 1.

Finalmente la serie ) . ; a,, convergesi A = k/2 > 1y divergesi A = k/2 < 1.

6.4 Convergencia condicional y absoluta de series

s o2 . . (o] . . oo
Definicion 6.4.1 Sea dice que la serie )~ | ay es absolutamente convergente si la serie )~ | |ay|
es convergente. Si la serie Y .- | a, convergey la serie y .~ |ay| diverge, se dice condicionalmente

convergente.

El interés de esta nocién viene de la siguiente proposicion.
Proposicion 6.4.1 Una serie absolutamente convergente es convergente.

Demostracién Si la serie Y ; a,, es absolutamente convergente, tenemos que la serie » . ; |ay|
converge, es decir dado € > 0 existe N € N tal que si n, m > N se tiene Z;n:n lak| < €, pero
> e, ax] < >pL, |lax| < € lo que prueba que la serie )~ ; a, es convergente por el criterio de

Cauchy para sucesiones.

Corolario 6.4.1 Si|a,| < b,, Vn > NoeNysilaserie) . -, b, converge, la serie y . | a, también

converge.
Demostracién La prueba es inmediata pues la serie Y . | a,, es absolutamente convergente.

Teorema 6.4.1 Si en la serie absolutamente convergente ZZO:1 U, Se denotan aq, as, as,
... los términos positivos y —b1, —ba, —bs, . .. los términos negativos, entonces cada una de las series
o0 oo o0 o0 o0
Zn:l an, Zn:l bn es convergente y Zn:l Un = Zn:l an — Zn:l b"
. . o0 .. . oo o0
Si la serie )| u, es condicionalmente convergente, cada una de las series ) >~ an y >~ by es

divergente.

.z . . (e ] o0
Demostracién Si la serie )~ | u, es absolutamente convergente, entonces para M = Y "~ | |u, | se

tiene |uqg |+ |ug|+- - -+ |un| < M,¥neN. Asi,

ar|+lag|+--+lan| < M, [br]+[bo|+- - +[bn] < M,



Vn € Ny lasseries Y - | an, > by son absolutamente convergentes i.e. son convergentes.
Supongamos ahora que tenemos p,, términos positivos y ¢,, términos negativos en los n primeros términos,
esdeciru; + -+ +up = (a1 + -+ +ap,) — (b1 +--- + by, ), si hay convergencia absoluta, se toman
limites y se tiene Y - up = D oo Qn — Yooy by

Notemos que si la serie es condicionalmente convergente significa que tenemos una infinidad de términos
positivos y una infinidad de términos negativos, es decir p,, —+ co'y ¢, — 00, cuando n — oo. Si la
serie Y | a, es convergente, entonces la serie Y-, b, es convergente pues es la suma de dos series
que convergen, pero tendrfamos que la serie Y ., u,, es absolutamente convergente lo que contarice la
hipétesis de convergencia condicional.

En conclusién, ambas series deben ser divergentes.

6.4.1 Reordenamiento de términos

Si consideramos dos series Y~ u, y Y., v, convergentes y si sumamos los términos generales el

resultado de esta nueva serie serd, la suma de las series originales, es decir que si definimos w,, = u,,+v,
. (o] oo

setiene Y " wy =Y " Up + Zn 1 Un. Sin embargo hay casos en que la serie Z _1 Un puede ser

convergente y si sumamos los términos en diferente orden el resultado es distinto al valor original de la

serie e inclusive puede ser infinito.

Ejemplo Reordenandolaseriedeln2 =1 — l % + 1t (—1)"% + - -+, de modo que se sumen
dos términos positivos y uno negativo se tiene:

3 _ 11,11 _1,1,41

sh2=1+3-5+s+=s—3+gtqg—5+ -

= Ol

Enefecto,com01n2:1—%—|—l—%+%—%—|— —%—l—%—i—w-y%anzO—i—%—l—O—%—l—O—i—%—i—O—%—l—
0+i5—75+1g+ --.entonces 3In2 = 140+3—3+34+0+3— 3+ - =1l+3—5+5+3—5+
L1, 4 1
Rt
> 2. El préximo término que se toma es —l, la suma parcial es mayor que

Por otro lado, dado que 1 +

1+ 1 + 1 + .o+ _1

3 95 2k —1
% y se toman los préximos ko términos de modo que la suma se mayor que 4 y otro término negativo
— i Continuando con esta construccién se forman sumas parciales tales que cuando se toma el término

—ﬁ, el total sea mayor que 2n — % La serie asi formada es divergente. Sin embargo, esto no sucede

- diverge, se puede encontrar un k; € N tal que

con las series absolutamente convergentes.

Teorema 6.4.2 Si la serie >, u,, es absolutamente convergente de suma wy si y .., U, es una
. . 2, . o0 . o0
serie obtenida reordenando los términos de )~ un, entonces la serie )~ | vy es convergente de

suma igual a u.

Demostraciéon Consideremos primeramente el caso en que los términos son positivos. Asi cada suma



parcial Y __, vi < u, porloque Y ;_, vy — v < u. Similarmente, cada suma parcial Y _,_; ux < v,
porloque > _; up — u < v, es decir u = v.

En el caso de una serie absolutamente convergente se tiene por el Teorema 6.4.1 que Zzo:l Uy =
> an — Yoo by, donde D7 | a, es la serie de términos positivos y Y b, es la serie de
términos negativos. La serie reordenada > " v, = > > a'y, — > o0 by, = v, donde > 7 a'p
es una reordenaciénde Y, an y > .o, b’y es unareordenacién de Y- | by, pero por ser ambas de
términos positivos se tiene que Y ooy an = Y oo @ n Yy Yoo by =Y 00 by ylaserie Y o vy, es

convergente con suma u.

6.4.2 Multiplicacion de series

Teorema 6.4.3 Si cada una de las series S o un > v, son absolutamente convergentes a u
n=0 n=0
y v respectivamente, la serie producto y -, wy, tiene por término general w, = Y ,_ UkUn—f, €S

absolutamente convergente y > " Wp = Y o 0 > 1o UkUp—k = U-D.

Demostracién Sea U, = > otk Vo = 2o Us Wi = D o Wiy Bn = Vo — v, 0 = 307 unl,
entonces W,, = uguo+ (uov1+uivp)+- - -+ (uovn +u1vp—14- - -+unv) = uoVp4ui V-1 +uaVy—o+
s Fun Vo = uo(v+ Br) Fur(v + Buor) + -+ un(v — fo) = unv +uoBn +ui -1 + - -+ unfo.
Sea v, = upfBpn + u1fn—1 + - - - + unBo, entonces si v — 0 tenemos que W,, — wu-v, que es lo que
necesitamos probar. En efecto, dado € > 0, existe N1 € N tal que si n > Nj se tiene |5,,| < %e/a y existe
N> € N tal que si n > Ns se tiene ZZ:M lug| < %e/ maxpen | |- En particular si se toma n > 2No,
n— Ny > Nyysetiene Y,y |ux| < J€/ maxnen|Bal. Sea N = max{Ny,2N,}, entonces si
n > 2N se verifica que |V, | < |uoBn + u1Bn—1+ -+ + Un—N+18N+1| + |un—~NBN + -+ + unBo]

< Le(fuol + ua] + - + |un—n41]) /@ + Lemaxpen |Bal/ maxnen|8a] < e.

Una interrogante que tiene cabida en este tema es si las series Zzozl Up Y Zzo:l v, convergen (sin ser
absolutamente convergentes) la serie producto Y~ w,, converge y su suma w = u-v. La respuesta es
afirmativa, pero se necesitan otros elementos para resolver esta cuestion. Se dard una demostracion de

este hecho en el capitulo de Series de Potencias.

6.4.3 Otros criterios

Proposicion 6.4.2 Sean (a,,)n y (by)n dos sucesiones y sea A, = > p_, ax, entonces Yy ,_, axby =

Anbnr1 + 32y Ar(be — betr).

Demostracion En efecto, ZZ:l akbk = ZZ:l(Ak — Akfl)bk = ZZ:I Akbk — EZ:I Akflbk =
>t Arbr — Z;é Apbi1 = Apbpyr + >y Ar(be — big1), pues Ag = 0.



Teorema 6.4.4 Criterio de Dirichlet Sea >~ , a, una serie cuyas sumas parciales forman una
sucesion acotada y sea (by,),, una sucesion decreciente que converge a 0, entonces la serie ZZO:1 Gnbn

converge.

Demostracién Sabemos que existe M > 0 tal que |A,,| < M, entonces A, b,+1 — 0. Falta probar
que Y p_; Ap(by — br41) es convergente. Pero, > _; Ap(br — bipt1)| < MY (bk — brt1) =

M (by — bpy1) —> Mb; y la serie converge.

Teorema 6.4.5 Criterio de Abel Sea . ° | a, una serie convergente y sea (by,), una sucesion

- . oo
mondtona convergente, entonces la serie ) >~ a,b, converge.

Demostracién Dado que la serie >~ | a,, converge, la sucesion (A,,),, con A, = Y _7'_, aj, es conver-

gente y A, b, 41 también converge. Asi, 2221 apbr = Apbny1 + Zzzl A (b, — b11) es convergente.

Teorema 6.4.6 Criterio de condensacion de Cauchy Sea (a,,),, una sucesion positiva y decreciente,

entonces la serie convergente sii la serie ), 2™ agn converge.

Demostracién Sea S, = > ,_, ax, entonces (S, ), converge sii (Sy,), es acotada, pues a, > 0,
Vn € N. Ademds (.S, ), 1 converge sii (San ), T converge.

Definamos K, = >, _, 2% a4 Notemos que:

So = a1 +az < 2a1 = a1 + Ko

Si=a1+as+as+as <ay+la; +2a =a; + K3

Ss=a1+as+az3+---+ag <ay+ lay +2as +4as = a1 + Ko

Son =a1+as+---Fam <ai +lag +2as+ -+ 2" tagn-1 = a1 + Kp_1,

por lo tanto si (K, )y, es acotado (es decir converge), (S2» ), convergey (S, ), converge. Inversamente,
Ko=a1 <

K1 = a1 + 2a2 <2(a1 + az) = 255

Ko = a1 + 2a2 + 4a4 < a1 4 2a2 + 2a3 + 2a4 < 2(a1 + a2 + a3 + a4) = 25y

Kg:a1+2a2+4a4+8a8§2(a1+a2—|—a3—|—--~+a8)§258

Kgn :a1—|—2a2—|—4a4—|—~-~—|—2"a2n §2(a1—|—a2+a3+a4—|—---—|—a2n) :2S2n
Una férmula de gran utilidad en la préctica, es la férmula de Stirling para la funcién I'(x), que estd dada

por:



1
T(z+1)=2"T2e %21 1+L+ 1 139 +...
( ) ( 12z 28822 51840z )

En el caso que z + 1 = n € N se tiene n! = I'(n + 1). En la mayoria de los casos es suficiente usar al
. . 1 . . . .
aproximacién n! ~ n™"2e~"/27, pero en problemas mds delicados aproximaciones de mayor orden

se requieren.

6.5 Series alternadas

Vamos a estudiar un caso particular de series, donde se puede analizar directamente la convergencia, sin

pasar por la convergencia absoluta.

Definicion 6.5.1 Se dice que la serie Zzozl an, es alternada si a,, = (—1)""1u,, donde (uy,), es una

sucesion de términos positivos.

Teorema 6.5.1 Teorema de Leibniz Si la sucesion (an)n 4 y silim, o0 an, = 0, la serie alternada
Yoo (=) ta, converge. Si S =Y o0 (=1)"ta, y Sn = > p_ (=1)*"tay, se tienen las de-

n=1 n=1

sigualdades 0 < (—1)"(S — Sp) < an41, Vn > 1.

Demostracion Las sumas parciales So,,10—S2, = a2pt1—02n+2>0, Sont1—S2n—1 = A2nt1—02,<0
y Son—8Son_1 = —a9,<0. Asi, So <S4 <+ <S89, <821 << S5<S53<57, por lo tanto Sp,, — S’
y Sone1 — 5", pues son sucesiones mondtonas y acotadas. Pero Sa, — Sop—1 = —ag, —> 0y
S — S/ — S//
Ahora, Sy, < Sop10 < S < Sopy1 < S2p—1 1o que implica 0 < S — S, < Sopy1 — Sop = Aopt1 y
0 <S2p+1 — 5 < San—1 — S2n = azn.
Ejemplo

a) La serie armodnica alternada 220:1 (—1)”% converge, pero no es absolutamente convergente, pues
lan| = % y la serie arménica diverge.

b) En general la serie de Riemann alternada y (—1)"% converge. Si « > 1 la serie es absolutamente

= n

convergente.

¢) Es importante destacar que los criterios de comparacion de series no se pueden extender al caso gen-
eral en que los términos no son positivos. Puede suceder que dos series tengan términos generales
equivalentes y una converja y la otra diverja. En efecto, la serie > - ; (—1)" = converge y la serie

n
> ((—1)"% + %) diverge teniéndose que (—1)”% ~ (—1)"% + %

6.6 Ejercicios

1. Calcule, en caso de convergencia, el valor de la suma de la serie. Aqui 8 > 0 es un nimero real.



0o I (_1)11 +23n—1
), 2n2_1 b)Zn:o34—n
oy, U )n d) 23;2111(1_ n_12)
oo 1
_ arctan(i)
)Zn 1( +1) ﬂanl 7’L2—|—7’L—|—1
0o _2n—1 o 1
_ h L —
&) Ln=1 (1+27)(1+2771) ) Lnn n(n+1)(n+2)
i OO_ n . OO_ 1
) 2=t G )+ 2) (0 + 3) Dot G BT A D)
K> (n+1)3™" D>, arctan(%)
n
2 n
m) S 1 (n +3n+2) S 6
) anl n TL2 +3n ) anl (3n+1 2n+1) (371 _ 2n)
oo 1 ) 2n —3n2+1
o __,arctan ————— an” —on” + 1
R n® +3n+3 P2 (n + 3)!
In(1+ —2— S S
R ) D G ) 8)
oo 1 1
> 57 tan 5
Solucién
o0 1
a _
) Zn—Q TL2 ~1
. m 1 _1m 1 1 _1 m 1 1 m 1
Se tiene que > ", 21 §Zn:2 (n—l - n—i—l) = §[Zn—2 (n—l - ﬁ) + e (ﬁ
1 —_1j{_ L 1__1 3
n—i—l)}_Z{l 2 m—l—l}—)él'
+23n 1
b) Zn 0 ()T
., . o) 1 " 23 1 1 1
La expresion se escribe _ - = + — I
P Zn0< 34) Zn 02<34) 1+1/34 21_23/24
_ 81,12 163
82 293 82 °
s 1 n+1
C) Zn:l %

En este caso )~ ( 1)< 7) = Y=o ( 7> T1+1/7 8
O, m(1- L)

2
Puestoque Y o2 ,In 2 n; 1 _ S o(In(n? — 1) —Inn?) = limy, e (Zn ,(In(n?—1) —Inn?) =

o ,(In(n+1)—Inn)—=>" ,(Inn—In(n—1)) =In(m+1)—In2—Inm = In(1+ - )—ln2)
—In2.

&)Yy ﬁ



Recordemos que emx— 1_ > oo ( ‘3_1), y derivando L&~ gm =
n ! x
1 2 n oo n
1= e = E .
STIREETIRE +(n+1)!+ "= (n +1)!
oo 1
_ arctan(i)
D2 n®+n+1

Tomemos « = n + 1, 8 = n, entonces tan(arctana — arctan ) =

S arctan( 1

n—1

n24+n+1"

— e o] nr — 1
Do n+ 1) ysiz =
a—p 1 Asi

7) = limy o0 Dne, (arctan(n + 1) — arctann) = lim,,_, o arctan(m +
n? —|— n —i— 1 -

_ _r_@m_mT
1) — arctanl = 2 4 1
0o _27171
P
&2 Ty )

—on—t 1 m 1 1 __1 1) _
Se deduce que Y7, )z =lim, 00 (Zn_l (1+2n 1+2n71) = T3om 2) =
_1
5"
h) ST I S
"=Lnln+1)(n+2)
1 —lsgwe 11 2 1 1=1ljgwee 71
Escribamos la expresién y | T ) (nE2) 2 Yoy [n " +n+ 2] [Zn_l [n
1 1w 1 1 4] _14 morl 17 em 11
n—i—l} Z"*I[H—Fl n+2}:|—2hmm%oo|:zn_1[n n-l-l} Zn:l[n+1 n+2
1 1 1 |- 11_1
L= 2+m+2] 22 1
. (e’ n
i ~
) Ln= (n+1)(n+2)(n+3)
1 3
. oo n _ N\ ) 2 — 2 1
Se verificaque > 7, DTS =>"1 (n+1+n+2+ 3) lim,, 00 (2 >
1 1 3 ym 1 1 y_1.1 1 3l 1 —_1,1_1
T tne) el G maas) T2t a3 m—|—3)> ita Ty
Dot Gy B+ 4 )
Se obtiene que > o7, (EGCEE lim,— oo [Zn_l (n+ﬂ TTET T3
1
m+B8+1
:l'
B
03 (n+1)37
Se sabe que i =3 yque%zzzozo(n—l—l)x”, si |z| < 1 con lo cual tenemos
S+ )@ = | =%

) Y>> | arctan (n%)



, Se tiene

Sabemos que tan(arctan a — arctan ) = ~~— B Asf, si tomamos « =

— 1 g _1
1+ ap n—1> n+1

N e ﬁ _ 2 ) 2 1 m
tan(arctan a—arctan 5) = T TaB 2 loqueconducea .~ ; arctan(ﬁ) = limy, 00 |:Zn_2 (arctan Y
arctan %) + an:2 (arctan% — arctan n—}— 1) + arctan2 = arctanl + arctan% — arctan % —
arctan i_ 1 + arctan 2} = arctan2 + arctan% + iﬂ'.
2
m) S 1n(n +3n—|—2)
) Lnet n?+3n
Factorizando se tiene que Y - | In % = limy, 00 [Z?_l (In(n+2)—In(n+3)+In(n+
n(n
— _ m+1| _
1)—Inn) =—In(m+3)+mn3+In(m+1) = ln3+lnm+3] =In3.
oo 6"
n —
) Z"—l (3n+1 _ 2n+1) (371 _ 2n)
Reescribiendo la expresion se tiene —— 1 n?j — — = _32 + 12 =- é o
@ =23 =2 3-203)" 1-(3)"  1-(@3)"
1 o 6™ 1
——=— lo que conduce al resultado _ = —1=2.
g P G g 1-2
o 1
o _parctan ————
) Ln=o n?>+3n+3
Notemos que arctan % = arctan (n+2)—(n+1) _ arctan(n + 2) — arctan(n + 1) y
n°+3n+3 1+ (n+1)(n+2)
setiene Y arctan — L limmae Yo, arctan(n+2) —arctan(n+1) = arctan(m+
- n?+3n+3 -
_ T _T _T
2) — arctan 1 =5 - i=q
o 20 —3n%+1
R )]
Veamos que 2n®—3n?+1 = 2(n+1)(n+2)(n+3)—15n2—22n—11 = 2(n+1)(n+2)(n+3)—15(n+
co 2n*—3n?+1_ o (2 15 53 80
2)(n+3)+53(n+3)—80, porl o e =% I =
)(n ) (n ) por Oquezn,Q (n+3)! ano(n! (n+1)! (n+2)! (n+3)!)

2¢ — 15(e — 1) + 53(e — 2) — 80(e — 3) = 109 — 40e, pues >.°° % —e.
In(l+—2
r) Zn:l n( + n(n+3))
(n+1)(n+2)

o P =In(n+1)+In(n+2)—lnn—In(n+3)y

Reescribamos el término general a,, = In

asise tiene ) - In (1+ﬁ) =limm—oo | Yomey (In(n+1)+In(n+2)—Inn—In(n+3)) =
n{n
n+1|_
1n3+1nn+3 =1In3.
© 1
9 2 n(n—+1)(n +3)
Puestoque ——+ = 1 ., 1 1 1 . 1

nn+1)(n+3) 3n 2(n+1) 6(n+3) 3n 3n+1) 6(n+1) 6(n+2)

1 1 . . &
t 1 _ = = = = — = = —,
6(n+2) + 60n 1 3) se tiene que la serie ) >, n i DmT3) 3 12 1836

1



o 1 4.1
t) Zn:l on tan on

Dado que cotg x — 2cotg 2x = tanx tenemos 2% tan 2% = 2% cotg 2% — 2n1_1
lim, oo | Dome g 2% taHQLn = 2% cotg 2% — cotg 1| =1 — cotg 1, puesto que 2%
P L

om

2. Analice el comportamiento de la serie ) a, cuyo término general a,, se indica. Compruebe que se

cumplen las hipétesis de los criterios que emplee.

a) a, = (tan(a 4+ b/n))", a €]0,37[bER

) a, =In cosh1l/n
" cosl/n
€) an = &,TL >2
n+(=1)"
2
_n
g) Ap = H

i) a, = tanm/y/n

k) a, = sen(n + a/n)m

m) a, = 1—|—'n2
n:
o)an:m,xeR
R BN}
3
S”“:(nin!

u) a, =sen(a+b/n)

_ 142044

W) dn (n+2)!

ya, = (1+1/n?)" -1

N — (1 Rt 2)
a)a, =(-1) lan—n—i-l

Nap,=vVn2+n+1—vVn2—n+1

z(z+1)---(x+n+1)

nn

eH)a, =
g) a, = (Incos1/n)(Insen1/n)

Solucién

a) a, = (tan(a+b/n))", a €0, 3w bER

o 22
h)a"_5—il-n
Dan =2

D an = 1—?@"

n) a, = %senw/\/ﬁ

p) A, = e_("2+1)/("+1)

nan, =In(1+ 1)

n?
t) a, = M
(n+2)3
V)t = Inn!
n!
xX)an = (1+ %)HH/" -

7) an = (nsenl/n)"2 e S
b") a,, = senmv/n? +1

d/) P cosnm
v+ (=1)"
f') a,, = In(tanhn)

W) a, = (cos1/n)"", a>0




Es claro que ¥/a,, = tan(a + b/n) — tana.
Sitana < 1, es decir a €0, % 7 [, la serie es convergente.

Sitana > 1, es decir a € | % , %ﬂ' [, la serie es divergente.
Si tana = 1, debe hacerse un estudio directo. Asi, nlntan(f 7 + b/n) = nln % =
—tanb/n

n(In(1 + tan(b/n)) — In(1 — tan(b/n))) = n(b/n + b/n + o(b/n)) = 2b+ o(1) y an ~ €2’y
la serie no converge.

b ag,=(1— )", >0
Tomemos In ¥a,, = nf~ n(1 — %) ~ —nf~2, Asf cuando 8 > 2, Ya, — 0y la serie converge,
por el criterio de la raiz. Si 3 < 2, ¥/a,, — €” = 1y el criterio no permite concluir la convergencia o
divergencia de la serie.
Sige[0,1],a, = e’ n(-5%) L e 4 y la serie claramente diverge.
Si g =1,a, — 1/ey laserie diverge, lo que permite concluir la divergencia de la serie para S€[0,1].

. 5 1 a1 -1 51 .
Sil<f <2 a,=e" "0=%) ~ e peron?e™ =e ™ T2 __ 0, porlo que existe NEN

. L p-1 . p-1 .
tal que si n > N implica n2e™" <l,esdeciry - ye ™ <Y % y la serie converge.
n

8
Finalmente, la serie >~ ; (1 — %)n converge si 3 > 1.

cosh1l/n
¢)a, =1In cos1im
cos1/n cosh £ 1+ % + 0(%)
Usando la regla de Riemann tenemos que n2a,, = n?In 1” =n%In 271"‘ ”1 =
oS 7> 1— =5 +to(=3)
1 1 1 1, 1 LA
2 _ 2 2 _
n?In ((1—1—%)(1—}—%)4—0(”—2)) =n”In (1—}—”—2—1—0(?)) =n (F+0(n—2)) =1+40(1) —1

y como o = 2 > 1, la serie converge.
da, = (~1)" /)y

Por el teorema de las series alternadas la serie converge, pues u,, = 1/4/n es decreciente.
(=" n>2

Observemos que a, ~ (—1)"/n y sin embargo no se puede concluir la convergencia de la serie

e)a, =

Yo 5 an, pues este resultado sélo es vélido para series de términos positivos. Consideremos pre-
. . . . -nH" 1" .

cisamente la diferencia, es decir u,, = ( )1 — = ( n) == 1 o Esta serie es de

n+(=1) n?(1— (=1)"%)

términos positivos y es equivalente a 711_2 y por lo tanto converge. Ahora, la serie 2212 U, converge, lo

mismo que la serie Y, (—1)"%, por lo que converge también la suma que es precisamente la serie
s (=1)"

Zn:? n -+ (_1)71 ’

n+2

an =
D nd+1



El término general a,, ~ % y la serie converge.
n

2
_n
g)an—m

n+1:(n+1)2 n!l _n+4+1
2

El criterio de d’ Alembert nos dice % — 0y la serie converge.
Un n? (n + 1)! n y &

_ 1
h) an = 54+n
El término general a,, ~ % y la serie diverge.
i) a, =tann/y/n
El término general a,, ~ -7 y la serie diverge.
Vn

i —
])an_ 2n

El criterio de d’ Alembert establece que ug:l = (n: ) 272;1 = %

n+1 :
-— — 5y la serie converge.

N |—

k) an, = sen(n + a/n)m
Usando la férmula de de 1a suma de dngulos para el seno tenemos a,, = cos(nm) sen(am/n) = (—1)" sen(aw/n)

y la serie es alternada paran > 2a. La serie >~ | sen(n + a/n)m converge.

Da, = _n
) an Tt
Si |a| < 1, el término general de la serie a,, —/~ 0y la serie diverge.
Si |a| > 1, el término general de la serie a, ~ % = u,. Ahora, la serie de término general u,, es
a

absolutamente convergente lo que comprueba la convergencia de la serie > -, a,,. En efecto, por el
n,

criterio de laraiz ¥/|u,| = |_\/|ﬁ — L| <1.
a

la
2
m) i 14+n
n!
2 2
Usando el criterio de d’ Alembert ag“ ~ (n—|—21) nl __ (n+1)°_1 — 0. La serie converge.
n n (n+1)! n? n+l

n) a, = % senw/\/n

El término general de la serie a,, ~ 7/n%/? y la serie converge.

1
0)ap, =—-"-—"—,2€R
)a a+1/a" v

Si |z| < 1, el término general de la serie a,, ~ z™, pues 2™ — 0. Dado que la serie geométrica converge,

: 1
la serie Zfzozl m

Si x| > 1, la conlusién es la misma pues x y

converge.
1

2 Juegan papeles simétricos.
Si|z| =1, a, = % y diverge pues a,, -~ 0.

D) ay = e~ HD/ (1)

Se tiene que a, ~ e~ ", pero la serie es geométrica de razén e~! < 1y converge, implicando la conver-



gencia de la serie Y200 e~ (" +1)/(n+1)
_ n

1-23---(2n—1)
El criterio de d’ Alembert establece que el cociente:

r)an:ln(l—l- 1)

q) an

— 0. La serie converge.

2
n
. 1 .
El término general a,, ~ 3 y converge la serie.
3
n
S) Gn, =
) an = T
3
Aplicando el criterio de d’ Alembert, Gntl — (n+1)° 1 — 0. La serie converge.
an n3 n + 2
t) a, = M
(n+2)3
nn+1) 1 _ .. . oo n(n+1)
Notemos que a,, = ———= ~ = y diverge la serie .
d (nt2) nYEE 2n= (n+2)?

u) a, =sen"(a+b/n)
Usando el criterio de la raiz en la serie de término general |a,|, tenemos ¥/|a,| = |sen(a + b/n)| —

| sen a|. La serie converge absolutamente si a # (2k + 1)7/2, o sea si [senal < 1.

Sia=(2k+ 1)7/2, a,, = £ cos(b/n) -~ 0y la serie diverge.

V) ay, = Inn!
n!
Notemos que a,, = ln_?' < ”1#, pero esta ultima serie es convergente debido al criterio de d’ Alembert.
n. n.
En efecto, (ntDn+1) pl _ (+Dhr+D 1
nlnn (n+1)! nlnn n+1
_ U424 4l
W) an (n+2)!
4920+ ... — 1)
Observemos que a,, = U2 t---+nl ol A2+ 4 (n—1)
(n +2)! (n+2)! (n+2)!
< + = + <S4+ S5=%yla
(n+1)(n+2) (n+2)! m+1)(n+2) nn+1)(n+2) ~n? n2 n? Y
serie converge.
ntL
X)an: (1+%) t — €
Consideremos a, = (1 + %)”H/" Lo — elntbhm(+d) _ o _ (R Gogmtelr) | _

1— L +o(—1) 1 1 e . .
on n) _— - = =) ~ = A
e e=c¢e(l T o(7)) 5., La serie diverge.

1 \n
Y)an:(1+n_2) -1

nln(lJr;lQ—) 1= en(;ngro(F

Podemos escribir a,, = e N _ 1=entol®) — 1~ % y la serie diverge.

7) ap = (nsenl/n)"2 B



: sz 1\n? -1 nzln(nscnl) -1
Consideremos la expresion a,, = (nsen ﬁ) —e 6 =e n)—e 6 =
11 1 1 1 1 1
¢ G gt o) o 0o gr g to) o _ o—f (1 —L_ 4 o(L))—
. 180n2 n?
_1 e 6 .
e 6 ~— . La serie converge.
180n?
2)
a)a, =(—-1)"In n(n +
Yan=(=1) n?—n+1
n(n+2)

Recordemos que In = In(1 + 2) —In(1 — L 1 ) = %—F % -5 +0(%) ~3
n

—_— = =+ = ,

TL2 —n+ 1 n n n2 2712 n

entonces a,, ~ (—1)"% = b,. La serie de término general b,, es convergente. Es necesario estudiar la

nn+2) 3| _ 5
9

n—n+1 7 2n?

. o0 .
tamente convergente. De esta manera la serie ) ", a, es convergente, pues es la suma de dos series

serie de término general u,, = a, — b, = (=1)"|In la cual es absolu-

convergentes, una condicionalmente convergente y la otra absolutamente convergente.

b) a, =senmvn? + 1

Sabemos que sen m(vn? + 1—n) = (—1)" senmv/n? + 1, entonces el término general a,, = sen mv/n? + 1

(=1)"senn(vn2 + 1 —mn). Ademds, 7(v/n2 +1—n) = w# es claramente decreciente lo
n“+1+n
que implica la convergencia alternada de la serie >~ , senmv/n? + 1.

Nap,=vVn2+n+1—vn2—n+1

Vemos que a,, =vn2+n+1—vn2—n+1= 2n ~ 1y la serie no converge.
V2 +n+1+vVn2 —n+1
d/) ay = Ccosnm
v+ (—=1)"
Sabemos que el término general a,, = (G G ) by, entonces a,,—b, = (—1)" 1
vt (=0T Vn Vit (=1)"
1 1

~ —q. Laserie > n—1 Gn es divergente pues, es la suma de una serie alter-

Vil n+(-)"a

nada que converge y una serie divergente.
z(z+1)---(x+n—1)

nn

e/) Qn =

Aplicando el criterio de d’ Alembert, GZ‘H _ e+l (ztn) n™ - =
n z(x+1)---(x+n—-1) (n+1)"F
T+n 1 1

= = < 1y laserie converge.
n+1 (1+1/n) €

f') a, = In(tanhn)

-2
Es claro que a,, = In(tanhn) = In % =In(l—e™2)—In(1+e2") = —2e 2" 4 o(e™2") ~
e
—2e2", La serie de término general —2e~2" es convergente pues, es una serie geométrica de razén

e 2 < 1.

g) a, = (Incos1/n)(Insen1/n)

Un desarrollo de orden 2 establece cos% =1- ﬁ + o(n—12) y sen% = % + o(n%), por lo que



1 1 1 Inn . P Inn
ap = (Incos=)(Insen =) ~ ( — —)( — Inn) = == y la serie de término general == es conver-
gente.
W) a, = (cos1/n)"", a>0
Usando el logaritmo se tiene In a,, = n®In(1— # +0(nl—2)) ~ — 1 n®=?ylaserie diverge para o < 2,
1, a— n 1, a— 1, a—
puesa, — 1. Ademds, a,, ~ e 2" 2, usando el criterio de laraiz nos queda \/ e 2" R

. . . n — lna72 — l .,
concluimos la convergenciaparacx > 3. Sia =3, \/e 2 — e 2 < 1y también converge.
y g p y g

n a— . . , . . .
Si2z<a<3, e 2" —1 y el criterio de la raiz no aporta luz al problema. Si se emplea el criterio

2

. 1l a— 1, a—
de Riemann observamos que n2e~ 2" = 273"

2
— 0y la serie converge también para o > 2.

En resumen hay convergencia de la serie > oo ; (cos 1/n)"", para a > 2.

3. Analice el comportamiento de la serie ), a, cuyo término general a,, se indica. Compruebe que se
cumplen las hipétesis de los criterios que emplee. La letra a indica una constante real positiva. Las letras

a 'y B indican constantes real arbitrarias.

1
a) ap = —— b)a, = ————
) Inn ) (hln)lnn
1 1
C)anp = ———— da,=————
) (Inn)ininn ) n(Inn)?
1 1
€)a, = Ay = ——————
) n (Inn) (Inlnn)8 b (Inlnn)mn
Qa,=+vn+1—n ha,=+vn+1-— ¥n
Da,=vVn3+1—vn2+1 Dan=VYn+1- Yn

K a, = (Vn+1—yn)v" Dan=(¥a-1)
m)an:({l/&—l—%) n)anzi”n_'—n_\/ﬁ

ﬁ) ap = a\/ﬁ 0) Gy, = alnn
P an = aminn D an = (Y- 1)°
Dan,=({Yn-1)" s)an:(l—lnTn)
t)a, =n-1"1/n u) a, = n—[f
n!
V) a, = n!l W) a, = n+yn
nooopn " n?—n
12
X) 4y = (n!)
(2n)!
Solucién
a)a, = 1

Inn



1 1

Dado que a,, = n > o, paran > 2, la serie diverge.
1
b)a, = ————
(ln n)lnn
_ 1 _ 1 _ 1 _ 1 1 e?
Se sabe que a,, = (lnn)nn T elnnin(inn) (e]nn)ln(lnn) ~ pin(inn) < ngyparan > [[e ]] +1y
la serie converge.
1
Q)a, = —————
(ln n)ln Inn
Usando el criterio de condensacion de Cauchy, se tiene:
2Magn = 2 W =2 D) o 2)1n(n DR El criterio de la raiz no dice que V/2"agn =
1 1 . I~ .
~ 2 ~ 2 — 2y la serie ~ . 2™aqn diverge,
TL% In(nln2) (ln 2)% In(nln2) n%(ln n+In(ln 2)) n% Inn y Zn_l 2 g

lo mismo que Y7 | ap.

1
d)a, = ———
n (Inn)?
Usando el criterio de la integral, / —dr _ _ / du converge sii 5 > 1.
e x(lnz)? 1 uf
e) ap = 1
n (Inn) (Inlnn)8
Usando el criterio de la integral, / _ 1 _dr _ / du converge sii § > 1.
g ee (Inlnz)? zlnz 1 U gesii f
1
Dap=—"7—
(Inlnn)mn
Usando el criterio de condensacion de Cauchy, se tiene:
2"agn = 2" = 2" El criterio de la raiz nos dice que /2"agn =

(In(nIn2))"n2 (Inn + Inln2)*n2°
2

= 0ylaserie Y.~ 2"agn converge, al igual que la serie >~ | an.
(Inn + In(In2))

Qap,=vn+1l-yn

Al considerar a,, = v/n+1—+/n= 1

1
Vitl4+yn  2yn

se obtiene la divergencia de la serie, pues

1

n
hya,=n+1-Yn

Desarrolando la expresion a,, = vn+1— ¢/n = /n(l + B o(¥/n)) ~ Ly la serie

1
< —— paran > 1.
=/mP

3n 3n2/3
S (Vn+1— ¢/n) diverge.
Da, =vVn3+1—+vn2+1
s _ 33 _ 3 _ 1 4_ 1 dyo_ 1
Desarrolando la expresién a,, = v/n® + 1 —v/n2 + 1 = n(1+ ™ o2 + 0(n3 ) o Y la

serie Yo7 1 (Vn® +1— v/n? + 1) diverge.
Dan=Vn+1-Yn



Se constata que a, = ¥Vn+1— ¥Yn = \/_(\/14———1) = \/_(1+ll—1+0(7%)) =

1 1 1 o .
i + O(n2_1/") N e Asflaserie Y >" | (¥/n+1— %/n) es convergente.

K a, = (Va1 -/n)V"

1 ~
(Vari+vn)'" v

Es claro que a,, =

converge.

l)un:(%_l)

Sia =1, u, =0y laserie converge. Sia #1,a>0setieneu, = Ya—1=14= lna—i—o(%)—l ~
1 o
7 Inay la serie diverge.
m) uy = (%—1—%)
Desarrolando el término general se tiene u,, = Ya— —% =1+ % Ina+ % In? a—i—o(%) -1 —% ~
) n n
hlaT_l + h;l_2a' La serie converge sii a = e.

n) a, = 7\/”"'71_\/5

vntl—yn _ 1 <1
n n(vn+1+/n) ~ 2032

converge.

Se observa que a,, =

s, (Yo

n=1

y la serie que nos ocupa:

i) u, = avm™

. X . l 2n/2
El término 2" usn=2"a 27 , entonces el criterio de la raiz establece /2"us» =2am® — 0, cuando

0 < a < 1, es decir la serie converge.
Sia =1, u, = 1y laserie diverge. Si a > 1, u,, — 00 y la serie también diverge.

0) U, = a™"

Inn

Se sabe que la serie de término general u,, = a™"™ converge sii la serie de término general 2" usn =

2mq" "2 = (2a'2)" converge. En este caso tenemos una serie geométrica y converge si 2a"? < 1, es
decirsi0 < a < %.
Sia > %, Uy > % y la serie diverge.

p) U = aln Inn
=
Por el criterio de condensacién de Cauchy, 2" ugn = ongnn+tin(n2) y el criterio de la raiz, V/2"ugn =

1 .
2an Innt+5In(In2) 9 [.a serie Z anlnn diverge.

q)an:(%_l)

Tomando en cuenta que a,, = (¥/n —1)# = (e% lnn _1)8 = (% Inn + 0(% Inn))? ~ L 1wln,la



o0
serie converge si 5 > 1 por el crtiterio de la integral, ya que la integral / In ﬂx dx converge sii 8 > 1.

1z
Na,=(Yn—-1)"
El criterio de la raiz establece que ¥/a, = ¥n —1 = % Inn + o(% lnn) ~ % Inn — 0y la serie
S0 (¥/n —1)™ converge.
$)a, = (1—10n)"

n

Con el criterio de la raiz tenemos que Ya,, = 1— lnTn — 1 y no aporta luz al problema. Asi, mejor de-

Inn _(lnn_1In%n In?n 11n2n n?n
sarrollamos el término general a,, = enn (177) —e "( n 77“(7)) —Innt35 Ett+o(FRH)

1

ﬁ'

=e
La serie diverge.

t) ay =n-t-1/n

Analizando el término general a,, = e~ -l e Inn = % y la serie diverge.
u) a, = "—ﬁ
n!
El criterio de d’ Alembert nos conduce a <241 — (nt 1) _nl =1 (1+ l)B — 0y se tiene
que la serie converge.
!
V) @, = ;Z—n

. . .1 1 . L.
Aplicando la férmula de Stirling, a saber n! ~ n""2e~"1/27 se tiene que el término general a,, ~
1
n+s5,—n 1
% V2T _ Vne "2 < % a partir de algiin N € N, pues n*T2e~"v/27 — 0, cuando
n n

n — oo. La serie converge.

W) ap, = n++/n
2_,, ]
1+ —=
Desarrollando el término general se tiene: a,, = ni\/lﬁ ~ % y laserie Y (M) diverge.
- -n
1\2
X) 4y = (n!)

(2n)! ) )
(nn+?e7n 271') _ n2n+1e72n\/% _ \/_

T T ZZT y claramente la serie
(2n)*"T2e 2027 (2n)¥F2e2m 2

Usando Stirling se tiene a,, ~

1\2
S E;"))' converge.

4. Analice el comportamiento de la serie ) a, cuyo término general a,, se indica. Compruebe que se
cumplen las hipdtesis de los criterios que emplee. La letra a indica una constante real positiva. Las letras

a 'y B indican constantes reales arbitrarias.

2" n! 31 pl
a) a, = n’? b) a, = —nf’
nnl n+ 1)"
c)a, = —anf] d)a, = ( nn+l)



e)an = (‘U"W

2 ap, = (Inn)™"
i) ap, = (Inn)e v»

k) a, = a® nP

m) a, = (~1)» 2
n
fi) an, = tan(1/n) —sen(1/n)
_ 1
P)an = n® —nf

1) a, =(—1)" (1 —cos(1/n))

24 (2n)
57---(2n+ 3)

t) Qn =

X)a, =n? (Vn+1-2yn++vn-1)

z) a,, = arctan(n + a) — arctan(n)

b)a, =lnn+aln(n+1)+ Bln(n + 2)

&) a, = cosn
L, = ——C0STL
\V/n+cosn
Solucién
_ 2"n!
wa, =21

El criterio de d’ Alembert conduce a:

Ont1 _ Q"H(n—i— 1)' n" _
Qp, 27n!l (n+ 1)n+1
verge.
b) a, = 31!
n

El criterio de d’ Alembert establece:

3

Ap 41 _ 3”*1(71—1- 1)' nm _
(7% 3np! (7’L+ 1)n+1
diverge.
C) Up = ang!
n

El criterio de d’ Alembert se aplica aqui:

Unp+1 a™tt (TL+ 1)' nm"

e

Un a"n! (n+1)"+t

a -, N0
— & ylaserie 33 7,

) a, = (~1)n

nn-l—l
h) a, =27/
. 34 nP
B an = 3"+ Inn

1) a,, = arccos(l —1/n)

n) a, = e~ Vn
o) a, — sen(nl/n)

_nB
qQa, =nle "

24...(2n)
N = en 1)

C(13--2n-1))
u)an_< 2:4---(2n) >
W) a, = ser;lnﬁ

y) an = [nsen(1/n) "

a)anzl (n!)

N, —_ (="
D=y oy
/ _ __senn
¢)an = Vn+ cosn

2" n!

< 1y claramente la serie >~ o0

> 1y evidentemente la serie )~ ;

an!
nn

o~  3"n!

converge, sia < ey



1
n,n+s,—n
. . . 2 v . o
divergesia > e. Sia = e, up, ~ enn—i% = +/2mn y la serie también diverge.

_ ("
Dan =5
Puesto que a,, = % (1 + %)n ~ %e, la serie diverge.
e)a, = (—1 n__n"
o = (1
Basta con verificar que u,, = # J 0, para probar la convergencia de la serie alternada. En
n n
n+2  n+1 n 4+ 2\nt2 n+1y\» 2n+2 n n+2
n+ n
(’I’L + ;)n+2 nl e Y Up = —1 1 — %0 =0.
(n+2) (n+1) (14 :)"(n+1)
nn+1)"
f) Qn = (_1) ( nn+1)
En este problema basta también con verificar que u,, = @ J 0, para probar la convergencia
n’ﬂ
de la serie alternada. En efecto, (n —i—12)n <(n+1?2 = 1< (n—i— 1) < (=) =
(n+2)"  (n41)" (1+5)"
< Up = —— — e0=0.
(n + 1)n+2 nn-l—l n
g ap, = (Inn)™"
Se constata que a,, = 0 1 B < 2%, paran > 9y laserie > -, (Inn)~™ converge, pues es minorada
nn

por la serie geométrica de razén %
h) a, =2-1/"

—1/n

Notemos que a,, = 2 — 1, por lo que la serie diverge.

i)a, = (Inn)e V"

Inn - n 1

3
Es claro que a,, = a partir de algin N € N, pues el cociente — — 0, cuando

e\/ﬁ - e\/ﬁ - ’]’L2 ’ e\/ﬁ
n — oo. Asi, laserie Y | Inn converge.
=1 ovn
N - 3" 4nf
1 an 3" +1Inn
n 1 1yn,B
El término general de la serie a,, = 3n +nf = a (13 L 1, por lo que la serie es divergente.
3"+1Inn 1+ (3" nn

K) u, = a"n”’

1

anyr _ a"t(n+1)° 1
a - n

n a™ nﬁ
converge si 0 < a < 1y divergesia > 1.

El criterio de d’ Alembert establece: )ﬂ — a, por lo tanto la serie

:a(l—i—

En el caso en que a = 1, u,, = n” y la serie converge si 3 < —1.

1) a,, = arccos(1 — 1/n)



ca X ) = arcco: — I ), entonces /I = 1 = 1 _Z 3 = L L +l +
3 f( ) S(l ), ! f( ) 2r — x2 \/_Jr(1 2) ’ \/5(\/5 4\/_
( 1 2)) / \/_ \/— (tl 2))d \/5( \/_ o2 ( 3 2)) Asi, el

término general de la serie estd dado por a,, = arccos(1—1/n) =

y la serie diverge.

m) a, = (—1)n—(h;g)a

(e
Si 8 > 0, se tiene que (Inn) — 0 en forma decreciente Vo y la serie alternada converge.

B
n
Sif =0, (lnn)*] 0,sia< 0y la serie alternada también converge.
Si <0, % — 00, Va € Ry la serie diverge.
n
n) a, = e~ Vn
Dado que el término general de la serie a,, = % < n%, a partir de algin N, la serie Y | %
2 € 2 €
converge, pues —*— — ( y existe N € N tal que si n > N se tiene 2~ < 1.
evn evn
fi) a, = tan(1/n) —sen(1/n)
El término general a,, =tan %—sen % = % I 3;3 ;L I 6713 IO(n%) ~ ﬁ ylaserie .7 (tan% - sen %)
converge.
_ sen(1/n)
0) a, = XN
Es claro que a,, = % ~ % y la serie converge.
n
1
) Ap = ————
P n® —nb
. 1 1 . .
Sia<f,a, = ———— ~ —— y la serie converge sii 5 > 1.
Sia>p,a, = 1 . % y la serie converge sii a > 1.
n*(1 — nﬁ’o‘)
Si a = 3, el término general de la serie se indefine.
qQ) an = n! e’
.. s . Ap 41 7(n+1)5+n5 P (l—l)ﬂ-i—nﬁ
El criterio de d’Alembert dice "= = (n + l)e = (n+1)e n = (n+

_3nB-1 1 _
1)e on +0(n1’ﬁ) ~ (n+1)e """ —0,sii 3> 1, puessi B < 1 el cociente tiende a co. Final-

n!
e’
Otra manera mds sencilla de resolverlo es usando el criterio de la raiz y Stirling ya que, a, =

mente, la serie Y~ converge si y s6lo si § > 1.

—1 —1
B N ﬂe_nﬂ

c — 0,sii B> 1.

(Qﬂ_)%nl-i-%e—l—n
1 a, =(—1)" (1 —cos(1/n))

La serie converge absolutamente pues, |a,,| = 1 — cos % = —% + 0(%) ~ —%, es decir la serie
2n n 2n



>o° | an converge absolutamente.

2:4---(2n)

S)ap = ——————

35---(2n+1)

L 2n 2n+1
Reacomodando el término general de la serie y usando Stirling, se tiene a,, = (2"n))® ' 3 2 21 1 =
3 V2 ~ VT y la serie que se estudia Zn 1 # diverge.

0, 2.4 (2n)

57---(2n+ 3)

Reacomodando factores en el término general y usando Stirling, se tiene que:
2
24 @] @n+2) 2 @) (nt1) 32 e In(n + 1)

an =3 (2n 1 3) - (2n + 3)! 22n+12§(n + 3y2ntle=2n=3(y 4 g)%
3e*V2m(n+1) N 3e3v2r o 3o 3Wor
B+ 2+ B+ HE B[+ DI+ e+ pt 2dad
24 (2n)

La serie Y >0 converge.

=157 (2n +3)
B
W) a, = 1.3---(2n—1)
2:4---(2n)
Reacomodando factores en el término general y usando Stirling, se tiene

B 1 1 B

| 2n+5 ., 2n+5 ,—2

Gy, = (%) ~ { 27 "o 2en ] = % La serie converge si y s6lo si 3 > 2.
(2nn|) 22n 2n+1 —2n 271, nf'gﬂ'?’e

El término general de la serie a,, = nf=3% (1- ﬁ)f% -1) = nP=3 (_n + o

nma

3
)) ~ 41”72 yla serie

N

g1 L) converge sii 8 < 1
(\/n—l \/ﬁ g 2
sennf3

W) a, = n

Consideremos el término complejo e'? = cos 3 + isen /3, entonces:
ShgcoskB+idp_ senkB =Y, _, e’ = % -
(1 —cosB)(1 —cos(n+1)B) +senfSsen(n+1)8 +

(1 — cos )% + sen? 3
jsen B(1 —cos(n+1)5) + (1 — cos ) sen(n + 1)[3.

(1 — cos B)% +sen? B3
< |senpf||1 — cos(n + 1)8| + |1 — cos B||sen(n + 1)5] < 2+ 2 = 4,

es decir la sumatoria permanece acotada y como la sucesién (%) } 0, por el criterio de Dirichlet la serie

o~ sennf
Y m—1 —y— converge.

X) an = 0P (VI T T — 2y/m + Vi —1)




—_ pBts 1 1 1 1 1y o1 i
Se sabe que a, = n" "2 (1+ TR 2+1 TR —l—o(n ) 5 Y la serie converge

4n2
sii 8 < 3.

y) an, = [nsen(1/n) ]nB
Desarrollando el término general de la serie:
an = [n(d - 6% +o(L ))]nﬁ _ M Inghtoltl)) | 0P (mgitolin)) | iR
Observemos que n?e 6n°~7 — 0'si 8> 2, lo que implica la convergencia de la serie, por la regla de
Riemann. La serie diverge para 8 < 2 pues, si § = 2, a,, — e_% #0ysif<2,a, — e =1#£0.

7) a, = arctan(n + a) — arctan(n)

Si consideramos tana, = m ~ niz y tenemos que a, ~ abrctamnib2 ~ r% y la serie
>, (arctan(n+a)—arctan(n)) converge.
1
a)a, =
) an In(n!)
Usando Stirling, a,, ~ 1 ~ 1 1

T )lnn I 1n(27r) un Y la serie >~ , —ln(n!) diverge pues,
b

por la integral

AT _ 1n(Inb) —s oo, cuando b — 0.
Inx

e

b)a, =lnn+aln(n+1)+ Sln(n + 2)

Setienequean=1nn+a1nn+aln(1+l)—i—ﬁlnn—i—ﬁln(l—i—z):(a—i—ﬁ—i—l)lnn—i—a(l—
L)+ 82 - 5+ o) = (a4 B+ Dlant (e +28)k — (a+48)(5L7) + +o( L) ylaserie
convergemysoloma—l—ﬁ—l—l_Oya+2ﬁ—0,esde01r51o¢——2y[3_1.

(="

i+ (-1

C/) Qn =

Notemos que a,, = (?/15) - % + (;31/)2 + O(n;/g )y laserie Y~ \/_(+ 1() g diverge.
&) a, = —cosn
) Vn 4+ cosn
2
El término general se puede escribir como a,, = €871 = OS] COSI 4 COS I 4

\/514'7 Vvn vn

o(l)) _ cosn _ cos’n + cos®n + o 1 ) ~ GOSN _ cos2n' La serie 2, c\o/s_n converge
n

n Jn n 372 n3/2 Jn n

por Dirichlet, pues |Y ,_, cosk| permanece acotado (ver problema w)) y ( \/_) J 0. Pero la serie
n

ol COS I diverge pues, cos?n _ 1 _ coS2n y 1y cerie de término eneral dlver e.
n=1 n 2n 2n
Finalmente podemos afirmar que la serie —COSM__ eg dijvergente.
n= 1 \/—
+ cosn

senn

Vn+cosn

e/) Qn =



2 2 2
En este caso ay = (1 _ cosn + cos™n 4 O(COS n)) — senn _ sen 2n 4 cos"nsenn 4

Vn Vn " " Voo 20 20/

) y la serie converge, pues la suma de series convergentes es convergente.

__ senn

2
0( cos"nsenn

2TL3/2

5. Sea (uy)l 0, u, > 0, entonces S = >, uy, sen k6 converge, si sen(560) # 0, 6 # 2k.

1
2
Solucién Sea 25, sen(360) = 2>, uj sen kO sen(16) = ui(cos(360) — cos(2 0)) + ua(cos(3 0) —

cos(20)) + -+ - + up(cos(252 ) — cos(25H ) = uy cos(56) — (u1 — uz) cos(20) — -+ — (up—1 —

) cos(25 ) — u,, cos(25EL §). Observemos que:

125, sen(20)] < Sp_y(up—1 — ur)| cos ZEL 0] 4wy | cos(30)] 4 un| cos 251 0] < 2uy — up + upy, =

2’(1,1.

Si§ = 2kwm, S = 0. Observemos que este resultado nos garantiza la convergencia de las series

oo, s nd y > sennf gin ser absolutamente convergentes y sin ser alternadas. Sin embargo
k=1 n k=1 Inn

la convergencia es debida a la alternancia del signo de sen nf.

6. Demostrarquel—%—i—%—%—kw:%+ﬁ+#+~-~+ﬁ+~~:ln2.

n+1l
n

!
o0 n+1.’L’n _ o] n __ 1 0o n41 v .
(anl(_l) W) 1— Yono(—2)" = 1+z° porloque > 7, (—1) n = In(1 + ), es decir
2= (-1 =1-1+4 -5+ .

Solucién Sabemos que la serie Y- | (—1) converge, entonces:

Por otro lado, f(z) = 3%, Lany f/(z) = S el = i E conlo cual f(z) = —In(1 —z),0

n=1ln x’

ea f(3) = —In(l— }) =2 =y 1

n=1 g
7. Analizar el comportamiento de las sumas parciales .S, en las siguientes series:
a)l—2+3—-4+5-- l+i-1+2-141-1+4...

O(l—3)+ (53— +(

& (V- VI) + (VE—vE) + (VI— v3) + -

)_|_... d)1-

Wl
=

_l’_
1,1
_+__
V2 V3

1 1 1 1 1
Hl+—=— =+ ==+ — .
V3 V2 VB VT V4

Solucién

a)l—-2+3-44+5---
La serie diverge pues el término general no tiende a 0. Es interesante notar que dependiendo de cémo se
sumen los términos se obtienen distintos limites. Por ejemplo si se suman S,, = (1 —2)+ (3 —4) + (5 —
6)+---+(n—1—n) — —ooysisesuman S, = 14+(—2+3)+(—4+5)+- - -+ (—n+14+n) — +oo.
l+1—-1+1—-14+3—-1+--

La serie diverge pues el término general no tiende a 0.



1 1_1 1_1

ol-3)+G-3)+GE-2)+ -
Observemos que en esta serie a; = 1 — %, ay = % — %,. ..y la serie converge, pues la suma parcial
S, =1 — —— — 1. La serie no es una serie alternada cuyo término general tiende a 0, como se

—|— 1
podria pensar. En realidad, es una serie telescpica.

A 1yl
R R Sy, el e i

La serie converge pues es una serie alternada cuyo término general tiende a 0.
e) (V2 - V1) + (V3 -V2)+ (V4 - V3) +

Observe que el término general de la serie es \/n —/n — 1 = 1 ~ 1 y diverge.

Vn+vn—1 2yn

A4 1 1 11
R S v v

La serie es una serie reordenada del ejercicio d) en la cual se suman dos términos positivos y uno negativo.

Llamemos s,, las sumas parciales de la serie d) y 5, las sumas parciales de la serie reordenada, entonces

1 1 1 1 1 1 1 1
Sn_s n = 1+—4+——+-- - e — ) -l -4+ ———)) =
. ( VARG \/471—_ Vi Vi VoLV ARV R
+ + -+ , es decir S3,, > s9,, + ——1%——, pero como s,
Vontl  V2n+3 \/4n—1 \/4n— sn st 1P ?

converge, S, — 400y S, — 400.
En efecto, si n = 3k, S;, = Ss, —> +00, pues si n — +00, k — +00.

Sin:3k+1,5’n:5'3k+#>53k—>+oo,puessin—>+oo,k—>+oo.

Vak +1

. 1 1 .
Sin=3k+2,S, =53, + + > S5, — +00, pues si n — 400, k — +oo.
S Ak y3  Vakrl  ° P
1

. 1 1 .
Sin=3k+3,S, = S3,+ + — > S3r — 400, pues sin — 400, k — +o0.
. Wik +3 \1/4k +1 V2

+ -—L >0
Vak+3  VAk+1 2k
8. Demostrar que si |z| < 1:

Observe que

2

AZ:ECOSH"'"""I'”COSTLH—F---: rcosh —ux =
1—2zcosl +x

B=xsenf+---+a"sennf +--- = x sen 6 )

1 — 2z cosf + 2
C:xcose"‘"""ﬂcTosne—l-”-:—%1n(1—2xcos9+:1:2).
D=zsenf 4.4 Lsennd o opopan —wsend

n 1 —xcosb

a) Utilizar la serie C para calcular la integral / log(1 — 2z cos § + x?)d#, cuando |z| < 1.
0
b) Probar que las series C'y D se pueden utilizar si # = 1y deducir que si 0 < 6 < 7:

cos9—|—~-~—|—cofl—n9—|—~-~——1n[2sen( 0)]ysenf + -- +w;1—n9+'-':%(ﬁ—9).

Solucién Consideremos la serie Y - (ze'?)" =37z cosnf +1iY - " sennf = ﬁ si
_ — ze
lzet’| = |z < 1.



Por otro lado,1 1 1 = l-zcosOtizsentd e 4 = oo x"cosnd =

—a:ele l—zcos@—irsend  1—2zcosf+x?
1 —xcosd m—_ x cosf — a? ~yB =% a"sennf = zsend
1—2zcosf+x 1—2xcosf+x % ngg%G—i-

Dividiendo por x la expresién A se tiene 220:1 2" tcosnf = — e integrando de

N

22 —2xcosf + 1
Daz: Y LOSTL@ —1In(a® — 2z cos 6 +1).

1
Dividiendo por x la expresion B se tiene Y ., z" ' sennf = sen 6 5 e integrando de 0
(:c — cos 9) +1
. sen 6
ax: Yy w = arctan £ =080 — arctan T=C080 | pycpan €080 — y. Asf, tany =
sentl |, sen 6 senf ° ‘
x —cosf | cosb x
sen 6 senfl _ sen 6 _ _xsenf bt — arctan —xsend
_ x—cosf cosb sen? — xcosh + cos? 6 1—$6089’y0 cnemosy = arc 8ml—gccosb’.
senf send sen2 @
T T 2 s
a) Notemos que/ —3log(1 — 2z cosf + 2?)df = x/ cos 0df + L / cos20df + - - +
0 0 2 Jo
" ™ i .1'2 g " g
e cosnfdf + --- = xsenf +7sen29 + -+ “-sennf| +--- = 0. Se concluye que
0 0 0 0

s

I(z) = / —3log(1 — 2z cosf + x?)df = 0, si |z| < 1. Se puede verificar que el resultado es valido

0
si|z| > 1.

b) La serie ) - ; CO%—TLQ es convergente, entonces f(z) = > 7 1:C”M — f(l) cuandoz — 1y

cosf+-- -—I—%—I—- +=—1In[2—2cosf]=—In[4sen? (29)]1/2 —1In[2sen(30)]si0<z <.
De la misma manera 220:1 % convergey esigual a arctan %. Recordemos que arctan
— cos
arctan 1_7“’959 + arctan €95 z , 'y dado que arctan z 4 arctan % = %ﬂ' se tiene arctan Leb‘ =
sen sen — cos
$m —arctan % + 47 —arctan(tan §), o sea 2 arctan % = 7 —0i.e. arctan % =
Lm0,

1—a?

9. Comprobar que
P q 1 —2xcosf + 22

=142xcosf+---+2x"cosnb + - - si |x| <1y deducir de este

cos(nf)

do.
1—2zxcosf + x2

2w
resultado el valor de la integral /
0

2
Solucién Sabemos que 2 cos f+- - -+a” cosnf 4 - = —LCO80 — 5 y por lo tanto, 142z cos 0+
) 1—2x2cos€+x
--—I—QCC"COSTL@—I—---:M—Fl: 1—u .
1 — 2w cosf + z? 1 —2xcosf + 22

2
Recordemos que cosz cosy = 5 [cos(z + y) + cos(z — y) ], entonces / cos nfdf =

, , ,Jo 1 — 2z cosf + z2
1 5 [/ %nd@—i—%c/ cos@cosn9d9+---+2x"_l/ cosnf cos (n — 1)0d6 +
0 0 0

1—x

27 2
2:6”/ cos nf cosnfdf + 2x"+1 / cosnb cos (n + 1)0df + - - ] =
0 0




2 2w 27 2w 2w
1 . [seran@ t [sen(n +11)9 +sen(n —1)0 } 4ol [78611;2” _11)9 +cosf }—i—
l-z 0 n+ 0 n—1 1|, n- 0 0
27 2m 2m 2T
" {senan‘ oy } 4ol {sen(2n+1)9 1 cosf ] +_.__|_] _ 2 _n
2n |, 0 2n+1 0 o R
10. Fenomeno de Gibbs
a) Demostrar que si 0 < x < 7, = 4 =senz + 3 + + o1 + ().
b) Sea f(x) la suma de la serie (), se define S, (x) = senz + % +--+ %, entonces

f(z) es discontinua en 2z = 0, aunque Sy, (z) es continua. Estudie la manera que .S,, (x) tiende hacia f(x)

cuando n — oco. Probar que S, () experimenta oscilaciones alrededor de T 4 Y que cuando n — oo, la

ordenada del primer mdximo no tiende a 4 , sino hacia M = 3 / sent 1 tendiendo la abscisa de este
0

t
méximo a 0.
Nota S, ( / S! (t)dt, con S/ (z) = %S%&?gx Se buscard el maximo de S, (z) anulando S/, ().
¢) Compruebe que M # Z
Solucién
a) Por el problema 8b), se tiene Y -, % = WT_H, oseay o SCLENT 2nf _ gy~ sengnb‘ 7 — 20,
es decir ) 07, segin@ =T D 20 - Asi tenemos > —se%no - Zf:l seg_zne =ir—30—1im+
=1 senz + 4o 20 2 4Ly laférmulaes vilida Ve, 0 < 0 < .
lg—1irx s de sonn — DT .y 1a férmula es vlida 6. 0 < 0
Sn(z)
/SQO (Z)
ud ™
7 4
[
77777777777777777777 10
o
_= _T
4 4
1 sen 2nx 7r 1 o sen 2nt
/ = = ifi = — i = = =
b) Se sabe que S}, (z) = 5 sen & (verifiquelo) y se anulaen ¢, o Asi, Sy, (¢n) 5 /0 p— dt
%/ _seni 21ndu ~ %/ SL duy S (Cn) — %/ SELU du, # %,yaque/ —Seﬂudu>% =
0 seng - 0 0 0

sen T
/0 Tdu (e M > Z)'

R d senud senud — S -1 n—l/ senu d
ecordemos que/O =>, e uw=> (-1 = )rta uy



11.

S2(<n) < S4(<n) <

e K S2n(Cn) < S2n—1(€n) <

< S3(¢n) < S1(Gr) = /OF SELY du.

Analice la naturaleza de la serie ) u, cuyo término general u,, se indica. Compruebe que se cumplen

las hipétesis de los criterios que emplee.

a) u, = (ch vInn)2
¢) u, = arcch nTH
e)Up ="n tan (%"'%)

Inn
Ine™” -1

i) u, = |sen(my/nt +1)2/3
K up, =In 2 +\/_tan 5

n?4+n n
m) u, = e V-1

g) Up =

fi) u, = n"mre=Vn
p) tp = (In(Inn))~0nn)

r) Uy = 1 -
vn+2-D"n
1

1
t) u, =In — — Insen —
) LD n

[S/[9¥]

V) Uy, = (%)% — (arctann)

X) U = tan —cos &

™
dn+1
= ek 1))

b’) u, = (1 + ne_")lJrn2 -1

2 2
L] — arcsen ]

d’) u,, = arcsen

'y u, = arctan /1 —|— = —arctany/1
h) u,, = arccos /arctann _ arcsen /arctann

(Inn)"
1) un = n!

) un =Ty %

b) u, = 1
n+(=1)"v/n
d) uy, = arcch n
nt4+n2+1
1 1
Dun =i (1+-5)

) Uy, = (cosh )
D = (1+ /)
_ 1 \—vn
n) u, = (1 + %)
nlnn
0) tn = (Inn)™
Q) un

w u, = +/In(n+1) —
1 4,7 +\/—

W) Uy = tan - —

n?—n
y)unzn% -1
a’)un:( )
21
c)un_(nsenl) n_e %
arctan 2 —1 ™
eNu, =¢€ ntl — e4
In(n+1)\"
!
n=|—-—"72] -1
g)u ( Inn )
i), = arcch (2n)n— arcch n
2
/ _.n
KD un = 2"+n

N VT g
m)un/0 1+x2x



1

/ _ [ " sen®x
n)un_/0 —1+xd:c

/ _ % dx
o)un_/o 1+ n2tan’zx
q/)un:/ x3ix2dx
) n no (=D)F
§') un = (Zk:o %) (Zk—o ( k!) ) -1
W) up, =sen(m(2—/3)"), v, =sen(m(2+/3)")

W) Uop = #, Up41 = SR S—
V24+n-—1 V24+n+1

y %SiEpENtalquen:p2
Y)un =
1L ino.

7’L2

a”")u, =senn

Solucién

a) U, = (ch vInn)=2
tn = (ch VEnm) 2 = (—e““" +2e““")

efecto, cuando n > e* tenemos 2v/Inn —In4d <Inn = —Inn < In4 — lne?vVir" — % <

Finalmente la serie diverge.
1
n+(—1)"y/n

Veamos que u,, =

b) u, =

1
n+(-Dmy/n Vi

_ n+1
¢) u,, = arcch —

La funcién arcch x = In(z + V22 — 1) si > 1, entonces arcch ;1" L (2

1y to(75))) = (1+

1

n(1ela V200 13y (el V2
In(1+=+¥X=(1+5-)2) 1(1+n+\/ﬁ

NG 2n

y la serie diverge.

1
e dx

n \/l'4+1

> dx
NP
o 1+mn2senh?z

) up, = (n Zﬁzl %)71

ﬁ/) Un =

oo 1
t/) Un = Zk:n-i—l k_z

1 n
V)u, = ——— _ k!
n = Gy 2kt
X/) u; €ER, Upy1 = %e*“"
) uy = 12
T Cos™ n
2
b//) Up = SeI;L n
4 4 >%,sin>e4. En

erlnn+2+e—2\/lnn ~ e2\/lnn

4

2vInn

e

~ L y la serie diverge.

SH
—
+
[\
S
+
[u—

S
$

d) u, = arcch n
" nt+n2+1 ——
Aplicando la férmula equivalente a arcch  tenemos que u,, = In(n+vn?2 —1) _
. nt+n?+1
In (n(l + — F))

2
2 1 1 n

~n y la serie converge.



tamﬂ—l—taml 1_|_1_|_ 1
Dadoquetan(%%—%): 4 1 711 0(1) —(1"‘%4'0(%))(14'%"'0(%)):
1 —tan T tan ——+0( )
4 n n
1+ % + 0(%), por lo que u, = ot (F48) = o (1 do(R))mn _ omtn-Zgmao(lz)

leizl%J”’(lTn) ~ % y la serie diverge.
(

Sabemos que u,, ~ —— 1

\/—7

n y diverge la serie.

__Inn
8)un = Ine™ —1
Es claro que u,, = —B7 m ™y hay divergencia.

Ine™ -1
h) u, = (%—l—ln—nﬁl)

Como u,, = (% +In(1- %)) = % — % - # + 0(#) _% y converge la serie.
i) u, = [sen (mv/n* +1)|2/3

Se verifica que 7v/nt + 1 = n?w 1—|— - = 1+ L +o(= 1 <)) = nPr+ 15 —l—o(%). Asi
\ n* n n

2 2
se establece sen (ﬂ'\/n4 + 1) = sen( COS (2— + 0( 1 )) + cos ( )sen (2L2 + 0(%)) =
n n
2/3 2/3
+sen (# + O(n_lz)) ~ :I:#, lo que conduce a |sen (mv/n? +1)[>/3 = # = 227;3 73 Y la

serie converge.

_pB/2

1) Up = (cosh%)
Notemos que In (cosh l),ns/z =-n°/21n (cosh %) =—n"?In(1+ 2% + 0(2%)) ~ —n5/22%
n n n

_ \/—

—n®/2 _Vn 1 . . .
= —-— porlo que (cosh ) ~ e 2 < — vy hay convergencia de la serie. En efecto, existe ng
n

tal que si n > ng se tiene \/n >41lnn — —4 < —Inn?
k) u, = lnn +vn

tan ==
n?>+n n2
L+ 31/2 1 1 1 1 1 1
Consideremos 11114_7"l =In((1+ 3—/2)(1 - =+ o(ﬁ)) =In(l- =+ NETE) + 0(n3/2)) =
1 1 1 n? + n’+n 1 ,
—= 4o tan — ~ —, entonces u,, = In tan — ~ ——= vy la serie converge.
( )y n? n?’ n?>+n n2 ns3 Y &
Du, =(14n)™"
_ —n 1 1 1 . . .
Puesto que u, = (1 + /n) I y I < —5sin > 4 se tiene la convergencia de la serie.
n n
1
Observe que sin >4, n>2 = n2" >n?

m) u, = e~ V-1



1

—/n2_— — .
Notemos que u,, = e V* 1~ e " < y la serie converge.

n?
1 =V
nu, =1+ +=
Y= (14 2)
vt (14— _yn
Es claro que u,, = € ( %) ~e Vn o= Vo n% Recordemos que %\/E> Inz ya que la

derivada —L_ — 1 = Y2 =4 G216y LyT6= 2> In2.
4x T 4x

fi) u, = n""e" VP

1
w0, = eV — T o(nn)? i o Inn® % En efecto,n > 1 <= (Inn + 1)? <
n

1++vn < (Inn)? — /n< —2Inn < (Inn)? — \/n < —Inn?. La serie converge.

Inn
n
0) Up =
) tn (Inn)"
Observemos que NQ(nln; = e2lnn-nhn(nn)+(nn)* — e(nnt)*-nlnlnn)-1 __, 0 pyes (Inn +
Inn)" ’
1
1)?2 —nln(lnn) — —oo. Asi, existe ng € N tal que n> (ln m;n < 1sin > ngy laserie converge.
nn

p) tp, = (In(Inn))~ndnn)

Dado que n(In(lnn))~nn) = g=In(nn)ndn(nnm)+nn . 1 oo existe ng € N tal que si n > ny,

n(In(lnn))~ ™0 > 1 0 sea u,, > % y la serie diverge.
3
Q Uy = n
v+ 2D
3 3 3 Y
En general u,, = 0 Uy = , por lo tanto u,, ~ —2 y la serie diverge.
& NTER va+1P N &
I') Up = 1 oy
\/ﬁ + 2(_1) n

Se sabe que u,, = y diverge.

V420" T /n42n
S) Uy = e%_\/ﬁ

1
2 1/3_,1/2 _ tennf\/ﬁ(lfm)

Usemos la expresion n?u,, = e2mn+n — 0, entonces Ing € N tal que

sin > ng, n?u, <1loseau, < % y la serie converge.
n

t) Uy, = In -1 — Insen -
n n
_ 1 1 1 1 _ 1 1 1 1yy —
Usando Up = ln% — ln (ﬁ — 3!n3/2 —+ O(W)) = lnﬁ — ln%(l — % —+ O(ﬁ)) =
—In(1- & + 0(%)) ~ % y la serie diverge.

W u, = /In(n+1)—Vinn
1\\ 2
Se tiene que u,, = VInn <1+M> —1| =vVhn|(1+ 1 + o L ) =1 ~

Inn 2nlnn nlnn



y la serie diverge.

1
2nv/Inn

Otra forma de determinar la divergencia es ver que la serie es telescépica y Z]kvzl( In(n+1) —
Vinn) = /In(N 4+ 1) — 4.

V) Uy = (%)% — (arctann)%

alw

Sabemos que arctann + arctan% = % entonces u, = (%) — (%)% (1 - %arctan%)% =
3 3 3 3
()5 - (5)°(1- 2% +0o(1)° = (1) - ()31 - 5% +0(1) ~ (£)° 55 v aserie
diverge.
W)un:tan% In 2 +\/_

TL—TL

2
Se tiene -V _ 140~ /2:(1+n_3/2)(1+%+i+0(%))=1+l—|— 1 + o 1 )
n n

n®—n _ l n? 32 3/2
1 1 1 1 1 1 1 :
tand (1414 Loy -1_1__1 ~ 1 .
y tan 7 — In ( 3/2 o(n3/2)) N o(n3/2) 5z ¥ la serie converge
x)un—tan4 1 —cosﬁ
Notemos que 4n7T_7_1 = 4(1_:_TL) = %(1 - ﬁ +0(%)), por lo que tan (% - ﬁ —I—o(%)) =
4n

1—tan (<2 +o(1))  1- T 4o(l) ) ) )
ton ) L ) (1) 1 g eeld) = - Ebeld)

1+tan(w+o( ) 1+ 15, tolzm)

ycosﬁ :l_ﬁ—i_o(n_lz)'

Finalmente, tan 4nﬂi T — cos T~ _8Ln y hay divergencia.

1

y) U, =nn —1
Tenemos que u,, = e% Inn _ 1 1 Inn y diverge la serie
q n n y g .

D= (1 )

1 1 1 1 1 1 1 1 1
Recorderilos qllle sen o = > — on? + o(n—g), In (1 +5 + —2) =5t oz + O(F) entonces
Wty +-5) G5 +o())
1 1 1 1 1 1
T =1 l_ﬁ Ty (1+%+0(ﬁ))(1+—2+0(§))=1+%+0(ﬁ)
send T E0-Lao(h)
y se tiene u, = e* 1+ +o(3) _ e = e(ﬁ + 0(%)) ~ % y hay divergencia
= (24)" -0+ )
1
: 1+ =
setinoque 24 = 1L — (14 ) (1424 4+ B o)) <143+ S+ Boro L)y
iz
(n—H)n =" (H Tz +12+0(%)) = 63+%+%+0(%) conlocual( n -+ 1) —e3(1+l) =
n—2 n—2 2n

3 33 1 3 33e3
63(14—%4‘@4-0(?))—63(14'%) 8n62




b un = (14ne )" —1

2 —n 2 -n_1_2,-2n 2 ,—2n

Sea u,, = e(1+n?)In(1+ne™™) _ 1 _ e(l-i—n )(ne sn-e +o(n“e )) 1=

ne " — ’n,2 +n327n
2e 2n

o(nte=2" . .
e 2e Lo +o(n'e™™) — 1 ~ n3e " y existe un ng € N tal que si n > ng se cumple
n_n <1,es decnr — < 1 5 ¥ la serie converge.
otg 2 1 _1
c')un:(nsenl)Ctg —e’ 6
Se tiene que cotg x = 1_z_ $_3+0( 3), siz — 0, por lo que cotg? x = 1 _2 +L:1:2+
T 3 45 ’ ’ 2 3 15

o(z?). También, nsen% = n(% - 61{03 + o(nlg)) =1- é + O(n_12) con lo cual tenemos u,, =

eCC)tgz’llln(k(a#Jr (%)) e_% =e n27%+15n2+ ( ))(767112“(#))—(% = e,%+18109nz+ (n2)

- -1 19 1 19e" 6

e 6 =e6(1+ +o0 -1)~ hay convergencia de la serie.

( 180n? (n2) ) 180n 2 Y &
d’) u,, = arcsen _n? arcsen 2

" n? + 242
Recordemos que sen(a + ) = sen« cosﬁ + sen f3 cos «, entonces:
sen . — n? 1— n* n?vV4n2? + o nAV/2n2 41

"4 (n2—|—22 n+2 n+1 n—l—l n+2) (n?2+1)(n%?+2)
n’ ( 13 ) ( 1
=" (2(1+ )2 —V2(1+ ——21+— —V2(1+
(n? +1)(n?+2) ( n2) ( 2n 2) (n? +1)(n? +2) ( 2n2) (

1 1 n? 22, 2—2
——) + o= = 2—\/5 +o0o(1)) ~ 1.e. u, ~ arcsen =—¥= ~
4n2) (n2 )> (n? +1)(n? +2) (¢ ) () n n
2_717\/5 y la serie diverge.

n—1 T
e/) Uy = earctanWI — e N
n—1 T arctan N s s o s
Sea Uy = earctanm —eT — ¢ ¢ % —ed — ez—drCtdnl —eT = 6—4—%4—0(%) —ed —
1 s

et 11—+ 0(%) —1] ~ —% y la serie diverge.

/ _ 1 1
f)un—arctan\/l—i—ﬁ—arctan\/l—ﬁ

1 1
— 1+=2—4/1—=
Sabemos que tan(a — ) = M, entonces: tan u, = \/ n \/ n _
1+ tanatan g 1
I+,/1-—=
1+1 —(1—L)—|—0(l) 1 1 n
2 2 nL = ﬁ+0(ﬁ) ~ AL y diverge
1 1 1 1 n .
1+(1_2—2)+0(n—2) 2_ﬁ+0(n_2)
, In(n+1)\"
g) up = ( I ) 1
Inn(l+ %) ~Inn+In(1+ %) - 1.1 1 1 n(n+1)\"
Puesto que —— = o = +F(ﬁ—2—+o(ﬁ))porloque ) -
1 = enln (1+n1}]n+o("ﬁ‘")) -1 = en(F:}]’ﬂ-’_ (nlnn) eﬁﬂ—o(ﬁ) —1 =1+ 1 +
nn

1
O(L) -1~ ﬁ y la serie es divergente.



h') u, = arccos arct% — arcsen arcgrﬂ

Notemos que u,, — 0 cuando n — oo, por lo tanto senu,, = \/1 _ arctann \/1 — arctﬂgnn —

\/arc‘?nn\/arc‘?nn =1- 27”65311” =1- %(g — arctan%) = %% + 0(%) ~ l y la serie
diverge.
"), = arcch (2n)n— arcch n
— 242, /1~ L
Recordemos que arcch = = In (a:—i-\/xz ) siz>1, entonces = Ly, 2n+ vin® —1 n— VN

ntvn® - ! 14+,/1- 2L
n
1 1
2+2(1- o —|—0(F))

2 4+ 0(1)
2+0(1)

ﬁln

1 1 :
= 21n ~ =1n 2y diverge.
1 1 n n
1+(1—ﬁ+0(_2))
(Inn)"
n! n
Usando el criterio de d’ Alembert se tiene: “241 — In(n +1) n(n +1)
Unp, Inn n+1
lnn—l-ln(l—i—%) "In(n+1)  In(n+1) 1 1y 1 1»
Inn n+l =~ n+1l [1+( +0( ))m] o
In(n+1)
n+1 nlnn nlnn n+1
In(n+1) et oGt — 1n(n+1)em+o(ﬁ) —
7(1_|_1 ) n—|—(1 )
In(n +1 1 1 In(n +1) i
o (1—!—1 +o0 (lnn)) ] — 0y la serie converge.

k) u, =

iDun =

[1_|_ 1 + of 1 )}n_ln(n—i-l) nln(l+——

+o(

nlnn nlnn)):

n
o - )20
Por el criterio de d’ Alembert se tiene: ZH = (n ) +1( — 5y hay convergen-
n 271

n+1
L+ 2n+1)

cia de la serie.

) un = ITjo %

Por el criterio de d’ Alembert se tiene: ug“ = ln7(1n ++11) — 0y la serie converge.

m) un = / \3/1+:102

1
Se tiene que / VT dr < / Vadx = 2L y converge.
0o Vi+a? 0 3 n3/2

1

n 3
n/)un:/ sen Id
o 14z ) N

n 3
Observemos que SN X gy < 3dy = Lo que evidencia la convergencia de la serie.
0 1 +x 0 4n4
1
n+y
ﬁl) Up = dx

n \/I4+1



dx dx 1 1 1 1
Tomando en cuenta que u,, = — < gt — = _ = =(1-— =
q P11 " 72 "4l n( 1+2L)
n
1 1 1 1
ﬁ(l - ( — 2—) +o(2n)) ~ ) y la serie converge.
%
Ol)u”:/ gl:v 2
o l+n“tan“zx
2
Sea y = tanx, x = arctany, dr = dy , entonces uy, :/ __dx
14 g2 o l+n2tan?z

/+OO g _/+OO Lo -y = (T D) =1L
o (L+n’y?)(1+y?)  Jo 1-nPliy? 1Py l—p2'2 727 2n+l

La serie diverge.

> dx
P/) Up = /
0 1l+mn2senh?z

1
o0 n
Observemos que / d—x2 > / d—:zrz > / _dzx  _
0o 1+n2senh”z o l+n%senh“zx 0 1+n2senh2%

1 1 _ 1 1 1 fo di
4 == 5~ 55 Y la serie diverge.

n n
1+n2senh2% 1+n2(%+0(%)) 2

'un:/ S
q) n I3—ZC2 [e'e)

Usando fracciones parciales tenemos que / L iz = %—Hn (xT_l)—i-C, por lo que / L _gr =

3 — 2?2 n I’ —x

3=

1 1y _ 1 1 1 1 1
—r-h(l-a)=—7— (-7 - ﬁ—f—o(n—Q)) ~ 2—ylaser1econverge

-1

) up, = (” ZZ:1 %)

Sabemos que ,, = nzi i > n(lnrlL =y ~ nﬁln y la serie diverge. Recordemos que Y ;' % <
k=1 k
14+ 1Inn.
' (= )’“
)un_(Zk Ok') > ko -1
n 00 1 1 1 1
ScaroqueZk:Ok! € Zk:n-i-lk! € (n+1)l( +n+2+(n+2)(n+3)+ =
1 1, 1 2 1 (=D* 1
e — 1 Y =e— =e Por otro lado, =~
(n+1)|( +2+22+ ) (7’L+1)' +O(n) Zko k! e
o (P e (=D s 1 1 no (DM 1 o1
Zk:n-i—l ( k') y 'Zk—n-‘,—l ( k') < Zk:n-l-l F = (_2) por lo que Zkzo ( k') +O(n_)
k
y finalmente u, = (Zk 0 k') (Zk 0 (b ) ) —-1=1+ o(n%) -1= n—120(1), o sea la serie
converge.
— 1
t/) Un = Zk:nJrl k_2

Es evidente que u,, = Zioszr 1 > / d_92£ = n—ll— R la serie diverge.

w) u, =sen(m(2—+/3)"), v, =sen(m(2+/3)")



Como 0 <2 —+3<1,(2—+3)" — 0, entonces u,, = sen(m(2 — v/3)") ~ 7(2 - V3)", y la
serie converge. Sea v, = sen(m(2 + v/3)") y dado que sen a + sen 8 = 2sen 3 (a + 3) cos (o — ),
entonces u,, + v, = 2sen = ((2 +3)" + (2 —3)") cos 5((2 +/3)" — (2 — v/3)™). Probemos que
3 TIR+V3)"—(2- \/§) | €nZ. En efecto:

(2+¢®”_2W+<J2n1¢i+<>2"2@@?+-~+<f¥>2@ﬁw'L+uﬁwm2—¢$"—

on <1> on— 1\/—+ < ) on— 2(\/3)2 N (—1)”71 <nn 1) 2(\/3)71—1 + (—1)"(\/5)",[)01’ con-

siguiente la suma es 2-2" 4 2" 2(/3)? (Z) +2n4( Z) + --- €7, yaque cada sumando es un
entero. Finalmente u,, + v, = 0,Vn €N, o sea u,, = sen(7(2—v3)") = —v, = —sen(7(2+v/3)") y
ambas series convergen.
/ — 1 n |

V)Un - (TL+1)' Zk:lk

Notemos que u,, = (nj_ o (114214314 +nl) > o —11- o nl= i 7 ¥ la serie diverge.
1 1
W/) U2n = , U2n = -
T rn-1 T 2+
La suma usn + Usni1 = 1 _ 1 _ V24+n+1—-v2+n+1 _ 2 y
V2+n-—1 V2+n+1 (24n)—1 n+1

2n+1 N
Zkr:g up = ZZ:O n——?-l’ o sea la serie diverge.

X/) ur €ER, upy1 = %e*“"

Observemos que u,, > 0, Vn > 2. En efecto, uy = % T >0y siug >0 = upy1 = e > 0.

Ademds como uy, >0 = e " <1 = up41 < , Vn €N, es decir u,, — 0, cuando n — oo, por

1

lo que se tiene up 41 = ;e = %(1 — Up + o(un)) ~ ﬁ y la serie diverge.

1 .2
»sidpeNtalquen =p

! —
y) up = 1 .

—5 sino.
n

La serie, al ser de términos positivos es la suma de dos series: >, 2p? Un = Yon 2p2 —3 laprimera que

peN
z oo
es claramente convergente pues estd mayorada por » -, o La segunda n:z§ Uy, = ZPGN = que
pe

es también convergente. La serie > .~ , u,, es convergente.

)y, = —— 5
n.cos”n
_ 1 > 1
Es claro que u,, = 5— = 7; ¥ laserie diverge.
ncos”n

a")u, =senn

La serie diverge pues u,, = senn —~ 0, cuando n — oo.



2
b//) Up = SGI;L n

El término general u,, = sen’n _ 1 _

n 2n 2n

COS2N nero la serie Sy

cos 2n
2n

converge por el criterio de

Dirichlet, pero la serie es divergente ya que la serie 220:1 ﬁ es divergente.

12. Analice la naturaleza de la serie ) u,, cuyo término general u,, se indica. Compruebe que se cumplen

las hipétesis de los criterios que emplee.

b
a) u, = (n“)n ,a,beR

c)un:no‘tan( )aER

T4
4

e) u, = cos™ (n%)’ a>0

b)un:an—aﬁ,a>0,oz€R
Dy =—2"_ 4>0,6>0
n + b"

2

f)un—cos( n )a,bER

2 n2+an+b
u, =vVnt+2n+1—+vnt+an,acR
h)un:3’/n3+n2+n+1—\/n2+1+a+%,a,beR
Dup=n®—an2 +o5n—vVn2+an+b,a,beR
j)un:(cos%—i—bsen%)"—eab(l—i-%),a,b,ceR
k) u,, = arcsen 14/ a+n\/ﬁ — arctan |/ %, a,beR
_ _ 1y
D uy, _arccos(( na) ),a,b>0
m) u, = no‘[(n + 1)(n+1)/n — (n + 1)(n71)/n)}, aelR
n?+1 n n?—1 n
mu, = (=L V" g2 =L V"4 pabeRr
) (n2+n+1) (nQ—n—i—l)
i) u, = (n2(Vn+1+vVn+2—Van+0b)) ,a,beR
0) up = n*[(In(2n + 1)) — (In2n)°], a,b € R
L 1 _ ln(n2+1)_ “
p)un—lnna 1nsenna,a>0 q)un_(l(Q—l) 1) ,aeR
N, =n*Sp_, Vk,a€R S) Uy, = I;L ',
Hu, =n2>"7 (Ink)2,aeR W) u, = n coshn ,a€R
) 2ie= (I F) ) (Zk , coshk

n 1
=1%,a>0
1
n
X) Uy = / (arcsen x)%dz, a € R
0

V) U, = a

Z) Uy = /n(sen x)%dz,a>0
0

Solucion

b
a)un:(na)n ,a,beR

w) u, = (AWAYX-- VA
y)un:e_"“/ e®dx,a e R
1

a') u, = |senn| a > 0.



. b ,
El término general u,, = e*" Inn 0= a<0,b>0, pues an®Ilnn — —oo. Asi, cuando a < 0,

b
b> 0, se tiene (n?)" = L~ % = —an® >2 <= n® > -2/a = n > {/-2/ay la serie
n

n—an
converge.

Sib=0,u, = (n®)" = n2y laserie converge si a < —1.
Vo

Du,=%— a>0,aeR
n

[e3

Observemos que u, = eV*ma—elnn __, ()« Ing <0, cuandoa # 1,0seaa < 1. Sia = 1,

U, — 0, para o > 0.

_ 1

. v .
Sia<1,2" = 1 V" cuandon — ooy la serie converge pues a¥V? < L =
n¢ e*\/ﬁln at+alnn 712

2lnn

Vi(—1na)

2Inn < +/nln %, lo que sucede a partir de algin ng € N pues
1

,n/O(

— 0, cuando n — oo.
Sia=1,u, = y converge la serie para o > 1.

c)un:no‘tan(l—l-l),aeR

4 - 1 1
1+ tan = 1+ = .
Puesto que tan (E—f—l) = D~ I 1, entonces se tiene que u,, = n® tan (E—i—l) ~
T I | T
n n
n“ que converge si a < —1.
Dup=—2_ 4>0,b>0
n+b " "
i < a ~ a— n 1 .
SlO<a<1zo<b_1,n+bn - < a"y laserie converge
Sib>1, nj—b" ~ (%)n y la serie converge si a < by diverge si b > a.
Sib=1,uy, ~ % y la serie diverge.
Sia>1y0<b<1,u, ~a"ylaserie diverge.
Sia=1y0<b< 1,un~%ylaseriediverge.
Sia=b>1,up ~ 1£ — 1y la serie diverge.
a’ﬂ
— eoan (L
€) U, = Ccos (na),a>0 1 1 1 1 1
Sia>0, n% — 0 Y Uy = enlncosn—a _ enln(lf—g—zn a+0(—2—2n =)) ~ ein_Q_Qn T e ol 0, si

1 1
L - povp — —t+2Inn .
20 — 1 <0, es decir si a < % Por otro lado n?e 2n**"T = e 207" " — 0, por lo que existe

no € N tal que si n > ng, n%e 2712%*’1 < 1,esdecire 2712%*’1 < % y la serie converge.
n
2
f)un:COS(g'$),aab€R
_ 1 _ b 2 1 : _
Dado que 2+sz+b = Y —1—%—n—2+(%) +0(n—2),set1eneun—cos(g+
n T2

2 2 _ 2 _

T8+t io(L)) = sen(F(- 2+ Lrl o) = F(- &+ L2 bo( L)y

la serie converge si 'y s6lo si a = 0.

U, =vVnt+2n+1—+vnt+an,a€R



4 4
Racionalizando vn* +2n + 1 — vVn* + an = —2 +2ntl-n"—an _
Vni+on+1++vnt+an
2—an+1 o (2—an+1

ki -

Wu, = VP 2 tn+1-vViZt1l+a+ L abeR

1 L)l/3
n2 n3

y la serie converge sii a = 2.

+ n(1+ - VP par (4L - 24 14

3n 9p2  81n3

o(n%)) (1—1—2#—1-0( 1 ))—l—a—l—ﬁ (%—l—a)—l—(b—%)%—l— Sij’lﬂ —I—o(n%) y la serie converge
5

mysolosuz———yb—E

Dy = Yn® —4an2 +5n—vn2 +an+b,a,beR

Se tiene que u, = n(1+ % +

Desarrollando la expresién u,, = n(l _4 + i)l/3 — n(l + 44 L)l/z = n(l -4 1 +

40 4 o(L))—n(1+2 +(Lo- la2)f2+ (Lab— Lcﬁ)ﬂi fZ(L)) =(- 12”_ 4)912(—
ilbnj L2 ﬁBl)l + (- 3ab + 2—a3 i— 40?1 —i—i(i)lia serie convg;e siy s6102si l(13: 4y
2 8 9/ n 16 817 p2 n2’’ 2 3
—%b—l—%az - % =0, es decir a = —%yb: 19—4.
Dun=(cos +bsen )" —e®(1+ L), a,b,ceR
Desarrollando cos— + bsen % =1+ %b - % - g% + o(n%), se tiene (COS% + bsen %)n =

eabfa (1+b2)ﬁ+a3bw+o(%)

Asi, un:e“b((—lQQ(bz—l—l)— )%L (% 3b+§a3b3+8a +4a4b2 3 4b4) +0(ni))ylaser1e

converge si y s6lo si a?(b? + 1) + 2c¢ = 0.

k)un—arcsen\/a—’—\/_ arctan\/b—i_\/— a,beR

+ \/ﬁ 1 ( a n—1 4 a \1/2 —1/4 a a® 1

Es claro que 1/ & +1 / a_ =n V4140 __a” (1)) =
—1/4 a [a++n [b+vn _ i

n + 53/ 895/4 + O(n /4) por lo tanto arczen 5 arctan 7271 2 n 4
a 1  a* __-1/4__ b 1 b 1 y_a=b+1 0b"—a 1

o3/t 3/t gpi/h on3/4 +3n3/4 +8n5/4 +0(n5/4) on3/4 + 35/ +of( 5/4)

y la serie converge siy sélosia —b+ 1= 0.
— _ 1 y?
l)un_arccos(( na) ),a,b>0

Dado que arccosz ~ v/1 — x2, cuando x — 1 se tiene: u,, = arccos ((1 — L)b) =

na

b 1\ 1 1 . C .
\/1 — (1 —a + o(n—a)) =0 a2 —l—o( ) y la serie converge si y s6lo si a/2> 1, es decir a > 2.

a/2
m) u, = no‘[(n—l- 1)(n+1)/n — (n—|— 1)(n Dm)],aeﬂ%

1 1 1 1
— e p)mn(iig) = Fm)innta—gzto(nz)) _

Veamos que e T In(14n)



b :nmuf thmnto(h)) =nt 1tk tnnto(h).
n

También e "7 L in(l4n) n—i—l—%—lnn—l—o( 1) porloqueu, =n [2lnn—%+0(%)] ~2n%Inn
y la serie converge si y sélo si o < —1.

_(_n?+1 _n?=1 \" . bheR
n) un, (n2+n+1) +a(n2—n+1) +b,a,be
241 _n?41 1 _ 1 1,2 Lyy_q_1_1
Puestoquen2"+n+1_nn2 1+%+L_(1+F)(1—ﬁ+$+o(n—3))—l—ﬁ+ﬁ+
o(i) tenemosenln%* -t 7112+ 3ol 3)) e_l(l—l-i—l— 19 +0(L))

o n?—1 _1 1_ 1 1 2n1241712221
Slmllarmente227714_1 =(1- n—) (1 + 5= pe} +0(n—3)) =1+5 - el —l—o(ﬁ),con
locuala?(’fT_llH)n zlae(l— 3 —1—24 5 —|—o(n1 ))ysetleneunlg—e (1&—%1—1—241222—1-
ae( —2—+24n2)+0(n—2):( L+ ae+0b)+ ( 3ae) +(24e —ﬂae)n—2+o(ﬁ).
La serie converge siy slosie ™! +ae+b=0ye ! —3ae =0, es decira = 3%, b= —i.

e

fi) uy, = (nz(\/n—i-l—i—\/n+2—\/an+b))_l,a,beR

Haciendo un desarrollo limitado hasta el orden 3 de % tenemos:

1/2 1/2 1/2\y —1
up = (2((1+ )Y 4 (14 2)V — ya+ 2)V?) :(n5/2(1+%_#+161n3+

l_L 1 b b? b AV = (5/2(9 — 3 _
12” 73 VA g~ g ¢ ) o) = b=
)% ( 3/2 - g)_2 +O(7’L%))) :

5/2(9 1 i
;é 4, u ( (2 — ) (2 S 5z Y la serie converge.
Sia=4yb+#6,u, ~ ( 5/2(%_2)%) 1_mylaserieconverge.
2 2 4
T _ 5/2 oy 1y-1 _ _ 16 o di
Sia=4yb=6, u, ~ (n / (SQT/Q — g)ﬁ) = y la serie diverge.

0) up = n[(In(2n + 1))’ — (In2n)"], a,b € R

Desarrollando (In(2n + 1))* = [In2n +1n (1 + %)]b = [In2n+ ﬁ + o(%)]b -

bb+1) 1
1 b 2 1 1 1 b — 1 b 2 1 b =
. n[ +2nln2n+0(nln2nﬂ . n[ +2nln2n+8n2ln22n+0 n21n22n)]
b(b+1) 1
In 2n)? + b 0 , lo que conduce a:
( ) onn'=b2n  8n2In®"’2n (n2 In2~° Qn)
un = 10 [(I0(2n + 1)) — (In2n)] = b PRN[Uk 2 ) NRPY SR W

2nl=an'~b2n 8n2=21n%"t2n n2-an?"top

gn“_l In""!2n + Wnaﬂ "2 2n 4 o(n®21n""2 2n).

La serie de término general u,, convergesia — 1 < —1,0seaa < 0.

Si a = 0 tenemos que u,, ~ b In®~12n y converge si b < 0, por el criterio de la integral.

1 1
p)un—nn lnsenn a>0



En este casoa>0y 1 — 0, cuando n — oo, entonces senL = 1a - 13 +0(%) = La(l —
1 1 1 O |
T +0( ))ynosquedaun lnn——lnsenn—zlnn—a—lnn—a—ln(1—6n2a—|—0(n2a)) -
1 ( ) 1
6n2e n?
_ (I +1) )
D tin = ( In(n? — 1)
nn?(1+ L) 21nn+L—L+O(L)
Desarrollando = ”1 Tf 2711 ”14 =
(1 n—) an_n_?_ﬁ—i_o(ﬁ)
1 1 1
- —+o( )
2nlnn  4n 1 ntlnn’ _ (1 1 _ 1 1
1 1 +0( 1 ) (1+ 2n?Ilnn  4n*lnn +O(n41nn)) 8
2n2Inn 4n4 Inn n*lnn

1 1 1 1 1 1
1+ + + +o0 =1+ +o0 , de donde u,, ~
( 2n2lnn  4ntlnn  4ntlnin (n4 In? n)) n?lnn (n2 1nn)

1 a 1 . . , . . 1
= ———= vy laserie converge siy sélosi 2a > 1li.e.a > 5.
( n?lnn ) n2¢1n*n y gesty 2

Du, =n?Y_ Vk,a€R
En virtud que u, = n®t3/22 1 = > he1 \/ ~ n“+3/2/ Vadr = 3 n%+3/2 y hay convergencia de la

ser1es1ys01051a+ <—1<:>a<——

In n'

S) Uy, = ,aeR
nJr% —n,/
Usando la aproximacion de Stirling para n! tenemos u,, = In(n nea 27) =
Inn — In /2
(n+3)nn an+ Ivar "h}ln = lnn — y hay convergenciasiy s6losia —1>1ie.a> 2.

n

O)u, =n> p_(Ink)? a€R )
Setieneque > p_, Ink = 3"}, (1n %) +23°_ Inklnn—nIn®nyporlotantou, = n® > p_, In*k =

n

2 2
n*y (111 ) +2n%Inn S p_ Ink—n®tIn®n = n“_l% > ory (1n %) +2ne1 lnn% >or_;In

1
nottin?n ~ n‘“l/ In? zdz +2n* 11n n/ In zdz — n®t1 In® n ~ n®t11n® n y converge si y s6lo si
0 0

a+1<—1,esdecira < —2.

) U, = ncoshn acR
" Sp_,coshk |’

-z z —n+1
Dado que coshz = &L€ — +e ,lasuma y ") 1coshlc_l <1—e L e—¢ )_

M

2 e e—1

2(e—1) ﬁ(e”—l—i—e—e

a

—2n _ — e

n(l+e7™)(e —1) ~ (M) . De este modo la serie converge si y s6lo si
e(l—e " 4e nfl—e 2t

a<—1.

Sem+e ™ ‘
e (en —l4e— e—n+1) y tenemos u, = < 2( ) 7'n,+1) ) -




n 1
V) Uy = aZk:1 E,a>0
Sabemos que >, _, % <ln <>}, %, por lo tanto:

sia > 1,u, ~a™" — 0y laserie diverge

sia <1, u, ~a®? = elnn)nae) — pnay converge la serie siy sélosilna < —1 <= 0<a < %.
W), = (AWAYX- VX)L A>0
P _ 1 _ 1 1 _ 1 _ .
El término general u,, = eln@ﬁ%m%) = eln/\ZZ:1% ~ T ol cona = In ). Asi, la

serie converge si y s6losi o > 1, 0sea A > e.
1

X) Up = / (arcsen z)%z, a € R
0

3=
3=

1 1
a+1 na’""l

Sabemos que (arcsen )% ~ x%, por lo que / (arcsen x)%dx ~ / x*dx = y la serie de
0 0

término general u,, convergesiy solosia +1>1 <= a > 0.

y) Up = 67“"/ e®dr,a € R
1

n

Integrando e*‘m/l e dr = %e*”“e‘”]? = %e*“"(e‘m —e) = ~(1—e @Dy — %, sia #0y

Q=

la serie diverge Va # 0. Sia = 0, u,, = / dx = n — 1y también la serie diverge. Finalmente la serie
1
diverge Va € R.

s

Z) Uy = /n(sen x)%dz,a>0
0

3

. ., . a+1
Dado que senz ~ z si z — 0, también (senx)® ~ x® y se tiene que u,, ~ / z%dr = a—}— i 7Ta+1 .
0 n

Ast, la serie converge si a > 0.
a’) u, = |senn|® a>0

La serie diverge pues senn —~ 0, cuando n — oc.

13. Analice la naturaleza de la serie ) u,, cuyo término general u,, se indica. Compruebe que se cumplen

las hipétesis de los criterios que emplee.

D, — U byu, — (ZD"+2
1 n?+1

)
o, — (" b ST - o

_ (=" __ (="
n=4/1 ~1 W=
o T K e
_ (=" _ (_1\nlnn
) un = 3> h) u, = (—1)" 2
N (=1) __ (="



e
™= e T
fl) u, =In (1+ 51_(711)

r) u, =cosmvn?+n+1
) u, = eV _q

Du, =1In (%)

n) u, =Inn-In (l—l—#)
0) U, = senmyv/n? + 2n + 2
_ =

Q) up = "
n!

§) uy = eV g
W u, = (—1)"ptehn

—-1H)" nsenL
(=1)"v/n NG

1y— 1
Vg = (—1) (14 2y - W)ty =
(C+a e) Vit (=1)"
X) ty, = n"D" VA g ¥) i = (—11)
n—lnn
(n+1)7 1 ) n
z) Un:/m e V" ¥senxdr a’) up, =cos (mn 1nm)
n 1 1 n _
b) uy,=(=1)"y/ntan 5 c’) Un:mz:k:1(_1)k 'kl
! _lval
d)u, = / cos(nz?)dx ) uy, = %
0
P(n) L a+ (—1)"\/n

Y u,=(-1)"—=—=-, P, 0 polinomios " u, =

= Q(n) Q70w & + (=) n+n
h)u, = (1) (vVn2+1—-+vn2+an—1+b),a,beR
N (=)"  a oo (=D .
1’)un—1n(1+7+ﬁ),aeR iHu (_1)n+na,aeR.
k') u, = (sen(wnle))?, pe N 1) u, = (=1)" cosn

n
m') u,, = CoSna cc\);gb COSNC  § ¢ cR.
Solucién
__ (="
A
: _ = 1 _ = (="t 1y (=D 1

Factorizando u, = ~— Co =-— (1 — = 4 O(E)) =+ e +o

1+

n

).

entonces la serie converge pues es equivalente a la suma de una serie alternada convergente y una serie

absolutamente convergente.

by, — (Z1)"m+2
_ (=)™t _=nn n2 1 1y _ (=D
Observemos que u,, = > 1+i =7 (1+(—1) ﬁ)(l—p—l-o(p)) =" (1+



n2 _ 1 1 (=" 2 1 , ,
-1)"s — = +4+o0(—=5)) = ~—— + = 4 o(—5). La serie converge pues es la suma de una serie
( ) n n2 (n2)) n n2 (nz) gep
alternada convergente y una serie absolutamente convergente.
(=1)"
\/ﬁ"i_ (_1)n+1
P —1)" 1 (=" (=™ 1 1 (="
El término general u,, = ( = 1+ +=+4o0(=)) = +
LD

C) Up =

3
S|
+

(=" 1
3/2 + 0(n3/2

& up = /n+ (=1 -

Considerandoqueun:\/n—i—(—l)"—\/__\/_(l-i-( ))1/2 \/ﬁ:\/ﬁ(1+(_2}l)n_$+

) y la serie diverge.

1 (=" 1 1 - -
Ay _-mn= . t ] del .
0(n2 )) \/ﬁ 2\/ﬁ 8n3/2 + O(n3/2 ), enemos 1a Convergen01a € l1a seric

_ (=" _
e) Uy = 1+\/ﬁ 1

=" 1
Siendo u, =1 + NG 3

(%) 1= (=" _ Ln + 0(%), la serie diverge.

w — (="
Dn n+(=1)"
w, = =y~ 1 _ (—1)”(1_ (=" %JFO(L)) G | to(—L )y

+3
\/ﬁ (_1)71 \/ﬁ 2n 8 n2 \/ﬁ 2’[’L3/2
I+ =~

la serie converge.

(=D"

nlnn

g) Up =

Dado que ( 11 )n 4 la serie converge, pues es una serie alternada cuyo término general tiende a 0.
ninn

h) u,, = (—1)m1nn

Sea f(z) = %hm:, la derivada es f'(z) = — Lz + x% = I%(l —Inz) <0 si x> e, entonces
(h1 Ly | 0 paran > 3y la serie es convergente.

1) u, =1In ﬂ
) Un, 1(1+\/ﬁ)

Puesto que u,, = (G2 + 0(%) la serie diverge.

Vn 2n

=
Inn+ (—1)"
Factorizando u,, = ( o(ﬁ)) = (;112 - ln% + O(In%n) y la serie diverge
oo 1 1 1 1 1 Inn
pues )~ + 0 dlverge En efecto, como +o0 ~ y = — 0,
>y 2(1 2 (1 )) In’n (lnzn) In’n °~ vn
existe ng € N tal que si n > ng se tiene Inn <ly % < % , es decir la serie 22022 i diverge.
n In"n In"n



k) u, = B GV m

_1)rn_
n+(=1) Inn
-t 1 (=D" _(=D" 1 =" 1 1
Se sabe que u n 1+( 1" n ( Inn +O(lnn)) n nlnn+0(nlnn)
Inn "
y la serie diverge pues la serie Y -, ﬁ diverge. En efecto, por el criterio de la integral / xilrf:c =
e

Inlnn — oo.

Du, =1In (%)

La expresion \/ﬁ\/Z(T_? = e %\/)?/2 = ( +%)(1+ 24o(5)) =1+ (?/lﬁ)n +o(5)-
por lo que i, = In (1 + D% 4 o(1)) = <7ﬁ>" 2 o(L) y 1a serie diverge

. térnmino meneraltn = 1nn+1n((111— i‘Tl)") B Inn + ((7}521 +o(1) :n
e Bt

nlnon nlnn
y la serie converge, pues es la suma de una serie alternada convergente y de la serie convergente

s 1 1
_ + .
Zn*Q nln®n O(nln2n)
En efecto, 1 ( 1 ) ~ 1

nln®n nln®n

o0

y por el criterio de la integral / dv  _ 1~ _

2 zln’z Inz 2

nln®n

—1In2.

n) u, = Inn-In (1 + (_Tl)n)

£ _ = 1 1y _ nlnn _ Inn In
Desarrollando el término general u,, = lnln( 7 _1ﬁ + 0(—)) =(-D)"=7 - on? + 0(?)
nn

Inn 0
\/_2n3/2 - 2TL3/2 '

y la serie converge pues (h1 Y. 10y a partir de algin ng € N, ya que == NG —
n

ﬁ)unzln(l—i—i

Vn(n+1)

-1 —1)" 1"
Observemos que i (= 3)1/2 _ n) (1- i + 0(%)) _ n) - (2713 + o(n—lz), entonces
=1In (1 + (Glbis Un (2 g + 0(#)) = # - (;# - ﬁ + O(nl ) converge, pues es la

suma de una serie alternada convergente y de dos series absolutamente convergentes.

0) u, = senmvVn? +2n + 2

2 2 _ 1 1 1 1 _ s m 1
Es claro que mn, /1 + & + el —wn(l—i—ﬁ—i—ﬁ—ﬁ—ko(n—g)) —W(n+1)+ﬁ—ﬁ+o(ﬁ),



por lo tanto u,, = sen (w(n—l— D+ I - 2% + o(%)) = cos (m(n+1)) sen (£ — 2% + 0(%)) =
n n n n

(=1)"*sen (£ — o = to(—5 1 5)) = (=) (E - # +0(n—12)) y la serie converge, pues es la suma
de una serie alternada y una serie convergente.
p) Un = sen + 1
m_ _ 1,11 Ay = _ T _ T 1
La expresion 1+% =l — = + St O(n?’)) mn—1)+ 72 sl o(nz) y en
consecuencia u,, = sen + T = cos m(n—1)sen (5 — ;—2 —l—o(n%)) = (- (E - % +O(n_12))'
La serie es convergente, pues es la suma de una serie alternada y una serie convergente.
(=D"
Q Un = 5=
\/m n 1 1 n k
Observemos que 1 — e~ In Vnl _ e*ﬁlnn! = e~ n(zk 1ln—Jrnlnn) — e~ @ SheilngF—Inn _
Vnl
— /1 Inzdx
%e*rll PIHINELE. %e Jo — 0. Verifiquemos que ( "1n' )n¢ 0.
1 1 nln(n+ 1) — (n+1)Inn!
En efecto, 1 D' — = lnn! = =
n efecto, ——— og(n+1)! — = Inn a1
— — — . no_ |
nln(n+1)—Inn—In(n —1) 2 _ In(n+1)"—Inn! > 0, lo que implica que tenemos
n(n + 1) n(n+1)
- logln+ 1)l < —= ln n! = up+1 < u,. Finalmente, la serie converge pues es una serie alter-

nada cuyo término general tiende a 0.

) u, =cosTvVn?+n+1

/ 1 1 1 3 3 1 3r _ 3m
Siconsideramos 7n, /1 + = + — = 7n o(—=)) = 7m+ 4 21 +
n? ( 2n - 8n?  16n° (n3 )) 8n  16n2
3 3

o) y conmyi 4 AT = —sem (rm + 8T — BT 4 o( L)) = (1 Sen(Sn Cie?

16n?

o(n%)) = (—1)"*! g—g - 37r1(6;12) + o( 5) ¥ la serie converge al ser la suma de una serie alternada

convergente y una serie convergente.

-1 lr;ln

s)un:e( —1

2
)_1:(_1)nln_n+1n_n+

nlnn nlnn 1n n
+O( n m 2

Se tiene que u, = e("D" W — 1 =1+ (—1)" L

o(hfl n) converge pues en la serie alternada el término general (1 ) J 0y la serie de término general

In’n In’n
== +to0 converge.
o2n2 (2n ) &
) uy, = eV 1

oD A ED 1 e di oo 1,1
Desarrollando u,, = e 1=1+ +5-+07 — 1y laserie diverge, pues ), 5 +o5

NG 2n

diverge y la serie >~ ; % converge.
n

w) u, = (—1)"ntehn



et —e M _ 1— e—2n
en + e—n 1+ 67277,
por lo que u, = (_1)nn— tanhn __ (_1)ne— In n+2lnn672"+o(lnn672") _

n = = =

(~1yrgezmnerotanen) (S (4 2an gy ()7 (CU2n o nn g,
e e

El término tgh n =

=(1—-e ) (1—-e2"+o(e ")) = 1-2e 2" +o(e "),

n n n neQn neQn

serie es convergente.

Vi, = ()" ((1+ 1) -1y

n e
Sy S I B L1 oL
Observemos que (1 + %)*” — enn(ig) — o g2t s o) _ pm1pn mgr o)
-1 1 __5 L i — (=)Ll - _5 L i
e (1 + M oun? +(25n2) y se tiene u,, = (—1) e (2n Y —l—gzan) y la serie converge pues

es la suma de una serie alternada convergente y una serie absolutamente convergente.

1" nsenL
(=1)"v/n NG

Y T
(=)™ senﬁ . X X C1r g )

S NI B e O 5 1y _ (="
VA A A V=) RV

suma de una serie alternada convergente y una serie divergente.

1 1 P
— 5 + 07, la serie diverge pues es la

X) Uy = n(=D"/Vi 1

ﬂ Inn _1\n 2
Se verifica que u, = ¢ V7 —1= ( \/1_) Inn + lgnn + (Z)lnTn y la serie diverge pues es la suma
n
2
de una serie alternada convergente y una serie divergente. En efecto, lg—nn > %, paran > 3.
_ (="

y)tn = n—Inn

Tomando en cuenta que u,, = (_r}) ) _1111_71 = (_r}) (1 + lnTn _szlnTn) = (_7%) + (_1212111” +

an_Qn y la serie claramente converge.

n
(n+1)7

Z) Uy = e VInTgsen zdx

nm

Seay =x —nw = = = n7 + vy, sen(nm + y) = (—1)" seny, entonces se tiene:

Uy = / e~ VI mHY) sen(nr + y) dy = (—1)"/ e~ VIn(THY) sen(y) dy = (—1)"v,,
0 0

donde v,, = / e~ Vn(nmty) sen(y)dy < me™V Innm __y () cuandon — oo.
0

Verifiquemos que (v,,),, | En efecto, \/In((n + )7 +y) > /In(nm + y) <= e~ Vn((r+hm+y)
< e VI Hy) — o= VIN(ADTHY) gop gy < e~ VIRTHY) gen gy, 51 0 < y < 7, lo que implica:

T s
/ e~ VI DT sen ydy = vpyq < / e~ VInm ) gen ydy = v,,. La serie converge pues es
0 0

una serie alternada de término general decreciente, convergiendo a 0.



a’) u, = cos (wnz In n%)

Notemos que 7n? In T :ﬂ'nQ(%-i-QnQ 3#4.&4. (7114))_7m+2+%+4—+0(%),

_ n 1y n

Asf, u, = —sen (mn+ 3—+ 4— +0 (n )) = (=1)""!sen (3L +4L+o(n—)) = (-1) “(3%—1-

in 2 + 0( 1 )) y la serie converge: es la suma de una serie alternada convergente y una serie absoluta-
n?

mente convergente.

b)) u, = (—1)n\/ﬁtan% o (1)
En este caso u, = (—1)"\/5(% + 3% + 0(%)) ) + ) + o 1 ) y la serie converge.
n n

\/ﬁ 3n5/2 n5/2
i = Gy iU

Escribamos u,, = (1)1 1L (—qyn-2 (0= DUy et L gy

(n+1)! (n+1)! n+1 (n+1)n
L 2y qyetgy < (1= 2)(n —2)! w2
n y Ob n| < (-1 Kl < = ~
Fon y observemos que [vn| < e 0k [(=D)TR S oS (n+ n(n—1)
%. Finalmente la serie converge pues es la suma de tres series convergentes.

n
1

d) uy, :/ cos(nx?)dx
0

— . dy — Onpde. de — G — _dy n:/ncosydy: /cosyd
Sea y nx*, dy nxdx, dx T 2\/@yu NN 2 /n y o~

Cosyd _ 1 ie di

Yy = y la serie diverge.
\F / NG

. )[[f "]

e’)un*( -

Observemos que entre p? y (p + 1)? — 1 estdn todos los términos que son del mismo signo en la serie.

—1)\P —1)\P —1)P
Asf,parap2§n§(p+1)2—1:p2+2psetiene( i) +(2—1)+-~-+(21) , por lo tanto si
p pe+1 P +p
Zk 07 kestalquez 1 Un Y ooy (=1)Pvy son iguales y dado que (vp), | O se tiene la

convergencia de la serie.

_ 2(ptl) 1 1
En efecto, vp11 —vp = ) 125 b+ 1) Zk 0 2 + 2 Z ((p—l- 1)2 Iy p2 T k) +
1 N 1 _ —Z p 2p+1 N 1 " 1
(p+12+2p+1 (p+1)2+2p+2 R0 p+ 12+ k)2 + k) pPPrdp+2 pP+dp+3
<y 2p+1 2p> +8p+5 _ —(2p+1)2
TP HAp+ )P +2p) (PP +HAp+2)(* +4p+3) (PP +4p+1)(p7 +2p)
2p° +8p+5 < —4p? —4p—1 2p° +8p+5

P +4p+2)P? +4p+3) ~ P+ A+ 1) +2p) P +4p+ 1) +2p)
—2p° +4p+4
<0<=p>3.
(p* +4p+1)(p* + 2p)

Falta probar que v, —+ 0. Al considerar v, = Ziio 5 i_ . < _2p—2|— L2
p p

— 0, cuando n — oo.
P(n)

=Gy

P, @ # 0 polinomios



Sigrad P > grad @, entonces Pn)  ap nP~9 — 0y diverge.
Q(n) bq

-1
apn? +ap_ 1P + - +ag

Sigrad P < grad (), entonces (—1)" =(=1)" — =
g g Q ( ) Q(n) ( ) bqnq+bq71nq71+"'+b0
Sy (el gl Penl 1y gy 9 Gp1_boo1y1 1y
(1) bqanp(u o) (1 ; S to) = (-1) bqanp(u( e )L rold) =
_1)n__% _qyn (%=1 _ Gpbg1 1 1
( 1) bqnq—p +( 1) ( bq bg )nq*ml +¢nq*p+1'
La serie es convergente si grad P < grad Q.
g/) Uy = a+ (_1)77.\/5
a+(-1)""Yyn+n
—1)"a
iy s C
", (=D)"a (= 1,1
Dado que u,, = Vi :( 1+ 1— — a4 1452 =
! CO oy e Ot e T en)
n(1+ CUT oy
vn "
(=" 1,1 o
NG + (a+1)5 + 65y la serie diverge.
W) u, = (=1)"(vVn2+1—-+vnZ+an—1+b),a,beR
i6 ANz a _ 1\1/2 1 1 L_ a
Lell exp1re310n1n(1—l-1n2) 1 nl(l—l- nl nz) +b1_ n( + 27112 513714 + 9 )1 n(ll—l- 5
2 3 _ a2
(§+§a )F—l—(za—i—ﬁa )n—-i-@n—)—i—b—(b 5 a)+ (14 3 )ﬁ—( a+16 ) —I—@—
_ n 1 n 1,21 1 1 1 1
yu, = (—1) (b—§a)+( 1) (1+8 )ﬁ—(—l) ( +EQ)F+ ylaseneconvergem
y s6lo si b = %a.

i/)unzln(l—i—%—i—%),aeR

Desarrollando la expresion u,, = % + % — %((_17211 + %) + @%/2 = (?/%)n + % - ﬁ -
(_1)7;(31/2_ 3a) erﬁl/2 - (—\/17_271 i 2(127; 1 (—1)221/2_ 3a) | Qn?,l/z y la serie converge si y s6lo
sia = %

PDun = (_g):l%,aeﬂ%*

Sia<0,n* — 0y u, — 1y laserie diverge.

Sia = 0, el término general se indefine si n es impar.
S ) A W G U ) O WA U g o VG B )it

I n® o op2
na

qj%; la serie converge si y s6lo si 2a > 1, o sea a > l.
n>® 2
K') uy, = (sen(mnle))’, pe N
Sabemos que e es el limite de dos sucesiones adyacentes: a,, = ZZ 0 k:' , b = ap + nl P ie. a, <
1 1 n—2nl
< b, + ——, ent 0<e-— <1 0< I <
e < "+nn! entonces 0 < e an+1_(n+1)(n+1)!:> _wen_wzkok'—i—nw—i—w-i-



s s 1
n+1 + (7’L+1)2 +O((n+1)2)

Dado que 3"~ 2 ™ e un nimero par se tiene sen(nle) = (—1)" L sen (—F—+—T 4o 1

(—)n T (1)t T 4 o 1 5 ) ¥ la serie converge. Si p > 2, converge absoluta-

n+l (n+1)> ~“(n+1)
mente y si p = 1 converge condicionalmente.
)y, = (=1)"cosn
Vn
_ n
Se tiene que w, = (=1)" cosn = cos(n + 1) y como Y ;" cos(n + 1)7 permanece acotada y
vn vn =
(=1)"cosn

es convergente, por el criterio de Dirichlet.

1 0o
(), 40, entonces >~ NG

COS na cos nb COS TLC, a, b7 ce R
NG
1

Sabemos que cos a cos f = 3 (cos(a — f3) + cos(a + 3)), entonces cos na cos nbcosnc = 1 (cosn(a —

m/) Un =

b) cosnc + cosn(a + b) cosnc) = (cosn(a — b —c) + cosn(a — b+ c) + cosn(a + b — ¢) +

cosn(a+b+c))yCosnacosnbcosnc —1 (cosn(a—b—c)+cosn(a—b+c)+cosn(a+b—c)+

vn vn vn vn

). Pero la sucesion Y ;_, cos ko permanece acotada y (L)n J 0, entonces por el cri-

NG

es convergente, si @ # 0. Finalmente, la serie converge si y s6lo

cosn(a+b+c)
N

terio de Dirichlet la serie > p-;

sita+b+c#0,a+b—c#0,a—b+c#0ya—b—c#0.

cosno

Sumas de series
14. Demuestre la convergencia y calcule la suma de las siguientes series:
DY ason(n(5) —(=1)"(5)")

Sesabe que Y7y a1 = o 13 0n((3)" = 54 = $yane § g n(n(~ 4)"

) =






Capitulo 7

Series de Potencias

7.1 Convergencia simple y uniforme

Hasta ahora hemos considerado series numéricas, es decir series en donde (u,,) son nimeros reales.
Vamos a estudiar el caso en que los u,, son funciones de variable real. En especial se considerardn fun-
ciones de la forma u,(z) = a,z™. La suma de orden n de la series de funciones de término general
uy, es la funcién S, definida por la férmula S, (z) = Y7o ur(x) = uo(x) + ui(z) + - -+ + un(x).
Asf, la suma de orden n de una serie de potencias es una funcién polinomial de grado inferior o igual
n: Sp(x) = ap + a1x + -+ + anaz™. El primer problema que se presenta en el estudio de las series
de potencias, es la convergencia de la serie de término general w, (x), para un valor dado de x. Este
problema ya se ha tratado con el desarrollo de los criterios de convergencia. Para precisar, consideremos
un intervalo I C R, tal que Vz € I, la serie de término general ., (x) es convergente. La suma en cada

valor z € I, define una funcién S(z) dada por la formula S(z) = lim, 00 Sy (z) = D00 un ().

Definicion 7.1.1 Se dice que la serie de funciones de término general u,, converge simplemente sobre

I C R a una funcion S(x), si S(x) = lim, 00 Sn(x) = Y.~ un(z) y lo denotamos S, &8s,

El objetivo de la exposicion nos obliga de tratar series de funciones de término general (uy, )y, sin em-
bargo la definici6n se usa también para sucesiones de funciones (f,,),, definidas en I C Ry se dird que
= lim,, 00 frn(x) y lo denotamos

)
fn <2 f. Un ejemplo de esta situacién se tiene cuando definimos f,,(z) = ™ en [0,1]. Aqui f(z) = 0,
0 si0<z<1

la sucesién (f,,), converge a una funcién f definida sobre I si f(z

si0<x<1lyf(1)=1pueslim, oo frn(x) =lim,_ o z" =
1 siz=1.

La definicién establece que dado x € I y € > 0, existe N, . que depende de x y de € de modo que
sin > N, se cumple que |S,(x) — S(x)] < e. Six cambia el N, cambia. A veces se utiliza

una terminologia mas sugestiva, y se dird que .S,, converge puntualmente a .S en /. Cabe preguntarse,

219



(st las funciones S, son continuas, sucederd lo mismo para .S, o bien si son integrables o derivables
sucederd lo mismo con S? Un ejemplo ayuda en este problema. Consideremos la sucesion de funciones
2 2
xr oo xT .
Up(x) = ———ysea S(x) = ~ o ——=——. Asi, cuando z = 0, u,(0) = 0y S(0) = 0.
Si x # 0, la serie es una serie geométrica de suma 1 + 22 y la funcién S(x) es discontinua, a pesar

de que las u, () son continuas. Para esclarecer esta interrogante necesitamos introducir una nocién de

convergencia mds fuerte, la convergencia uniforme.

Definicion 7.1.2 Se dice que la serie de funciones de término general u,, converge uniformemente sobre
I C R a una funcion S(x), si Ve >0, existe N €N tal que sin > N se tiene |S(x) — S, (z)| <e, Vr el

y escribimos S,, <2 S.

La definicién también se aplica a sucesiones de funciones (fy,), y se dird que ( f,,)» converge uniforme-
mente sobre I C R auna funcién f(z), si Ve>0, existe NeNtal que sin > N setiene | f(x)— fn(x)|<e,
Va € Iy escribimos f,, =% f. Al contrario de la convergencia simple, donde N depende de x, el N
vale para todo = € I y depende Unicamente de €. Esta es la diferencia entre el concepto de c.s. y c.u.
Se observa que la convergencia uniforme implica la convergencia simple, pero el reciproco es falso. El

criterio de Cauchy se hace presente en estos conceptos, de la siguiente manera.

Teorema 7.1.1 La serie de funciones de término general u,, converge uniformemente sobre I C R, si'y

s6lo siVe > 0, existe N € N tal que sin > N ym > N se tiene |Sy,(x) — Sp(z)| <e, V€.

Demostracion Sea S el limite de la serie de término general u,,, entonces dado € > 0, existe N € N
tal que sin > N se tiene |S(z) — Sn(z)| < 3¢, Vo € I. Asi, sim > N tenemos | Sy, (x) — Sn(z)| <
1Sm(z) — S(2)| + |S(x) — Sn(z)| < Je+ se =€, Vo €L

Inversamente, supongamos que la condicién de Cauchy se satisface y probemos que existe una funcién
S(z) tal que S,, <% S. Notemos que para cada 1, la sucesion (S, (2)),, satisface la condicién de Cauchy
para sucesiones, por lo que existe un S(z) € R tdnico, que depende de x tal que S,,(z) — S(z). Esto
define la funcién S que necesitamos.

Sea ¢ > 0ysea N € Ntal que si n, m > N implica que |S,,(z) — Sy, (z)] <€, Vz € 1. Sim — oo se
tiene Sy, (z) — S(z) y |Sn(z) — S(x)| <€,V el.

Definicion 7.1.3 Una serie de funciones Y ., u,(x) se dice mayorada en I, si existe una serie

numérica convergente y | a,, de términos positivos de modo que:

Dy tn(@)] < 300 fun(@)] < 32020 an y [un(2)] < ap, Vo € 1.

Teorema 7.1.2 Condicion de Weierstrass Para que la serie de funciones de término general u., con-



verja uniformemente sobre I, es suficiente que exista una serie y ., a,, convergente de términos posi-

tivos tal que Vx € I, |up(x)| < ap, Yn eN.

Demostracion Si la serie Zf;l an converge, dado € > 0, existe N € N tal que si n, m > N se tiene

IS, uk(z)] < S, ar < ey porle Teorema 7.1.1 se tiene la convergencia uniforme.

Teorema 7.1.3 Si la serie de funciones de término general u,, converge uniformemente sobre I a una
funcion S(z) y si las sumas parciales S,(z) son continuas en I, entonces S(xz) = > oo un(x) es

continua en 1.

Demostracién Sea xo € I y sea € > 0, sabemos que 3N € N tal que si n > N se cumple |S,, () —
S(z)| < %€, Vo € I. Notemos que en particular |S,, (z9) — S(z0)| < 2e. Como S,, es continua en o,
existe 1> 0 tal que si |z — zo| <7, z € I implica | Sy, (x) — Sn(20)| < 3¢, por lo tanto [S(z) — S(xo)| <
1S(x) = Sn(@)| + [Sn(x) = Sn(xo)| + |Sn(z0) — S(zo)| <e.

Observaciéon Este teorema es una condicién suficiente para la continuidad del limite de una sucesién
de funciones. Permite afirmar que si S,,(z) es continua en I, Vn € N y la funcién limite S(z) no es
continua en I, S, (z) no converge uniformemente en I, tal como sucedi6 con el ejemplo introductorio

2
L —, en donde la convergencia no es uniforme en ningin intervalo que contenga a

(14 2?)

con u,(x) =
0.

Ejemplo Consideremos u, (z) = nz(1 — 2%)", paraz € [0,1], n € N, entonces para 0 < z < 1 se
tiene S(z) = limp o0 Y ey uk(z) = 1— % y Sn(0) — 0 # lim,_,0 S(z) = —oo. La convergencia
no es uniforme en [0,1]. ’

Se observa que si hay convergencia uniforme y las funciones .S, (x) son continuas:

‘ limy, o 00 im0 S (@) = limy 00 Sy (20) = S(x0) = limg—yz, S(2) = limg sz limy, 00 Sk (). ‘

Teorema 7.1.4 Si la serie de funciones de término general u,, converge uniformemente sobre I =

[a,b], a una funcion S(x) y si las sumas parciales Sy, (x) son continuas en I, entonces S(z) es integrable
b b
enla,b]y limn_mo/ Y or g ug(x)de = / S(x)dx.

Demostracién Por le Teorema 7.1.3, la funcién S(z) es continua en [a,b] y por tanto integrable en
[a,b]. Ademds, dado € > 0, existe N € N tal que si n > N, se cumple |S(z) — Sy, (z)| < /(b —a),

Vz € I y entonces

b
/ [S(z) — Sy ()] d

b
= g/ |S(z) = Sp(a)|de <e,

/ab S(z)dx — /biuk(x)dx

@ k=1




b b
es decir / Y opq uk(x)de — / S(z)dx.

a a
Observaciéon Otra manera de expresar este teorema es: Si la serie de funciones convergen uniforme-

mente a S(x) y las funciones u,, () son continuas en [a, b], entonces:

b b b
Sooo | up(z)de =limy o0 > gy / ug(z)dr = lim, o0 / g u(z)da =

b b b b
1imnﬁoo/5n(:zr)da: :/ limnﬂoﬁn(x)dx:/zzozl up(x)de = /S(:z:)d:z:,

o sea se puede intercambiar la sumatoria y la integral o bien se puede “meter” el limite de la sumatoria

dentro de la integral.

Teorema 7.1.5 Consideremos la serie de funciones de término general u,(x) sobre I = [a,b], de
modo que las sumas parciales S, (x) admiten derivadas S,(x) continuas en I, donde S}, () converge
uniformemente a una funcion Si(x) en [a,b] y si existe un punto xy € [a,b] donde Sy, (xo) sea con-
vergente, entonces la sucesion Sy (x) converge uniformemente hacia su limite S(x) que es una funcion

derivable en [a,b] y la derivada S'(x) = Si(x) en [a,b].

Demostracién Por el Teorema 7.1.4, la sucesién S}, puede ser integradaen [a, b]. En particular, se tiene

limy, o0 / S!(t)dt = limy, 00 [Sn(:v) — Sn(:vo)] = / S1(t)dt y como por hipétesis, Sy, (x) tiende
zo

o
a un limite cuando n — oo, se tiene lim, oo Sp(z) = limy, 00 Sn(xo) + / : S (t)dt que siempre
existe V& € [a, b]. Este limite se denota S(x) y se observa claramente que .S (JO: limy, 00 Sn(20) +
/ ’ S1(t)dt es derivable, de modo que S’(z) = S;(z) por el Teorema Fundamental del Célculo.

Qgiloeda por probar que la sucesion Sy, (z) converge uniformemente a S(z). En efecto, dado € > 0, existe
N € Ntal que sin > N implica que |S),(z) — S'(z)| < 3¢/(b— a), Vz € [a,b] e implica ta;nbién que
|5 (@0) — 8" (z0)| < ge. Ast|Sn(2) — S(@)] < |Sn(z) — Sn(0)| + |Sn(z0) — S(2)] </ 157.(¢) —

o

S'(t)|dt + e < e,V € [a,b].

Corolario 7.1.1 Silaserie Y~ u,(x) de funciones w,, con derivadas continuas en I, converge a S(x)

sobre I = [a,b]y la serie > -, ul,(x) estd mayorada en | a,b], entonces S,,(z) = > 7, ul ().

4
Ejemplo 1 Laserie S(z) =) ., w converge uniformemente en [0, 1], pues es mayorada por
n

una serie convergente > -, %, pero S’(z) no converge si x # 0.
n
2 n
Ejemplo 2 Estudiemos la serie S(z) = z — % + -+ (=)™t 4 ... El valor absoluto

lun ()] < Hl—n’ < |z™| y la serie es absolutamente convergente si |z| < 1 y es uniformemente con-

vergente si |z| < a < 1, pues |z"| < a™, es decir es mayorada por una serie absolutamente convergente



>0, a™. Asi, S(z) es continua en cualquier punto de modo que |z| < 1.

(,Qué sucede cuando z — 17?7 Lo primero que debemos observar es que los resultados obtenidos no

son vdlidos para x = 1 pues la serie 1 — 1 + -+ (—1)”*1% + - -+ es convergente, pero no absoluta-

2
mente. Pero para x € [0, 1], la serie se puede ver como una serie alternada. En efecto, dado e > 0, existe

N eNtalquesin > N setiene 0 < (—1)"(S(z) — Sp(z)) < n——li—l < ¢, el resultado vale para todo

x€[0,1], es decir hay convergencia uniforme. Asf, la funcién S(x) es continuaen 1, y se puede escribir

S =1-L4 oy Capl g
Por otro lado sabemos que S(xz) = In(1 + z), en ]0,1[ y que S(z) es continua en [0,1] e igual a
In(1+4x)en]0,1], pero como In(1+ x) también es continuaen 1, S(z) = In(1+x) en [0, 1] y tenemos

1n2:1_l+...+(_1)n+1%+...

2
Un razonamiento andlogo demuestra que iw =1~ % + % % + - - reemplazando la serie Y~ n
2n 1
porla serie Y7 | 2n —

Observaciéon 1  La convergencia uniforme es de fundamental importancia para el estudio de la con-
vergencia de series de funciones, pues si no se satisfacen las condiciones requeridas, pueden suceder
fendmenos extraordinarios, tal es el caso del Fenémeno de Gibbs, estudiado en series como ejercicio. Es

decir, la existencia de una funcién que es constante en | 0, 7 [ y discontinua en 0, dada por por la férmula

sen(2n — 1)z 1
5,1 T —47T,V:c€]0,7r[.

Observacién 2 Funcién continua no derivable en ningiin punto

S(x):sen:c—i—%—l-w-—l-

Otro ejemplo de gran importancia, es la existencia de una funcién continua en la recta real que no es
derivable en ningtin punto.
Definamos ®(z) = x en [0,1]y ®(z) = (2 — x) en [1,2] y la ampliamos a todo R definiendo que
®(x + 2) = ®(x), lo que la hace periddica de periodo 2. Nos centraremos en el intervalo [0, 2],
affn de poder analizar la convergencia de la suma parcial S, (z) = Y _, (2 ) ®(4Fz) a su limite
S(z) =, (3 ) ®(4%z). En efecto, la serie Y~ (2 ) ®(4%x) estd mayorada por una serie ab-
solutamente convergente » .- ( ) lo que permite afirmar que la serie converge uniformemente a la
funcién S(z) y como las funciones .S, (x) son continuas, el limite S(z) también es continua.

La funcién So(z) = ®(x), en [0,2]. La funcién Sy (z) = ®(z) + 2 ®(4x), merece un andlisis més fino

,setiene 0 < 4z < 1y Si(x) = ®(x) + 3 ®(4z) = + 2 4z = 4x.
setienel <4z <2y Si(z) =2+ 2 (2—4z) = 3 — 2z

<z < 3 setiene 2 < 4o < 3y Si(z) = z + 3 (4o — 2) = 4z — 3. Observe que la funcién



del intervalo [0, 2], es decir 2 < 42 < 3 por lo que para normalizarlo y poder aplicar la férmula que estéd
definida en el intervalo [0, 2], debe restarse 2 y tenemos 0 < 4x — 2 < 1. Asi, una vez normalizado nos
queda ®(4z) = ®(4x — 2) = 4z — 2 ya que el argumento 4x — 2 estd entre 0 y 1 y vale la férmula, es
decir ®(¢) = ¢ siempre que ¢ € [0,1].

Si % <ax<1,setiene3 < 4z < 4,obienl < 4x—2 <2y P(4z) = ®(4o—2) = 2— (4o —2) = 4—4x
y Si(x) =4 — 3.

Siguiendo con este argumento de andlisis se llega a las formas que las funciones van tomando, en los
distintos intervalos de longitud i.

La funcién Sz(z) = ®(z) 4+ 3 ®(4x) + (2 )2<I>(16x), también debe descomponerese en intervalos de
longitud 11—6. Analizaremos solamente los dos primeros.

Si0<a <k setiene0 <4z < 1y0<16x <1, conlocual S(x) =z+3 <I>(4:v)+(%)2<1>(16x) =
T+ 3z + 92 = 13z.

Si% <z< %,setiene% <4z < %yl < 16z < 2, con lo cual Sy () :x—l—%x—l— (%)2(2—1617) =

—517—1—%.

Fijemos un nimero real x y un entero m positivo, existe k € N tal que k¥ < 4™z < k£ 4 1 y tomemos
A =47 "k y by, =4 (k+1).
Sin < m, ladiferencia 4"b,,, —4"a,, = 4"~™ < 1y se tiene |P(4"b,,) — P (4", )| = 47by, — 4"y, =

4qn-m,

Sin >m, tenemos 4"b,,, — 4"a,, = 47~ ™ = 2.2.4"~™~1 o gea la diferencia entre estos niimeros es un

miiltiplo de 2 por 1o que | (4" by, ) =@ (4" ap, )| = 0. Asf, S(bm)—S(am) = > oo (2 )n [©(4"by,) — ®(4™am)]

n=0 \ 4

ST () [B(4%D,,) — B(4%a,,)], entonces | S (by)—S(am)| > (3)" ="' (3)*[@(4Fb,,) — D(4Fa,)]

1
%(%)m y ’W’ > £-3™. Finalmente, cuando m — 00, @ < @ < by, by — @y — 0y
S'(x) — ooy S(z) no es derivable en z, Vx € R.

N =

0 1 2 0 1 2
7.2 Intervalo de convergencia

Es natural que en el estudio de la convergencia de series, nos preguntemos por la regién en que la serie

[e'S) n . . [e'S) n
> meo Gna™ es convergente, o de manera més general donde la serie ) |~ a,(x — a)™ es convergente.

Teorema 7.2.1 Abel Supongamos que la serie ZZOZO anx™ converge para un cierto valor xog # 0y



sea S(x) = > anx”, entonces la serie y ", anx™ converge uniformemente para todo x, de modo
que |z| < |xg].

Si la serie diverge para un cierto valor x,, entonces diverge para todo valor x, de modo que || > |z(|.

Demostraciéon Dado que la serie ZZOZO anx™ converge para un cierto valor xg, entonces existe M > 0,
tal que |apxf| < M,¥n € N.

La serie puede escribirse de la forma )~ |a,x§ H%‘ <MY, ‘%| , entonces cuando |z| < |xo|
la dltima serie, es una serie geométrica de razén ’xx_o‘ < 1 por lo que es convergente. Pero esto significa

. n
que laserie > 7 |ana™ =0 |anx8|‘%‘ es absolutamente convergente.
Para probar la otra propiedad, lo haremos por contradiccién. Supongamos que Jz tal que la serie
0 n / : o /\n

Y omeo anx™ converge de modo que |zj| < |x|, entonces se debe tener que la serie Y an ()™ con-
verge uniformemente, ya que converge en x, lo que contradice las hipétesis de teorema. Luego la su-
posicién es falsa y para ningtin x tal que |xj| < |z| la serie 220:0 an,x™ puede ser converge. Asi, la serie

es divergente para todo x tal que |z| > |z{].

Corolario 7.2.1 Con las hipdtesis anteriores, existe un R tal que para |x| < R, la serie converge
absolutamente y para |x| > R, la serie diverge, es decir que el dominio de convergencia de la serie de
potencias ZZO:O anx™ es un intervalo con centro en el origen de las coordenadas. Este intervalo se
llama intervalo de convergencia de la serie de potenciasy R se llama radio de convergencia de la serie
de potencias.

an+1xn+1
anpT"”

si L|xz| < 1 (es decir si || < 1/L) y diverge si |z| > 1/L, por lo que el intervalo de convergencia es

Demostraciéon Observemos que si existe lim,, ‘ = L|z| se tiene que la serie converge
]—=1/L,1/L|. Se observa que para determinar el intervalo de convergencia, se puede aplicar el criterio
de Cauchy: R = lim,, o {/|an|. El problema que se presenta es que este limite no siempre existe. Sin

embargo tenemos el siguiente corolario.

Corolario 7.2.2 La serie de potencias Y .., an,x™ tiene radio de convergencia R, dado por % =
limy, o0 SUP |an|%.

Demostracién Considerando lim,,_, o, sup |un|% = |z|limy_ o0 SUpP |un|% = |z|/R, donde % =
lim,, s o SUp |an|% y este limite siempre existe.

Corolario 7.2.3 Si la serie de potencias S(z) = > .- a,z" tiene un intervalo de convergencia

n+1
| =R, R|, entonces la serie ®(x) =Y % obtenida por la integrando término a término de la

xT
serie Y a,xz" tiene el mismo intervalo de convergencia] —R, R, y se tiene que ®(z) = / S(t)dt
0

en]|-R,R]|.



Demostraciéon La prueba es inmediata por el Teorema 7.1.4. Queda por probar que el intervalo de

convergencia es el mismo, pero es inmediato por el criterio de d’ Alembert.

Corolario 7.2.4 Si la serie de potencias S(x) = > .°  a,z" tiene un intervalo de convergencia
] =R, R, entonces la serie ®(x) = > 2 nan,a™ ' obtenida por la derivacion término a término
de la serie y .~ , an,x™ tiene el mismo intervalo de convergencia| —R, R |, y se tiene que ®(z) = S’ ()

en]|—R,R]|.

Demostraciéon La prueba es inmediata por el Teorema 7.1.5. Queda por probar que el intervalo de

convergencia es el mismo, pero es inmediato por el criterio de d’ Alembert.

Observacion Es importante decir que en algunas series R se reduce a R = 0 y en otras R = oo. En el

primer caso, la serie diverge para x # 0 y en el segundo caso la serie converge en todo R.

Corolario 7.2.5 Supongamos que f(x) =Y, a,z" tiene un intervalo de convergencia | —R, R |, si
—R<a< R, f puede ser desarrollada en series de potencias alrededor del punto a, la cual converge en

(n)
lt —al| <R—laly f(z) =", f n'(a) (z — a)™. La funcion f tiene derivadas de todos los drdens

£9(0)

n!

en| —R, Ry en particular a,, =

Corolario 7.2.6 Supongamos que la serie Y, a, convergey sea f(z) =Y. ", a,ax™ con intervalo

de convergencia| —1,1], entonces lim,_,1- f(z) = > " an.

Corolario 7.2.7 Si las series Zflo:o an y Zflo:o by, convergen a los valores a y b, la serie producto

oo
Y mo Cn coOnverge'y su suma c = a-b.

Demostracién Basta definir f(z) =) " apna™, g(z) = " bpa™ y h(z)=> " ,cpa™, en [0,1].
Para z < 1 las series son absolutamente convergentes y se tiene que Vz € [0,1[, f(z)-g(z) = h(x),
entonces por el corolario anterior lim,_,,- (f(z)-g(z)) = lim,_- f(x)-lim,_,,- g(x) = ab =

lim,_,1- h(z) = ¢

Ejemplo

. . . . 2z)"
1) Determinemos el intervalo de convergencia de la serie >~ u

n

(2x)n+l n
(2z)" n+1

La serie converge si |z| < % y diverge si |z| > % Ademis, cuando x = —% la serie converge y cuando

Usando el criterio de d’ Alembert se tiene lim,, o

= limnseo ’n—il’ 22| = |22].

_1 o di
x = 5 la serie diverge.

x’ﬂ
nl’
2" Tlnl

2™ (n+ 1)!

2) Determinemos el intervalo de convergencia de la serie ) -,

Aplicando el criterio de d’ Alembert, tenemos lim,,_,

’:hmnﬁw}—nf_l}zo,ycomo



el limite es menor que 1 y no depende de x, la serie converge para todo los valores de x € R.

3) Laserie Y, (nx)™ diverge para todo = # 0, puesto que |nz|" — oo, para todo x # 0.

4) Cuando se considera una serie de potencias de la forma Y a,(z — 2¢)", se procede como una serie
de potencias en y = x — xq, es decir una serie 220:0 any™ y por el criterio de d’ Alembert el intervalo
de convergencia tiene la forma | o — R, o + R [. Todas la propiedades enunciadas anteriormente valen
para este tipo de serie de potencias. Por ejemplo la serie >~ (z — 1)" converge para —1 <z — 1 <1,

es decir converge para 0 < x < 2.

7.3 Resolucion de ecuaciones diferenciales por series de potencias

Definicion 7.3.1 Se dice que una funcion f es analitica en un intervalo |a — R,a + R|, si f tiene
un desarrollo en series de potencias en ese intervalo, f(x) = Y ;- a,(xz — a)™, convergente para

|z —al < R.

Si las funciones coeficientes de una ecuacién diferencial homogénea 3™ + ¢, (:C)y("_l)
+ go(x)y"=2 4 .- + g, (z)y = 0 son analiticas en el intervalo | a — R, a + R[, se puede demostrar
que existen n soluciones linealmente independientes, cada una de las cuales es analitica en el intervalo

Ja—R,a+ R].

Teorema 7.3.1 Si las funciones g1, g2 y h son analiticas en un intervalo | a — R,a + R|, entonces las
soluciones de y"' + g1(z)y’ + g2(x)y = h(x) son analiticas en a, es decir se representan mediante series

de potencias en (x — a), con radio de convergencia R > 0.

Ejemplo 1 Resolver y' — y = 0.

Solucién Seay = > >° c,x™, ¥ = > 07 ne,x" ! entonces y' —y = (c1 — ¢o) + (2¢2 — 1)z +

(2¢3 — 02):102 + --- =0, por lo tanto ¢; = ¢g, 2ca = ¢1, 3c3 = C2,...,NCy = Cp_1 => €1 = Cp,
2 n
_C _ O __C _ (O _ O _ X xT o T
C)— = = —,3 — == —,...,Ch,, = —,08¢ca = C Cox Co—r Co— s = .
2 =5 2" =3 3 e = 0 Y o + co +02!+ +On!+ 0€

Ejemplo 2 Resolver y' = 2zy.

Solucién Seay = > " (c,z™ ¥ = > 7 nc,a™ ' entonces y' = 2zy = ¢1 +2cox+ 3czx’ + - =

22(co + 17 + ca2® + --+), es decire; = 0, ¢y = ¢, 3c3 = 2¢; = 0, ¢4 = 62—2 = 62—0 s =0
4 6 2
06:03—4:%,...,yy:co(l—l—:cQ—l—g—!+§—!+~-~):coex.

Ejemplo 3 Resolver y”" + y = 0.

Solucién Seay = > 7 jcpz™, v’ = >0 ,n(n — 1)c,z" 2, entonces vy’ +y = (2c2 + 2-3csz +

3desa® 4+ )+ (co+crx+cgr?+---) =0,0sea2¢y +cop = 0,2:3c3+c1 = 0,3dcg+c2 =0,...,
_ C2

.o _ _C . _ _C _C . _ _€C _CL P o at
€2 =gl €= —gp =33 = 0= —pp =g Ashy=c(l-or+irt )+



31':1: +51' 2% +---) =cocosx + casen .

Un resultado importante de uso frecuente en la solucién de problemas es:

c(x —

o mep ™ =3 (m+ 1)emp1z™

Domeo(m = o™ 2 =370 (m + D)meppa™ ™ =300 (m+ 2)(m + Dempz™

7.4 Ejercicios

1. Determine el radio y el dominio de convergencia de las series de potencias

2) % (=1)ma? b) S, L 0, (;Z;!
( 1)n 2n+1 o n(n _ 1) n IS (_1)11 on
) Zn 0 (27’1, + 1) C) anz 3n X f) ano o T, k>0
n |
g) Zn 0 ( n) (‘T - 5)n h) ZEOZO %xn 1) ZZO:O nQ"x"
DXl gl — 1P 0 S gg @+ 1) D Yo, (@ —2)%

Solucion

a) Zfzo(_l)nxﬁz
Si tomamos V/|(—1)"z2"| = |z|> <1 <= |z| < 1. En z = +1 la serie diverge pues el término general

no tiende a 0. El radio de convergencia R = 1y el intervalo de convergenciaes | —1, 1.

b) Zn 0 4n
Considerando ¢ i }
0. El radio de convergencia R = 4 y el intervalo de convergenciaes | —4,4 [.

)Zno

n
| <1 <= |z| < 4. Enx = +4 la serie diverge pues el término general no tiende a

n Eills £l

= — 0, la serie de potencias

1 1
W meatien  WaRen e

X

Puesto que (2n)!

converge en todo R.
2n+1

d)zn OL

yrg2n+1 |27+ |x|2+% _
Siendo ¢ = 3 : — 0, la serie
2n+1 (2n+1) 2n+26—2n 1\/—7T (271_’_1)%%6—2—ﬁ o

de potencias converge en todo R

&y, M




n

general no tiende a 0. El radio de convergencia R = 3 y el intervalo de convergenciaes | —3, 3.

f)ZnO(_n) 2n k>0

_1\n 2n 2
Tomando 7/ (k—ln)x% =1/ % = % <1 <= |z| < Vk. Enz = £k la serie diverge pues

el término general no tiende a 0. El radio de convergencia R = v/k y el intervalo de convergencia es
| —VE,VE|.
oy, S w9y

Se sabe que

— ’%} <1 <= |z| < 3. En x = +£3 la serie diverge pues el término

v z (x =5)"| =

<1l<+<=0<x<10. Enz =00

Observemos que

n

on 5
en z = 10 la serie diverge pues el término general no tiende a 0. El radio de convergencia R = 5y el

intervalo de convergenciaes | 0,10 [.

h) Zflo:o Ei%); z"

Dado que ?

T N L0 i TSaVo L W s 1

n3"+%673n(27r)% n% Vor

Gl V3

(n )33" 2my/n
Gl . 3 (1+—+0( ) .3 5

(n!)3(_3)3n = ( 1) 27T\/— ( ( )) —-1) 27_‘_\/_( + 18n+0

suma de una serie alternada convergente y una serie absolutamente convergente. El radio de convergencia

(3n)!
(n))?

1
En x = 5 la serie diverge puesto que

n

— 32| <1 = |z| < 5=

, peroen x = — 3- la serie converge pues

( ). es decir es la

_ 1 . . _ L L
R = - y el intervalo de convergenciaes [ — 5~ , - |.

Tomando ¥/|n2"z"| = n?|z| — +o0. El radio de convergencia R = 0y la serie diverge si z # 0.

Do gele — 1

_1|2n _ 112
Se constata que nflz 2nl| = |« 21| <l<=1-V2<2<14vV2.Enz=1—+v20enz = 1+2

la serie diverge pues el término general no tiende a 0. El radio de convergencia R = /2y el intervalo

de convergenciaes | 1 — /2,1 + /2.
0o 1
k o ——(x+ 1"
I T0 s @)

Sabemos que ",/|x3+12| _ lz+1 |I;—1|<1<:>—4<x<2.Enx:—4oenx:2laserie
"n

3n2/n
conver, 1 térmi (=3)" _ _1yn L ﬁ - 1 i ;
ge pues el término general es = (-1) 5 Y 5 = —5 respectivamente. El radio de
n 3"n n




convergencia R = 3 y el intervalo de convergenciaes [ —4,2].

D Yo (o —2)*"
’ _9|2n _ 9|2n 92
Puesto que 7\l/|x 2| ~ 7\1/ | — 2| = | — 2| — 0y la serie converge en todo

n! n"+%e_"\/ﬁ n1+%e_1(27r)%
R.

2. Determine el radio y el dominio de convergencia de las series de potencias. Aqui 5 es un parametro real.

oo " (=D w o (n+1)°
a) Zn:l \/ﬁ )Zn 1 (n + 1)| z C) Zn:l n! €z
o'} 0 n-l—% o'} e 8
d) 2571 In (1 + sen %)xn €) D noi 1:l-—tt9m 1)) D} 2t+dfs "
oo 2" on+tl oo gBnt2 l1—=x "
8 2no n+1’ h) > no gn+1 D ¥nZo n \z+1
B
oo [1:35---(2n+1) n
» Zn—()( 2:4-6---(2n) ) *
Soluciéon
Q)37 %
. N | _ . . Co_ .
Si tomamos 7/ NRECD — 1/R = 1y laserie convergesi —1 <z < 1. Six 1, la serie

_1\n
> ( \/1_) converge condicionalmente.
n

Siz=1,laserie) diverge.

1
1\/5

En resumen, la serie convergeen [ —1,1].

(=D" »
)Zn 1( +1)I

Tomando la rafz n/— L — e~ & (D! — o= [(1+3) Inn—n+in v27] _
(n+1)!

_ 1 _1ly, .
e”Imnmgpnntlog InVET g horlo tanto R = oo y la serie converge Va € R.

C)Zn 1(n+1) n

+4
’rL 1 B t5o—n 1 B_1 1 1
Calculando + ln (n+1) —Inn" e \/271'} — em In(n+1) n(nJrg) Inn+1+7 In V27 _
B _7 V2
e n(n+1) —Inn 1“ ity nVIE y R = ooy la serie converge Vo € R.

d)> > In(1+4sen= )

n 1 1 1 o/l _ 1 1 1y _
Usando 7/In (1 + i +o(=5 ) = \/n 57 G + 0(n3)
/1, 1 1 1 nfT A (- - Ly to(Ly)) _

TRV 2n  6n? * O(n_Q) n® e

1 1 1 — 1 4oL
v/ %eﬁ(7ﬁ+o(ﬁ)) ~e G i g y la serie converge si |z| < 1.



Siz =1,In(1 + sen %) ~ % y diverge.
Siz=-1,3,"1(-1)"In (1 + sen %) converge pues la serie es alternada y (In (1 + sen = ))¢ 0. El

intervalo de convergenciaes [—1,1[.

1
n+y
e) ZZO: L dt "
n

1+ ¢
nJr%
Dadoquelég/ dt _ < 1 tenemos n/——L— ~ n/ L —e—fln _
214 (n+3)° ~Ju 1417 7 2(1+0?) 2(1+n?) n?
nJr%
=1, por lo que converge si —1 < z < 1. Ademds, / N jl-ttg = ay, ) 0y converge si z = —1 pues
es alternada con término decreciente.
Enz=1,a,~ L y converge. En resumen, converge si |z| < 1.
n?
Jr
oo _t%dt .
f) Zn:l " 2 +t8
8 8 ntl g 8
La funcién f(t) = ¢ es creciente y —2 < / t°dt < (n+1) , por lo tanto
2+18 2+ nb® n 2+1t8 2+ (n+1)8
8 1, _n®
Ya, ~ 1 g =e"  2+n® — 1y laserie converge para —1 < z < 1.
n®

Siz =+1laserie ) -, (+1)"a, diverge pues a,, —> 1. El intervalo de convergenciaes | —1,1.

9) Zzozo n2_+1$2n+1

n 2" 2n—+1 = 1
Usando P — 22?2 y la serie converge si |z| < \/_ En x =7 la serie diverge y en

1

T = — 5 converge por ser alternada, de término general decreciendo a 0. El intervalo de convergencia
L1
es[— RG] [
3n+2
h) Zn 0 8n+1
n |x|3n+2 B |x|1+2/n 2 3
Puesto que {/ g~ gitim — ‘5’ <le= -2<z<2
n+
Enx = 2, 88n :1’7 — lyenz = -2, a, — j:% y no converge. El intervalo de convergencia es
] _25 2 [
. o nlfl-—=a "
1) Zn:O nm" (1‘+1)
n TL' l
Notemos que x + ) e

a)Si—-l<zr<l, —
ASiz>1,x>— +1 osea:v>1
1
e—1°

_l—-e 1l _ n'e N
En:z:_1+e,1+x_e V2mtn — o0.

-1
’7)SI£L'<—1CL'< i_
x




_ e+l l1—a _ __ nle"(=D" o -
Enzx = Tl e n"+1 ( )1\/27m—>j:ooydlverge.
5 : . e —e
La regi6n de convergencia es | —oo, e—l[ |- 1,1+ [U[1,00].
B
1.3:5.- (2n+1) .,
D2 0( 246 ) !

2n+ —2n—1 /
Si se considera 2n Gn+l) 1)! 2n +1) ze )
an] 22n 2n+1 _2”277'

2n+l B
2n+1 1 .
\/(22 (n+ 2n+1 27T ) = (7\1/6\2/_ (1+%) (n+%)2) — 1y la serie converge

para |x| <1.Siz = j:l diverge, pues a,, -~ 0, cuando n— 0.

3. Determine el radio y el dominio de convergencia de las series de potencias. Calcule ademads la suma de

la serie.

a) Yoo nm an b) >0 n—ilx”
o0 2,.n d z"

&) Lo ) 2= 0n'(n+2)
e n _ =26 .. _ .

e) Y., _oana", donde a, = G sin <3,a,=mn,sin > 4.

Solucion

>, n=D"g
Puesto que ¥/ |n(=1"| = e(-D"H I ¢0 = 1 laserie converge para |z| < 1y diverge para |z| > 1,
pues a,, — 0, cuando n — oo.
Laseried o” on(™V" 2" =04+22° + 328 +4at + L%+ = (222 + 42t +62° + )+ (3 2° +
a2+ 12" +--). Sea A(zx) = 32° + £ 2% + 1 27 4 - - -, derivando tenemos

x _ " 2dt _1 ‘l—l—x‘_
1_902”(‘“)—/01_9—21“ 2|y,

Sea B(z) = x(2z + 423 + 62° 4+ ---) = 2C(x), entonces | C(t)dt = 2> +2* + 25+ ... =L
— 72 3 2
2p(1—2%)4+22° _ _ og  asi, B(z) = _22° g,
(1-a%)? (1—2?)? (1-2?)?

.. 00 (71)"77,:; ‘1"’1"_ L
conclusion,  (n T 5 In 1—x T+ 1- I2)2'

Al(z) = 2?42t 4284 = 22(14+ 22424+ ) =

y derivando la integral nos queda C(z) =

)Xo 7"

Dado que 7 - L — 5 1,1a serie converge si |z| < 1, y diverge para |z| > 1, pues a,, 2™ —/ 0, cuando

+1
n — oo.
La serie >~ 0n+1 = 0¥ _Zn:0n+1x I — _EZ"ZOTL—le H= -z
%ln(l—x).

©) X nia”



2 . . .
Tomando Vn2 = en ™™ — 1, por lo tanto la serie converge para |x| < 1y diverge para x = +1, asf

como para |z| > 1, pues n?z™ —~ 0 cuando n — oc.

Sabemos que 1 - = ool o™ si derivamos ———— = > na"" L'y si volvemos a derivar

1- (1- )
ﬁ =y n(n— 1)z"~2. Es importante destacar que los indices se dejan desde 0 pues nece-
sitamos la notacién, pero esto acarrea problemas de indefinicién de la serie para z = 0. Bien entendido
que si se tiene presente este hecho, sabemos en todo momento dénde estamos parados y la notacién no
se presta a confusion.

Reescribiendo la serie Y- (n(n — 1)z""2 = Y7 n?z" 2 — 5> na"? = 1 Yoo gniat —

1 oo n—1 : : © 9. n T 2x2 (14 x)
= o nT , lo que implica —ancx™t = +
T ano q p Zn,O (1 :17)2 (1 I)g (1 I)3

d)Zn 0

(n—i—2)

1 1 e .
Es claro que =« =n — — 0y la serie converge para todo = € R.
\/(n+2)n”e" 27 \/(n+2)\/27r n

+1 n x
Observemos que ze* =35> " con o cual se tiene S°°°  — 2% — L [ yetgp— L per
Vi qu z Zn:O n| u Zn:O 7’L' (n + 2) IQ 0 IQ (LL'
e’ +1).

7n 26
2m -7

1 . : . . .
Notemos que ¥/n = en ™" — 1y la serie converge si |z| < 1, y diverge si |z| > 1. Siz = +1,

n(—1)" — 0y diverge.
Por otro lado, Y 07 janz™ =Y 02 pa™ — 1 — x — 22% — 32% + ap + a1z + azz? + azz®, pero como

o0 . .
&)Y . _oana", donde a, = ,sin<3,a, =n,sin > 4.

e gt = %@2, se tiene >~ (1, T"

a +228+ 222+ L g4 L2,

_ x
(1—2)?
4. Determine el desarrollo en series de potencias de las funciones siguientes. Indique en cada caso el

dominio donde es vdlido el desarrollo. Aqui a > 0.

_ _ 1

o) flz) = (4 +x2)73/? d) f(z) = Inv/1 — 2x cosha + 22
- 5 __l1—z

e fle) = x* — 1322 + 36 D /@)= (1+z)3

En d) use que 1 — 2z cosha + 2% = (z — e*)(z — e~ %).

Soluciéon
D () = 1€
Utilizando los desarrollos de las funciones e* y 7 1 se tiene: f(z) = 7 emx =30 :c_’: Yoo g
— — n

=Y neo ena™, donde ¢ = 374 g arbn_k =32, g k' Asi, f(z) = ZZO:O(EZ:O %)xn’ si x| <1,



1,
pues n1/ZZ:O%:eH (Ek o_r) — eOvlnezl.

b) f(z) = 1 —1-1217
Sabemos que f(x) = ﬁ = Y o(=2)"a™, si |z| < . En general, f((a) = (=2)"n!(1 +
2a)~""1, porlo que ¥a, = ¥/(2)"(1+ 2a)" 1 — 2 esdecir fl@)=>7", (=2)

|1+ 2a] = (14 2a)"t!
(x—a)"si|lz—a|<i|l+2al,0osea—F<z<i+2asia>—-1y-1+2a<az<-—-isia<-—1.

0 f(2) = (4+a%)3

Desarrollando f(z) = (4—1—;52)—% = 4_%(14—(% x)2)—% = 4—% [14(— %)(% $)2+% (- %)(_ %)(% )t

A EDEDEDED L D DEDEDE D+ A d (DD D (- (L)
+ .- ]

A8 (a) = Sy -1y BB e e B L

1 \2n+1),.12n
MRSV, 1\1/(271—1—1)2"+1e_2"_1\/27r|x|2" _ o 20 g e L <
24n( ) 24nn2n672n2ﬂ. 22ne o 22
1 = Jz| < 2.

En |z| = 2, laserie >~ (—1)" n@nt 1)

@n+1!
2271( )

diverge pues al desarrollar el término general
22n ( n! ) 2

1 \2n+1
2n(1+ 2n)

ev2r
d) f(z) = Inv/1 — 2x cosha + 22

— OQ.

Se sabe que f(z) = Inv/1—2zcosha+ 22 = $In(z — e*)(x — e7), siz > e® 0 x < e~ entonces

fM(z) = (=) 1inl[(z — e*)™™ + (z — e~*)~"], por lo que ¢, = w = (-1)" 3 [(=z -

e“)fn—l—(x—e"‘)*"]wzo = (—1)"’1% [(—1)"6""—1—(—1)"6*‘“@ = —coshany W —9m e“[l—l—
n i o .
(e%‘l) |™ — e % porlo que f(z) = — > o coshnaa™, si |z| < e~
5
e) fla) = —- 22— —
) /() x* — 1322 + 36
; : i 2 5 1 1 1 1
Factorizando el denominador de la funcién f(x)= == —= —
f(@) (x=3)(z+3)(x—2)(z+2) 6 (x—3) 6 (z+3)

entonces M = (—1)"[% (x—3)~""1 - % (x43) 1 — % (x—2)""14

1 +1_1
4 (z—-2) 4 (x+2)’ n!
) (o (n)
1 - f ( ) —0sinesi A (U | 1
7 (z+2)™" ] Asi ¢, = =0sinesimpary ¢, = I ——3n+2+2n+2 S1 7 €s par.

A n n — n n x —
Ademds, \/<2n1+2 - 3n1+2)| | |a:|217 1— (32 — |2—| < 1, por lo tanto f(z) = ¢o+
cox® +egxt+ =300 Jeona®™, si x| < 2. En |z| = 2 la serie diverge pues ¢,, — 0.

f) f(z) = L=2Z_

(1+z)3



Para descomponer la funcién en suma de fracciones parciales consideramos, (11 — ‘T) 5 = 1 f +
+x x

B c 2 :
+ orloqueconduceal —x = A(1 +x)* + B(1 +x) + C, es decir A = 0,
(+2)?  (Itap Pred (1+2)"+ Bl +2)
P 2 1 1 00 1
B =-1,C = 2. Asi f(z) = — , pero = _(=1)"z", ————— =
/(@) (1+2)3  (1+2)? PO T2 2n= =) (1+x)?
Yoo (=)™ nz™ ﬁ = > o(—1)"(n — 1)na™ % y en consecuencia:

fl@) =30 (=) (n=1)na™ 243 (1) na™ " = 3 (= 1)" T (n1)na™ 43007 (1) na™ ! =
Sl a((n 4 (1) 4+ Dan Tt = 30 (1) e

Ademds, V/]a,|= Vn? — 1, lo que permite escribir f(z) =3 ,(—1)""'n?z" "1, si |z| < 1, 0 bien
f@)=30" (—=1)"(n+ 1)%z", si 2| < 1.

5. Deduzca los siguientes valores de convergencia de series numéricas.

_ oy (D7 1oy (D"
a)1n2_2n20n+1 b)47T_Zn:02n+1
Solucién
_yee (D7
211)1112—Z:n:0n+1 2 3 )
Sabemos que In(1 + z) = =z — % + % - % + - (—1)"“% + -+, si |z| < 1, pero como
oo S’L_—Il—)l es convergente lim,, ;- In(1+z) =In2=3"" 51_41—)1 .
1.y (=D
DT =0 gt -
P S A LS VN ot oo (=)
Recordemos que arctanz = x gt et +(-1) T ,si|z|<lycomo)  ~ T

converge por ser una serie alternada con término general decreciendoa 0, lim,,_,;- arctanz = arctan1 =

Ty (2D

4 n=09n 4+ 1°

6. Calcule los valores de convergencia de las siguientes series numéricas.

a g b =
) Zn-O 2n+1 ) Zn_l (n + 1) 3n+1
C) En:O (2n 4 1) 22n+1 d) ano 3n + 1
Soluciéon
oo (n+1)(n+2)
DYoot
-1 oo n_ oo 1 . . .y . 1 -2
Se sabe que (1 — %) = ano(%) = Zn:02—nx ; derivando la expresién se tiene 5(1 - %) =
e N an—1y derivando de nuevo,
Zn_o on y
1 3_gwo nn=1) no _ 1gwo nn—=1) o 1gwo (n+2)(n+l) ,
sl-5) =T = M g Nk e
p o~ (n+2)(n+1) , ~ (n+2)(n+1
As{ tenemos que ﬁ :Enzo%x y ano( 2351 ) 11 5 =8
1-3) (3)



b - n-2"
) anl ( + 1)3n+1

Por el ejercicio 3b) Y7 " + 77 " = - i Ttz In(1 — z), entonces derivando
2
> nZ— 1x”*1 = ﬁ - %1 (1-2x)— ﬁ y multiplicando por z? esta expresién
oo N a4l _ _x* oy n® (2vn+l _ o 1
Zn:ln+1x - (I—I)Q ln(]‘ I) n:1n+1(3) _3 21n3'
00 1
I L —
) Lo (2n +1)22n+1
Usando la identidad 1 5 = 1+ 424 422+ eintegrando,/ - dttQ = %ln } +£ =
— 01— —
oo gPntl 1 /1v2nl _ 1
2"02n+1y2"02n+1(2) =33
o (=1)"
D 2nzo 3n+1
Tenemos que : _‘1_ — = S0 o(=1)™a™, por lo que H#B = > (—1)"z*". Integrando se tiene
T

At oo (qynatttl Cat (11 —sad (1+2)?
/ = L= =D"55 +1’p°rloque/o 146 _/0 (31+fJr —t+1)dt i p—
(

o 1413

1 oo
e arctan(\/_ 2z — 1)) + \/_ arctan —= \/_ y nos queda )" 31

%ln2+3—\/§w,yaquetangw: %

_ 1
1n2—|— \/—arctan\/g =

7. Estudie el dominio y el valor de convergencia de las siguientes series. ;Es la funcién en estudio continua

alaizquierdade x = 1?

2n+1 2n
T T )

n 2n+2 0o
a) f(z) =327 1(;6_”_;”4_2) b)g(z) = 302 ( 2n 2n+ 17"

Solucion
n I2n+2

a) fo) =300 (5, - m)

Dado que "1/|— = |z ,/ — x|y pfl2" 227/ =24 5 |2|2, las series convergen
2n+2 2n+2 ’

/
2n+2
si |z| < 1. Por otro lado, <ZZ°_1 255”12) = S0 @ttt = g3 2 = g 1 - 1),

!/
(fo_l %) =y vl = ﬁ, In(1—=) = Y07 L es decir f(z) = —3In(1 — 2) +
2 3 4 5
1 _ 22 1.2 l 1.2 - (Z £ L L L
sIn(l — 2 )—Qi— ST ) 121(1 —i—8:v) + 322, N(;temos que f(;v) (32 + 22 + 23 i 25 +
.. S A VI L 4. A 1 v T ' VR L=
)+ (=% -7 6 s " )+22 (3-22%23 22 25t )%
% 2021(—1)"%:6" + % = %ln(l +z) + % Asi, ¢, = (—1)"% y como Y~ ¢, converge
f(z) — $In2+ %, cuando x — 1~
. 00 x2n+1 . I2n
b) g(z) —anl( om 2n_|_1)

2n+1
Como | |$| — |z?y \/ — |x|?, las series convergensi |z|<1y g(z) =z )2, 2n



1 2n+1 . o T - - T 2n _ 1 _
Tt 2n+1 Ademds, <Zn 1 2n> =y —1 5> esdecir )7 2n = —3In(1
2 2t L 14 a2 4 o4 2n 1= 1 1
%)y x+2n12n+1—x =l+z+2°+ -+ + - = = bosa
oo 2n+1 _ _l 1—|—Jj_ . _ _l 2y 1 1+x
Zn:; T = 2111—12_30 x. Finalmente g(z) = 2:0111(1 x?) 52 lnl—:v +1 =
—%xTHIn(l—i—x)—%—x —Lml o)+ 1
@ty oy @y oy o — 1 Gnesi
Ahom,g(a:)—(2 +T T ) (3 +e+ ) =D oo Cn ,donde ¢, = ——— si n es impar
yCp = _nil si n es par. Asi, la serie -, ¢, converge, por lo que > >~ , ¢, = lim, ,;- g(z) =
g(l)=1—In2.
8. Muestre que si |z| <1y x # 0 es vélida la férmula z” = 3dz—2
quesifef <1yw # D ARG LY oy e Sy
(1-—=)?
= In(1—a).
5 l—2)

.z . . o n _1 " o n
Solucién Descomponiendo la serie ), (n—l—l)(nﬁ— D73 Zn 0 n—|—1 >0 nx——i—2+
loo n _Loox”Jrl_Loox”Jrz L n+3_L _ _L_
22”:0n+3_2x2":0n+1 $22n_0(71+222 E xln(l .’L‘) x2(

2y (z=1) 3 —2
In(1—2)— )+2—(ln(1—x)—x—%):7111(1—:17) L— 2z,

223 422
9. Suponga que los coeficientes de la serie >~ a,, ™ estdn relacionados por la ecuacién a,, + Aa,—1 +

Ba,_o =0, paratodon > 2, donde Ay B son constantes. Demuestre que para cualquier = en el campo
ap + (a1 + Aap)x

1+ Az + Ba?
Utilice lo anterior para calcular el valor de convergencia de la serie de funciones siguientes. Aqui (fy,)n

de convergencia de la serie de potencias se tiene que y . @, 2" =

es la sucesién de Fibonacci: fo = f1 = 1; fo42 = fat1 + fn, paran > 0.

a)> o (=1)"(2n+ 1)z b) > fnx”

Solucion Por hipétesis, a,, + Aan—1 + Ban—2 = 0,Vn > 2, entonces:

S ana™ + Az Y s an—12™ Tt + Ba? Y0 an—sa™ % =0, es decir

Yoo g anx™ ATy apx™ + Bz? Yoo anx™ =30 anx™(1+ Az + Bz?) = ag+ a1z + Azag.
a) Notemos que a,, = (—1)"(2n + 1), entonces a,, + Aan—1 + Bap—2 = 0 = (=1)"(2n + 1) +

A"t 2n - 1)+ B(-1)"2(2n-3)=2n(B— A+ 1)+ (A—3B+1),0seca A=2y B = 1.

1+ (=3+2)x -z
Asi, D"2n+1)z" = = .
Zn=o(=1)"( ) 1+2z+22 (1+1)?
b) Sabemos que fri2 — fur1 — fn =0 <= fn — frn—1 — fn_2 = 0, paran > 2, por lo tanto A = —1,
o n 1+(1—-1)z
B=-1fo=fi=1yY "o fax" = ( )2: n 2"

l—-z—zx l—-z—zx

10. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales usando series de potencias alrededor de 0.

a)y' =2y by +y=0 o)y =ky



HDA-2)y =y e) (x+1)y =3y HDl+2)y +y=0

h)y' + 2zy = 0 Dy = 3a%y Dy —y=0
k) y" +4y=0 hy" —y =0 m)y” — 9y = 0.
Solucién
a)y =2y
Eneste caso Y oo ne,z™ L =300 (n+ 1)cpp1a™ = > one  2c,2™, 0 sea Cpy C_C T
tiene ¢; = 2cq, cp = 2240 51> €3 = 22?))?, O = 2”6(:, Yy =100 2"%1:" =CoYnip (25!)71 =
coe?®.
b)y +y=0
Se sabe que Y7 ((n+ 1)cpqp1a”™ = — Y7 cpa™, 0sea Cpp1 = + T = —cg, C2 —62—1 =
%, c3 = —% = %,..., cn = (— 1)"co,yy = Zflozo(—l)"co =coy o ( n)n = cpe ™.
oy =ky
Se verifica que Y07 ((n + 1)cpp12™ = > 07 o kepa™, es decir ¢pqq = n—IT— T Cn Asi, ¢1 = kco,
cy = %cl = %,03 = % = %,...,cn k" 'co,yy— codonto (k;n = ¢peh®.
d(@-z)y =y

Se ve que (1 —2) > 07 ((n 4+ 1)cp1z™ = > oo o [(n 4 Deng1 — ney|a™ = Y07 cpa™, es decir

(n+1)cny1 = (N4 1)cn. ASL, Cpp1 = =YY = Co Y g ®" = 07 i —

e) (z+1)y" =3y
Puesto que (2 + 1) 30" o(n + D)epq12™ = > oo [(n + Depy1 + ney]a™ = Y07 3c,a™, es decir

1
2=Be ¢y =3¢y, ca =c1 =3cp, 3 =32c2=cp,cq =0,

(n+ 1)ept1 + nep, = 3ep. ASt, cpy1 = 3—n 3

n+1
05:—%04:0,...,cn:O,yy:c0+3cox—|—3c0x +cor® = co(1+ x)3.
DA+z)y +y=0

Se tiene (1 + ) > 0" o(n + 1)cpp12™ + > one gneax™ + Y00 o caz™ = 0, entonces (n + 1)cpq1 +

(n+1)c, = 0,08€a cpp1 = —Cp, €1 = —Co, €2 = —C1 = Cp, €3 = —Cp, C4 = Co,...Y Y =
o (1) = e i) = coq

h)y + 22y =0
Sabemos que >~ ((n + 1)cpqp12™ + Y0 2¢,—12™ = 0, entonces ¢; = 0, ¢c; = —cp, c3 = — % c1 =
0= corsr,ca=eo = —Fen 0o = — Fea= =gy o con = (—1)F fyco.yy = coe™™

i)y = 322y

Como > ((n 4 1)cpq12™ = Y0, 3cp_ox™, entonces ¢1 = ca = 0, ¢py1 = Cn—2, O sea

_3
n+1



c3 = 001, cg =c5 =0,c6 = %Co, (i7 =cg = 0,309 = %Co, crp =c11 = 0,c12 = %C = ico
Can = =€, €5 deciry = co Y ey Hﬁ" = cpe®
Dy —y=0
Se tiene > °° 2 Denaoz™ — S°°° ¢,z = 0, entonces ¢pq0 = ——— 2 ¢, ¢4,
1 Zn:o<n+ )(n+ )C +22 Zn_oc z Cn+2 (TL+2)(TL+ 1) Co, C1
1 1 1 1 :
co = =cp, C3 = €1, C4 = 5—=C3 = ==C0, ..., Cop = ———Cp, Con+1 = ————c1, es decir
2 50> €3 231 4 3.1 41co 2 (2n)!0 2n-+1 (2n+1)!1
2n+1
= = ¢g coshx + ¢q senh z.
Y= OEnO( ) n0(2n+1) = Cp T c1sennh x
k) y" +4y=0
%) %) 4
Sabemos que _on+2)(n+1)cpq22™ + ~odc,x™ = 0, entonces ¢p10 = ————————Cp,
q Zn_O( )( ) +2 Zn_() +2 (n+2)(n+1) y
(=4)" (=4)" -
n= , Cop+1=———>"—c1, s decir:
C2 (2n)! €0, C2n+1 2n+1)! 1
0o n22n 2n C 22n+1 2n-+1 .
y=coy o o(-1) @] 1 S (=) @nij—jl)' = «cos 2z + 3 sen 2z.
Dy’ —y' =0
Dado que >~ o(n + 2)(n + 1)cpq22™ — > 0" o(n + 1)cpq12™ = 0, entonces ¢pqo = n—_]anJrl,
Cp, C1, C2 = %CL c3 = % = %Cl, Cq = %01, ceey Cp = %01’ esdeciry = co + 1 220:1 % =

cop —c1 +cre”.

m)y’ —9y =10

De la misma manera que en el problema 10j), > ((n + 2)(n + 1)cpq22™ — Y00 9cpa™ = 0,
2
entonces Cn42 = m_ﬁ_%%, Cp, C1, C2 = gCO, C3 = %Cl, Cq4 = %02 = %CO ., Copn =
9" -9 iy — o (32)* 1 () Ht
) o> Cona1 = G 1) cr,esdeciry =coy ., 2n)! c1 > 2n 1) = ¢g cosh 3z +
%cl senh 3z.
11. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales usando series de potencias.

a)xy =3y +3 b) (1 — 22)y’ = 22y
o) (x+1)y =2z +3)y dDzy =+ 1)y
ey’ -3y +2y=0 Dx—-3)y —ay=0
@) (1—a2)y" — 22y +2y =0 hyy' +y=222+x
Soluciéon

a)xy =3y +3
Se tiene E _ynepx”™ =3+ 3¢y + E 1 3cpa™, entonces cg = —1, ¢3, ne, = 3cp, paran ¢ {0,3}, 0
seay = —1 + c3a’.

b) (1 —a?)y’ = 2zy



Se sabe que (1—22) Y " (n+1)cpp12™ = 22> 00 (ncpz™ => > o0 (n+1)cp18" —> oo o(n —
Den—1z™ =Y 0" 2ep 12" = c1+2ca+y 0, [(n+1)cn+1—(n—1)cn,1} " =2conty oo o 20 12",
es decir ¢y = 0, coa = ¢o, (n+1)cpt1 = (n — 1)epn—1+2¢,-1 = (n+1)cp—1, 0 bien ¢p41 = o1,
co=ca=cp=-,0 2032052---:0yy=cozzo:0x2":col_lxz.

o) (z+ 1)y =2z+3)y
Como (w+1) 3207 et = (2243) 3207 ena™ == 307 nena ™07 ((ntl)eni1 2™+, (= 2¢n-1) 2™+
ZZOZO(—%”)I" =0,0seac; = 3cg, (n+1)cpt1=—(n—3)cn+2c¢,-1.

Sin =1,c = 4¢cg,sin = 2, c3 = 13—0c0,sin:3,04:2co,sin:4,05: }‘5100 De este

modo y = co(1 + 3z + 42 + 10 23 + 22* 4+ ---). Sin embargo, es importante notar que la solucién
y=co(l+3z+42%+ 2 3—|—233 ) =co(l+(1+2)z+ (2+2)22+ (F+ 5)a + (L + F)a* +
(%—%—Fﬂ)x —|—-~-):c0(1+3:)(1+2a:—|—%xQ—F%x?’—l—%x‘l—l—w-):co(l—x)eh.Siembargo

esta solucion es artificiosa y se estableci6 ya que se conocia la solucién de la ecuacién diferencial.

dDay =@+ 1)y
Esclaro que Y 07 ne,z™ =Y 00 cpo12™ + Y oo cpx™ + ¢, porlo que ¢cg = 0, ne, = cp1 + ¢y

ie. ¢, = C—*l y ca = ¢1, €3 = %cz = %cl, Ccy = %03 = %cl, ey Cp = ﬁcl,.... Asi,
y=c1y L) _1) " = crze®.
9y’ =3y +2y=0
Notemos que Y7 ((n + 2)(n + 1)cppoz™ — D07 1 3(n + 1)epp12™ + 30,7 | 2¢,2™ = 0, entonces
—2¢, +3(n+ 1)cpta
(n+2)(n+1)

(n+2)(n+ Depga — 3(n+ 2)ent1 + 2¢, = 0, por lo que co, ¢1, Cria =

i}

. 3cn-1 2¢n-2 . 3 2 3 3 2 7
bien ¢, = % —n(n" 1)ysetlene02:—cl—ﬁcoz501—00,032502—372012601—00,
cs=3cs—FHer=3c1—5co =5 ((2°—-1)c1—(23—-2)co). Asi,cuandoco = A+Byc; = A+2B

se tiene y = Ae” + Be?*. También esta solucion es artificiosa y se da ya que se conocfa la solucién de

la ecuacion diferencial.

D@x—-3)y —azy=0

Setienequex > - nc, " 1 =330 ne,a" T Ha Y oL jepa” =0 = > 7 nc,a"—3% . (n+
Deppra™ + 507 ¢pm1z™ = 0, por lo tanto ¢; = 0, ne, — 3(n + 1)epy1 + ¢m1 = 0 0 sea
_Cp—2t+(n—1)

n = 3 “n—1 Lasoluciénes y = Ae®(z — 3)3.

9 (1 —a2)y" —2zy +2y=0
Se sabe que (1—22) Y7 s n(n—1)c a2 =223 0 nepz™ 1 +230° ez =0= > (n+
2)(n+ 1)cppox™ = Y 07 on(n — Depz™ — 2307 nepa™ + 2307 (cpa™ = 0 = 2¢3 + 2¢9 = 0,
n(n — 1)e, + 2ne, — 2¢, n—1 3

3-2c3 — 2¢1 +2¢1 = 0, cpg2 = CFDICEE) = L icmoseac, = hcn_g, por




lo que se tiene co, 1, c2 = —cg, c3 = 0, ¢4 = 2¢2 = —3co, 5 = 0,¢6 = — 3 cp, ..., es decir
y=cxz+c(l—a?—fat—1a0—128—...)

hy" +y=222+=z
Observemos que Y oo, n(n—1)c,z" 2437 [ cpz™ =300 (n+2)(n+1)cpgoz™ +Y oo g Cna™ =
0+ 1a+22% = 2co+co=0,32c3+c1 =1,43c4+c2 =2,(n+2)(n+ 1)cpse +cn =0,

1

n > 3, es decir se tiene co, ¢1, ¢2 = —3co,c3 = (L —c1)g.ca = (2—c2) 47 = (4+ o) 7,

s =(1—c)dnce = —Ad+co)g.or =1 —c1)d, s = (44 c)g,...porloquey =
222 + x4+ 4+ (co+4)cosx — (1 — 1) sen .

12. Demuestre que la ecuacién y’ = % + 1 no es posible desarrollarla como series de potencias en x y que
la ecuacién zy” + 3’ + 2y = 0 no satisface el teorema, pero tiene una solucién en series de potencias de
x.

Solucién

Si la ecuacién y' = % + 1 se puede desarrollar en series de potencias se tiene que zy’ = y + x, por

loque > " nepa™ =37 jepa™ + @ = co=0,c1+1 = ¢y yne, = ¢, paran > 2 que no es

posible.

Sise considerat = 1 — z, entonces (£ + 1) Y 07 nc,t™ 1 =30 et +t+1 =37 nc,t" +
S oA Depat™ = Y gt +t+1 =1 =co+ 1,6 = 3,03 = — %, cy = ﬁ,
C5 = — g, -rCn = (—1)"ﬁ,porloquesetieney =co(l—t)+ (L +t)(t— 22+ 113 -
TP+ i+ ) =cr+ahna.

La ecuacién zy” +y' +zy = 0 no satisface el teorema, ya que 3y + %y' +y=0y % no es analitica en 0.
Sin embargo, z Y-y n(n—1)c, ™ 2+ 30 et 2> Jepa™ =300 (n+ 1)ncp 2" +

Zzo:o(” + Depprz™ + 220:1 en—12" = c1 =0, n(n+ Deps1 + (n+ Depp1 + 1 = 0 =
_ 1 _ _ _Co _ _ __© _ _ __ ¢
Cn = —Fcn,g, 0 sea tenemos cg, ¢1 = 0, co = —22 ,c3=0,c4 = 5242 cs =0, c6 = 24262
(_1)77, x2n.

(27n!)?

...y finalmente y = ¢o > "






Capitulo 8

Nimeros complejos

8.1 Introduccion

Hasta el momento, se ha trabajado sobre el campo de los nimeros reales, pero existe la necesidad de una

nueva nocion, la de nimero complejo, indispensable para resolver cierto tipo de ecuaciones.

En efecto, nos hemos confrontado a las ecuaciones del tipo ag + a1z + - - - + ap,x™ = 0, con a; € R, lo
que nos lleva a la mencién del teorema de d’ Alembert—Gauss: Todo polinomio de grado n, tiene n raices

(no necesariamente distintas) reales o complejas.

No se insistird en este capitulo sobre la manera de construir teéricamente el campo de los nimeros
complejos, que como toda construccion de este tipo es delicada, sino que nos contentaremos con el

estudio de sus principales propiedades.

La manipulacién de los nimeros complejos no presenta dificultades mayores y nos familiarizaremos con

dos representaciones posibles, para tales nimeros.

A partir del conjunto de los nimeros naturales N, se puede definir el conjunto Z de enteros positivos
o negativos; después se puede construir el conjunto @Q de nimeros racionales. Confrontado a ciertos

problemas, en particular de origen geométrico, se ha debido desarrollar la nocién de niimero real, que

2

permite resolver ecuaciones del tipo 22 = 2, 23 = 3, ecuaciones que no tienen solucién en Q.

Sin embargo, el campo de los nimeros reales se muestra insuficiente para resolver ciertas ecuaciones.
Por ejemplo, la ecuacién 22 + 1 = 0 no tienen solucién en R, es decir no existe un nimero real que
elevado al cuadrado valga —1.

La introduccién del sfmbolo /—1 = 1, que no es un niimero real, para el cual se admite que (v/—1)? =

—1, permite expresar, no solamente las raices de #2 + 1 = 0 (que son entonces /—1y —/—1), sino que

también todas las raices de cualquier polinomio.
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Girolamo Cardano, matematico italiano del renacimiento (1501-1576), fue el primero en introducir los

nimeros imaginarios, como raices cuadradas de nimeros negativos.

El nombre Cardano figura en la historia de la matemadtica por ser el primero en publicar la férmula
para resolver la ecuacién ctibica 23 — pr — ¢ = 0. Sin embargo, la solucién de la ecuacién cibica
23 — pr — ¢ = 0! fue obtenida primeramente por Scipione del Ferro (1522-1565), matematico italiano,

quien nunca las publicé. La solucién estd dada por:

2 3 2 3
S R DROR (SO0
Pero la sencillez de la férmula de Cardano es aparente, pues si la ecuacién z3 — 3x = 0 tiene raices
2z =0,z = ++/3, la solucién de Cardano da z = \3/\/—_1+ %/_\/__ = \?7{4- io’/—_l
El procedimiento de extraccién de raices cuadradas y cubicas fue desarrollado por Raffacl Bombelli

(1530-1572) seguidor de Cardano.

“ 2
Franfois ViSte (1540-1603), gran algebrista francés, demostr6é que en el caso de la férmula (ﬂ) —

2

3
(%) < 0, es decir el caso de extraccion de raices cubicas en la férmula de Cardano, la expresion se

reduce a una combinacién sencilla de funciones trigonométricas.

8.2 El campo de los nimeros complejos, generalidades

Por convencion, se escribirdn los elementos del conjunto de los nimeros complejos, que denotamos C,
bajo la forma z = a + ib, con a, b € R y el simbolo i ¢ R serd por definicién tal que i = —1, o bien
i=+/-1

El término a se llama parte real de z y se denota PRe(z). El nimero b se llama parte imaginaria de z y se

denota Jm(z).

Ejemplos

1En este apartado se indicar4 las solucién de la ecuacién ciibica de la forma 2 — pxz — ¢ = 0. La solucién no aparece en los

libros de calculo, a pesar de su sencillez e ingenio involucrado en su desarrollo.

Consideremos la ecuacién 3 — pz — ¢ = 0y supongamos que la solucién  de la ecuacién se expresa de la forma z = u + v.

Asf, 2% — pr = (u+v)3 — p(u+v) = ud +v3 + (Buv — p)(u + v) = ¢, entonces si p = 3uv = u> 4 v3 = q 'y tenemos

3

el sistema uv = p/3, u3 + v3 = q o bien u3v3 = p3/27, u3 + v = ¢. Pero sabemos que u3 y v3 son las soluciones de

2 3 2 3
la ecuacién cuadrética z2 — qr + p3/27 = 0, es decir u® = a + p_’ =9 _ /T P g concluye que la
2 4 2 2 4 27
solucién de la ecuacién ciibica 23 — px — ¢ = O es:
3 g ? p® | 3lq @ P
r=u+tv= — 4\ — =+ — = = =
J 2 4 27 2 4 2



a) 3 + 21 .
~N~ =~
parte parte
real imaginaria

b) 1 —V2i= (a=1:b=—V2).
¢)5 =5+ 0i; (a = 5, b= 0); en este caso el nimero es real.
d) =31 =0+ (—3)i; (a = 0, b = —3); en este caso el niimero es imaginario puro.

e) La raiz cuadrada de nimeros negativos (imaginarios):
V—4=/4(-1) =V4y/=1=2i; V=5 =+6v—1=5i

8.2.1 LasumaenC

El conjunto C de los nimeros complejos, se provee de una operacion (ley de composicion interna) suma

+, definida de la siguiente manera: (a + ib) + (¢ 4+ id) = (a + ¢) + (b + d).

Se verifica de inmediato que esta suma, gracias a las propiedades de la suma de los nimeros reales, es
cerrada, asociativa, conmutativa, tiene un elemento neutro tinico 0 = 0 4 i0 y que todo elemento a + ib
en C tiene un inverso aditivo en C, —a — 1ib, tal que (a + ib) + (—a — ib) = 0.

8.2.2 Multiplicacién por escalar

Se define también en C una ley de composicion externa, llamada multiplicacién por escalar, de la sigu-
iente forma: VA € R, (V z € C), se tiene que Az = A(a + ib) = Aa + 1\b, que gracias a las propiedades
de los niimeros reales, es distributiva con respecto a la suma de ntimeros complejos, o sea VA € R, V 2y,

29 € C, M(21 + 22) = Az1 + Azo.

8.2.3 El producto en C

Al conjunto C se provee de una ley de composicion interna (el producto), definida asi:

(a + ib)-(c + id) = ac + i*bd + i(ad 4 be) = ac — bd + (ad + bc) i.
—_——— ,

parte
imaginaria

parte
real

Se verifica sin dificultad que el “producto” de niimeros complejos es cerrado, asociativo, conmutativo,
admite un elemento neutro 1 = 1+ 10 y para todo elemento z en C\{0}, existe un inverso multiplicativo

unico tal que al multiplicarlo por z, el producto es 1.

En efecto, si z = a + ib, con z # 0, determinemos un nimero complejo ¢ + id tal que el producto

(a +1ib)(c + id) = 1, es decir ac — bd + i(ad + bc) = 1, porloque ac — bd = 1, ad + bc = 0 = ¢ =
a d= —b

a® + b2 a® + b?

De esta manera el conjunto C se ha provisto de una suma y un producto (el producto tiene la propiedad

. La solucidn es claramente tnica.



distributiva con respecto a la suma, es decir V z, 21, 22 € C, se tiene que z(2z1 4 22) = 221 + 222). que

lo hacen un campo conmutativo.

Ejemplos Multiplicar las siguientes expresiones:

(2 —31)-(3+51) =6+ 10i — 91 — 15i% = 21 + 1.
(441)21 =81+ 2i? = -2+ 8i.

Observacion Es necesario tener en cuenta que:

8.2.4 Numero complejo conjugado

Definicion 8.2.1 Se llama niimero complejo conjugado de z = a + ib, o simplemente conjugado de z,

al niimero complejo denotado zZ = a — ib.

Se verifica facilmente que:

1) z es el conjugado de 2, pues 2 = a — ib = a — (—ib) = a +ib = 2.

2)z+ z = (a+1ib) + (a — ib) = 2a, es decir la suma de z y Z es un nimero real.

3) 2.z = (a+1ib)(a — ib) = a® + b* = |2|2.

Esta propiedad es particularmente importante cuando se efectian divisiones de niimeros complejos. En
particular:

11z z a—1ib

2 a+ib 2z |22 a2+b2°

De esta forma, j_l _ a1 + 1b1 — %122 _ CL16L22 _ b21b2 ialbg + a22b1
2 as + ibs 2222 a5 + bs a5 + b

4)21—?22:514-22.

5) 21729 = Z1-Z2.

Ejemplo Los siguientes nimeros son conjugados:



Division

La division de dos nimeros complejos es la operacién inversa a su multiplicacién. Si:

tenemos:

(a+bl) = (a1 +bi11)(z+yl) = a+ bl = a1z — biy + (hiz + a1y)i.

De la condicién de igualdad de dos nimeros complejos, obtenemos: a1z — b1y = a, bhyx + a1y = b =

_ aaj — bby _ a1b+ aby .
T = ,Y = , entonces:
at + b3 at + b3
a+bl  aa; —bby  arb+ab; .
a + i a%—i—b% a%—i—b%

En la préctica este resultado se puede obtener de una manera mds simple, multiplicando el dividendo y

el divisor por el conjugado de este dltimo.

; o L2431 3—4i
Ejemplos Calcular las siguiente divisiones: 511130
o 2431 243121 _ 4-2i4+6i—3i> _ 7 4.
Solucion S = ST =1~ i_ i =5T5h
3—4123—414—31212—91—1614—1212:_&1:_1
4431 4+43i4-3i 16 — 912 25 '

8.2.5 C es un espacio vectorial sobre R

El conjunto C provisto de dos leyes de composicion (la suma y la multiplicacién por escalar), posee la

estructura de espacio vectorial sobre R.

Todos los elementos de C, se obtienen como una combinacién lineal de coeficientes a y b de los nimeros
1 e 1. De esta manera, el conjunto {1,1} es una base de C y genera todo el conjunto C, ya que 1 e 1 son
linealmente independientes. De este hecho se concluye que la dimension de C es 2 y que C es isomorfo

a R?, es decir que podemos identificar a C con el plano R2.

Para verificar que 1 e i son linealmente independientes, hay que probarque a-1+bi=0=a =b =0,
a,beR.

a

En efecto,sib =0 = a-1 = 0,es decira = 0. Si b # 0, tenemos que bi = —a = i = b

€eR, que

es imposible.

Observacién En realidad se ha probado la siguiente propiedad:

Dos nimeros complejos son iguales si y s6lo si sus partes reales son iguales y sus partes imaginarias son

iguales:

a1+1b1 = ag+1iby <— al—CLQ—Fi(bl—bQ) =0<=a1—a2=0yb;—by =0 <= a; = az, by = bs.



Ejemplo Determinar las soluciones de la ecuacién 223 — 3z 4+ 51 = 0.

Solucion Observemos que z = 1 es una solucién de la ecuacién, por lo que realizando la divisién
3 —_— 1 . . . . .
MZS’& = 222 + 2iz — 5, o sea 22° — 3z + 51 = (2 — 1)(22% + 2iz — 5). Es importante
” —
destacar que la férmula general para obtener las raices de una ecuacién de segundo grado, sigue siendo

vélida en C. De esta manera, la ecuacién de segundo grado 222 + 2iz — 5 = 0, tiene por raices

z=3(3—1),z = (=3 — 1) y concluimos que las soluciones de la ecuacién 2z® — 3z + 51 = 0 son

8.3 Representacion geométrica de los niimeros complejos

Dada la identificacién de C con R?, todo niimero complejo a + bi puede ser representado sobre el plano
Oxy mediante un punto M (a, b), de coordenadas a y b. Reciprocamente, todo punto M (a, b) del plano
Ozy puede considerarse como la imagen geométrica del nimero complejo a + bi. Se puede considerar
que a todo punto del eje Oz, le corresponde un nimero real y que todo punto del eje Oy representa un
ndmero puramente imaginario. Por eso, representando los nimeros complejos sobre un plano, el eje Oy

se llama eje imaginario y el Oz, eje real.

Uniendo el punto M (a, b) con el origen de coordenadas, obtenemos el vector OM. En algunos casos es
muy conveniente considerar el vector como la representacién geométrica del nimero complejo a + bi.

A continuacién presentamos tres ejemplos.
Yy

M

0+3i
3+21
21

En la Figura 1, se representa un par de nimeros complejos conjugados, representados por los puntos M

y M7, los cuales son simétricos.

Y
Ambos métodos de representacion geométrica de los nimeros com- b M 32
plejos son equivalentes, puesto que a todo punto M del plano, le
corresponde un vector determinado e inversamente, a todo vector 0 3 z
oM, cuyo punto inicial coincide con el origen Oxy, le corresponde

un punto determinado M, que es el punto final del vector OM. _21F1gura1M1 o

Definicion 8.3.1 Se llama mddulo del niimero complejo z = a + bi, al niimero real:

r=|z| = Va?+ b2



Geométricamente el médulo o valor absoluto, es la longitud del radio vector OM, r es positivo y se

anula s6lo cuando @ = 0y b = 0. Este resultado se justifica por el Teorema de Pitagoras.
Ejemplos Calcular el médulo de los siguientes nimeros complejos: z = 3 +4i, 2 = -2 — 1.
Solucién |3 +4i| =32 +42 =5, -2 —1i| = /(-2)2 + (-1)2 = /5.

8.3.1 Representacion geométrica de las operaciones con niimeros complejos

Recordemos que la suma de dos nimeros complejos, z; = a3 + b1y 22 = as + boi, es un nimero
complejo definido de la siguiente forma:

(a1 + bll) + (CLQ + bgl) = (a1 + CLQ) + (b1 + b2)1 (1)

De la férmula (1) se deduce que la adicién de los nimeros complejos representados en forma de vectores,
se lleva a cabo de acuerdo con las reglas de adicién de vectores, como veremos a continuacién: (Figura 2).

Y Y

zZ =21+ 22
z=2z1+ 22 P . 2
z2 Ay
z2
- 2if-
zZy !
0 z 2 3 5 v
Figura 2 Figura 3

Ejemplo Sumar z; = 3 + 2iy 29 = 2 + 4i. (Ver Figura 3).

Solucion z =21 +22=(3+21)+(24+41)=(3+2)+ (2+4)i =5+ 6i.

Resta

La diferencia de dos nimeros complejos as + bai y a3 + bii, es un nimero complejo que sumado a

a1 + bii, da as + bol.

Es fécil ver que:

(ag + bgl) - (al + bll) = (ag — al) + (bg — bl)l (2)

Ejemplo Calcule el valorde z; — 29,8121 =3 — 21y 2o =1+ 3i.

Solucién z =2 —20=3-2i—(1+31)=B3—-1)+(—2-3)i=2—5i.



Geométricamente, la resta de nimeros complejos significa la y
resta de sus correspondientes vectores. En la figura siguiente

se ilustra la resta del ejemplo anterior.

Observemos que el médulo de la diferencia de dos nimeros com-

plejos a1 +b1iy as + bai, es igual a la distancia entre los puntos

que representan estos nimeros en el plano complejo, es decir:

Viar —a2)2 4 (by — b2)2. I N :

8.4 Potenciacion

La elevacién de un nimero complejo a una potencia entera positiva, se realiza por la regla de potenciacién

de un binomio, puesto que es un caso particular del producto de factores complejos iguales.
Ejemplos (a + bi)? = a? + 2abi + b*i? = a® — b? + 2abi,
(a+bi)? = a® + 3a?bi + 3ab?1® 4 313 = (a® — 3ab?) + (3ab — b3)i.
8.4.1 Extraccion de la raiz cuadrada
Supongamos que se quiere extraer la raiz cuadrada del niimero a + bi. Quiere decir que debemos hallar
un nimero complejo = 4 yi tal que su cuadrado sea igual a a + bi.
Asi tenemos que v/a + bi = +(z+yi), donde = y 3 son niimeros reales. En tal caso, a+bi = (z+yi)? =
2% — y? + 2zyi.
Utilizando la condicién de igualdad de dos niimeros complejos obtenemos: a = x2 — y2, b = 22y, de

2
%,porloquea =22 - b 420 = 40t — 2

422

Reordenando la dltima ecuacién, tenemos:

donde y =

72a:|:\/4a2—|—4b2:> s atVa?+b?

4z — daz® — b = 0 = 22

x
4 2
Como, Va2 + b2 > a, es necesario tomar el signo ”+” delante del radical, para que ¥ sea positivo o

cero, por lo tanto:
5 a+Va2+b?
r = ——".
2
Sustituyendo el valor anterior y simplificando obtenemos:
5  —a+va?+b?

Y= 3 (4)

(3)

o sea, los valores de z y y son:

=+ a+Vva? + b2
2

y =+ —a+ Va? + b2
. 2 .



La ecuacién 2zy = b demuestra que el producto xy tiene el mismo signo que el nimero b. Por lo tanto,

sib> 0, z y y tienen signos iguales; si b < 0, z y y tienen diferentes signos. Por eso, para b > 0 tenemos:

Va2 + b2 —a++aZ+2
Vathi=+ \/“ -~ —i—i\/ AL

)

y para b < 0 tenemos:

/a2 1 b2 _ 2 1 2
\/m=:|: \/a—l— C2L+ —i\/ a—|—\/2a +

Ejemplo Calcular /1 + 2i.

Solucién Se tiene 1 + 21 = 22 — y? +2ayi, 22 — > = Loy = 1,y = %, entonces 2 — % =1=
X

t-l=2=22*—22-1=0.

Asf,x2:1+T\/5:>x:j:\/1+T\/g,luegol+2\/g—y2:1:>y2:_1+\/5:>y:

i,/_1+\/5.

Finalmente:

VITE -+ \/”fﬁ\/‘l;ﬁ

8.5 Forma trigonométrica o polar de un nimero complejo

El ndmero complejo a + bi distinto de cero, se representa por yr VT
el radio vector O y la magnitud de este vector es el mddulo \ M
del ndmero complejo. De acuerdo con la Figura 4, tenemos las
siguientes expresiones: '
b 0 ¢\ ‘ *
a=rcosp, b=rseng, (b:arctan(a) +nmr. (5) Figura 4

El angulo ¢ entre el semi-eje positivo del eje Ox y el vector OM, se llama argumento arg(z) del nimero
complejo a + bi, lo que esta indicado en el dibujo por una arco-flecha. Si el nimero complejo es igual a
cero, el vector O se convierte en un punto (vector nulo) y no hay necesidad de hablar de su direccién.

Por eso, se considera que el vector nulo no tiene argumento.

Aqui, los dngulos se miden en radianes y se consideran positivos si se orientan en sentido contrario al

movimiento de las agujas del reloj.

Se observa que para z # 0, se puede determinar arg(z) por arg(z) = ¢ = arctan (g) + nm, tomando

en cuenta el cuadrante donde se encuentra z. Debe tomarse en cuenta el cuadrante, dado que tan ¢ tiene

periodo 7, de modo que z y —z tienen las mismas tangentes. Para evitar ambigiiedades consideraremos



que 0 < ¢ < 27.

Es evidente que cada nimero complejo distinto de cero, tiene un conjunto infinito de valores del ar-
gumento; estos valores se diferencian entre si en un nimero entero de vueltas completas, es decir en
la magnitud 2k7, donde &k es un nimero entero cualquiera. Por ejemplo, los argumentos del nimero

complejo 2 + 21 son los dngulos del tipo:

g +2km, (k=0,41,42,43,...).

El valor del argumento, tomado de 0 a 27 se llama valor principal. Asf por ejemplo, para el nimero

complejo 2+ 21, el valor principal del argumento es igual a % Para el nimero —2 + 21, el valor principal

del argumento es igual a %Tﬂ' Para los nimeros 3, —3, i, —1, los valores principales son respectivamente
T 37

0, m, 5 9 -

De acuerdo con (5), un nimero complejo puede ser representado en la forma siguiente:
a+bi=rcosg+irsend = r(cosd + isenq).
La expresion r(cos ¢ + isen ¢) se llama forma trigonométrica del nimero complejo, a diferencia de la

forma a + bi, que se llama algebraica.

Para determinar el argumento ¢, utilizamos las férmulas (5). En funcién del signo de las partes real e

imaginaria, se toma el correspondiente cuadrante, en el que debe terminar el dngulo.

Ejemplo 1 Representar en forma trigonométrica el nimero —1 + iv/3.

Solucién r = 1/ (—1)2 + (v/3)2 = 2, arctan (ﬂ) =-T

-1 3
En este caso a < 0, b > 0y ¢ < 0, entonces el dngulo se encuentra en el segundo cuadrante, por lo que
T 4 2Ty e tiene —1 4 iv/3 — 2T | gon 2T
¢ = 3+7T 3 y se tiene 1+1iV3 2(0053 +1sen3).

Ejemplo 2 Representar en forma trigonométrica el niimero —1 — 1i.

Solucién Tenemos que r = /(—1)2 + (—1)2 = /2, ¢ = arctan (:—%) +7= % +7= 54—7T, pues en

este casoa < 0,b <0y ¢ > 0, por lo que el dngulo ¢ estd en el tercer cuadrante:

5 5
—1—i:\/§(cos£+isen£).

Ejemplo 3 Representar en forma trigonométrica el nimero 1.

Solucién En este caso z = 1 + 01, r = /12 + 0% = 1, ¢ = arctan (%) = 0, entonces 1 + 0i =

cos0+1isen0 = 1, o de otra forma 1 = cos 2km + isen 2km.



8.5.1 Producto de nimeros complejos dados en forma trigonométrica

Cuando multiplicamos los dos nimeros complejos z1 = ri(cos¢; + isengy) y zo = ra(cos gz +
isen ¢ ), obtenemos z1zo = 1172(COS ¢1 COS Po + 1sen ¢y cos Pa + 1cos @1 sen gy — sen ¢1 sen ¢a), 0
sea

2122 = r17r2[ cos(d1 + ¢2) + isen(¢1 + ¢2)].

El resultado nos muestra que el médulo del producto, es igual al producto de los médulos de los factores
y el argumento del producto (no necesariamente el principal) es igual a la suma de los argumentos de los

factores.
Ejemplo 4 [2(003 ¢+ isen (b)} [5(003 2¢ + isen 2¢)} = 10(cos 3¢ + isen 3¢).
La regla obtenida sirve para un nimero cualquiera de factores.

8.5.2 Division de nimeros complejos dados en forma trigonométrica

Hallemos el mddulo y el argumento del siguiente cociente:

21 ri(cos¢r +1isen )
2o 7To(cosgy +isen )

Multiplicando el numerador y el denominador del segundo miembro de la ecuacién anterior, por el
conjugado del denominador

21 ri(cos¢r + isen ¢1)(cos ¢ — isen ¢y)
P r9(cos ¢g + isen ¢o)(cos pa — isen )’

obtenemos:
21 1

= — [cos(p1 — ¢2) + i(sen 1 — ¢2)]. (6)

22 T2

Por lo tanto, el mddulo del cociente es igual al cociente de los médulos del dividendo y del divisor y el

argumento del cociente, es igual a la diferencia de los argumentos del dividendo y del divisor.

Utilizando esta regla se puede demostrar que:

(cos¢+iseng) ! = 1 _ cosO+isen0 _
cos¢p +1isen¢  cos¢ + isen ¢

cos(—@) + isen(—¢),
entonces (considerando que (cos(—¢) = cos ¢, sen(—¢) = — sen ¢))
(cos ¢ +isen @)~ ! = cos¢ —isen ¢.

8.5.3 Potenciacion de un nimero complejo dado en forma trigonométrica

Puesto que la n-ésima potencia (donde n es un ndmero entero positivo), es el producto de n factores
iguales, por la regla de la multiplicacién de nimeros complejos obtenemos:

n

[r(cos ¢ + isen gb)] r"(cosng + isennag),



y después de simplificar r:

(cos ¢ + isen ¢)" = cosne + isenng. (7)

Esta formula se llama férmula de De Moivre. Abraham De Moivre (1667—1754) matematico francés del
siglo XVII, fue el primero en deducir la férmula que lleva su nombre, pero la forma moderna de esta

férmula se debe a Leonardo Euler (1707-1783), matemético y fisico suizo.

A Euler se debe la designacién del simbolo i para el nimero v/—1. Estaba seguro de la validez del
Teorema Fundamental del plgebra, que afirma que toda ecuacion algebraica de grado n (con coeficientes
reales o complejos) tiene n raices (reales o complejas). Sin embargo, la comprensiéon completa del
significado algebraico y geométrico de los niimeros complejos, no se hizo hasta que Karl Frederich
Gauss (1777-1855), astrénomo y matemdtico alemdn, demostré que una ecuacioén de grado n, tiene
exactamente n raices (reales o complejas). También introdujo la nocién moderna de plano complejo
y la notacién z = z + iy, aunque ya el danés Casper Wessel (1745-1818), agrimensor y matematico
aficionado y el suizo Jean Robert Argaud (1745-1822) habian introducido la nocién geométrica de los

nimeros complejos, resultados desconocidos por Gauss.

En el caso n = 2: (cos¢ + isen ¢)? = cos2¢ + isen 2¢, o bien cos? ¢ — sen? ¢ + 2isen ¢ cos ¢ =

cos 2¢+1sen 2¢, donde vemos las conocidas identidades cos 2¢ = cos? p—sen? ¢, sen 2¢ = 2 sen ¢ cos ¢.
Cuando n = 3, tenemos que: (cos ¢ + isen @) = cos 3¢ + isen 3¢.

En efecto, cos® ¢ — 3 cos psen? ¢ + 1(3 cos ¢? sen ¢ — sen® ¢p) = cos 3¢ + isen 3¢, donde cos 3¢ =
cos® ¢ — 3 cos g sen? ¢, o bien cos 3¢ = 4 cos® ¢ — 3 cos ¢, sen® ¢ = 3 cos? psen ¢ — sen? ¢, o también

sen® ¢ = 3sen ¢ — 4sen? ¢.
Observaciéon La férmula (7), también se cumple para los exponentes enteros negativos:
(cos@ +iseng)™" = cos(—n¢) + isen(—n¢g) = cosng — isenng.

8.5.4 Radicacion de nimeros complejos dados en forma trigonométrica

Supongamos que se quiere extraer la raiz n-ésima del nimero complejo Z = r(cos ¢ + isen ¢). Esto
significa que se debe hallar un nimero complejo z = p(cos 6+isen ), que elevado a la n-ésima potencia

nos dé el nimero Z, es decir:
[p(cos @+ isend)]” = r(cos ¢ +isend) = p"(cosnf + isennd) = r(cos ¢ + isen ).

Basandonos en la condicién de igualdad de dos nimeros complejos, deducimos que sus mdédulos deben

ser iguales, y los argumentos se pueden diferenciar en un ndmero multiplo de 27, es decir r = p™,



nf = ¢ + 2kn, donde k es un nimero entero. Asi tenemos:

¢+ 2km
=7 p="""
p=Vr,y -

De este modo, el resultado de la radicacion se presenta de la siguiente forma:
2k 2k
z= %(cosu—kisenu), (8)
n n

donde {/r es el valor aritmético de la raiz (positivo).

Sien la férmula (8), k = 0,1,2,3,...,n — 1, obtenemos los siguientes n valores de la raiz:
k=0= 2z = W(cos%—i—isen%)
k - 1ﬁ21 = %(COS% _l’_isen d)_;zw)
k=2=— 29 = %(COSW + isen ¢_|’;L47T)

E=n—-1=2,1= %(cosi(b—i_%z_l)w +isen7¢+2(z_1)ﬁ).

Los argumentos de estos valores de la raiz, es decir, los siguientes dngulos:

?’f_’_Q_W ¢+4_7T ¢+2(n—1)7r

’ [ ’
n n n n n n n

van en orden creciente; se comprueba facilmente que cada uno de ellos es menor que 2.

2(n —

Para ello es suficiente demostrar que el mayor de ellos % + Tl)ﬂ < 2m. En realidad, el valor

principal del argumento de un niimero complejo es menor que 27, es decir 0 < ¢ < 27 y por eso:

?+2(n—1)7r<2_77+2(n—1)7rz2ﬂ_.
n n n n

De la trigonometria se sabe que en una circunferencia, dos dngulos distintos no pueden tener simultineamente

valores iguales del seno y valores idénticos del coseno; por lo tanto, todos los n valores de la raiz serdn

distintos.

Con el aumento ulterior del nimero k, (k = n,n + 1,n+ 2,...), ya no se obtienen nuevos valores de la
raiz. Por ejemplo, para kK = n tenemos:
Zn = %(cos % + isen %) = W(cos (% + 2nm) + isen (% + 27T))
= %(cos% + isen %) = 2.
Hemos obtenido el mismo valor para k = 0. Si K = n + 1 obtenemos 21, para k = n + 2 obtenemos 2z,

etc.



Ejemplo 5 Calcular /.

™

2

s T
= + 2km Z + 2km
Vi= cosﬁ—l—isenz:l- cos( 2—— + isen P , k=0,1.
2 2 2 2

Sik =0, tenemos vi=cos T +isen T = Q—i—iﬁ ﬁ(l—l—i)

Solucion Representemos i en forma trigonométrica: i = cos Z + isen %, (r = 1), entonces

4 4 2 2 "2 '
Sik:l,tenemosx/{:cosi—ﬂ—kisen%:—g—igzg(—l—i).

Notemos que la funcién f(z) = 1/z no es una funcién comiin, es 2—valuada.

Ejemplo 6 Calcular z = /—1.

Solucién El médulo r = 1, luego z = v/cos 7 + isennm = cos %2]” +isen %2]”

Si: k=0= zozcosﬂ—i—isenzzﬁ(l—i—i)

4 4 2
k=1= zlzcosi—ﬂ—l—iseni—ﬂ'zg(—l—i—ﬂ
k=2 = @zcos%—l—iseni—ﬂ':g(—l—ﬂ
k=3 = @zcos%—l—isen%:g(l—i).

Ejemplo 7 Hallar todos los valores de la raiz cubica de la unidad.

Solucién Representemos la unidad en forma trigonométrica 1 = cos0 + isen 0. Segtn la férmula (8),

Y1 = HcosO+1isen0 = cos % + isen % Haciendo & igual a 0, 1,2 obtenemos tres

valores de laraiz: zg = cos0 + isen0, z1 = cos23—7r + isen 23—7T, Z23 = 00543—7T + isen 43—7T
27 _ 1 2r V3 o Am 1 Am V3 .
Tomandoencll/e_ntaquecos 3 ?/_ 2,sen ) , COS 3 = 2,sen 3 = 5 ,resulta zg = 1;
_ 1. V3. 1 V3
21 = 2—|—l2,22— 5 12.

3
Es realmente instructivo verificar que efectivamente ( — % + 1?) =1

8.5.5 Resolucion de la ecuacién binomica
La ecuacion z™ = A se llama binomia. Hallemos las raices de esta ecuacion.

Si A es un niimero real positivo, tenemos:

n 2k . 2k
z= \/A(cos—w—i—lsen—w), k=0,1,2,...,n—1.
n n

La expresion encerrada entre paréntesis determina todos los valores de la raiz n-ésima de 1.

Si A es un nimero real negativo, entonces:

2k 2k
= ”\/|A|(cosﬂ'+n 71'—i-isenw+n W), k=0,1,2,...,n—1.




La expresion entre paréntesis da todos los valores de la raiz n-ésima de —1 (ver ejemplo 6).

Ejemplo 8 Resolver la ecuacién 2% = 1.

Solucién Si en la formula z = v/cos 2k + isen 2km = cos WZ—W + isen 212—”, k =0,1,2,3, obten-

€mos:

k=0=— zp=cosO0+1isen0 =1

k=1— zlzcos%l—ﬂ—i—isen%f:i
k=2 —= @zcos%—i—isen%r:—l
k=3 = z;;zcosi—ﬂ—i—isen%rz—i

A manera de ejemplo, veamos cudles son las raices de la unidad (2™ = 1), cuando n = 2, 3, 4, 5. Salvo

el caso n = 2, las raices de la unidad van a ser los vértices de un poligono regular inscrito en un circulo

de radio 1.
/R [ ﬁf <f> Eé

Ejemplo 9 Resolver en C la ecuacién z* — 23 4+ 22 — 2 +1 = 0.

Solucién Se sabe que 2° + 1 = (2 + 1)(z* — 23 + 22 — 2+ 1) = 0, por lo que las raices buscadas de

la ecuacién z* — 23 4 22 — 2 + 1 = 0, son las raices de z° + 1 = 0, con la excepcién de z = —1. Las
raices son por lo tanto (ver grifico anterior) z = cos @ + isen w, k=0,1, 3,4, pues
k = 2 genera la solucién z = —1.

. 10
Ejemplo 10 Calcular z = <%> .

Solucién Se tiene que 1 + W3 = Qei’g, 1+i= \/Qei{f, entonces 1+ i\,/g = 2e1§ﬂ = \/Qeii%, por
1+1 \/ielz
lo que z = 32¢187 — 32( cos %ﬂ' + isen%

Ejemplo 11 Sea P(z) un polinomio con coeficientes reales de variable compleja, si zg € C es una raiz

7r) (forma algebraica).

de P(z) = 0, entonces Zp también es unaraiz de P(z) = 0.
Solucién Sea P(z) = Y1, a;2", entonces P(z0) = Y21, a;zh = 0 = 0 = P(z0) = Y1, aiz} =
S aizh =" aizh = Y., aizh = P(%), entonces P(%) = 0.

Razonando de la misma forma, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 8.5.1 Si zy es una raiz miltiple de orden r del polinomio P(z) = 0, (es decir P(z) =



(z — 20)"Q(2), donde Q(z) es el polinomio resultante de la division de P(z) y (z — 2z9)"), entonces Zy

es una raiz miiltiple de orden r de P(z) = 0.

8.6 Funcion exponencial con niimeros complejos

En las diferentes partes de la matemdtica moderna, asi como en sus aplicaciones (electrotecnia, ra-
diotécnica, hidrdulica, etc.) se utiliza la forma exponencial del nimero complejo, basada en la férmula
de Euler, que relaciona las funciones trigonométricas del argumento real con la funcién exponencial del

argumento imaginario.

Definicion 8.6.1 Si a cada valor de una variable compleja z, perteneciente a cierto dominio del plano
complejo, le corresponde un valor bien determinado w € C, se dice que w es una funcién compleja de la

variable compleja z: w = f(z) 6 w = w(z).

Mencionamos que en C, existen las nociones de limite, de la derivada, de la integral, etc, de una funcién

de variable compleja.
Estudiemos una funcién de la variable compleja, la funcién exponencial: w = e* = e*+.

Por razones que aparecerdn claramente més adelante, los valores complejos de la funcién w se determinan

del modo siguiente:

w=e=e" T =ee, (9)

donde e*¥ = cosy + iseny.

Es de suma importancia esta ultima representacién de la funcién exponencial, pues evidencia una serie
de resultados que se han venido demostrando, a la hora de multiplicar o elevar a potencia nimeros

complejos. De esta forma tenemos:

(eiy)n — elny (eiy)—n — L etyity2) — olvipiyz etyi—y2) — ell
’ einy ’ ely2
Ejemplo 12
BRI SRPREE: S R ( T z): (ﬁ ﬁ)
a) z 1+41,e e cos4+1sen4 e 5 +12 .
. s 0+Ei _ 0 s . e _
b)z—0+21,e 2 e(cos2+1sen2) i.

c)z=1+1 et =e(cos1+isenl) ~ 0.54 + 0.83i.

d)z =2,z €R, e*¥ = e%(cos 0 + isen 0) = e” (funcién exponencial ordinaria)



8.6.1 Propiedades de la funcion exponencial
1) Si 21 y 22 son dos ndmeros complejos, entonces e*1 %2 = g*1¢*2,

Demostracion Sea z; = x1 + iy, 22 = 2 + 1y, entonces
e?1te2 — e(w1+iy1)+(:ﬂ2+iy2) _ e($1+$2)+i(y1+y2) — %12 [cos(yl + y2) + isen(yl + y2)}

Por otra parte, en virtud del teorema sobre el producto de dos niimeros complejos expresados en forma

trigonométrica, tenemos:

e*le = eP1TWier2 2 — o1 (cosy; + iseny;)e®(cos Yo + isenys)

= eT1e2 [Cos(yl +y2) +isen(y; + yg)}

lo que demuestra la igualdad e*1 722 = e*1e?2,

et

2) De manera similar se demuestra que e*' ~%2 = Py

. L, m
3) Si m es un ndmero entero, tenemos (ez) = e™#, cuando m > 0.
La misma férmula se obtiene si m < 0.

4) Demostremos la identidad e*+2}™ = e?.
En efecto, e* 1217 = e?e?'™ = e*(cos 27 + isen27) = e*. De la igualdad anterior se deduce que la

funcién exponencial w = e* es una funcién periédica con periodo 27i.

5) Estudiemos ahora la funcién compleja de argumento real w = u(x) + iv(z), donde u(x) y v(x) son

funciones reales de la variable real x.

a) Supongamos que existen los limites lim u(x) = u(zg), lim v(z) = v(xo), entonces u(xg)+iv(zg) =
T—x0o T—T0

wo(zg), es el limite de la variable compleja w(z), cuando  — xg.

b) Si existen las derivadas v’ (x) y v'(z), la expresién w!, = u/(x) + v’ (x), es la derivada de una funcién

compleja de variable real, con respecto al argumento real.

Estudiemos la funcién w = e®®+18z = ela+iflz Jonde o y (3 son constantes reales, y = es una variable
real. La funcién w es una funcién compleja de variable real, que puede escribirse asi: w = e**(cos Sz +
isen Bz).

Hallemos la derivada w). Sabemos que : w! = (e** cosfz) + i(e*®senfx) = e**(wcosfr —
Bsen ) +ie** (asen fx + B cos fx) = « [e‘” (cos Bz + isen Bx)} +1p8 [eo‘”” (cos Bz + isen ﬁx)] =
(a+1B) [e2®(cos Bz + isen Bz)] = (a + iB)elo+ifz,

. . . / .
Asi pues, si w = e* 7% entonces: w’ = (a + if)el* 8% es decir {e(o‘“ﬂ)m} = (a +1iB)elotiB),



Esto demuestra que si k es nimero complejo (y en particular real) y = es un niimero real:
I
{e’”} = keke.

!
Ademds, [e’”}” = {(e’”)'} = k(e’”)' = k%eF® y para n arbitrario {e’”] () _ pneke,
8.6.2 Formula de Euler

Si hacemos = = 0 en la férmula (9), obtenemos e'¥ = cosy + iseny.

Esta es la férmula de Euler y expresa la relacion entre la funcién exponencial con exponente imaginario
y las funciones trigonométricas. Sustituyendo y por —y en la férmula de e'¥ obtenemos e " = cosy —

iseny. De esta forma tenemos las férmulas para el seny y el cos y:

e +e W et —e W

cosy = 5 , seny = o

Estas féormulas se usan en particular, para expresar las potencias de cos y y sen y, asi como sus productos,
en funcién del seno y del coseno de arcos multiples.

Ejemplos 13

. . 2 ) )
a) cos?y = (M) = i(emy +2+e W) = %[(cos 2y +1isen2y) + 2+ (cos2y —isen2y)| =

2
i(Zcoszy +2)= %(1 + cos 2y).
t —iy\2 /el —iy 2 2y _ ,—2iy)2
2 2, — (e¥Y+e ly) (ely—e ly) :(e e ) _ 1 iy _ —4iyy _
b) cos® ysen® y ( 5 5 wEe _16(6 2te )
_%(cos4y +isendy — 2 + cos(—4y) + isen(—4y)) = —%(2cos4y —2) = _% cosdy + %

8.6.3 Forma exponencial de un numero complejo

Escribamos un nimero complejo z en forma trigonométrica: z = r(cos¢ + isen ¢), donde r es el

moédulo de z y ¢ es el argumento de este nimero complejo.

Segtin la férmula de Euler cos ¢ + isen¢ = e'?, por consiguiente, todo nimero complejo puede ser

representado en la forma exponencial z = re'?.

Es importante mencionar que |z| es el valor absoluto de x € R y que |iy| = |y| es el valor absoluto de

yeR.
Ejemplo 14 Escribir los nimeros 1, i, —2, —1 en forma exponencial.

Solucion

a) 1 = cos2km —+ isen2km = ei.QkTr’

b)l—cos2+1sen2 ez,

ol



c) —2 = 2(cos + isenw) = 2e'",

d) —i = cos (— g) —|—isen(— g) —e 15,
8.6.4 Ejercicios resueltos

1) Efectuar las operaciones indicadas:
Soluciéon
a)(4—2i)+(—6+51)=4—-21—6+5i=—2+ 3i.
b) (=7+31)—(2—41i) = -9+ 7L

©) (3—20)(1+31) =3(1+31) —2i(1+31) =3+91—2i— 612 =Ti+3—6(—1) =9+ 7i.
d) =55l _ =545 4431 _ —20 - 1514200+ 152 _ =35+51 _ 7 | 1;

431 4-31 4431 16 — (31)2 25~ 5 5"
)1+1 R e o e o GO e Wl A N SO AND s AP, S S o RS BV
1+1i 1+1i IT+il—1 1-1i2 2 2 27
—4i]4 + 31 +32=55=
f) |3 — 4i[|4 + 3i 32+ (—4)2V/42 4+ 32 =55 = 25.
9) ’_’1—31_14—31‘_‘ 36 _6 _3
1+31 1—31 1—9i2 10 100 10 5°

2) Si z1 y 22 son dos niimeros complejos, demostrar que |21 22| = |21]|22].

Solucion Sean z; = x1 + iy1, 22 = T2 + lyo, entonces |z1 22| = |21 + iy1||z2 + ly2| =

w122 =1 y2Hi(@1ya+a2y1)| = /(B122 — Y1y2)? + (T1y2 + 3291)? = Vel + y3y3 + a3y3 + adyi =
V(@ +yD) (@3 +y3) = Val +yivas + 3 = |z1 + iy o2 + iyl = [21] |2a].

Otra forma més sencilla de establecer este resultado es la siguiente: |23 ,22|2 = 212972129 = 2121 2229 =
211?22 = [2122| = |21 ] 22].
3) Resolver 23 — 22z — 4 = 0.

Solucién Factorizando z° — 22 —4 = 0 tenemos (z —2) (22 +2x+2) = 0. Las soluciones de la ecuacién

24+ VI-8 _ 24 V=4 _ _2+VAZ _ 2420 _
2 2 2 2 '

de segundo grado son: z1 2 =
El conjunto de solucioneses S = {2, —1+1,—1 — i}.
4) Expresar en forma polar a) 3 + 3i,b) —1 + V/3i, c)—1,d) -2 — 2/31.

Solucién Recordar que z = = + iy = r(cos ¢ + isen ¢), es la forma polar (forma trigonométrica) del

nimero complejo, donde r y ¢ son las llamadas coordenadas polares.

a) z = 3 + 3i. El argumento ¢ = arctan3 = T el médulo r = V32 +32 = 34/2, entonces

3 4’
3+3i= 3\/5( cos % + isen %) = 32e'% (esta ultima expresion por la férmula de Euler).
b) z = —1 + V/3i. El argumento ¢ = arctan@ = 2T el médulo r = 1/(—1)2 + (V3)2 = 2,

3 5



227
entonces —1 + /31 = 2(cos 23—7T + isen 23—7T) =2e'3

¢) z = —1. El argumento ¢ = 7, el médulo 7 = | — 1| = 1, entonces —1 = 1(cos7 + isen7) = e'"

d) z = —2—2+/31. El argumento ¢ = arctan 2\/_ 3 T y el médulo r = \/(—2)2 +(=2v3)2 =4,

entonces —2 — 2¢/3i = 4 (cos%r + isen 43—7T) = 4e
y y y y
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 240°
i =[]
L 0 ’
3v2 3 : :
i P\2 —2/3!
: 3 o : 4
i \/_§ 20° 180 i
AN A TS w
0 3 — 1 0 z 1 0 N
(a) (b) (©) (d)
Figura 5

5) Calcular a) (—1 + v/31)1%, b) (=1 + i)%~
Solucién

a) Por el problema 4.b) y el teorema de De Moivre tenemos:

_ 10 _ 27 27T):| 10( 207 207r) _ 10[ 27
(=1 ++/31) [ (cos 5+ isen g = 21%( cos FF + isen 53 2 cos(3 + 67) +

isen (2% + 671')} = 210[005 Z?ZT + isen 2??'} = 210[— % + 1?} = —512+ 512+/3i.

b) —1 +1 = v2(cos 135° + isen 135°) = v/2(cos(135° + 360°k) + isen(135° + 360°k)), entonces
1 o o o o

(—1+i)31>* _ (\/5) [cos(135 —3360 k) +isen(135 —5360 k)}

Los resultados para k = 0,1, 2 son:

6 0 | : oy _ 6/50 1 i1
V2(cos 45° + isen 45°) = \/5(7 +17§)
V/2(cos 165° 4 1sen 165°) = V/2(— 1 (V6+Vv2)+id(V6—V2)) Py
V2(cos 285° + isen285°) = V2(1 (V6 —v2) —il (V6 +v2)). P

Los resultados para k = 3,4,5,6, ... son repeticiones de los anteri- \ V2

285°

ores. Estas raices complejas se representan geométricamente en el plano

complejo por los puntos P, P>, P; del circulo de la Figura 6. Los pun- P,

tos Py P, P3 forman un tridngulo equilatero. Figura 6



8.7 Desigualdad triangular — Regiones en el plano complejo

Sean z1 y 29 € C, entonces tenemos que |21 + 22| < |21] + |22]-

En efecto, |21+22|2 = (2’1 +22)(21 —l—fg) = |21|2+29{€(2122)+|22|2 <

|21|% + 2|21 |22] + |22|* = (J21] + |22])?, usando que [Re(2)| < |z].
De manera general se tiene que si 21, . . ., 2, € C, entonces |21 + - - + 2| < |21 + -+ + |20 ].

Es importante destacar que la distancia entre dos niimeros complejos z y a se obtiene por |z — al, lo que

permite describir la circunferencia de centro a y radio p, por |z — a| = p, z € C.

En consecuencia, |z — a| < p se cumple para todos los puntos del
interior del circulo. Una regién de este tipo se conoce como disco
circular abierto, en contraste con el disco circular cerrado, formado

por los puntos que satisfacen |z — a| < p y que consta del interior y

la circunferencia C.

De manera similar la desigualdad |z — a| > p representa el exterior del circulo.
Ejemplo Determinar en el plano complejo, el conjunto de puntos

que satisfacen la desigualdad |z — 3 + i| < 4.

Solucién El conjunto es:

A={zeC/lz=a+1iy, V(. —3)2 + (y — 1)2 < 4}.

Es un disco circular cerrado con centro 3 — iy radio 4.

8.8 Series en el campo de los niimeros complejos

Consideremos la serie de nimeros complejos Zf;l Zn =z21+20+ - -+2z,+---,donde z, = z,, +1yy,.

. o0 . P . .
Laserie )~ | z, es convergente, si y s6lo si son convergentes las series:

oo o0
Sap=aitaa bt Y Yn=yi byt ya oo
n=1 n=1
La serie ), z, se dice absolutamente convergente, si es convergente la serie Y - | |z,| = |21] +

|2’2|+"'+|Zn|+"'
Las series > o~ | Tn, D vy Yns D ney |2n|, son series de términos reales y el problema de la conver-

gencia de estas series se resuelve mediante los criterios conocidos de convergencia de las series en el

conjunto de los nimeros reales.



Observacién 1 En la definicién de la funcién exponencial, la funcién e®* se determina por:
et = e (cosy + iseny).

Cuando = = 0, obtenemos la férmula de Euler e'¥ = cosy + isen y.

Si escribimos la funcién exponencial mediante la férmula:

v z2 28 z"
e’ = —i—:v—f—ﬁ—kg—i—---—i—m—i—---
obtenemos la misma igualdad de Euler.
_ f\2 :\3 o\
En efecto, ely:1+iy+%+%+---+%+---.TomandoenconsideraciénqueiQ:—1,
i? = —1,1* = 1,1® =1,1% = —1,...tenemos que:
2 .3 4 i 05
Wiy LW Y LN
e I I

y separando en esta serie las partes real e imaginaria, obtenemos:

2 4

iy _ (1_Y y__...) ( v y__...)
e‘(l or T4 B TR
C()Sy Seny

Se concluye entonces que eV = cosy + iseny.

. . . . %) ei"
Ejemplo Estudiar la convergencia de la serie )~ ; prR
Solucién Se tiene que e'™ = cosn + isenn, por lo tanto el problema de la convergencia de la serie

se reduce al problema de la convergencia de las siguientes series de términos reales » | % y
n

3> | SEUI Cada una de estas series es absolutamente convergente, por lo que la serie es absolutamente

=1
convergente.
etn
. . . . 0o
Ejemplo Estudiar la convergencia de la serie )~ | =
cos I
.z 3 T . . . .
Solucién Dado que ein = cos X + isen T, se tiene que la serie Y -, — L es divergente, pues
n n n=1 n
g g T
cos & sen & sen &
n . 1 : oo n n ., T . :
m -7» en tanto que la serie )7, —-T- es convergente, ya que — ek Asi, la serie
estudiada diverge.
8.8.1 Series de potencias
Una serie de la forma )~ (2" = ¢o + 12 + 222+ -+ ¢p2" + -+ -, donde cg, c1, Ca,..., SON

nimeros complejos y z es la variable compleja, se llama serie de potencias en el conjunto de los nimeros

complejos.



Teorema 8.8.1 Teorema de Abel Si una serie de potencias fozo cp2™ es convergente para z = 2,

entonces converge absolutamente, para todos los valores de z que cumplan la condicion |z| < |zo|. Si

la serie es divergente para |z| = |zo|, entonces también es divergente para cualquier valor de z, que

cumpla la condicion |z| > |z|.

La region de convergencia de la serie 220:0 cp 2™ es un circulo con centro en el origen de coordenadas.
El radio de convergencia de la serie de potencias se determina por las férmulas siguientes:

n . 1
el (cn #0) o R= lim

n——+oo "/|cn| ’

Ejemplo Determinar el radio de convergencia de la serie y .~ cos(in)z".

R= lim

n=r+oo |eny1]’

e—’ﬂ + e’ﬂ
2 2

. . L lenl o e +e " . I+e >

aplicamos la formula R = lim = lim ———— =e

n——+00 |Cn+l| n-+oo entl 4 entl

En conclusién: R = e~ .

Soluciéon Se tiene que ¢, = cos(in) = = coshn, para hallar el radio de convergencia,

= m ———-5—7
n—+oo e + e—2n—1

Ejemplo Hallar el radio de convergencia de la serie de potencias > > (1 + 1)™z".

Solucién Hallamos el médulo del coeficiente c,,: |c,| = [(1 4+ 1) = [1 +i|* = (V2)" = 27 . Para

determinar R, calculamos R = lim 1 1

n—-+oo 7\1/2_% - ﬁ

8.9 Funciones trigonométricas

. . . eix 4 efix eix _ efix
Gracias a la férmula de Euler podemos escribir cosz = — senx = o Estas
férmulas sugieren dar las definiciones siguientes para los valores complejos z = x + iy:

eiz + e—iz eiz _ e—iz
oSz = ———+, senzg=———. 10
5 51 (10)
Sustituyendo la definicién de e* = 1 + z + %z2 + %z3 + - se tiene que:
cosz=1— =224z —... senz:z—lz3+—z5—~-~
2! 4! ’ 3! 5!

Cuando la variable z = z es real obtenemos los conocidos desarrollos de Taylor del cos z y sen z.
Se observa que de (10), obtenemos que sen? z + cos? z = 1.
De manera similar que en el caso real, de pueden definir las otras funciones trigonométricas de variable

sen z _ Ccosz
cos 2’ cotan z = sen z°’

compleja por: tan z = secz = cscz =

Ccos 2’ sen z -’

Las funciones tan z, csc z, cotan z son impares, en tanto que las restantes son pares:

cos(—z) = cos z cotan (—z) = — cotan z sec(—z) =secz

tan(—z) = —tanz sen(—z) = —senz csc(—z) = —cscz



Dado que la funcién exponencial compleja es periddica, también son periddicas las funciones trigonométricas:

cos(z £ 2nm) = cos z sen(z & 2nm) = sen z tan(z £ nmw) = tanz

cotg (z £ nw) = cotg 2z n=0,1,2,...

y cos(z1 & 22) = cos 21 €OS 22 F sen 27 sen za, sen(z; + z3) = sen z1 COS 22 & COS 21 sen 2.

También la férmula de Euler es vélida para cualquier nimero complejo:

e =cosz +isenz.

8.9.1 Representacion en términos de funciones reales
Es posible representar con facilidad cos z y sen z en términos de funciones reales.

En efecto, sabemos que:

cos(x + 1y) = cosx cos iy — sen x sen iy,

sen(z + iy) = senx cos iy + cos x sen iy,

Ahora bien,
cosiy = e!tv) Ee_i(iy) = e_y2+ el — coshy,
. etlly) _e—iliy) ey _ v .
seniy = oh = 5 = isenh y,

con lo cual tenemos:

cos(x + 1y) = cosx coshy — isen z senh y,

sen(z + iy) = senx cosh y + icosx senh y,

férmulas que resultan muy qtiles para el cdlculo de cos z y sen z.

8.10 Funciones hiperbdlicas
El seno y el coseno hiperbdlicos de variable compleja z se definen mediante las siguientes férmulas:

e +e”? ef—e *?

coshz = senh z =

3

De esta forma tenemos que:
coshz = cosiz, senh z = —iseniz.

Al igual que en el caso real, se definen:

senh z

s coshz sech z = csch z =
cosh z

senh z’ cosh z’ senh z°

tanh z = cotg z =



8.11 La funcion logaritmo

En el estudio de la funcién exponencial, es til también estudiar la inversa. La funcidn inversa de la

funcién exponencial la llamamos funcién logaritmo.

El logaritmo de z = x 4 iy € C\ {0}, denotada por In z (o bien log z), se define de la siguiente manera:

w = u+1v = In 2, si w es unaraiz de la ecuacion e” = z.

Notemos que para los nimeros reales, no siempre existe el logaritmo real. As{ por ejemplo, los ndmeros
negativos no tienen logaritmo. Si embargo, en lo referente a los nimeros complejos distintos de 0, el
logaritmo siempre existe.

Observemos que si w = u + iv # 0, e¥ = e%e'’ = z = |z|e'’ es equivalente a e* = |z|, e = €', es
deciru =1In|z|y v = 6 = arg(z).

Claramente la solucién u = In |z| es Unica; sin embargo v = 6 = arg(z) tiene una infinidad de solu-

ciones que difieren por miiltiplos de 2. Si se restringe el dngulo 6 al intervalo 0 < 6 < 27, tenemos que

las soluciones u, v es tinicas. u + iv la llamaremos valor principal del In z.

Asi tenemos que,
Inz =1In|z|+iarg(z) = In\/2? + y? + iarg(z + iy). (11)

Puesto que el argumento de z estd determinado salvo por miltiplos de 27, el logaritmo tiene una in-
finidad de valores. La relacién (11) debe considerarse como determinacién del nimero In 2z, que aunque
motivados por la equivalencia entre e = z y In z = w en el caso real, no son equivalentes en el caso
complejo, para los cuales la expresion In z no ha tenido sentido anteriormente. La utilidad de esta deter-
minacion estd relacionada con que para arg(z) = 0, es decir en el caso en que z es un real positivo, la

igualdad (11) conduce al concepto comiin de logaritmo, en el que se tiene e * = z.

En conclusién, llegamos a un nuevo concepto de logaritmo que es mds amplio que el concepto de log-
aritmo en el caso real. En particular, la férmula que venimos de considerar para el logaritmo complejo,

permite determinar el logaritmo de un nimero negativo, evaluacién que era prohibida en R.
En efecto, —1 = cosm +isenw = e'™, por lo que In(—1) = im, o de manera general si z = —a, a > 0,
In(—a) =Ina+ ir.

Finalmente, tenemos que en C son validas las siguientes expresiones:

In(z122) = Inz; + In 29, In % =1Inz; — In2,,

z
arg(z122) = arg z1 + arg 2o, arg % = argz; — arg zs,



en el sentido en que ambos lados representan una infinidad de nimeros complejos, es decir en donde las
férmulas que hacen intervenir el angulo 6 del nimero complejo, puede sustituirse por 8 + 2k, k € Z, 1o
que evidencia de forma mds clara el por qué el logaritmo tiene una infinidad de valores y no s6lo uno. De
esta forma la manera correcta de expresar la respuesta, en el caso de logaritmos de nimeros complejos

€s:

In(-1) =12k + 1)m, In(—a)=lna+i(2k+ 1), a>0, k€ Z.

8.12 La funcion potencia

Sefialemos que la funcién logaritmo permite elevar cualquier nimero complejo distinto de 0, a potencia
de cualquier nimero complejo. En efecto, la potencia compleja ¢ de un nimero complejo z se define por

medio de la férmula:

2 =emz L eC\{0}.

Puesto que In z tiene una infinidad de valores, en general z¢ tendrd varios valores.

Sin € Z*, tenemos que 2" tiene un s6lo valor y es igual a la n-ésima potencia usual de z.
1

. 1, . . oy
Sic= 2, n€Z", tenemos que z° = Yz =en ™% z £ 0, el exponente estd determinado por multiplos
de 27i/n y se obtienen n valores distintos de la raiz n-ésima.

Sic= g € Q, tenemos que z¢ tiene un nimero finto de valores y si ¢ € I, es decir es irracional real o ¢

es un numero complejo no real, entonces z¢ tiene una infinidad de valores.
Ejemplo Determinar it.

.. J i ym i o
Solucién Sabemos que it = et!nt = U2 +2hMt — o= (5+2km) c R L c 7,

8.12.1 Ejercicios

1. Exprese en la forma x + iy, con z, y € R:
.\/_ 3
A(B-1)—(4+2) HER+VB+ivV2 o (1—i)" d) (%)
e)(2+1)/(3—1) f)(1-1v2)(51 —3) g)(4—31)~3 h) ei™/3,
2. Grafique en el plano complejo, el conjunto de puntos que satisfacen

a)|lz+1=2 b) Rez > 2 ¢)Jmz <1

d)[2z-1|<1 e)|z—5]>5 f)|z+ 1]+ |z —1] =5.

3. Muestre que para todo z € C,



a) z — z = 2iJmz b) |Jmz| < |z|

c) |Rez| < |2| d) |z| < |Rez| + [Tmz|.

4. Determinar y trazar las gréficas de los lugares geométricos representados por:

a)lz] <1 b) Re(z) > —2 ¢) arg(z) <%
dlz—-1+]z+1]=3 e) Z—ﬂ’:
z—1

5. Halle todas las raices de los siguientes polinomios:

a)p(z) =2 -1 b)p(z) = 2* +522 +4 o) p(z) =23 +3122 - 32 -1
dp(z)=22-T72+6 e)p(z) =28 +22+2+1 fp(z) =122 =22+ 1+1
) p(z) =2%—64 h)p(z) = 2% +1 ) p(z) =2 +322 +4.

6. Demuestre que para z = x + iy, |z| < |z| + |y| < 2|z
7. Sean z1, z2 € C, determinar el lugar geométrico de los puntos az; + 322, donde o, S ERT, o + 3 = 1.

8. Analizar la convergencia de las siguientes series:

D> cos2(nin) )T nsen(m) O, Coz(l;ﬂ)
oo i2n 00 1% 1 + ‘L)n
)y, £ e) Y € > (7
2n=1 ny/n 2t vn 2o o cos(in)
senh (iy/n) oo Inn cosh(if})
PP sen(in) B) 2 senh (in) PP 1“"

Respuestas a) Divergente b) Convergente c) Divergente d) Convergente e) Divergente f) Convergente

g) Convergente h) Divergente i) Convergente.

9. Determinar los radios de convergencia de las siguientes series:

a) 30 elnn b) 332 ethizn 0 (5 ii)"

d) >0 (%)n e) 3., cosh (%)z” £, ln?inn)

D DSLEL h) Y52 sen (12 )" D% cos (1%) n
DY, ——& K) % (0 +1)2"

senh " (n—i—l)
Respuestas a)R:Lb)R:1,c)R:\/§,d)R:oo,e)R:1,t)R:1,g)R:1,h)R:1,i)
R=1j))R=00,k)R=1.

10. Determinar:



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

a) cos(1 +1) b) cos 101 ¢) coshi d) senh 1.
Determinar todas las soluciones de las ecuaciones siguientes:

a)cosz =25 b) sen z = cosh 3 ¢)senz = 1isenh 1
d) coshz = % e) coshz = 0.

Determinar los valores de z para los cuales:

a) cos z es real b) sen z es real.

Demostrar que cos? 6 = £ (cos46 + 4 cos26 + 3).

Verificar que:

a) cosh z = cosh z cosy + isenh xseny

b) senh z = senh zcosy + icoshxseny

¢) tanh es periddica de periodo i

d) cosh® z — senh? z = 1

e) |cos z|?> = senh® y + cos® x = cosh®y — sen? x = I (cosh 2y + cos 2z)

f) |sen z|? = senh? y 4+ sen? 2 = cosh® y — cos® & = %(cosh 2y — cos2x).
Determinar todos los valores de las expresiones dadas:

a)lnl b)Ine ¢) In(—e?) d)lne2
e) In(ie) f) In(—ie) ) In(et) h) In(—et).

Determinar In z, cuando z es igual a:
a)l+i b)2 - 2i ¢) =5

Resolver las ecuaciones siguientes para z € C:

a)lnz:%wi b)lnz:2+%7ri C)lnz:%—l—wi

Demostrar que e"? =z Ine®* = z+ 2nim, neN, paratodo z € C.

d) —2 — iv/12.

dDlnz=(2-

).



