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Tema No. 1

Ejercicios de limites y continuidad Prof. Pedro Rodriguez

Calcular los siguientes limites:

. lim % R/%.

- lim % R/2.
gl ;224-_3%4-22 R/=3.
Jim, 3xs2;47f23; ix1+ > R

1,1

i Xx +82' R/—%.
i Y1 RIS
(Aplique la féormula de diferencia de cubos o use la sustitucién ¢ = VI +cx).
i T v}
i 22— 1=t 1] R/d.
Determine los valores de a y b para que }CI_I}(I) @ =1. Ria=b=4.
Si2x—1< f(x) < x* para 0 < x < 3, calcule .lri_r}}f(x). R/1.
llﬁm() x2cos é R/0.
lim ﬁ. R/—co.
Iy =2y Ri-ee
lim M. R/- V2.

-1 =1



16.

17.

18.

19.

2
Si f(x) = 253+ 2 Calcule:
x> —4x
a) lirg f(x).
b) lin%+ f(x).
c) 11%1 f(x).
d) lim f(x).
x—1*
e) (Qué puede afirmarse de liI‘I(l) f(x)?

i @ 3x+2]
x—-2" X+ 2

3—x six<?2

Si f(x) = 2 six=2
%x six > 2.

a) Grafique la funcién f.

b) Calcule )l;rr; f)y fQ2).

olim f(x).

lim %, k pertenece a R \ {0}.

x—0

. sen2x

20. lim

21. lim

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

¥—0 senSx’

2x
x—0 tan 3x :

lim S€0 (sen h) .
h—0 senh

lim 2= X + sen x
x—0 2.x

. _sen(l —cost
fim $0.U —€0sD)

-0 1 —cost

lim Sen2a
ot 20—
2
cos 2a + %)

lim sen (6a)

a—

[=eE]

lim —2x3—2x+3
x—otoo 3x3 4+ 3x2 — 5x
4
lim 3x .
x—=—00 x7 + 1
) 5/3 _ 1/3
lim ZJSC/S—X+7
x—+00 X7 +3x + \/}

lim Va2 +x—-1+ Va2 - x

xX—+00

Ejercicios de limites y continuidad Prof. Pedro Rodriguez

1
R/S'
R/+0o0.
R/+o0.

R/0.
R/ No existe.

R/-1.

R/1.
R/0.

R/1.

R/-1.

R/+co0.
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Ejercicios de MA-1001  Calculo I

lim Va2+x—-1- Va2 -x R/1.
X—+00
lim Se02X R/0.

m Y- V% R/1.

-1 -4
lim % R/+00
x—+00 X% — X

Hallar los valores de a tales que la funcién definida a continuacién sea continua en los reales: f(x) =

x+1 six<a

R/a = 1 12‘/5.
x2 six > a.
sen” (3x) .
) y ) ——— six#0
(Existe ¢ € R tale que la funcién definida por f(x) = X
c six=0,
sea continua en R? R/c=9.
x+b six<O0
(Existe b € R tal que la funcién definida por f(x) =
cosx six=>0,
sea continuaen x = 0 ? R/b = 1.
Determine los valores de a, b, ¢ de tal modo que la funcién definida por:
ax*+b six<0
flx)= 1 six=0
2x+c¢  six>0,
sea continua en R? RiaeR,b=c=1.

Demuestre que la ecuacion 2x% + x% + 2 = 0 tiene una solucién en [-2, —1].
Un punto fijo de una funcién f es un nimero c tal que f(c) = c.
a) Dibuje una funcién f continua cuyo dominio y dambito es [0, 1]. Localice un punto fijo de f.

b) Intente graficar una funcién continua con dominio y dmbito [0, 1], que no tenga un punto fijo. ;Cual

es el obstaculo?

¢) Aplique el teorema del valor intermedio para probar que cualquier funcién continua con dominio y

rango [0, 1] debe tener un punto fijo.
Calcule los siguientes limites

25x° +2 . x2-9
10 75x7 — 2 b) lim -3



4 Ejercicios de limites y continuidad Prof. Pedro Rodriguez

- o2x2—3x+1 : X —a®
C)yg} x—1 d)flcl—rgxz+2ax+a2’a¢0
o lim—X =@ 1.0 flim —X=@ 120
x—a x2 + 2ax + a*’ a=0 x2 + 2ax + a*’
4 2 _
R | . (x+ 1) -1
ot = ot =1
. x . x
D lig ¥ D i
_ 1= 2 _ A1 _4:2
k) lim 1= Y1 = 1) tim 1= V1 = 4x
x—0 X x—0 X
m) lim Nl+x—VI-x n) lim X +8
x—0 X x—>—2x2—

. Encuentre a € R para que cada una de las siguientes funciones sean continuas.

43.

44.

senx x<1 2cosx x< -2
a) f(x) = b) f(x) =
ax+1 x>1. ax*+1 x> -2.
2x+1 x<3 X —a*x+2a x<-1
c) f(x) = d) f(x) =
*+a x>3. x—1 x> —1.
-1 |x=>1 [ x] x<1
e) f(x) = ) f(x) = )
2 X
—ax~ |x| < 1. 7+a x> 1.
Calcule los siguientes limites
. sen2x - tan2x . sendSx
a) )lglm X b) 11_1)1(1) sen2x” c) lxl_l)% SR
d)}ci_r)% senSx;sen3x‘ e))lcigi seniizena‘ ﬂy_l}(l)l—xczosx.
g) lim £95X. h) liII(l) xcesc? x. i) lirré x%csc? x.
x_)g 2 x— x—
2
"1 . . -9
lim tan 3x_ 1 senx D1 sen(x _
J)x1—>m0 X )x1—>m0x2+4x )JI_I)I’% x=3
Calcule los siguientes limites
a)xhaanZ—x' b)xhjg 2-x C)}clz(Z—)c)2
. x+3 . x2+4‘ . (L_l)
DI oS o= ) D s
o lim . W lim (- %). b lim (%-35)
N e 35 —2x X X+ 2x
Dlm S ss 0 lim - D lim "5
2
m) lim X =x+1 n) lim (2 + 3x). 0) lim (3 + 3x2).
X——00 X7 + 3x — 2 X——00 X——00

p) lim ()c]/2 - xl/3).

xX—00

q) xE)r_nm(xl/S _ x1/3)‘

r) lim(x — VaZ +1).

xX—00
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Ejercicios de MA-1001  Calculo I

Calcular cada uno de los siguientes limites.

3 2

lim % —1‘ lim % +4x—12.
a)x]—rf}xz—l b)xl—% x*-16

e - x(x - 3)

lim &&—=——. d) lim ————.
C)xlg} 2+x=2 )xl—rgx—l—\/x 1

. Vx+2-2 .
e) lim ——=——. Iim Vx+1+ Vx+1.
)x—>2 ‘\/2x+5—3 f)x—>0

En cada caso, calcular los limites laterales lim f(x), lim f(x)y lim f(x) (si existen).
x—a- x—at x—a

x+2 six<3
a)a=3, f(x)=
2x—-1 six>3.
3
=l sixz1
ba=1, fx=¢ *~
4 six=1.
X+x six<?2
¢) a = 2, k es una constante, f(x) =
k+x six>2.

Determinar el valor de k para que lin% f(x) exista.
X—

Calcular:

. x2—4 . (2-x)?
a) lim 7. I lim
Calcular cada uno de los siguientes limites.

) lim w donde f(x) = 1.

b) lim W donde f(x) = |x - 3|.
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Soluciones de ejercicios del Tema No.1: Limites y continuidad Prof. Pedro Rodriguez

Calcule los siguientes limites:

t+1 _ t+1 1 _1
dm s T i = nesn T M- T 2
A+h> =1 _ 2n+n? _ (1+h?-1
h - h T h—0 h
X-x=2 _ o +Dx-=2) . x—2
-,L_lxz+3x+2‘}im.(x+1>(x+2)‘xllm1x+z- 3.

Como Ho32-4 =D+ +D _ (x+ 2+ 1) — lim xt—3x2 -4 _
’ 3x° - 10x - 4 (x=2)3x* +6x+2)  3x2+6x+2 —23x° —10x—4

(X+2)(x +1) _4-5_10

w2 3+ 6x+2 26 13
. Al dividir el numerador y el denominador mediante divisién sintética por x + 1 se obtiene:

. Vea que = }lin(l)(2 +h)=2

lim 38 =7x* =5x+5 _ i (x+ DEx* =3 +3x% — 10x+5) _

x—-1  2x*+3x+1 T a1 (x+ D23 -2x2+2x+ 1)
lim 3x* =3 +3x2 - 10x+5 _ _24
x——1 2x3 —2x2+2x+1 5°
8+
* =29 +4) VT 295 +4) _

. lim

P s?/_+2_x1> 8 8x(Vx +2) (Va2 — 2¥x + 4) = lim, 8x(x +8)
Ve -2¥x+4 _ 12 3

B e N A T
3
. Seatr= €/1+cx,ent0ncest3 =l+cx=—x=1! C_,l,sic;tO.
lim 7:1+CX_1 = lim u =clim % Note que si ¢ = 0, el limite da 0.
=0 Y —1 =2+t + 1 3

V-1 _ (%—n(@_wfﬂ)(«fﬂ) i GmDOEED o

lim

I NVE T (YR (VR DR 4 Prr D) o - (V24 ) 3

2x—1 six>
C2x—-1] = y Rx+1]=

2x+ 1 sixz—i

o=

—Qx-1) six<} —Qx+1) six<-1.
Para efectos de calcular el limite se toma x € [ tal que I c] — l %[, asi:
}Cii%|2x—1|;|2x+l|:}Cig(l)—(Zx—l)x—(Zx+1)_}(Lo_ixz_zt.
Vax-i)—cb—2= ax+b-4  _ a + b—4 y vea que
x(Vax+b+2) Vax+b+2 x(Vax+b+2)
ax+b+22>2> m Vax+b+ 2= + 2, de manera que S1 o * 4,
V. b220y1’0\/ b+2=+Vb+2,d quesib # 4
. b—4 . ax+b—-2
lim —————=—— = 400 = lim ———5—— = *oo.
O i (Vaxsbr2) T ”
Por lo tanto, b = 4 y asi: hm ax+ lirr(1)$4_2 =
lim a = =4 conlo uelime_zzl,sélosi =4=p.
i e de2 " Vii2 4 mem T “
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Ejercicios de MA-1001  Calculo I

Aplicando el principio de intercalacién se concluye que:

hmf(x) =1, pues 11m2x— I=1ylimx®=1.

x—1
Como |cosL| < 1, Vx e R*: 0 < 2 [cos L | = [x2cos L| < 22, ya que 22 = x| y que |ab| =
2 2 2
x x X
lal - |b|=>11m0 0<11m’x cos 12‘ limx2cosl2 <11mx =0 = lim x* cosL—O
x—0 x—0 X —0 x—0

x—2* _x2 —

2—x 1 : 2—x

= - = lim = —o00,

(x-27° " “(x-2y¢ Humaf‘

lim L34= li%#&@ = —oco, pues cuando x = 2*, x =3 = -1, x+2 > 4y x -2 — 0.

lim n \/2_x(x1| —111111 \/Z_x(x 1) —lirlll—m=—\/§.

X2 =3x+2 _ (x—2)(x—1) _ x-1
B—dx  X(x=-2)x+2) " x(x+2)

2=3x+2 _ 1 x—-1 _ 1

@) lim £ = lim S =5 = g
b Jim E5IEZ < lim pohy = e

) lim T2 < fim 2l < e
mhme+2) 0.

e) Se tiene que hm f(x) no existe, pues lim fx) # liI})l+ f(x).

(x+3)x+2] lim (x+3)(Dx+2)

x_> o x+2 e x+2 - ln; ~r+3)=-L

3—x six<?2
Sea f(x) = 2 six=2
1

3X six > 2.

a) Considere la gréfica adjunta:
b) lirg fx) = 1irg(3 -x)=1y lirgf(x) = lirg(%x) = 1, luego

lin% f(x) =1, pero f(2) = 2y la funcién no es continua en 2.
X—.

¢) lim f(x) = lim(3 - x) = 2

lim Senkx kx _ |im gSenkx _
x—0 x—0 X
psen2x 2x sen 2x
lim S€L£X 2x = lim 2x =2 lim 2 _ ;.
¥—0 S€NSX  x—0 5senSx 5x | ~ 5x50sen5x 5
5x 5x
2x  _ 1 2xcos3x _ pi 2(3x)cos3x _ 2

}Hmo tan3x )lclg(l) sen3x l‘ino 3sen3x  3°
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Seay = senh, luego si h — 0 entonces y — 0y lim

lim X’ —x+senx _ = lim =X x?
x—0 2x x—0 2x

Seaz=1-cost,sit— 0,entoncesz —> 0y lir{)l
11—

xX+m

Soluciones de ejercicios del Tema No.1: Limites y continuidad Prof. Pedro Rodriguez

- X sén x

+

, lim

2x x—0

sen(2a) _

sen(sen /)

=1im 5 = 1.

h—0

= lim (%3

sen(1

senh

1.1
2

sen
X

—cost) _

yo0 Y

*) =0,

senz _

1

—Ccost

Seax=20—-nmn= a= >

. SEN X COS + COS XSeNnm
lim <

x—0

cosQa+ %

= lim

zr 20— ¥50

a—

x—0

senx _ _|

X

6)

cos(2(8 + %) + %)

B t—0 z

sen(x +m) _
- =

cos(26 + ”)

Seaff=a - 6’ entonces hm

0—)6

cos2Bcos T —sen2BsenZ

lim 2 2

senba  p-o

—sen 28

-0 Sen 6B cosm + cos 6Fsen

23 -2x+3 _

- ﬁ$ —sen68 —

X (—2 -

2,3)

2 X

lim —5—5—— = lim

3R 38 S o g (343 5)

X

sen6(B+ 2

sen2f

5/3 _ ,1/3 ¥43 5/3
2)8c/3 xP+7 _ lim
x4>+oo X +3x + \/_ X400 g3 1 3 1
X + P RNEY:

Va2 +x-1+ \/xz—x:lxl(1/1+%—%+ \/l—%):> lim Va2 +x—1+ Va2 — x = +o0.
X X—00

lim Va2+x—-1-+V2-—x=

X—+00

2x—1

lim

BLO sen68

+rx-1-0(2-x

w0 VxZp x— 1+ \/xz—x

lim

arsv < \/7 \/7> it

6)

1
3

1 7

4/3 + 5/3

+ 5/3+ 13/6

im L x"  x
>‘xli‘me1 3, 1

'B_>() sen(68 + 7r)

(ver ejercicio 20).

lim

+1_1

x

2

|sen2x| < 1, entonces —1 < sen2x < 1, Vx € R, por lo que:

: sen2x
y se tiene 0 < ‘T‘ <

G- _

(1o

Y173

lim Iim ———— = lim ——
X—>—00 W_Jr g_ X——00 % (] x) X——00 1 +

1/5

1/5
x1/3

TN

—%S%S%, six>0
—%Z%Z%, six <0,
{O}zxgrinoo% :0, yaquexglfm’%‘ -

)

=
G

—_—

2/15

=
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Ejercicios de MA-1001  Calculo I 9

o

= — —< = = lim = lim x = 4o00.
x2—x3 x2(1-x7) 1—x!

x>0 x4 — x— X—00 1-—

et 'd+xd) . (1 + x3> xlex T+

><__‘._

f(a) = a?, lim f(x) = lim(x+1)=a+1, lim+ fx) = lim+ X2 =a?,

1

H+

‘\/3.

fescontinnmaenx=a = dad’ =a+1l = a*-a-1=0=a=

2
Como f es continua en R \ {a}, la continuidad en x = a trae consigo la continuidad de f en R.

Vea que 11_{% fx) = )lCI_I}(l) 9(%)2 = 9. De forma que, para que f sea continua, lo Gnico que debe ocurrir
esque f(0) =9 =c.

f(0) =cos0 =1, }Lr{){f(x) = }Lr(r){ x+b=0b, )}Lrgf(x) = xlgg cosx = 1.

Por lo tanto f es continuaen x =0 & b = 1.

Para que f sea continua, debe suceder que:

b= lirg f)=f0)=1=c= lir(r)l+ f(x), luego b =c =

1 y a es cualquier nimero real.

Sea f(x) = 2x° + x> + 2, f es continua en R, f(=2) = -10, f(-1) = 1.
Por el teorema del valor intermedio existe un ¢ €] — 2, —1[ tal que f(c) = 0, o sea f tiene un cero entre
-2y-1

Un punto fijo de una funcién f es un nimero c tal que f(c) = c.

a) Veamos el gréfico:

b) El obsticulo radica en que cualquier grafico de una

funcién continua de [0, 1] en [0, 1], interseca necesaria-

mente al grafico de la funcién y = x.

Precisamente, en tal interseccion se localiza un punto fijo.

c) Sea f: [0,1] — [0, 1] continua y sea g(x) = f(x) — x, entonces g es continua en [0, 1]. Veamos las

distintas posibilidades:
1) Si f(0) = 0, entonces 0 es punto fijo. Lo mismo ocurre si f(1) = 1.

ii) Supongamos que 0 < f(0) < f(1) < 1, entonces g(0) > 0y g(1) < 0. Aplicando el Teorema de los

valores intermedios a la funcién g se concluye que existe un ¢ €]0, 1[ tal que g(c) = 0, 0sea f(c) =cyc
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es punto fijo de f.
iii) Si 0 < f(1) < f(0) < 1, entonces la conclusién es idéntica a la del punto anterior.
iv) Si f(1) =0y f(0) = 1, entonces g(1) = —1 y g(0) = 1 y se concluye similarmente a ii).

Calcule los siguientes limites.

3
a)hm25x +2 250 +2 Lz_l

075x =2 7500 -2 -2
b) lim 229 = fim &= 3)(“3) —lim(x+3)=3+3=6.
x—3 X—3 an X — >3

¢) lim 2X" =3x+1 :lim(x_l)(zx_l) —limQx-1)=2-1-1=1.
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1
d) lim —*=4" C-da’ _-a__;
x>0 X2 + 2ax + a? 02+2a-0+012 a?
22 2_ 2
e) lim =4 =4 =4 =0 -
))Hax +2ax+a* a*+2d*+d>  4d®
2_ 2 2 2
f) lim —*——4 = x =0 =X =1

a=0 X2 +2ax+a®> X2+2-0-x+0%* x

)limx ~1 _ lim @ -DE*+1) i G- DO+ D2+ 1) _
& x—1 -x_l x—1 x—1 x—1 x—l

lim(r+ DOZ+ 1 =1+ DA+ 1) =2-2= 4.

2 _ 2 2
h)hm(x+1x) lzlimx +2x+1—1:1imx +2x

- 2 = lim (v +2) =2

x—0 x—0 x—0

o . x .
1) Si x > 0, entonces |x| = x, por lo tanto lim % = lim
x—0*

|x]

J) Six <0, entonces |x| = —x, por lo tanto lim = = lim _TX = lim -1 = —1.
x—0~ x—0~ x—0~
) lim | \/l—xz:lim(l—\/l—xz.l+\/1—x2> T el (et B
=0 X =0 x* 1+ Vi-x2) =021+ VI-22)
X2 1 1 _1

lim = lim =

=0 x2(1 +VI-x2) =01+V1I-2 2
_ 2

1) tim 1=V =4 “24’“

:]im<1—\/1—4x2'1+\/1—4x2>_]. - -4)
=0 =0 x? 1+ V1I-4x2 X—>0x2(1+\/1—4x2)

X—>0x2(1+ V1—4x2) X—>01+ \/1—4x2
V1+x Vi lim<\/1+x—\/1—x.\/1+x+\/1—x)=

m) hm

x—0 X Vi+x+ V1i-x
I+x-(1-x) _ ‘m 2x -1
=0 x(VI+ x4+ VI—x) 0 x(VI+x+ \/l—x) x— 1+x+ 1—x '
X0+ 8 ©+23 _ (x +2)(x* —2X+4) X2 -2x+4 _ 12 _
i A L € )| () B S, B

a) liIlllf(x)Z linll+f(x):> liq{senx: 1i1{1+(ax+1):>senl =a+1=a=senl-1.

b) lim f(x)= lim f(x) = lim 2cosx = lim (ax’> + 1) = 2cos(-2) =4a + 1 =
x—-2" x—-2% x—-2" x—2F
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cos2
2

¢) lim f(0) = lim f(0) = limQx+ 1) = im (2 +a) = T=9+a=a= -2,

a =

EN

d) XEIH? fx) = XLiI}}+ flx) = Xglinl?(x*% —ax® +2a) = XEI}}+(x - )= -1+d*+2a=-2
= 1+20+a°=0=(1+a) =0=a=-1.
e) xll)r?_ f(x) = xll)r?+ flx) = xli)rgl_(—axz) = Xliﬁn&(—l) = a=-1=a=1.
El andlisis en x = —1 conduce al mismo resultado. Compruébelo!
1

2
0 Jip 500 = Jig 101 = Jim o= iy (5 +a) = 1= Lra=a=t

Compruebe que para x = —1 se obtiene el mismo resultado.

Calcule los siguientes limites.

s sen2x _qio0 2 Sen2x _ Ao sen2x _
ol 82 = iy 3 82 21y S35 =2

b) lim tan 2x = lim sen 2x

= lim =
x>0 S€N2X  x—0 SEN2XCOS2X  x—0 COS2X

. sendx _ q: 5 senSx) _ <q: sen Sx _
C)}g% sen x _121(1)(5'%' senx) _5}({%( 5y 'seﬁx) =3.

d) hmw = lim (m — sen3x) = lim <Ssen5x _3sen3x) =5-3=2
x—0 x x—=0 X X x>0 5x X ’
. senx—senda . _sen(x—a+a)—sena
e) lim = lim =
)x—m X—a x—a X—a
lim sen(x —a)cosa + senacos(x —a) —sena _
x—a X—a -
li sen(x — a) + cos(x—a)— 1Y\ _
lim {cosa—— sena T—q = cosa.
. . . . a+ a—
Resuelva este ejercicio aplicando la identidad sen @ — sen8 = 2 cos 25 sen 2'8 .
f) lim L=€08X _ i, (1=cosx l+cosx) _pp, l—cosx _ypy sen’x
2 - 2 1+ - 2 1 - 2 1 -
=0 X x—0 X CoS X =0 x“(1 + cosx) x—0 x°(1 + cos x)
2
lim (senx) . 1 _1
x—0 x 1 +cosx 2°
T, _x T _ _x T
. cosx _ g Cos(x—=3F+3) cos(x — §)cos 5 —sen(x— F)sen?
g) lim % = lim - =1 = =
227~ -2 274 3 27X
x—5 ) 3
) sen(x — 7) . sen(x — %)
im-—-———= = lim ——»=— = 1.
s 53— X T X— =
x—=3 2 x5 2
uélvalo u =2 —x
Resuélvalo usando 6 = §
2 +o00  six— 0*
h) lim x csc? x = lim x (L) =lim —%X— = lim (i . L) -
)xﬁ() -0 sen x x50 sen? x  x—o0 \SEOX  Senx

-0 six— 0.

2 2
i tesctx= i (san) =l (sehe) =1
1o tan3x _ 1 sen3x _ g 3. sen3x \ _ag; sen3x 1 _
J)}chO x _}clg(l)xcos3x_;lclamo( )—3hm( 3x cos3x)_3'

3 xcos3x

x—0
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senx  _ senx  _ 1 _1
k)}cl—{%x +4x il_l}r(l)( x x+4)_4’

. sen(x*> —9) x+3 sen(x*-9)\ _ M
1)}(1 =3 )lr—>3<x+3 3 hm (x+3) 0 =6.

Calcule los siguientes limites.
1 _
2) XILI? 2_x T
b) lim =~ — = —co.
x—=2t 4 — X
o lim &5~ )2 =t
d) lim 23 = 4o
x5t x° =25
X2+4|_
lim =g [ =¥
1 1)y 1= _
D Jim (5 -%) = Jim 155 = -
g) lim 1 = jjp X010 = lim(1+1/0) = 1.
1 1 N
h)}c1—>m0 (7 j) —)1(1_>III0T4X = +o0.
4 1\ _ 1 4x* -1 _
i (- 1) =t (450 ) =
W oo RG-2d | 3TE s
Plim =573 = im 5053, ~ im 5,3 2
P
k) lim |—;| = lim _TX = lim -1 = —1. Observe que |x| = —x, si x < 0.
. 3402x o X(x+2x7) +2x L
D lim ); - 3x = lim =32 ~ im ﬁ = too.
2 . 2(1-2x7' + x72) . 1 -2x!4+x2
lim X =x+1 _ i, & - x4+ x? g
) xomen x0 ¥ +3x-2 = X (x+3x71 - 2x7%) T x+3x 1 —2x2 0
n) lim (x*> +3x) = lim x*(1 +3x7) = 4.
X——00 X——00
o) lim (x* +3x?) = lim ¥*(1 +3x") = -0
p) lim (x'/2 = x173) = lim x!/2(1 - x71/6) = +oo.
@) lim (x'° = x'3) = lim x'3(x31 - 1) = +c0.
)
r) hm(x— Va2 + )—hm [(x—vxz )(x+ x? +1)}:hmx(x+1):
x+ Va2 +1 x—00 x4+ Vx2 4+ 1
lim ——=1L =0
o0 x + Vx2 + 1
Calcular cada uno de los siguientes limites.

a) lim £ -1
h—0 )C — 1
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Recordemos que cuando se quiere calcular un limite del tipo: lim %, donde P(x) y Q(x) son poli-

X— X,

nomios tales que P(x,) = 0y Q(x,) = 0 un buen camino es factorizar los dos polinomios y tratar de
buscar factores comunes que se puedan simplificar.

En el problema nuestro P(x) = x> — 1, Q(x) = x> — 1 y x, = 1. Claramente P(1) = Q(1) = 0.

Por lo tanto procedemos a factorizar los polinomios P(x) = (x — D(x*> + x + 1) y

Ox)=(x+Dx-1).

. P . 3_ =D+ x+1 .
Luego: }61_1)1}% = )lcl_I)l’ll iz — i = 11_1)1}( o —)(1)(x+ 0 ) y como x # 1, se tiene:
| x4+ x+1 P P . .
hn} T = hn} il Este dltimo limite se puede evaluar de manera directa, con lo cual se tiene:
x—1 X — xX—

X =1 o +x+1_3
llil}xz_l—llil} x+1 -

2
b) lim w.
-2 x*-16
Nuevamente P(x) = x> +4x— 12y P(2) =0, Q(x) = x* — 16 y 0(2) = 0.

Factorizando, se obtiene P(x) = x> +4x — 12 = (x + 6)(x = 2), O(x) = x* = 16 = (x> =4 (x* + 4) =

(x = 2)(x + 2)(x* + 4) y como x # 2, simplificando resulta:

P) _ Redp-12_  (+6&-2  _ 46
00~ ¥ -16 -2+ +4  (x+(2+4)
o X4+ 4x—12 o x+6 _ 8 _1
ASEIN T 16 G +d) 324

3 2
c)hmw

=l X2 4+x=-2"
Px)=2x3-x>-1;P1)=0,0x) =x*>+x-2;0(1) =0.
Factorizando P(x) = 2x* —x* =1 = Qx> +x+ 1)(x—1), Q(x) = > +x -2 = (x +2)(x— 1) y como x # 1,
P(x) _ 2 +x+Dx-1) _ 222+ x+1

Ox) ~  (+2)x-1) —  x+2
3 2 2
Por lo tanto: hmwzhmwzé‘
x—1 x2+_x—2 x—1 x+2 3
. x(x —3)
d) lIim ————.
)x—>3x—1—\/x 1

Observe que una evaluacién directa nos lleva a una forma indeterminada del tipo 8 Recordemos que

cuando hay una forma indeterminada y aparecen raices, un procedimiento recomendable es racionalizar.
Asi x(x—3) _ x(x—3) X1+ Vx+1 x(x=3)[x-1+ Vx+1] _
Tx-1-Vx+1 x-1-Vx+1 x-1+Vx+1 (x-1-+Vx+Dx-1+Vx+1
x(x=3)x—-1+ Vx+1] x(x-3)[x—1+ Vx+1] x(x-3)[x—-1+ Vx+1] _

(x—1)*[x+1] -2x+1-x-1 X2 =3x
x(x—3)[xx(;_1;-) x+]]=x+ Vx + 1, para todo x # 3.
. x(x —3) .
Luego, lim ————— =Ilim(x—- 1+ Vx+1) =4.
& =3x—1-—Vx+1 xﬂ3( )
. Vx+2-2

e) lim

=2 V2x+5-3
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Observe que evaluando de manera directa, se obtiene una forma indeterminada del tipo 8 Procedemos

a racionalizar el denominador, con lo cual se obtiene:

Vx+2-2 V2x+5+3  (Vx+2 2)(V2x+ +3) (Vx+2-2)(V2x+5 +3)

V2x+5-3 V2x+5+43 2x+5) - 2x—4
Note que todavia no se puede evaluar el limite pues se vuelve a obtener una forma indeterminada del tipo
0

0 Por lo tanto, procedemos a multiplicar numerador y denominador por el conjugado de Vx +2 —
con lo cual se obtiene:

Vi+2-2 _ (Vx+2-2)(V2x+5+3) (Vx+2+2) _

V2x+5-3 2(x-2) (Vx+2+2)
(V2x+5+3)(Vx+2-(Vx+2+2) _ (V2x+5+3)[(x+2)-4] _
2(x = 2)(Vx+2+2) 2(x = 2)(Vx+2+2)
(M+3)(x_2): M+3,parax¢2.
2(x—2)(\/x+2+2) 2(Vx+2+2)
Vx+2- V2x+5+3 _ 6 _ 3

Leollm = =35 ==
B e Vax+5- 3 = Vit2+2) 8 4

Hlim vVx+1+ vx+1.
x—0
Aqui se utiliza el limite de una composicién de funciones:

lir% Virl+s Vit l=V0+1+V0+1= 2
X—

a) Note que de acuerdo a la definicién de f(x), se tiene:

Jip 1) = lime-+2) =5 Jip 1) = lig G- D =

Puesto que xllg{ fx) = XILI% f(x), se concluye que el }cl_rg f(x) existe y ademds
}CI_I)I% f(x)=5.

b) De acuerdo a la definicion de la funcién f, se ve que la funcién:

x=1

1 six<1
flx) = 4 six=1

3

=1 Gxs.

x—1

im £ = Tim £=1 = lim G= DO+t D
Luego, lim f(x) = lim “—— = lim =—~—;

. TR e | x-DE+x+1
lim f() = Jim 2= = lim S

Por lo tanto, lir?_ fx) = 11I{1+ f(x) = 3 y en consecuencia lin} f(x) existe y ademads lin} fx)=3

=3.

=3.

Comentario Note que en este caso se pone en evidencia que la nocién de limite de una funcién en
un punto, no depende del valor de la funcién en ese punto. Inclusive puede suceder que la funcién ni

siquiera esté definida en el punto. Aqui, lirrll fx)=3=%f(1) =
X—
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c) lirgl_ fx) = lir;l_()c2 +x)=06y lirg fx) = linzl+(k +x)=k+2.

Recordemos que: lim f(x) existe si y s6lo si lim f(x) = lim+ f(x).

Por lo tanto para que lirr% f(x) exista, debe ocurrir que: 1i1121 fx) = lirgl f(x).
x— x—2 x—2%

O sea se requiere que 6 = k + 2, es decir k = 4. Asi, lin% f(x) existe si y s6lo si k = 4.

x-=2 sSix—=2>0 —x>2

a) Vamos a analizar la expresion |x — 2| =
—-(x=2) six—-2<0 <=x<2.
Luego,
2
E );__24 six>2
=27 ) -4

=2 six<2.

2 —_ . . . , , . N
Como la funcién f(x) = I); — 24| tiene expresiones diferentes segin se esté a la derecha o a la izquierda

de x = 2, se requiere estudiar los limites laterales.

P4 o4 (x=Dx+2)
e R e R e .
lim & _4—11rn x2—4_1 (x=2)(x+2) = lim x+2 =4.
xoor X =21 7 5o x =2 x—2* x—=2 x—2-

x2
Por lo tanto se concluye que hm 11X 24| no existe.

2
—4
Se ve que 11[%1 =] ¢XILHZI+ = 2|

2—x si2—x>20 & x<2
b) Note que |2 — x| =
-2-x) si2-x<0 = x>2

Luego,
2
Q2 - x)? (22_);) six<?2
2-x "] @-x?

) six>2.

Por lo tanto, se deben analizar los limites laterales.

L 2-x? Q=X _ o h
Iy e =iy o = ip@-o=0
C-x _ 2-x°

lim =i = fim Sy = Jip -0 =0

Q2= L (2= (2 - x) Q-x’ _
Se observa que xlirg D= = xlaz+ D= = 0y por lo tanto }Clg% V=g existe y ademds hn% D= =
0.
Calcular cada uno de los siguientes limites.

1 1 2-2+h
i JCtN =) _ (2+h>‘§_. 22+ 1 2-2-h_ _

e R A i NP RS

1

. -h T —1 _
e+ m T MR T T4




16 Soluciones de ejercicios del Tema No.1: Limites y continuidad Prof. Pedro Rodriguez

x-3 six—-3>0 < x2=>3
b) Note que: |x — 3| =
—(x-3) six-3<0 = x<3.

Observe que:

Si k> 0, entonces 3 + h > 3.

Sih <0, entonces 3 +h < 3.

Por lo tanto hay que analizar los limites laterales.

Asi, lim LCHM=FO) 18+ =31=B=31 Wl by
S0+ h S0+ h -0t b 5ot h
lim LGN =TC) _ pyy 18+ W =320y 1 gy =k _

h—0- h h0- h —0- b~ n0r h

IE+D=1Q) , py FE+D=D)

Puesto que: lim
h—0~ h—0*
JG+hm—fB)
h

Se tiene que: lim no existe.
h—0



Tema No. 2

Ejercicios de derivacion Prof. Pedro Rodriguez

A. Utilizando la definicién de derivada, calcule f’(x) en cada caso:

1) f(x) = sen2x

3) f00 = 25

_ 1
5) fx) = )
7 f(x) = x> —3x

9 f0 =51

1) f(x) = -

x+1

B. Calcule la primera derivada de f(x).

1) f(x) =2xVcos?x+ 1

2) f(x) = (1 +2x) cos® 5x

oo - (5

1+
4) f(x) = | xs/zﬁ
_x(x—=3)
5) fx) = (137
6) f(x) = xcos4x
7)) = =25
Veos? x + 2

8) f(x) = sen®2xcos? 3x
9) f(x) = 3x> + 1)sec? x
10) f(x) = cos’ (%’#‘ +1)

2) f(x) = cos3x R/ -3sen3x

4 fo =2 R

6) f(x) = V2x+3 R/ Wﬁ
8) f(x) =4x>+7 R/ 8x

10) f(x) = % R/ -5 e
12)f)=Vx-1 R/ \/2;—_]

R/Z‘/—coszx+ 1— 2Xxsen x cos x
VeosZ x + 1

R/ 2cos? 5x — 15(2x + 1) sen 5x cos? 5x

R/2(2x+1) <2tanx— 2XS€;C2x - sec2x>
tan’ x

-(2x3? +3x-3)
2/3
6 V(2 + 3)? ( Vx+ 1)

P43

R/

9(x-1)
R/ (x+3)°

R/ cos4x —4xsendx

3(cos? x + xsen xcos x + 2)
(cos? x + 2)°/?

R/ 6 sen® 2x cos 2x cos® 3x — 6 sen> 2x sen 3x cos 3x

R/

R/ 6xsec? x + 6x% sec? xtan x + 2 sec? x tan x

—4x3 sen (Vi + 1) cos? (Vo + 1)

R/ (X4 + 1)2/3

17
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1) f(x) =

2 +1

12 -1
=55

9500 =

14) f(x) = Vxtan x — +2

15) f(x) = cos*(sen? x)

16) f(x) = Vsen® x + secz x

17) f(x) = 3x -2

18) f(x) = 83 — 742 + 4

19) f(x) = 247 + 42% - 3

20) f(x) = x> —x' +x72

21) fl) = 44

1
2) f() =2 = Vi+ 2
23) (0 = Y&
24) ) = T D=

25) f(x) = xsenxcos x
26) f(x) = 5o
27) f(x) = (x+ 1) tanx

28) f(x) = x> sen x + xCos X

29) f(x) = %+xscosx
x +1

30) f(x) = 2+<1:0sx

30 = e

32) f(x) = £5eL,
1+x

C. Determine la ecuacién de la recta tangente a:

Dy=-3x+5enx=-2

2) x=sen2yen(l,%)

3)y=3Vx2+5-8enx=2

Ejercicios de derivacion Prof. Pedro Rodriguez

-2-1
R/ 2 /x(x® + 1)%?
—X
R/ (x% +25)3?

/ COS X cos® x sen? x

(1 +cosx)*? " (1 +cosx)*? * 2(1 + cos x)/?

R/ %(x tan x — x2)"*3(tan x + xsec’ x — 2x)

R/ —4 sen x cos x sen(sen? x) cos(sen x)

3 sen? xcos x + 2 sec® xtan x
R/
3 \/(sen2 X + sec? x)?

R/3
R/ 24x% — 14x.
R/ 14x° + 8x

R/ 2x + x72 = 2x73.

-2
Ry

R/zx_ﬁ_bm/'

1—x
2\/_()c+1)2

/2X +2x-7
Qx+1)? °

R/ § sen(2x) + x cos(2x).

SEN X — XCOS X
Ry SeLX=XCOSX
sen® x
R/tan x + (x + 1) sec? x.

R/ xsenx + (x% + 1) cos x.

R/ —=%X 5 + 5x* cos x — x° sen x.

( 1)
/ —senx
(2 +cosx)*’
2(senx —cosx) — 1
(2 + cos x)?
(1-xHsenx+(1+ xz)xcosx
(1 +x%)?

R/

R/

R/y=-36x-43
R/x=1

R/y=2x-3
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4)y? = x*> + xen el origen R/x=0
S x’y=x+2en(2,1) R/3x + 4y =10.
D. Determine % mediante derivacién implicita.
2xy +y?
2, 2y = -
D) xy”+x7y =2 R 2xy + x%
25y — 24x
2442y =
2) 12(x* +y°) = 25xy R/ 24y = 25x
4
1 1 Y
35 +5=2 R/ -—
) ° oy / x*
Sxty? — 3
4) xy’ - xy? =4 R/ ———=.
)Xy’ =Xy / 3xy? — 2x°y
E. Ejercicios varios.
. En qué puntos la derivada de f(x) = X3 coincide con la funcién, es decir f(x) = f(x)?
. a) Considere la funcién definida por f(x) = sen % y concluya que lin(l) sen % no existe.
Sugerencia: Haga una tabla de valores para x = %, neNN.
xsen % six#0
b) Sea g(x) =
0 six=0.
Muestre que g es continua en x = 0 pero no es derivable en x = 0.
x* sen % six#0
¢) Sea h(x) =
0 six=0.
Muestre que £ es continua y derivable en x = 0.
. Si f'(a) =2y g'(a) = 3 calcule lim J) = @ R/ 2.

x—a 8(x) — gla)”
. Hallar los puntos en que las rectas tangentes a la curva y = 3x* + 4x> — 12x? + 20, son paralelas al eje x.

R/ (0,20), (1, 15), (-2,-12).

. En qué puntos la tangente a la pardbola y = x> — 7x + 3 es paralela a larecta Sx +y — 3 = 0?

R/ (1,-3).

. Hallar la ecuacién de la pardbola y = x> + bx + ¢ que es tangente a larecta y = x en el punto (1,1). R/

y=x>—x+1.

. En qué punto de la curva y* = 2x° la tangente es perpendicular a la recta 4x — 3y + 2 = 0?
R/ (§,—16)-
. Escribir las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva y = x* + 2x? — 4x — 3 en el punto (-2, 5).R/

Tangente: y = 5, Normal: x = -2.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curvay = Yx—Tlenel punto (1, 0).

R/ Tangente x = 1, normal y = 0.

Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva x> + y° — 2xy = 0 que pasa por el punto (1,1). R/

x+y-2=0.

Determine las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva y* = 4x* + 6xy en el punto (1,2). R/

Tangente: 14x — 13y + 12 = 0, Normal: 13x + 14y — 41 = 0.

Demuestre que las curvas y = 4x> + 2x — 8 y y = x° — x + 10 son tangentes entre si en el punto (3, 34).
Sucedera lo mismo en el punto (—-2,4)?

2 2

Demuestre que las hipérbolas xy = a?, x> — y* = b? se cortan entre si formando un dngulo recto.

Para las siguientes funciones determine los puntos para los cuales pasa una tangente horizontal.

a)y= % R/ No hay tangentes horizontales.
X

b)y=x*-8x* +2. R/ (0,2), (-2,-14), (2,-14).

Determine las ecuaciones de las rectas que son tangentes comunes a y = x>, y = —x> + 6x — 5.
Riy=2x-1,y=4x-4.
1

Pruebe que la recta y = x es perpendicular a la curva y =  en sus puntos de interseccion.

Sea f(x) = x* — x* + 7x? + 3x — 11, demuestre que la grifica de f tiene al menos una recta tangente

horizontal.
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Soluciones del Tema 2: Ejercicios de derivacion Prof. Pedro Rodriguez

Parte A. Calcule f’(x) utilizando la definicién de derivada de:

sen(2x + 2h) — sen2x
m

=1 _ }lin(l) sen 2x cos 2h + cosz sen2h —sen2x _
. sen2x(cos2h — 1) + cos2xsen2h . [2sen2x(cos2h—1) 2cos2x(sen2h)
lim = lim + } =
h—0 h h—0 2h 2h

2sen2x(0) + 2cos2x(1) = 2 cos 2x.

cos(3x + 3h) — cos 3x _ cos3xcos3h —sen3xsen3h — cos3x _
h h

Sx+h)-fxo) _

=

. Sea f(x) = cos 3x y considere

== hm

cos 3x% — sen 3xse';l3h

. cos3h—1 _ sen3h) _ _ . 1-cosy seny
}Ll_I)I(l) (cosSx b 3sen3x A )— 3sen3x,yaque}1ﬁm0 y 01 =1
2()6"1‘]’1) 2x

oy o xth 1 x—1 _ . Qx4 2m)(r—1) = 2x(x—1+h) _
- S0 = lim h = G+ A= D= DA

lim 2x2—2x+2xh—2h—2x2+2x—2xh:]im —2h __ =2

h—0 (x+h-1)(x—-1h o Ax+h—Dx—-1) 7 (x-1)*

ot )= ) _ T T TaT _ Gt het -t ht )
X X+ —fx)  x+h+1 x+1 x+h)(x+1)—x(x+h+

.Seaf(x)—x+1: 7 = h hx+h+Dx+1)

_ h _ 1 L feth)-f0)

S MGFh+DGTD - GFhFDEFD — m h RRTFSIA

1 1
oVx+h+2 Vx+2 o Ax+2—-Vx+h+2

. f :lm = lim =

fo=li h h=0 hVx+2Vx+h+2

-h
lim
h—>0h\/x+2\/x+h+2 \/x+2+\/x+h+2]
-1 -1

h—»o Vi+2Vx+h+2[Vx+2+ Vx+h+2] 2(x+2)\/x+2'

. Sea f(x) = V2x + 3, entonces f(x+hlz—f(x) — W— V2x+3 _

Vo T +3-V2x+3Q2x+h) +3)F +Qx+h) +3)3Q2x +3) +(2x +3)3

Qx+h) +3)5 +2x+h) +3)32x +3)5 + 2x +3)3

20x+h) +3-(2x +3) 1 B

h Qx+h) +3)F +Qx+h) +3)32x +3)5 + (2x+3)5
2

2h —
B Q(x+h)+3)7 + 20x+h) +3)52x +3)5 + (2x +3)3
limf(x+h)_f(x)_ 2

70 h C33/Qx+ 32
P = lim - f(x+h}:—f(x) g G =30 ) = (2 =3 _

h—0 h
limx2+2xh+h2—3x—3h—x2+3x — lim
h—0 h h—0

)= f(x b h) f) /hmo 4(x +h)* + Z, —(4x*+17) _

2
2xh+ "= 3h _ jim2x + h-3) = 2x - 3.
h h—0
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2 2 —4x% - ’
lim 4G + 2xh + h) + 7 - 4x 7=Iimw=}liné(8x+4h)=8x-

h—0 h h—0
1 1 2x+3-Q2x+2h+3)
() = f(x+h) ) = lim 2(x+h)+h3 2x+3 - lim (2x+2h+h3)(2x+3) _
limh —2h = lim = =2
i R2x+ 2h+3)2x+3) i Cx+ 2R+ 3)2x+3) ~ (2x + 3)?
11 NX— Vx+h
P = i LWy VR VR iy Vit N
hm(\/_— x+h \/_+\/xT> lim x—(x+h) ~
=0\ hVx(x+h) x+ Vx+h h—>0h\/x(x+h)(\/_+ Vx+h)

o 1 __
llzlg(l) Vx(x + ) (Vx + Vx + h) 2x\/}'

(x+h? 3

_pmXth+1l  x+1 _

0= lim 7 =

(x+h)3(x+1)—x3(x+h+1)
x+h+Dx+1

f(X+h) f®)

123 + 3x%(h + 1) + hx(h + 3) + I?

lim = lim

h—0 h h—0 x+h+Dx+1)
X2x+3)
x+ 17
P = tim LEED = J@ o VIGFR =T V2T
' h=0 h h—0 h

V2x+2h—1—-V2x—1 N2x+2h—1+4+V2x—-1)\ _,. 2x+2h—-1-(2x-1)
lim . = lim
h—0 V2x+2h— 1+ V2x -1 =0 h(V2x+2h— 1+ V2x - 1)
= lim =2 -1
=0 V2x+2h—1+ V2x—-1 2+vV2x-1 V2x -1

Parte B. Calcule la primera derivada de f(x).

. f(x) = 2x(cos? x + 1)7 = f(x) = 2(cos® x + 1)? + 2x - 3(cos? x + 1)~22 cos x(— sen x) =

2VeosZx+ 1 — 2xcosxsenx.
Veos? x + 1

. f(x) =1 +2x)cos® 5x = f/(x) = (1 +2x) cos® 5x + (1 + 2x)(cos’ 5x)’ =

2c0s> 5x + (1 4+ 2x)[3 cos? 5x(— sen 5x)5] = 2 cos® 5x — 15(2x + 1) sen 5x cos? 5x.

. f(x) = <M)2 = f’(x) =2 (2X+ l) (tan(x) 22— (2X+ 1)8602x> _

tan x tan x tan? x

202x+ 1) <2tanx Zicaiecxx— sec x>

3

1.1 .3
Tl ad-3xia+x
2
.f()—(H\/—) =>f’(x)—é<1+\/_) v Ty =
X2 +3 (x2+3)

w\w
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1<x%+3>§(x7+3 3x = 3x2>: ~(2x} +3x-3)
3 % 2 5 3 2
. Vit +3 6v7m+3f<l+vj
x3+3
F(x) = Mx=3) _ A2-3x o) = (x+3°(2x—=3) = 2(x + 3)(x* = 3%) _

(x+3) (x +3)? (x+3)*

2x=3)(x+3) =20 =30 _ 22 +3x-9-22+6x _ 9x—-9 _ 9x—1)

(x+3)3 (x+3)° T (x+3)7 T (x+3)F

f(x) = xcosdx = f'(x) = X' cosdx + x(cos4x)’ = cos4x + x(—sen4x(4)) = cos4x — 4xsendx.

3x (cos?x+2)1/2.3— 3)c%(cos2 x+2)"Y2.2cos x(—sen x)
fO=F=—=—==fW= 5 -
Vcos? x + 2 cos®x +2
3(cos® x + 2) + 3xcos xsen x _ 3(cos? x + 2 + xCos x sen x)
(cos® x + 2)(cos? x +2)1712 (cos? x + 2)3/?
f(x) = sen®(2x) cos’(3x) = f'(x) = (sen® 2x)’ cos? 3x + sen> 2x(cos’ 3x) =

3 sen? 2x cos 2x(2) cos? 3x + sen® 2x(2 cos 3x(— sen 3x)(3)) =

6 sen? 2x cos 2x cos? 3x — 6 sen® 2x sen 3x cos 3x.

fx) =

6xsec? x + 6x% sec? xtan x + 2 sec? xtan x.

F(x) = cos’(Vad + 1) = £/(x) = 3cos?(Va* + D)(—sen Vo + 1) X

(%(x“ + 1)-%(4x3))

Bx% + Dsec?x = f'(x) = 6xsec? x + (3x* + 1)2sec’ xtan x =

—4x3 sen(Vo + )c052(3/x4+ D

(x* + 1)3

_ X 1/2 by 1 X -1z x2+l—x(2x)_
f()_\/x+l_(x2+1) :f(x)_z(x2+l> . (F+1)7

1,/x +1x° +1—2x2:l,/x2+1 1—x2 :l(xz"'l)l/z 1-x2 _ 1—x°
2 X (x2 + 1)2 2 X (x2 + 1)2 2 ‘/} (x2 + 1)2 2\/}()62 + 1)3/2'

fx) =

[ SN .
V125 = f'(x0) = (x +25)73(2x) = o2 25),

Csen’x , l+cosx 2 sen x cos x(1 + cos x) + sen” xsen x _
fx) = V 1+cosx = f'x) = \/ sen? x ( (1 + cos x)? h

1+ cosx ZSenxcosx+256nxcos X + sen® X _ 2 sen x cos x + 2 sen x cos> x+sen3x
2 sen? x (1 + cos? x)? 2(1 + cos x)*/% sen x

COS X OS X sen X

(1 + cos x)3/? * (1 + cos x)3/? * 2(1 + cos x)>/?"

Nota

El célculo de f’(x) en el ejercicio 13, supuso que el dominio de f es tal que senx > 0, ya que

Vsen? x = |sen x|y sisenx > 0 = Vsen? x = sen x.

Jfx) =

Vxtanx — 22 = f'(x) = (xtanx *2)73 (tan x + x sec? x — 2x).

f(x) = cos® (sen® x) = f’(x) = 2 cos (sen® x)(— sen (sen’ x))2 sen x cos x =

fx) =

—4 cos (sen® x) sen (sen? x) sen x cos x.



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

24 Soluciones del Tema 2: Ejercicios de derivacion Prof. Pedro Rodriguez

Sea f(x) = Vsen3 x + sec? x, entonces tenemos que:

2 2 2
f(x) = %(sen3 x + sec? x)"3(3sen? xcos x + 2 sec x sec x tan x) = 3sen”xcos.x + 2sec” xtan.x

2
3(sen’ x + sec? x)3

f()=3x-2= f'(x)=3

f(x) =8x3 = 7x% +4 = f'(x) = 24x% — 14x.

F(x) =2x7 +4x* -3 = f'(x) = 14x° + 8x.
fO=x>-x"+x?2= f/(x) =2x+x2=2x73
_ , l-x=D-1-&+1) _x—-1-x-1__-2
f() :f() (X—1)2 - (X—1)2 _(x_1)2'
_ 2 1 _ 2] -1 , 1 _1.-3_ 1 1
f(x)=x \/}+\/} X —x2 +x2 = f(x) =2x xz 5X72 =2x Ve v
] ] x+1 x+1-2x
Vx ) 2x‘?(x+1)—xi _2xi—x3 _ 2x3 _ 1—x
fO= == W= Gr1)? G+ )T+ 2+ D2
Sea f(x) = W entonces tenemos que:
) = [Ix=2)+1(x=DICx+ D -2(x-D(x=2) _ Cx=3)2x+ 1) -2(x-D(x=2) _
Q2x+1)? Qx+1)?
43 —4x -3 -2x> +6x—4 _ 232 +2x -1
2x+1)? QCx+ 1%
Xx) = xsenxcosx = f’(x) = senxcos x + xcos~ x — xsen- x = 5 sen(2x) + x cos(2x).
JS(x) J(x) 2 2 1 sen(2x) (2x)
X , 1'SGHX—X(COSX) sen x — xcosx
= = = =
F) = senx F@ sen® x sen® x
f(x) =(x+ Dtanx = f'(x) = tanx + (x + 1) sec? x.
f(x) = x*senx + xcosx => f’(x) = 2xsen x + x> cos x + cos x — xsen x = xsen x + (x> + 1) cos x.
_ 1 5 7 5
f(x)— 1+x cosx = f'(x) = (2+1)2+5x COS X — X’ sen x.
00y — sen x
fx) = 2+cosx = /'™ (2 +cos x)*’
—cos x(2 + cosx) — (— senx)(2—senx)

flx) = =380 — pr(x) =

2 +Cos x (2 + cos x)*

—2cos x — cos® x +2senx —sen’ x _ 2(senx —cosx) — 1
(2 + cos x)? (2 + cos x)?

(sen x + xcos x)(1 + x%) — 2x(x sen X _
(1 + x%)?
senx + x*senx + xcos x + x> cos x — 2x*senx _ (I —x?)senx + (1 + x*)xcosx
(1 +x2)2 (1 + x%)? )

f(X) xseI;Cx SN f/( )_
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Parte C.

Ly=-3x34+5, y =-9x2, y(-2)=-9(-2)*=-9-4=-36.
La pendiente de la recta tangente es —36 pasa por el punto (-2,29), luego: y = -36x+b = 29 =
-36(-2) +b = b = -43. R/ La ecuacion de larecta es y = —36x — 43.

. x=sen2yen (1, 7).

Derivando implicitamente tenemos 1 = (cos2y)2y’ — y’ = m. Asi, en (1, ) se tiene que y’ se

indefine en (1, 7), luego la tangente a la curva es la recta x = 1.

y=3V2+5-8, y=3_L oy-_3x = yo=2
Y Y 2Vx2+5 Va2 +5 Y

La pendiente de la recta tangente es 2 y pasa por el punto (2, 1), luego: y=2x+b=>b=y-2x=b =
1-2.2=-3. R/y=2x-3.

.y} =x*+xen (0,0).

Derivando implicitamente, 3y2y’ =2x+1 =y = 2’;;5 1, en (0,0), ¥ se indefine y la recta x = 0 es
tangente a la curva.
aly=ae2 y=EER y=SIRd Y@=
La pendiente de la tangente es —% y pasa por el punto (2, 1), luego: y = —%x+ b=b=1+ % 2= % =
__3 .35 _ =3x+10 _
y=-zxty=y= 7 . R/ 4y + 3x = 10.
Parte D

. xy? + x*y = 2, al derivar implicitamente con respecto a x se obtiene: y* + x2yy’ + 2xy + x?y' = 0 =
2
—y° = 2xy

2xyy’ + xzy' = —y2 -2xy=>y = pYo et

1202 +y%) = 25xy = 12(2x +2yy’) = 25xy’ +25y = 24x +24yy’ = 25xy’ +25y = (24y - 25x)y’ =

. 25y —24x

-4 4
.%+%=2=>x’3+y’3=2=>—3x’4—3y’4y’=0=>—3x’4=3y’4y’:»_337{4—y’=>y’=—y—
X y y X
5xty% —y3 . 5x%y —y?

3_ 5.2 _ 3 200 5,42 5o _ ,_ ’_
Xy =Xy =4 =y +3xy7Y =53y - X2y =0=y 3xy2_2x5yy51y¢0,y 3y =28

Parte E.

. Se tiene que f(x) = x3, f'(x) = 3x% y queremos determinar cudndo f'(x) = f(x) = 3x> = ¥ =

¥-32=0=2xx-3)=0e x=0,x=3, f(0) =0, f(3) = 27, f'(x) y f(x) coinciden en los puntos
0,0)y (3,27).
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. a) Consideremos x = %, entonces si el limite existe cuando x — 0, sen % tiende a un Unico valor, pero
: 1 1 : 1 1 T
six = =— — 0,sen +~ = sen2nm = 0, por otro lado, si x = =—— — 0, pero sen + = sen(2n7r+%) =1
2nm ’ X p 2nm + 5 p X ( 2)
y la funcién no tiende a un dnico valor, pues al acercarse a 0 segtn los valores, tiendeaOoa 1.

b) Es conocido que —1 < sen % < 1. Sea x > 0, entonces multiplicando por x se tiene —x < xsen % <z,

por lo que si 0 = lim+ (=x) < lim+ (xsen %) < lim+(x) = 0 es decir 111})1+ xsen% = 0. Similarmente se

concluye que 11n01 X sen l =0y como g(0) = 0, g es continua en 0.
X
1
_ hsen+ —0
Por otro lado g’(0) = lim () —8(0) = lim h = hm sen 7, pero este limite no existe por la
h=0 h h50 h h
parte a).
c) Al igual que en b) usamos el hecho que —1 < sen l <1 = —x> < x’sen % <=
hn(l) x> sen = =0y como (0) = 0, se tiene que & es continua en 0.

2 1
_ 1_9
Ademds 1(0) = lim 1) —hO) _ jjpy £ 0%

= 1111(1) xsen % = 0, por lo tanto existe el limite y &
x—!

x—0

es derivable en x = 0.

Cffa) =2 = }CILI; 7](()2:?:@) =2, ¢ =3 = lim 7g(x) 8(a) = 3; luego: lim Jx) = f(a) =

1) - fe@ o o 800 8@
X a
lim = —e@ = 3

XxX—a

. Una recta es paralela al eje x si su pendiente es 0, entonces

y = 1203 + 12x%2 = 24x = 12x(x2+x—2):0<:>x:0,x: 1, x =-2.

Ademas y(0) = 20, y(1) = 15, y(-=2) = —12 por lo que los puntos son (0, 20),(1, 15), (-2, -12).
.y=x*-T7x+3 =y = 2x— 7 ademis la pendiente de la recta Sx + y — 3 = 0 es —5, luego hay que
resolver la ecuacién 2x — 7 = =5.

2x-T=-5=>x=1=>y=-3.

R/ La tangente a la pardbola y = x> — 7x + 3 por el punto (1, —3) es paralela a la recta 5x +y — 3 = 0.

. y=x>+bx+c,entonces y’ = 2x+b. En (1, 1) la pendiente de y es | = y’(1) =2+ b = 1, por lo tanto
b = —1. Ademas debe pasar por (1,1) = y()=1=1-1+c=c=1.

Asi tenemos la pardbolay = x> — x + 1.

=23 =22y =6x=y = 3x . Si la tangente a la curva es perpendicular a larecta4x —3y+2 =0

entonces la pendiente de la tangente es :—%, o sea hay que resolver la ecuacién y’ = —%.

Como y' = 3i y y> = 2x°, entonces (y')* = gx% = 9x , dado que y’ —% = () = 196’ luego
I

9x _ 9 _1 2 _nl _ .1
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R/ El punto es (3, —1¢). ¢ Por qué se descarta la solucién (g, 15)?

. y=x+2x—4x-3 = y =3x> +4x -4, y la pendiente es: y'(-2) = 3(=2)* + 4(-2) — 4 = 0. Como

la recta pasa por (-2,5) larecta es y = 5. La recta normal es x = —2.

ﬁ, Y’ se indefine en x = 1. Luego, x = 1 es la ecuacién de la recta
¥ —
tangente, y = 0 es la ecuacién de la recta normal.

X4+ —2xy=0= Sx*+5* - 2xy -2y =0= y = 734__5)(; yen(l,1),y'(1) = g%g =-1.
Asitenemosi:} =-le=y-l=-x+1l=x+y-2=0.

Yy =4xt + 6xy = 4y3y = 1623 + 6y + 6xy’ = 2%y - 3xy =8 +3y =y = %

Six =1,y =2,entoncesy’ = % La ecuacién de la tangente es: y—2 = %(x—l) = 14x-13y+12 =0.
La pendiente de la normal es —% y pasa por el punto (1,2) la ecuacién es: y — 2 = —%(x - =

14y + 13x - 41 =0.
Vo=42+2x-8 = y,=8x+2 = y,(3)=26

Se tiene que: i.e. las curvas tienen la

Ww=x-x+10 = y,=3x*-1 = y,(3)=26

misma pendiente cuando x = 3. Falta verificar que ambas curvas pasan por (3, 34).
En efecto, y,(3) = 4(3)> +2(3) =8 =34y y,(3) = (3)> =3 + 10 = 34.
En (-2, 4) no sucede lo mismo pues y,(-2) = —14 y y,(=2) = —11 y las pendientes son distintas.

Hay que demostrar que donde se intersecan la hipérbolas, las rectas tangentes a cada una son perpen-

diculares. No serd necesario calcular los puntos de interseccién (trabajo por demds engorroso) pues
2 2
xwy=a?=y=% =y =-% Porotrolado, x* —y* =b* =y = §
X
En los puntos de interseccion de las hipérbolas el producto de las derivadas corresponderd al producto de

las pendientes de las tangentes, por lo tanto bastard probar que tal producto es —1. En efecto; el producto

2 2 2
de las derivadas es: —%% = —a—y = —% =_1.
x a
a)y= % Yy = _—32 y en ningtin punto y’(x) = 0, es decir no tienen tangentes horizontales.
x x

b)y=x*-8x2+2 = y =4x> - 16x = 4x(x* - 4) = 0 & x = 0, x = +2. Asi tenemos que hay

tangentes horizontales en (0, 2), (-2, —14), (2, —14).

y=x*>=y =2x. Porotrolado,y = —x> + 6x -5 =y’ = —2x + 6.

Supéngase que (x1, x;2) es el punto de tangencia en la curva y = x?, la pendiente de la tangente es 2x;.
Si (x2, —x22 + 6x2 — 5) es el punto de tangencia en la curva y = —x? + 6x — 5 entonces la pendiente de la
tangente es —2x, + 6. Por tratarse de la misma tangente se cumplird 2x; = —2x, + 6, 0 sea x; = —x; + 3.

Como la tangente pasa por (x1, x;2) y por (xa2, —x,% + 6x, — 5), entonces:
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_ )C12+)C22—6X2+5
- X1 — X2

2)622 —12x, + 14
—2x7+ 3

se obtiene x% —3x; +2 = 0, cuyas soluciones son x; = 2, x; = 1.

, al sustituir x; = —x, +3ym = , al igualarlo con —2x, + 6,

1) Si x, = 2, entonces la pendiente de la tangente es 2 y pasa por (2, 3), luego su ecuaciénes : y —3 =
20—2)=>y—-2x+1=0. Ademés, x, =2 = x; = 1.

Esta es la ecuacién de la tangente que pasa por el punto (2, 3) de la pardbola y = —x* + 6x — 5 y por el
punto (1, 1) de la pardbola y = x°.

ii) Si x, = 1 la pendiente de la tangente es 4 y pasa por le punto (1, 0), su ecuaciéones y —0 = 4(x— 1), 0
seay =4x—4.

Esta es la ecuacién de la recta tangente que pasa por el punto 1, 0) en la pardbola y = —x> + 6x — 5 y por
(2,4) en la pardbola y = X2

Los siguientes graficos son de excelente ayuda con la comprensién del ejercicio anterior.

y=4x-4
7 y=2x—1 7
()
4
- N /A i
/(1,0)
it _ol
7 i

La interseccion de las curvas y, = x, y, = % se da cuando x = % = x> =1lie x==I.
Asitenemos que y, = 1,y = —é, por lo que y;,(+1) = -1y se tiene que
v, (£1) -y (£1) = —1, es decir las tangentes son perpendiculares en x = +1.

Para demostrar que al menos hay una tangente horizontal debemos ver que para algin x real f’(x) se
anula. Observe que f’(x) = 4x> —3x? + 14x + 3 es un polinomio de grado impar y que XEIPOO f'(x) = xoo,
por lo que al menos hay una raiz real para f'(x) = 0. .

También se puede razonar de la siguiente manera: f'(0) > 0; f'(—1) < 0, luego por el Teorema de los

Valores Intermedios existe un ¢ €] — 1, 0[ tal que f’(c) = 0.
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. Una explosién de dinamita lanza una roca directamente hacia arriba con una velocidad inicial de 160p/s
(aproximadamente 175%”). La roca alcanza una altura de S = 160t — 167> pies después de ¢ segundos.
a) (A qué altura méxima llega la roca?
b) (Cudles son la velocidad y la rapidez de la roca cuando estd a 256 pies sobre el suelo, subiendo, y
bajando?
¢) (Cudl es la aceleracion de la roca en cualquier instante ¢ durante su vuelo?
d) (Cudndo llega al suelo otra vez?

R/ a) 400 pies, b) v(2) = 96%, v(8) = —96%, c)a= —32%;;, d) 10 segundos después.
. ¢(Con qué rapidez baja el nivel de un fluido contenido en un tanque cilindrico de almacenamiento, si se

bombea hacia afuera el fluido a razén de 30004 ? R/ dh _ _ 3 L
min dt r2 min

. Un globo de aire caliente que se eleva verticalmente desde un campo es rastreado por un localizador a
T

4 9

. (Con qué velocidad se est4 elevando el globo en ese instante? R/ 1401
min

500m del punto de despegue. En el instante en que el dngulo del localizador es el angulo se estd

elevando a 0, 14794

min
. Un auto de policia, al acercarse a una interseccién en angulo recto desde el norte va siguiendo un auto
que ha dado vuelta en la esquina y se mueve directo hacia el este. Cuando el auto de policia estd a 0, 6km

al norte de la interseccién y el auto estd a 0, 8km al este, la policia determina con el radar que la distancia

entre ellos y el auto aumenta a 20’%”. Si el auto de policia se mueve a 60%" en el instante de medicion,
(cudl es la velocidad del auto que siguen? R/ 70%”.

i3

. . . ies . o . . .
. Se vierte agua en un tanque c6nico a razén de 9%. El tanque tiene su vértice hacia abajo, un radio
en su base de 5 pies y una altura de 10 pies, ;con qué rapidez se estd elevando el nivel del agua cuando

la profundidad es de 6 pies? R/ 0, 32%.

29
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Un cohete lanzado en forma vertical es rastreado por una estacién de radar, localizada a 3 millas de la
plataforma de lanzamiento. ;Cudl es la velocidad vertical del cohete en el instante en que su distancia a

la estacion de radar es 5 millas y tal distancia crece a razén de 5000"#? R/ % = 6250’%.

Un hombre de 6 pies de altura camina con una velocidad de 8%?, alejandose de un farol de la calle que

estd en el extremo de un poste de 18 pies. ;Qué tan rapido se mueve la punta de su sombra a lo largo del
piso cuando la persona estd a 100 pies del poste de luz? R/ 12%.
Dos estaciones de radar A y B, donde B estd a 6km al este de A, rastrean a un barco. En cierto momento

km
h

también Skm de B, pero esta distancia aumenta a sélo 4%". (Dénde estd el barco, qué tan rapido se

el barco estd a Skm de A y esta distancia aumenta a razén de 28==. En el mismo instante, el barco estd
mueve y en qué direccién?
R/ El barco esta a 3km al este y 4km al norte de A; navega hacia el noreste con una rapidez de 20 \/EkTm

Una escalera de 10 pies de largo estd apoyada contra una pared vertical. Si el extremo inferior de la

. L ie L . .
escalera resbala alejandose de la pared a razén de 1 pT’ ;con qué rapidez resbala hacia abajo su extremo

. . . p . ies

superior cuando su extremo inferior estd a 6 pies de la pared? R/ —% I;Tg.
Una lampara de arco cuelga a la altura de 4m directamente sobre un paseo rectilineo y horizontal. Si en
este paseo un muchacho de 1, 50m de alto, esté alejindose de la ldmpara con una rapidez de 55%, la

cudntos metros por minuto se alarga su sombra? R/ 33%.

Una lampara que esta sobre el suelo ilumina una pared que se encuentra 12m de distancia. Si un hombre
de 2m de estatura camina de la ldmpara hacia el edificio a una velocidad de 1, 6%; (con qué rapidez

disminuye su sombra sobre el edificio cuando se encuentra a 4m de é1? R/ -0,6m/s.

Un avién que vuela horizontalmente a una altura de 1milla y a una velocidad de 500%, pasa direc-
tamente sobre una estacion de radar. Encuentre la velocidad a la que la distancia del avién a la estacion
aumenta, cuando el avion se encuentra a 2millas de la estacion.

R/ 250 V3mi/h.

. . . . ies . . .
Un hombre empieza a caminar hacia el norte a razén de 4€Tg’ a partir de un punto P. Cinco minutos
P . . . . ies . .
mds tarde una dama empieza a caminar hacia el sur a razén de SI;Tg, a partir de un punto situado a
500pies al este de P. ;A qué velocidad se estdn separando 15min después de que la dama empieza a

caminar? R/ 8,99pies/seg.

3
De un tanque en forma de cono invertido se deja salir agua a razén de 10000% , al mismo tiempo que se
bombea agua al interior del tanque a una velocidad constante. El tanque tiene 6m de altura y el didmetro

en la parte superior es de 4m. Si el nivel del agua estd aumentando a razén de ZO%, cuando la altura
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del agua es de 2m, encuentre la velocidad a la que se bombea el agua al interior del tanque. R/

289252, 68cm?> /min.

Una alberca tiene 20pies de ancho, 40pies de largo, 3pies de profundidad en un extremo y 9pies de
profundidad méxima.

En la figura se encuentra el corte transversal de la alberca. T 3
Si la alberca se llena a razén de 0, 8pnifi5 , (con qué ve- T

locidad aumenta el nivel del agua cuando la profundidad E
maxima es de 5pies? 6> 12— <+16> 6>

R/ 1,32 x 1073 pies/min.

Una escalera de 10pies de longitud se apoya contra una pared vertical. Si la parte inferior de la escalera
se desliza alejandose de la pared a una velocidad de 2%?, (con qué rapidez cambia el dngulo formado

V2

por la parte superior de la escalera y la pared cuando mide %rad? R/ Trad /seg.

Una pequeiia isla se encuentra a una distancia de 3km de un faro. El punto de la isla mas cercano al faro
es P, si la lampara del faro gira a razén de 4rev/min, ;cudl es la rapidez con la que se mueve el rayo de

luz a lo largo de la costa rectilinea, cuando se encuentra a 1km del punto P? R/ 8(3)—7Tkm/min.

Teorema de Rolle y del Valor Medio

Verifique que la funcién dada satisface las tres hipdtesis del teorema de Rolle en el intervalo indicado.
Luego, encuentre todos los nimeros ¢ que satisfagan el teorema de Rolle.
1) f(x) = cos(2x); [0, 7]
- _ 1=, _
ll)f(-x)_ 29[ 191]
1+x

i) Sea f(x) = 1 — x*/3. Demuestre que f(~1) = f(1), pero que no hay ningdn punto c en ] — 1, 1 tal que
f'(c) = 0. ;{Por qué no contradice esto el teorema de Rolle?
ii) Sea f(x) = (x — 1)72. Demuestre que f(0) = f(2), pero que no hay ningiin nimero c en ]0, 2[ tal que

f'(c) = 0. ;Por qué no contradice esto el teorema de Rolle?

Verifique que la funcién dada satisface las hipétesis del Teorema del Valor Medio en el intervalo indicado.

Luego, encuentre todos los nimeros ¢ que satisfagan la condicion del teorema del valor medio.
D=1 11,21
i) f(x) =1+ %lx— 1; [2,9].

Demuestre que la ecuacién x” + 5x> + x — 6 = 0 tiene exactamente una solucién real.

Demuestre que la ecuacién x° + 10x + 3 = 0 tiene exactamente una solucién real.
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Si f'(x) = ¢, para todo x € R, en donde ¢ es una constante, utilice el corolario de teorema del valor
medio para demostrar que f(x) = cx + d, para alguna constante d.
Corolario del Teorema del Valor Medio : Si f'(x) = g’(x), para todo x en un intervalo ]a, b[, entonces

f — g es una constante en ]a, b[; esto es, f(x) = g(x) + k; con k constante.

Aplique el teorema del valor medio para probar la desigualdad | sen(b) — sen(a)| < |b — al, para todo a y

b.

Suponga que la funcién f es derivable en el intervalo [—1,2]; con f(-1) = =1y f(2) = 5. Demuestre
que existe un punto sobre la grafica de f en el que la recta tangente es paralela a la recta con la ecuacién

y=2x.

La altura de un objeto ¢ segundos después de haberse soltado desde 500pies de altura es s(t) = —16£> +
500.

a) Hallar su velocidad media en los tres primeros segundos.

b) Usar el teorema del valor medio para verificar que en algtin instante en esos tres segundos de caida, la

velocidad instantdnea es igual a la velocidad media. ;En que instante ocurre esto?
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. a) En el sistema coordenado elegido, s mide la altura del suelo hacia arriba, asi que la velocidad es posi-
tiva hacia arriba y negativa hacia abajo. En el instante en que la roca estd en el punto mds alto, es aquel
cuando la velocidad durante el vuelo es 0. Por lo tanto, para encontrar la altura médxima, todo lo que hay

que hacer es encontrar cuando v = 0 y evaluar s en ese tiempo.

En cualquier instante ¢, la velocidad es viene dada por s’, o sea: A Sl T =0
_ds _ d 160/~ 167) = 160 — 32¢ pi 1 |

v= 48 = L1601 - 161%) = 160 — 321 pies/s. t T

La velocidad es cero cuando 160 — 32t = 0,0seaent = 5. 2567 =9

La alturadelarocaent = 5es:

Smax = 5(5) = 160(5) — 16(5)> = 800 — 400 = 400 pies. ! T 5

b) Para hallar la velocidad de la roca a 256 pies cuando sube y de
nuevo cuando baja, hallamos los dos valores de ¢ para los cuales

s(t) = 160t — 1612 = 256. 1

Para resolver esta ecuacion escribimos: 400 s = 160 — 1672
160t — 16> =256 =0 = 16(* - 10t + 16) = 0 = /
(t—2D(-8)=0=1=21=8. wl / \

La roca estd a 256 pies sobre el suelo 2 segundos después de la ex- 7\ \\10

plosién y de nuevo 8 segundos después de la explosion. Las velocidades

. ~160 v:%:160—32t
de la roca en estos instantes son: 4

v(2) = 160 — 32(2) = 160 — 64 = 96 pies/s,
v(8) = 160 — 32(8) = 160 — 256 = -96 pies/s.
En ambos instantes, la rapidez de la roca es 96 pies/s.

¢) En cualquier instante durante su vuelo después de la explosion, la aceleracion de la roca es a = dv _

] dr —
%(160 -321 =-32 Lgs. La aceleracioén es siempre hacia abajo. Cuando la roca sube, la frena; cuando
S

cae, la acelera.

d) La roca toca el suelo en el instante positivo ¢ para el cual s = 0. La ecuacién 160t — 161> = 0 se
factoriza como 16#(10 — £) = 0, asi que las soluciones son t = 0y t = 10. En # = 0 ocurri6 la explosién y

la roca fue lanzada hacia arriba. Regresé al suelo 10 segundos después.

. Dibujamos una imagen de un tanque cilindrico parcialmente lleno. Llamando r a su radio y % a la altura

del fluido. Sea V el volumen del fluido.
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Conforme pasa el tiempo, el radio permanece constante, pero V' y h cambian. Pensamos en V y & como
funciones diferenciables del tiempo y usamos ¢ para representarlo. Sabemos que [9; 3000 l (La
razon es negativa porque el volumen del fluido decrece).

Se nos pide hallar dh . (La velocidad con que baja el nivel del tanque).

ST
dh, primero escribimos una ecuacién que relacione 7y V.

Para hallar
La ecuacion depende de las unidades que se elijan para V, ry h. Con V
en litros y r y h en metros, la ecuacion apropiada para el volumen del
cilindro es V = 1000772k, porque un metro ctibico tiene 1000 litros. dh

Como V y h son funciones diferenciables de ¢, podemos diferenciar

ambos lados de la ecuacién de V = 1000772k con respecto a t para

dh av /
obtener una ecuacion que relacione = con = 10007724 (r es una
dt dt d //'Z(fi = —=3000!/min
constante). !
dv _ _ c dh.
Sustituimos el valor conocido de ar s 3000 y despejamos ar
dh _ __3000 _ _ 3 (1)

dr — 1000772 art

El nivel del fluido decrece a razén de %l /min. La ecuacion (1) muestra como la razon a la cual el nivel

nr
del fluido decrece depende del radio del tanque. Si r es pequefio, d}; serd grande; si r es grande; dh gers

T dt
Globo Q

pequena.

. Se responderd la pregunta en seis pasos:

Paso 1: Hacer un dibujo y nombrar las variables y las constantes. 4
dt = 0.14 rad/min
Las variables de la figura son: cuando 6 = %
6 = angulo que el localizador hace con el suelo (en radianes). y % =?
y =altura del globo (en metros). cuando 6 =
Representemos con ¢ el tiempo y supongamos que 6y y son fun- 0
ciones diferenciables de z. 500m

La unica constante en la figura es la distancia del localizador al punto de despegue (500m). No es
necesario asignarle un simbolo especial.
Paso 2: Escribir la informacién numérica restante.

do _T
dar =0, 14 rad/min cuando § = 4 )
y

Paso 3: Escribir lo que se nos pide hallar. Queremos I cuando 0 = /4.



Ejercicios de MA-1001  Calculo I 35

Paso 4: Escribir una ecuacién que relacione las variables y y 8. Usemos la razén: = =tan 6, de donde

500
y =500tan6.
Paso 5: Diferenciar con respecto a ¢ usando la regla de la cadena. El resultado de cémo se relacionan %
(lo que queremos) y (lo que conocemos), entonces es:
dy _ 2,d6
r = 500sec”60=~ dar

Paso 6: Evaluar con 6 = /4 y df/dt = 0, 14 para hallar dy/dt.
% = 500( V2)3(0, 14) = (1000)(0, 14) = 140

Asi, en el instante indicado, el globo se eleva a razén de 140 m/min.

. Se siguen los pasos de la estrategia bdsica.

Posici¢n cuando
x=08,y=0.6

Paso 1: Dibujo y variables. Dibujamos el auto de la policia y el
auto perseguido en un plano coordenado, usando la parte positiva
del eje x como la autopista que va hacia el este, y la parte positiva
del eje y como la que va al sur. Sea ¢ el tiempo y sean

x =posicién del auto en el instante ¢,

y =posicién del auto de policia en el instante ¢,

s =distancia entre ambos autos en el instante f. ‘2’; =?

Supondremos que x, y y s son funciones diferenciables de ¢.
Paso 2: Informacién numérica. En el instante dado,

x=0,8km,y=0,6km, Z =-60 km/h =20 km/h.

(dy/dt es negativa porque y estd decrec1endo.)

Paso 3: Hallar: dx
dt

Paso 4: ;Cémo se relacionan las variables?: s> = x2 + y? (La ecuacién s = /2 + y2 también funciona).
b

Paso 5: Diferenciar respecto a t.
ds _ ~_ dx dy ds _ 1  dx dy 1 dx Q
stt 2xdﬁzydt dt ~ ( dt+ydt> N (xdt+ydt
Paso 6: Evaluar, con x = 0,8,y = 0,6, dy/dt = —60, ds/dt = 20, y despejar dx/dt.
1 dx dx dx _ 20+ 36
0= (0.89% + 0,6)(~60) = 0,8%% — 36 = dx = 20436 _ 70,
\/(0’ 8)2 + (0, 6)2 (0,6)(-60) dt dr 0,8

En el instante dado la velocidad del auto que persiguen es 70 km/h.

. Seguimos los pasos de la estrategia basica.

Paso 1: Dibujo y variables. Dibujamos un tanque cénico parcialmente lleno.
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% =9 pies® /min )
T
¢ peeon SN
il A
. P e |
Las variables del problema son: A\ : /
AY ! /
. . . \ ! /
V = volumen del agua (en pies®) en el instante ¢ (en minutos), \\ ' //
\ ' /
x =radio (en pies) de la superficie del agua en el instante ¢, \\:,, B ,/
\\;{* 10 pies
y = profundidad (en pies) del agua en el tanque en el instante . dy _, \ /
dt . \ /
Supondremos que V, x y y son funciones diferenciables de 7. Las ~ cvandoy =6 pies

constantes son las dimensiones del tanque.

Paso 2: Informacion numérica. En el instante dado,

y = 6 pies, % =9 pies® /min.
. . dy

Paso 3: Hallar: g

Paso 4: ;Coémo se relacionan las variables? El volumen del cono: V = %ﬂxzy. En esta ecuacién aparece

x, asi como V y y. Como no tenemos informacién sobre x y dx/dt en el instante dado, necesitamos

eliminar x. Por semejanza de tridngulos, podemos expresar x en términos de y: % = 15—0, ox= %, por lo
_ L (Ve

tanto, V = 3n(2> y=13) .

Paso 5: Diferenciar respecto a . Diferenciamos la ecuacién obtenida, y tenemos ‘2—‘; = %3)}2% =

% y? dy , entonces despejamos dy/dt para expresar la razén de cambio pedida (dy/dt) en términos de la

dt
relacién que conocemos (dV/dr): % = ﬂiyz%

: - _g W __4
Paso 6: Evaluar, cony =6y dV/dt =9 = i = 7o)

En el instante dado, el nivel del agua se eleva a razén de 0, 32 pies/min, aproximadamente.

1 . .
9= T = 0,32 pies/min.

dy
su distancia a la estacién de radar. Tenemos que 4& dt

6. La figura ilustra esta situacién. Sea y la altura del cohete (en millas) y z T

dz _ _
i 5000 cuando z = 5. A

Queremos determinar dy/dt (en millas por hora) en este instante. Apli-

camos el teorema de Pitdgoras al tridngulo rectdngulo de la figura y

I8}
<

obtenemos:
y> +9 = 72 como relacién entre y y z. De esto vemos que y = 4
cuando z = 5. Derivando implicitamente con respecto a ¢, tenemos que

2y

dy _, dz = A
dt _zzdt‘ J
Yy _

Sustituimos los datos y = 4, z = 5 y dz/dt = 5000, con lo que tenemos g 6250 (mi/h), en el instante

en cuestion.

7. Sea x la distancia del hombre al poste y z la distancia de la punta de su sombra a la base del poste.
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Aunque x y z son funciones del tiempo ¢, no intentaremos determinar féormulas explicitas para ellas.
Tenemos dx/dt = 8 (en pies/seg); queremos determinar dz/dt

cuando x = 100 pies. Igualamos las razones de los lados corres-

pondientes de los dos tridngulos semejantes de la figura, y vere- d
mos que

lz—g = % = 2z = 3x, y la derivacién implicita nos da:

2% = 3[5;“ Sustituimos dx/dt = 8 y vemos que

£o3d-go-n .

De modo que la punta de la sombra del hombre se mueve a q;mbm Jl i

-~ X —|—————x——
- e -

12 pies/seg.

. Con las distancias indicadas en la figura, tenemos que (con la ayuda del teorema de Pitdgoras) x> +y* = u

y (6 —x)? +y* =12

Tenemos los siguientes datos: u = v = 5, dv/dt =
28,y dv/dt = 4 en el instante en cuestién. Como

el barco estd a la misma distancia de A y de B, es

claro que x = 3. Asi, y = 4, por lo tanto, el barco

Estacion de

. x
estd a 3 km al este y 4 km al norte de A. Estacion de g

Derivamos de manera implicita las dos ecuaciones y obtenemos:

dx dy du dy dv
Zxdt +2ydt 2u dr’ —2(6—x) +2ydt = 2vdt

Cuando sustituimos los datos numéricos dados y los datos deducidos, obtenemos:

dx 44y Cadx Ay
39X 1 4% 140 y 34X 48

dt dt = 20.

37

18pies

2

Estas ecuaciones se resuelven facilmente: dx/dt = dy/dt = 20. En consecuencia, el barco navega hacia

el noreste, con una rapidez de V202 + 202 = 20 V2 (km/h).

. Dibujamos un diagrama y le asociamos los nombres e indicaciones necesarios. Sean x metros la distancia

del extremo inferior de la escalera a la pared y y metros la distancia del extremo superior al piso. Note

que tanto x como y son funciones de 7 (tiempo).

Nos dan que dx/dt = 1 pies/seg y se nos pide hallar dy/dt cuando x = 6 pies. En este problema, la

relacion entre x y y se expresa con el Teorema de Pitigoras: x* + y> = 100.
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Si se deriva cada miembro con respecto a ¢ aplicando la regla de la cadena, tenemos 2xi,x + 2y Z’t Oy
2 .4y _ _xdx
se resuelve para la relacion deseada: s Var
Cuando x = 6, el teorema de Pitdgoras da y = 8, por tanto, al sustituir estos valores y dx/dt = 1, tenemos
Z); (1) =-= pies/seg (x aumenta, y disminuye).
pared

dy
dt

Y 10

piso

Sean:
x = distancia del muchacho a un punto directamente por debajo

de la lampara.
= longitud de la sombra del muchacho.

Por semejanza de tridngulos se tiene:

y _L5 _3

Y+x T 4 = 5%
sombr: 1
Derivando a ambos lados obtenemos: @ = 3dx 470 ya e — '
dt 5d
- Ldy _3 dy _ :
Sustituyendo los valores: 5% 55 = i 33m/min.
i

Por semejanza de tridngulos: % L= h= 24 E
Cuando el hombre estd a 4m de la pared, x = 8. Asi: % = E
_24dx - dx _ dh _ 24 M

2 dt en x = 8, y nos dlcenque =16 = 4= T6a =il

1.6 = —0.6m/sen x = 8.

Por Pitdgoras se tiene {2 = x*> —y> = £ = /x2 — y2. Luego 2¢ Zf % -2 Z);
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Como @ = 0, la altura es constante e igual a 1 milla:

dt
\/ -y d{’

dt dx dx _ {d
2000 =20 = dr ‘xcz = dt

Sustituyendo los valores: de _ N4-1 x 500 = 4¥ -

dr 2 dt
250 \3millas/hora.

Después de ¢ segundos que la dama ha caminado, élla se encuen-
tra a 5¢ pies hacia el sur de Q, mientras que €l a 1200 + 4¢ hacia
el norte de P. La diferencia de velocidades es 1pie/s hacia el

sur. La rapidez con la que se separan se obtiene por:

d? = (1200 + 91)% + 500° = d - %(d) = 9(1200 + 9¢), y asi para

t=15.60, %(d) = 8,99pies/s. Iy

Por tridngulos semejantes 2

r
6 h

=

= r = %, entonces:

w

_Ez_ghz 3 dVv
V—3 h_3(3)h=>V—277rh de donde ar

2dh dv _ 1 _;2dh
3h a > ar 97rh di Sustituyendo los valores:
%7{(200)220 = 279252, 68cm? /min.

-

- 1
27
av
dt

Velocidad de bombeo= 279252, 68 + 10000 = Velocidad de bombeo = 289252, 68cm?>/min.

500

!
h
'

00

39

Si la profundidad médxima es mas que 3 pies; el volumen de agua estd dado por V = 10(24 + y + z)h.

Por semejanza de tridngulos: % = % = z = %h,
g = % =y h. Sustltuyendo zyyen V, resulta

_ dh
V =10 (24+ ) ay _ 10(24+ h%%, , COMo
dv _ _ dh _ _
g T 0,8 y h = 5, entonces i 10024 + 1;0) =

1,32 x 10‘3pies/min.

sen9—i=>cos9d0 :>§—LSGC9@=> do
2

1 dx =
10 dt 10 dt 10 dt dr
L()\,/i-Zcuand09—7r 9—7\/_.

— df
d

~ \

34

\

\

\

\
I
}

“)yr+—]2—>— 77—

-~ 66—

16—

- o —
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Tenemos ‘é? = drev/min = 8nrad/min 'y % = tanf) =

dx _ db _ s

di =3sec? - dr nx= 1km. R
1 1 10 N A

tand = = como sec?f = 1 +tan20 =1 + =~ = ¥ = [oF )
3 9= 9 SR
dx 3 10 8 807Tkm/mln »

dt 9
Teorema de Rolle y del Valor Medio

i) f(x) = cos2x es continua en [0, 7] y derivable en ]0,7[. Ademads, f(0) = f(mr) = 1 = cumple las

condiciones del Teorema de Rolle = existe ¢ tal que f’(c¢) =0

f'(x) = —2sen(2x) = f'(c) = —2sen(2c). En (0, ) se tiene que f'(c) = O0siic = %

) fi(x)= 3 ‘/_ vea que nunca se anula y que se indefine en 0. Esto no contradice el Teorema de Rolle

porque f no es diferenciable en (-1, 1).

i) fO)=1= f2); f'(x) =

« :21)3 , se indefine en 1, asi f no es diferenciable en (0, 2).
i) f(x) = %; en [1,2].
En el intervalo [1,2], f es continua. Ademas, en (1,2) es diferenciable = cumple las condiciones del

Teorema del Valor Medio.

Fo = -5 = £© = -4 dado que f6) - fl@) = FeNb-a) = L -1 = (—i) Q-D)=c=
2= ld=V2=c=V26c=-V2=c=V2€[1,2].

i) f(x) =1+ Vx—1;[2,9].

En el intervalo [2,9], f es continua. Ademads, en (2,9) es diferenciable = cumple las condiciones del

Teorema del Valor Medio.

HOE %(x— D= e =te-nr = IOT@ 322 1,
1+3

- =T=(-1P=0P =lc-1=] \f:c— +1/1

Llamando f(x) = x”+5x + x—6, se observa que el grado del polinomio es impar. Si f tuviera mas de una

w\\l

raiz real, por el teorema de Rolle f” tendria raiz real, pero esto es imposible pues f’(x) = 7x0+15x> +1 >

1, Vx € R. Luego f sélo tiene una raiz real.

Tomando dos valores cualquiera para x; f(—1) = =8, f(1) = 14. Por el teorema del valor intermedio

existe al menos un ndmero tal que la imagen bajo f de dicho nimero sea cero.
Del Teorema de Rolle:
i) Por ser un polinomio, f es continua en R.

ii) Por ser un polinomio, f es diferenciable en R.
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Suponiendo que hay un a y un b tal que f(a) = f(b) = 0 (es decir se supone que existen dos raices) =

existe un c tal que f’(c) =0

Por otro lado, f'(x) = 5x* + 10 = f’(x) > 0 para todo x, lo cual contradice la suposicién hecha, e
indica que no pueden existir dos 0 mds raices. Se ha demostrado por contradiccién que dicho polinomio

presenta una tnica raiz.

Sea g(x) = cx, entonces g’(x) = c, utilizando la hipdtesis se tiene que f'(x) = g’(x), por el corolario
del Teorema del Valor Medio f(x) — g(x) = d, donde d es constante o sea f(x) = g(x) + d, es decir
f(x) =cx+d.

Aplique el Teorema del Valor Medio para probar la desigualdad: |sen(b) — sen(a)| < |b — al; para todo a
y b.

Sea f(x) = sen(x), la cual es continua en R y diferenciable en R, por lo tanto satisface las hip6tesis

del Teorema del Valor Medio. Tomando dos valores cualquiera distintos a y b, existe un c tal que

f(x) = senx = f’(x) = cosx. Tanto f como f” son funciones peridédicas. Los valores de f(x)y f’(x)

para todo x no se salen del rango [—1, 1] (¥)

f(b) f(a):cosczsenb—sena’aib_

Del teorema del valor medio: f'(c) = b

Por lodichoen (*) -1 <cosx <1 = Icosxl <l=1> senllzw = |b—a| > [senb — sendl.
Reordenando |[senb — sena| < |b — al.

, (2) - f(=1 , -1
ro=TP P = re=2n7P = § =2
La ecuacién de f presenta una pendiente de 2 en el punto ¢ (siendo este algiin punto en (-1, 2)). Por otro
ladoy =2x = % = 2, como ambas rectas tienen la misma pendiente = son paralelas.

/ 30 =ds

a) s'(r) = =32t = at

s'(3) = -96

— velocidad media = % = —48 pies/seg.
s(0)=0

b) Por ser s un polinomio es continua y derivable en R.

s(b) s(a) 5(3) - s(0)

2 2
$() = — 30 = B -0 30 = [-16(3)” + 500] — [-16(0)~ + 500].

3-0

Despejando tsetiene t = 1,5 seg. La velocidad media iguala a la velocidad instantdnea.
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Tema No. 4

Ejercicios de Aplicaciones de la derivada y Trazado de curvas y

Optimizacion Prof. Pedro Rodriguez

I. Clasifique cada uno de los puntos criticos de las funciones:

. fx) = x* =2x%. R/En(-1,-1) yen (1,—1) estd el minimo absoluto; en (0, 0) hay un méaximo relativo.

f(x) = 2tan x — tan® x intervalo [0, 1]. R/Max absoluto en (%, 1).
fx) =x*+ % R/ Min absoluto en x = 1.
f(x) = senx — xcos x intervalo [-5, 5]. R/ Max absoluto en (r, 7). Min absoluto en (-, —).
f(x) = sen? x intervalo [-3, 3]. R/Max absoluto en (7, 1). Min absoluto en (=7, —1).

II. Resuelva los siguientes problemas.

. Determine el punto (x,y) de la recta 2x + y = 3 mas cercano al punto (3, 2). R/ El punto (1, 1).

. Un recipiente cilindrico sin tapa debe tener un volumen de 250cm?. El material del fondo del recipiente

cuesta 4 centavos el cm?; el del lado curvo cuesta 2 centavos el cm?. ;Qué dimensiones minimizan el

costo del recipiente? R/ Radio 57~ 3cm. Altura 107~ 3cm.

. Se forma un sélido adosando dos hemisferios a las bases de un cilindro circular recto. El volumen total

del sélido es de 12cm?, hallar el radio de la base del cilindro que produce 4rea minima de la superficie

del sélido. R/r= i/g ~ 1,42.

. Cada pégina de un libro contiene 30pulg? de impresién, y cada pagina debe tener un margen de 2 pulg.

en la parte superior e inferior y mérgenes de 1 pulg. a cada lado. ;Cudl es el drea minima posible en

dicha pagina? R/ Largo: V60 + 4 pulg. Ancho: V15 + 2 pulg.

. Determine la longitud L de la varilla mas larga que puede pasar horizontalmente una esquina en un

corredor de 5Sm de ancho, hacia otro de Sm de ancho.

R/L = 10V2m.
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III. Haga el cuadro de variacién y la grafica de las funciones dadas a continuacion.

f(x) = 4x® — 6x% — 189x + 137. R/ Max —%, —%) Min (%, —%) Punto de inflexion (%, 873 .

f) =@ -0
R/ Creciente para x < 1, decreciente para x > 1, tangente vertical y punto de inflexién en -2, -7, 56).

Max local en (1, 3).

fx) = % R/y= % asintota horizontal, x = 1 asintota vertical.
fx) = X3x; 4 R/ Oblicua y = x. Hay asintota vertical en x = 0.
f(x) = ’ fx)z. R/Max (-3,—2]) asintota vertical x = —1. Asfntota oblicuay = x — 2.
IV Use el signo de f’(x) para determinar el sentido de crecimiento de las funciones dadas a continuacion.
f)=x+x+1. R/ Creciente en (—o0, +00). Punto de inflexiéon en x = 0.
fx) =x* +4x+ 1. R/ Decreciente en (—oo, —1) creciente [—1, +oo].
f(x) = 8x* — A8, R/ Decreciente [— V2,01 y [ V2, +co[. Creciente | — o0, — V2] y [0, V2].
fx) = ¥(x - 4* R/ Creciente (—c0, 12/7] y [4, +c0). Decreciente [12/7,4].
f(x) =3x° —20x°. R/ Creciente en (—co, —2] y [-2, +00). Decreciente [-2, 2].
f(x) =X +2x%—x+1.

R/ Creciente | — oo, _Zg\ﬁ] y [_2;\5, +oo[. Decreciente [_z?ﬁ, _zg‘ﬁ].
F(x) = 4x3 = 32, R/ Creciente ] — oo, 1]. Decreciente [1, +oo].
fx)=x"Bx+1). R/ Creciente [—1, +oo[. Decreciente ] — co, —1], no es derivable en 0.
f(x)=x+ % R/ Creciente en ] — oo, —1] y [1, +oo[. Decreciente en [—1, 1] \ {0}.
f(x)=x Vx -2, R/ Creciente en [0, %]. Decreciente en [%, 1].
Haga el cuadro de variacion y gréifico de las siguientes funciones:
a) f(x) = x* —4x3 + 10. b)y=§—%—2x+%.
Oy =302 -1, gy=20-3
e)y=%§. Dyzxz_igél‘

Se quiere construir una caja sin tapa cortando cuadrados congruentes de las esquinas de una hoja de
ldmina cuadrada de 12m de lado. ;De qué tamafio deben ser los cuadrados que se corten en las esquinas

para que la caja tenga el volumen maximo?
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R/ El volumen es maximo si los cuadrados tienen 2m de lado.

Se pide disefiar una lata de un litro de capacidad, que tenga la forma de un cilindro circular. ;Qué

dimensiones utilizan la menor cantidad de material? R/ r~5.42cm, h ~ 10.84cm.

Se quiere inscribir un rectangulo dentro de un semicirculo de radio 2. ;Cudl es el drea mas grande que

puede tener el rectangulo y cudles sus dimensiones?.
R/ rea méaxima: 4, dimensiones del rectangulo: V2, 242.

Un abrevadero de 20m de largo tiene sus extremos en forma de tridngulo isdsceles cuyos lados iguales
miden 4m. Determine el ancho en la parte superior del extremo triangular de manera que el volumen sea
méximo.

R/ El volumen es méximo cuando el ancho en la parte superior del abrevadero mide 4 v2m.

Un terreno rectangular que tiene 1500m? va a ser cercado y dividido en dos porciones iguales mediante
una cerca adicional paralela a dos de los lados. Determine las dimensiones del terreno que requieren la

menor cantidad de cerca. R/ 15 vV10m, 10 V10m.

La distancia entre orillas de un lago es 200m. Un hombre que se encuentra en una de las orillas desea
llegar a un arbol que esta en la orilla opuesta, a 500m del punto que se localiza exactamente en la parte
opuesta de él. Si nada a 2m/s y corre a S5m/s, ;Cudl es el menor tiempo posible en que puede llegar al
arbol? R/t = 190 segundos.
Una pégina rectangular ha de tener 96cm? de texto, los margenes superior e inferior tienen 3cm de
anchura y laterales 2cm. ;Qué dimensiones de la padgina minimizan la cantidad de papel requerida? R/

18cmx12cm.

Dos postes de 12 y 28 pies de altura distan 30 pies entre si. Se desea tender un cable fijado en un tinico
punto en el suelo, atado a los extremos de los postes. ;En qué punto del suelo hay que fijar el cable para

usar la menor cantidad posible de cable?

R/ El cable debe fijarse a 9 pies del poste de 12 pies.
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. f(x) = x*=2x* = f’(x) = 4x° —4x, de donde f'(x) = 0, cuando 4x(x>—1) = 0 = 4x(x+1)(x—1) = 0.

Cuadro de variacion:

—o0 -1 0 1 +00
x+1 - + + +
* - B + + (0,0) es un M4ximo relativo.
-1 - - - + . .
! En (-1,-1), (1, —1) hay minimos relativos
f(x) - + - +
y también estd el minimo absoluto en x =
-1.
A y=tanx
) =2 sec? x — 2sec? xtan x = 2 sec” x(1 — tan x). an
T /
x| 0 1 1 /
[ /
f/(x) + - //

Asien (%, 1) estd el maximo absoluto de f en [0, 1].

2x% - 2)

x2

Cf) =22+ 2/x = f'(x) =2x - 2/x> = f'(x) = 0, de donde =0,cuando 2x’ -2 =0 =
©=1
Cuadro de variacién:

—00 1 +00

3 — .
-1 + Minimo absoluto en x = 1.

) - +

. f'(x) = xsenx.

A y=senx
X -5 - 0 Vs 5 ]
sen x + - + - '\ M N . 5
X - - + + . N /”'J’/ """ e
N \
() - + + -

(m, ) es maximo absoluto, (—m, —7) es minimo absoluto.

. fx) = sen® x en el intervalo [-3,3]. Es suficiente analizar el intervalo [0, 3], dado que la funcién es
impar i.e. si existe un maximo en a, en —a existe un minimo.

3

= senxcosux, se tiene f'(x) = 3senxsen2x =

f'(x) = 3sen® xcosx y dada la identidad %
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f'(x) =0, cuando x = g en el intervalo dado.

Cuadro de variacion:

X 0 2 3
sen x sen 2x + - Méximo absoluto en 7.
1) + -

Minimo absoluto en —% (por simetria).
Ay=-2x+3
5

. El punto (x,y) estdenlarectay asiy = 3 — 2x.
La distancia entre (x,y) y (3,2) es

=B-x2+2-y)?=0CB-x+Q2-3+2x)> =3-x)>+(2x—
1)2=>2dd'=2(x—3)+4(2x—1)=10(x—1)=o=>x=1.

Asi, el puntoes (1, 1).

. Minimizar precio: V = Ajy = V = x2zy, V = 250em® = 250 = x%1y => y = % — 0 < x < oo,
donde x es el radio del fondo, y es la altura del lado, A; area de fondo, A, area del lado, A; = X2,
Ay = 2xym.

Precio: P = 47x? +2 - 2mxy = P = 4nx° +47rxi57? = P =dnx* + 1000 = P’ =8rx - % =
P = w e igualando P’ = 0 obtenemos 87x°> = 1000 = x> = % = x = #?/3 =

5 _
ﬁ = x=57"3cm.
Cuadro de variacion:

X 0 5717% +00
1000
8mx- "7 - + Minen x = 57 1/3
P'(x) - +
1

de donde y = 250 250 _ 10 _, y=10mr"3cm.

(5 251 B
7T1/3 7'[2/3

Verrh+imd = 2=t = 12— 4 = h=12 _ 4
a3
Ademis, A = 2nrh + 4nr? —27Tr( 12 4r) +4nr? =
arr 3
%—%nr2+4ﬂr2=24+gm’ :‘é’g —%+§ﬂr=O=>%=
r
P=r= %

. Minimizar drea de pagina. A = 30pulg®? = A = (x —4)(y—=2) = 30 = y -2 = % =y =

%+2=>4<x<+00.

_ _ w)_ 1lx+ 4%
A—xyzA—x( —4 —2( x—4):
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A = (A1 +2x)(x —4) - 11x - x?) = (x> —8x—44) =

2 2
(x—4)° (x—4)
206 = ) = ) g4 -2 VIS)(x -4 +2VI5)
(x— 47 (x— 47
30
C >4, x=4+2V15,y= +2=VI5+2.
omo x X V15, y INTS V15 o

. Se tiene que d = V25 +x2 + /25 +y%, como aparece en la s

figura adjunta. Ademds, por la semejanza de triangulos, % 5 =

y
%=>y= %.Asisetienequed: 25+ x% + ,/25+625

V25 + x2 + 5 =——== V2 +2 , pues x > 0.

3
La derivadad’ = ——123=X _ _ () — x = 5. El mdximo es d(5) = 10 V2.
xX2Vx2+25
. f(x) = 4x3 — 6x> — 189x + 137, Dy =R.
Interseccién eje y: x =0,y = 137.

Interseccion eje x: y =0, x = 0,7164,

X | —co -3,5 4,5 +00
X = _6,5339,x= 7,3175 x+3,5 _ + +
f(x) = 12x* — 12x — 189 e igualando a cero x—45 - - *
f(x) + - +

ffx)=0=x=-3,5yx=4,5.

b f(x) = 4x° —6x7 — 189x + 137
f’(x) = 24x — 12 e igualando a cero 866
ff)=0=x=1. /
Cuadro de variacién para f”(x): /™ N\ ;’
1 NEAERE
X —00 2 +00 >
24x-12 - + / \J
1@ - + /
-783
. Dy =R, f(x) = (4 - x)Vx. x| - 0 1 +oo

Interseccion eje y, x = 0,y = 0. 1-x + + -

J'(x) + + -

Interseccién eje x, y =0, x =4, x = 0.

by 4 o2 élzé(l—x)
@ =333 =30 =377

=i g =4 (244 -

5
X3 X3

= 0, para x = 1, se indefine en 0.

,a

(2+ x) =0, si x = =2, se indefine en 0.

§
X3

No hay asintotas.
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x| -0 -2 0 1 +00
2+x - + + +
_5hB + + - -
J(x) - + - -
w AT S AN

Extremos lim f(x) = —co, lim = —oo.
X—00 X——00

_ x(3x—4) _
S = -1 Dy =R\ {1}.
Interseccién eje y, x =0,y = 0.
Interseccion eje x, y = 0, x = % yx=0.
rooy . —Xx+2 : . _
f(x) = G- Determinando puntos criticos x = 2.
f(x) = (ix__&l. Igualando a cero f”(x) = 0, cuando x = %, f(%) = %
, o 324k _ . XPG-4/x) 3
Asintota horizontal: }Ln.}o S }1_{130 Q- dx+2) 2 =y=3.
Asintota vertical: lir? f(x) = —oo0, linll f(x) = —ooi.e. x = 1 es asintota vertical.
=17 =17 x(3x — 4)
fx) =
Cuadro de variacién: 4Ry
x| -0 1 2 % +00 2
[ 2
1) - + - - / Y2
e - - - . 2 ! 3,
o NTA TN N |
!
_s
2
() =x=5:Dp =R\ (0}

Interseccidn eje y, no hay. Interseccion eje x, y = 0, x = %

L f) =@ -0

F(x)=1+3 =0 e x=-2,seindefine en 0. f(x) = —2% <0, Vx # 0.

3 -
lim f(x)= lim x(l - %) = +oo.
X—+00 X—+00 X

Asintota vertical: lin(1) f(x) = —oo.
x—!

Asintota oblicua: lim @ =1.

X—+00

lim(f(x) — x) = lim (—%) = 0, la asintota oblicua es y = x.
X—00 X—00 x

49
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A f)=x~

x| -oo -2 0 +00
e - +
S+8 + +
S - -
S - +
@ Al | A
15. f(x) = x732 Dy =R\ {-1}.
(1+x)
Interseccidn eje x, en x = 0. Interseccién eje y, eny = 0.
f(x) = % Puntos criticos en x = =3, 0.

Maiximo en (-3, —24—7).

f//(x) - 6x

(1+x)*
Extremos: lim

lim —%— = —o,
womls (1 + 1)

Asintotas:

x—-1-

3

X @
x—+00 32 +2x + 1 ,x—)ioo]+2+%
X

lim

¢
(1 + x)?

Punto de inflexién en x = 0.

lim —X = +oo,
%

Asintotas horizontal no hay, asintotas verticales en x = —1,

Asintotas oblicuas y = ax + b, a = lim

53

S _ x*
— = lim 5——— =
Y xore Xt +2x+ 1

X—+00

- =2x%—x _

b= lim

—x =

=2=y=x-2.

A f(x) =

Prof. Pedro Rodriguez

4

¥

r
(x+17

~y=x-2

xotoo x2 4+ 2x + 1 X2 +2x+1
Cuadro de variacion:

X | —oo -3 -1 0 +00 x=—1 i
x+3 - + + + 2

%2 + + + + =5
1+x - - + +
f'(x) + - + + "

210

16. f(x) = x> +x+1 = f'(x) = 3x2 + 1 y f'(x) no tiene raices reales, pues siempre f’(x) es positiva.
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X | —o +00
x+1
Fl)=4+4=4x+ 1> -x+1)=0enx=—1. F-x+l
()
f@ e e
x| —co -2 0 V2 +0o
f)=8x* -2 = f/(x) =32 -8x' = N - ¥ + +
Fx) =83 — ) = 8832 + )2 - 2) = V2-x ¥ * ¥ -
X - - + +
3 2
8x°(2 + AA)(V2 + 0)(V2 - x). P + _ ; _
2 A I I N
fx) = B(x = 4%, x| -0 0 = 4 +o0
F/0) = 3x2(x - H* + Pd(x — 4)° = (et - - - '
Tx-12 - - + +
X(x-43Bx-4) +4x) = ' . N ~ N
xz(x—4)3(7x—12):06nx:0,x:4,x:17—2. fe) SN S
Hay punto de inflexién en x = 0. x| -0 2 2 +00
x+2 - + +
f(x) =3x8 —204° = ¥*(3x? - 20) = x—2 - - +
F1(x) = 15322 — 4) = 15x3(x + 2)(x = 2). re * - *
Wl TN
X —00 X1 X2 +00
X=X - + +
f) =P +22—x+ 1. :
X—x - - +
fl(x) =3x%+4x—1 = (x—x1)(x—x2) = 0, en x; < x». f(x) + - +
xl:—z—\ﬁxz:—2+\/7 &) yd o yd
3 3
X —0o0 1 +00
f(x)=4x3—3x4 = x4 -3x) = I-x + -
f(x) + -
flx) =12x2 = 12x3 = 12x*(1 = x) =0,enx =0y _
f@) yd .

x=1.
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X —00 -5 0 +00
6x+1 - + +
5 + + +
oy 6.0 1 1 (6x+1) _ 1 £ - + +
.f(X)—Sx +5x5_5( . >_Oenx— ¢ - \ / \
f no es derivable en 0.
! x| —oco -1 0 1 +00
S =xt = x+1 - + + +
2 _ (42
f(x) = x -+l ()26 ha 1), de donde f'(x) = 0 = x-1 - - - *
X ,
2—1=0= x==+l. I * - - *
2 A N
x 3
CEn [0, 1], f(x) = x Vx — 2 = Va3 — &, - 0 i :
X
2Vx3 —x* 2x2 VI-x 3-4x + -
\/2;\/(31_4)6) =0 e . -
- X
Enx=0,x=5 e / \
) 1

. Haga el cuadro de variacién y grafico de las siguientes funciones:

_ 4 4.3 X X2 1
a) f(x) = x* —4x> + 10. b)y= 3 5 2x+3.
_ 3,2 132 _2x*-3
c)y—4(x 1)s. dyy= T i A
_x+3 _ -8
&)y="11>5 Dy=2"7
Solucion

a) Cuadro de variacién y grifico: f(x) = x* — 4x> + 10.

Dominio de f: R.

Sentido de variacién f’(x) = 4x3 — 12x% = 4x%(x = 3).

f'(x) =0 & x =0, donde x = 3 es un nimero critico.
f(x)>0 = x>3. ff(x) <0 = x<3.

Concavidad:

F(x) =122 = 24x = 12x(x =2). f"(X) =0 x=0,x=2.

f"(x) >0 & x €] — 0,0[U]2, +o0[ f"(x) <0 = x€]0,2].
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. i - too.
Comportamiento en extremos xl_lﬁo fx) =+ L yo o410

£(0) = 10, £(3) = ~17, f(2) = —6. »

x| - 0 2 3 +oo 5(0, 10) |
1 | —oo N & N % Punto de inﬂexi¢n\§\ /

Sl 4
f1(x)

|
: |
- - + N Rey

Punto de ihﬂexiq‘,n
[ (x) + - + + : \
A,~17)

mnimo absoluto

b) f) = £ — £ _2x+ L Dominio £: R
) 3 'R
Sentido de variacién: f’(x) = X—x-2=x-2)(x+1.
ff)=0=x=-1,x=2.

f'(x) >0 x €] —oc0,—1[U]2, +o0[. ff(x)<0=xe]-1,2[.

Concavidad: f(x) = 2x—1. f"(x) =0 x=1.
ffx) >0 = x> % f(x) <= x< %

Comportamiento en los extremos: lim f(x) = +oo0, lim f(x) = —co.
X—+00 X——00

f) =32, f2)=-3f=-3.

x| - —1 3 2 +00
s | e A N NV} W e
f(x) + - - +
£ - - + *
_ 3,2 _ 2 .
c) f(x) = 4(x 1)3. Dominio: R.
1
Sentido de variacién: f’(x) = %(x2 -1)732x) = zx
2 =

Nuimero critico:

x =0, pues f'(0) = 0y x = 1 pues estos se indefinen f’(x). El signo de f’ depende de los factores x,

x — 1, x + 1, por eso se hace el siguiente cuadro de signos.

X -1 0 1

X - - + +
x—1 - - - +
x+1 - + + +
f(x) - + - +

(2 -1 - %x(xz 1) 2w)
(2 - 1)5 '

Concavidad: f"(x) =
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2
MO ﬁ

El signo de f”'(x) depende del factor x*> — 3 pues el denominador es positivo. Luego:
f'(x) =0 = x=+3.

f7(x) >0 & x €] - 0o, = V3[U] V3, +oo].

f7(x) <0 & x €] - V3, V3.

Comportamiento en extremos: lim f(x) = +oo.
X—*00

JO) = 3. V3 = V4.

X -1 0 1
x - - + +
x-1 - - - +
x+1 - + + +
@ - + - + .

i

Tx+4

Sentido de variacion:

d) f(x) = 2);2 =3 Dominio: R \ {—

-

— 2 _13). 2
f'(x) — (7X+4)4X (2X 3) 7 — 14x~ + 16x+21’f/(x) >0,Vxe Df

(Tx + 4)? (Tx +4)?
Concavidad:
gy < Oxt 42(28x + 16) — (1422 +160+2D14(7x+4)
(Tx+4)
P00 = (7x + 4)(28x + 16) — 14(314x2 +16x+21) _ 294 -
(Tx+4) (Tx + 4)
/>0 x<-1,  [f'(0)<0e=x>-1.

Comportamiento en extremos: lim f(x) = +oo, lim = —co.
X—+o00 X——00

lin}‘ f(x) = —o0, lin}‘ f(x) =400 = x = —‘7—‘, es una asintota vertical.

X—— 7 X—— 7

232 +0x-3|7x+4

22 -3x 2= 8 y = 2x— & es asfntota oblicua.

8 _
Zx -3
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_2x2-3
x=-1% =57
x | —oo -3 +00 /I,
S -3 )
() + + -3
S + -
_x+3 s _
e) f(x) = PR Dominio: R\ {-2}.
. ey (DI -(x+3)1 1 ,
Sentido de variacion: f’(x) = 12 = Gro f'(x) <0,¥x € Dy.
Concavidad: f”(x) = ﬁ >0 x> 2. (1) <0 e x<-2.

Comportamiento en extremos:

lim f(x) = 1=y =1, es asintota horizontal.

X—+00

lim f(x) = —oco
=2 = x = -2 es asintota vertical.
lin% f(x) = +o0
x—-2*

X —00 -2 +00
@) N | I
NUE)) - - _9-
2
o) - +

Dominio: R\ {2, -2}.

f)f(x) = ()C2 _4)

Sentido de variacién: f’(x) = (le%‘f)z

fx)=0=x=0. ff(x)>0e=x>0,f(x)<0= x<0.
Concavidad:

£ = (x* —4)*(16) — 16x(2)(x* — 4)(2x) _ 162 — 64 — 64x* _ _48x + 64

(2 —4) (2 —4) (=47
) >0 e xe]-2,2 f'(x) <0 & x €] — 00, —2[U]2, +00].

Comportamiento en extremos:

lim f(x) = 0=y = 0 es asintota horizontal.
X—+00

lim f(x) = —oco
=2 = x = -2 es asintota vertical.
lin% f(x) = 400
x—-=2*
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— x = 2 es asintota vertical.

X | -0 -2 0 2 +00
ol R~ 2 A
f(x) - - + +
1) - + + -

Se quiere construir una caja sin tapa cortando cuadrados congruentes de las esquinas de una hoja de
ldmina cuadrada de 12m de lado. ;De qué tamafio deben ser los cuadrados que se corten las esquinas

para que la caja tenga el volumen maximo?

Solucién Se empieza con un diagrama. En la figura los cuadros r_J {_ﬂ )
de las esquinas tienen x pulgadas por lado. El volumen de la caja | |
es una funcién de esa variable: I
12-x| 12
V(x) = x(12 - 2x)° = 144x — 482> + 42°. l
Dado que los lados de la lamina miden solamente 12m de largo, j i X

x < 6y el dominio de V es el intervalo 0 < x < 6. < 12 -

La gréafica de V sugiere un valor minimo de O en x = O y x = 6, y un miximo cercano a x = 2. Para

entender mejor se examina la primera derivada de V con respecto a x:

ffl—‘; = 144 - 96x + 1222 = 12(12 = 8x + x2) = 122 = x)(6 — x).

De los dos ceros, x = 2y x = 6, s6lo x = 2 cae dentro del

.. . . . Ay =x(12-2x)?
dominio de la funcién y esta dentro de la lista de puntos criticos.
Los valores de V en este punto critico y los dos puntos extremos

son: /

Valor del punto critico: V(2) = 128. / \

NS
Valores de los puntos extremos: V(0) = 0, V(6) = 0. 2

El volumen méaximo es 128m3, los cuadros cortados deben tener 2m de lado.

Se pide disefiar una lata de un litro de capacidad, que tenga la forma de un cilindro circular. ;Qué

dimensiones utilizardn la menor cantidad de materia prima?

Solucién Se ilustra la lata como un cilindro circular recto con una altura & y un didmetro 2r. Si r
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y h se miden en centimetros y el volumen se expresa como 1000cm?®, entonces r y h se relacionan

mediante la ecuacién 72k = 1000, 1L = 1000cm>. ;Cémo se interpreta la frase “’la menor cantidad de
materia prima”? Una posibilidad es ignorar el grosor del material y el desperdicio al fabricarlo. Después,

determinamos las dimensiones de r y & que hagan el 4rea total

A= 271 + 2nrh
<~ <~

extremos del cilindro  pared del cilindro

tan pequefia como sea posible, al mismo tiempo que se cumpla la restriccién de 77k = 1000. Atin no se
tiene la informacidn suficiente para hallar los puntos criticos, porque la ecuacién anterior no expresa A

como una funcién de una sola variable. Sin embargo, la primera ecuacion se puede resolver para expresar

r 0 h en términos de la otra variable. Es mds fécil resolverlo para A, asi que tomamos: h = LOZO Esto
cambia la formula de A, entonces se tiene:
A =217 + 27rh = 217 + 2nr@ =27 + w
r
Para valores pequefos de r (un recipiente alto y estrecho, como un tubo), el término 20,90 dominay A

es grande. Para r grandes, el término 277> domina y A es otra vez grande. Si A tiene un minimo, debe

ser en un valor de r que no sea ni muy grande ni muy pequefio.

Dado que A es diferenciable en todo su dominio (0, c0) y el dominio no tiene puntos extremos, A puede

tener un minimo sélo donde da _ 0.

dr ~
A=2nr + —20},00.

dA _ _ 2000 dA
dr = 4nr —rz , halla dr-

drr — % =0, igualaa0.

47r® = 2000, despejar r.

3/500

r = A/ = punto critico.

Si el dominio de A fuera un intervalo cerrado, se podria saber evaluando A en su punto critico y en los

puntos extremos, y comparando los resultados. Pero el dominio no es un intervalo cerrado; entonces

[ 3
debemos saber qué ocurre cuando » = @

LA,
dr*’

determinando la forma de la gréfica de A. Se puede hacer

esto analizando la segunda derivada,
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A A

alta y estrecha

dA _ gy 2000 dPA _ 4, 4000, \ cortay ancha

5 /
d r r ’ d r2 r /
//

La segunda derivada es positiva en todo el dominio de A. El

3/ L.
valorde Aenr = @, es entonces un minimo absoluto, ya

que la grifica de A es concava hacia arriba. i/@ R
Cuando r = { @,h: 17?920 =27 % =2r.

La ecuacién indica que la lata mds eficiente es aquella cuya altura es igual a su didmetro. Con una

calculadora hallamos: r ~ 5.42c¢m, h ~ 10.84cm.

Se quiere inscribir un rectangulo dentro de un semicirculo de radio 2. ;Cudl es el drea mas grande que

puede tener el rectdngulo y cudles sus dimensiones?

Solucion Para describir las dimensiones del rectingulo, colo-

camos el circulo y el rectdngulo en un plano coordenado. En- \

P+yr=4
tonces, el largo, la altura y el area del rectdngulo se pueden
expresar en términos de la posicion x de la esquina inferior [ZSS NGV
l 2 7
derecha: / ‘ ‘
[ i .
Largo: 2x; Altura: V4 — x2; Area: 2x V4 — x2. t2

Observe que los valores de x se hallardn dentro del intervalo O < x < 2, donde estd la esquina escogida

del rectangulo.

El objetivo matemético es hallar ahora el valor mdximo absoluto de la funcién continua: A(x) = 2x V4 — x2,

en el dominio [0, 2]. Esto se logra examinando los valores de A en sus puntos criticos y en sus puntos

dA _  =2x?

dx = T + 2 V4 — x2 no estd definida cuando x = 2, y es igual a 0 cuando:
- X

extremos. La derivada

2
;2)( 2+2‘\'4—)62=O=>—2)62+2(4—xz)=0=>8—4)c2=0=>)c2=2:>)c=i\/§.
V4 — x

De los dos ceros, x = V2 yXx=- \/5, s6lo x = V2 cae dentro del dominio de A y estd en la lista de

puntos criticos.
Valor del punto critico: A( V2)=2V2V4-2=4.
Valores de los puntos extremos: A(0) = 0, A(2) = 0.

El érea tiene un valor maximo de 4 cuando el rectingulo tiene V4 —x2 = +2 unidades de alto y

2x = 2 V2 unidades de largo.

Un abrevadero de 20m de largo tiene sus extremos en forma de tridngulo isdsceles cuyos lados iguales
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miden 4m. Determine el ancho en la parte superior del extremo triangular de manera que el volumen sea

mdximo.
Solucién El la figura 1 se ilustra el abrevadero con la dimensién

incdgnita. Su volumen es:

/ Figura 1

V = (4rea del extremo tridngular)(longitud) X 20
4 A -
X
De la figura 2 y el teorema de Pitdgoras, el drea del extremo <3 Fioura 2
igura
. / 2 X\ )Z
triangular es x /16 — XZ N\ altura= /6 — x2/4

Consecuentemente, el volumen en funcion de x es:

/ 2
V(x) = (%x 16 — Z) 20 =5x V64 — X2,

Ademéds, V(x) solamente tiene sentido en el intervalo cerrado [0, 8]. ;Por qué?

Derivando y simplificando se obtiene:
2
V/(x) = -10-X=32_
(64 — x?)2

Aunque V’(x) = 0 para x = +4 V2, el tnico valor de V en [0,8] es 4 V2. Puesto que V(0) = V(8) = 0,
se concluye que el volumen maximo ocurre cuando la anchura en la parte superior del abrevadero es de

42m. El volumen méximo es V(4 V2) = 160m>.

Un terreno rectangular que tiene 1500m> va a ser cercado y dividido en dos porciones iguales mediante
una cerca adicional paralela a dos de los lados. Determine las dimensiones del terreno que requieren la

menor cantidad de cerca.

Solucién Se introducen las variables x y y de forma que xy = I

1500, como se muestra en la figura. Entonces la funcién que y

S ) . 1500m
se desea minimizar es la suma de las longitudes de las cinco 500m l

porciones de cerca:

L =2x+3y.
Peroy = L)?O permite escribir L(x) = 2x + 45 (2)0, en donde el tnico requisito para la variable x es que
X

no sea negativa. Asi que, la funcién que se estd considerando no estd definida en un intervalo cerrado.

De L'(x) = 2 - 4590, L'(x) = 0, se obtiene que x> = 2250 y se concluye que el tinico valor critico
X
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es 15v10. Pasando a la segunda derivada L”(x) = 135300, se obtiene que L”(15 VI0) > 0 = para
X
x = 15410, L es minima.

Las dimensiones del terreno que minimizan la cantidad de cerca son: x = 15 V10m, y = 1;5\(/)(1)_0 =

10 V10m.

La distancia entre orillas de un lago es 200m. Un hombre que se encuentra en una de las orillas desea

llegar a un arbol que esta en la orilla opuesta, a 500m del punto que se localiza exactamente en la parte
opuesta de él. Sinada a 2m/s y corre a Sm/s, ;Cudl es el menor tiempo posible en que puede llegar al

arbol?

Solucion Sea x en metros la distancia que el hombre camina; su

tiempo al caminar es entonces %
el tiempo que nada es % segundos. Por tanto el tiempo total T

estd dado por la ecuaciéon T =

segundos. Si el nada y metros,

X, 500 ~—
5 2 - B

Para aplicar la exposicién formal, debemos expresar 7' en términos de una sola variable. Se observa de

la figura que y> = (500 — x)> + 200%, asi que y = /2002 + (500 — x)> = VxZ — 1000x + 290000. Al

sustituir esta expresion por y en la ecuacidn para 7', se tiene:

2

2
T = % + (ﬁ —250x+72500) ,

donde 0 < x < 500. Derivamos y obtenemos:

X
ar _ 1, 5 250
dx - 5 2 L
2(% —250x + 72500)2
Haciendo Cc% igual a cero y resolviendo para x, obtenemos

1

2(x P _x_
5 (4 250x+72500> =5 250,

o bien,

2
4 (1 - 250x + 72500) ,
5% = 7 —250x + 62500

0 sea,

21 2 _
{00 — 210x + 50900 = 0.
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Empleando la férmula general para la resolucidn de ecuaciones cuadraticas, hallamos
x =500+ 400%.

Como 0 < x < 500 se elige x = 500 — % = 412,71

Ante la dificultad de estudiar el signo de ZT para asi determinar si 7' es maximo o minimo para tal valor

de x, se aplica el criterio de la segunda derivada.

Obteniéndose que &’ > (0 para x = 500 — 400 =, lo cual permite concluir que tal x produce un T
dx* V21

minimo.

Al evaluar x = 500 — 400 _ en la funcion T'; se obtiene: T ~ 190 minutos.

V21

Una pégina rectangular ha de tener 96cm? de texto, los mérgenes superior e inferior tienen 3cm de
anchura y laterales 2cm. {Qué dimensiones de la pdgina minimizan la cantidad de papel requerida?
I ey I
Solucién El drea A que hay que minimizar es A = (x+ 6)(y +4). \ :m
El 4rea impresa viene dada por: 96 = xy. Despejando y tenemos N
y= % y la primera ecuacién se convierte en : I
= +6) (% +4) =120+ 42+ IS, e 1
Sélo estamos interesados en los valores de A con x > 0. Para l
minimizar el drea, derivamos con respecto a x, con lo que se 3‘{”
obtiene ‘jiA 4 - 5)36 0= x* = 144. A=(x+30+2)
Por lo tanto, los niimeros criticos son x = +12. Como —12 est4 fuera del dominio, se elige x = 12.
El criterio de la primera derivada confirma que A es minima en ese valor. Luego y = % = 8y las
dimensiones de la pagina deben ser x + 6 = 18cm por y + 4 = 12cm.
Dos postes de 12 y 28 pies de altura distan 30 pies entre si. Se desea tender un cable fijado en un tGnico

punto en el suelo, atado a los extremos de los postes. (En qué punto del suelo hay que fijar el cable para

usar la menor cantidad posible de cable?
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Soluciéon Si W es la longitud del cable, tenemos, de acuerdo con
lafiguraW=y+z W=y+z
En este problema en vez de despejar y en términos de z (o vicev-
ersa), despejaremos ambos y y z en términos de una sola variable

x. Por el teorema de Pitagoras se tiene: ‘ y
12
|

P12 =y = y= Va2 + 144

Prof. Pedro Rodriguez

e
/

(B0 —x)? +282 =72 = 7= Vx2 - 60x + 1684.

Por tanto: W =y +z = Va2 + 144 + Vx2 — 60x + 1684, 0 < x < 30.

Derivando W respecto a x, tenemos: aw X x—30

= + .
dx — \2+144  Vx2—60x + 1684

Haciendo (2—‘1/ = 0, obtenemos: x*(x> — 60x + 1684) = (30 — x)*(x% + 144),

que se simplifica a 320(x — 9)(2x + 45) = 0.

30-x

28

Como x = —22,5, no estd en el intervalo [0,30] y W(0) = 53,04, W(9) = 50y W(30) = 60,31, se

concluye que el cable debe fijarse a 9 pies del poste de 12 pies.
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Use la definicion de integral indefinida para demostrar las siguientes igualdades.

1./(—%)dx:%+C
2. /(4x —x—)dx—x +l+C

3. /(x—2)(x+2)dx= %x3—4x+C

/ C(;Zn);dx_ 2+/sen x — %senzx\/senx+C

n—1

x"cosxdxzx”senx—n/x senxdx + C

X" senxdx:—x”cosx+n/x”’lcosxdx+C

x2sendxdx = —lx cos4dx + 1xsen4)c+ icos4)c+C

8. 4 g 33

~
\\\

Calcular la integral indefinida y verificar el resultado por derivacion.

9. /()c3 +2)dx. 10. /()c2 —2x+ 3)dx.

/ N \/_) 13./€/Fdx.

15. /—dx 16. /%dx.
X

x 1. 19. /(x+1)(3x—2)dx.
X

7N\

3dt.

21. /y2 \ydy. 22. /(1 + 3012 dt.
24./

11. /(x% +2x + 1)dx.

14./(\“/F+1)dx.
X +x+1

17./7\/} dx.

20. / (272 — 1)2dt.

23. / dx.

III. Calcular la integral trigonométrica y comprobar el resultado por derivacion.

63
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25. / (2senx + 3 cos x)dx.

217. /(1 — cosecrctgr)dt.

29. / (sec? 6 — sen 6)db.

31. /(tanzy + 1)dy.

Completar la tabla identificando u y du para la integral.

/ fgx))g' (x)dx  u=g(x)

33. /(sz + 1)2(10x)dx. 34. /x2 Vx3 + 1dx.

36. / sec 2xtan 2xdx. 37. / tan® x sec? xdx.
Hallar la primitiva y comprobar el resultado por derivacién.
39. /(1 +2x)*(2)dx. 40. /()c2 - 1)’(2x)dx.

42, / (1 = 2x%)3(~4x)dx. 43, / 223 = D*dx.

45. /Sxefl — x2dx. 46. /u3 Vu* + 2du.
4. [ —* 4 a0. [ (1+ di
| Ge=oy X. . .
1 1
51. | ——=dx. 52. | —=
/ vax / 2Vx
54/f+2f d. 55./;2(
57. /(9 —y)ydy. 58. /27ry(8 —y3)dy.
Resolver la ecuacion diferencial.
dy 4x
59. —:4x+7. 60.
V16 — x2
dy _ x+1
oL 4 = s 2x 37 62.
Hallar la primitiva.
63. /sen 2xdx. 64. /xsenx
66. / cos 6xdx. 67. | sen2xcos2xdx.

/
o v

69. / tan* x sec? xdx.

cot x cosec? xdx.

Ejercicios de antiderivadas Prof. Pedro Rodriguez

26. /(t2 —sent)dt.
28. /(02 + sec? 6)d6.

30. / secy(tany — secy)dy.

32. /

sen x

1 —sen? x

dx.

du =g (x)dx

35. /
38. /

/ V9 — x2(-2x)dx.

/x(4x2 +3)dx.
2

/ (1 + x3)? dx

. / [xz + (31)2} dx

/x +3x+7dx

I d
./ §+E t.

X dx
Va2 +1
cos x
=222 dx.
sen? x

41.
44.

47.

50

53.

5

[®))

1 1
65. / il cos adG.

68. /sec(l — x) tan(1 — x)dx.

71./

cosec X .
cot® x
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72. /%dx. 73. /cot2 xdx. 74. /005602 1) dx.
cos” x 2
75. /x\/x+2dx. 76. /xv2x+ 1dx 77. /x2V1 — xdx
78 /(x+1)\/2—xdx 79/ 21 gy 80/2)‘—1
' ’ ' V2x—-1 ’ Vx+3
81. — = _  dx 82 /t%lt—4dt.
/(x+1)—\/x+1 *
VIII. Eavaluar la integral definida.
1 1 4
83. 2 4 1Y d. 84./ VI — x2dx. 85./ 1
/_1 x(x )’ dx ; X x*dx L Voail
2 9 2
86. [ —X_ax. 87./ S E— 88./ xVa+
/0 V1 +2x2 L Vx(L+ Vx)? 0
2 4 %r
89. — 1)V2 = xdx. 9. Xy 91. (
/l(x ) xdx /0 1 X /0 cos

92. /2 (x + cos x)dx.
3

IX. Hallar el area de la region. Verificar el resultado con la calculadora.

7 6
93./ xelx+1dx 94./ x2@x+2dx
0 -2

§y=x€/x+1 Ly=x3Vx+2

.72.00

- X -
95.y =2senx +sen2x 96. y = senx + cos 2x
Ly =2senx+cos2x
Ly =senx+ cos2x
1 N
\ )
’ n

s

98. / cosec 2x ctg 2xdx.

s

Sl
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2 X
2

1y =sec Ly =csc2xcotg2x

X. Efectuar la integracion de dos maneras y explicar cualquier diferencia que se observe en las respuestas.

99. /(2x— 1)2dx. 100. /senxcosxdx.
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I. Use la definicién de integral indefinida para demostrar las siguientes igualdades.

./(_%)dx=%+c=>(%)’=_%_

En efecto: ( ) Bx3Y =-9x7% = —%.

./(4x—i)d +C<=><x4+%) =4x3—%.
X

En efecto (x + 1) =+ a7y =483 —x? =448 - Lz
X

. /(x—2)(x+2)dx= lv-trice= (%f —4x)/ — (x=2)(x+2).

En efecto ( 4x)/ =x*—4=x-2)(x+2).

3"
./x SN TE k) BN {2(x2+3)}/=x2

|
—_

x2 3x 3Vx B
En efecto (2x +3)'_ 5 V320 - (2 +3)5p _24@--3_32-3 _ -1
3 \/— * 3 ZX% 3x% x%
cos’ x ,_ cos’x
. / Ysen x—dx =2+/senx — £ sen xysenx +C & (2+ysenx— £ sen xysenx) = ===,

En efecto (2+/senx — fsen x+senx) = (2+/senx — fsenz x) = 2 COSX_ _ 23 geni xcosx =
2+4/senx 52

1- SGI]2 X = COS X COS2 X 0S X COS2 X _ COS3 X

V/sen x \se =¢ vVsenx ~ +fsenx’
’

) /x”cosxdx=x” senx—n/x”’l senxdx + C <x” senx—n/x”’l senxdx) = x" cos x.

ol

COS X ( — sen? x) = Ccosx

sen x

’
En efecto (x" senx —n / x"Lsen xdx) = nx"Lsen x + x" cos x — nx"" ! sen x = x"* cos x.

7
. /x" sen xdx = —x”cosx+n/x”‘lcosxdx+C — (—x" cosx+n/x"‘1cosxdx> = x"sen x.

En efecto (—x” COSX +n / X cos xdx) = —nx""'cosx + x"senx + nx""! cos x = x" sen x.
__12 1 1
. /x sendxdx = 4x cos4x+8xsen4x+32cos4x+C<=>
1. 1 1 "2
( 1% cos4dx + 8xsen4x+ ) cos4x) = x“sendx.
En efecto (—Allx2 cosdx + éx sen4dx + é cos 4x> = —%L(Zx cos 4x—4x? sen 4x)+%(sen 4x+4xcosdx)—
% sendx = —% cos4x + x*sendx + % sen4x + %xcos4x - % sendx = x? sen4x.

4
/(x3+2)dx= xz+2x+C.

3
. /(x2—2x+3)dx= %—x2+3x+C.
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2
. /(x+1)(3x—2)dx=/(3x2+x—2)dx=x3+x——2x+C.

N
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/(x% +2x+ 1)dx = %x% +x2+x+C.

s
/g/_dx—/x?dx—% S+

)dx—/(x2+ 75X 2)dx—% 1+x1+C.

./(«/F+1)dx=/(xz+1)dx=
/%dx:/x
[

-2
Bdx=%-+C=

-2

-3
xtdx=2- +C=

-3

%x% +x+C.

-1
— +C.
2x2

1
-— +C.
3x3

2
/%dxz/(xz+x+l)x‘%dx=/(x%+x%+x‘%)dx=

X2+1 _
F——dx=

X

2

5 3
/(ZIZ—l)zdtz/(4t4—4t2+1)dt=£—£+t+C.

. /yz\/idyz/y%dyz%y%+C.

/(1 + 302 dt = /(t2 +33)dr =

/dx=x+C.
/3dt=3t+C.

/(2senx+3cosx)dx= —2cosx+3senx+C.

2 _ _£
(¢ —sent)dt = 3 +cost+C.

5 3

L3344

4

/(l —cscteott)dt =t+csct+C.

3
/(92 +sec20)d = % +tanf + C.

/(secze— senf)df =tan 6 + cos 6 + C.

/secy(tany —secy)dy = /(secytany —sec’?y)dy = secy —tany + C.

/(tan2y+ Ddy = /seczy =tany+C.

/

sen x
1 —sen? x

dxz/

sen x —
o s %=
Cos™ x

/tanxsecxdxz secx + C.

2

5

-1
/(x2+ l)x‘zdxz/(l +x‘2)dx=x+)i—1+C=x—

X2 +

1.2
3)C

[N
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44.

Ejercicios de MA-1001  Calculo I

/(5)(2 + 1)?10xdx, sea u = 5x*> + 1, du = 10xdx, entonces:

2 3
/(5x2+ 1)’10xdx = /uzduz wie=002D e

Se tiene u = x> + 1, du = 3x*dx. /xz‘\/x3+1dx= %/ Va3 + 13x%dx = %/ Vudu = %/u%du=

lgu%

33 x+1)2+C

9(
Seau=x2+1,du=2xdx.

X _gx=1 Zx__gx=1
VaZ +1 2) V21 2 u

Pruebe usted con la sustitucién u = Va2 + 1.

Sea u = 2x, du = 2dx entonces se tiene:

2

Pruebe usted con la sustitucion u = sec 2x.

/sec2xtan2xdx -1 /sec2xtan2x2dx = %/secutanudu =

Sea u = tan x, du = sec? dx.

3 3
/tanzxseczxdxz/zﬂdu: %+3= mnTX+C.

Sea u = senx, du = cos xdx.

COs x du -1 u- _ =1 _ 1
/Senxd / / dl/l—i1 C—7+C——m

1

2

secu+C = lsec2x+C.

ﬂ:%/u-%duzuhc:\/)cunc.

2

+C=-cscx+C.

+C.

5 5
Seau:1+2x,du=2dx/(l+2x4)(2)dx=/u4du=%+C=@+C
Seau=x2-1,du="2xdx.

4 2 1\4
/(x2—1)32xdx=/u3du:%+C:%+C.
Seav=9—x% dv=-2xdx.

VO —2(=2x)dx = [ Nudv= [ vidv=2vi+C=209-)}+C.

3 3
Seaz=1-2x2,dz0 —4xdx.

4 o 2\4
/(1—2x2)3(—4x)dx=/z3dz=%+C: %w
Sear=x3—1,dr=3x%dx.

2 4.1 2 4.1 _L _(X3—1)5
/x(x 1)*dx /3x(x l)dx—3/ 5 15 +C
Sea s = 4x* + 3, ds = 8xdx.

2, a3 g _ 1 I | 1t (4x* +3)*
/x(4x +3) dx—S/Sx(4x +3)dx—8/ =27 —732
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Seau = 1—x2,du=—2xdx/5x€/1—x2dx=—%/%ll—x2dx=—%/%du:—%/zﬁdu:
_5.3.4 =154 _ 2

> us +C = 8(1 x)3 +C.

Seat=u*+2,dt=4u’du.

/ 3N+ du—f/4u\/u4 2du=1 /\/_dt /t%dt:%~%t%+C:%(u4+2)%+C.

_ 3 _ 3x%dx _ 1 @_l 2
Seav=1+x>,dv=3x> dx/(l 3)2dx d+07 "3 3/v dv =
1v! N S
3T T30 T
Seav=16-x>,dv=-3x%dx.

1 fdv__1 [ 2, _ _1y! _
/(16 3)2dx /(16 3)2dx 3/ 3/v dv = 3= +C =

3(16— 5+
]3
1+ =
-1, 21y _ .z _ ( t)
Seaz—1+ 2=5d / 2d ——/zzdz——§+C—— 5~ +C.
2 _ 2 X 1x!t _x _ 1
/<x+(3)2>dx x*dx 9/ dx 3+9_1+C_3 9x+C.

/%_ :W_/x—m-ﬁ 26t 4+ C= VINE+C= Vx4 C.
X
%dx:l/x‘%dxzx%+C:\/}+C.

—

RV
/de—/(x +3x+7)x” 2dx-/(x2 +3x2 + Tx" )dx—
Vx
Zrie3 2aiv2. 7+ 0= Sxd v ot v a4 C
H\/Zf dt = /(t% +217)dr = %t% + %t% +C
tz(t % dt—/(t3 2z)dt— ?+C

2798 — y3)dy = Zn/(sy—y%dy -2 (4 - %yZ) e

4x _ 4x _4.» / —2x
=4x+ === = y= dx+ —2— | dx=2x" -2 | —==2—dx.
dx V16 - x2 Y /( \/16—x2> 2 V16 — X2
Seau=16—-x%,du = —-2xdx.

y=22-2 C\l/bi—Zx —4\u+C =222 —4V16- 2 +C.
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Ejercicios de MA-1001  Calculo I

dx = y = 2] @iy X

1

2x+ 1)

dy 1042 10x2
- = —y= | —=—dx.
dx 1+ Y V1 + X3
2
= 3= Jauyu="2vurc=QViTd+c
1o 3 3 3
dy _ x+1 _ (x+1)
dx ~ (Z+2x-32 V7 | (@12x-3)
1 [ 2g21. 20 Lo -1
2/Z =5 G053 ¢
dy _ (x-4 (=4
dx x2—-8x+1 Y Va2 —8x+1

yz% 20-4 —1/ﬂ=\/ﬁ+czvx2—8x+l+c

_ ATt ax=1
Va2 —8x+1 2) u

sen2xdx = —% +C.

xsenx?dx = %/senudu = —%cosu+C =—

9*12 Cos

Sl

cos 6xdx = % sen 6x + C.

— S~

Seau =sen2x,du =2cos2xdx. / sen2xcos 2x

2

1 2
=Ccosx” +
2

1

d@:—/cosudu:—senu+C=—sen7+C.

0

dxz%/

C.

2
uduz”z

También/sen 2xcos2xdx = 1 / sendxdx = —% +C.

Resuelva la integral con la sustitucién z = cos 2x.

/sec(l —x)tan(1 — x)dx = —sec(1 — x) + C.

5

5 5
/tan4xse02xdx:/u4du: %+C= tan"x o ¢,

/ veot x cosec? xdx = —/ Vudu = —%u% +C = —%(cotx)% +C.

2 -2
/—Cscfdx:— d—g‘z—/u’3du=”—+C=712 +C.
cot u 2 2 cot? x
sen x _ dv _ -2 _ -1 _ 1
/de—— ?——/V dV—V +C—m+c

/cotzxdxz/(cscz—l)dxz—cotx—x+C.
2X 0= — X
/cosec 2dx— 2cotg2 +C.

/x\/x + 2dx.

Seau = x + 2y dv = dx, entonces:

fC=sen’2x o

4

71
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/x\/x+2dx=/(u—2)\/ﬁdu=/<vg—2v;) du =

5 3
- %(x+2)§ - %(x+2)§ +C.

/xv2x+ 1dx.

Seaz=2x+1ydz=2dx,x=

/dex:/%\/E?Z:Z

1 | 3
10@x+ D2 - g@x+ D2 +C.

/x2\/l—xdx.
Sear=1-xydr=—-dx
/xzvl_dez—/(1—”)2\/7dr=—/(1—2r+r2)\ﬁdr:—/(

_(2,5_4,3,2
<3r2 5;’2+7
/(x+l)\/2—xdx.

z—1

N ‘

Seaz=2—-xydz=—-dxy x =2 -z, entonces:
1 3
/(x+1)\/2—xdx=—/(3—z)\/2dz=—/(312—22> dz =

3 9 5
-2Q2-x)2 + 5(2 -x)2 +C.

/ -1
V2x -1

dx.

Seau=2x—-1,du=2dxyx=

x—l

V2x —

3 1
5 /(zﬁ 22 —3u ) du= L

1

(1)

\/ﬁ

8

u+1
2

-1

5

, entonces se tiene:

1 31 3 3 1
52— D2+ c@x—1D2 - 32x- D2 +C.
80. Seaz= Vx+3,dz=

/Zx_ldx— /2(z ~3)-1)dz=2 /(2z2—7)dz=2(§z*—7z)+c=

%(m) —14Vx+3+C.

Seal—/
(

—xdx
x+ 1D - Vx+1

1
2Vx

dx, por tanto:

xdx

/5

X+ 1(Vx+1-=1)

1
du = %/(u2+2u—3)u_§du=

5 3 1
<2u2 + %ui —6u2> +C =

1 3 5
r2 =2r2 +r2 | dr

r;)+C— (1—x)2+4(1—x)2—2(1—x)2 +C.
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92.

Ejercicios de MA-1001  Calculo I

Higase s = \/x+1—1=>ds=2 L iy

x+1
2 _
1——2/%ds=—2

~(Vx+1-12—4(Vx+1-1D)+C=2Vx+1-x+C.

Seau=t—4,du=dt,t=u+4.

S +2s

/(s2 +28)s tds = -2 /(s +2)ds = -2 <S2

2

1 4 1 7 4
/tmdt = /(u + 43 du = /(lﬁ +4u3)du = %(l—4)§ +3(-4)3 +C.

Seau=x2+1,du="2xdx.

1 2
/ x(2 + D3dx = / 2x(x2 + 1D3dx = f/ wdu=0
) 2 2/,

Seau=1-x%,du=-2xdx

1 1 1 1
/ x\/l—xzdxz—%/ —2x\/1—x2dx=—%/ \/ﬁduz%/ u2du =
0 0

Seav= V2x+1,dv= dx

2x+ 1

4 3 3
dx _ _ ‘ _
= dv = =2.
/0 V2x + 1 /1 Y Vl

Seat=1+2x>,dt=4xdx

1
/\/1+2x2 /\/_ 2
_ _ 1
Seau=1+ \/J_c,du——z\/}dx

9 4
[t =2 =l l-h ()

Seav=4+x%,dv=2xdx
/x%f4+x2dx—f/ YWdv =

Seaz=2-x,dz=—-dx

3 ﬁ‘ _3
g, 788

2 0 1
/(x—l)\/Z—xdx:—/(l—z)\/Z=/(z%—z”)dz: <§z3—
1 1 0

Sea$ = V2Ix+1.ds= —4%

V2x+1
4 32 3 3
X d:/gdzl s ‘zl{_ _
/o\/zx+1x12s235126(
z s
20 gr = Been2x]? 2 3oz = 33 _3V3
./Ocos3dx— sen3’0—2sen3—22— 1

3
/r (x+cosx)dx=0
2

43) = 2@ -

u

[OST

[S][o8)

[OST

(25 = 32* -2h).

)+c-
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93. Seav=x+1,du=dx
7 8 8 4 1 31 3 4 8
A:/ x{lxﬁ-ldx:/(u—l)é/ﬁduz/(ui—u3)du:(7u§—1u§)‘ =
1
3 - 3®)f - (7—1) 3@ -3ah- <f—%)=43.18.
94. Seau=x+2,du=dx
6 8 7 4 1 10 7
=/ x2€/x+2dx=/ (u3 —4u3 +4u3)du = (130143—72u3 + 3u
-2 0

3 510 _12 57 _ 2. 54
102 72 3.24,

95. A =/ (2senx+sen2x)dx = (—2cosx— %) ‘Z = (2— %) - (—2— l) =4.
0

—

INIEN

\/

S
1l

9. A :/ (senx + cos2x)dx = (—cosx+ m) ‘” =1-(-1)=2
0 2 0

2n 2
3 2
97. A= sec? Xdx =2tan £|° Z{tanf—tan }—2(\/5—1)
z 2 2 z 3
98. A= ZCSCZXCOthdx——lCSC2x7 = l(cscf—csc”)z—l(l—Z):l
) x 2 z 2 2 6 2 2°

12
99, /(2x Ddr= @ @17 oo /(2x— 1)2dx—/(4x ~axe D=2 a2 asc
(A qué se deben las diferencias entre las dos respuestas?

2
100. /senxcos xdx = me + C haciendo u = sen x.

cos? x .
sen xcos xdx = -5 + C haciendo v = cos x.

/senxcosxdxz %/Senz_xd_x: _%4_0

(A qué se deben las diferencias entre los tres resultados?



Tema No. 6

Ejercicios de Funciones Exponenciales, Logaritmicas y

Trigonométricas Inversas Prof. Pedro Rodriguez

Calcule la derivada de y respecto a x, ¢ 0 6 seglin corresponda.

1 y = Inkx, k constante. 8 y=Inx’

2 y=Int. 9 y=rln*t.
3 y=Inr. 10 y=tvVInt.
4y=In3. 11 y=1rln i
5y=1n¥. 12y=1n7t.

6 y=In@+1). 13 y= 12t
7 y=(nx). 14 y= 11“19;”

15 y = In(In(In x)).
16 y = 6sen(In6) + cos(In h).

17 y = In(sec§ + tan 6).

X2
18 y=/62 In Vidt.
2

=
19 y:/ Intdt.
Vx

Inx
20 y:/ Lar

En los siguientes ejercicios 21 a 28 use la derivacion logaritmica para el célculo de y’.

21 y= VAGH D). 25 y= 2VEEL
(x+1)3
2
22 — x“+1 ]
y \V (x=1)° 26 y=? x(x + D(x—2)
2+ D2x+3)
1
By=\w+D 27 y = oSt
1
Hy=mrnar 28 y = (tan6)=".

En los ejercicios del 29 al 50 calcule las integrales propuestas.

75
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30

31

32

33

34

35

36 y
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38

39
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-2

- [
3
0
Y= /1 3x—2'
ydy
y= /y2
rdr
r= /4r 247
sent
Y= /0 2—costdt

3 sen 6
Y= /0 1—4cos6’d0'

2
y= / lnxdx
1

_ dx
y—/2 x(In x)*”
y:/16 d_x

5 2xVInx

2
= [ _sec’t
y_/6+3tantdt

_ secHtan 6
40 y—/ 2+sec€d€

_ dx
2+/x +2x°

46 v = sec xdx )
Y VIn(sec x + tan x)

47y:/xil
48 yz/%.
49 y:/xi_i"'lldx.
50 yz/iz{dx.

dx.

En los ejercicios 51 a 60 calcule y’ como funcién de x, t o 6 segiin corresponda.

2x
51 y=e3.

52 y = et Ve,

53 y=(1+2x)e %,

54 y = (9x% — 6x + 2)e>*
55 y =1n (36e7).

61

62

En los ejercicios 61 a 64 calcule

Iny = e’senx.

Inxy = e,

dy

dx’

56 y =63 cos 56.

57 y =In(2e' sen¥).

Vo
58 =1< )
YERTE Ve
59 y=e(In +1).

2x

€
60 y=/ Inzdt.
etVr

63 e** =sen(x + 3y).

64 tany = e* + Inx.

En los ejercicios 65 a 78 calcule la integral propuesta.



Ejercicios de MA-1001  Calculo I 77

. oy ln72*r
5 /(26 3e™M)dx. 74 /n 2e’ cos e’ dv.
0 1n1
06 /mz dx vinr ?
75 / 2xe* cos (e )dx.
67 [ 2e2dx. 0

Ini6 76/ S
68/ ed dx. l+e

0

e” <-
69 / \/; 1+e
e
70 /te dt. 78 / VInx
1
-1
2
71 / ex dx 79 Muestre que a* = e*"?, log, x = Inx
X3 Ina |
z y concluya que (@*)’ = a*lna, (logux) = YIna’
72 / (1 + e®) cosec? 6d6.
4 80 Use las igualdades obtenidas en el ejercicio ante-
/ seent sec ot tan me dt. rior para concluir que / a‘*dx = ﬁ + K.
En los ejercicios 81 a 100 calcule y’.
81 y = arccos x. 88 y = arcsen % 95 y = Vx% -1 — arcsec x.
t
1

82 y = arccos 3. 89 y = arccotan V. 96 y = arctan Vx2 — 1 + arcsec x.
83 y = arcsen V21. 90 y = arctan V7 — 1. |

97 y = arccotan 3 + arctan x.
84 y = arcsen(l —1). 91 y = In(arctan x).

98 y= arctan% + arccotan x.
85 y =arcsec(2x + 1). 92 y = arctan(In x).

- 2

86 y = arcsec 5x. 93 y = arccos(e™). 99 y = xarcsenx + V1 - x°.
87 y:arcsec%. 94 y = xV1 — x + arccos x. 100 y =1n (x2+4)—xarctan%.

En los ejercicios 101 a 130 calcule la integral propuesta:

dx dx 3V2
101 . 104 . 7
Vo —x2 /9+3x2 107 / —dx
Vo422
102 /L 105 /L ’ :
VI — 422 X V25x2 -2

1 2
dx dx dt
103 . 106 [ 4 108 .
/12+x2 o Va—x /0 8 + 212
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109/ dr__
4+ 372

V2

T2
110 / L
-1 y 4y2—1

V2

-3
111/ @
2y /o1

3

112 [ ——3dx___
1—4(x— 1)

113 /¢.
V=x2-2x+3

114/72 dx
x“=2x+3

115 /2L
Ox“ +6x+2

116 /5 cos 8do
2 1 +sen?6’
V3
117 /ln " etdx |
0 1+€2)C

X

e4
4dt
18 /1 t(1+1In*7)

119 ydy

Vi
120 SeC2 6do .
V1 —tan? 0

121 earcsen X dx

Vi-2 '

2
122 / (arcsen x) dx.

V1 - x2

123 /L
V=x2+4x-3
dx
124 /7
V2x — x?

s [ _6dr__
-1 V3=2t-1¢2
1
126/¢.
I V3+dr-ds?
dy
127 /y2+6y+1()
dy
128 /y2—2y+5
2
129/ dx
1 x2—2x+2



10.

11.

Ejercicios de MA-1001  Calculo I

Soluciones de ejercicios del Tema No.6: Funciones Exponenciales, Logaritmicas y

Trigonométricas Inversas Prof. Pedro Rodriguez

Calcule la derivada de y respecto a x, ¢ 0 6 seglin corresponda.

k 1

.y:lnkx:>y’=H=j,tambiény=lnk+lnx=>y’=j.
Ly=hA=2lnr=y =2

—Infi =2 3
y—lnt2—31nt=>y—2t.

_1n 3 _ s 1
y=Ingz=In3-Inx=y =-4.

y=ld0 —ni0-tnx =y =-1

= o1
.y—ln(6+l)=>y—9+1.

2
.y:(lnx)3:>y’:31n2x~%:73h}c X,
.y:lnx3=3lnx=>y’=%.
.y:tln2t=>y’=ln2t+t-21nt-%=ln2t+21nt.

, 1 1 1
=tVlnt =y = Vinr+¢ - == VInt+ .
Y Y 2vVint ! 2Vnt
y:tlnx/}:tlnt%:%tlntﬂy’:%(lnt+t-%)=>y’=%(lnt+l).

t-l—lnt

_ In¢ , t _1-—Int
12.y—t=>y— 2 -2
1
t-=—(1+1Inyp)
13.y=@='y’= : 2 :_I?TI'
| I+lnx _Inx

_ Inx A .
14.y—1+1nx:y_ (1+1nx)2 .

_ o111 S
15. y =In(In(lnx)) =y "y Tnx * 7 = xXInxIn(nx)

16.

17.

18.

19.

20.

y = @sen(Inf) + cos(Ind) = y’ = sen(In ) + H cos(In «9)% —sen(In 9)% —
y = cos(In ) + sen(Inf)(1 — %)_

secHtanf +sec’§ _ secf(tanf +secd) _ o
sec + tan @ sec + tan 6 ’

y=In(secfd +tan ) = y' =

2
¥ 2
y:/2 In Vidt =y’ = (In Vx2)2x — <ln x2> x,six>0;y :x(Zlnx—ln\)/%) =

x2Inx—1Inx+In V2) = x(Inx + In V2).

"\5/;6 1 1
’ 1 -2 1 In x3 In x2 Inx Inx
= Intdt = y' = ln\3/x =x73 —(In Vx = - = — .
Y /ﬁ Y =(nvx3 ( ‘/_)2\/} 392 2VX o2 Avx

In x
- 1 ro 11 _ 1 2 O
y_/x tdt:y_lnx x~x =Y x(lnx )



21. y = Vx(x+1) = Iny = In[x(x + 1)]% = fln[x(x +1)] = 2[lnx + In(x + 1)], derivando se obtiene:
1,_1/(1 1 ,_VX(HI)(l 1 )
yy‘z(x+x+1):>y‘ 2 xtyvi)
2 2 >+ 12 +1)’ 1 3
2. y= X+l [x”} —In — Iny=1In( + 1)? —In(x - 1)} =
Line? + 1) - 3 In(x — 1), derivando se obtiene: ly 1 1
2 2 : VY Ty 2x 1
y = 2+1 [ x 3 }
(x-1°Lx2+1 2x-DJ
23, y= ﬁ = Iny = In[t(z + 1)]"? =—%lnt(t+1)=>lny=—%[lnt+ln(t+1)] —
ly__1/(1 1 - 1 _1y (1 1
yy = 2(t+z+1>:>y - t(t+1)( 2)(t+t+1>‘
24. y= m = Iny = In[t(t + D +2)]"! = Iny = —[Int + In(t + 1) + In(t + 2)] = %
1 1 1, 1 1
(? Ea R :W—‘r(t+1)(t+2)(?+t+1+z+2)'
25 y= V2L Lin@ 4 1= 2+ 1) —
(x+1)3 2 3
1,_ 1,1 1 ) ,_x\/x2+1(l ) )
YWExT) x2+1(2x) 3+ Y T (x+1)% X+x2+1 3x+ 1))
26. y= 2 w — Iny = LInx+In(x+ 1) + In(x - 2) — In(x> + 1) — In2x + 3)] =
(x2 +1)(2x+3) 3
1 ,( 1 2x 2 )
3 x+1 ) X+1 2x+3
;13 x(x+ 1D(x—2) (1 1 1 2x 2 )
=Y =3 (x> + D2x+3) x+x+1+x—2 2+1 2x+3)°
27. y= 6% = Iny = In 6§ = 9
y = HC"S@( senf1n6 + 00050)
28. y:(tan9)5"‘°29=>1ny=se0291n(tan9)=>%y’:2sec€sec€tan91n(tan6?)+56028ﬁ sec 0
;o sec? 6 2 sect 9
— ) =tan6 {ZSec @tan 6 In(tan 9) + tana]'
29.y—/ dx lnlxl‘ =n2-I3=IZ
-3
* 4 1 o 1.2
x _1 _ _1 1,2
30. /_1 T2 = Linpy 2|‘_1—3(ln2 ns5)=1m
ydy 1 [ 2ydy _ 1 _
31./y2_25_2/ 05 = 5’ -25/+ K.
32. rdr =l/ 8rdr_ _ 1yy142 47+ K.
/4r2+7 8/) 4r2+7 8 nl4r |
" sent _ _ _ _ _
33./0 7S dr = In2 - cosdl| =(n3-In1)=1n3.
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34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Ejercicios de MA-1001  Calculo I

1—-4cos@

/3 ﬂd@, seau=1—-—4cosd® = du = 4sen0db.
0

z z —1
* senf  _ 1 [ 4sené 1 du _ 1 ‘_]_
/0 1—40059_4/0 1—4cos9d0_4[3 w = glnld] =

1 _ __In
4(lnl In3) =

In3
T

2 2 In2 5 (In2
21nxal)c;seav:lnx:>clv=ld)c=> md)c=2 vdv = 2% = (In2)%.
N x X ) 2 lo

4
/ dx seaz—lnx:dz—ldx:/ —/
, xlnx’ xlnx In2

/4 dx =/1n4 dZ /1n4z_2dZ:Z_1
2 x(lnx)2 In2 22 In2 -1

16

sec’t
6+ 3tant

sec’t g1
6 +3tant 3

2 +secH

T
2

tan

NI

7(

2cot 3d0 = —61In|

\&M\O\\\\Nh

cotfdf = —In|csc )

dx
,seat=Inx = dt = ==.
2xVinx X

6 In16 41n2
© :1/‘dr:1/ tar =t
2xVinx 2 Jin Vi 2 )i In2

In4
Ea In |Z|‘ln2 -
In4 _11“4—_L+L=
m2  <lm2  In4  In2
_dx
In2 4In2
- \/—1n2

dv _

1
V3

dx ln‘secin:2(lnsec5—lnse00

4

AN RIN

csc 9|

= —6(In|csc 5| —In|c

—6(ln2 \/_—1n2)=61n V3 =3n3.

/ " 6tan 3xdx =
0

I'= /2\/_+2x
I= [ 4y 4k =

In4

dr,seav =6+ 3tant = dv = 3sec? tdt.

secftantl yg - [ 42y 1 K = In|2 + sec O] + K.

dz

Inln4 —Inln2.
1,11
2In2 In2 2In2°

V4In2 - VIn2 = Vin2.

Inpv + K = %ln|6+3tant|+K.

):2(1n VZ-In1)=2In V2 = In2.

sc % |) 6(ln

/\/_(1+\/_) seau—1+\/_=>du——\/)_cd

In(1 + vx) + K.

] = / sec xdx
VIn(sec x + tan x)

1:/%22\/§+C:2m+c

Lix= [ dx-

xdx _ x+1-—
x+1 x+1

- dx
J_/x(2+1nx)’v

=2+lnx=>dv=%dx=>]=

, z=In(secx + tan x) = dz =

2

=—(In|csc 7| —Infcsc Z) = —(In1 —In V2) =

dv

—Injlx+ 1]+ C.

=Inp|+C=

n V2.

~1n2) =

" = 2(In|sec | — In|secOl) = 2(In V2 —In1) = In2.

sec xtan x + sec” x .d
x = sec xdx.
sec x + tanx

In|2 +Inx|+C.
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2
49. /%"'lldx; 4+ 0x+1|x-1
x>+ x x+1
x+1
—x+1
2
2
De la division anterior se concluye la siguiente igualdad %Jrll =x+1+ ﬁ,
X +1 _ dx _ x* _
luego/ix_1 dx= [ (x+ 1dx+2 To1° 73 +x+2In|x -1+ K.

50 [ X=lge= [X+1=24 - [ v o[ X _\ opmp+1)+C
x+1 x+1 x+1

5. y= e’ =y = %e%x.

52. y = etV — i = etV (2 0y,

53. y=(1+2x)e > =y =22+ (1 + 2x)(-2)e 2 => y/ = 2 2%(1 — | — 2x) = —4xe 2"
54. y = (9x% — 6x + 2)e** = ¥ = (18x — 6)e* + (9x% — 6x + 2)3e** = y’ = 27x%e>".

55. y=In(30e*) =In3+Ino-0=y =5 - 1.

56. y=6e P cos 50 = y' = 3672 cos 50 — 26°e ! cos 50 — 56°e7?? sen 56.

57. y=1In(2e”'sent) =In2— ¢ +Insent = ' =_1+%rs1§'
58. y=1In \( —llne—ln(1+\/§)=y/_i : 1 1(l_ 1 )

1+V6 2 T20 1+ Ve 2ve 20 g+ B
59. y=e<"(In? + 1) = e*"'Q2Int + 1) =y = e cos1(2Int + 1) + e*"/(3).

2x

e
60. y = Inrdt = y' = (Ine2)e2*(2) — (Ine* V)et Vi 2_ = 2xe2%2 — 4 \/xet Vi2_ =
y /em Y = )e*(2) = ( ) NViaka \x v

4xe? — ge*Vr,

61. Iny = e’senx = %y’ =e’ysenx+e’cosx =y (% —eysenx> =e’cosx =
y = e’cosx _ ye'cosx
- ) ~ 1-ye’senx’
%—e) sen x Y

62. y=lnxy=e" = Inx+Iny=e"" = % + %y’ =e1+y)= % + yy = e 4+ ey

-)i_ P 2 e o ,_ e)(+y_x _ y(ex+y_y)
:}y ye =€ X:}y—%_e)ﬁ_y_ l_yex+y.

63. y = > = sen(x + 3y) = 2e>* = cos(x + 3y)(1 + 3y") = 2e>* — cos(x + 3y) = 3y’ cos(x + 3y)
2% — cos(x + 3y)
3cos(x + 3y)

ﬁy’:

X
64. tany = e + Inx = (secly)y = e* + L = yy = X"+ 1
' = ety X7V T rsecy

65. /(26" —-3e ) dx = 2e* + %e’z" +C.



66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75. 1

76.

T7.

78.

79.

Ejercicios de MA-1001  Calculo I

0 0
/ e Ydx=—-e" =—(1-e"H=—-1-2)=1.
In2 —In2
/Zezx’ldxz el 4.
In16 x In16 In16 41n2
/ eidx = 4ei . =4(e s —e¥= -1 =4E"-1)=402-1)=4
0
e_\ﬁdr'uz—\/7'=>du=——dr
v I
- -r
[« — e — u — 0l [ —r
/ rdr 2/_2\/;51;" Z/edu 2e¢" + C 2e +C.

I= /t3e’4dt; 7=1" = dz =4£d.
1
4

_l 267)72 _l z _1z l‘?
J_2/7x3 dx_z/edz 2e+C_2 +C.

x

2
I= / (1 + e*°%) csc? 0d8; u = cot = du = — csc? 6do.
%

0 1
—/(1+e“)du=/(1+e“)du=(u+e“):)=(1+e)—(1):e.
1 0

y= /es“’” secntt tan 7t dt = 71765“ ™ + k. Haga u = secnt.

ln%
I:/ 2eVcose'dv,z=¢e" = dz =¢e"dv.

T

lnz

n

I= 2/ coszdz =2senz

4

=2(1- )= V2(V2-1) =2~ V2.

NS

Vinx ,

:/ 2xe* cos e* dx Sear=e" ,dr=e"2xdx =
0

Vinz

Vs

T
2xe* cos e* dx—/ cosrdr=senr| =—senl.
| 1

d+er—eD oo [ax- S dr=x—In(l +e)+C,
l+e 1+e*

W

/ =In(l+e")+C;hagau=1+¢".

.lnxd —/ \/_dz—%%

Seay=a*=Iny=Ina* = Iny=xlna=y= e’”“"osea

Inx
Ina

Sealog,x=y=x=ad" = Inx=ylha=y=

— Inx
= |log, x =1 |

83
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Las igualdades anteriores son de gran importancia por cuanto reducen el problema de derivar o integrar

las funciones f(x) = a*y g(x) = log; a derivar o integrar y = e* , y = In x.

Ina
80./de—/ eagy=€¢"" L c=a ¢
Ina Ina
_=2x
81. y = arccos x> =
= Vi—x*
1 1 1 1 .
82. = arccos y = _— == ———— six > 0.
Y Y= /1Ly X xVx2-1
83. y = arcsen V2t = RN S V2.
Y Y V1 -2¢
, 1
84. y=arcsen(l -t) =y = ———F—+——.
y (I-np=y T
, 2
85. y=arcsecx+1) =y = .
Y R e Sl T S T/ Py
, 5 1
86. y=arcsecSx = y' = = .
Y Y T SVase =1 xV2se—1
_ 1 ;_ 2 _ -1
87.y—arcsec?=>y—l 12_1_ Nt
VA
3 , 1 6 , -6
8. y=arcsen2 >y = —— -2 >y = ———
Y 1> Y PERS £ YT NA—9
,2
, -1 1
89. y= t t = . —=
y = arccotan Vi = y 1 avi
1 1 1
90. y=arctan Vt—- 1 =y’ = =
i T R XV IR TS
91. y =In(arctanx) = y’ = arctlanx "1 +1x2
, 1 1
92. y=arctan(lnx) >y = ——— - =
Y () =y = e,
93, y=arccose’ =y = ——=L___ . _et—__€'
Y Y v/ 1—(e™")? V1—e2
94, y=xV]l—-x+arccosx =y = VIl —x— X -1
Y Y 2Vli-x V1-x2
2 2
95. y= Va2 — I —arcsecx =y = — 22 1 = x=1 Vo —l
Y YIOVeS1 Ve -1 xve-l *
96. y = arctan Va2 — | + arcsecx = y’ = 1 R 1 = 2
Y YITA@ oD Ve o1 xvao1 Vol
1 , 1 1 1 2
97. y = arccotan - + arctanx —= y = ————— - —— + =
Y * Y 1+ L X2 1+ 1+
)
1 , 1 1 1 2
98. y = arctan + + arccotan x = y’ = - = =—-—=—
Y X Y 1+L 2 ¥ 1+x?
)
99. y = xarcsenx + V1 — x2 = y’ = arcsenx + X - X = arcsen X.

1-x2 V1-2x2
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100. y:ln(x2+4)—xarctan% =y = x22f4 - (arctang +Xx- 1_:%2 %)
=y = xzzjf 1 arctan% =3 ixxz =- arctan%

101. / \/9df_xz=arcsen%+c.

102. /ﬁ :/ \/1 ‘_Zx(zx)z = %arcsen2x+C.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

L_ 4.

dx 1
= t
/12+x2 vz Y
dx 1 dx 1 1 X
=1 =1, L grctan X 4 C.
/9+3x2 3/3+x2 373 R

dx dx 1 5]
= = —=arcsec —= + C.
/ x V2522 -2 / 5V6x2-2 V2 V2
_ x| = 1_ T
\/— = arcsen 2‘ = arcsen arcsen 0 = 6
Tf 3v2
2x 4

arcsen =

I 4x2/ NoEr
2 2

dt _1 [T a4 _1 B N
/08+2t2 —2/0 172 —4arctan2‘ 4(atrctanl arctan 0) = 16

dt dt 1 V3t
- - - tan Y3 4 C.
Y /4+3t2 /4+(«/§z)2 243 AT

¥ 2
2 dy ’ > n_T 7
49 _ arcsec|? = arcsec V2 —arcsec2 =2 - T = _ T
/_ ST 2] 4 37 12
/_‘3& dy arcsec [3y| g = arcsec \/i arcsec?2 = (Véase el anterior).
) S o, = - =
N -3 E

3dx §arcsen2(x— H+C.

dx
:3 =
V1-4(x—1y / VI-Ra-DP 2

o = % (arcsen % — arcsen O) =

oolx

dx _
/«/—x2 2x+3 /\/3 (22 +2x) /\/4 (x2+2x+1) /\/4—(x+1)2_

arcsen %1 +C.

dx _ 1 x—1
/x _2x+3 /(x —2x+1)+2 /2+(x—1)2_ o dretan =5+ C.

dx dx 1
= = yarctan(3x + 1) + C.
/9x +6x+2 /9x2+6x+1+1 /1+(3x+1)2 3 arctan(3x + 1)

/r

cos 0db T
= arctan(sen ¢ E
x 1 1+sen26 ( ) -z ~2
ln\f o In V3 In V3
dx _ e’ T _ _nT_T
/0 Lrex = /0 T+ (e @) dx = arctan e* . = arctan V3 — arctan 1 374

Sl
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119.

120.

121.

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.
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m. HaCiendO u =
1 d I
I=4/ “2—4arctanu =4
o l+u
ydy / 2ydy
VA 1- (yz)2
sec?0df  _ du
V1 —tan? 6 V1 —u?

In ¢ se obtiene:

arctan =

farcsenu+C = larcseny + C.

2

= arcsenu + C = arctan(tan ) + C.

dx

7= / earesenx gy C d
= on u = arcsen x — du = .
V1 — x2 VI - x2

Por el ejercicio anterior: /

/ dx _ / dx _
V-x2+4x-3 V(2 —4x +3)

Mdu — eLt + C — edl’CSCHX + C‘

2
(arcsen x) dx =

V1 - x2

= %(arcsen )3 +C.

arcsen(x —2) + C.

| |t e e

\/1—(x2 Ax +4) /\/1 x-22

v ) u _

A V3i-2u-2£ /| (i) 6 arcsen 7 6(arcsen 5 — arcsen0) = 7.
/ / dt :/l dt _

V3 - 2f-t2 L VA-@e—4ie ) )r A= 1p
1 2t 1| _ldy_x
5 arcsen =5 () = .

dy dy
/ 2+6y+10= (y+3)2+1=arctan(y+3)+c,
- y—1

/y2 2y+5 /(y—1)2 = arctan 3 + C.

’ 2

a7 ax o =r
/1x v+ 1 /(x—1)2 1 arctan(x 1)1
/4dx— L:arctan(x—3)‘4=arctan1_arctan(_l):

, 2—-6x+10 ), (x=3)7%+1 )
T _ ( _T
4 2"



10.

11.

12.

23.

24.

Tema No. 7

Ejercicios de calculo de areas y voliimenes Prof. Jorge Poltronieri

I. En los problemas siguientes describa las regiones acotadas por las curvas dadas, determine después su

drea.

.y=0,y=25-x% 13. x=3y*, x=12y—y>-5.
Ly=xty=4 14. y=x2, y=4(x-1)>
cy=aly=8-x. 15. x=y> =2y -2, x =4 +y—2y.

. x=0,x=16-y%
Y 16. y=x* y=32-x%
.xzyz,x=25.
17. y=x3, y =32 +/x.
Cx+y x=32-y%
18. y=x3,y=2x— x2.
.y:xz,y=2x. Y Y
y=x2x=y. 19.y=x2,y=‘3/)?.
y=xty=x. 20. y? =x,y% =2(x - 3).
y=2x%y="5x-3. 21, y=x3, y=2x + x* - 2x.
) —
x=4y", x+12y+5=0. 2. y=x,x+y=0,y=x+6.
y=x*y=34+5x—-x%
2 2
2—2+Z—2=1
- 2
242 p Ve
La elipse x—z + % = 1 aparece en la siguiente figura. Muestre que Py / S
a / / Mg

2

Y 1 es A = mab. Una agradable gener-

= = . S

2
el area de la elipse x—z +
a

alizacion de la formula del area del circulo!!

Determinar el 4rea de las siguientes regiones:

a)D = {(x,y) e R*/V3x2 <y < V4 - x2}.

87
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26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

49.

50.

51.

88 Ejercicios de cdlculo de dreas y volimenes Prof. Jorge Poltronieri

b)D={(x,y) e R?/0<x<1,x* <y<x}.
O)D={(xy)eR/0<x<y<ivi—x2}

d) El 4rea del dominio comtn al interior de la parabola y*> = 2x y el circulo x> + y* = 1.

II. En los problemas del 25 al 51, determine el volumen del sélido generado, al girar en torno del eje

indicado la region plana acotada por las curvas dadas.

y:xz,y:O,x:l;elejex. 37.y:1—x2,y:O;elejey.
y=4xy=0,x=4;eleje x. 38. y=6-x%,y=2;el eje x.

y = x>,y =4, x =0 (sélo el primer cua- 39. y=6-x%,y=2;elejey.

drante), el eje y. 40. y=1-x2,y = 0; larecta vertical x = 2.

y= %,y:O,x:O.],x: I; el eje x. 41. y=x—-x%y=0,0 < x < 1; la recta horizontal
y=senxen [0,7],y = 0; el eje x. y=-1.

y=9-x%y=0;eleje x. 42. y=4,x=0,y=x*eleje x.

y = x2, x = y*; el gje x. 43, y=4,x=0,y = x* elejey.
y:xz,y:4x;larectax:5. 44. x = 16—y2,x:0,y:O;elejex.
y=x%y=8-x¢elejex. 45. y=x>, x=y’;larectay = —2.

x=y*, x=y+6;elejey. 46. y=x*,y=8—-x*larectay = —1.
y=1-x%y=0;eleje x. 47. y=x*, x=y* larecta x = 3.
y=x-x%y=0,0<x<l;eleje x. 48. y= x>,y =8 —x*; larecta x = 4.

La region R que se muestra en la figura siguiente, estd acotada por las parabolas y> = x y y> = 2(x — 3).

Determine el volumen del sélido generando al girar R en torno al eje x.

Determine el volumen del elipsoide generado al girar en torno del eje x la regidn acotada por la elipse

2 P2
con ecuacion (g) + (5) =1,a,b>0.

Repita el problema 50, pero gire la region eliptica en torno del eje y.
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Soluciones de ejercicios del Tema No.7: Calculo de areas y volimenes
Prof. Jorge Poltronieri

I. En los problemas siguientes esquematice las regiones acotadas por las curvas dadas, determine después

su area.
1. y=0,y=25-x% 9. y=x%y=2x 16. y=x*y=32-x"
— 2 = _ _
2. y=x7,y=4 10. y=2x%,y=5x-3. 17. y=x3,y = 32x.
3. = 2, 28— 2. = 2 =
y=x7,y X 11. x=4y", x+12y+5=0. 18. y= 2,y = 2x— 2.
4. x=0,x=16-y 12. y=x2,y=3+5x— 22
l9.y=x2,yzw.
5. x=yx=25 13. x=3y%, x =12y —y* —5. i i
20. y* = x,y° =2(x - 3).
6. x+)% x=32-)" 14, y=22,y=4(x— D)%
— 3y =043 1442
7. y=22y=12x 15 x=y2—2y—2, 21, y=x",y=2x" + x~ - 2x.
8. y=x% x=y. x=4+y-2y% 2. y=x,x+y=0,y=x+6.
Solucién

1. y=0,y=25-x%

hy=25-2

Los puntos de interseccién de estas dos curvas se da en las solu-
ciones de la ecuacién 25 — x2 = 0, es decir x = 5. Por lo tanto, el

drea determinada por las curvas estd dada por:

5 5 5 3N\ (5
/(25—x2)dx=25/ dx—/ 2dx = <25x—)§>’ -
-5 -5 -5 -5

25 -c90- (- ) w25 10- 30 .

2. y=x%y=4.

Los puntos de interseccién de estas dos curvas estdn dados por la

solucién de la ecuacién x2 = 4, es decir x = +2.
Por lo tanto el 4rea determinada por estas curvas es

2 2 2 2 302
/(4—x2>dx=4/ dx—/ xzdx=4(x‘ )_<x‘ >=
-2 -2 -2 -2 312

3. y=x%,y=8-x%
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Los puntos de interseccién de las dos curvas estin dadas por la

solucién de la ecuacién 8 — x2 = x2, es decir x2 = 4, 0 sea x = +2.

Por tanto, el area determinada por estas dos curvas es:

2 2 2 2 7
/ [(8—x2)—x2]dx=/ (8 —2x%)dx =2 {4/ dx—/ xzdx] =2{4-4—13—6] =
) -2 -2 -2

2(8-2~3—16> _2-32 _ 64

3 3 3
4, x=0,x= 16—y2.
Los puntos de interseccién de las curvas estin dadas por la solucién de la ecuacién 16 — y? = 0, es decir

y = +4. Por tanto el 4rea de la regién determinada por estas dos curvas estd dada por:
Ay =16- x*

16

4 4 . -
/(16_y2)dy=16/ dy—/yzdy=16-8—(y3‘ ):27_
4 -4 -4 -4

4\ _py_2.20_27.3-27 _2'3-1) _ 28 _256
373 3 3 3 373

5. x:yz,x=25.
Los puntos de interseccion de estas dos curvas estdn dadas por la solucién de la ecuacién y> = 25, es

decir y = +£5.
x A x=y2

25
Por tanto el drea de la region determinada por estas dos curvas :

5 5 5
estd dada por / (25 - )y = 25 / dy - / Ydy = 25(10) -
=5 =5 -5
305 3 3 3 -533 -
<y3’ 5) _ 50 2:5 _5%.2.3-2.5 _ 2:5G-1 _

3 3 3

250-2 _ 500
3 3

6. x=y*, x=32-y%
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ALx=32-y7

Los puntos de interseccion de estas dos curvas estdn dadas por la
solucién de la ecuacién 32 — y> = y?, es decir y*> = 16 entonces

y =4

Por tanto, el 4rea de la regién determinada por estas dos curvas estd

dada por:

4 4 4 4 34 6

[32-y)—y1dy = | (32-2y%)dy=32 | dy-2 [ y’dy=32-(4+4)-2 y—’ =282
§4 . -4 -4 -4 314 3
28.3-2% _28.2 _ 512

3 3 3
.y =x%y=2x
. . . Ay=x
Los puntos de interseccién de estdn dadas por la ecuacién x* = 2x y=2x
lo que da x = 0, x = 2. Por tanto, el drea de la regién determinada 4 /

2
por estas dos curvas estd dada por / Qx - xPdx = 2 / xdx —
0 0
2 212 312
dgx=2 (X ) ( 2] ) =2.4-8-4_8_12-8_14
/()xdx-2<2‘0> (3‘()) 2.4 8481228 _4

Cy=x% x =y

Se ve claramente en la figura que la rama de la curva x = y* (o sea
y = +4/x) que nos interesa es y = +/x. Los puntos de interseccién de
estas dos curvas est4n dadas por la solucién de la ecuacién x> = /x.

Es decir x* = x, o equivalente x(x* — 1) = 0. Se tiene que x = 0

y x = 1. Por tanto el drea de la regién determinada por estas dos

curvas estd dada por:

1 1 1
/(\/)_c—xz)dx:/ \/}dx—/ Kdx = A4
0 0 0 3

y=xy=xh

Q=

Los puntos de interseccién de las dos curvas estdn dadas por la

ecuacién x*(x — 1) =0, asi x = 0 yx=1.

1
Por tanto, el 4rea de la regién determinada estd dada por / % -
0

31 41

1 1
x3)dx=/0 xzdxz/o X3dx:%‘o_%‘o= -1

12°

W=
=
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10. y=2x%,y=5x-3.

Los puntos de interseccién de las dos curvas estdn dadas por la
ecuacién 2x% = 5x — 3, es decir 2x2 — 5x +3 = 0.

En este caso, utilizando al férmula general, A = 25 — 4(2)(3) =

25— 24 = 1 por tanto x; = 511 _gzgyxzz%zl.

Por tanto, el drea de la region estd determinada por:

3 3 3 3 3
2 2 2 215
/(Sx—3—2x2)dx=5/ xdx—3/ dx -2 / dx = %2
1 1 1 1 1

S[Q_l}_SP_ }—Z[Q—q :5[5}—3 [%}—Z{Q} _25-3-3-12-38 _75-36-38 _

8 2 2 24 3 8 24 24 24

A
11. x=4y2,x+ 12y+5=0.

En este caso integramos con respecto a y y la segunda curva esta Xx=-12y-5
dada por x = —12y - 5. =4
Los puntos de interseccion estdn dados por las soluciones de la 236
ecuacion 4y? = —12y — 5, es decir 4y*> + 12y + 5 = 0. En este caso 77777777777
A = 122 — 4(4)(5) = 144 — 80 = 64; por tanto y; = %‘/6_4 - N\
12-8_ 20_. 5. _-12+V6d _ 1248 _ _4__1 3 N

g§ T8 2YRTT g TT® TTRTT2 ' NS

El drea de la region acotada por las dos curvas estd dada por:

¥ o
/5 (—12y—5—4y2)dy:—12/5 ydy—S/5 a’y—4/5 y2dy =
2 T2 2 2

12. y=x>,y=3+5x—x

Los puntos de interseccion de estas dos curvas dadas por la ecuacion
2 = 3+ 5x— x2, es decir 2x2 — 5x — 3 = 0. En este caso A =
25-4(2)(-3)=25-24=1.

Por tanto x; = % = —% y Xy = % = 3. Por tanto el area de

la regidn entre las dos curvas estd dada por:
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3 3 3 3 3
/[(3+5x—x2)—x2]dx=/(3+5x—2x2)dx=3/ dx+5/ xdx—Z/ xzdx=3<x

3 3 3
213 313
x° o (X _ 343

5(2 ) 2<3 —;)‘ 24

13. x=3y*, x =12y —y> - 5.

DI—

XA x=3y

x=-5+12y-x%

Los puntos de interseccion de las dos curvas estdn dados por la
ecuacién 3y = 12y —y> -5, es decir 4y> — 12y + 5 = 0. En este caso
A = 144 — 4(4)(5) = 144 — 80 = 64. Por tanto y; = 12=8 — % y

8
Yy = % = % = % El 4rea de la regién acotada por estas dos

curvas estd dada por:

S 3
2 2 2 2 2
, [(2y =y =5)=Gy)ldy = [, (12y =4y~ = 5)dy =

2 2

2,2 3,3 5
Y2 ) g 22 - 2) _ 25 1) _4(125 1\ _5(5_1)_
12 2‘;) 4(3‘;) 5@;)‘”(8 §)-4(5-31)5(G-3) =
3l _5.90-36_62 _19=06_02_16
12.3-4.31 5223662 _10=26-62-16,

14. y=x2, y=4(x - 1)

Los puntos de intersecciéon de las dos curvas estdn dadas por la
ecuacién x> = 4(x — 1), es decir x = +2(x — 1). Por un lado se
obtiene que x = 2x —2 y porotro x = —2x+ 2, porlotanto x = 2y

X=3.

3

Por otro lado el 4rea entre las dos curvas esta dada por:

2 2 2
/2 [x? — 4(x — 1)*]dx = /2 (x* —4x* +8x —d)dx = /2 (=3x% + 8x — 4)dx =
3 3 3

2 ) 2 2 x32 x22 2
—3/2 xdx+8/gxdx—4/g dx = -3 <3‘2>+8<2‘2)—4<x‘2> =
3 3 3 3 3

3

15. x=y* =2y =2, x =4 +y—2%



16.

17.
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Ax=y>-2y-2
x=4+y-2)°

Los puntos de interseccion de estas dos curvas estdn dados por la
ecuacién y2—2y—2 = 4+y-2y?, o equivalentemente 3y*>—3y—6 = 0;
es decir y> —y—2 = 0.Entonces (y + 1)(y—2) = 0,loqueday = -1

oy = 2. La figura se representa de la siguiente manera:

El 4rea determinada por la region entre las dos curvas estd dada por:

2 2 2 2
/[(—2y2+y+4)—(y2—2y—2)]dy=— /yzdy+3/ ydy+6/ dy =
- -1 -1 -1

1
32 2,2 2
-3 (3)3’_1)+3 ())2‘_1>+6 (y’_l) = ~@~(-1)+32-1)+602-(-1)) = -9+ 2418 = 1845 = 2T

y=xy=32-x%
Ly=o
§y=32—x4

32

Los puntos de interseccién de las dos curvas estdn dadas por la
ecuacién x* = 32 — x*, es decir x* = 72 = 16 o equivalentemente

x =2,

El drea de la region entre las dos curvas esta dada por:
2 2 2 2
/ [(32 — x*) — x*]dx = / (32 = 2xMdx = 32/ dx — 2/ xtdx =
-2 -2 -2 -2

2 512
X o 44 32 ana A _an(20=4\ _1r 16 _ 512
32<x’_2)—2<5‘_2>—324 4-32 =304 5)_32(75 )_32 6312

Estos puntos de interseccion de las grificas estan dados por la ecuacién x* = 32+/x, es decir que x% =
1024x. Equivalentemente se tiene que x(x> — 1024) = 0, entonces x = 0, x> = 1024, x = 4. El 4drea de la

region acotada por estas dos curvas estd dada por:

by=2+x

3

2
) 23002043 4 04 g u_ea(8o1) =645 _
<4‘0>_3234z L= s-e=04(8-1)= -

5
320
5
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y=x3y=2x-x°

Los puntos de interseccidn de estas dos curvas estan dadas por la
ecuacién x> = 2x — x%, es decir x(x> + x —2) = 0. Portanto x =0 y
x% + x — 2 = 0. Esta dltima ecuacién da (x — 1)(x + 2) = 0, entonces

x=1lyx=-2.

Por tanto, el drea determinada por las dos curvas esta dada por:

0 1
/ﬁM3—Qx—x5km+:/[Qx—x%—xﬁdxz
) 0

0 0 0 1 1 1
Xdx + X2dx -2 xdx + 2 xdx — X2dx — Xdx =
_ _ - 0 0 0
Xi‘o xj‘o _ 2‘0 2‘1 _ xj‘l (2N 2
(4-2+3-2 Y R 310 41o)
_ 8 _1_1_.,8_.5 _32+5_37
A3 rdtl-3 -4 =3 =T T
y=x%y= V2
Ly=V2
y =

Los puntos de interseccion de estas dos curvas estdn dados por la

., 3, . .
ecuacion x> = Va2, es decir x° = x?, equivalentemente x>(x* — 1) =

0, entonces x = 0y x = +1. La figura se presenta de la siguiente

manera:

El 4rea de la regidn acotada por estas dos curvas esta dada por:

! 12 ! Zap 1
(%’x2 - xV)dx = x3dx— | x*dx= Eh D ) S
-1 -1 - -1 314 /3

1 $+1
6 _2_18-10_ 8

5 37 15 T 15
yz :xsyz = 2(-x_3)

Aqui necesitamos expresar la ecuacion de la segunda curva de man-

o

era que x esté en términos de y:
1
2

Los puntos de interseccién de estas dos curvas estdn dados por la

YV =2x-3)=2x-6=2x=y"+6 > x= 2y’ +3.

ecuacién y> = %yz + 3, es decir y* = 6 y por tanto y = = V6. La

figura se representa de la siguiente manera:

El 4rea de la regidn acotada por estas dos curvas esta dada por:

V6 V6 V6 V6
[albrvsrar= [((Aran)ar=ct [ owes [[Car=
-6 -6 -Vo - Ve
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22.
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-6 -6 )

_%<Y;’%>+3<y‘% ) = <6;/_+6‘/_>+3(2\/6):—2«/6+6«/6:4«/6.

y=x3y=2x>+x*-2x
Los puntos de interseccidn de estas dos curvas estdn dadas por la

ecuacién x> = 2x3 + x2 — 2x, es decir x> + x2 = 2x = 0.

Equivalentemente x = 0y x> + x —2 = 0, entonces x = 0y (x +
2)(x—1) = 0. Portanto x = 0, x = =2, x = 1. Un estudio de la
funcién de la curva y = 2x°> + x% — 2x (por medio de su derivada)

permite ver su grafico.

El 4rea de la region acotada entre las dos curvas esta dada por:

0 1
/ [2x% + x> = 2x) — X*ldx + / [ = 2x% + x> = 2x)]dx =
-2 0

0 1
/ O3 + 2% - 2x)dx + / (-3 = x2 + 2x)dx =
-2

(51)+ (515) - (<) + (50) + (51 + (<L)

_16
&y

8 1_1,
+Srd-g-te1=10

y=xx+y=0,y=x+6.

La figura se presenta de la siguiente manera:

Célculos simples muestran que el punto de intersecciénde y = x+6
yy = x° estd dado por x = 2 y el punto de interseccién de y = x + 6,

y=-xesx=-3.

Se ve claramente que el drea de la region acotada por estas tres cur-

vas estd dada por:

Ly=20+x -2
e

0 2 0 2
/[(x+6)—(—x)]dx+/ [x+6—x3]dx=/ (2x+6)dx+/ (x+6-x)dx =
-3 0

) 0 22 %4
xz‘ +6x‘ +x—‘ +6x‘ -L’ - 911842+ 12-4=19.
-3 -3 2o o 4lo
La ehpse = % = | aparece en la siguiente figura. Muestre que el drea de la regidn acotada es A = nmab,

una agradable generalizacion de la formula del area del circulo.

Prof. Jorge Poltronieri
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2 > 2
Solucién Aqui se tiene que y = +b4/1 — % (suponemos que a, ;% + ZT =1
2
) = _ X
b>0). b y=by/l 2
2 ~ N
Sea A el drea determinada por la curvay = b /1 — % y el eje / T/‘a
y = 0, entonces el drea A acotada por la elipse es 2A; y se tiene que: J/
~—

a 2 a a
A1=/b1/1—x—2dx=b/ ‘Vaz—xz'%dng/ Va? — x2dx.
—a a —a —a

a

Debemos calcular / Va? — x*dx, esto lo hacemos por medio del cambio de variable x = acosé.
—a

Cuando x = —a, se tiene que cosd = —1 y esto es § = n. Cuando x = a se tiene que cosf = 1y

esto es # = 0. Se sabe que dx = —a sen 6d6.

a 0 0
Por tanto / Va? — x2dx = / Va? — a? cos? 0(—a sen 6d0) = —a/ aV1 —cos?6-senfdf =
—a s s
0 n n b
—a/ sen’® 6d6 = a2/ sen’® 8d6, entonces A| = g ~a2/ sen’ do = ba/ sen’ 0d0.
0 0 0
" s
Para calcular / sen” 6d6, usamos la igualdad bien conocida en trigonometria:
0

20 _ 1—cosa

2 2 2

/ sen29d9=% {/ d&—/ cosZHdQ} = [n—/ cos20d9}.
0 0 0 0

T
Para calcular / cos 26d6, hacemos un nuevo cambio de variable ¢ = 26, dp = 2d6 y cuando 6 = O,
0

1 —cos?20

sen ,Ya € R, entonces sen? 0 = y por tanto

=

¢=0y0=m,¢=2m

v 2r 2r
/ _ A _1 _1 V21 sen0) = L(0-0) =
A51,/O c0s 26d6 = /0 cos ¢ > = 2/0 cos ¢pdop = o senq)‘o = 2(sen27r sen0) = 2(0 0)=0.
T
Resumiendo tenemos que / sen’ 0d = %7‘1’, porloque A; = % y finalmente que A = mab.
0

Determinar el drea de las siguientes regiones:

) D = {(xy) € R?/ V3x’ <y < V4 -2},

b)D={(x,y) eR?/0<x<1,x* <y<uxh
O)D={(x)y)eR/0<x<y<iva—x2}

d) El 4rea del dominio comdn al interior de la pardbola y*> = 2x y el circulo x> + y* = 1.

Solucion
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a) La curva y = V3x? interseca a la curva y = V4 — 12
V3l = VA-x2 = 3x* +x2 -4 =0. Seay = x%, 3y* +

y—4=0,A=1-403)-4) = 49ie. y = —%,peroy:

x%2 = 1 (se elimina la solucién negativa) = x = +1. Asf, A =

1
/ (V4= x2 = \V3x¥)dx =
-1

1
2(3 V4 - x> + 2arcsen % - V3 ’ =
2 2 3 0

2(?+2arcsen%—g) = 2{+73

b) Las curvas y = x, y = x” se intersecan en x = Oy x = 1. El

1 1
areaesAz/(x—x2)dx=(%x—§x3)‘ S
0 0

5"

W=

¢) Las curvas se intersecan en las soluciones de la ecuacién x =
Vd-X =4’ =4-¥ = x = i%,perox> 0y se

elimina la solucién negativa.

2
El drea es A =/\/§(% V4 - x2 - x)dx =
0

2
L X\aI_ 2 Xy_1.2|V5 1oL fa_ 4 dy_2_ 1
2(2 4 x+2arcsen2) X ’0 —2(\/5 4 5+2arcsen\6) $ = arcsen

d) Los puntos de interseccién se determinan sustituyendo

2

y* = 2x en la ecuacién x?

2 4+ 2x —

+ y2 = 1, es decir x
1 =0, conx >0 = x = V2 — 1. De esta forma
V2-1 V2-1

1
2 V2xdx + 2/ V1 - x2dx = 4;&x% . +
-1

0
I
2(% V1 -2 + %arcsenx)’ G

12- V)V V2-1-arcsen(V2 - 1)+ Z.

A

y= Vil y= ViTE

%.

P2+yr =1,y =2x
A

RS

II. En los problemas del 25 al 51, determine el volumen del sélido generado, al girar en torno del eje

indicado la region plana acotada por las curvas dadas.

y=x%,y=0,x=1;eleje x.

En este caso se sabe que el volumen de dicho sélido es:
511

1 1
V=n| &Pdx=n| x*dx=n%| =Z.
0 0 5 0 5
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26. y= vx,y=0,x =4; el eje x.

Este caso es como el ejercicio anterior, es decir:

4 4 214
V:n/(\/})zdxzﬂ/ xdx =n%| =8
0 0 2o

27. y=x%,y =4, x = 0 (sélo el primer cuadrante), el eje y.

En este caso se sabe que el volumen de dicho sélido estd dado

por la férmula:
2 2 412 24
V=2r x(x¥)dx =21 Xdx =2 | =215 =21-4 =
0 o 4 1o 4

8m. (Compare con el ejercicio anterior).

,y=0,x=0.1, x = 1; el eje x.

==

28. y=

Se tiene que el volumen de dicho sélido es:

ver [ )0 /1 d /l gy = g2 2L
=r X)-dx =1 = =7 X “dx=nm =
0.1 01 ¥ 0.1 =2+ Lloa

1
—n%‘m = 7(—1+ 10) = 9.

29. y=senxen [0,7], y = 0; el eje x.
El volumen V de este s6lido estd dado por:

V= n/ (sen x)%dx = 7r/ sen® xdx =
0 0

U - -
ﬂ'/ l(1—0032)c)dx= E/ dx—/ cos 2xdx
0 2 2/, 0 3

1 d ot 18enO)" a2 1oy
o 2/0 cos(2x)dx = I T N 2(0 0) =

0

30. y=9-x2,y=0;el gje x.

99
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Las soluciones de 9 — x2 = 0 son x = +3. Por tanto el volumen

del sélido es:
3

3 3
V=7r/ (9—x2)2dx=7r/ (81—18x2+x4)dx=n[/ 81dx—
-3 -3

3 3 -3
18/ x2dx+/ x4dx} =
-3 -3
3 313 513
alsi(e]) - s(5 )+ (510)] =

3 5 5
n[81-6—18 (233) " (235)] =n[486—34-22+2'53 ] = [486-5-324.-5.+486] _

x [2430 - 1220 + 486} _ 12596”'

31. y=x%, x=y*eleje x.

El volumen de este s6lido estd dado por la férmula:

1 1
V= ﬂ/ (VxX)? = (62))dx = n/ (x = xMdx =
0 0

1

32. y=x%,y=4x;larectax = 5.

Lo que hay que hacer en este caso es trasladar las curvas y = x?

yy=4x,alascurvasy = (x — 5)* y y = 4(x — 5) de manera que

la recta x = 5 se pueda pensar como el eje y. La nueva figura se

presenta de la siguiente manera: )
Luego de estos cambios tenemos que el volumen del sélido es:

9
V=2n / x[(4(x = 5))? — ((x - 5)%)21dx.
5

Haciendo el cambio de variable z = x — 5, se tiene que x = 7+ 5, dx = dz y cuando x = 5, z = 0; cuando

x =9, z =4, entonces:

4 4
V= 27r/ (z+ 5)[(42)* = (z2)?1dz = 271'/ (z+5)(1622 — 2dz =
0 0
4 4 6 (4 34 4
27r/(1623—z5+8012—524)dz=27r - &8 H-@) )| =
0 0 6 lo 3o 0

o [45 - 203& + 51% - 45} = 27(1024) = 20487
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33. y=x%*,y=8-x%eleje x.
Las curvas y = x* y y = 8 — x? se intersecan en los puntos dados
por la solucién 8 — x% = x%, es decir x* = 4, x = +2, entonces el

volumen del sélido en cuestion es:

2
V= n/ [(8 = x2)? — (x})?]dx =

2

2 2
ﬂ/ (64 — 16x% + x* — xMdx = 7r/ (64 — 16x%)dx =
-2 -2

7r [64 <x‘2 > ~16 (JC;F )] = (256 - 256/3) = 212n.
-2 =)

34. x=y*, x=y+6;¢elejey.
En este problema lo mds simple es pensar en el eje y como x;

puesto que las curvas estdn dadas por funciones del tipo x =
g(y). Los limites de integracion estdn dados por las soluciones

dey’ =y+6,esdeciry’ —y—-6=(-3)(y+2)=0=y=3,

y=-2
El volumen del sélido en cuestion es:

3 3
Von / [+ 6 — 5?1y = / (6% + 12y + 36) — y¥1dy =
) 2

ﬂ[(y;‘:) + 12(%2‘:) +36(y‘i2) - (ys—s‘:)} =aO+546-9-6-4+180-55)=

500z
3

35. y=1-x%,y =0;el gje x.
Las intersecciones con el eje x estan dadas por 1 — x*> = 0, es

decir x = +1. El volumen del sélido es:

1 1
V=7r/ (l—xz)zdxzﬂ/ (1 =2x* + xHdx =
-1 -1

[(])-2(51) + (51,)] -

al(L+ 1) = 2(1/3+1/3) +(1/5+ 1/5)] = %'

36. y=x—x2,y=0,05x§ 1; el eje x.
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El volumen de dicho sélido esta dado por:

1 1
V= ﬂ/ (x — x*)2dx = ﬂ'/ (x? = 2x% + xHdx =
0 0

| () -2 (1)« ($1)] == -3+

y=1-x%y=0;elejey.

La curva de la figura estd dada por x> = 1 —y, es decir //’\

x = =1 —yparay € [0,1]. Basta considerar solamente

R

W |—

Xx = ++/1 — y para obtener todo el sélido. El volumen del sélido

€s:

1 1 1 21
V:n/ (\/_l—y)zdyzn/ (l—y)dyzn'[(y‘ ) —<y2‘ )] =n(l-1/2)=12.
0 0 0 0

En este célculo se estd pensando el eje y como el eje x y aplicando la respectiva férmula. También se

puede calcular el volumen mediante:

V:Zn/ol x( —xz)dx=27r/01(x—x3)dx=271[();2‘(1) - (%4’;)} =oa(l-1)=17.

y=6-x%y=2elejex.

Los limites de integracién estan dados por la ecuacién 6 — x> = 2, es

decir x = £2. El volumen del solido es:

2 2
V= ﬂ/ [(6 —x»)? - (2)*]dx = 77/ [(36 — 12x% + x*) — 4]dx =
-2 -2

n/z(32 — 1222 + M = n{32 (x’:) - 12(%3‘:) N (%‘:ﬂ _

n[32(4) — 4(8 + 8) + (32/5 +32/5)] = %_

y=6-x%y=2elejey.
El volumen de este solido es:

2 2
V= 27r/ x(6 — x¥)dx = 277/ (6x — x)dx =
0 0

2 412
2 {(3;&‘ ) - (ﬁ) )} = 27(12 — 4) = 16
0 0

y=1- 2, y = 0; la recta vertical x = 2.

En este caso lo que hay que hacer es trasladar la figura de manera

que la recta vertical x = 2, sea el eje y. s



Ejercicios de MA-1001  Calculo I 103

Considere entonces la curva y = 1 — (x + 2)? que es la misma que y = 1 — x? pero trasladada a —2. El

volumen del sdlido es:

-1
V=27r/ x[l—(x+2)2]dx=27r/

3 -3
@+ 4x)dx = —2n[%(1 —9)+ %(1 —81)+ %(—1 +27)] =

-1 -1 -1
x(1-x*>—4x—4)dx = 277/ (-3x—x>—4x*)dx = —277/ Bx+
-3 -3

(=12 =20 + 13&) = %n.

41. y=x-x>,y=0,0 < x < 1; larecta horizontal y = —1.

En este ejercicio, lo que hay que hacer es trasladar la recta y =
—1, hacia el eje x, por tanto hay que trasladar las curvas y = x—x°
y y = 0 de una unidad. Considerar el sélido generado, al girar

el eje x la region entre las curvas y = x — x> + 1y y = 1, para

x € [0, 1]. El volumen de dicho sélido esta dado por:
1 1
V=7T/ [(x=x>+1)% - lz]dxzﬂ/ [(x-x) +2(x-x)+1-1ldx =
0 0

L 2% + x84 25 — 2V = SN2 (s x’ ! AN 2
n/o(x—x+x+x—x)x—7r §‘0 -5 x‘0+7+x‘0—z‘0 =

12,1 1y _ 121
(3 =5+5+1-3)= 357

42. y=4,x=0,y=x" eleje x.

El volumen de dicho sélido esta dado por:

2 2
V= ﬂ/ [42 — (x*)?)dx = 7r/ (16 — xMdx =
0 0

() - ()] =z 9= 1380

43. y=4,x=0,y = x* el eje y.

La figura de este ejercicio es la misma que la precedente, salvo

que se gira en torno al eje y. El volumen es:

2 2 a2
V= 27r/ x(x?)dx = 27r/ Xdx = ZH(XZ‘ ) = 8.
0 0 0

44, x=16-y>,x =0,y = 0; el eje x.



45.

46.

47.
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pr=10y

El volumenes V =7 16( V16 — x)%dx =
0
7r 016(16 — X)dx = ﬂ[l6(x‘;6) - (%2‘;6)} = 1287,

y=x*,x=y*larectay = -2.

En este caso hay que trasladar la recta horizontal y = -2 al eje x
y de la misma forma las curvas y = x2 y y* = x (y = = +/x). Por

lo tanto, el volumen (que es invariante bajo traslacién) estd dado

por:
1 1

V=7r/ [(\/}+2)2—(x2+2)2]dx=n/ [(x+4x+4)—(*+4x% +4))dx =
0 0

| 21 1 51 31
— 2 =
n/o (x+4x—x*-4xPdx=n [()62’() +4 <3x3/2‘0) - (?’o) -4 (g‘())] B

_49

. Ay=xy=8-2

y=x*y=8—-x*larectay = —1.

Los limites de integracién estdn dados por la solucién de la

ecuacién x2 = 8 — x%, esdecir x2 = 4, x + 2.

Trasladando la recta y = —1 al eje x y las curvas y = 8 — x> y

y=x*ay=8-x>+1=9-x>yy=1+x? respectivamente, se

tiene que el volumen de sélido es:

2 2
V=7T/ [(9-x2)2-(1 +x2)2]dx:7r/ [(81 — 18x% + x*) — (1 +2x% + xH)]dx =
-2 -2

n/_z(so —20x2)dx = n[so(x’:) - 20(%3’1)} = 640,

y=x? x=y*larectax = 3.

En este caso hay que trasladar la recta x = 3 al eje y. Considere
entonces las curvas y = (x + 3)> y x = Vx + 3. El volumen del

solido estd dado por:




48.

49.

50.

51.
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2 81 81\ _ 17x
—27r[§(—4)—4+16—18+Z—54+7) = lx.

y=x?y=8—x*larectax = 4.

Trasladamos la recta vertical x = 4 al eje y y las curvas y = 8—x2,

y=x?>conx€[-2,2],alascurvasy = 8 — (x —4)%, y = (x — 4)?

con x € [2,6]. El volumen del sélido es:
6

6
V=2n / X[(8 = (x = 4)2) = ((x — 4?)]dx = 21 / x[8 = 2(x — 4)*]dx =
2 2

6 6
27r/ x[8 —2(x* — 8x + 16)]dx = 277/ x(=2x% + 16x — 24)dx =
2 2

6 416 316 6
27r/(—2x3+16x2—24x)dx=27r 27 416 x—’ “12 x2‘ -
2 4 12 312 2

2n[(—684 + 8) + 16(72 = 8/3) — 12(36 — 4)] = 27(128 — 128/3) = %ﬂ.

La regién R que se muestra en la figura siguiente, est4 acotada por las pardbolas y> = xy y* = 2(x — 3).

Determine el volumen del sélido generando al girar R en torno al eje x.
Solucion Los limites de integracién estdn dados por 0 y por la

solucion de x = 2(x — 3), es decir x = 2x — 6, x = 6. El volumen Ay =xy?=2(-3)

de dicho sélido esta dado por:

6
Venr / [(VE — (VZE 7 3)dx =
0

6 6
n/ (x—2(x—3))dx=71/ (6 —x)dx =
0 0

6 216 y
n[6 (x’ ) - (’62‘ )] = 7(36 — 18) = 187
0 0

Determine el volumen del elipsoide generado al girar en torno del eje x la regién acotada por la elipse

2 N2
con ecuacion (%) + (5) =1,a,b>0.

Solucion En este caso debemos conocer y en funcidn de x; es

decir (%)2 =1- (g)z,y = xby[1- (g)z.

Por lo tanto el volumen del elipsoide es:

v =n/_: [by/1- (g)zrdxznbz [:[1 - (g)z]dx:ﬂbz[(x

ab? (Za - %) = nb? (Za - 23—a) = 4?”17261.

-6
—-a 3&2

Repita el problema 50, pero gire la region eliptica en torno del eje y.
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a I 2
Solucion En este caso V| = 271/ x-by/1- (g) dx, es el
0

volumen del medio elipsoide generado por la parte positiva de la

2
curvay = b/ 1 - (%) . El volumen del elipsoide completo

€s:
V=2V, =4n/0ax.b,/1 - (g)2dx=47rb/oax,/1 - (g)zdx.

2
Hacemos el siguiente cambio de variable para calcular la dltima integral. Sea u = 1 — X—Z, entonces
a

2
du = _ZZCZZX y xdx = _azdu

0 ) 1 1
v=47rb/1 \/ﬁ<‘“2d“> =2nba2/0 Viudu = 2rba’ (1“2

’ 1
5+ 1o
Note que los elipsoides obtenidos en este ejercicio y en el anterior no son los mismos, a menos que a = b.

.Cuando x =0, u = 1ycuando x = a, u = 0. Asi:

+1

> = 27rba2% = 4?ﬂbaz.
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Ejercicios de Integrales: I Parte Prof. Jorge Poltronieri

1 Integral definida

. Determinar el 4rea limitada por la curvay = x* y las rectas x =0, y = 0, x = a.

a
Calcular por sumas de Riemann / xdx.
1

1

Hallar el drea limitada por la hipérbolay = 5 y lasrectas x = a, x = b, y = 0.

X
Determinar / sentdt.
0

2 Calculo de integrales definidas

b
- [ dx inar 41 dl
Seal = /a In %’ 1 < a < b, determinar da’ db’
Determinar las derivadas de las siguientes funciones:
X 0
a)F(x)z/ Intdt b)F(x):/ V1 +dt
1 E X G
¢) F(x) = / e dt d) F(x) = ﬁ cos()dt, x > 0.

X

X
. Determinar los extremos de la funcién f(x) = / %ntdt, cuando x > 0.
0

. Calcular las siguientes integrales:

NN

-3 4
dx dx 2
—_ b - d
a)/o V25 + 3x )/3 2=3x+2 C)/76r sect xdx
1 2 z
y dy 4
d) / — e) / tg xdx
/1,0 b
0 y +4 vy
1 1
a) Verificar que / X'(1 = x)"dx = / xX"(1 — x)"dx.
0 0

X
b) Sea g(x) = / sen” tdt, n € N, pruebe que ng,(x) = (n — 1)g,_2(x) — sen" ! xcosx, sin > 1.
0

Calcular las siguientes integrales usando las sustituciones indicadas:

107
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12.

13.

14.

15.

108 Ejercicios de Integrales: I Parte Prof. Jorge Poltronieri

3 1
a)/ Vx+1ldx,x=2t-1 b)/l X 2,x:sent
) 1
2
4 b8
3 4
c) / dx , X =tant d) / f(x)dx, x = arctgt.
% VaZ + 1 0
Calcular las siguientes integrales:
29 (x— 2) 1n2
)/ 1+\/_ b)/ ——=——dx c) Ve* — ldx
3 (x- 2)3 +3 0
1
V1 — x2
d)/ 3+ZCost e)/ 1+a sen? x ﬂ/‘f x? d
In5 3
h) / eve—1, D) / —_dx
e'+3 1 xVx2+5x+1

Demostrar que si f es par, /a f(x)dx =2 /0 f(x)dxy si f es impar /a fx)dx=0
Calcular el drea en la regién_i(;dicada: 0 B

a) por la pardbola y = 4x — x? y ele eje de las abscisas
b)porlacurvay=1Inx,elejexylarectay=e

c)porlacurvay = x(x — 1)(x —2) yel eje x

d) por la curva (Agnesi) y = % y el eje de las abscisas

e) por la pardbolas y = 3x yy=4-
1

f) porlacurvay = T %

g)porlascurvasy:e ,y=e“ylarectax =1

2/3 L (203 203

h) por el astroide x~/° +y
i) por la catenaria y = ach %, elejeyylarectay = za—e(e2 +1)
j) por la curva a*y? = x*a* - x?).

Determinar el drea en la regién indicada:

a) comprendida entre la hipérbola equildtera x> — y> = 9, el eje x y larecta x = 5
3

b) limitada por el cisoide y* = 2ax; ~ ¥ suasintota x = 2a, (a > 0)
N2
¢) comprendida entre el esferoide ¥ = x(zxai_a) y su asintota (a > 0)

d) limitada por la circunferencia x> + y> = 8 y la paribola y* = 2x.

Calcular las siguientes integrales:

3
a)/ e\/x+ldx b)/ sen x ___semx = gy
0 1 +cosx + tan® x
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1
c) / e~ ¥ cos(2mx)dx
0
1 3
e
e) / e ldx
_senx
g) / 1+ senx
) 7)5
Vx4 - x)
cos x
k)/ cosx+senxdx
27 %/_
m) / xidx
O)/ COS xd
z sen* x
x Inx
D / o+ )

1—x
s)/O x,/l_'_xdx

s
u) x2 dx
0 COS“Xx

3
w) / N+l
2

1
y) / 2(arcsenx)za’x
0

2
a’) / In® xdx

C)/ x +x X4+x+x,,

X+l

B —x%)
)/ (1+x2)3dx
o u
1 1+ V2x— X2

i) / arctan xdx

__cosx

k)/ 1+23enx
m’ / tan xd
cos? x

)/ logx
(1+x)2

} dx

0 \/x+1(\/x+1+1)

f)/ (x* +1)3

h)/ sen® x cos 2xdx

])/ \/zx—
x* —3x

) l—x
o (I+ 2)2
n) / cos> x sen xdx
2+x+l
p)/ G-l ™
r)/ 20hx+shx+1
dx
t)/ - 17
)/ tan x _ftanx 4,
1 + tan? x
X)/ (x* + 1) In xdx
z)/ sen’ x cos x XCOSX 7,
1 +sen®x
0 x +1
1
, X
d)/o GrE ™
2
N 2
f,)/ I;X dx
1 X
) chx
h)/ e* +1d
j’)/zxzsenzxdx
)/ tanx
1 + sen? x

n’) / sen(log x)dx
1

1
2
4 xidx
p)/o Va2 —x+1

109
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1 1
s dx s +/+3 x4d
D)y Grovae r)/o o
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Soluciones de ejercicios del Tema No.8: Integrales I Parte

Prof. Jorge Poltronieri

1 Integral definida

. Determinar el 4rea limitada por la curva y = x? y las rectas x = 0,y = 0, x = a.

L f) =2
Solucién Dividiendo el intervalo [0, a] en n partes iguales de lon- )

a
gitud %, tenemos xyg = 0, x; = %,...,xk = %a,...,xn = a.

Definiendo f(x) = x?, la suma de Riemann Y f(xu)(xkr1 — X)) =

(71a)°

»
=
:\»
SIQ
IS}

%i 3w_ (1+1)(2+
1

6
ca’, cuando n — oo.

3=
SN—

. Calcular por sumas de Riemann / xdx.
1

Solucién Seaxo = 1,x, = 1+ A@—-1),....x =1+ K@-1),

... %, = ay sea f(x) = x°, entonces:
5 st —ni = 35 (1 + k- 0)' 5 =

n 2 3 _
> (1 +3%(a— 1)+3k—2(a— 1?2 + ’%(a— 1)3)7“”1 =

=~
—_

>~

n’ n*
a-1)+ (an—2 1)? n(n2+ 1) + 3(an—3 1)3 (n—- 1)n6(2n - 1) + (a ;41)4 (n(nz— 1))2

(@a-D+3a-1D*+@-1°+1@-D*=

a-1+3a>-3a+3+a>-3d>+3a— 1+ (@* -4a’ +6a> —4a+ 1) = }a* - .

. Hallar el area limitada por la hipérbola y = % ylasrectas x =a, x =b,y = 0.

Solucién Dividamos el segmento ab en partes tales que los puntos A f =1
X;, forman una progresién geométrica. Sea xg = a, x| = a(g);,

2 k
xgza(g);,...,xkza(g);,. —byseaf(x)—ﬁ entonces:
n n k k=1
2 = X)) = ) r(a (g)" - a(g) ) =
k=1 k=1 Q);
n k= % 1 é
= —Lea(y) T (B -0 = (-(5)) -
a(l): =

1

11— (b -y
n(l—(g) n)=(la)—>lnb,yaque gx—ﬂnﬁ,six—)O.
n
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X
4. Determinar / sentdt.
0

Solucién Para el célculo de la integral usemos la férmula:

sena + sen(2@) + - - - + sen(na) = % [cos(3a) — cos((n + 1)a)].
2sen(;a)
Si partimos el intervalo [0, x] en n partes iguales tenemos x; = %x, k=0,...,n.
PR kyx_ x 1 X 1\ X
Asi, > sen (yx) 5z = x————=|cos (=) —cos ((n+5)z)| =
S kZ::l (7%) 7 HZSen(ﬁ)[ S(zn) ((n+3)7)]
X
2 1
ﬁ [ cos (ﬁ) —cos ((1+ ﬂ)x)] —s 1 —cosx.
2n
2 Calculo de integrales definidas
_ dx dl dI
5. Seal = /a nx 1 < a < b, determinar da’ db
¥ 5 Ldl_ 1 dl L
Soluciéon Usando el teorema fundamental del célculo tenemos que: da = 2V db = b
6. Determinar las derivadas de las siguientes funciones:
X 0
a)F(x):/ Intdt b)F(x):/ V1 + Adt
1 X
x? R Vx
c) F(x) = / e dt d) F(x) = ﬁ cos(?)dt, x > 0.

X

Solucién Aplicando el teorema fundamental del calculo tenemos:
a) F/(x) = Inx.
b) F/(x) = — V1 + x*.

@Fm:uwﬁwﬂ

, 1 1
d) F'(x cosx+—cos—
VP = 5
X
7. Determinar los extremos de la funcién f(x) = / %ntdt, cuando x > 0.
0
Solucién Se tiene que f7(x) = S8 = 0 < x = n7r, n € N*.

8. Calcular las siguientes integrales:
-3 4 bis
dx dx 4 a2
—_— b - d
a)/o 55+ 50 )/3 Z_3r12 C)/E sec? xdx

6
1 2 x
y-dy 4
®/4447 @/txw
0o V)Y +4 _%g

Solucion
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34-5=-

Wi

-3 16 16
a) Sea v = 25 + 3x, dv = 3dx, entonces/ ﬁ = %/ % = %W‘zs

x=2
x—1

4
b) Se tiene que x* —3x +2 = (x — 3)* — entonces/ oo )2 —1n| |’3:1n%—ln%=ln%.
Ky !

Y

1
¢) Tenemos que / sec? xdx = tan x
s

6
d) Sea y? = x, 3y*dy = dx, entonces

1 1
y*dy _l dx  _ 1 > _1 1+ V5
5 AR LSRG 4| = dm e,

e) Se tiene que / tgxdx = In|cos xl‘ =0.

_ 1
=1-1.

EXNE

1 1
9. a) Verificar que / X'(1 = x)"dx = / xX"(1 — x)"dx.
0 0

b) Sea g(x) = / sen” tdt, n € N, pruebe que ng,(x) = (n — 1)g,—2(x) — sen” ! xcosx, sin> 1.
0
Solucion
a)Seau=1-x,x=1-u,dx =—duy tenemos que:

1 1 1 1
/ X'(1 = x)"dx = —/ (1 -w'u"du = / u™(1 —u)'du = / xX™(1 — x)"dx.
0 0 0 0

b) Sea u = sen""' 1, du = sentdt, du = (n — 1) sen"2 tdt, u = — cos t, entonces:

X X
gn(x) = —sen™! tcost/ + / (n— 1) sen" 2 tcos? tdt =
0 0

X X
—sen" ! xcosx + (n — 1)/ sen"2tdt — (n — 1)/ sen tdt =
0 0

n—1

—sen""" xcos x + (n—)gu-2(x) — (n — 1)g,(x) =

ngn(x) = (n — 1)gu_2(x) — sen™ ! xcos x.

10. Calcular las siguientes integrales usando las sustituciones indicadas:

3

a) Vx+1dx,x=2t-1 b) , X =sent
/1 % \/l—xz

4 n
)/3 dx tant d)/zf()d tet
[ , X =tan X)dx, x = arctg t.

% Vaz + 1 0 5
Solucion
3 2 3,2
a)Seax:Zt—l,x+1=2t,dx=2dt,ent0nces/ \/x+1dx=/ V212dt = 22212 | = 42025 1) =
[T

164 1 1
3 3

1
b) Sea x = sent, dx = cos tdt, entonces [ = /1

dx = Edt:E_E:E
Vi-e Jo G727
6
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arctan % 2 t %
¢) Sea x = tant, dx = sec’ tdt, entonces I = / 3 S:ecct dt =lIn|sect +tans|| =1In %
arctan Z 4
d) Sea x = arctgt, dx = d ol por lo que / f(x)dx = / f(arctg ) ——=—=dt.
11. Calcular las siguientes mtegrales.
29 2 In2
a)/ o \/- b)/ (x— 2)3 S 2 S ) Ver — Tdx
3 (x- 2)3 +3 0

1
V1 -2
d)/ 3+ZCOS[ )/ l+a sen® x f)/\f x? dx

(—x2 ] /1n5 /— ) /3 dx
—=———dx h dx i —_—
g)/l * ) 0 e+3 ) 1 x Va2 +5x+1
Soluciéon
4 2 2
a) Sea x = 12, dx = 2tdt, entonces / dx__ _ 2rdt _ / (2 - L)d; =
o 1+vx  J, 1+t J, r+1

2t — In(t + 1))‘2 — 22 ~1n3).

29 2 344
b) Sea x — 2 = Z3, dx = 3z%dz, entonces / %dx = / % =
3 (x=2)3 +3 !
3

3
9
3/] (z2—3+Z2 3)dz = (z3—9z+9\/§arctan%)’1 =27 -27 +

=8+9V3(5-%)=8+32V3n.

9+3arctan V3 —1+9 \/§arctan

V3
c) Sea e — 1 = 72, entonces e*dx = 2zdz, dx = lzidé, entonces:
z
In2 1 22 1 q |
Ver —Tdx = -2/ (1- = (7 — arct ’:21—5.
/0 e dx /01+Z2dz /0( 1_’_Zz)dz (z arcanz)o a-5
ol 1= _ 2dz . .
d) Seaz =tgt,cost = 1+Z2,dt— 1+Z2,conlocual se tiene que:
2dz
" dt T 1+ /oo 2dz 2 ‘ 2 m_ 7w
= = = arctan = ==,
/0 3+ 2cost /0 3+2i_zz o 245 V5 \/— V52 -5
+Z

e)Seat =tgx,dx = dtz,senzx:%,entonces/ glx 5 :/ 1"'22 :/ ‘21’ 5 =
1+¢ 1+¢ o 1+a*sen“x 0 a’t o L+ + 1)

1 « n
arctan( Va? + 1 t)‘ = —2—
Va? + 1 0 2Va*+1

f) Sea x = seny, dx = cos ydy, entonces:

L z
/f 7“2xdx:  cos’y /(csc x—1)dx = (—ctgx — x)’
Boox

2

z seny

AN IN
S}

1

g) Sea x = secy, Vx2 — 1 = tany, dx = sec y tan ydy, entonces:
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2 J2 : z
/ xfldx = / tan® ydy = / (sec’*y — 1)dy = (tany —
1 0 0

iy

3 — \/g_ 73l
0
h)Seae* — 1 =272 edx=2zdz, e +3=27>+4, por lo que tenemos:

s e . 2., 2
Ver—1le d-x:/ ZZdzzz/ (1—ﬁ)dz:Z(z—Zarctan%z)=4—ﬂ.
0

0 e'+3 0 Z+4

y)

1) Consideremos y = % dx = — )% dy, entonces:

dy
_ dy dy

3 3 - 1 1
[t ptyn S wtsm | s
1 xVx2+5x+1 1 )1)\/12+§)+1 L \/y2+5y+1 ! (y+%)2—%
y

1+3+V7 1 +2V7

1
:1]’1 =
1 1,5 1.5 9

In(y+ 3+ )2 +5y+ 1)

12. Demostrar que si f es par, / ’ f(x)dx =2 /0 ’ f(x)dxy si f es impar / ’ f(x)dx = 0.
Solucién En efecto, / ’ f(x)dx = / " Ff(x)dx + /O ’ f(x)dx. Ademds:
—Si f es par (f(x) = f(—x)), entonces si v = —x, / ' f(x)dx = / ’ F(=v)(=dv) =
/O fW)(=dv) = /Oa f)dv, o sea [a f(x)dx = /Oa fdv + /Oa f(x)dx =2 /Oa f(x)dx.
—Si f es impar (f(-x) = —f(x)), entonces si v = —x, [ ' f(x)dx = / ’ F(=v)(=dv) =

0 a a a a
/ —fW)(=dv) = — / F(v)dv, es decir / f(x)dx = — / Fx)dx + / f(x)dx = 0.
a 0 -a 0 0

13. Calcular el area en la region indicada:
a) por la paribola y = 4x — x? y ele eje de las abscisas
b)porlacurvay =Inx,elejexylarectay=e

c)porlacurvay = x(x — 1)(x —2) y el eje x

a3
2+ ad?

d) por la curva (Agnesi) y = y el eje de las abscisas

e) por la pardbolas y = %xz yy=4-— %XZ

2

f) porlacurvay = 7 1 y la pardbola y = %x

+ x?
g)porlascurvasy=e*,y=e*ylarectax =1

2/3 2/3 a2/3

h) por el astroide x~/° +y
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i) por la catenaria y = ach %, el eje y y larecta y = 2‘1—6(62 +1)

j) por la curva a®y* = x*(a* — x?).

Solucion
4 3 4
a)reaz/(4x—x2)dx:<2x2—x—)‘ =3-%=2
0 371 i
€ e
b)rea:/ lnxdxz(xlnx—x)lzl.
1

1 2 4 T 2
c)reaz/ (x3—3x2+2x)dx+/ ‘(x3—3x2+2x)’dx= (x——x3+x2)’ +[x——x3+x2” = 1+[4-8+1-1| =
0 1 4 o 4 1
i-

+00 3
d) rea = / s4—dx = a® arctg %
o X +a

kf(x):4x—x2
y=Inx
4
N
/ | S /
/
0 4 /e
/ .

e) Los puntos de interseccién de las pardbolas satisfacen

12 =4-22 & x* =4 & x = 2. Asi se tiene, rea

2 \
=/(4—§x2—§x2)dx= \/
-2

2 2
z/ (4-x¥)dx=2(4x - %x3)‘0 =28-% =3
0

2
f) Los puntos de interseccion satisfacen 7 1 5 = xj —
+

Fat-2=0= x*=-2lie x==I, pues se elimina

la solucidén x2 = —2. Asi se tiene:

1
rea:/( 1 —x—z)dx=2(arctanx—éx3)‘:)

1 1+X2 2 2(

IS
|
=
N
1l
[S1]
|
W—

e py=¢"

~
1l

I 1 |
o) rea = /(e)‘ — e dx = 2/ shxdx = ZChx‘O
0 0
e+e’! _ 1 _(e—1)?
2(7—1)—64‘6—2—7.
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h) Por la simetria de la curva,

rea = 4 / (@*® — x*/3)3/2 dx y efectuando el cambio de
0

variable x = acos’t, (a*? — x*3)32 = gsen’t, dx

—3acos? tsentdt y usando el ejercicio 9 se tiene rea
0

-4 / 3a% cos? tsen* tdt =

2

332

=§7ra.

%
12a2/0 (1 —sen® ndt = 12a*(% - 23397%)

i) Necesitamos determinar el valor de x tal que achg

et re ¥ _ ete!
2 T2

: _ . _ a (.2 X

ie. x = +a. Asi, rea = / (%(e + 1) —ach%)dx

X _
<:>a—il

a2
2e(e +1)=a

—a
(L@ +hr-ashd)[ =2(L(@+n-a?e=E) =

2a*
-
j) Es claro que el gréfico de la curva es simétrico respecto
suficiente considerar la curva en el primer cuadrante.

La funcién y = %x Va? — x% en [0,a], nos lleva a que

a
rea = % / xVa? — x*dx. Sustituyendo x = asent,
0
a?—x2 = acost, dx = acostdt, se tiene: rea =
by
z H
%/ a®sentcos’ tdt = —3a* cos’t| = 3d%.
0 0

14. Determinar el 4rea en la regién indicada:

117

by= (a2/3 _ x2/3)3/2

1

al eje x y respecto al eje y. De esta forma es

y %x\/a2 - x2
_a_

a) comprendida entre la hipérbola equildtera x> — y> = 9, el eje x y larectax = 5

b) limitada por el cisoide y* = T
x(x — a)?

c) comprendida entre el esferoide y* = d = x

y su asintota x = 2a, (a > 0)

y su asintota (a > 0)

d) limitada por la circunferencia x> + y> = 8 y la paribola y* = 2x.

Solucion

5
a)rea = / Vx2 —9dx =
3

5 5
%x‘/—xz_g‘ o dx

3 3 x2-9
5
(%x\/xz -9- %1n(x+ Va2 —9))‘3

10+ 2 1n3.
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x3/2

2a ’= V2a - x

3

b) rea = 2 _2 dx. Sea 2a — x = u?, —dx = 2udu,
0 0

)}
2a-u* = x, entonces: rea = 2/ M(—Zudu)

V2a

V2a
4/ (2a - uz)%du. Sea u = V2acost, (2a — uz)%

0
(2a)? sen’t, du = — V2asen tdt, por lo que:

(ST

0
rea = 4/ (2a)? sen3 (=2 \2asent dt) = 4(2a)2/ sen* tdt = 16a 23—5% = 3ma?.
LS 0
2
Y
=
/ N2
c) Seay = x(zxi_a),conOSXSZa. rea =
2a
Vaxta - dx Consideremos la sustitucion 2a —
a V2a - x
x=u? —dx = 2udu, entonces: AN 2q
a
% V2a - u2(u? — a)(—2udu) "
rea=2 i =

Va
4/ V2a — u?(a — u?)du.
0

Usando el cambio de variable u = V2asent, du = V2a cos tdt se tiene:

T

i i
rea = 4/ (2a) cos?® t(a — 2a sen® )dt = 84> / cos? #(1 — 2 sen’ f)dt =
0 0

:
8a2/0 cos? tdt — 4a2/0 sen’ 21dt = 4a* (5 + 1) - 2a°% =a*(2+ %).
d) Igualando > = 2x = 8 — x> = x*> +2x—8 = 0. Tenemos

x = —4, 2. Se elimina la solucién x = —4. De esta forma /

tenemos que el area es:
2
rea:/ (vV8=y* = DM)dy = 2(ixV8-x2 +
-2

2
X 1.3)| = 8) _ 4
4arcsenﬁ—gy )’0—2(24'4%—6) = §+27l'.

15. Calcular las siguientes integrales:

3
a)/ e Veigy )/ . senx gy
0 1 + cosx + tan? x
1
—2x 2 d d dx
C)/O e cos(2nx)dx 0 \/x+1(\/x+1+1)
1 3
Va2
e)/ Vi1 D) e +1)3

(ST

2) / _senx h) / sen? x cos 2xdx
0

1+senx
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]) : dx
Vx4 - x)
COS X
k)/ cosx+senxdx
27
m)/ Lxx*dx
O)/ COS .de
sen* x
6
Zlnx
q)/ rip™
1—x
S)/o X4/ l+xdx
u)/4 Xy
0 COS“Xx

3 —
w)/ XTde
2

1
3
y) / (arcsen x)2dx
0

2
a’) / In? xdx

C)/X+X +)Cdx

e+l
&) "B -3
(1 +x2)3
g’)/ _dx
1 1+ V2x— x2
1
i) / arctan xdx
coSs X
k)/ 1+25enx
Hl / tan de
cos? x
") logx
(1 +)c)2
q’)/ _dx
0o (x+DVx2+1

Solucion

3
a) / e Vrigy.,
0

3 2
Seat2=x+1,x=t2—1,dx=2tdt=>/ emdx=2/ te'dt = 2te!
0 1

119

5
j)/ —gx
VxZ - 3x
[
n) / cos’ x sen xdx
Z+x+1
p)/ G-l P&
r) dx
o 2¢hx+shx+1
1
2 dx
t)/l (x3_1)2
)/ tanx
z 1 + tan? x
x)/ (x> + 1) In xdx

Z)/ sen’ xcosxdx
1 +sen®x

)/X‘f‘l
2+1

b .x
O [ e
2
f’)/ RUESN
1 X

g e +1
i) /; x* sen® xdx
1)/ tanx
1 + sen® x
n’) /1 sen(log x)dx

1
2
’)/ S RN
P 0 VxZ—x+1
1
r’)/ Va3 + x*dx.
0

2 2
—2/ e'dt =2(t - e’ =
1
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5 52 z
b)/ Seax dx:/ —Senx =/ COS XSCAX 7y = LIn(1 +cos® x)| = $log 3.
1 + cos x + tan? x 0 Ssec”x+cosx o 1+cos’x 0o -

1 1
c) / e cos2mu)dx = 52 sen(2nx)’ +1 / e sen(2rx)dx =
0 d 0 0

1 1
1(_1 o ‘1 1 [ T _1-e¢?
X ( 2ﬂe cos(2mx) N /0 e cos(27rx)) dx = /0 e “*cos(rx)dx 20+ 1)

)/ \/x+1(\/x+1+1)
3

3 3
_ _ _dx dx _ du ’_ 3
S = Vx+1+1,du=—%—, ent =2 =21 =2In=z.
= TNV T ) Ve (Ve r 1+ 1) /2 i, = A
e
X
“"/o V1 h

1 3 1 9
Sea x = 1%, dx = 6£dt, por lo que/ X2 dx=6/ 3tdt =
0o x2+1 o '+1

1 2
6/ B—rF+1- ( 1 g) dt =
0 t+1 241

12 14 1 1 2 V3 201\ ' _ 7 2
6(7t — gt +t—3zInjt+ 1|+ ¢ Inl" — ¢+ 1| - = arctan 3 )’0—14—21n -G

3r

f)/ (2 +1)3 = [4(x T 1) 3(x )-Crl +arctanx)”;=%+§.

7 i
g) / I _Senx gy = / dx — / —dx y considerando el cambio de variable # = tan 2 tenemos
+ sen x 0 o 1+senx 2

1 1
sen x o dt _nm_ 2 | _nm_
q“e/o T+senx™ =272 ), (1+t)2_2+1+l“0_2 .

:
h) / sen’ x cos 2xdx.
0

Dado que sen” 2xcos2x = 3(1 — cos2x)cos 2x = 3(cos2x — cos?2x) = 1 cos2x — (1 + cos4x) =

2
% cos2x — % - 1 cos 4x, entonces: / sen? x cos 2xdx =
0

bis

/0_ (3 cos2x — § — ; cosdx)dx = (§sen2x — yx — 7¢ sendx) ; =-7
3 3 i |

. dx _ dx _ dt  _ t‘ _
__ax  _ — - tan L| =2

1)/ ) / \/4—(x—2)2 s arctan 5|

= ln77+29m.

[T T

”/W/W/ﬁ“"”ﬁ'

COS X _ dx
k)/ cosx+senxdx /0 1+ tanx
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z 1
1
Se considera el cambio de variable ¢ = tan x, entonces / I dx = / dt 5 =
o 1+tanx o I+ +19)

1/1(1 L 1= )d_/l dl‘_l/l tdt +1/1 dt _
o \L+r 147 ST S A (S S B (A |
1
[41n(1 +0 = §In@+ 1)+ Jaretan] | = £(1n2+7).
! 1—x2 : dx : dx x | 1 dx 1 X
1 — =2 - = ‘ =3 =5
)/0 d+op% /0 1+ /0 1+2  2+1lo 2yaque/(lﬂﬁ)z 20+ "

1 +x%

27
m) / REETWS
7

Sea x = £ — 1, dx = 32dt y se tiene que:

26%/— 3 3 3

x+1 3rdt 1 _ 1 1 t+2 _
/ yxil / _3/ (1+t3_1)dt—3[t‘2+3/ (-2t 2)ar| =3+
7 2 2

3
2t+l)‘ _

(loglt— 1| - $In|? + 1 + 1] - V3arctan

3+ln2+1lnﬁ+ 3arctan — v3arctan L A

n

31 1y _ 21
0—6(1—76)—m
2 1 — sen’ x) cos x 11_2 ! 1 1
o) [ osixy / (= sen xcosx, =/ Lfyro [ (Lo Lyg=
)/6 senx x sen* x * vt %(t“ ZZ)
1 —
<—§ D, =4
oyl Pax+l g3 _dx 1 [T _dx __ 3 ‘3_ 1 ‘3
(x— 1)2x+1)2 YL =12 4 ), 12T Ax-Dl 4x-Di

In
q)/ G

Sea du =

§
n) / cos’ xsen xdx = —1 cos® x

)

e gede u =~ gy v = Ine dv = L. por o que:

2
—Inx ’2 1 dx _
/(*+1)*lnx‘1x 6+ 1) +6/1 x(x3+1)2_

_In2 , 1 3x2 _ _In2 _
486+ [P+ D)= 1 +])2dx —I% T (z—l)t2 =

9
—i"géﬂls(z t—l / /2 >= -2 4 Lln(r-1) - lnt+l]’
In2 4
—@+éln§ Sﬂ

1 e e
dx e* dt 2 dt
:2 d :2 = = =
r)/o 2chx+shx+1 /Q 31241 /1 32 +2t+ 1 3/1 ?+it+ ]
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% 3_ arctan 311 ‘ V2 arctan % — V2arctan %
s)/ \/de
Seat? = 1 +§ = x= 1 — t;, dx = —2 +(fi tz?zt(l =Ll (l_itgt)z entonces:
/ F / 1—2 , _4dt _ / ¢2(1_t2)dt_
L1+l ae? T +1°)°
-4 ; 1 / (1+t2)2 / a +t2)3 = 4arctant‘ +6( 1 +arctant) ‘; =
_2{02711)2 + %( L T +arctant)} ’1 =1-Z

l—
l—

o [ P -

1
4g‘dx
3

x—]

9 : _ (1—x3)+x
(x—l)z‘,o <x—1>2
_ dx 1| __x
/ x—1+3( x3—1 )
%
4 _ 2 : _ xX+2 _
A 9( X—l 0 x2+x+1dx>

1
il 3<log|x—1|—§log|x2+x+1|—\/§arctan2x\/+§1> ;:
4 1 243 b
T §1n7+—arctan B ovG
i X _ %_ é _ 7 _ i —r_1
u) 5—dx = xtanx tanxdx = 7 —Incosx| =% - 51In2.
0 COS™ X 0 0 0

wiy

3 H z
)/ _fanx x—/ cos? x tan xdx 5/ sen2xdx = %cos2x‘i %

z 1 + tan’ x z z z

3
Vx+1
w)/2 xx
3 2 ) 2
Sea u? = x + 1, 2udu = dx, entonces/ Nxtlyy o 2/ gy = 2/ (1- 1) du =
2 vu —1 u

, , V3 -1
du du _ 4 u—1
202 - \/_)+/(u_1 /ﬁu+1_4 213 +1In =1

A V341
‘6_4 2\/§+ln3(\/§_1).

2 2 2
x)/(x2+1)1nxdx=(§x3+x)1nx‘l—/ (324 1) dr =2 (3 +2) [ = Fm2-4p.
1 1

3 1 1
3 1 !
y) / (arcsen x)>dx = x(arcsen x)z‘ - 2/ arcsenx ;. _
0 0 0

V1 — x?
— Lo
%—2<— 1—x2arcsenx;+/0 dx)z%Jrz%ﬁ_l.
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) % sen® x cos x xcosx dx
1+ sen’ x

Sea x = arcsent, dx = dt

Vi-#2’
z 1 1
2 sen> xcos x / /( t ) 12 1 2 ’1 1
2 S Adx = dt = t— dt = (5t — 5 In(1 + ¢ =-(1-1In2).
/0 1+sen?x 0 142 0 1+7 ( > In( ) 0 21 -In2)
2 2 2 2
a’)/ lnzxdxlenzx‘ —2/ lnxdx=21n22—2x(lnx—1)‘ =2(1-2In2 +1n%2).
1 1 1 1
"Bl
b’ x
)/0 2+1

K 13 !
Tenemos que * + 1 =x+_§+l,por10tanto/ x2+]dx=/ <x+_§+1)dx=
2+1 x“+1 o x*+1 0

entonces:

xdx dx __ 1 b T
/xdx /x+1 /Ox2+1—[2x2—fln(x +1)+arctanx] ‘0_§(l—ln2)+1.

c)/ X+ +xdx—/l <x+ X )dx—[1x2+lln(x4+l)]‘l=‘+‘ln2
41 0 *+1 2 4 o 2 ¢ '
, G+ DO+ 1) A T +1)2(x “x+ 1)
1 1
4 1 X _
/O(x‘l)d”/o [3(x+1)_3(x+1)2_3(x2—x+1)} dx =

1. e, |4 1 1({1y.2_ 1 2x—1 ’1_
L1 ‘0+{31n(x+1)+3(x+1) 3<2ln|x x4 11+ g arctan \5)]0_

P ALY

)/ (’1<1+;2);3 _2/01 [<x2+‘)(‘1‘+][x%)‘3("2+”](2x>dx / (i 1)(2—%
%/} =£+3-2 =2 = 7/ dr /] /] (-1me- %+i) ’2:3—%1112.
) / mdx Se considera el cambio de variable x = sht, dx = chdt,

) arcsh2 2 arcsh 2 arcsh 2
/ 1+x ——=dx = ch 1 = / (1+csch2t)dt=(t—cotht) =
a

arcsh 1 sh?t resh 1 arcsh 1
A/ 2 arcsh2
(Z—1+Sht> = arcsh2—£—arcsh1+ V2 = arcshZ—arcshl—f(\/g—Z\/_)

sht arcsh 1 2
log 2+ y ( V5-2 \/_) donde se usé el hecho que arcsh x = log(x + V% + 1).

y consideremos el cambio de variable x = 1 + sent, en-

g,)/z d.x =/2 d.x
P+ V2= i 1+ /1-(x—1)

2 i 3
tonces dx = COSL_ s Ahora consideremos u = tan , por lo que oS’
1+ \/1—(x—1)2 o 1+cost o 1+cost




124

1 ) 1, 5 1 1
/ l_uzduz/ LJ’;‘)duzz/ ﬂz—/ du = (2 arctan u — u)
o 1+u 0 1+u o l+u 0 0
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1

1 —X
e )/ chx ;g _ 7/ e’ + e1 dx. Sea x = logt,dx = %dt, entonces:
0

e +1 e +

e
1 ef+e ™, 1 S
2/0 e)6+1d)“2/l 2a+ D% =

1 <—10g|t|— L ot0gr+ 1|) ‘e -
2 2 0

1 | 1
1) / arctan xdx = x arctan x‘ - /
0 0 Jo
e [ [ R
i) x%sen® xdx = 5 x2(1 = cos 2x)dx = 3 x2dx — 3 x° cos2xdx =
0 0 0 0 \u/ —

: H ; H
—/ xsen 2xdx> =&t %/ xsen2xdx =
0 0 0

X3

[STE
W=

3
-3 (éxz sen 2x
0

&R

_ COSX
k)/ 1+2$6nx

n

- T _
=5 1
1 [ 1.1
5/1(7 27 t+l)dt
Ze+log( )
x _ 1 2
]+xdx Z{—ilog(1+x)‘ ——log\/_

bis

v

3

oo

3 1 1 3 1 2 ”_n' 71_7r7r
+2<—2x0052x0 5/0 costdx>—+ +4sen2x0—4—+§—§( +1)

1+2¢

2 1 1
Sea x = arcsen t, entonces / —COSX__jx = / di_ _ %log [T+ 2t|‘0 = log V3.
0

0 1+2senx

_tanx x _ [’ sen x
1) = dx.
1 + sen? x o cosx(2— cos” x)

s
3

Sea t = cos x, entonces /

/

2t 4V2-1) M2+

n

z 1
m’) / tan’ HLX gy = / tan’ x(sec? xdx) = / utdu = %MS) = 1.
o cos®x 0 0 0

n’) / sen(log x)dx=x sen(log x)‘ le -
1

[1+ 1 - 1 }dzz(élogltl—ilogl‘/_—tl—logl\/_+1|)

sen x dx = ' _
o cosx(2-— cos? x) 1 12 - 1%)

= 1log7.

1

e e e
/ cos(log x)dx=esen 1 — (xcos|log xl)‘ | + / sen(log x)dx=
1 1

e e
esenl —ecosl+1— / sen(log x)dx = sen(log x)dx = %(1 +esenl —ecosl).
1 1

o) logx _log)c‘z+ 2
(1+x)2 IL+xli J

2
dx  _ 1 1_ 1 -
D) - 310g2+/1 (3 viy)ar=

2
%logZ + (log |x| —log |x + 1|)’ = %10g2 —log3.

——dx =

b (2 —x+1)+(x—§

_Ed _

p)/ —

V2 —x+1
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(x-3) ! d
Vo= 12+ (Lyax +/ dx—l/ x _
/ 2 2 \/(x 2 0 \/( _1 ﬁ

2+ (P

1
((%x+%) Va2 —x+1-glog((x— 1)+ sz—x+1)> ‘Ozé—%log&

q) /1 dx
0o (x+DVx2+1
1 1
Sea x = %, dx = _—zldt, entonces/ dx = / dt =
t o x+DVZ+1  J1 V22 -2+ 1

1
-1
= \/zlog(l +V2).

1 1 2 1

-1 _1 Ja_ ;41

\/_/ 1)2+() \/iog((t )+ 4/t t+2)
1 1

1r’)/0 Vx3+x4dx=/0 x\/x+x2dx=%x2\/x+x2’0—%/o 2 2—i1i2dx—

1 2 1 1
Vi Cx+Dx+x*)—x2x+1) V2 1/ 1/
- -7 dx= = -3 2x+ 1) Vx+ x2dx + ;
S Vx + x? RN . ¢

T‘f %(x + x)z

O8]}

2x+1
=T (x =
Vx + x2

4(2x\/x+x2‘ —2/ Vx+x2dx)—2\/_—f/ /(x4 D= (3)2dx =

2\5—%(x+%)Vx+x2‘0+%log[(x+%)+ \/x2—x)‘0= 2 V2+ Llog(3+2v2).

125
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2 Integral indefinida

. Hallar las integrales siguientes:

i) / 3redx

k)/2x+3dx

2x+ 1

m)/x+x+ldx

x—1

dx
O)O<b<a’/a+b—(a—b)x2
q)/ xdx

X — Varctaan
9 1+ 40

u)/x7x2dx
W)/2X+3

y)/sen(lnx)d—)gc

a’) /secz(ax + b)dx

c’)/tgxdx
e)/cosxsenx

g) / V1 + 3 cos? xsen2xdx
(cos ax + sen ax)?
) senax dx

2+3x
kK’
)/ 2432

b) / (xm _ xn)Z dx

d)/x - 10
D/\/2+x2 V2 — x2
h)/ 2x+1
X2 +x+3
J)/adx
1-3
1)/3+2fcdx
X
v [ G
p)/ xdx
arcsen x
r)/1/ o2 dx

dx

t)/
\/(1+x2)ln(x+ V1 + x2)
v)/i
)/COS\/_
z)/cos xdx
xdx
b)/coszx2
d)/senx

f,)/ __senxcosx 4.
Vcos? x — sen? x

h’) / vtg_x

COS )C

i) /xélS - x2dx

s x3_1
2t
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m’) / (24 55— ) &
2x +1/2x°+1

0’)/ sec? xdx
\/4 _tg2x

Sen x — cos x
! )/senx+cosxdx

)/ SEN X COS X
V2 —sen* x
u )/ Ccos 2x

4 + cos? 2x
w’)/x(2x+5)'0dx

(arcsen x)? d

y) T2
a”) d.x
xVI1 + x2

3
e X dx
) / V2 — x2

¢ )/x\/x2
g”)/\/l—xzdx

i”)/ Va? + x2dx

n’) / a*"~ cos xdx

) / eretan 4 n(l + x2) + 1

1+ x2

') / senax cosax

t)/ 1n(x+
V) / 1+ cos2 X
X’)/ dx
Z)/ sen’ x
\/COSX
b”)/ X d.x
V1 - x2
) / N2 —a

[ w—xz

b%) / FEO R

x“dx

-

. Determine las siguientes integrales usando integracion por partes:

a) / arcsen xdx

c) /xcos 3xdx

e) /(x2 —2x+ 5)e ¥dx

2) /(x2 + 5x + 6) cos 2xdx
1) /xarctanxdx

k) 1= / AICSENX gx

m) / sen(In x) dx

2

X
O)/(x2+1)2 dx
q)/ Va? — x%dx

x2
S)/ Ny

b)/xsenxdx
d)/xZ_de
f)/xsenxcosxdx

h) / xarctan x dx

J)/3”‘

D /senyey dy

n) / arcsen \/_
V1-x

P>/m

r)/ Va + x2 dx
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. Calcular las siguientes integrales:

)/x +2x+5

c)/i
VX2 +px+gq
e)/ dx
(x+1)Vx? +2x
cosxdx
g)/sen 2 _6senx+ 12

. Calcule las siguientes integrales:

d
a)/m,cona#b

522 +6x+9
)/(x 3)2(x+1)2 dx
e)/(xz 4x+3)(x2+4x+5)
g)/x +x2+1
)/(x+1)(x 2+ x4+ 1)?
)/ _Tx+13

2+ 12x+52

)/ Xdx

O3+ D> +98)

X —x+l4
‘”/(x 4)( 4
q)/ 4x 52
S)/x(x 511y
)/ X2dx

( 1)10
w)/ X’

V-1

23+ x+3
0 [ Bt

a’)/)c3+4xdx
S
e’)/ﬁdx
o) [
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b)/  xldx
—6x+ 10
2x—-8
d d
)/ V—x — x2 *
9/7)6
x-1Vx2-2

h) In xdx
x V1 —4Inx—1n®x

)/x —5x+9
X2 —5x+6
d)/ dx
-
f)/x +1
3x+5
)/(x Crarap
J)/(x+1)2(x 711y
—2x2+2
l)/()c 2x+2)2dx
n)/ .X +.X dx
Zx +1
p)/ 4(x +1)2
)/x(x +1)
)/(x +2x+2)(x +2x+5)
v)/
X+ a8
x)/ xdx
Vax + b
)/ xInx
1+ 2)2
> +2

d)/x +x+1dx

2—x-1

1C’)/Jc(l + x%)
b .xS
" | e
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)/X+2d
-1

, 2x°—2+2
k)/72x—3 dx

m) [ ey
9 8 2
0)/7(x3_):2)3dx
q’)/ 4x ldx
1+x
o [ g
de
w)/
x* +5x +4

. Calcule las siguientes integrales:

a)I:/—dx
x+1+Vx+1
R
c)I—/%_i_ldx
_ 3/x+1
e)I—/w/—x_ldx

. Calcule las siguientes integrales:

a) / cos’ dx

c) /sen3(%x) cos’(1x) dx

e)/senzxcos4 xdx
g)/cos COS" X 7y
sen® x
i)/tan2 Sxdx
2
k COS Xd
)/sen4x o

m) / dx
Vsen x cos3 x

. Calcular las siguientes integrales:

a)/senlesenledx

c) /cosxcos2 3xdx

129

.])/(x +]%6dx
1)/
.X +X

)/(x +a2)(x +b2)dx a@#b.

pa)/ x+2dx

) 1+.X
x(1+x2)
)/2x —2x “2xt 1y,
—2x3 + 2

X)/x +x+1
X2 —x+1

_ dx
b= Va+ 1+ /(x+1)?
_ Vx+1+2
1= (x+1)2_vmdx
_x+3
DI= XV2x+3

b) / sen? x cos’ xdx

d) / sen* x dx.

t)/cos6 3xdx

/sen 1xcos? 2x

j)/cotg xdx
1)/861’15 x+/cos xdx

m / Vtanx’

b) /sen 1xcos Zxdx

d) / sen x sen2xsen 3xdx
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e)/senx+cosx
g)/l+tanxdx

tan x

)/ dx
3 sen? x+SCos X
k)/

sen? x — SSenxcosx

m)/ cos xdx
sen>x —6senx+ 5

0)/ senx+cosxdx

1+senx—cosx

Ejercicios de Integrales: II Parte Prof. Jorge Poltronieri

f) / 3senx+Zcosxdx

2senx+ 3senx

h)/
1+3cos X

j)/ dx

sen? x + 3 sen x cos x — cosZ x
1 sen x

)/(1 —cosx)3

n) / (2 —sen x)(3 — sen x)
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2 Integral indefinida

. Hallar las integrales siguientes:

i) / 3redx

k)/2x+3dx

2x+ 1

m)/x+x+ldx

x—1

0)0<b<a,/ dx

q)/ xdx

) / X— Varctaan

1 +4x?

u)/x7x2dx
W)/2X+3

y)/sen(lnx)d—;c

a’) /secz(ax + b)dx

c’)/tgxdx
e)/cosxsenx

g’)/ V1 + 3 cos? xsen2xdx
2
1)/(cos.ax+senax) dx

a+b—(a-b)x*

senax

2+3x
kK’
)/ 2432

b) / (xm _ xn)Z I

d)/x - 10
/\/2+x2 V2 — x2
h)/ 2x+1
X2 +x+3
J)/adx
1-3x
1)/3+2xdx
X
v [ G
p)/ xdx
arcsen x
r)/1/ o2 dx

dx

t)/
\/(1+x2)ln(x+ V1 + x2)
v)/i
)/COS\/_
z)/cos xdx
xdx
b)/coszx2
d)/senx

f,)/ __senxcosx 4.
Vcos? x — sen? x

h’) / vtg_x

COS X

i) /xélS - x2dx

s x3_1
2t
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m’)/(2+ 2x ) éix n’)/ase“cosxdx
2x 4+ 1/ 2x*+ 1
) sec? xdx , / edetany 4 xIn(l + x?) + 1
— dx
O)/\/ 4-tg?x P) 1+ 22
Sen X — CoS X
q)/senx+cosxdx r)/senaxcosax
)/ Sen x cos x t)/ 1n(x+
V2 —sen* x
u)/ cos2x V’)/iz
4 + cos? 2x 1+ cos“x
w’)/x(2x+5)'0dx X’)/idx
s (arcsen x)? sen’ x
V] e & 2) | eosx
a”) dx b”)/ X2dx
xV1+ x2 V11— 2

2 )C3 1) sz_az
C )/ \/__xzdx d )/de

¢ / xVx2 ) / V4 x2

g”)/ V1 — x2dx h”)/x(1 )
i”) [ Va* + x%dx i) / xidx.
/ ! Vat —a?

Solucion
1
- 1 1

a)/(nx) n dx = %/ tau = %%+C=uﬁ + C = (nx)n + C, donde u = nx, du = ndx.

n

b)/%dx

_ _ 1
Seau = x, du= I \/)_Cdx, entonces

_ 2
/ (mexn)dx =2 /(u2m _ MZn)Z du = 2/(u4m + oyt — 2u2m+2n)du —

1 1 1
4m+1 4n+1 y2m+2n+1 2m+>5 2n+5 m+n+5

U U _ X X X
24m+1 24n+1 42m+2n+1 C_24m 24n+1 2m+2n+1+c'

dx -1 X
)/x+7 /x2+(‘ﬁ)2—\ﬁarctan\ﬁ+c.
d)/ dx — dx — 1 /( 1 _ 1 )dx
=10 (x- V10)(x + V10) 210 x— V10 x+ V10

1 ’x—VlO‘
1 +C
2810 "y v

e) Se tiene que / = / . Seasenu = , cosudu =
a V-2 VB /1 ~ 8

ﬂ\&
\
Ol
=
><l\)

I
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cosudu _ _ _ X
W—M+C—arcsen\/§+c.
/\/2+x2 V22 /\/2+x2 V2 -2, /( 11 )dx

V2 - x2 V2 + X2 V2-x2 V2 +x?

arcsen == — In(x + Vx2 +2) + C.
N ( 2)
g)/tgzxdxz/(seczx—1)dx=tgx—x+C.
h)/ 2x+1
x2 +x+3
2 (2X+1)d.x du )
Seau = x” + x + 3, entonces du = 2x + 1)dxy ﬁz =Inful+C =In|x*+x+3|+C.
X+ Xx

: X pX _ xIn3+x _ x(ln3+l)]n3 +1 1 x(In3+1) _ _3%f
1)/3edx—/e dx—/ ln3+1dx 1n3+1e +C_1n3+1+c'

j)/;ibgc=aln|a—x|+C.
2x+3 2x+1+2 _ 2 _
k)/2 £3 _/72“1 _/(1+2x+ )dx—x+ln|2x+1|+C.

1 —3x 2x- % 3 3
1)/3+2xdx /2x+3dx=—5/(1 2x+3)dx———(x— In2x +3|) + C =

2x+—ln|3+2x|+C
m)/x + x2 +1dx

3.2 4.2
Setienequex + Ox x+_x1+0x+1 S S +2x+3+i1, porloque/%x“dx =

-1
4
/(x3+x2+2x+3+%1)dx= xz+%+x +3x+4Injx -1+ C.

2x+2-2 1 2x +2 1
dx =5 dx — dx =
)/( +1)2 2/x +2x+1 2/x2+2x+1 o /()c—l)2 .

1 2,1 = 1
5 Infx + 1] +x—1 +C_1n|x+1|+x_1 +C.

dx _ 1 dx _
0)0<b<a’/a+b—(a—b)x2_a—b/a+b_ "
a

—p»
la+b
a-b ‘Va—k + xVa - +C
2 2 _ :
zm—mﬁf \/“”’ V=R Ve VG

p) / _xdx _
Sy
Sea x* = u, 2xdx = du'y tenemos que § _2xdx _ _1

2
= arcsen —+C = 5 arcsen —+
Vot =4 Va4 2 a’ 2 a’
C.

q) Sea u = x°, du = 3x>dx, entonces
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X2dx 1 1 3
= =slnfu+ Vu> = 1|+ C = 3In]x’ + Va6 - 1|+ C.
/ V-1 \/— 3
1
r) Sea u = arcsen x, du = dx, con lo cual tenemos que:
) Viee a
/ 1/%d}c:/Wdu:%u%+C:§(arcsenx)%+C.
s) Sea u = arctan 2x, du = 2dx 5 entonces:
1+4x
/x— Varctan2x , _ l/ Sxdx / \/arctaan(zd -
1 +4x2 8] 1+4x°

Dn(1 +4x?) — L arctan? 2x + C.

t)Seau = In(x + V1 + x2), du = dx , entonces:

/ dx L_2f+c 2\/1n(x+— VIi+22)+C.
\/(l+x2)l

n(x+ V1 + xz) Vu
) / X7 dx

Sabemos que 7 = e~ "7 =y, du = 7% 2x1In7dx, lo que permite escribir:
/x7x2dx=L/du= L_urc=1771cC

]

2In7 2In7 2In7

_ 1 .
,du = —; dx y entonces:

e—xdx: /”du——e +C——ex+C

- 2°43-2*, _ 1 _ 2 _1 _ln(2"+3)> _
W)/2X+3 / 273 M 3/(1 3hs)de= 3 (e P T) e

ln(2x+3)+C
)/cos \/_

- _ _dx o
Seau = ﬁ,du—zﬁysetlene.

/Coi/_\/}dx:Z/cosudu:2senu+C=2sen Vx+C.

y) Sea u = In x, du = ==, entonces:

/sen(lnx)% =/senudu=—cosu+C=—coslnx+C.
z)/coszxdxz/%(1+c052x)dx= %x+%sen2x+C.

a)/secz(ax+b)dx— f/sec udu = tgu+C = Lgax+b)+C, donde u = ax + b, du = adx.
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)/ de = /sec udu = 2tgu+C:%tgx2+C,conx2=u,2xdx=du.
cos? x?
c’)/tgxdxz/ggrsljgd @——1n|u|+C=—1n|cosx|+C,d0ndeu:cosx,duz—senxdx.

a — dx 1 1 8602 l_xdx:ln t l)C + C.
)/senx /Zsenéxcos;x 2 ) tanix ? e

_ 2dx  _
e)/cosxsenx /sen2x_/senu In|tg ful+ C =In|tg x| + C.

£ SENXCOSX 7y 1 [ sen2x 2dx = _1/@ - = —1\cos2x + C, con
)/Vcos2 —sen?x 4 | Veos2x 4] Au 3 Vit 2

U = cos 2Xx.
g’)/\/1+3c052xsen2xdx

Seau =1+3cos?x, du = —6cos xsen xdx = —3 sen 2xdx, entonces:

3
/\/1+3coszxsen2xdx—— /\/‘du_—gTz+C=—§(1+3cos2x)%+C.
2

b tgx
h’)
cos? x
Sea u = tg x, du = sec® xdx = dx, luego:
cos? x
t k
/ gxd —/\/_du—%% C:%tg%x+C.
cos? x
2 2 2
1)/(cosagce-r|;6sl§nax) dxz/(W +2¢0sax) dx=/(cscax+2cosax)dx=

a(lnltg §x|+2senax)+C.

j’)/xmdx
Seau =5 — x?, du = —2xdx y tenemos que:
/dexz—%/u%du:—%ug +C=_%(5_x2)g iC.

k,)/3—\/2+3x / dx -
2+ 322 2+% ) B2+

\[arctan\[—lnlx\/_+ V2+3x2|+C = \/7arctan \[x——lnlx\/_+ V2 + 322 + C.

Py [ X =1y = (xz—x+1—i)dx—l 124 x=2Infx+1]+C.
x+1 X 3 X

) X dx  _ V2dx 1 4xdx
m)/ 2+72x2+1)72x2+1_\/§ 7(\/§x)2+1+4 e = V2arctan V2x — 74(2 D +C.

n?) a*"* cos xdx = esenxlnacos xdx = 1 esenxlna +C = 1 a4+ C.
Ina Ina

0’) Sea u = tg x, du = sec? xdx, se puede escribir:
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sec? xdx

= = arcsen 5 u+C—arcsen tgx) + C.
Va4 —tglx \/ 4—u? / /1_( u)? e

arctan x 2 2
p,)I:/e ”ln(l”)“dx:/emnx dx +1/2xln(1+x) +/ dx2

1+ 2 1+x2 2 1+ 2 1+ x%

Seau = arctan x, v = 1 + x2, entonces [ = / e'du + 5 /lnvdv +arctanx + C =

arctanx 4 1 1n2(1 +x%) +arctan x + C.

sen.x — cos x d(senx +cosx) _
q)/senx+cosxd / Sen > Toosy~ = —Inlsenx+cosx +C.

1 2adx  _ 1
r)/senax Cosax f/senzax—ﬁlnltanaxHC.

s’)Iz/ Senxcosx ;.

V2 —sen* x
Sea u = sen? x, du = 2 sen x cos xdx, entonces:
2
I= l d“ =1 arcsen —= + C = 1 arcsen SELX 4 C.
N ) \/§ 2

t)I—/ Mn(x+ VaZ+ 1 )d
1+ x2

Seau=1In(x+ Vx2+1),du =

(1+ X )dx
X2 +1 _ 1
X+ Vx2 +1 V21
1_/‘/_01“_% P4 C=3(n(x+ Va2 +1))7 +C.
cos2x _1 2cos2x _1 du _ 1 ‘u+\/§‘ _
=1 [ 2cos2x 4 _1 =1 +C =
u)/4+00522x 2/5—sen22x * 2/5—u2 4" V5 —u
In sen2x + V3
4\/3 V5 — sen2x

, dx _ dx _ 1 ( dx )_ 1 (tanx)

v = = = ——arctan ( == ) + C.
) 1 +cos?x /sen2x+2cos2x /tan2x+2 cos? x V2 2
W’)/x(2x+5)10dx

Seau=2x+5,x= %(u -5),dx= %du, entonces tenemos que:

/x(2x+ 5)0dx = / %(u—S)ulO%du = i/(u” - 5u'%du = i(ﬁulz - %u”) +C =

L2x + 5)!! (11—2(2x+ 5)— %) +C= L x+5)122x-5).

, dx
X)/ VeX —1

Seau=e*—-1,du =e"dx, dx =

dx, por lo que:

+ C, efectuando la sustitucion v = sen 2x.

du
u+1’

entonces:

= __du - Ccidn = V2 dy = _ du ~
=2 / Va1 Realizando la sustitucion u = y*, du = 2ydy, dy 3 Vi y se tiene

dx
Ver =1

du _ dy _ — — X _
2/72\/5(%'_1)—2 Y =2arctany + C = 2 arctan yu + C = 2arctan Ve* — 1+ C.
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2
, arcsen x
v) I = (arcsenx)”
V1 — x2
Si consideramos u = arcsen x, du = \/1dx—2’ tenemos:
— X

I=/u2du= %u3+C= %arcsen3x+C.

) sen’ x X 4
ycos x
Sea u = cos x, du = — sen xdx, entonces tenemos:

sen x (l—cos X) sen x (l—uz)du _ [ du 3
/\/cosxdx_ y/cos x dx = / - \/ﬁ+ urdu =
—2\/_+—u2 +C=—2\/cosx+§cos2x+C.

a”
)/x\/1+x2
Seaxz7,dx=—f%dt,x\/1+x2=%,/1+tl2=ﬁ\/t2+l,entonces:
dt .
,811>0
/ / V1+1¢2
x"l”z t2 sit<0
1+1¢
-2
= —signo()In|t + V2 + 1| + C = —signo(x) In ‘% + x|x|+ 1 +C
ln‘+’+C,six>0
_ 1+ Va2 +1
—ln‘ X ’+C,six<0.
1 - Vx2+1

2
b)Y I = x“dx
) /\ll—x2

Sea x = seny, dx = cos ydy, entonces:
I=/% /sen ydy = /%(1+cos2y)dy=%y—%sen2y+C=

ly—1senycosy+C = larcsenx - xV1-x2+C.

23 X‘
o [
Tomemos x= V2 seny, dx= V2 cosydy, V2 — x2= V2 cos y, entonces:

22 sen’ y\/icosydy_ 3 _ 5 ~
/ V2 - x2 V2cosy =2V2 [ sen’ydy=2V2 [ seny(1 = cos’ y)dy=
2V2

Zﬁ/senydy+2\/§/cos2y(—senydy):—Z\/Ecosy+ Tcos3y+C=
2\ Vo — 2
-2 2—x2+2;/§<2_2x) 2\/§x FC=-4VI-2-12Vi- 24
N
d,,)lz/%dx
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Sea x = asect, dx = —asec ttantdt, Vx2 — a*> = Va2 sec?t — a® = atant, entonces:

I= —/ atant ,qec2 ¢ an tdt = —a/tanztdt =a? /(1 —sec2 )dt = —a(t — tant) + C =

asect
X X2 —a? 2 ) X
a| arcsec 3 — ——(7—— +C=Vx*—-a —aarcseca+C.

© )/x\/x2

C0n31deremos el cambio de variable x = sec ¢, entonces:
secttanid: _ /dt =t+C =arcsecx + C.

d
/x\/xzx—_z/ secttant
f)/ V4 x2

Seaz = 1 ,dz = 1 dx dx =— 1 > dz, entonces:

zdz  _ 1 8zdz ——12W+C=—V4_x2+

/ \/4—x2 / / / Naz—1 %) Vagz-1 3 4x
C.

g = / V1 - x2dx
Tomemos x = sent, dx = cos tdt, entonces:

I = /cosztdt = /%(1 +cos2f)dt = 3t + ysen2t + C = Jarcsenx + 3x V1 —x2 + C, ya que

sen2t =2sentcost = 2x V1 — x2.

h”) / -
Sea x = sen’?t, dx = 2 sent cos tdt, entonces:
dx__ _ [ 2sentcostdt _, [ 2dt _ (cost + sent)dt _
x(1-x) sen 7cos? ¢ sen 2t sent ' cost?

log|sent| —log|cost| + C = log|tant| + C = log \/lﬂ +C.
- X

i”)/ Va? + x2dx
Sea x = asht, Va2 + x2 = acht, dx = achtdt, entonces:
/\/a2+x2dx=/azch2tdt:a2/%(ch2t+1)dt= 123 sh2t+ 1)+ C =
1d*(sht+cht+1)+C = {xVa? + x2 + §a® In(x + Va? + x2) + C, pues:

e’ =sht+chr=J(x+ Va2 +a?), es decirr = In(x + Va2 + a?).

j”) / xzdx
\/xz _ a2

Sea x = acht, dx = asht, entonces:
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x2dx ach’rshedt _ 2 [ 1 201, 1
- = | (1 +ch20)dt = (Lt + Lsh2an + C =
Va2 — a2 asht 2 24
a*(Jt+ 3shtchn)+C = Ix Va2 —a? + 1@’ In|x + Vx> —a?| + C.

2. Determine las siguientes integrales usando integracion por partes:

a) /arcsen xdx b) /xsen xdx

c) /xcos 3xdx d) /x2"‘dx

e) /(x2 —2x+5)e "dx f) /xsenxcos xdx
g) /()c2 + 5x + 6) cos 2xdx h) /xarctanxdx
i)/xarcsenxdx i) /x3e"“2 dx
K)I= /%dx l)/senye~"dy

m) / sen(In x) dx n) / %\/ﬂdx.
— X

x? dx
o [ G g » [ Ly
q)/\/az—xzdx r)/ Va + x2 dx

2
S X dx.
)/ V9 — x2
Solucion

a)/arcsenxdx

1
VI - x2

/arcsenxdx = xarcsen x — l/ 2xdX_ _ yarcsenx+ VI —x2 + C.

Sea u = arcsen x, x = senu, du = dx, dv = dx, v = x, entonces:

2 ) V1=x
b) /xsen xdx
Seau = x,dv =senxdx, du = dx, v = —cos x y nos queda:

/xsenxdxz —xcosx—/cosxdxzsenx—xcosx+C.

c) / xcos3xdx

Consideremos v = x, du = cos 3xdx, u = % sen 3x, dv = dx, luego:

/xcos3xdx = 1xsen3x-1 /sen3xdx = 1xsen3x + 4 cos3x+C

d) /x2’xdx= /xe’“nzdx
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e *"2(In2dx) 1 —xin2 1 5 .
Tomemos x = v, du = TV ,dx=dv,u = _ane = _ln22 , entonces:
-xIn2 __ 1 —x 1 -xIn2 — X271 Ak
/xe dx = m3xe +1n2/e dx o3 ln222 +C.

e) /(x2 —2x+5)e *dx
Sea x% = u, e*dx = dv = du = 2xdx, v = —e™*, entonces:

/xze"‘dx =—x’e ¥ +2 / e *xdx + C’.
Ahorasiu=x,e“dx=dv=du=dx,v=—-e"y /xe"‘dx =—xet+e*+C".
Finalmente, /(x2 —2x+5eYdx=e (2 +5) +C.

f) / X sen x cos xdx

Tomemos x = u, du = sen2xdx — dx = du, u = —%cost, as tenemos /xsenxcosxdx =

% /xseandx = %(—x% cos2x + % /cos 2xdx) = %(% sen2x — xcos2x) + C.
2) /(x2 + 5x + 6) cos 2xdx
Sitomamos x = v, dv = cos 2xdx = dv = 2xdx, v = % sen 2x y tenemos:
/x2 cos2xdx = 1x* sen2x — /xsen2xdx = Jx?sen2x — (—1xcos2x + § /cos2xdx) =
%xz sen2x + %xcos 2x — % sen2x + C’.

Adems, /xcostdx = %xsean— %/ZSeHZxdx = %xsen2x+ i0052x+ c”.
Finalmente, /(x2 +5x+6)cos2xdx = (%)c2 + %x + 171) sen2x + (%x + %)cos 2x+C.

h) / xarctan x dx

dx
+x

1
2

Seav = arctan x, dv = 7 dv = xdx, v = 1x%, entonces:

2

2
xarctanxdx:lxzarctanx—i/ X dx:lxzarctanx—l/ 1- 1 dx =
/ 2 2 1+ 2 2 2 ( 1+x2)

1x%arctanx — $x + L arctanx + C.

1) / xarcsen x dx.

L, V= lxz, entonces:
1—x2

2
_ 1 1 Ny 1 -
= Exzarcsenx+ E/( 1—x2 - ﬁ)dx =

Definiendo u = arcsen x, dv = xdx = du =

2
1.2 1 X
xarcsenxdx = sx-arcsenx — 5 [ ——=——=dx
/ : 2 / V1 — 2
%xz arcsen x + %x\/l - x2 - %arcsenx+ C, yaque:
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/ V1 - 2dx = —/cosztdt = —% /(1 + cos2r) dt = —%(t+ %sen2t)+C’ =
~L(t+sentcost) + €’ = —Larcsenx - Lx VI -x2 + C.

j)/x3e‘x2 dx
Seay = x2, dy = 2x dx, entonces /)636"‘2 dx = %/ye‘y dy = %(—ye‘y +/e‘y dy) =
e —eM+C=-le¥ @@+ +C.

k)I:/wfnxdx

dx 1 l
Seav = arcsenx = dv = dx—dv:> —< = v, entonces:
Vi-x2
[ = -aresenx dx = _aresenx 4 X | + C, ya que si definimos x = seny,
* x VI - 22 * 1+ VI-x2 yad Y
dx = cosydy, V1—-x* = cosyy la integral/ al = Sgr(l)sycg’gi = ln’tan ly| +C =
xVI - x2 yeosy 2
sen y seny X
In 2214 C' = +C=In|————|+C
e R TP vl

1)/senyeydy=eyseny—/eycosydyzeyseny—eycosy—/senye)'dy+C’ =
2/senyev"dy: e’(seny —cosy) + C’, es decir/senyeydy: %ey(seny—cosy)JrC.

m) / sen(In x) dx
Seay=1Inx,dy= % dxie. dx = e’ dyy tenemos que:

/ sen(Inx) dx = / senye’dy = %ey(seny —cosy) +C = %x(sen(ln x) — cos(In x)) + C, usando el ejer-

cicio 21).

n) / arcsen \/_
N

1
Sea v = arcsen Vx, du = dx,u=-2V1—-x,dv=
\/_ V1-x

1 dx
—F— —~, entonces:
2Vl —x Vx

arf/slenT:{_d = -2 V1 - xarcsen \/§+/%dx=—2\/1—xarcsen Vx+2+x+C.

X
0 |

Seau=x,du= xdx 1

_1
( +1) 2241

2

X _ 1 x 1 dx 1 1 x
/7(x2+1)2dx— 2x2+1+2/x2+1 2arctanx 2x2+1+C

_ 2+at-—x2 1 x? _
p)/(x R / wrar T a2/ 7w ar)

2<‘11arctan —iarctan7+f ) ( arctan5+ 2x )+C.
a 2a 2x24+4%

5 = du = dx,u = -

2+ a?



142 Soluciones de ejercicios del Tema No.8: Integrales II Parte  Prof. Jorge Poltronieri

q)/\/az—x2dx
Seax:aseny,dxzacosydyytenemos/Vaz—xzdxzaz/coszydy:

1d? /(1 +cos2y)dy = 1a*(y + § sen2y) + C = 3a*(y + senycosy) + C =

la*arcsen > + 1xVa? — x2 + C.

r)/\/a+x2dx
dx
Sea =y, d,entonces/\/a+x2dx=a/ V1+y2dy = a(y/1+ —/
Ve TN Ve ey = ayiey m
usando integraci¢n por partes al definir u = /1 + y2, dy = dv, pues du— dy y=
Observemos que —~ ’ Yol 1+y? - —— con lo cual tenemos:
d V1+)y? V1+)y? Y V1+y? '
dy
VI+y2dy =1y /1+y2+ 1In(y+ /1 +)2 /7=ln + /1 +y2).
/ yrdy =3y y*+ 3 In(y )y ST (v ¥)
Finalmente,

/Va+x2dx:a(y\/l+y2—%y\/l+y2—%ln(y+ VI+y)+Iny+ /1+y)+C =
a(3yV1+y2+3In(y+ /1+y?)) +C" = 1xVa+ x>+ Jaln|x + Va+ x?| - Jaln Va+ C’ =
%x\/a+x2+%aln|x+ Va + x?| + C.

2

X

) [
2

Sea x = 3senu, dx = 3 cosudu, entonces \/_dx = 9/sen udu = /(1 —cos2u)du =

2(u—7sen2u)+C—%(arcsen%—% ) farcsenf—fx\/9 2 +C.
3. Calcular las siguientes integrales:
a)/ b)/ .X dx
x+2x+5 x> —6x+10
) / —ea d)/ 2x-8 gy
\/x2+px+q Vex_ 2
e)/ dx f)/ dx
(x+1)Vx? +2x (x=-1DVx2 -2
g)/ cos xdx h) Inxdx
sen” —6sen x + 12 V1 —4Inx—1n2x
Solucion
dx _1 +1
a)/x +2x+5 GriTd - 2arctan 2 +C.

b)/ xdx _/zxdx :/(1+ 26x—10 )dx:
x> —6x+10 x~—6x+10 x~—6x+10
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32x - 6) 8 _
/(1+ Z 61710 + G- 1)d)c—)c+31n(xz—6)c+ 10) + 8 arctan(x — 3) + C.

dx 1
¢ ——= =1In X2 +px+qg+x+5p)+C.
)/ ﬁﬂ?xw (VX" +px+gq 12,

VI-x- Jc2

Se tiene que 1—x—x% = 3 —(x+ 1) ysiv = 1-x—x,dv = —(1+2x)dx, por lo ue/ﬂdxz
q ( 2) y ) p q m
—Qx+1)dx / 9dx = 2VI—x—x2—9arcsen 2Xt1 4 .
VI-x-x2 \/ — v+ 1y V5
6)12/—)6
(x+ 1) Va2 +2x
i i : 1 _ - _1 -1 _,_1=-zt _1-7
Consideramos el cambio de variable =t dx = dt, x = 1= , X5+ 2x = s
x+1 [2 t t l2
entonces:
_r%dt 1 1
I= | ———— =- dt = —arcsent + C = —arcsen +C.
/1 12 /‘/1—1‘2 x+1
t\ 2
f)/ dx
x-1)Vx2-2
2 _ 2
Es caro que |x| > V2. Seat = _Ll,xz 1+l =%,d = ldt x2-2= (lezl) -2 = 2 (i; ) s

t_lz 1 _1_2 X

o1 1 con lo cual tenemos que:

——dt
dt t—1
- | —F——==-arcsen—f% +C =
/(x—l)\/x2 / \/1+2;_;2 /\/2—(t—1)2 V2
2—x
arcsen —=—=— +
(1-xV2
g)/ cos xdx
sen?x—6senx+ 12°
Seav = sen x, dv = cos xdx, entonces/ 5 cos xdx :/ 5 dv =
sen“x —6senx + 12 v-—6v+12
1 v—3 1 senx—3
arctan + C = —= arctan =—==—= + C.
/(V—3)2+3 V3 V3 V3 V3
h)I: Inxdx
xVl—4Inx—1In’x
Se considera el cambio de variable v = In x, dv = % dx, entonces:
_ vdv Qv+ 4ddv / dv _
Vl—4v—v2 \/1—4\/—\/2 V3= +2)?
—V1—4v—v2—2arcsenv+2+C=—V1—4lnx—ln2x—2arcsenw+C.
V5 V5

4. Calcule las siguientes integrales:
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d
a)/m,conaib

5x2 +6x+9
C)/(x 3)2(x+1)2 dx

e)/(x 4x+3)(x +4x+5)

g)/x +x2+1
)/(x+1)(x 2+ x+1)?
)/ _Tx+13
2+ 12x+52
)/ Xdx
O3+ D> +98)

x—x+l4
°)/<x 4)( e

q)/ 4x 52
S)/x(x 511y
‘”/(x‘gm
3
w)/
Viol

23+ x+3
y)/ ey &

’ d

a)/)c3+4xx

, dx

C)/—xz—x+2
3

9’ .x

e)/(x2+1)2dx
3

g’)/(lfiz)sdx

)/X +2d

s 2x°—=2+2

k)/izx_g. dx

m’)/7x4_§2_2dx

b 82

) [ iz

q)/ = [dx

1+ x
)/< T
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b)/x —5x+9
5 +6

ﬂ/
41
)/ 3X+5
(x2 +2x+2)2
j)/(x+l)2(x 2+ 1)?
l)/ —2x +2
(x* —2x +2)2
n)/ .X +.X dx
Zx +1
p)/ 4(x +1)2
)/x(x +1)
t)/(x +2x+2)(x +2x+5)
V)/
X+ a8
x)/ xdx
Vgax+b
xInxdx
Z)/(1+x2)2
s +2
b)/§+1d

1)/x+x—

)/mdx a#b.

)/X+2dx

1+x
r)/x(1+x2)
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> X /2x — 22 —2x+1
“)/(x2—1)<x+1)d" v) Sl &
W)/ x’)/xz—*_imdx

x* +5x +4 x*—x+1
Solucion

d
a)/m,conaib.

Se descompone al integrarlo o +a)l(x ! =_A + B

xta x+b

= 1 =A(x+b)+ B(x + a).

Sixz—a,A—blayB— lbporloque:

dx _ 1 dx 1 dx _ 1 X+a )
(X+a)(x+b)_b—a/x+a b—a/x+b_b—a1n|x+b|+c’51‘”&b-

b)/x —5x+9dx

2=5x+6

Dividiendo los polinomios del integrado tenemos:

£-5x+9 _ 4, 3 3 _ 3 3 .

x2—5x+6_1+x2—5x+6ycomO(X—2)(X—3)_ x—2 T x_3 cntonces:

/wdx—/(l— 3 4+ 3 yax=x-3Injx-2/+3Injx-3/+C=
X2 —5x+6 x—2 x-3

x+3ln|x_ S1+C.

5x2 +6x+9
)/ G-3Pa 1)
5x+6x+9:a+ b +_C 4 d
x=32x+Dr  x=-3 " (x-3)?% x+1" (x+D*
52 +6x+9 =a(x-3)x+ D>+ b(x+ 1) +c(x+ D(x —3)* +d(x - 2)°. 1))

Si expresamos

se tiene que:

Six = 3, tenemos que 160 =72 = b = %.
Six=-1,16d =8 =d = 1.
Desarrollando la expresi¢n de la derecha de (1) obtenemos que:

S5 +6x+9 =@+ +(-a+b-5¢c+dx*+2b+3¢c—-6d)x—-3a+b+9%+9d = a+c =0,

b-4c+i=5=c=0=a.

522 +6x+9 _9 dx 1 dx _ __ 9 _ 1
AS’/(x—3)2(x+l)2dx_2/(x—3)2+2/(x+1)2_ G+ 2a+D ¢

d)/x4ledx=/<1+x _1>dx.

i : 1 _ _a b cx+d
Consideramos la expresi¢n A1 x-1 + Tt o

I=alx+ D2+ D +bx— D2+ 1D+ (ex+ d)(x% + 1.

Six=1=a= % ysix=-1,b= —%. Desarrollando la igualdad tenemos:

dx =

4
(@+b+o)+@@-b+dx>+@+b-c)x+a-b-d=1 =>c=0,d=—%,ded0nde/ 4x
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dx

x+%ln|x+l|—%ln|x+l|—%/x2 x=1)_1

1
=x+;In — sarctan x + C.
+1 40 x4 11 2

e)/(x 4x+3)(x Y4x+5)

Se sabe que la descomposici¢n de fracciones parciales nos lleva a escribir:

1 __a b cx+d
(x=3)x=-DGZ+4x+5)  x=-3x—-1x24+4x+5

IT=a(x—DG2+4x+5) +b(x =32 +4x+3) + (cx + d)(x = 3)(x - 1).

Six=1,b=—-5ysix=3,a=3.

Si desarrollamos la igualdad se tiene:
l=(@+b+0)x*+Ba-b—4c+d)x*+(a—-Th+3c—4d)x —5a—15b + 3d = 1.

- _ 2
Astenemosquea+b+c=0=c=Fyd= 26, lo que nos lleva a escribir:
3

dx o5 _
/(x2—4x+3)(x2+4x+5) 52 Inlr =3 = 5 Inlx - ”*/( 2)2 [x=
7

1 1 1 2x+4 30 _
5—21n|x—3|—701n|x—1|+5/mdx+ mdx—
élnlx—3| ln|x— 1|+ ln(x +4x+5)+ g arctan(x + 2) + C.

f)/)c+1

Recordemos que x* + 1 = (32 + V2x + 1)(x% — V2x + 1), por lo que podemos escribir:
1 ax+b cx+d 2 2
+ — 1= +b - V2x+ 1)+ +d + V2x+1) =
A1+ V2x+ 1 2 — V2x+ 1 (ax + D) = V2x+ D+ (ex + ) + N2x+ )
l=xX@a+)+x2d+ V2c+d-2a)+xa-= V2b+c+ V2d)+b+d = a = -, b+d = 1,

2V2e=1=c=-20a=24=1p=1
V2 1 V2

1
o dx TXt3 )
Por consiguiente, = dx+ | ———F——=—dx =
& /x4+1 /x2+ V2x + 1 X2 - V2x+1
1_1 1_1
\/_/ 2x+ V2 dx+/72ﬁ4 dx — \/_ 2x- V2 dx+/7224 dx =
2+ V2x+1 (x+7)2+% - Vax+1 (x—7)2+%
ﬁlnx + V2x+1 + ﬁ(arctan(\/_x+1)+arctan(\/_x—1)) pero como
2= V2x+1
V2x+ 1+ V2x -1 V2x V2x
tan(a + B) = = — « + B = arctan ———, es decir:
(@+p) 122+ 1 f_p2 o eth -2 '
/4dx =£lnx+\/_x+1+£arctan \/_x
X+ 1 - V2x+1 - x2
dx
g)/364+x2+1
Recordemos que x* + x> + 1 = (x> + x + 1)(x> — x + 1), por lo que:
1 = _axtb _cxtd ) (gxtb) (P —x+ )+ cxtrd)P+x+]) =

A+l Hx+l K -x+1
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l=@+)®+(—a+b+c+d)x*>+(a-b+c+dx+b+d=a=—-c,b=d,2b=1 :bz%,dzé

ie. 2c=-1,esdecirc=-1,a=1.

: dx 1 x+1 1 x—1
Por £1timo, = dx— = | —=—=———dx=
/ A+l Z/x +x+1 * 2/xz—x-i-l o

l/ C2x+1 / dx _l/ 2x—1 dx + / dx _
4 x+x+1 (x+ 32+ 3 4 | 2—-x+1 (_1)2_,_,
1

!
%ln% + %(arctan 2x\/§ + arctan 2x\/_§l) % +C =
1 lniztiii 21/§arctan 1\15));2 +C
)/(x _?_xz-;f_z)z dx:% %dX+ %,pero
(x +21§lzx+ 12 = (Zzzle)z =2 (ler_zlz)z dz — 2/ #zzz dz =
—2/ szf 12 iz Zle)z = 2arctanz — 2( — arctanz — m +1 arctanz) +C =
Zzi 1 +arctanz + C’ = #"’;4_2 + arctan(x + 1) + C’ y finalmente:
% dx= S 2(x2 +32x +2) - x2 f ;x1+ 2 +arctan(x + 1)+ C =

2x—1

—= s 1 .
22+ 227 2) +arctan(x+ 1)+ C

)/(x+1)(x 2+ x+1)?

Usando fracciones parciales podemos escribir:

1 —_a _, _bx+c | __dx+te
GHDE@+x+172 " x+ 1 2yxt1 (FHx+1)?

I=a(®+x+D?+Mx+o)x+ D2 +x+ 1)+ (dx+e)x+ 1.

Six = -1, a =1y desarrollando el trmino derecho de la igualdad se tiene:
l=@+b)x*+QRa+2b+o)x* +Ba+2b+2c+d)?* +Ra+b+2c+d+e)x+a+c+e,

lo que implicab = -1, ¢ =0,d = —1, e = 0. As tenemos que la integral:

dx _ dx xdx xdx
(x+ D" +x+ 1) x+1 Ctx+l (2 +x+ 17

2x+ 1)dx 1 2% -1
Pero, xidx:l/(i_f/ =In(x? + x + 1) — —= arctan ,
/x2+x+l 2/ P+x+1 (x+2)2+— @ tx+ 1) \3 \3

xdx  _1 Cx+Ddx 1 _
P+x+12 2] (Z+x+1) ((x+ 2>2 7
2x+1 _ 2x+1 arctan 2x+1

. __4 _
207+ x+1) BRHx+l) 3V3 o B ’yaq“e/(2+a2)2

1 (1 X X P
— (= arctan = + ) (ver ejercicio 2p).
Lla at a2 J P
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dx
(x+ D2 +2x+2)?

1 2x+1 2 2x+1 _
2(:J)(xz_'_x_|_1)+3\/§arctan N )+C

In |x+1| + x+2 + 5 2x+1+C.

V2 +x+1 3 +x+1) 3\/§arctan V5

: dx
) | Gt

Consideremos la descomposici¢n siguiente:

:ln|x+1|—%ln(x2+x+1)+%arctan2x\/‘%l— 1

. 1
Finalmente, =
2 +x+1

1 —_a_ . _ b _cx+d, ex+]
G+ D22+ " x+1 7 (x+ D27 241 (Z+1)
l=ax+ D2+ 1>+ + 1) +(ecx+Dx+ D>+ D+ (ex+ Hx+1)? =

=@+ +(@+b+2c+d)x* +Qa+2c+2d+e)x* + Qa+2b+2c+2d+2e+ f)x* +(a+c+2d +

e+2f)x+a+b+d+f.

Six = lb— ,a+c=0,b+c+d=0=2d+e=0,2a+2e+f=0,2b+2d+2e+ f =0,

2d+e+2f = 0=>f 0,d= % :—%,az%,c:—d—bz—%,conloquesetiene:
1
. dx  _1 1o 1 y_ 1 [*73 , 1 [ _ xdx _
Grad e - 2T z/szdX 2 e T
1 _,L 1 2 1 _1 1 _
ln|x+1| T 4ln(x +1)+4arctanx 4x2+1+C_
_=+x st = bine2 + 1)+ Larctanx + C.
Ax+Dx*+1) 2 4 4
Tx + 13 7 2x+12 29
de=L_2x+12 4 [ 29
)/x T 12x+527 T 28 120+ 527 T ) G+6 + 16
7ln|x +12x+52|——arctanx26+C.

— 242 +2
D/(x “oxr2)y

Dividiendo los polinomios tenemos:

f_2x%+2 _ 4x3 —10x* +8x -2
x4—4)§c3+8).cx2—8x+4_1+ 25 12) y descomponemos
423 —10x> +8x—2 _ _ax+b cx+d 3_ 2 _9_
- 2xt2) _x2—2x+2+(x2—ZX+2)2(:)4x 10x“+8x—-2 =

(ax+b)(x>=2x+ D+cex+d=ax® +(b-2a)x> + Qa-2b+c)x+2b+d = a=4,b=2a—-10 = -2,

¢ =—-4,d =2. As tenemos que:

X —2x2+2 ( 4x -2 —A4x+2 ) _
X =202 g0 (4 dx =
2 —2x+2)2 = / +x2—2x+2+(x2—2x+2)2 x

2x=2 2x—=2 _
x+2/x2_2x+2+2 (x—1)2+1 /(x - 2x +2)2dx 2/((x 1)2+1)2_

-1
2 +2 (x—1)2+1
x—3
X2=2x+2

x+2In(x* — 2x + 2) + 2 arctan(x — 1) +

—arctan(x— 1)+ C =

x+2In(x®> = 2x + 2) + arctan(x — 1) — + C (ver ejercicio 2p).
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)/ de
(X + D) +8)

Consideramos la expresi¢n:

x —_a_, b , _cx+d ex+ f
X+ DE+2)2—x+ D2 -2x+4)  x+1  x+2  2_x+1 2-2x+4

X =a@+8)(? —x+ 1)+ b0+ D2 =2x+4) + (cx +d)(x + D> +8) + (ex + )H(X + D(x +2).

Six=-l,a=-3 y six=-2,-32=-84b= b = 25 Desarrollando la igualdad tenemos:

=(@@+b+c+e)’ —(a+2b—c—d-2e+ Nx*+(a+4b+d+2)x> +Ba+b+8c+e)x’>—(8a+
2b—8c—8d—-2e— f)x+ (8a+4b + 8d +2f).

As,c+e+it=1=c+e=2y8c+te=0=c=-% 16 Ademsd +2f -+ +322 =0,

21,6 21 ﬁ
-3+ 2181+2f=0=d= L, f=-1 porloque:
2 +8)8

5
o xdx 1n|x+1|+ ln|x+2|——ln|x —x+1]- 1n|x —2x+4|+C = il 8
2l x>+ 1]

0+ D +98)
7., .3
I = X' +x d
m /x'2—2x4+1 o
Seay=x* 1y —2y+1=(y-DO*+y-1),dy = 4x>dx, entonces:

jo1 [GieDadde 1 [ 0+ Ddy _ 1 (21 - 2y +3 )y -
Y -2xt+1 74 ) Y -29y+1 4 e A

1 1 2y +1 1 dy _
21n|y ]l 4/y2+y_1dy 2/(y+2)2 -

+C.

3
1
1 V5
1 1 Y+s-%
Linpy—11- Lmp2+y-11- ln‘ ’+c=
1 V5
2V5 2t
1 1 1 24 +1- 5
lnx In|x® +x* - 1| - In +C.
| Il= gl | 245 12X+ 1+ V5
X —x+14
")/ G-

X-x+14 _ a b c d
G-dx-2) x4 " G-a2 T -ap Tx-2

P —x+1d=a(x-4>x-2)+bx-4Hx-2)+c(x—1)+dx—-4)7> =

Sabemos que

(a+d)x* — (10a + 12d — b)x* + (32a — 6b + ¢ + 48d)x — 32a + 2b — 2¢ — 64d.
Six=4,26=2c=c=13,x=2,16=-8d =d=-2=a=2,b=-3.

De esta forma tenemos que:

x—x+14 3 13 1 _ _ _
/(x e dx—21n|x 4] + P S W Py 2In|lx-2|+C

x-4 3 13
Zln‘ Al 2a -y O

dx
P>/m
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2 d L
Seay=x*+1, dy—3x2dx=>/w:%/%:%/ﬁ,quemmphﬁcala

1 a, b c d
expresi¢n. Ahora ————— =5 + 5 + — s =
P Vo-12 YT T y=T o0y

l=ayy -1 +by -1+’ (I =y)+dy> = 1 =(a—c)y’ + (b +c+d—2a)y* + (a—2b)y+b.

Siy=1,d=1ysiy=0,b=1=a=c,b=2,por lo que:

Lzl( _ _ _#) :l( @_#_L)
/4()63+1)2 (Stbl=2nly-11-51y) +C= 3 (2= - <1~ - L) +c

q)/ 4x 52

Sabemos que

1 _ _a b c
A r5x-2  (x- 2)(x—1)2‘x—2+x—1+(x_1)2‘=’

1=a(x—1)2+b(x—1)(x—2)+c(x—2)=(a+b)x2—(2a+3b+c)x+a+2b—2€.

Six=1,c=-lysix=2,a=1= b= -1, de modo que:

¢:1n|x—2|—1n|x—1|+L+c=1n‘x—2 -
x> —4x% +5x - x—1 x—1 1
x'+1-x _ (l_xié) _ 1 7
)/x(x+1) /x(x+1) = /x 1) ik =gk G
__ax
S)/x(x5+l)2

Seay = x> + 1, dy = 5x*dx y tenemos

dx _1 Sxtdx  _ 1 dy
xC+12 5 ) S+ 5 ) Y-

A 1 —Q+Q cl(:)1=a(y—1)y+b(y—1)+cy2=(a+c)y2+(b—a)y—b=>b=—1.

SYo-n Y =
Siy=1,c=1= a= -1, por lo tanto:

i = H oo ) re= ] 2 )
/x(x5+1)2 3 ln|y|+y+1n|y 1)+ C 5 In 511 +x5+1 +C.

t) / dx
(2 +2x+2)(x* +2x+5)

Descompongamos la expresi¢n:

—

1 __ax+b cx+d
P +2x+2)(2+2x+5) 2 42x+2  x+2x+5

1 =(ax+b)(x* +2x+35) + (cx + )(x* + 2x + 2)

=@+ +QRa+b+2c+d)x*+Ba+2b+2c+2d)x+5b+2d.
Asa=-c,b=-d=5b+2d=1=3b=1,b=1%,d=-% Adems,5a+2c=0= a=c=0,con
lo cual tenemos:

dx _1 dx 1 dx _
P2+ +2x+5 3 ) x+1D?+1 3 ) (x+1)*+4

1 _1 x+1
3arctan(x+1) 6arctan( > >+C.
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0 [ G5

Seay=x-1, x2=(y+1)2—y2+2y+lytenemos

x2dx (yz+2y+1) /(1 2 1) 11 1
= S+ +gldy=—57--35-—s5+C=
(x_l)lo / YT Ty y Ty T 48 T 9y

_ I S
9(x— 1)9 4(x - T(x-1) ’
_ dx  _ dx
V)1_/x6+xg _/x6(1+x2)
Seat = % dx = tizdt, entonces:
1
—=dt
2 6 5 3
I = L = - [ Ldt _ _ (t4—t2+1— 1 )dt: ~E 4 L ¢4y arctans + C' =
1.1 2 +1 2 +1 5 3
st 8
1 tl tl 1
4 1 1 1_r
50 + i arctan x + C, pues arctan x + arctan 7

3
w) I = / \/;Tldx
Seay? = x — 1 = 2ydy = dx, > + 1)* = x%, de donde

0?+ 1) 6 4 > 1.7 . 3.5, .3
1= nydy=2 O°+3y" +3y +1)dy=2(7y +3y7+y +y)+C=

(50 + 4y + )+ C=2Vx -1 x- 13+ 2(x -1 +x) + C.

X)) [ = xdx

) V%ax+b
3 2

Seaz? =ax+b,372dz = adx, entonces]z/Z _zbSZZdZ =%/(z3—b)zdz=
a a

3(2_ ﬁ) _iz(i_b) _3. 2/3(1 _é) _

a2<5 b5 ) +C=32(5 -5) +C= Zax+ 7P (sax+h) - §) +C=

—(ax + b)*3 (Zax - 3b) +C.

y) 23 +x+3 (2x* +l)x

(1+ 2)2 (1+ 2)2 (1

Qe+ Dx 1 [ 241 ,, _ dt
Ay =2 Gep¥= | i1

:ln|t+1|+2(t£1)+C':1n|x2+1|+m+C'.

Para la primera integral consideremos x> = ¢, entonces

1 dt
(t+1)?

En la segunda integral usamos integraci¢n por partes sobre la integral / de T por lo que / de =
X X
X dx

_ X 2.2 _ _ dx .
arctanx = 2l + / o+ 1)2abc = 71 +2 @+ 2/ o2+ con lo cual se tiene
d 1 4
/(x2 fl)z = é(xz)il +arctanx) +C”.

28+ x+3 50 o2 3 Sx+l
Finalmente, / 2)2 dx =In(x*+ 1)+ 5 arctan x + 2(x2 D +C.
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Sea x*> =y, dy = 2xdx, dx = 3 \/_dy, entonces:

Iny

1 .
I =-= T+ dy. Integrando por partes, definiendo u = Iny, dv = I+ )Zdy, du =
—%ﬂ),tenemos:

1 lny 1 dy 1 Iny 1 (l_ 1 ) _ 1 Iny 1 ‘
= iT+y " /y(1+y) ATiy a3V ya1)W = g1y tgln
1 Inx 1

-= + = In 5 +C.

21+ 4

’ d

a)/x3+4x *

Si escribimos — 4 =%+% & 4 =a(x®+4) + (bx + c)x = (a + b)x* + cx + 4a.
x° +4x x~+4

Six=0,a= 1,b:—1,c:0ydeestaf0rma:/ 4 dx:lnlxl—%ln(x2+4)+C.

X +4x
b’)/de:/(1+L)dx=x+1n|x+1|+c.
x+1

C)/ —x2 —x+2

1 __a b
Como_xz_x+2 —(x—l)(x+2)_x+2+1—x(=)
—1=a(l-x)+b(x+2)=(a+b)x—a+2b.
1g=_1 _dx 1y, |x+2
Six=1,b=1a= 3:>/—x2—x+2_31n 22l.c.
d)/x +.X+1dx
X —x-
Not x+x+1:1+ 2x+2  _ 4 2x-1 3
oemosquex2—x—1 ¥ -x-1 X —x+1 (x—%)3—§y
/x2+7x+1dx—x+ 1’ 1+‘f’—— ’ 2\6|+ln(x2—x+1)+C:
x—x-1

EAER ‘ 1‘+ln(x2—x+l)+C.

2x + \/_—
b J— x
e)I—/i(xz_'_l)zdx

1 udu _1/ du 1 du

Sea x% = u, 2xdx = du, porloque/ = >

w+17 2

1 1.1 N )
21n|u+1|+2u+] +C_2ln|x + 1]+

N dx
f)1_/x(l+xz)

Seau = x*, x= Vu,dx = Zi/_du entonces [ = l/u(udf: T = 1111’

1
2 n TC

Lhcz
u+1
2

1 X
=1In +C.
27 ¥+

u+1 2] dQ+u? "~

dy, v
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3
b x
0 [ iy

3
-2 - x -1 “lgy =1 [du_1
Seau = x +l,du—2xdx,ent0nces/(2+x ~dx 2/ " du—z/u2 3
+C.

Lic=—1 1 +C=

)C
20+2) T a2+ 1y a2 it

72
0 [

5 —1)\2

-2 _ x _1 [ ="

Seau = x +l,du—2xdxytenemos/(1+x2)3dx— 2/ s——du =

Liad_2, 1y, -1 1_ 1 = 1ip2 1 _ 1
/(u 5t 3)du—21n|u|+u 4M2+C_21n(x D+ 5 4(x2+1)2+c'

)/X+2d

Escribiendo x? +2x> + 1 = xf I

X+2=a+x+ D+ bx+o)x-D=@+b)x*+@+c—-b)x+a—c.

2
Six=1,a=1,b=0,c =1, entonces X +2dx=lnx—1 —Larctan2x+1+c.
/x3—1 =1 V3 V3
X +1
“/( “ip

153

Seau =x-1= = (u+ 1)? = u* +2u + 1, entonces /(x_"'l;ﬁd /%du =
/(Lz;)d%%%c L (s Juv 2) v
—(x_ll)s(l(xz—2x+1)+%(x—1)+%)+C—( _11)5<1x2 %x+37—0>+C=
e

o[22

Dividiendo el integrado tenemos %_x;& =x+1+ 2x5— 3 entonces:
/%dx—2x2+x+%lnl2x—3l+0

Y e

Tenemos que 7 xzz 2=u2+b;_2=uf1+uf_2<=>u=a(u+2)+b(u—1).

+ x
. 1 _ 2 xz _1 dx 2 dx —_
Sll/l—la—g b—g HtOHCCS/md}C—§ x2_1+§ X2+2_

arctan +C.

ot

\/E
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0 g 1/ _duw _1[_ du  _
Seau—x,du—2xdx,entoncesl—z/uz_u_z—z/(u_l)z_g_
4
1 _3
1 u—a—z‘ _1 ’x2;2‘
6ln’u—%+% re=ghle it C
W= [ o dxa#b
T W DHE )T
. x2 _ u _ a ﬁ
Escribiendo (x2+a2)(x2+b2)_(u+a2)(u+b2)_u+a2+u+b2
2 2
u=ar(u+b2)+ﬁ(u+a2)=(a+ﬁ)u+ab2+ﬁa2za+,8=1,a=—b2a_a2,ﬁ= bzb_azysetiene

/ 2 dre 1 (/ b*dx _/ a2dx):
(* +b*)(x* + @) b? - a? ¥ +a? 2+ b2

(b arctan E — aarctan = ) +C.

/( 3+2)3

Seau=x3+2,du=3x2dxylaintegra11=%/%:—%%+C:—é%+c

s _ x+2
p)I—/x4_1dx

Escribamos 1 _1 1

1 _1
-1 2421 2x24+01°

1
b2

entonces:

_ X _ X | S | _
I_/[Z(xz—l) 2(x2+1)+x2—1 x2+l}dx

1 2 _1_1 2 1. |x—1]_ _1 (x—=1)° _
41n|x 1] 4ln|x +1|+21n‘x+1‘ arctanx + C = - In 7()( D+ D) arctan x + C.
2 _ _ _1 du _ 1 1+u _ 1 2+1
Sea x —u,du—2)cdx,entoncesl—z/uz_1 = 41n‘1_u +C = 41n‘x2—1 +C.
) 1+x
x(1+x2)
Descomponiendo el integrado ﬁ = % + [ix++x§ tenemos que:
1+x=a(1+x2)+(bx+c)x=(a+b)x2+cx+a=>a=1,b=—1,c=l,porlocual ﬁdx:
1 X ) _ 2
= — + dx = —Lin(1 + x2) + In|x| + arctan x + C.
/(x 1+ x2 1+x 2 ( ) o

)/(1+X2dx

Seau=x—1,x+1 =u+2yse tiene (x1—+]x)2 =/u;zzduz/(%+%)du=ln|u|—%+€=

1n|x—1|—le +C.
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it = x+ 3% y la expresi¢n =
-8 -8 -8 x=2 x42x+4

8x=a(x* +2x+4)+ (bx+)(x-2) = (a+b)x*>+ (2a—2b+ ¢)x + 4a - 2c.

Derivando tenemos 8x a_, _ bx+c

A _ 4 _ 4 c=8
Six=2,a=35yb=- 3

. 4 1 _ _22x+2) 4 ) _
Flnalmente,/x _de—/(x+3x_2 3(x2+2x+4)+(x+1)3+3 dx =
12,4 Z 9= 2 1n(s2 4 x+1

R +31n|x 2| 3ln(x +2x+4)+ \/garctan NG +C.

) )C5 d
u)/(x2—1)(x+1) X

5
Dividiendo los polinomios del integrando tenemos: (xz—lxm =
2
2 ) 23> +x+2 D f “2x“+x+2 _ _a b c
X2 —x+ +(x ot D e esta orma D) = X+ +(x+1)2 t e
2 +x42=a(x>-D+bx-D+cx+ 1) =@+o)x*+(-2a+b)x+a—-b-c.
Sileczi =—3,b =1 ysetiene:
2 1 __9 1 ) _
/(x —1)(x+1) /(x XA ey T A+ tae-)
X —+2x z(x]_'_l)—%ln|x+1|+%ln|x—l|+c.
V)/Zx —2x? _2x+1dx
-2+ X%

3 2

Descomponiendo el integrando tenemos 2xx__22x3_ 3);;1 =44 % + xil + G = 2x° -

232 —2x+1=ax(x— 12 +b(x— 12 +cx*(x— 1) +dx* =
(@+0)x +(=2a+b-c+d)x*—(a+2b)x+ b

Six=1,d=-1ysix=0,b=1,a=0,c=2.

Seobtieneendeﬁnitiva:/zx — 222 _2x+1dx——%+21n|x—1|+L+C.

)/ X

Ny 3x2 _ 3u _ 3u _ 1 4 .

Escribiendo Frslad Aasusd GrD@E®H = u+ld + M+4,porloque.
3x2 1 4 X

——=——dx = - + dx = —arctan x + 2 arctan = + C.
/x4+5x2+4 * /( eIk * 2
X,)Iz/x2+x+]dx

2—x+1
Dividiendo tenemos que Lm 1+2¢ =1+ 22x—1 +— 1 , con lo cual tenemos
—-x+1 x—x+1 x*—-x+1 x-x+1

2x—1 1 2 2 2x—1
I = 1+ + dx=x+1 -x+ 1+ t +C.
/( ¥ -x+l (x—1)2+i) e D Jparean =iy

5. Calcule las siguientes integrales:
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I= [ —4ax b) 1= dx

/ x4+ 1+ Vx+1 ) Y+ 1+ /(x+ 1)
N Vi+1+2

I= d dI= | —2T-"T< 4

©) /%H x ) G+ 12— Va1

o) ] = 3x+1d I= _x+3
) /VX—I * b XV2x+3
Solucion

dx
a I: —_—_—
) / x+1+€/x+1
Dado que p = %,q: %,tomamosn:6,esdecirz:(x+1)é :>z6:)c+ly6zsdz:dx,z3 = Vx+1,

= %lx + 1. As obtenemos:

622dz _ 2dz _ 2+1-1, _ 2 dz_ _
/Z+2_6/1+Z_6/17+Zdz_6 (z"=z+1)dz—-6 T+z -

3
6(%—%”)—61n|z+1|+c=3(x+1)%—3(x+1)%+6(x+1)%—1n|(x+1)%+1|+C.

_ dx
1= Vi+ 1+ /(x+ 1)

. . 1 3
Como p = %, q= %, consideramos n = 2,i.e. z= (x+ 1)2, 2> = x+1, 2> = (x+1)2, 2zdz = dx, entonces:

I:/%:Z/ dz2 =2arctanz + C = 2arctan Vx+1+C.
z+z l+z

e
c)I—/ %4_ 1dx
Sea x = 7%, 62°dz = dx, \x = 2°, ¥x = 7%, entonces:

3 8 _ 5
z -1 -z z+1
I:/ZZ+16zsdz=6/ Zz+1dz=6/(16—14—z3+z2+z—1—Z2+1)dz=

3 2
77777 2,z ___1 2 -
S-S -Gt t5 i+ +arctang) +C =
3
xe =3

‘A‘l\)

4+ 2x7 +3x7 — 6x6 — 31In|Yx + 1] + arctan {x + C.
Vx+1+2
dIl=| —————————dx
) (x+ 12 - Vx+1
Seax+ 1 =22, (x+1)2:z4 2zdz = dx, entonces:

I=2/(Z-:2)Zdzdz=2/ z+2d
-z 31

Consideremos la descomposici¢n Z;" 2__a I zbz tc
-1 -1 2+

2+2=a@ +z+ D+ Bz+0)z-D=@+b)+(@a-b+c)z+a—-c.

Siz=l,a=1=b=-1,c=a-2= -1, por lo que:
dZ @+ D+1 _ _ -
1d parp— dz=2Inlz-1-In(zZ2+z+ 1) @ +2)2 3dz

(\/x+1—1)2 —larctanzvx+1+l
M2t Varl ¥ V3

I1=2

+C.



Ejercicios de MA-1001  Calculo I 157

_ 3/x+1
e)I—/,/—x_ldx

_ox+l > _2dx ox—1_ 1 (x-1*_ 2
Seaz—x 1—1+ ,3z°dz = Go12 2 —Z3_1<=> 3 _(Zz_])z,porloque
dz
I= 3z2d T
/Z M /(z 17
Descomponiendo -_a_, b cz+d ezt f

(z— 1)2(z +z+1)2 =17 z=-1? " Z+z+1 (P +z+1)
P =az-DE@+z+ D2 +b@ +z+ 1P +(cz+dDz- D> +z+ 1)+ (ez+ Nz — 1)? =

(a+c)zs+(a+bc—d)z4+(a+2b—de)z3+(3b—c—2e+f—a)z2+(2b+c—d+e—2f—a)z—a+b+d+f.

Resolviendoelsistematenemosa—9,b—9, =—$d— 3¢ %,f 3,porloquel 6(1ln|z—
1.1 1 [ _z+3 1 z+1 Z+3 _Z+ +3 z+1 _
H=97=7 9/z2+z+1dZJr (z2+z+1)2dz) Pero o 1 z2+z+1’(z2+z+1)2_
1.1
Lrats con lo cual tenemos:
(Z+z+ D)% '
—6(Linz—q =1L _1 ﬁ 1 _z-1 122+z+1
1—6(9ln|z 1| 07-1 ]81n|z +z7+1 9 arctan2z+1\/§+9zz+z+l)+C 3 Go1) +
2 2z+1 2z /
—== arctan + +C,conz= a que:
\3 V3 B-1 <= »yaq
(2 7:{22)2 = al—z (é arctan = / = arctan = (Ver ejercicio 2p).
I _x+3
D X V2x+3
2
Seaz’ =2x+3,x=% 3 x+3—T+3 +(z% = 3), zdz = dx, entonces I = 4/(273;)36(&:

d
4/ (Zz _Z3)2 / (Z 2)3, pero
dz = 2 _ _2n—
/ @ - 2n-DE@E - 2n- 2)a / = Z)n r, por lo que:
dz___ —2 324
24/ @ -3)7° " 244 32 -3 / Z-3727 tenemos:

=- dz___ 2z ____ 2z __ -z 1 2= V3
! 2/(z2—3)2 Z-3" (-3 2(2 3@-3% 2330 ‘“\/-) +C=
V2x+3 _ V2x+3 1 | V2x+43-+3

+C.
6x 2x? 6V3 1V2x+3+ 3
6. Calcule las siguientes integrales:
a) /Cos3 dx b) /sen2 xcos® xdx
¢) /sen3(%x) cos’(3x) dx d) /sen4 xdx.

e) /s.enzxcos4 xdx f) /cos.6 3xdx
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COS” X ;. /
g)/sen X 2 sen 5 xcos 2x
i)/tan2 Sxdx j)/cotg xdx
k)/COS COS_X iy 1)/sen5 x+/cos xdx
sen* x

)/ vseén x CoS-~ x )/ ta]lx
S l o2

a) /cos3dx = /(1 — sen? x) cos xdx = /cosxdx— /senzxcosxdx =senx— 1sen’ x + C.
b) /sen2 xcos’ xdx = /(sen2 x — sen* x) cos xdx = % sen’ x — Lsen’ x + C.
c) /sen3(%x) cos’(3x) dx = 2/sen3 ucosd udu = 2/(se:n3 u—sen’ u)cosudu =
2(§sen*u - gsen®u) + C = 1sen*(3x) — § sen®(3x) + C.
d) /sen4xdx: /sen2 x(1 = cos? x)dx = /sen2 xdx — %/sen2 2x2xdx =
%/(1 — cos2x)dx — & /sen22x2dx = 3 (x—3sen2x) - §3(2x— sendx) + C =

3
X - Zsen2x+ 35 sendx + C.

e) /sen2x0054 xdx = /(coszxsen2 x) cos? xdx = i/sen( Zx)%(l +cos2x)dx =
é / %(l —cos4x)(2 + cos2x)dx = 11—6 /(1 —cos4x + cos2x — cosdxcos2x)dx =
e(x— § sendx + 1 sen2x) — /(cos2 2x — sen® 2x) cos 2xdx =
Tex — & sendx + 35 sen2x — /(1 — 2sen® 2x) cos 2xdx = 1= x — gz sen4x + ggsen’ 2x + C.

f)/cosﬁ3xdx:/%d /(l+3c:os6x+3cos26x+cos36x)dx:

%{x+ 1 sen 6x + %/(1 +cos2x)dx + /(1 — sen® 6x) cos 6xdx| =
é(%x + % sen 6x + % sen 12x — 1—'8 sen® 6x) + C =

5 1 1 1
X T psen6x+ gz senl12x — 17 sen’ 6x + C.

2
g) / et dx = /Cotg2 xesct xdx = /Cotgz x(1 + cotg® x) cse” xdx =
sen® x

- /(cotg2 X+ cotg4 x)(—csc? xdx) = —% cot® x — é cot’ x + C.

du _ 4 _ 1 2 2 _
)/sen Ty eos? zx Z/W —2/cotgusec udu—Z/tanusec u(sec” u)du =

2/%(1+y2)dy=2/g+2/ydy=21n|y|+y2+C=2ln|tanu|+tan2u+C=
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21In|tan 1x| + tan? Jx + C.

i) /tan2 5xdx = /(8602 5x—1)dx=-x+1tan5x+C.
i) /cotg4 xdx = /cotg2 x(esc? x — 1)dx = /cotg2 xcsc? xdx — /cotg2 xdx =
—Lcotg®x - /(—1 +csc? x)dx = —1 cotg® x + cotg x + x + C.

k)/cos xdx—/cotgzxcsczxdxz—%cotg3x+C.

sen*
DI= /sen5 x?/cos xdx
Considerando u = cos x, du = —sen xdx, sen” x = 1 — u?, por lo que:

12 10 16
/(l—uz)ze/_du— /(u3—2u3 +u3)du——fu3+5u3 - 16u3 +C =

-1 3 Jcost x + %é/cos10 X — i Jcos6 x + C.

dx sec xdx
m = 2tanx2+C 2+tanx + C.
) / Vsen x cos? x / (tan x)2 ( )

JE-—=
anx

Seaz = Vtanx, dz = €€ de ,dx = %zdz , entonces:
Z

2 ytan +1
dx 2zdz dz \/_ z + \/_z+1 V2 z\V2
= =2 = t +C =
ytan x *+ 1)z /z I T B, P T B g
ﬂl tanx+1+ V2tanx +£arctanM+C(Ver ejercicio 3f).
4 “tanx+1- V2tanx 2 1 —tan

7. Calcular las siguientes integrales:

a) /sen 10xsen 15xdx b) /sen %xcos %xdx
c) /cosxcos2 3xdx d) /senxsen 2xsen3xdx
3senx+2cosx

e)/senx+cosx 1C)/Zse:n)c4r3senxdx

1+tanx

dx h

g)/ —tanx )/1+3cos X
i / dx / dx

3 sen? x+500s2x sen® x + 3 sen x cos x — cos? x

) / 1) / sen x
sen® x — 5 Sen Xx cos x (1 —cos x)3
cos xdx

m)/sen x—6senx+5 n)/(z_senx)G_San)

0) 1—senx+cosxdx
l+senx—cosx

Solucion



160 Soluciones de ejercicios del Tema No.8: Integrales Il Parte  Prof. Jorge Poltronieri

a) /sen 10xsen 15xdx = 5 /(cos 5x —cos25x)dx = — 0 sen25x + 15 senSx + C.
b) /sen jxcos $xdx = § /(senx —senix)dx = —1cosx+3 cosix+C.

c)/cosxcos2 3xdx = /cosx%(l +cos6x)dx = § senx + %/cosxcoséxdxz

1

Fsenx+ 4 /(cosSx+cos7x)dx— >senx+ —sen5x+ ﬁsen7x+C

d) /senxseansen3xdx = %/senx(cosx — cosSx)dx = —%cost - %/%(senéx — sendx)dx =

—70052x+ cos6x+ Ecos4x+C

e) Seau = tan L x, cosx = - dx = 2du entonces se tiene que:
senx+cosx 2™ 1+u? 1+u% d
/ dx _/ 2du _/ 2du _2/ du__ _
senx + cosx N 2~ —(y — -
(1+u2)( 2u2+1—u2) 1+2u—u 2—(u-1)
1+u l+u

tan%x+ V2-1

+C.
—tan%x+ V2+1

C_

’«f (u—l) 7

_ [ 3senx+2cosx 3tanx +2 2tanx+3+3-3
f)l_/Zsenx+3senxdx /2tanx+3d / 2tanx+3 dx =

5
___ 3 35 [ __dx o 1 ) .
/(1 2tanx+3> dx=3x 2/2tanx+3 y s1t = tan 5x se tiene que:

—(1=)dt (1 =1)dt
-3 +5/ ( =3 +5/ . Adems,
2% GE—di+3)A+7) 30— 208 _ 20

5(1-1) a b ct+d

= + +
B —4t-3)1+1) " 3t-2- VI3 ,_2—37\/5 1+7

SO
w

5(1-2) = a( - =¥8 2 — VI3)1 + ) + (ct + d)(32 — 4t = 3).
Sir= 21 2V _ 40 _ plod SV g S

3 9 I
. 2+4I3 20VI3 40 _ 52V13 | 104 __1Is
Sit="F5—= -9 -3 =a=5"+33)=a=-5.

As, 51— 12) = (a+3b+30)8 + (a(*L2 = 2) + (- VI3 = 2) - 4c + 3d)* + (a + 3b — 3¢ — 4d)t +

(@_7 + b(— \/_—2)—3d=>6‘— gysit=1:>_4d—%:O:>d_—— por lo tanto
10, 15

15 dt 5 dt + ﬁt_ﬁdt_

%-2-v3 B) 2B v s

3

5 5 2-V13 5 2t 15 dt
—=In(3tr-2- V13)— ZIn |t - + = dt— 3 =
3 In( V13) 13 n‘ 3 13/t2+1 Bl 142
-3 In3 =4t =3+ 3 In|? + 1| - 3 arctant + C".

3t2—4t—3
2 +1

Finalmente / = %x— 15—31n ’ - %arctant+C = %x— %1n|25enx+3cosx| +C.



Ejercicios de MA-1001  Calculo I 161

1+tanx sen x + cos x
g)/ tanxdx_ cosx—senxdx_ In|cos x —senx| + C.

h) = dt = dt_ _ arctan 1t + C = arctan x(! tanx) + C, con
1+ 3cos x 2 3 ?+4 2 2
(L+)(1+ 1 ;2)
+

- 1
1 = tan 3 X.

2
i) / dx 5 Tomando ¢ = tanx, sen®x = tiz, cosx = —1 5, dx = dt_ tenemos
3sen” x + 5cos” x 1+1¢ 1+7¢ 147

/ dx :/ dt :/dt :l/dt:
3sen® x + Scos? x (1+t2)< LS ) 32+5 3) #+3

1+ 1+7

_ tanx+c

\/> arctan \/7 =~/ arctan \/7
3

) dx - dx _ du _
sen? x + 3 sen x cos x — cos2 x %sean—cost 3senu —2cosu

/ 2dt _/ dt  __ 2 | V13+2r+3

(1+t2)( 6r 21 —2> 2+3t-1 2\/_ Vi3 -2r-3
+ 72 1+t2

1 1H‘Ztalnx+3—\/_3

+C =

+ C, habiendo considerado las sustituciones # = 2x y luego ¢ = tan %u ie.

VI3 |2tanx+3+ VI3
2
cosu:l_tz,senuz 2t2’ u = 2dt2.
1+t 1+t 1+t

k)/ dx :/ 2dt :/ 21 +A)dt
sen? x — 5sen x cos x 1+ tz)( 412 21(1 — IZ)) (562 + 2t = 5)

(1+ t2)2 (1+12)?

(1 + 2)dt _ .
, usando la sustituci¢n ¢ = tan 5 x.
/St(t+“r)(t+ 5\%) :
1+7 a c
Por otro lad «
ororoaot(5t2+2t_5) t5l+1+\/_ ;ﬁ
& 1+ =a(5 +2t-5) + bt(t
1F 52 Z\F _1
Sir=-12Y2 52 2V (f——):c_g.
Sit=-! f:ﬁzf =bAB 2 —p=1,
Sit:O,l=—5a=>a=—%.Finalmer1te:
2
Iz/ lglgt)dt T =—1iInt+ 1In(St+ 1+ V26) + 1
S50t + )i+ 222
5°-5, 2
2 2 2
Lin StP4+2t=5 +C=1m 141 1+1¢ +C=1ln sen)lc—Scosx +C=
t : _t 5 sen x
1+7

tanx — 5 L C.

1
51n’ tan x
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sen x __1 1
1)/(1 cosx)3 2 (1 - cos x)? +C

m)Iz/ cos xdx

sen>x —6senx + 5

= = I = u =
Sea sen x = u, du = cos xdx, entonces / 2 6u L5 / (u=5w-1)

l/( LooLoydu=4m|t=3]+c=fm|snx=2l,c

-5 u-1 TAaT -1 4 |senx—1

/= / 2- senx)(3 — sen x)

2
2dt 5 geny= 2+ 200 =21 ,3—senx = %,porlo que:

1+ 1+7 1+7

~ (1 + 2)2dt 2(1+1) _
I= / P 1+ DR —ar+3) AStenemos que o 3y

2 ;fl + ;thr e 2420 = (@ + D)3 =2+ )+ (et + P~ 14 1) =

(Ba+o)*+(3b—c+d—-2a)* +(3a—2b+c—d)t+3b+d, por lo que ¢ = —3a,3b—c = 2,3b+d =2 = b = 2,
a=0,c=0,d=-4.

. 2dt 4dt
Finalmente, [ = | 24l _ =
fatmente /t2—z+1 /3;2 2+3 /(r 2)2+7 /(; 3)2+§

Seat = tan Jx, dx =

4 v _ 4 2tan§—1 v 3tan§—1
arctan arctan +C = —=arctan ——=—— — V2arctan ——=—— + C.
V3 \/_ 2\/5 V3 V3 22
2
0) Usando la sustituci¢n u = tan 1, tenemos sen x = 2u 5, COS X = 1= L dx = 2du_
1+u 1+u 1+u
l-senx+cosx; _ (-1+ é)dx. Por otro lado:
1+senx—cosx 1+senx—cosx

4du

/ 2dx =/ 1+u’ =/ 4du =/ 2du_ _
I +senx —cos x 1+ 2u 1-u? L+u?+2u—1+u? W +u

L+u> 1+u°

2du__ _ __ 1 g, = _ _ u -
/u(u+1) _2/( 7t ) du=20nlul ~Inju+ 1) =2In | L]+ C =
tan 1 tan 2
2In | —2— 2% +C,esdecir/—l SONX+COSX 7y = —x+2In 7)62 +C.
tan ;x + 1 1 +senx — cos x tan§+1




10.

11.

Ejercicios de MA-1001  Calculo I 163

Ejercicios adicionales de Calculo Integral Prof. Jorge Poltronieri

b

. Sea f definida y continua en [a, b], tal que f(a + b — x) = f(x). Verificar que / xf(x)dx = %(a +

a

b
b) / f(x)dx.
Sea a(x) una funcién derivable en [a,b] y sea f una funcidén continua en [a, a(x)], para x € [a,b].
a(x)
Consideremos F(x) = f(t)dt, verificar que F'(x) = f(a(x))a’(x).

a

Asumiendo conocidas la propiedad de la funcién x — e*, determinar una funcién continua ¢ tal que

X X
1+ / p(t)e'dt = (1 + x*)e*, ¥V x € R. Lo mismo para 3 + / d(eldt = (1 + x>)e”.
0 0

2x
Sip(x) = / %ntdt, calcular los valores de x tales que ¢’(x) = 0.

Sea f una funcién continua, mondtona, con una derivada continua en [a, b]. Verificar (integrado por

partes) que si g es una funcién continua en [a, b], existe z tal que

b z b
/ f(t)g(t)dt=f(a)/ g(t)dt+f(b)/ g(ndt.

n 1
Sea f una funcién continua en [0, 1], recuerde que lim % S f (%) = / f()dx.
n—-oo k=1 0

n
a) Establecer que lim n___7z
) que lim > 237 =%

b) Calcular lim 1a+20+3a+“'+”a,siaG]R,a¢ -1.

n—0oo n‘“’l

. Caleular lim{ / V32 +9di.
X— 0

Demostrar que logn < 1+ 4 +-+-+ 1 < 1 +logn, paratodon € N, n > 1.

Calcular / V1 + x2dx.

2

y
Calcular F(y) = / |x —yldx, cony € R.
0

Sea f una funcién es positiva y continua en [0, +oo[, seaa > 0, h > 0y sea F una primitiva de f.

Va+h
. F(a+h) - F(a) / 2 F(a+ h) - F(a)
Verificar que —————— < )dt < ———.
q Nah - @) 2va
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b
. Sea f definida y continua en [a, b], tal que f(a + b — x) = f(x). Verificar que / xf(x)dx = %(a +
a

b
b) / f(x)dx.
Solucién Efectuando el cambio de variable u = a + b — x se tiene:

/bxf(x)dx:—/ba(a+b—u)f(a+b—u)du=/b(a+b—u)f(a+b—u)du=
(a+b)/bf(a+b—u)du—/bf(a+b—u)udu=(a+b)/bf(a+b—x)dx—/bf(a+b—x)xdx=
(a+Db) / ’ fx)dx — / ’ f()xdx = 2 / ’ xf(x)dx = (a+b) / ’ f(x)dx =

/ bxf(x)dx:%(a+b) / ’ f(x)dx.

. Sea a(x) una funcién derivable en [a,b] y sea f una funcién continua en [a, a(x)], para x € [a,D].
a(x)

Consideremos F(x) = f(6)dt, verificar que F’(x) = f(a(x))a'(x).

a
X
Solucion  Sea g(x) = / f()dt, entonces F(x) = g(a(x)), por lo que F'(x) = g'(a(x))d’(x), pero
g =f)y F'(x) = fla(x)a'(x).
. Asumiendo conocidas la propiedad de la funcién x — e, determinar una funcién continua ¢ tal que

1+ / ¢p(e'dt = (1 + x¥)e*, ¥ x € R. Lo mismo para 3 + / p()e'dt = (1 + x>e*.
0 0

Solucién Si ¢ existe se tiene que ¢(x)e* = (1 + x*)e* + 2xe*, 0 sea ¢(x) = (x + 1)%.

Verifiquemos que (x + 1)? es una solucién. En efecto 1 + / p(t)e'dt = a+ {(1 + xz)e"}0 = (1 + x%).
0

En el segundo caso, repitiendo el proceso se llega a que 2 = 0, resultado que es imposible, por lo tanto

no existe solucion.
2x
. Sig(x) = / %ntdt, calcular los valores de x tales que ¢’(x) = 0.
P

sen2x —senx

T ,conx # 0, oseasenx(2cosx — 1) = 0 que se cumple

Soluciéon Sabemos que ¢'(x) =

para x = krt, x = £{m + 2km, k € Z.

. Sea f una funcién continua, mondtona, con una derivada continua en [a, b]. Verificar (integrado por

partes) que si g es una funcidn continua en [a, b], existe z tal que

b z b
/ Fgdi = fa / o(0)dt + f(b) / ¢t

X b b
Soluciéon Sea G(x) = / g()dt, entonces / fHegde = [f(t)G(t)]Z - / f(®HG(t)dt. Por otro

lado, como f es mondétona, resulta que f’(f) tiene signo constante y se puede aplicar el teorema de
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b b

la media, es decir que / f(OG@mdt = G(z) / f(dt = f(b)G(z) — f(a)G(z) con z € [a,b]. Asi,
/ Fgdr = fBG®) - FHIGR) + f@GR) = fB) / <(oydt - / <(dr] + f(a) / gt =
f) / gdt + f(a) / g(ndt.

n—oo

n 1
6. Sea f una funcion continua en [0, 1], recuerde que lim % S f (%) = / f(x)dx.
k=1 0

a) Establecer que lim Z =1

naooklk +n 4

b) Calcular lim X427+ 3%+ 41" i ¢ R o % -1.
n—oo n
Solucion
1< dx T
a) Observamos que == — —==_— —arctan1 = %, cuando n — oo.
) 4 Zk2+n ”,;ij /1+x2 4
)
19 + 2% + 3% + 1< ! avt ! 1
¢ “e 1 a _ X _

b) Notemos que T nk;( ) —>/0 x¥dx = [‘H'IL_ i1

7. Calcular hm[ % / V312 +9dt).

Solucién Sea F(x) = / V3E 194t F/(0) = li M = lim 4 \/31‘2 94t =
8. Demostrar que logn < 1 + 5 +- 4 ; <1+ logn,paratodon € N, n > 1.

k+1 k+1
Solucion Para k < x < k + 1, se tiene que 1 > 1 , entonces dx > dx , O sea
X k+1 f X . x+1

k+1 2 3 n n
/ dx 5 L vik=1,.. n—l.Asi,/d—)g‘>1,/ %>l,...,/ @>7:>1+/ dx _
k k+1 1 2 3 =1 o x

2

1+logn>1+%+~-~+%.
De igual manera, k < x < k+1 = < &, , Yk =1,...,n—1, o sea
d Ydx _ 1 " d 1

dx dx _ 1 dx L1 »
/l = < 1,/2 = < 2,...,/n_l = +n_1 y también

1. 1 1

logn<1+2+ o1 tn

9. Calcular/ V1 + x2dx.

Solucién Sea x = sht, entonces dx = chtdt, ch’t — sh®t = 1. Por otro lado, se tiene que ch2t =
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ch’t+sh’r=2ch’r—1 = ch’t = %(1 + ch 2r) y la integral se transforma en [ = /(% + %Cth)dt =
%t+i sh2t+C. Como x = sht,sh2t = 2chtsht = 2x V1 + x2, porloque [ = %arcshx+%x\/1 + x24C =
Mog(x+ VI +x2) + x VI +x2] + C.

2

y
Calcular F(y) = / [x —yldx, cony € R.
0

y v
Solucion SilSy:ySyZ,F(y)z/(y—x)dx+/ (x—y)dx =1 y -y +y? 2y 2y + Dy -2).
0 y

},2
Si0<y< 1,/ 0 =0dx =y’ - 5" = =3y - 2).
0

y2
Siy<0=y<0<x<y’=F(y) = [ (x-ydx=13'-y =1y’ (y-2).
0

%y‘l—y3+y2 siy>1
En resumen ¥ =1yt siy € [0,1]
%y“ -y siy<0.

Sea f una funcidn es positiva y continua en [0, +oo[, sea @ > 0, & > 0y sea F una primitiva de f.

Va+h
. Fla+h) - F(a) / 5 F(a+h) - F(a)
Verifi < )dt < ——————.
erificar que 3 \/cT - f(@) 2 a
Va+h Va+h
Solucién Consideremos / F(@*)dty seat® = u, entonces 2tdt = du, dt = —\/_ Asi f(@dt =
Va

a+h f( )

\/_du pero como f es positiva

S S fw
Va+h = Nu "~ Va

e integrando se obtiene el resultado.
a
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA DE MATEMATICA

I EXAMEN PARCIAL —

. Calcule los siguientes limites:
1 _ 1

. x2 1
a)}gl‘ll x—4 -

S 1
b) lim M_
X—+00 x§ +3x+ \/z
4 2
¢) lim M.
)x—’—Z Va2 =2x+1-3
tgx —senx

d) li
) lim 2z

x—0

. Use la definicién de derivada para calcular f’(x), si f(x) = cos3x.

Exdmenes Prof. Pedro Rodriguez

1I ciclo 1999
Sabado 9 de octubre de 1999

Duracion 3 horas

MA1001 CALCULO 1

(40 puntos)

(10 puntos)

. Calcule la derivada de las funciones definidas a continuacién, no es necesaria la simplificacién de los

resultados.

a) f(x) = (x+ D8 (x* +2x)
b) g(1) = 12 sen’(x?)

o) h(x) = cos® Y + 1

@ o = (25) 7

x+1

. Hallar el valor de c para que la funcién definida por:

sen” 3x
)

f() = X

c

sea continua en R.

(10 puntos)

si x#0

si x=0,

. Determine los puntos de la pardbola y = x> — 7x + 3, por los cuales pasa una recta tangente, paralela a la

recta cuya ecuaciéon es Sx+y —3 = 0.

(10 puntos)

. a) Dada la ecuacién x? + 2xy — 3y?> = 0, determine la ecuacién de la recta normal a su grafico en el punto

(1, 1).

b) Determine los puntos de interseccién entre la curva y su recta normal en (1, 1).

(5 puntos)

(5 puntos)
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA II ciclo 1999
FACULTAD DE CIENCIAS Miércoles 13 de octubre de 1999
ESCUELA DE MATEMATICA Duracion 3 horas

REPOSICION I EXAMEN PARCIAL — MA1001 CALCULO1

1. Calcule los siguientes limites: (40 puntos)
N -
a) lim VX +x+3-3

2
b)hmx +Xx+senx
x— 2X

¢) im Va2 +x+1—- Va2 —x

x——00

d) lim % (Haga « = x — m).
X—7T

2. Sea f(x) la funcién definida por:

x“seny si x#0
fx) =
0 si x=0.
a) Muestre usando la definicion de derivada que f’(0) = 0. (10 puntos)

b) (Qué puede usted afirmar respecto de la continuidad de f en x = 0? Justifique su respuesta.(5 puntos)

x+l'

3. Use la definicién de derivada para calcular f”(x), si f(x) = =3

(10 puntos)

4. Calcule la derivada de cada una de las funciones definidas a continuacién, no es necesaria la simplifi-

cacion de los resultados.

a) f(x) = Vx+ 1tgx
_x-1

b) g(x) = =

¢) h(x) = sen®(5x?).

5. Determine los valores de b y ¢, para que la pardbola y = x> + bx + c tenga a y = x como tangente en el

punto (1, 1). (10 puntos)
6. Dada la relacién xy* — x>y = 4, calcule y’ hasta despejarla en términos de x, y.

(10 puntos)
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA II ciclo 1999
FACULTAD DE CIENCIAS Sabado 6 de noviembre de 1999
ESCUELA DE MATEMATICA Duracion 3 horas

II EXAMEN PARCIAL — MA1001 CALCULO 1

. Calcule la derivada de las siguientes funciones: (10 puntos)
cos? x
a) f(x) = sen’ 2xcos? 3x b) g(x) = - V1 - 24t

. Use la definicién de integral indefinida para demostrar la siguiente igualdad:

(x> — x+3)dx _ 1
7(x+1)2 _x+x+1 +c. (10 puntos)
. Calcule las siguientes integrales: (10 puntos)
8
x> —x+3 / tdt
a =—="=dx b) [ —=——.
) /1 Vx o ora
. a) Enuncie correctamente el teorema del valor medio. (6 puntos)
b) Apliquelo para probar la siguiente desigualdad: (4 puntos)

|senb —senal| < |b — al, paratodo ay b en R.

. Un cohete lanzado en forma vertical es rastreado por una estaciéon de radar localizada a 3 km de la
plataforma de lanzamiento. ;Cuadl es la velocidad vertical del cohete en el instante en que su distancia a

la estacion de radar es 5 km y tal distancia crece a razén de 5000 km/h? (15 puntos)

. Un recipiente rectangular para almacenamiento, con la parte superior abierta, debe tener un volumen de
10m3. El largo de su base es el doble se su ancho. Si el material para la base cuesta mil colones el metro
cuadrado y el de los costados seiscientos colones el metro cuadrado, determine el costo del recipiente
mds barato.

(15 puntos)

. Mediante sumas de Riemann determine el 4drea de la regién comprendida por la grifica f(x) = x° y el eje

xentrex =0y x = 2. (10 puntos)
2
. Considere la funcién definida por f(x) = 2(;_)67;)?
2(7 — x)

a) Verifique que f'(x) = = 5)3 y f(x) = (4 puntos)

(x-1 (x—D*
b) Haga el estudio completo, el cuadro de variacién y el grifico de f. (16 puntos)
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA II ciclo 1999
FACULTAD DE CIENCIAS Miércoles 17 de noviembre de 1999
ESCUELA DE MATEMATICA Duracion 3 horas

REPOSICION II EXAMEN PARCIAL — MA1001 CALCULO 1

1. Calcule la derivada de las siguientes funciones:

a)y= 1n’Lx1‘ b) y = In(ln ).

COS X —

2. Calcule las siguientes integrales:

a 3
a) / —Senx_ gy b) / (a — |x)dx c) / x V3 — xdx
—a 0

1 —sen?x

(10 puntos)

(20 puntos)

d)/ (x+3)dx

X+6x+7

3. Determine si el teorema de Rolle es aplicable a la funcién dada en el intervalo indicado: f(x) =

xX*-2x-3 _
P ,x€[-1,3].

Si es aplicable, calcule el valor de ¢ correspondiente.

S

a) Calcule lim Z (1 + ) 1

—00
n i=1

b) Escriba la integral definida que corresponde al limite dado en a).

(10 puntos)
(5 puntos)

(5 puntos)

5. Una péagina rectangular ha de tener 24 pulgadas cuadradas de texto, con margenes superior e inferior de

1,5 pulgadas y laterales de una pulgada. ;Qué dimensiones de la pagina requieren la minima cantidad

de papel?

(15 puntos)

6. Un contralor observa dos aviones que vuelan en trayectoria perpendiculares y a la misma altura. Uno

de ellos dista 150 millas y se mueve a 450 millas/hora, el otro estd a 200 millas y se desplaza a 600

millas/hora.
a) (A qué ritmo decrece la distancia entre ellos? (10 pts)

b) (De cudnto tiempo dispone el contralor para modificar la trayec-

toria de uno de ellos? (5 pts)

7. Sabiendo que el grafico adjunto corresponde a f’, entonces:
a) Determine los intervalos en los cuales f es creciente.
b)Determine los x tal que f(x) es mdximo o minimo.

¢) Determine las primeras componentes de los puntos de inflexién.

Distancia en millas

(20 puntos)
‘ y=f)

AN

/ N\
-1/ L2 N3 S
7N
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d) Si f(=1)y f(5) son de igual signo y f(—1) y f(3) son de signo opuesto; ;Qué puede usted afirmar

respecto del nimero de ceros de f?
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA II ciclo 1999
FACULTAD DE CIENCIAS Jueves 2 de diciembre de 1999
ESCUELA DE MATEMATICA Duracion 3 horas

IIT EXAMEN PARCIAL — MA1001 CALCULO I

1. Calcule la derivada de las siguientes funciones y simplifique al maximo el resultado:

a) f(x)=1In ; i' i + arctan x (20 puntos)

b) g(x) = x(arcsen x)? — 2x + 2 V1 — x2 arcsen x.

2. Calcule el 4rea de la regién comprendida por las curvas de: f(x) = x* — 6x* + 8xy g(x) = x> —4x. (15

puntos)

3. Hallar el volumen del sélido generado al girar la regién acotada por los graficosde y = x> + 1,y = 0,

x=0yx=1entorno al eje y. (15 puntos)
4. Calcule las siguientes integrales: (50 puntos)
1
dx

) [ LA+ )7

2
b) / x> Vx + 2dx

0

dx
d)/(x+l)\/x2+2x—3

d) / Indnx)

e) / cos xdx
sen?x—2senx—3
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA II ciclo 1999
FACULTAD DE CIENCIAS Lunes 6 de diciembre de 1999
ESCUELA DE MATEMATICA Duracion 3 horas

REPOSICION III EXAMEN PARCIAL — MA1001 CALCULO 1

1. Calcule la derivada de las siguientes funciones: (15 puntos)
a) y = arctan(In x) + In(arctan x)
b)y= xcosx2

c) y = arccos e”*.
dy . 2
2. Calcule 7o S In(x~y) = xe”. (5 puntos)

3. Calcule el 4rea de la regién comprendida por las curvas y =2 — x> y y = —x.

(15 puntos)

4. Determine el volumen del s6lido que se obtiene al rotar alrededor de la recta x = 6, la regién compren-

didapory=6—-x,y=0,y=4,x=0. (15 puntos)

5. Calcule las siguientes integrales: (50 puntos)

a)/x +5x+7d

x+3

b) / %dx

2
c)/ X2 Vx—1dx
1

sec’
d) / tan(tanx +1) dx

1+x
e)/1+\/}dx.
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1I ciclo 1999
Miércoles 8 de diciembre de 1999

Duracion 3 horas

EXAMEN DE AMPLIACION — MA-1001 CALCULO1I

1. Calcule los siguientes limites:

2. Calcule y’ si:

a)y=xV2x+ lcose®

c) ln(x3y2) = x2e¥.

3. Calcule las siguientes integrales:

X2dx
a
) / 1+x°

c) / sen(In x)dx

4. Calcule el 4rea de la region comprendida por las curvas y = x?, y = —%x y larecta x = 2.

(10 puntos)
- X—senx
b) )lfl_r,r(l) tanx
(24 puntos)
b)y - xCOSX
(40 puntos)
1 4
b) / DX dx
d) / arctan 3x arctan3x ;.
(13 puntos)

5. Determine los intervalos en los cuales la funcién siguiente es creciente o decreciente y es céncava hacia

arriba o es concava hacia abajo.

(13 puntos)

f(x) = x* —4x° + 8x +5.
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA II ciclo 1999
FACULTAD DE CIENCIAS Jueves 3 de febrero de 1999
ESCUELA DE MATEMATICA Duracion 3 horas

Valor: 100 puntos

EXAMEN DE SUFICIENCIA — MA-1001 CALCULO 1

. Calcule los siguientes limites: (18 puntos)
X —9x> +26x —24

a) lim

) x4 3-V5+x
b lim de
¢) lim 7')6;_2)6

x—+00 x“+1

. Calcule ¥y’ en cada caso: (18 puntos)
a) y = arctan(In x) + In(arctan x)

b) (x+y)*Q2x+y)’ = 1

c)y= Va2 +1-1In Hi\/)cm

. Determine el punto de la parabola y = x> — 7x + 3, por el cual pasa una recta tangente paralela la recta
cuya ecuaciénes 5x+y—3 =0. (8 puntos)

. Se llama ventana de Norman, a la formada por un semicirculo unido a un rectdngulo. Hallar las dimen-
siones de una ventana de Norman que tenga 16 metros de perimetro, cuya drea sea maxima. (12

puntos)

. Calcule el volumen del s6lido que se obtiene al rotar alrededor de la recta x = 6, la regién comprendida

pory=6_x’y:05y:4’x:0- (12puntos)
. Calcule las siguientes integrales: (32 puntos)
X sec® x
2) / or b) / tan(tan x + 1) 1)

c)/ w d)/(x+1)\/x2+2x+2dx.
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UNIVERSIDAD DE COSTA RICA II ciclo 1999
FACULTAD DE CIENCIAS Miércoles 8 de diciembre de 1999
ESCUELA DE MATEMATICA Duracion 3 horas

EXAMEN DE SUFICIENCIA — MA-1001 CALCULO1I

. Calcule los siguientes limites: (10 puntos)
a) lim _3-VS+x b) lim X-=Sen2x.
x4 x3—3x2 - 5x+4 x—4 X + sen3x
. Calcule f’(x) si: (10 puntos)

a) f(x) = Xarcsenx .\ 2
V= Ty

b) f(x) — x256nx-

x+4

. Use la definicion de derivada para calcular f’(x), si f(x) = 1 (10 puntos)
. Si f(x) = x* = ¥* + x, demuestre que existe un niimero c tal que f(c) = 10.

(10 puntos)
. Calcule las siguientes integrales: (10 puntos)

3 1
a xV3 = xdx b / xarcsen x>dx c / _dx
) /0 ) 0 ) V4x2 +1
dx dx
d)/x2_4 e)/ex+1‘

. Considere la regién comprendida por las curvas de y = %, y =0, x = 1, x = 4. Determine el volumen
del sélido que se obtiene al girar tal region alrededor de la recta y = 4. (10 puntos)
. Una pagina rectangular ha de tener 24 pulgadas cuadradas de texto, con margenes superior e inferior de

1,5 pulgadas y laterales de una pulgada. ;Qué dimensiones de la pigina requieren la minima cantidad

de papel? (10 puntos)
. Un controlador observa dos aviones que vuelan en trayectorias perpendiculares y a la misma altura. Uno

de ellos dista 150 millas y se mueve a 450 millas/hora, el otro estd a 200 millas y se desplaza a 600

millas/hora.

a) (A qué ritmo decrece la distancia entre ellos? (10 pts)

b) (De cudnto tiempo dispone el controlador para modificar la

trayectoria de uno de ellos? (5 pts) Disunciacnmillas



