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v Contenidos

Introduccién Joven estudiante:

Le suministraremos una lista de las carreras universitarias que requieren en mayor o menor grado, de los conocimien-
tos, técnicas, destrezas y habilidades que se adquieren en el estudio y la practica de la Matemadtica que el colegio
ofrece:

. Matemitica

. Fisica

. Quimica

. Informatica

. Economfa

. Estadistica

. Administracién de negocios
. Administracién publica

. Ingenierfa civil

. Ingenieria mecdnica

. Ingenieria quimica

. Ingenieria industrial

. Ingenierfa eléctrica

. Ingenierfa agricola

. Perito topdgrafo

. Arquitectura

. Agronomia

. Microbiologia

. Sociologia

. Farmacia
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. Antropologia
21. Odontologia

Si ya usted dispuso seguir cualquiera de estas carreras y, como es lo natural, no desee atrasos en sus estudios,
debe aprobar en el primer semestre de su permanencia en la Universidad, segin sea la carrera elegida, uno de
estos cursos: MA-1210 Calculo I, MA-1001 Calculo I, Matemaética elemental.

El éxito o fracaso en tales cursos depende, en gran parte, del aprovechamiento de la Matematica del colegio en
todos sus multiples aspectos.

Ahora bien, en los tltimos tiempos el éxito en estos cursos no ha sido todo lo numeroso que la Universidad, en
general, y la Escuela de Matematica, en particular, desean.

Por esta razén la Escuela de Matematica le estd ofreciendo, a fin de que usted tenga la oportunidad de refrescar
algunos de los aspectos de la Matematica del liceo, unas notas sobre la teorfa de esta materia, y una coleccién de
ejercicios y problemas que usted puede resolver aplicando los conocimientos adquiridos en el colegio. De este
modo tiene usted a mano el material necesario para hacer una revisién de su Matemdtica del liceo, e iniciar asi su
Matematica Universitaria con mayor seguridad, y por lo tanto, con mejores posibilidades de éxito.

Como ya se dijo, son muy pocas las notas referentes a la teoria de la Matematica que usted estudi6 en el liceo que
se den aqui, por cuanto esa teoria fue bien desarrollada en el colegio por sus profesores, y puede ser consultada
en los cuadernos de apuntes, en las asignaciones que el profesor le proponia y en los textos usados, cada vez que
lo juzgue conveniente para la mejor comprension de los conceptos particulares que se propone revisar.

Es claro que usted puede notar en estos apuntes la ausencia de algunos de los temas o de los tipos de ejercicios
estudiados en el colegio. Conviene también que haga una revision, consultar sus notas, de esos asuntos tratados
en el colegio y omitidos aqui. Recuerde que todo lo estudiado en Matematica en el colegio y en la escuela pri-
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maria también, tiene su aplicacién aqui en la Escuela de Matematica. Mds aun recuerde que todo lo estudiado en
Matemadtica en cualquier época, tiene su anterior aplicacién en estudios mds avanzados.

Estos apuntes representan el primer intento o primer paso de la Escuela Matematica de la Universidad de Costa
Rica para ponerse en contacto con sus futuros alumnos. Han sido hechos consultando los programas y los textos
de Matemadtica de segunda ensefianza en uso, asi como varios libros, cldsicos y modernos, sobre la materia. Se
hicieron con la idea de que vengan a constituir algo asi como un puente que una dos épocas en los afios de estudio
de la carrera del profesional que debe recorrer un trecho, grande o pequeiio, en la senda de la Matemadtica.

A este profesional la Escuela de Matematica le desea hoy, como ayer, el mejor de los éxitos en su paso, de uno o
varios semestres, por las aulas de la Escuela.



Capitulo 1

Conjuntos

1.1 Algunas nociones sobre conjuntos

Simbolos 16gicos utilizados en los razonamientos

Simbolo | Se lee Ejemplo
Implicacién — Implica p—q
Equivalente — Equivalente p<=q
siy s6lo si p es equivalente a q
Cuantificadores v Para todo Va:P
Para todo x se tiene la
propiedad P
3 Existe al menos | 3z : P
existe al menos x que tiene
la propiedad P
Nociones generales de la teoria de conjuntos
Nocién Notacién | Comentario
Conjunto universal E Conjunto formado por todos
o de referencia los elementos
Pertenencia ac€A a es un elemento del
conjunto A
No pertenencia ag A @ no es un elemento
del conjunto A
Igualdad de conjuntos A=B Los conjuntos A y B tienen
los mismos elementos
No igualdad de conjuntos A#B Los conjuntos A y B no tienen
los mismos elementos
Igualdad a=> a'y b representan el mismo objeto
No igualdad a#b a 'y bno representan el mismo
objeto




2
Conjunto definido por {a,b,c,d, e} Denota el conjunto cuyos
extension elementos son a, b, ¢, d, e
Conjunto definido por | {x € E/P(x)} | Denota el conjunto de los
comprension elementos de E con la
propiedad P
Inclusién impropia ACB Todo elemento de A
es elemento de B
Inclusién propia ACB A C By A # B (o sea existen

elementos en B que no existen
en A)

Conjunto vacio

Conjunto que no posee elementos

Conjunto de elementos comunes

Interseccion ANB aAyB
ANB={rxeE/xe Ayz e B}
Conjunto de elementos que son

Unién AUB de Aode B
AUB={rxeE/xe Aoz e B}
Si A C E, complemento de A

Complemento Cgl en E es el conjunto de los elemen-
tos de E/ que no estdn en A
Conjunto de elementos que perte-

Diferencia A\B necena Ay noa B;
AB={xeE/xeAyx ¢ B}

Diferencia simétrica AAB | Conjunto de elementos que perte-
necen a A o a B pero no a ambos
AAB = (AUB)\(ANB) =
A\BU B\A

Par Ordenado (Duplo) (z,y) | Conjunto de dos elementos
ordenados

Producto cartesiano A x B | Conjunto de todos los duplos
(z,y)talesquex € Ayx € B

Elementos equivalentes por x ~y | Conjunto de todos los (z,y) € R,

una relacién de equivalencia | (x =y) | donde RC A x A

R definidaen A (zRy)

En el programa de séptimo afio se encuentran':

a) Propiedades de inclusién

Reflexividad A C A
ACA

Antisimetria ACByBCA —
ACByBCA —

Transitividlad ACByBC(C —
AcCcByBcC —

ISe refiere a los programas del M.E.P. de 1973
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1.1. Algunas nociones sobre conjuntos

b) Propiedad de la interseccion:
Conmutatividlad ANB=BNA
Asociatividad ANn(BNC)=(AnNnB)NC
Idempotencia ANA=A

Absorcion AN @ = @ (El conjunto vacio es asborbente para la interseccion)
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c¢) Propiedades de la unidn:
Conmutatividlad AUB=BUA
Asociatividad Au(BUC)=(AUuB)UC
Idempotencia AUA=A

Neutro AU @ = A. (El conjunto vacio es neutro para la unién).

d) Propiedad de la diferencia:
No conmutativa A\B # B\A

e) Propiedades de la diferencia simétrica:
Comutatividad AAB = BAA
Asociatividad ~ AA(BAC) = (AAB)AC

Nota 1) De laigualdady de la inclusién de conjuntos se deduce que si Ay B
son dos conjuntos, entonces A = Bsiysélosi A C By B C A.

2) Si no hay ambigiiedad Cgl se puede representar por A o A’

Ademds de las propiedades de las operaciones de conjuntos sefialadas en el programa, conviene considerar algu-
nas otras que se tratan corrientemente en los ejercicios que se ven en el séptimo? grado. Tales propiedades son:

CECE‘l:A,E:A, (A = A.

Co=4Ca=0

AB=ANB, AA=0,A\Q=A Q\4=0.
AﬂZ:Q),AgB—>AUC§1:B,A§B<:>AHB:A.

Distributividad
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

AN(BUC)=(ANB)U(ANC
AUB=ANB
ANB=AUB

A\(BUC) = (A\B)N (A\C)
A\(BNC) = (A\B)U (A\C)
Nota

1) Estas cuatro tltimas relaciones, en particular las dos primeras, se conocen con el nombre de Leyes de Morgan.
2) Algunas de las propiedades presentadas se demuestran en los ejercicios que se dan a continuacion.
1.1.1 Ejercicios resueltos
1. ¢Qué se puede decir de los elementos a, b, ¢, si {a} = {b, c}?
({a} ={b,c} — a=b=c).

2. ;Qué se puede decir de los elementos a, b, ¢, d, e, si {a, b} = {¢,d, e}?

Sugerencia: distinguir dos caso 1)a =by2)a #b

2Se refiere a los programas del M.E.P. de 1973
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Da=b— {a,b} ={a}.

Porlo tanto ({a} = {c,d,e}) — a=c=d=e.
2) a # b Se consideran dos subcasos.

ler.

a)Si(a=c=d) —b=e
b)Si(a=c=e)—b=d

c)Si(la=d=e)—b=c

2do.

a)Si(b=c=d) —a=ce
b)Si(b=c=e€) —a=d
o)Si(lb=d=e)—a=c.

3. (Qué se puede decir de los conjuntos A, B, C sabiendoque AC By BC CyC C A?
Mostraremos que los conjuntos A, B, C son iguales, estoes A = B = C.
ler. Mostraremos que A = B.
Se tiene por hipétesis A C B, faltard mostrar que B C Ay por lo tanto A = B
Seaxe B— xeC (puesBCC),— xz€ A(puesC C A).
Porlo tanto x € A,V x € B, luego B C A. Por lo tanto A = B.
2do. Mostraremos B = C
Se tiene por hipétesis B C C, faltard mostrar que C' C By por lo tanto B = C.
Seax e C — x € A(puesC C A)— x € B (pues A C B).
Por lo tanto z € B,Vx € C, luego C' C B. Por lo tanto B = C.
Se tiene que A = By B = C, porlotanto A = C, luego A = B =C.

4. Mostraremos que AN (ANB)=ANByque AU(AUB)=AUB.
ler. Mostraremos que AN (AN B)=ANB
Por propiedad asociativa de la interseccién se tiene que AN (AN B) = (ANA)NB
Ahora bien AN A = A (Idempotencia)
Porlotanto AN (ANB)=ANB.

2do. Mostraremos que AU(AUB) = AUB, por propiedad asociativa de la unién se tiene que AU(AUB) =
(AUA)UB

Ahora bien AU A = A (Idempotencia)

Por lo tanto AU (AU B) = AU B.

(Qué se puede decir de los conjuntos AU (AN B)y AN (AU B)?

Por la propiedad distributiva de la unién respecto a la interseccion se tiene AU (AN B) = (AUA)N (AU
B)=AN(AUB).

Porlo tanto AU(ANB) =AN(AUB).

5. Ay B designan conjuntos cualesquiera.

a) Demuestre que A C B es equivalentea AU B = B



Capitulo 1. Conjuntos

b) Demuestre que A C B es equivalentea AN B = A
¢) (Qué se puede decir de los conjuntos Ay Bsi AUB =By ANB=B?

a) Hay que demostrar A C B <— AU B = B.

ler. “(—>)” Se debe probar A C B — AU B = B.

Enefector € AUB — x € Aox € B, perocomo A C B, en todo caso x € B.
Inversamentex € B — x € AU B, luego AUB = B,porlotanto AC B— AUB =B
2do. “(<=)” Se debe demostrar AUB = B — A C B.

Enefector€ A —2€ AUB — x€ B (pues AUB = B),luego A C B (puesz € A — x € B).
Porlotanto AUB =B — A C B.

b) Hay que demostrar A C B «<—= AN B = A.

ler. “(—)”

Se debe probar AC B — ANB=A

Enefectoxr€e ANB — 2 € A

Inversamente,como A C B,z€ A — x€ ANB, luego ANB = A,porlotanto A C B — ANB = A.
2do. “(«<=)”

Se debe demostrar ANB=A — A C B.

Enefectocomo A =ANB,z€ A—xc€ANBycomox e ANB — x € B, luego A C B, por lo
tanto ANB=A — AC B.

¢c)AUB =B — A C Bpora),

ANB=B— B C Aporb),esdecir AC By B C A, porlotanto A = B.

. Sean los conjuntos A, B, C' talque A C By B C C, entonces A C C.

Setienequex € A —x€B(puesAC B)yxreB —xe€C(pues BC C),luegor e A — zeC,
porlo tanto A C C.

. Si Ay E son dos conjuntos y A C F, entonces AN Cél = Q.

Se hace esta prueba por contradiccion.
Suponga que existe z € AN Cgl, entoncesx € Ayz € Cgl, locual implicaz € Ayz e Eyx ¢ A, que

es contradictorio, pues la primera y la tercera de estas relaciones no pueden ocurrir simultineamente. Por
lo tanto:

AmCél:(D.

. Si A, B, C son conjuntos, A\ (B U C) = (A\B) N (A\C) (Una de las leyes de Morgan).

Debe probarse que:

2) A\(BUC) C (A\B) N (A\C) y

b) (A\B) N (4\C) C A\(BUC).

Se tiene:

a)re A\(BUC) — zecAyx ¢ (BUC),luegox ¢ Byx ¢ C; perocomo x € A, entonces © € A\ B
yaz € A\C,luegoz € (A— B)N (A —C), porlotanto A\(BUC) C (A\B) N (A\C).

byze (A\B)N(A\C) — z€ A\Byzc A\C,luegor c Ayx ¢ Byxec Ayx ¢ C, por consiguiente
x€Ayax ¢ (BUCQC). Porlotanto (A\B) N (A\C) C A\(BUC(Q).
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9. Probar que AAA = (.
Se tiene AAA = (AU A)\(AN A) = A\A = @ por definicién de diferencia simétrica, idempotencia y
definicién de diferencia.
10. Probar que AA () = A.
Se tiene AA P = (AU P)\(AN Q) = A\ @ = A, (por definicién de diferencia simétrica, neutro de la
unién, absorbente de la interseccién y definicion de diferencia).
1.1.2 Ejercicios no resueltos

1. ¢(Bajo qué condiciones es cierta cada una de las siguientes afirmaciones?:

@ CE=90 () AUB# A
F .
) EUF=F 0 CAvCC=Canc
(¢ FEUF=ENF ) CBA:Q)
d ANB=B
B =
© ANB=0 o Ch=4
() AUB=0Q (m) (EUB) CB
(9 AxB=AxA (m (AuB)UDCD
(h) Ax B=BxA (0) ANA=0.

2. Exprese por extension los siguientes conjuntos:

(a) A={zxeN/x =2k, keN A k <6}
() B={reN/z=3k keNA4<k<8)}

3.SiA=1{1,2,3}y B={4,6,3}:

(a) Exprese por extension los siguientes conjuntos.

i BxA v. AUB
ii. Ax B )

Vi. A
iii. ANB CB
; B.
iv. AAB v CA

(b) (Son B x Ay A x B iguales? Si no son diga cudndo pueden ser iguales.
(c) ¢{Son Cgl y Cf‘? iguales? Si no son diga cudndo pueden ser iguales.
4' B = {a7b5c7d7e7f7g7h}

(a) (Cudantos subconjuntos propios tiene el conjunto B?
(b) ¢(Cudntos subconjuntos impropios tiene el conjunto B?

(c) ¢Cudntos subconjuntos tiene B?

5. Dado el conjunto E = {1,2,3,4,5,6} se pide:
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(a) Calcular la unién y la interseccion de los subconjuntos de E' siguientes:
A=1{1,3,4} B ={1,4,6} C=1{1,3,5} D ={2,4,6}.
(b) Calcular A; B; AN B; AUB.
(c) Comprobarque ANB=AUByAUB=AnNB.
(d) Comprobarque (ANB)UA=AN(AUB) = A.

(e) Verificar que los cuatro subconjuntos A N B,ANn B, AN B, AU B forman una particion de F.

6. Verificar por medio de un ejemplo la distributividad de la unién con respecto a la interseccién y la distribu-
tividad de la interseccién con respecto a la unién. Esto es:

(& ( XNY)YuZ=XUuZ)n(Yuz)
b)) (XUuY)NnZ=(XnNnZ)u(Yn2z).

7. Verificar por medio de un ejemplo

() (AUB)UC = AU (B UC) (Asociatividad de la unién).
(b) (ANB)NC = An(BNC) (Asociatividad de la interseccién).

8. Verificar, por medio de ejemplos, las siguientes relaciones:

(@) (AUB)\C = (A\C) U (B\C) (f) AUB = (AAB)A(AN B)
(b) A\(B\C) = (A\B)U (AN C) (8) AA(BAC) = (AAB)AC
(c) A\(BUC) = (A\B)\C (h) AAB=C — AAC =B
(d) A\(BUC) = (A\B) U (A\C) (i) AAC = BAC — A=B
(e) A\B = AA(AAB) (G) AAB=(ANB)U(ANB).

1.2 Conjuntos numéricos

Después del estudio de los elementos de la teorfa de conjuntos se trataron en liceo los conjuntos numéricos
corrientes:

1. De los nimeros naturales que se representaron por N.
2. De los nimeros enteros que se representaron por Z.

3. De los nimeros racionales que se representaron por Q.
4. De los numeros reales que se representaron por R.

Se trataron en el séptimo? afio el conjunto de los nimeros naturales y el conjunto de los nimeros enteros; en el
octavo afio el conjunto de los nimeros racionales y en el noveno el de los reales.

En el estudio de los nimeros naturales se adquirieron conceptos, entre otros, como los de “multiplo”, “divisor

CLINT3 EEINNT3 EEINNT3

o factor”, “nimero primo”, “nimero compuesto”, “nimeros primos relativos”, “descomponer un nimero en sus
e bEEENTY

factores primos”, “mdximo comin divisor”, “minimo comutn mdultiplo”,etc. Estos conceptos, que se estudiaron
referidos a los nimeros naturales, pueden generalizarse a los otros conjuntos numéricos, y son de uso corriente

3Se refiere a los programas del M.E.P. de 1973
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en todas las ramas de la Matematica.

Al estudiar los conjuntos numéricos en el orden que se siguid en el liceo, puede notarse cémo “operaciones” que
no es posible efectuar en un determinado conjunto, puede efectuarse en otro conjunto; o bien como “ecuaciones”
que no tienen solucién en un determinado conjunto, tienen solucién en otro conjunto. Asi  + 5 = 1 no tiene
solucién en el conjunto de los niimeros naturales, pero si en el de los enteros: z = —4; 2 — 2 = 0 no tiene
solucién en el conjunto de los niimeros racionales, pero si en el de los reales © = —/2y z = /2.

Se observé de este modo que el conjunto de los niimeros enteros es una aplicacion del conjunto de los niimeros
naturales, el conjunto de los nimeros racionales una aplicacién del conjunto de los nlimeros enteros, y el conjunto
de los nimeros reales es un aplicacién de los niimeros racionales. En el transcurso del tiempo el hombre fue
haciendo estas ampliaciones cada vez que necesité una mayor libertad en los cdlculos. Conviene recordar pues:

a) La cadena de inclusiones: N C Z C Q C R.

b) Que de los conjuntos numéricos estudiados en el que permite mayor libertad en los célculos, es el de los
nimeros reales. Por lo tanto se procede a destacar este conjunto.

Propiedades de las operaciones adicién (+) y multiplicacién () en el conjunto de los nimeros reales R.

Ya,b,c,...€Rsetiene:

Adicién Multiplicacién
Cerrada a+beR abeR
Asociativa a+(b+c)=(a+b)+c | a(bc)=(ab)c
Conmutativa | a+b=0b+a ab="ba
Elemento cero 0, tal que unidad 1, tal que
neutro a+0=0+a=a al=1la=a
Inverso o opuesto (—a), tal que reciproco a1, tal que
simétrico at(—a)=(-a)+a=0|a#0yaat=ata=1
Distributiva | a-(b+¢) = ab+ a-c (a+b)c=ac+bc

Nota

1. La propiedad 5, inverso o simétrico, permite introducir la operacién de “sustraccién” (o de “divisién”),
cuyo objeto es deshacer lo que la adicién (o la multiplicacién) habian hecho.

Cada numero real tiene su opuesto y la suma de un nimero real y de su opuesto es cero; esto permite
definir:

a—b=a+ (-b),

donde (—b) es el opuesto de b, con lo cual se facilita la introduccién de la “sustraccién”. Andlogamente se
define la “division” por medio del reciproco:

a —
7 =ab (0#0),

donde b~ es el reciproco de b.

2. De esas propiedades se deduce también:

Sia+b=a++c, entoncesb = c
Siab=a-c, (a#0),entonces b = c.
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Simplificacion

Recuérdese ahora cudles de las propiedades de las operaciones adicién y multiplicacion en el conjunto de los
nimeros reales se cumplen en los otros conjuntos numéricos: en el conjunto de los racionales se cumplen
las propiedades 1,2, 3,4, 5,6, esto es, todas; en el conjunto de los nimeros enteros se cumplen también estas

propiedades para la adicién y en la multiplicacién no se cumple la propiedad 5; en el conjunto de los nimeros
naturales se cumplen las propiedades 1, 2, 3,4 y 6, no se cumple la propiedad 5.

Respecto a las operaciones “sustraccién” y “division” conviene recordar que tienen sus respectivas propiedades,
las cuales se dedujeron facilmente por analogia con las propiedades de la adicién y la multiplicacién. Asi por
ejemplo, se vio que la sustraccion y la divisién son cerradas en los conjuntos de los ndmeros reales y racionales;
la sustraccién es cerrada en el conjunto de los niimeros enteros, pero no en el de los naturales, y la divisién no es
cerrada en el conjunto de los nimeros enteros ni en el de los naturales.

Como ejercicio, revise las propiedades de la sustraccién y de la divisién en los diferentes conjuntos numéricos.
Conviene tener presente también que los cuatro conjuntos numéricos que se estudiaron en el colegio son “ordenados”
y que dados dos nimeros cualesquiera a, b en uno, en cualquiera de esos conjuntos una y sélo una de las relaciones
siguientes es cierta:

a<b o a=b o b<a (Leyde tricotomia)

Recordemos aqui otro concepto de gran importancia relativo a los nimeros reales, el concepto de valor absoluto,
de un nimero real = que se representa por |x|, se define:

z si x>0
2] = |
—x si xz<0.

Ast: |5 =5, |0]=0, |—-2|=—-(-2)=2.

Resulta entonces que el valor absoluto de un ntimero real es positivo o cero. Es importante recordar también las
propiedades de las igualdades y de las desigualdades de los niimeros reales. Puede resumirse asi:

Igualdades

HDa=b<=a+c=b+c
2) a=b—ac=bcysiac=bc,conc#0— a=nh.
) VmeN,a=b—a™=b"ysia™ =b" — a=bsimesimpary |a| = |b| si m es par.
4) Siay bson positivos: a = b <= \/a = Vby Va2 = Vb2 < a=0b.
5) a=a,b=0b1,....t =71 —a+b+---+r=a1+by+---+rq.
Desigualdades
)a<b<a+c<b+ec

ac<bc si ¢>0

2 b
) a< (:>{ac>bc si ¢<O.

3) Vm € N\{0},
Si0<a<b— a™<b™.

. a™ < b™ si m es impar
Sia<b<0— . P
a™ > b™ si m es par.

Si ab < 0, nada puede decirse de a™ y b™.

4) 0<a<l—a"<aya>1-—a">a.
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5) Sia>0yb>0,entonces a < b —s \/a < Vb.

6) 0<a<l<=a< a<l

7 a>1l</a<a

8) a<a,b<by,...,r<r1 —a+b+---+r<ay+by+---+r.

1.2.1 Ejercicios sobre temas tratados en los nimeros naturales
Ejercicios resueltos

1) Hallar los divisores de los nimeros 12, 19, 25y 47.
Solucién Los divisores de 12 son: 1, 2, 3,4,6y 12.
Los divisores de 19 son: 1y 19 (nimero primo).
Los divisores de 25 son: 1, 5y 25.

Los divisores de 47 son: 1 y 47 (nimero primo).

2) Determinar cudles de los siguientes niimeros son primos 57, 89, 131, 291, 953.
Solucién 57 no es primo (tiene mds de dos divisores).
89 es primo (tiene dos tnicos divisores 1 y 89).
131 es primo (tiene dos tnicos divisores 1y 131).
291 no es primo.
953 es primo.

3) Determinar si son primos relativos los nimeros

(a) 6y15 (b) 16y 21 (c) 23y40 (d) 49y 50 (e) 91y 143

Solucion
a) Los divisores de 6 son 1, 2, 3, 6 y los divisores de 15 son 1, 3, 5, 15. Como ademds de 1 tienen el
divisor comun 3, no son primos relativos.

b) Los divisores de 16 son 1, 2, 4, 8, 16 y los divisores de 21 son 1, 3, 7, 21. Como el tnico divisor
comiin de 16 y 21 es 1, estos nlimeros son primos relativos.

¢) Primos relativos.
d) Primos relativos.
e) No son primos relativos.
4) Descomponer en sus factores primos los nimeros 84, 101, 720, 1001.
Solucion 84 84 =2.2.3.7=22.3.7.

2
421 2
2113
7

101 | 101 101esprimo. 720 =2%32.5 1001 = 7-11-13.

5) Hallar el maximo comun divisor de 2520, 720 y 540.
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720 | 2
2520 | 2 360 | 2
1260 | 2 120 | 2
630 | 2 90 | 2
315 | 3 45 | 3
105 | 3 1513
35| 5 5 s

7 1
1 720 = 24.32.5

2520 = 23.32.5.7

El M.C.D (2520, 720, 540) = 22-32.5 = 180

6) Hallar el minimo comin multiplo de los nimeros 2520, 720, 540

2520 = 23.32.5.7 720 =2%325 540 = 22.33.5.
El m.c.m. (2520, 720, 540) = 24.33.5.7 = 15120.

1.2.2 Ejercicios no resueltos

Capitulo 1. Conjuntos

540
270
135
45
15

5

1
540 = 22.3%.5

L W W W NN

1) Determinar si los siguientes nimeros son primos o compuestos: 311, 433, 511, 703, 1259.

2) Determinar si son primos entre si (primos relativos).

(a) 18y 35 (c) 48y 49
(b) 31y 62 (d) 51y 85

3) Calcular el maximo comun divisor de:

(b) 1485, 2475, 5445
(a) 420, 360, 300

4) Calcular el minimo comiin multiplo de:

(a) 105,150, 175 (b) 52,65, 169

Respuestas

1) primo; primo; compuesto; compuesto; primo.

(e) 33y 65
() 73y 90.

(c) 735,1029, 1176, 1617.

(c) 56, 65,70, 91.

2) (a) primos relativos (d) no son primos relativos
(b) no son primos relativos (e) primos relativos
(c) primos relativos (f) primos relativos.

3)
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(a) 60

(b) 495

(c) 147.

13
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4) (a) 1050 (b) 3380 (c) 3640.

1.2.3 Ejercicios sobre propiedades de las operaciones en los conjuntos de los niimeros naturales, enteros,
racionales

1) Demuestre que la divisién no es cerrada en el conjunto de los ndmeros naturales, enteros, racionales.

2) Recuerde: un nimero primo es un nimero natural que tiene exactamente dos nimeros naturales diferentes
como divisores. Demuestre que la adicién no es cerrada en el conjunto de los nimeros primos, mediante
un contraejemplo.

3) Demuestre que la multiplicacién no es cerrada en el conjunto de los nimeros primos, mediante un contrae-
jemplo.

4) Muestre usando las propiedades de la multiplicacién y la adicién las siguientes igualdades:
a)—(a+b)=—-a—-b Va,beZ
b)—(a—b)=—-a+b VabelZ

5) Nombre las propiedades ilustradas en cada uno de los ejemplos siguientes:

@ 3+7=7+3 © (zy)z=z(2y)
(b) 7-42 es un nimero natural. d 12+ B3+4)=12+(4+3).

6) Demuestre con un contragjemplo que en el conjunto de los nimeros impares, la adicién no es cerrada.

7) En el conjunto de los ndmeros enteros, resuelva las siguientes ecuaciones:

@ xz+3=5 (© —pt+6=1
(b) 3—50=7 (d) -3z =0.

- . . . 11
8) Encuentre el valor de x en la siguiente ecuacion; establezca a qué conjunto pertenece dicho valor Ol T =
3.

9) Establezca cuales de las siguientes ecuaciones no tienen solucién en el conjunto de los niimeros enteros:

(a) 3z =102 (b) 20 —1=4 (c) z+10=6.

10) Resuelva:

“ %(1 ) i) ” ;%5(_20_1%)
= o

© —4(3+%) M 0,855
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11) Indique cémo se puede obtener el nlimero racional que corresponde al nimero entero dos, mediante la
... a
notacion: 7 b # 0.

12) En el conjunto de los nimeros racionales resuelva cada una de las siguientes ecuaciones:

2 1 1 1
(b) 3z =7 2 _ 1
® 3—y y+2

() —2y=9

3(x—5) 2(3—5x)
(d) 4z24+2=-3 (2 = .

2 3
13) Encuentre el alor de & b # 0si 3a =5
. Y b "la+ 70
5y 4+ 222 4+ 3zy

2
14) Encuentre el valor de sabiendo que v _ 3
z

2zy
4 Lo . 11
15) (Para qué valores de x se cumple la siguiente igualdad: — — x = 37

16) Resuelva la siguiente ecuacién y determine a qué conjunto pertenece el valor de = en dicha ecuacion:
1—a
—— =2,conz #* —1.
1+
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Capitulo 2

Potencias y raices

Otros conceptos que deben tener muy claros son los relativos a potencias y raices, porque son de gran uso en
todas las ramas de la Matemadtica. Se resumen estos conceptos de la siguiente manera:

2.1 Potencias

Definicion 2.1.1 Para a,b,ce Rym,n € N:
a™ =aaa---aa,
—_——
™ veces

conm € N\{0, 1}.

Convenciones a° = 1(a # 0)
at =

a~™m = aim(a;é 0)

Reglas de Calculo (a-b-c---)™ = a™-b"-c™
a\m a™
()" =47 0 #0)
am.an — am+n
=a™ n’ (a # 0)

Otras propiedades aq = b <= ¢>"t! = p2m+!
la| = |b] <= a®*™ = p?™
a>0—am™>0
a™ >0 si mes par

a<0— . .
a™ <0 si mesimpar.

17
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2.2 Raices

Definicion 2.2.1 Paraa,b€R,a>0,b>0ym,n € N\{0,1}:
a=b<=a=0b"

Convencién Za = +/a.
Reglas de calculo  ¥/a-b---= %/a- Vb -

a a
n— = ,b£0

0w
(va)" = am
vam=a

n/a

Reducciones: para c € R:
Vem-a si ¢>0
c/a =

e s e<o VTS VO e

2.3 Exponentes fraccionarios

Paraa € RT,a > 0y p, g € N\{0} se tiene:

Qs

ad = VaP.

Manteniendo las condiciones de esta definicidn, las leyes de los exponentes enteros positivos son vdlidas también
para los exponentes fraccionarios. Asi para a, b, c nimeros reales no negativos y m, n nimeros racionales positi-
VOS:

(a-b-c---)™=a™b™ ™
a\m a™
—) = b#0
7) = b
am.an_ am+n
a_n =am " az#0
a
(am)n_ amn
1
a”m=—, a#0.
am

Nota Debe recordarse que para todo niimero real z, 22 es un nimero no negativo; por lo tanto v/ 22 estd bien
definido: es x 0 —z, pero no ambos.

(Cuil de ellos es entonces el valor de vx2? Es, de los niimeros 2 y —z, €l que es positivo (o cero), entonces:

ix>
\/x2:{ zstw20 osea Va? = |x|.

—x si z<0

Ejemplos:

V52 = |5| = 5,
V=8P = | =5] = =(=5) =5,
(VZ-1)"=V2-1=v2-1,
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(~(V3-2)"=|V3-2|=

2.4 Ejercicios de potencias

2.4.1 Ejercicios resueltos

1. Calcular:

(a) 5% —3°
(b) 4-34
(c) 527 —2.53

Solucion

—(V3-2)=2-V3.

(a) 5% — 35 = 125 — 243 = —118

(b) 4-3% =481 = 324

() 5:27 —2:5% = 2.5(2% — 5%) = 10-39 = 390

1\5 9y\5 32\5 310
@ (23) =(3) =(3) =30
© 73— 34 0 343-81 262 131
35 —53 243 —-125 118 59
9> —273 31039 39(3-1)
= = =34 =31
® 272 — 35 36 — 35 35(3-1)
84 _ 46 212 _ 212 0
(®) 07T _79 97 _ 79 :97_79:O
45— 83 210 _ 99 29(2 - 1)
h — = =2 =16.
() 82 — 25 26 25 25(2-1)
2. Calcular:
(a) 22 (c) 2%Fw.23~¢ ) (—a)®-a?
(b) a-a™ d) p3tn.pn— ) a(—a)?.
Solucién

(a) 222 =210

(b) a-a™ = altm

(c) 22+7.2377 = 25 = 32

3. Calcular:

7
(a) %,a;«éo

b2
(b) 75,0 #0

(d) b3+"-bn74 — b2n71
(e) (—a)®-a® = —a%a?=—ad"

() a®(—a)* =a3a* =ad".

c* 0 0 cn+l

(C) E’C# ’CE# (e) W,C#O
3qnt! 32—n

d , 0

@ Sz M S

19

12 95 — 273 45 — 83
d) (2- J e S
@ (27) O 55— h) s
73 _ 34 84 _46
© 55— ©® 57—
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Solucién
7
a 4
(a) P i a
b2
(b) s

P

©) — =
CcT
3an+l

@ —

4. Calcular para a, b, c, x diferente de cero:

(a) a®-a®
(b) 920
(c) 5-cY
(d (5¢)°

Solucién

0

:a3

(a) a’a
(b) 0z’ =11=1
(€ 5 =51=5
@ (5¢)° =1

) (a+b)°=1

f 1°=1

5. Calcular para a y b diferentes de cero

r—1

T

=a

() (a+0b)°

() 1°

(g) 171

@ (a7 ©) (%)0
® (@) @ (5)°
Solucién
(a) (a_l)_l =a
) () =1
0

o (-

a\ —2 1 1 b2
@ (3) - (g)Q T2 @

b b2

6. Calcular:

n

Capitulo 2. Potencias y raices

Cn+1 Y
(e) P =c!
3211
D3 =2~y
(h) &
i) 17"
0
M (a7t)
1
@17 =1=1
(h) 27! = é
Q) 1*%:1%:—:1
0
) (afl) —1.
© (%)*4 @ (0.75)"
3. 1
® (3) ? () 472(3) g
. 1
@ (3) = I 16
2 16
32 22 4
®(3) -3
N =
w0 - ()
(h) 4*2-(1) fogtgt 90



2.4. Ejercicios de potencias

21

(a) 23(%)_3 @ (-1
(b) 572.(0.1)~3 (e (-1)7?
(©) 2571(0.2)? ® (-1~
Solucién
s\ _ =\3 _ 103
(a) 2 (g) — (2:5)® = 10° = 1000
23 L (LY ?_ 1 4_ 1000
() 57%(0.1)7 = 52 (10) =yl =y =40
(©) 25-1.(0.2)°% = 5*2.(%)_3 _ %.53 _
@ (-)7'=-1
EETEC N S
() (-1)7*= (_1)2—1_1
yea_ L1
® ()" = E
7. Calcular:
4-%.95
@ o7% (d) (16)~17
1\3 2
®) (27) (e) (729)’
9\~
© (175) () (3125)°.
Solucién
@ 9% _ () () _asa s
273 (33)% 328
b (o1)E_(9VE _ 3\ 3
® (23)"=(3) = (%) =3
9\-%  ,25\-% /52\-% 573 26 64
© (1) =(5) =) ===
175 (o P o7 11
(@ (16) B (2 ) =2 T T 1

() (729)3 (36)% —31—g]

0.6
(f) (3125)06 = (55) — 53 — 125.

2.4.2 Ejercicios no resueltos

Calcular:
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1. (a)3'2-96 (b) (—4a
2 3\ 272 4273
2. (a) i 102 (104)5
4 3.3—4 23 1 7% 4 44
5 4 b -2 (Z h -
3 (@ ME2T ® T Tl N {16 (8) } (—=32)~%
' 9736475
5= 3p74q72 —4 872x0y73 -3
4. () (W) ,p#0,¢#0 (b) (m) s #0,y#0
926430 \ —2 (b) [(86)‘% ! 1}71,%&0.
5. (a) (64 T2 3) ,a#0,b#£0 a—2)§
1 b) (243)~0-4 81 \ —0.75
o o) ® e o ()"
! (3t 2 _(27)-% + (9)}
7. (a) (8) ( ) +(32) (b) 372 — (27)75 +(9)7=.
8. (a) (4"*1-21*2’1) =8 (b) (3"+2 +3~3n) - (9~3n+2).
2.4.3 Ejercicios de potencias
Resultados.
1 4$5
1. (@0 ®) 16,2 © 3,7
1 1
2z - (c) 6.
2 @3 ®) 1500000
3. (a) % (b) 1 (c) —25.
p28 y15
4. (a) W (b) 2
10
5. (@ 2 o &

b a
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1 64
6. (a) 64 (b) 9 (©) >
1
7. (a) 9 (b) TR
1 4
8. (a) 6 (b) 7

2.5 Ejercicios sobre raices

Recordar primeramente algunas definiciones.
En /a a es el subradical

n es el indice

/~_ es el simbolo de radical.

Radicales semejantes los que tienen igual indice e igual subradical: v/22; 5v/x2.
Radicales homogéneos los que tienen igual indice: 2V/x2;  ¢/z.

Nota En los ejercicios de raices resueltos y en los que se proponen para resolver debe suponerse que todos los
nimeros que aparecen bajo el simbolo radical son positivos.

2.5.1 Ejercicios resueltos

1. Calcular (simplificar).
@ i Y0353 ii. {/12827y3 iii. v/ v9a3.
. 4/ 210 210 21 h4k7
() i vV V254212 i V210 + i o/ 426h7k6.

Solucion

3
7
3 — - =
@ V034 \/100 V23 5 25 10

i v/12827y3 = {/27x7y3 = /2424232313 = 22 {/8x3y3
iii. v/ v9a® = V9d3.

b) i V252212 = ¥/ (5ab6)” = V/5abs
ii. /210 4210 = /2.210 — 25,/9 = 32,/2

i \/216h4k7 B \/@ B \/36k-7h B \/36k-7h _ 6VThk
OV oa2n7kS 7R3V TR3Th ) T2R4 T Th2

2. Calcular:

(@) 3V7x —2aV7x + aV/Tx — /Tx

(b) i 2v75+ /48 — /108

—
=

jam

il
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(©) 2mvV3m2n3 — 3nV3mAn + 2m2nv12n
(d) Vam3 — Vadm + Vdam3 + Vda3m

(e) 2§‘/g+ 3v/27 — 2v/144

5 2.6
3 Y
) 3vazr?+4 25 T

Solucion

Se trata ahora de suma de radicales. Recuérdese que para sumar o restar radicales se requiere que sean se-
mejantes. A veces los radicales propuestos no son semejantes, pero mediante transformaciones apropiadas
pueden hacerse semejantes.

(a) 3vV7x —2avVTr+ a7z — V7 =(3—2a+a—1)Viz = (2—a)VTx

(b) i) 2V/75 + V48 — /108 = 2v/25-3 + V16-3 — v/36-3 = 10v/3 + 4/3 — 61/3 = 8/3
i) /16 — \3/5_4+4§/g_ /82— /272 — ,3/%-2:26/5—33/5—%\3/5:—23/5

(©) 2mVv3m2n3 — 3nV3mAn + 2m2nv12n = 2mvm?2n2-3n — 3nvm4-3n + 2m?nv4-3n

= 2m2nv3n — 3m?nv/3n + 4m?nv3n = 3m*nv3n
(d) Vam3 —Vad3m + Vdam?® + Va3 m = vVm2-am — Va2-am + VAm2-am + V4a2-am

= my/am — ay/am + 2my/am + 2ay/am = (m — a + 2m + 2a)/am = (3m + a)/am

2
(e) 2(‘/g+3\“/ﬁ—2<‘/144_ 2{‘/(%) +3V/3%3—2v122 = 2\/g+3\/§—2\/ﬁ_ 2,/%~3+3\/§—

2IF= VB4 3B~ 4/5= V3

() 3vax? +4\/%—\/ a1 —3\/502 ax—|—4\/ ax—\/ —317\/@—1——@—\/ ar =

8x 422

3xm+—¢a—_m_ (3x+7—§)m_(3 + —)vaz.
3. Calcular
(@ i V218 i. V315 iii. 2v/7-3v14
ii. 22v/20z-3v/5x .. 3 .1
) i av6a-v/15a 1. \/;'\/21
ii. V45 +2V5 7
© i 4\/E+2\/5 m. V11 T\/;
ii. 2v/10a2 =+ v/20a ~ [5a?
@ i rvVa2z = 2vaa? iii. av30a + o

© (V20+ V80 - VI5)-v/5
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n (2v5+3v2)(3v5 - 4v2)
i (2\/3 _ 2) (2\/3 + 2)

~

(g

(h)

®

@

&)

®

2
i (3v5-v3)
. [6 /175
i. 374222z 357\ 18

1
o ENCENE
6/ 2 a4l 2 5Ve 3 Va
33 25
, /3 ii. v9a2m + v/3am?2
V81 ++/3

2 m 2,/m
3Vn "9V n

i. (e/ﬁ+4\/ﬁ) NG)

—

Solucion Deben efectuarse algunas multiplicaciones y algunas divisiones. Recordar que para multiplicar
o dividir radicales, se requiere que sean homogéneos. Si no lo son, mediante transformaciones apropiadas

pueden hacerse homogéneos.

()

(b)

(©

(d)

I
ii.
iii.
1.
ii.

iii.

ii.

iii.

ii.

iii.

V218 = V218 = /36 = 6

V315 = V45 = /9.5 =35

2V/7-3V/14 = 2:3/7-14 = 61/98 = 6/49-2 = 421/2.
av6a-v/15a = av/90a2 = av9a2-10 = 3a2v/10
22v/202-3v/52 = 62v10022 = 6022

e e T 4

i. 4\/E+2\/5:5\/;:2\/§

e - B e -
2

. z |a’z ax 1
Cvalr S avaxr? =\ — =,/ — = —Vaz
T

s
2 [10a2 % 2
2v/10a? + V200 = < @ 9 /%= a=§\/2a:\/2a
a

il.

il
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© (V20 + V80— V5)-v5 = V100 + V400 - V325 = 10+ 20— 15 = 15
f)(2\/5+3\/§)(3\/— 4\/—)—6\/— 810 + 9v10 — 12v22 = 30 + /10 — 24 = 6 + /10
@ i (2\/5—2)(2\/3—1—2):22\/3_2—22212—4:8

i (3v2+ 5\/5)2 = 32V/22 4+ 2.3v/2.5¢/3 + 52V/3% = 18 + 306 + 75 = 93 + 306

M) i (3\F—\/§)2=45—6\/E+3=48—6\/E

i, \/10+\/E-\/10—\/E=\/(10+\/E)(10_\/E) _
V100 —19=+/81=9

2
() i 2vV4x2+2x = 2¢ (412) -$/(27)3 = 2V/1624- V823 =
2v/12827 = 2v/6426-22 = 4o 2z

VR R
18 2.3 5 VA2 32) -
\/2333 \/5472 B {/23335472 7 \/> \/7
53.73 \ 92,31 — \/ 53739231 ~ \/ 377 \/ 97
Cuando los nimeros son altos, es preferible expresarlos en sus factores primos, si dichos nimeros
no son primos.

/ / ./ 5 /2311 1</52 23.33.113 \/27311 .[264
311 32.112.56 V625
. a eal()pc eac a o] ac® 2 o —
t \/> \/> 5V 3 Va2~ a2cd i/g & e ac?
(k) i V81++3=+V31+y3=1V3+ \/_ V/35 = /243
i, V9a2m = V3am?2 = v/32a2m + v/3am?2 = V/38a3m? =~ V/33a3mSb =

1\2/38a8m4 12 3545 - 1\2/243a5m10 1
33a3mb m2 ml2 m

i, (\/_4—4\/_)—6\/_ (\/22_+22\/ﬁ)—23\f_
(W+22W)+2.3W:ﬁm+§%—e:%%+2

—

—

—-
=

o
)
>~
w
S]
(S
J
—
o

©Iw|w|w
[=]
w‘:w‘s
Il
Wl
| ©
=]
3
‘:
Il
(=]
|3
|
Slw
%
3
[

—

2.5.2 Racionalizacion de denominadores

A veces es conveniente o0 necesario transformar expresiones fraccionarias con radicales en el denominador, en
otras equivalentes sin radicales en el denominador. Como se sabe, este proceso se conoce con el nombre de
racionalizacion de denominadores. Otras veces lo que es conveniente o necesario “racionalizar” es el nume-
rador de la fraccién. Se sabe que el valor de una fraccién no se altera si se multiplican sus dos términos por
un mismo numero diferente de cero. El proceso de racionalizacidn sea numerador, sea denominador, es una
aplicacion de esta propiedad de las fracciones. Sé6lo se racionalizardn denominadores monomios o binomios con
raices cuadradas.
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2.5.3 Ejercicios Resueltos

Racionalizar el denominador de cada fraccion.

3 2+ V3 V3+V2
L. (a % (b) 9/3 (©) W
3xv6x 2a +v/2a 423 — /67
2 @ 12x () 2av/6a © zV6x
2 3v2+2 V5++/3
: < b Vo+vs
@ ® 5= © e
4 (@ 42x — 3\/x ®) 5v2z + V6x © a/c — by/x
- W 3kt 5yE 5vos — Jox av/e+ bz
Solucién
1. (a) i — 3v2 — %
' V2 V22 2
o 213 _ (2+V3)V3 2343 2343
2v3 233 23 6
ity (VBHVRVE IRy vE B2+ VA3 3v2+2V3
© 5k T aveve . 36 18 1
5 30V6r (3f\/@)vl2$  32V724% 3236222 3w-60v2  3xV/2
W A T Vimvim | 12r 1 12 2
o 20+ V2 _ (204 v20)VBa 9060+ VI3 20v6a+ VTS
2av/6a  2av6av6a 2a-6a B 12a? B
2av6a + 2av/3 _ 2a(\/@+\/§) . V6a + /3
1242 B 12a? ~ 6a
© lv3—Vor (41\/5 - \/6_50)\/6_50  4xV/18z — 6z 4xv/92r — 6
N 26267 N x-6x N 62 N
120122 — 62 695(2\/%— 1) 22 -1
6x2 N 62 N x '

Nota Como se ve en los ejemplos resueltos, para racionalizar un denominador monomio irracional, basta
multiplicar ambos términos de la fraccion por la parte irracional del denominador.

> 2(2-2) B 2(2-2) _2(2—\/5)_2(2—\/5)_2 5
2+\/§_(24_\/5)(2_\/5)_(2)2_(\/5)2_ i-2 2

()
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sviea  (3v2+2)(2V241) Goi30 4y340 _

2\/5—1_(2\/5_1)(2\@“) 42 -1

1247242 14+7\/§_7(2+\/§)
8§—1 B 7

7
VE+V3 \/5+\/§)(\/5+\/§) _5+2V1543

(b)

=242

(©

(
Vi-v8 (VB-vB)(VE+vs) 53
2

8+2V15 _ (1+ V1)
2 >

1B —a/s _ (V2 3E) (32 —5vE)
3v2u +5yz (3\/%+ 5ﬁ) (3\/% - 5ﬁ) B
12:22 — 20v222 — 9v/222 + 152 _ 4o — 29v2x2 + 15z

=44+15

9-2x — 25-x 18z — 25z
39z — 292v2 w(39 - 29\/5) _39-20V2
Tz —Tx B 7

También puede procederse asi:

wE-3ys_VE(V2-3) 4va-3
32+ 5y Va(3v2+5) S 3V245

(1v2-3)(3v2-5) 2420V 9VE 415 _

(3v2+5)(3v2-5) 18 —25
39 — 29v/2 39— 29/2
—7 7

VI +ver VE(5+VE) 5.3 (5+VE)(5+VE)
W=V a(5-v3) 5-V3 o (5-v3)(5+V3)

25+10v3+3  2s+10v3  2(14+5V3) 144503

(b)

25-3 22 22 11
© a/e—byr (a\/E—b\/E) (a\/E—b\/E) _a’c—2aby/cx + b’
a\/6+bﬁ_(a\/5+b\/5)(a\/6—b\/5)_ e — b2x :

Nota Puede observarse en los ejercicios resueltos que si el denominador irracional es la suma de dos nimeros,
se multiplican el denominador y el numerador de la fraccién por la diferencia de dichos nimeros, y que si el
denominador irracional es la diferencia de dos niimeros, entonces se multiplican el denominador y el numerador
de la fraccién por la suma de esos nimeros. De este modo por el tercer producto notable, queda siempre en el
denominador una diferencia de cuadrados. Como se observé al principio, solamente se trataron los dos casos mas
simples de racionalizacién de denominadores.
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2.5.4 Ejercicios no resueltos

Calcular (simplificar)

1.

»

»

&

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) V/0.0256

(@ /25645012

(@) 2v/5 + /20 — /45

(a) 3v/32+ /500 — 24/256
2\/2—3\/%—\/;@
z/wy® + 2y aty? + 3/ayp
234025 — x¥/13522 + /62525

(b) v/320a5b6
(b) /35 +35+35

(c) vV V422

© [1473d3e3
98cd4e?

(b) V48 —2v/9+ 3v/8 — /50
() av8a2b — v18a*b + a%v/32b

3b 3a 2ab 3ab
Wa T 3 VT
1 X 9
10 125 +7v2 - 33384+ 5v4+ 4 5

1 100
12 165—1—5\/3—5\/432—1—6 ?+2€/ﬁ

(a) 2v/3-5V15
(a) aVv3a®b7-2bv12ab?
(a) 2v/32 +3v/120

(@) /2655y5z + x1/1322yz
@ (3v2+2v3-V5)-v3

(a) 3v/3-V6

(b) 4v/3-/81

(c) 3/16-4v/4

(b) 3z/5x%3-y\/15xy*

(b) V156

(c) 5v2 + 210

(b) V28c8dbe + v/84c2de3

() (36— 4v3-v2) +6v3

(b) Vadb7-2v/a2b3

(12 /245
(© g %

29
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(b) 10/$5y2+ 15/$3y12 9:172 ) s 3
17. (a) 2V27 =+ 4V/9 (0)24774 T

18. (3v3+202+ V0)2v3
19. (lm_ m)—m

Racionalizar el denominador.

6a
(b) —=
20. (a) :if 5v3a
3v/2 o 30V
V12z
2v5a — 5av/2
(b)) ——
21. (a) 3“’”;6%3? av'10a
4
12 (b)
22. - VT—V3
(@) 3—1—\/5 6
© 51
3v2— /3
b -
23. (a) M ®) V342
2V7 -5 5v3 — /6
© S5vEiva
a\/T + x/a
24, (a) va- b ®) z++a
\/a'i‘\/g \/—_\/E
TN

Ejercicios sobre raices.

(b) 4ab?+v/5a2

1. 4
@ 0 (c) Viax?
(b) 9
2. (a) vV4a2b3 )
© c“\/6de

2d
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W

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

(b) 23+ V2
(@) V5
(b) 3a2v/2b
(a) 3v/4
8 /10
5
6y / xy?
. 62v/522
Vv 6ab
42
_5\/§
(b) 12
@ 30v5 (c) 48
(b) 1525¢y4\/3
(a) 12a*°Vb =YV
1
(b) V10
(a) %\/ﬁ 2
© V3
2
2d?
(@) y*V2z (b) - V3d
1 2 1
(@) 3616~ VI ® 3V2-5 - 35V0
28
(a) 3 /972 © A\ 15
(b) 2ab?va3b
3
1 by ot
@ 3 ® /s

(c) % /28822

31
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18. 24 4+ 4/108
19. /80 — ¥/10

Racionalizar el denominador.

2v/3a
(b)
20. (a) 22 5
3 3v2z
(© 5
V2 —+/5a
b
21. (a) 6o + V2 ® a
2
) V7T +V3
22. (a) 9—-3V5 © 9v3 12
(b) 4v/6 —9
23. (a) 19%2\/% 30 — 5v/6 — 6v2 + 2v/3
© 0
(b) Vax
24. (a) M Vab

a-b ©



Capitulo 3

Fracciones

3.1 Ejercicios sobre fracciones

Se supone conocida la teoria relativa a los “ntiimeros racionales ” y en general, la relativa de las expresiones de la
a . . . .

forma 7 b # 0, donde a y b pueden ser niimeros reales y atn polinomios. Estas expresiones corrientemente se

Ilaman “fracciones”.

3.1.1 Ejercicios resueltos

1. Simplificar:

100 125 336 728
b) — — d) — —
@ 22 ® 350 © 5000 @D Soa © 910
88
Solucién
55 5 L :
(a) R’ 3 se dividieron por 11 el numerador y el denominador.
100 1
®) 300 3
125 25 5 1
© = =

2000 100 30 16

@ PO _168_ 81 42 1>
504 252 126 63 21 3
728 364 52 4

© 50" 155 65 5

2. Simplificar, si es posible las fracciones:

4 3a
b) — d) —, 0
o 53 () 5= @ —.a#
3 36-4 2
(C)m (e) E,(I#O,UC#O-
Soluciéon
35 . .. . ‘g s
(a) 3 = 5, numerador y denominador se dividen por 3; a eso equivale la “cancelacién” del factor
comun 3.

33
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4 2
(b) 5= = ¢
© ==z
d —=3
() — =

3. Simplificar si es posible, las fracciones:

3+5 ab
d) —— h
(@ =2 @ 33 ® S1ap
3-8 3-5
74+3 © ﬁ . a+b
(b) m (f) 15 M 24ab
3+5
7-3 15 . 8a+3b
© 3773 ©® 117 0 ab

En las tres dltimas fracciones debe sobrentenderse que los valores de a y b son diferentes de 0. En general,
cuando en el denominador de una fraccién aparecen nimeros representados por letras los valores que éstas
pueden tomar deben ser valores que no hagan igual a cero el denominador.

Solucién
7-3 7
(a) ﬁ = g
7T+ 3 . . . . .
(b) m = TR No puede simplificarse, porque no es posible encontrar un nimero diferente de 1 que
divide exactamente ambos términos de la fraccion.
7-3 21
(©) 378 11 No puede simplificarse.
3+5 8
(d) —1—;5 = 125" No puede simplificarse.
35 3
© 135 = 35
15 15
® 375 8 No puede simplificarse.
@ 5 15 5
Ty 7 18 6
ab 1
® Siap = 2
b
1) —Z;b . No puede simplificarse.
8 3b
G) ot . No puede simplificarse.

24ab
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35

Nota Para los ejercicios de simplificacién que siguen recordar que':

92 + 27 =9(x + 3)
15a% + 6ab = 3a(5a + 2b)

(a+b)(a—b) =a®—b?

(a+b)? = (a+b)(a+0b)=a’®+2ab+ b?
(a—b)? = (a—>b)(a—0b)=a®—2ab+ b

por distributividad

los tres primeros

productos notables

4. Simplificar si es posible, las fracciones:

Ta + ldax
7414 @ “
(@) —— @
Tz © 1la + 121ax
22ax — 132a
) 9x 4 27 o 3+ 6
bz 5am + 10a
10az + 5a a — 2ab + b
(c) 0 (2) 22
Solucién
@ 7T+14 E B §
Tt Tz =

92427 3(3x+9) 3249

®) 6z 6z 2z
© 10ax +5a  5a(2x+1) a(2z+1)
25 25 5
@ Ta+l4ax  Ta(l+2x) 142z
8¢ 28¢ 4
© 1la+12lax  1la(l1+11z) 1+ 11z
22ax —132a  22a(z —6)  2(z —6)
@ S0 3m+2) 3
5am +10a  5a(m+2)  5a
()a—2ab—|—b27(a—b)(a—b)7a—b
8 7@ T (a+d)a-b) a+b
) -9  (z+3)(z—-3) x-3
22+6x+9 (z+3)(z+3) x+3
182 — 12 6(32 — 2) 6

@

922 —122+4 (32-2)2 3z-2

!Para mayor informacién revisar Polinomios

2 -9

hy & —7
(hy 22 +6x+9

@ 18x — 12

i) ———

922 — 122 +4
T+ 2y

0) 22 + 4oy + 4y?



36

@

T+ 2y

22 + 4wy +4y2 (v +2y)2

Capitulo 3. Fracciones

Nota Debe recordarse, como se procedio en los ejercicios resueltos, que simplificar una fraccién es expresar su

valor en los menores términos posibles.

3.1.2 Ejercicios no resueltos

Simplificar, si es posible, las fracciones siguientes:

1.

()
(b)

(©

()
(b)

()
(b)

(a)

(b)

(a)
(b)

(a)
(b)

54
81
144

600
75

225

2-5-7-99

3-15-121

42mn
56n

10+5

5+ 18
10-5

5+ 18

P+yq

15pq
I9m + 2n

18mn

6+ 18x

6
25y

20z — 10zy

8a —6
124 —9
122 + 18y
14x + 21y

(d)

(e

®

()

(d)

(©

(d)

(©

(d)

(©

(d)

(©

(d)

60
896

1144
1352

15
2002

33zy
55Ty z

11-5a
Ta-11ab

1045

5-18

pq
15pq

15z
5 — 10zxy

m-+n

6mn

dax — 12a
5bx — 15b

12ax + 16x
16cx + 24x

18bx — 24cx

15ab — 20ac

acx + acy

bex + bey
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a? — b2
3a + 3b
T — 3y

()
(b)

2 — 9y?

(a+0)?
5a +b
4 — 3x
16 — 24z 4 922

(b)

1522 + 6y
30xy + 12y2

57a2b% x4

10. @ 38a3bx2

4a? + 12ab

1. @ 6a3 — 54ab?

Ta? — 28b>

12, fa” = 2o
@ T om0

5x 4+ 15
Tr —21

13. ()

2a — 6a’

14. (a) 152

3.1.3 Operaciones (Parte primera)
Ejercicios Resueltos

1. Efectuar las operaciones siguientes:

(©)

(d)

(©

(d)

(b)

()

(b)

©

(b)

()

(b)

(©

(b)

(©

(b)

(©

37

(z +y)?

22 — 12
41’2—3/2
2z +y
x+1
2 +2x+1
a’x — b3z

(a—0b)?
5a% — 5ab

a? — b2
1622 — 242+ 9
1222 — 9z
Ty +
¥ +y
4x — 8
22 +4
12m? — 12m
18m3 — 18m?
4a’z — 162>
8ax — 1622
1222 — 27
6x +9
8a —4
16a2 — 8a
26a223y
33bcs
9ab — 9ab?
36a — 36b
4a8b? — 8a°b? + 4a*b*
4a5b3 — 4a3b®
a’® — 1622
a? + 2ax
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2 5 19
1+= i) — 4+ —

@ S 42 ©1+3 TR
[ 2 4 7 17 1
17 33 i D —+—+=

(b) — + — ®5T5T9 W5t Ts
100 ' 100
3.9 (@ 2B+2+0 0 4 E+s4t

© —+- 77 37579
r—1 2 11 5 11 17

d = h) — + — ) — 4+ — 4 —.

@ = *3 ™ 730 YRR

Solucion

z—1 2 z—1+2 z+1
3 2 5 (d) +-= =

@ =4=== T x x
77 7 2 5 2 7

©1+t5=5T553

(b)£+§_50_1 2 4 7 13
100 '~ 100 100 2 o2 22

D5+ r5T5=7
3 5 8 4 3 161 4 3 168
©Z*te=3 @ Brgrg=—tztz=" =4
1 1 243 5 1

h J— _ = — = — = —

™ 573~ 90 ~90 18
45 | 3 30| 2 5 — 325
153 153 =% _9.92r _

5 |5 5 |5 3022.3.5}—>m.c.m.—23 5 =90.
1 1

. b 19 25419 44 11

Wt~ "6 o 15

G)E+l+1*22+21+17*@ 10
51 34 6 102 10217
51 34 62
51 17 3|3 _

17 17 1|17 — m.c.m = 102.
1 1 1
1 1 1 1 105+63+45+35 248

k— —_ —_ —_ = = —_—

35775 315 315

(1)3+E 17 _ 754110+102 287
24 36 60 360 360

2. Efectuar las operaciones siguientes:
4 7 4
b) — — — 6—

(a)ﬂ_ﬂ ()15 12 © 9

20 20
Solucion
17 9 8 2

(@ =~ ===+

20 20 20 5
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M7 - a7
15 12 60 60 20
4 54 4 50
6——=———-=—.
A
3. Efectuar las operaciones siguientes:
3
5 6 (b) 73
@ 5= 23
12 11
Solucién
5 6 56 5 5
(a) —_——— = — = — = —
12 11 1211 211 22
3 73 21
b) 7 — = -2 — ==
®) 7 23 23 23
4. Efectuar las operaciones siguientes:
3 1
@573
Solucién
@3l 32 32 6
5°2 51 51 5
5 51 51 5
P 52752752716

a a, 2

@ G+7)5
5, 13

a 7 3
©5+Gd

5 .
b) g +2

(@25+g

@ 3.5.9 _ 359 185
7411 7411 308
7T 7
d -+
()4 1
3
0= =
(e) 1
5 9 259
7T
d -+-=1
()4 1
3
+~2=0
(e) 1

@ (F-7)6-3)

© (1+2)+(1_1)

a

a+2 1) a
a a’” a+1

® (

39

Solucién En ejercicios de esta clase conviene en general, efectuar primeramente la operacion indicada

dentro de los paréntesis.
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5 13 26 13 26 21 26-21
O G+ =T Ty =73 7 280
a 7 3 a 4 a a a a?
@3 d =T e
9 3 7 21 8 21-8 21-2 42
@G5 =%35"%05" 55 =
1 a+1 a-1 a+1 a (a+1)a a+1

1
a a a a a—1 a(a—1) a-1
a+2 1 a a+1l a
- —)- = =1.
® ( a a) a+1 a a+1
Algunos problemas simples:
1. Calcular:
2 4
3 (c) Los = de los = de 285.
(a) Los  de 565. g 54
(d) Los = de los % de 8.
9 5 3 7
(b) Los ﬁ de 322. (e) Los ﬂ de los 35 de 9

2. ¢Cudles son las fracciones cuyo denominador es 24 y que son respectivamente equivalentes a las frac-
ciones?:

15

39 9
®) — © o @ 73

1
(a) B
. . 21 .
3. Hallar una fraccién equivalente a o y cuyo denominador sea 20.
. . 65 :
4. Hallar las fracciones equivalentes a 39° cuyos respectivos numeradores sean 15 y 645.

40
5. Encontrar todas las fracciones equivalentes a 6 cuyo numerador sea mayor que 50 y el denominador
menor que 100.

. . 49 .
6. Encontrar una fraccién equivalente a 31 y cuyos términos sumen 57.

7. Encontrar una fraccién equivalente a 3 y en la cual la diferencia de sus términos sea 48.

8. Ordenar de menor a mayor las fracciones siguientes:

a+2 a-—1 2a + 6

a
— >1).

(a) 5 F E 10 (a>1)
a a+1 a

b ) s s Zl.

()a a a+1 (a )



3.1. Ejercicios sobre fracciones

()

(d)

1 2 2 1 (a>1)
s 5 s a =~ .
20+1" da+1 4a+2 4da+2
a a a+2 a—+1
) b ) 21.
a+1 a+2 a a (a )

41

26
9. Sea la fracciéon ——. Si se suma 153 al denominador de esta fraccién. ;Qué nimero se le debe agregar al

numerador para que la fraccién conserve su valor?

3
10. Dos sefioras salen de compras llevando entre las dos ({494. La primera gasta los - de lo que llevaba y la

2
segunda los — de lo que llevaba, quedando ambas con la misma suma de dinero después del gasto realizado.

(Con cudnto salié cada una?
Solucién
1 565 3 565 -3
1. (a) 5 de 565 corresponde a = — 3 de 565 = — = 339.
9 322-9
(b) ﬁ de 322 = i 207.
4 285-4 2 285-4  285-4-2
—de28b=—y—-d = = 152.
(©) 5 de 5 73%° 75 5.3
3 4 8-4-3 96
d) —delos —de8 = —— = —.
(@) 7 delos oo de8 = 557 = 175
5 3 7 7-3-5 1
© Gy =g 12
1 12 o . . 1
2. (a) 3 = 2 (Se multiplicé por 12 el denominador y el denominador de 5).
1
(b) % = ﬁ (Se dividi6 por 3 numerador y denominador de %).
9 1 8 15 5 20
© %=3"m D R=6"m
32 3 15
28 420
L 055 1565 _5_ 645
39 3 9’39 3 387
G40 5 55 60 6570
56 7 77T 84 91 98
49 7 21 49 7 7
6. M- 12- 3 (Simplificando 31 se obtiene E; la4s;ma de los términos de 2 es 19; como se pide que
la suma de los términos de la fraccion equivalente a 2 y por tanto a B sea 57 = 19 - 3, basta multiplicar
7
por 3 ambos términos de E)'
7 56 T . . . . L. . ..
7. 3 = Tod (La fraccién — es irreducible; la diferencia de sus términos es 6; como se pide una fraccion

equivalente en la cual la diferencia de sus términos sea 48 = 6 - 8, basta multiplicar por 8 ambos términos

7
de ).
¢33
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9.

10.

Notas

1.

2.

3.

Capitulo 3. Fracciones

@ a—1 a<a—|—2<2a—|—6
5 5 5 10
a a a+1
b z
®) a+1 < a < a
© 1 < 1 < 2 ( 1 2 )
c s = .
4a + 2 2a+1 4a+1 2a+1 4a+2
a a a+1 a+2
d .
) a+2 < a+1 < a < a
. 26 . . . .
Sumando 153 al denominador de 102’ se obtiene una nueva fraccién cuyo denominador 255 es igual a
255
102 - 1—02; entonces, para que la fraccién dada conserve su valor, debe multiplicarse también su numerador
255 255 26 - 255 26 65
26 por 102" Resulta 26~—102 = 102 = 65; luego 102 = 55" Ahora bien, como 65 — 26 = 39,

finalmente se obtiene la respuesta al problema que es 39.

Si la primera sefiora gasta g de lo que lleva, le quedan los % de lo que llevaba; si la segunda gasta ; de lo
que llevaba le quedan % de lo que llevaba. Como ahora ambas tienen la misma suma de dinero, resulta que
l del dinero de la segunda es igual a % del dinero de la primera. Entonces los g del dinero de la segunda,
es decir el dinero de la segunda, es igual a 3 - ; = 12 del dinero de la primera. De aqui que ; del dinero

12
de la primera més - del dinero de la primera es igual a - del dinero de la primera es igual a (#494. Por

lo tanto: 19
= del dinero 1% = (/494
1 494
— deldinero 1% = (I]Ji
7 19
7 494.7
7

del dinero 1¢ = ([DT = ('182,

12
entonces la 1% sefiora salié con ({182. Como el dinero de la 2% es los - del de 1a 1%, se debe calcular el
182-12
7

12
valor de los - de /182, esto es
con (312.

= ('312. Asi, la primera sefiora salié con ({182 y la segunda

Los dos tdltimos problemas se resuelven mds facilmente por dlgebra.

Si el resultado de una operacién de fracciones es también una fraccidn, ésta debe darse en los menores
términos posibles, es decir debe simplificarse, cuando es posible hacerlo. Asi se procedi6 en los ejercicios
resueltos.

2
“Nudmeros Mixtos” como 1%, 35, 4%, etc; deben expresarse en forma de fraccion Z, ?7, %, etc

3.1.4 Ejercicios no resueltos

1.

Comprobar, mentalmente, los siguientes ejercicios:

()



3.1. Ejercicios sobre fracciones

7
b) 75— 3

4 1 6
Z.12=2
© 3 13=53

1
d)6+—-=12
@ 6=+

2. Efectuar las operaciones siguientes:

11 7
© =5

4 3
d) 5- —2°
()59 1

5
(e) E

=

3 9
(€9) 5710

(a)

(b)

+

ol e
+

SN
&l ~

N =
+
[\

el oo
+

ol wo
+
—

RNy

K| e
w
<

929 5

3 10 12

2 1 3\ 1
O (5+7+5)5

1.,!

36 4

1 1 1 4
™ (5+5+3) %5

43
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3.1.5 Operaciones (Parte segunda)

Ejercicios resueltos

Efectuar las siguientes operaciones:

a+3 3a+4 a-—2
+ +

10 10 10
20 +1  3x—2
6 + 4

2 1 3
3.@4—54-;
a—1>

a+b

a—b

a+b
2 —r+6 2
P”—-9  r—3

3z +y 2y

4. 1+

5.1—

22 — 2

22—zy T4y

Notas Se aconseja revisar polinomios.

a

Capitulo 3. Fracciones

6

a—2+

6z + 2y

a+1 a2—a—2

3

2 2

==y

$+?J—5C—y

¢ —cd 6¢c+9d

10.

a
11.( e
a+b+c

23 — 8z% + 16z

12.

8c+ 12d cd — d?

b — 2
bte+1

z? — 16

33 — 1222

13. (a—b—

6x

a? — b2
)=,

Solucién
| a+3+3a+4+a—275a+575(a+1)7a+1
" 10 10 w10 10 2
, 2041 30-2 22 41)+3(3r-2) 4r+249r-6_13r—4
6 4 12 B 12 B
2 1 3 2a+4+da*+3
S R A
a2+a+a3 a3
a—b a+b+a-—-0> 2a
4. 1 = =
+a—|—b a+b a+b
5 a—bia—i—b—a—i—bi 2b
' a+b a+b T a+b
6 2 —r+6 2 2 —r+6 2 77°2—r+6—2(7°+3)7
Cor2-9 r—3 (r+3)(r—-3 r—-3 (r+3)(r—3)
rP—r+6-2r—6 =3 _  r(r-=3 _ r
(r+3)(r-3  (r+3)(r-3) (r+3)(r-3) r+3
3z 4y 2y 3z 4y 2y
7. - - = - - =
p?—y? x?-wxy zt+y (r+y)lr-y) z@z-y) Tty

tBr+y) —2ylx+y) —ax(l@—y) 32 +ay—2zy— 2% — 2 +ay

z(zr +y)(z —y)
2z +y)(r—y)

22 — 2y2

z(zr +y)(r —y)

w(z+y)(r—y)

r(z +y)(r —y)

8N



3.1. Ejercicios sobre fracciones

g @ +a—1_ 6 __a +a—1_ 6 _
a—2 a+1 a>—a—-2 a—-2 a+1 (a+1)(a—2)
ala+1)+(a-1)(a—-2)-6 da*+a+a®—2a—a+2-6

(a+1)(a—2) B (a+1)(a—2) B
2(a2—a—2):2(a+1)(a—2):2
(a+1)(a—2) (a+1)(a—2)

6z + 2y 2 3 6z + 2y 2 3

9. - - - - -
w?—y? rty w-y (e+y)lr-y) rt+y T-y
6 +2y —2(x—y)—3(x+y) 6r+2y—20+2y—3x—-3y
(@ +y)(x—y) (@ +y)(z-y)
x4y 1
(T+y)le—y) z-y
10 2 —cd 6c+9d _ c(c—d)3(2c+3d) _ 3c
" 8c+12d cd—d?  4(2c+3d)-d(c—d)  4d
1 (a—i— a ) -2 alb+c)t+a (b+c)(b—c)
' b+c/ b+ec+l  bic b+ec+1
ab—i—ac—i—a.(b—i—c)(b—c)7a(b—|—c+1)-(b+c)(b—c)7a(b_c)
b+c b+c+1 (b+e)(b+c+1) N
1 23 —82? +16z  x* —16  x(2® — 8z + 16) 6 B
Co3x3—1222 7 6r  3a2(x—4) (v+4)(xz—4)
r(x—4)(x—4)-62 2
322(x —4)-(x +4)(x —4) z+4
ab—b*\  a®>—-b> a*—ab—ab+b> (a+0b)(a—0b)
13 (a—b- ") s T = : .+ A _
a2—2ab+b2;(a+b)(a—b) (a—b)(a—b)a a—b

a ' a a(a+b)(a—b) a+b
Ejercicios no resueltos

Efectuar las operaciones siguientes:

4z 5x 2

a
1. T T 9y  6yz  3xz
(a)5+2+10
20 -3y x+3zy x4ty
b _
2.(a)a—|—3_2a—4+a—3 (b) Ty + 22y zy?
6 8 3
© b 2 +b—3
3 @y =y Tty D 1 -1 b+1
zy —y? T —y by Y 2y
(b)L_;_g r+y a?-zy  a?—y?
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5 3 _ 3 n 1
" a2 -0 a?+ab—2b%2 a2+ 3ab+ 202
2823 10a2b
6. (a) =2 2200
@ 5ab?  Tx?
1473 357
7. —_— —
@ 9527 ™ 27t
2ab + 2ac -
8. (a) .
3b%2 — 3bc b2 + 2bc + 2
9 2r2 —5rs  2r — 10s _rt+5st
T r2s2 — 2554 293 —5r2s T r2st
2a b+c ¢
10. (— . —)
@537 73

1 (0= 1)- (== + =2

b—a 1+ ab
12. ( )+(1— )
a+1—|—ab ab — a?

13. ( r ¢
r—a

3.1.6 Fracciones Compuestas
Son expresiones como:

2z

—1

22

r+1

(a) £

)= ( )
x+a/  \z—a x+a

22 4r = 82

3p* — pq

2p? + 5pq N 2pq + 5¢>

O (e 757) (o~

©

Capitulo 3. Fracciones

)



3.1. Ejercicios sobre fracciones

1
©1+—7p—,
24+ ——

3+1
4

47

etc, como se ve son expresiones en las que se combinan varias de las operaciones de fracciones.

Ejercicio Simplificar las fracciones compuestas anteriores.

2x
@ z—1 2t z+1 2x+1)
a = . =
x? r—1 2x2 z(r —1
z+1
_+g CC2+1j2
o LT _my Ty
zy zy z?y?
7 2r—7
( 2-0 T -7
0 3 =3 ~— 3
T T
1 1 1
(d)2—1 — =2— —=2- T =
9_ 2 222 — 2 222 -2
1'2 x2
1 222 —2
222 — 2 — 222 _ 2 + 2
212 — 2 222 — 2
44222 -2 22242 2(z%2+1
2 2 2
1 1 13 43
_ 24+ =2
3—1—4 —|—4
3.1.7 Ejercicios no resueltos
2
24z L2
L@ 23 4
3 7 4+5
4 6
c+1 c
1 6d by E=1 e+l
4
e +3
2_|_ c—1
c—2d
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at+b a-—2>
1 — —
@) ———— (bya=b atb bafzrb
1o -
1 +
14 = a+b
T
?+ry+y® r-y
2 — 92 T+y
4. 33
67y
22 — 42
a a

5. | lzz l-2 (i_3_x)
’ 1 3a2  2a2z/°

z—1
Algunos problemas simples

Resolver y probar los siguientes problemas:

o . 2
1. En una casa de compra y venta se vende un escritorio en ({1050 con una ganancia que representa los 3 del
precio de compra. ;Cudl fue el precio de compra?

2
2. Un comerciante compra mercaderias por valor de (!8700. Vende luego los 3 de lo que compré con un

2
beneficio igual a los = del precio total de compra. ;Cudnto cobro por las mercaderias vendidas?
o 3 . 3 . .
3. Dividir 126 en dos partes de modo que los 3 de la primera y los 1 de la segunda sean nimeros iguales.
3 2 , . 5 . . P
4. Sumadndole 43 a los 3 de un niimero se obtiene los 5 del mismo nimero. ;Cudl es éste?
. . 2 3 . : . .
5. Ladiferencia entre los 3 y los 3 de un niimero es igual a 20. ;Cuadl es este nimero?

. ., 5l .
6. (Qué nimero debe sumarse a cada uno de los términos de la fraccién o7 para que resulte equivalente a la

)
fraccién —?
3
7. Calcular una fraccién equivalente a - y tal que la diferencia de sus términos sea 80.
8. Encontrar una fraccién equivalente a 37 tal que la diferencia de sus términos sea 63.
. 13 . 1 . .
9. La suma de dos fracciones es 30’ su diferencia 5 (Cuadles son estas fracciones?

. . . 2 o
10. Hallar dos fracciones respectivamente equivalentes a 3 ya - en que la suma de los dos términos sea la

misma en las dos.

8 . P .
11. Trasformar la fracciébn — en otra equivalente, la mds simple posible, de modo que el numerador sea un

cuadrado y el denominador un cubo.
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Simplificacién de fracciones

Respuestas.
2 6 1 5 11
1 3’ 5 3’ = 3 no es posible.
) 14 3m 3 5
1 4° 52’ Tab
3. No se puede no se puede 1 L
' prede. prede 5 1
3
4. No se puede, no se puede, 120 no se puede.
-2y
5y 4a 3a+4
5. 1+ 3z, , —, —.
R 5b 2(2c+ 3)
6 2 6 6x a
"3 7 5a’ b
—-b 1
7' - > ) < + yy 21' - y
3 z + 3y r—y
g @ +5b 1 1 xz(a +b)
5 4 -3z’ z+1 a—b
9 % 5a dr — 3
" 2y a+b 3
b2 2
10. 7w R -, no se puede.
2a Y
1 2 2 a+2x
" 3(a—3b)’ 3m’ 2
a—2b 1
12. , 2z — 3, —.
2 ’ 2
13. No se puede, no se puede, —
2 -
14. ?a’ %, no se puede.
3.1.8 Operaciones de fracciones (Parte primera)
Respuestas.
5
L @ 35 77 © 17
36° 30° 91
1 2 —,
(b) 5—, 8— ® 360
10 45 9
23 1 47 (e) =
=2 — = g 3»
© 7 w3 21
97 3 25
d =—, —, = (h) —,
@ 36 35 12 3

14

15

gy

67
19°

wl

Neg i V)

49
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3.1.9 Operaciones con fracciones (segunda parte)

Respuestas
822 — 1522 — 1292

1. a, )

18zy=

I
4 Y2
T —2p?

3. —, _
y alp+a)(p—q)
2b—5 1

4, 272 -
b—1" x

1
3.
Tz +1
1
6. PR
7. &ﬂ, 2a(x — 1)
b

g 07wz
5S 3y

9 20 4
3b p2

2r

10.

s(r + 5s)?

1. 2, a
3 z—2

12. a® + 1.
ab(a — b)

13, ——=.

ab+1

14.

22 4 2ax — a?

22 +a?

3.1.10 Fracciones compuestas

Respuestas
74
1. =2, —.
29
) c—2d 1
" 2c+3d’ c+1°
2b
3. 1, .
v a—>b
1
4. .
2xy>?
1
5. —

Capitulo 3. Fracciones



Capitulo 4

Funciones

Debe recordarse que “Dados dos conjuntos A y B se llama funcién f de A en B un procedimiento, regla o ley
que hace corresponder a cada elemento = de A un tnico elemento y de B”. Se representa f: A — B, una
funcién f se define entonces a partir de tres objetos:

1. Un conjunto A llamado Dominio (conjunto de partida, fuente) de la funcién;
2. Un conjunto B llamado Codominio (conjunto de llegada, meta) de la funcién;
3. El procedimiento, regla o ley que hace corresponder a cada € A un tnico y € B.

El elemento y, frecuentemente representado por f(z), se dice el transformado de x por la funcién f. También se
llama imagen de = mediante f; por ello = se llama pre-imagen. Segun la definicién de funcién, cada uno de los
elementos del dominio es una pre-imagen, pero no necesariamente cada uno de los elementos del codominio es
una imagen. El conjunto de los elementos de B que son imdgenes se llama dmbito.

Algunos tipos de funciones

Dada una funcién f de A en B se dice que es:

Inyectiva si VyeB existealosumoun z€ A talquey = f(x).

Sobreyectiva si Vy € B existealmenosun x€ A talquey = f(z).

Biyectiva si VyeB existeunoysloun z€ A talquey = f(x).
Nota

1. En la funcién inyectiva un elemento del codominio cuando es imagen lo es de un sélo elemento del do-
minio; asi a cada dos imdgenes iguales corresponden dos pre-imagenes iguales; resulta entonces que en el
dominio y en el 4mbito de la funcién hay igual nimero de elementos.

2. En la funcién sobreyectiva el codominio y el &mbito de la funcién son iguales.

3. La funcién biyectiva es al mismo tiempo inyectiva y sobreyectiva; es mediante esta propiedad que corrien-
temente se define la funcién biyectiva. Se sabe que para expresar o presentar funciones de A en B se usan
redes de flechas, tablas de valores, férmulas algebraicas.

Otra definicion de funcion “Conjunto de pares ordenados en el que no hay dos pares diferentes con el primer
componente igual”.

Ejercicios resueltos
1. Sean A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}y B = {1,4,9,16,25, 36,49, 64,81}, decir cudles de las tablas sigu-
ientes representan funciones de A en B.

51
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3] 4] 5]6]7]|8]09
9[16|25[36]49|64]81

3] 2|6 7]4]5]8]09
16 |25 | 36 [ 49 | 16 | 25 | 64 | 81
3] 56| 7]8]09

9 25[36]49] 81|64

1 2]3|4]5]6]7]8]09
81[64]49[36[25]16]9 |41

(a)

(b)

= Pl= P e
=l Bl B

(©

(d)

Respuesta.
Son funciones a) y d).
No es una funcién b) porque hay un elemento en A con dos imdgenes diferentes en B.

No es funcién c¢) porque hay un elemento en A sin imdgenes en B.

. Seala funcién f: N — N dada por f(z) = 2x. (Es inyectiva? ;Es sobreyectiva?.

Respuesta.

Es inyectiva pues 2z = 22’ — © = 2.

No es sobreyectiva porque un nimero impar cualquiera del codominio no es la imagen por f de algin
nimero del dominio.

. Seala funcién f: N — N dada por f(z) = = + 1. ;Es inyectiva? ;Es sobreyectiva?

Respuesta.
Es inyectiva,puesz +1=2'+1 — z = 2/.
No es sobreyectiva porque el elemento 0 del codominio no es imagen de algin elemento del dominio.

. Establezca todas las funciones posibles de un conjunto unitario de dos elementos. Sean A = {a}, B =

{b, c}.
I. f: A— B, f(a) =0.
. g: A— B, g(a) =c.

. Establezca todas las funciones posibles de un conjunto de dos elementos a un conjunto unitario. Sean

A ={a,b}, B={c}.
fiA— B, f(a)=c f(b) =c

. Sea la funcién antecesor definida en el conjunto de los nimeros enteros de 1 a 10. ;Cudl ha de ser el

codominio para que esta funcidn sea sobreyectiva?

f:x — x — 1. El codominio debe ser {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9} para que la funcién sea sobreyectiva.

. Sea g: ZT — ZT una funcién que asocia al 1 conel 3,el 2 conel 5,el 3conel 7,el4 conel 9, el 5 con

el 11, y asf sucesivamente. Escriba una posible férmula matemadtica que corresponda a esta funcion.

Respuesta: f(z) =2z + 1.

Otros conceptos que conviene recordar son los siguientes:

1. Funcién real de variable real

Funcién cuyo dominio y codominio estdn en R.
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2. Funcién inversa

Sea la funcién biyectiva f: A — By sea otra funcién g: B — A tal que Vy € B, ¢g(y) = = cada vez
queVx € A, f(z) = y. La funcién g se llama funcién inversa de f; se acostumbra escribir g = f~1.

3. Operaciones con funciones
Sean las funciones f: R — R, g: R — R.
(f £9)(x) = f(x) £ g(z) ( Suma, Resta)
(f-9)(x) = f(x)-g(x) ( Multiplicacién)
(i)(x) _ I Division).
g g(x)
Otra operacion es la conocida con el nombre de funcién compuesta

Si f es una funcién de A en By g una funcién de B en C, entonces la funcién compuesta g o f es la
funcién de A en C' definida por (g o f)(z) = g(f(x)).

4. Funcion lineal

Es la funcién f : R — R definida por f(x) = ma+Db, (m, beR). Se llama lineal por cuanto el trazado del
grafico de esa funcidn es una recta. Los niimeros reales fijos m y b se llaman, respectivamente, pendiente
e interseccidén de la recta: pendiente porque mide la inclinacién de la recta; interseccidon porque determina
el punto en que la recta corta el eje de las ordenadas. Para dos valores diferentes de la funcidn lineal que

f(x2) — f(z1)

es inyectiva, se tiene: —————— =m
T2 — T1

Condicion de paralelismo y perpendicularidad

Sean las rectas [ y lo cuyas respectivas pendientes son my y ms, entonces I || la <= mi1 = ma,
l1 Lls <= mi-mo=—1.

5. Funciones iguales

Dos funciones son iguales si los tres objetos que las definen, dominio, codominio y ley, son respectivamente
iguales.

6. Funcion creciente, decreciente
Sea f: A— ByseanV x1, x5 € A.

f(x2) > f(x1) f escreciente

Sizo >z — . .
f es estrictamente creciente.

(22) )
f(z2) < f(x1) f esdecreciente
(z2) < f(z1)

Sizg >z — . .
f es estrictamente decreciente.

Otros ejercicios resueltos

1. Si f: x — 2z tiene dominio {0, 1,2, 3,4, 5}, determine:

(a) El ambito de la funcion.
(b) El gréfico de la funcién. Dibuje el trazo del gréfico.

(c) Si se quiere que la funcién sea sobreyectiva, ;cudl necesariamente debe ser el codominio de la
funcién?
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Solucién
(a) El 4mbito es {0,2,4,6,8,10}.

(b) Gf = {(Oa 0)7 (L 2)7 (2a 4)7 (3a 6)7
(4,8),(5,10)}.

(c) Si la funcién se quiere sobreyectiva el

codominio debe ser {0, 2,4, 6,8,10}.

10
8
6
4

2 _——
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(0,0)

2. Dar el gréifico de la funcién f: z — 22 — 62 — 40 cuyo dominio es el conjunto de enteros comprendidos

entre —5 y +5, ambos inclusive.

Solucion G = {(—5,15), (—4,0), (—3,—13), (-2,

—24), (-1, —33),

(0, —40), (1, —45), (2, —48), (3, —49), (4, —48), (5, —45)}.

2

3.Seaf:xr—ayg:xr— T (Son fy g la misma funcién? ;Por qué?
X

Solucién f y g no son la misma funcién, pues f estd definida en todo R mientras que g estd definida en

R\{0}.

4. Diga cudl es el mdximo dominio en R de manera que las siguientes funciones estén bien definidas.

@ flz)=2vz

1
() g(z) = -
©) hiz) ==z
Solucién
(a) RT U {0}
(b) R\{0}
© R

5. Una funcién lineal posee una pendiente de
magnitud —3, interseccion —4. Escriba la

férmula de esa funcién y trace su grafico.
Solucién f(x) = —3z — 4.

(d) i(z) = %
(e) j(z) = %
20
N EE)
(d) R\{0}
(e) R\ {2}
(f) R\{2,5}.
Yy
flz) = -3z —4

2/

6. Una funcioén lineal posee una pendiente de magnitud O y su interseccién vale 1. Escribas la férmula de la
funcioén y trace su gréfico. ;Qué nombre recibe esta funcién?
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y
Solucion m =0, b = 1. flz)y=1
fl@)=max+b
flz)=1.
La funcién recibe el nombre de funcién cons- x
tante e igual a 1.

Sea una funcién lineal tal que f(0) = 2y m = 7. Escriba la férmula de la funcién.
Solucién f(0) =m-0+b=2—b=2,m="7
flz) =Tz +2.

Hallar las ecuaciones de dos rectas paralelas a otra recta cuya ecuacién es y = —3x + 20, las cuales
intersecan el eje de las y respectivamente en los puntos (0, 2), (0, —12).

Solucién Puesto que son paralelas a y = —3z + 20, ambas deben tener pendiente de magnitud igual a —3,
ademds se tiene que by = 2, b = —12. Luego las ecuaciones seran: f(x) = —3z + 2, g(x) = —3z — 12.

Encontrar la ecuacién de la recta perpendicular a la recta cuya ecuacién es 3y + 4z = 15 y ademds pasa
por el punto (2, 1).

—4
Solucién Si 3y + 4z = 15 — y = —3:6 + 5. Ahora bien la nueva magnitud de la pendiente serd
-1 4
m; = —, donde m = ——, luegom = —.
m 3 4

3 3
Asi tenemos f(z) = 1" + b, puesto que el punto (2, 1) estd en la recta debe satisfacer que 1 = 1 2+b—
3 3z 1

-1

Escriba la ecuacion de la recta tal que si la z aumenta en 4 unidades la y disminuye en 7 unidades y ademads
dicha recta pasa por el punto (3, 3).

Solucién Siy = mz +b — y — 7 = m(x + 4) + b. Ademds el punto (3,3) estd en la recta.
3=3m+b (1)
3—T7T=m(34+4)+b
—4=m(7)+b (2)
Luego restando (1) de (2) obtenemos:
3_1_3”?_(:2)4—() } — —T=4m — m = —Z.

-7 33 -7 33
De (1) tenemos 3 = 3(—) +b— b= —.Luego f(z) = S

4 4 4 4

. . . =1
Determinar el punto en el cual se cortan las rectas perpendiculares cuyas ecuaciones son: { gy + gx 46
Y—ox =

Solucién Bastaria resolver el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas.

-5z 16

3 4
5y—3x:4—>y:5:17—|—5.
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-5 16 3 4 -5 3 4 16 —34 —68
Luego, — + —=-2+- —> ——-0r=—-—— — —1r=—— — =2
3 3 5 5 3 5 5 3 15 15
Sustituyendo = 2 en cualquiera de las ecuaciones, 3y + 5x = 16 — 3y + 10 = 16 — y = 2. Luego

el punto de interseccién es (2, 2).

12. Diga si la funcién antecesor definida en Z, tal que x —— x — 1 es creciente, estrictamente creciente,
decreciente, estrictamente decreciente o ninguna de éstas.

Solucién La funcién antecesor f(z) = x — 1 es estrictamente creciente, pues es una funcién lineal de
pendiente positiva e igual a 1.

13. Seala funcién f: x — 22 definida R. ;Cudl intervalo de R la funcion es estrictamente creciente y en
cudl es estrictamente decreciente?

Solucién
En | —o0, 0 [ es estrictamente decreciente.

En ] 0, 400 [ es estrictamente creciente.

14. Explique por qué la funcién f: x — 2 definidaen R* es inyectiva pero la misma funcién definida en R
no es inyectiva.
La funcién f(z) = 22 definida en R* es inyectiva pues si x1 > 2, 71,22 € RT — f(x1) > f(12).

2

La funcién f(z) = x? no es inyectivaen R pues si z; = —x2 € RT 21 # 0, se tiene que f(x1) = f(z2) =
2

22 = z3. Por ejemplo x1 = 2, 15 = —2 se tiene que 22 = (—2)? = 4 esto es 4 es imagen de 2y —2.

15. Hallar la funcién inversa de cada una de las siguientes funciones.

@ f(x)=mx+5
(@) f(z) =5x+3
3 7

(b) f(w)=—2x_7,:v7é§ ) flz)=2+V3
© f@)= 2 sias0 ® @) =
Respuestas.
@ ) =127
Sy T3 T
®) f(x)= 5 + 2,31:0;&0.
(c) Sif(z) = |x£| paraz >0 — f(z) = 1, luego no es inyectiva para = > 0, por lo tanto f(x) no posee
inversa.
@ @)= sim #0.
m
@ fHx)=z—-V3
) f(z) ==

16. Sean las funciones g: © — 22 + 2y j: x — 52 — 3 de R en R. Hallar las férmulas de las siguientes
funciones:



17.

18.

19.

| © jg ©) j-j

(@) g+j

(b)j—yg d g ® g-9
Respuestas

@ (9 +7)(@) =2 +50 -1

(b) (j g)(x):5x—x2—5

©) j(z)g(x) = — 3224+ 10z — 6

d) g(z)-j(x) = — 3224+ 10z — 6

(e) j(x)-j(x) = (53: —3)2=2522 - 30z +9
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(&) joj (i) jog
(h) gog (G) goj.
0 g(z)-g(z) =2* + 42> + 4
(@ (joj)(x) =25z —18
(h) (gog)(z) =a*+42”+6
® (Jog)(:v) =522 +7
) (goj)(z) = 2522 — 30x + 11.

Especifique el dominio en el cual tiene sentido la funcién cociente =, si f y g son funciones de R en R
g

cuyas férmulas son f(x) = 323, g(x) = 2z — 1.

3 3
Se tiene que M -
g(x) 2 — 1
1 1
O<=z= o luego el dominio es R\{E}

Encontrar la ecuacién de la recta que contiene a los puntos (0,

f(O): —1:b’a: f(xl)_f(fbg) _ -1 —

1 — T2 0-—

Encontrar la ecuacion de la recta paralela a y = 2x + 1 y que contiene al punto ( —

tiene sentido cuando el denominador no se anula. Ahora bien, 20 — 1 =

-1)y (1,0).

0
N ,luego f(z) =z — 1.

3
5,o).

b
a = 2, magnitud de la pendiente de la recta paralela a y = 2z + 1. Puesto que f ( — —) =0—b=3,
a

luego y = 2z + 3.

20. Encontrar la ecuacién de la recta ortogonal a y = 5z + 3 y que contiene al punto (5, 1).

21.

1 1
a=—¢ (por serortogonalay = 5z +3),y = ax+b— 1 = (—g)5+b —b=2luegoy = —§+2.

Sea f: R — R una funcién lineal. Pruebe que f es tal que x — ax + b.

(a) Sib=0— f(xz) = ax satisface las siguientes propiedades:

flaz) = af(z),Vr,a eR,

f(i[:l + 1'2) = f(i[:l) + f(i[:g), Vxi,z9 €R.
(b) Sia#0 — fesbiyectiva

Sia =0 — f no es biyectiva.
Prueba.

@ flaz) = a(az) = afaz) = af (z)

f(z1 + x2) = a(z1 + 22) = ax1 + axe =
(b) Sia # 0.

f(x1) + f(z2).
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I. f esinyectiva.
Hay que demostrar que si f(z1) = f(z2) — @1 = 22
f(x1) = f(z2) <= ax1 + b= ax2 + b — ax1 = axs — 1 = Ta.

II. f es sobreyectiva.

—b -b
VyeR,dzeR, z= Y talquef(a:):y,puesf(a:):M
a a

De I y 11 se tiene que f es biyectiva.

+b=y.

Sia =0, se tiene que f(z1) = f(z2) = b.

1 # X2, luego f no es inyectiva, por lo tanto f no es biyectiva.

22. Sean las funciones f y g dadas por f(z) = 22 — 1y g(x) = 3z + 5. Encuéntrese (f o g)(z) y (g o f)(z).
Se tiene:

flg(@)) = f(Bz+5) = (3z+5)? — 1 =92% + 30z + 24.

g(f(@) =g(x*—-1)=3(*—-1)+5=3z2+2.

@ (fog)(x)
() (go f)(x)

Nota Si las funciones f y g son inversas una de la otra, entonces:

f(g(z)) = paratoda 2 del dominio de g
g(f(x)) = paratoda x del dominio de f

Ejercicios no resueltos

Sélo en algunos casos e inmediatamente después del ejercicio se dard la solucién.

1. Seael conjunto A = {1, 2} de los dos primeros enteros positivos. Determine las funciones biyectivas de A
en A.

2. El mismo problema para A = {1, 2, 3}.

3. El mismo problema para A = {1,2,3,4}.

4. Seael conjunto A = {a,b} y el conjunto B = {1, 2, 3}. Determinar las funciones inyectivas de A en B.
5. El mismo problema para A = {a,b,c} y B = {1,2, 3,4}.

6. Dibujar el grafico de las funciones de R en R definidas por:

(b) f(z) =3z -2 (d) f(z) =22
(a) f(z)=3x+2 1 3
© f(z)= —§$+2 e) f(z) = 5

7. Si f es una funcidn lineal que contiene los puntos (5,2) y (—2,2), demostrar que f es constante. (Basta
demostrar, lo cual es inmediato, que su pendiente tiene magnitud cero).

8. Si f es una funcién lineal que contiene los puntos (1,4) y (0, 1), determinar si f es estrictamente creciente
o estrictamente decreciente.

9. Encontrar la ecuacién de la recta que contiene el punto (0, 3) y cuya pendiente tiene magnitud igual a 2.
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10. Sea f una funcién en R definida por f(z) = v/2z — 1. Se pide:
a) el dominio y el codominio de f
b) si los nimeros 0, 4 y 7 son imdgenes, encontrar las preimdgenes correspondientes.

Respuesta:
1
a) Dominio={z € R/z > 5} y el Codominio={z € R/z > 0}.

1 17
b) -, —, 25.
) 22
11. Igual que el anterior pero f definida por f(z) = 2® — 1.

12. Sea la funcién f: R — R definida por f(z) = 2® + 2. Hallar los nimeros del dominio de f que
correspondan a los nimeros 10, 3 y 1 del codominio.

13. Una funcién f cuyo dominio es Q estd definida por f(x) = 9*. Calcular:

b) (Para qué valor de x es f(x) = 27?
1 1
Respuesta a) 9, 37 3, 3 1.

3
b) —.
)2

14. Seala funcién f: R — R definida por f(x) = 22 — 3z + 5. Calcular:

a) f(1). b) f(3).

c) f(0) d) f(vV2-1).

e) f(a) ) f(—a)

g) —f(a) h) f(a+h)

b fa) + F(h) jp Herh =)
K f(w+h}z—f(w)

Respuesta

a) 3. b) 5.

¢) 5. d) 11 + 5v/2.
e)a? — 3a+5. f) a® + 3a + 5.

g) —a®+3a — 5. h) a? 4+ 2ah + h? — 3a — 3h + 5.
i) a? 4+ h% — 3(a + h) + 10. j)2a — 3+ h.

k) 2z — 3 + h.

15. Seala funcién f definida por f(z) = —2? + 4. Determinar:

a) El dominio y el codominio de la funcién.
b) f(=4), (=3), (=2), F(=1), £(0), fF(1), f(2), F(3), f(4).

Conociendo estos valores de f(z), obtenemos nueve puntos de la gréifica de f y trazar esta grifica.
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16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.
29.

30.
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. Sean las funciones en R definidas por f(z) = z + 5y f(z) = 22. Determinar si tienen funcién inversa y
si la tienen, calcularla.

Respuesta La primera funcién es biyectiva, luego tiene funcién inversa: f~!(x) = 2 — 5. La segunda
funcién no es biyectiva, luego no tiene funcidén inversa.

Sea la funcién definida por f(z) = 5z —6. Como esta funcién es biyectiva, tiene funcién inversa. Calcular:

a) La funcion inversa.
b) El dominio y el codominio de las dos funciones.

¢) Mostrar por medio de ejemplos (tres por lo menos), que los nimeros que son pre-imagenes en una de
las funciones, son imdgenes en la otra, e inversamente.

El mismo problema para f(z) = 2 + Va + 4.
2 -1

1
Mostrar que una es inversa de la otra; calcular el dominio y el codominio de cada una; por medio de
ejemplos (tres por lo menos), mostrar que los nimeros del dominio de la una, pertenecen al codominio de
la otra e inversamente.

Sean las funciones definidas por f(z) =

2
Dada la funcién definida por f(z) = x—+1, mostrar que f = f~1.
T —

Sean las funciones f y g dadas por f(x) =222 + 5y g(x) = 4 — Tx.
Caleular (f 0 g)(z) y (9 0 f)(x).
Respuesta 98z — 112z + 37, —14x2 — 31.
1
T 3w +2
Por medio de la composicién de funciones, mostrar que f y g, definidas como se indica, son funciones
inversas una de la otra:

fl@)=2"+1yg(z) = Vo -1

El mismo problema para f(z) = 322 + 2y g(z)

1 1
El mismo problema para f(z) = 2z + 1y g(x) = Exz ~ 5
Escribir la ecuacién de una recta, sabiendo que pasa por el punto (4, 1) y que la magnitud de su pendiente
2
es —.
3

. - . . . 5
(Cudl es la ecuacién de una recta cuya pendiente tiene una magnitud de —?; y que pasa por el punto
(-1,-2)?

Determinar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (3, —4) y (4, —3).
Escribir la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (5,0) y (—2, —4).

Sea la recta cuya ecuacién es 4x — y = 5y sea (3,5) un punto exterior a dicha recta. Se pide: la ecuacién
de la perpendicular a dicha recta por el punto (3,5) y la ecuacién de la paralela a dicha recta por el punto
(3,5).

El mismo problema para la recta de ecuacién 6x + 5y = 4 y el punto (0, 7).

Respuesta 6z + 5y = 35y —bx + 6y = 42.
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Polinomios

Recordar que:

1) Monomio en una o mas variables es una expresion de la forma az”™, az™y", donde n, m € N, a es una
constante y x, y son variables.

Comunmente se llama a el coeficiente del monomio; z"y™ la parte literal.
Grado de un monomio: es la suma de los exponentes de las variables.

Monomios semejantes: son los que tienen igual la parte literal.

2) Polinomio es una suma de monomios no todos semejantes.

Con frecuencia un polinomio se representa con notaciones como P(z,y, z), para poner en evidencia las
diferentes variables, asi como el hecho de que un polinomio es una funcién.

Grado de un polinomio: es el grado del monomio que tiene el grado mas alto.

5.1 Suma y resta de polinomios

Sean P(x) = 423 — 222 4+ 52— 3, Q(x) = 22° + 62 — 8y R(x) = 32% — Tz +6. Calcular P(z) + Q(z) — R(x).
Se tiene P(x) + Q(z) — R(x) = (42 — 22?4+ 5z — 3) + (223 + 62 — 8) — (322 — Tz + 6) =

423 — 222 + 52 — 3+ 223 + 62 — 8 — 322 + Tx — 6 = 62% — 52 + 182 — 17.

Nota Conviene aunque no es necesario, que los polinomios estén ordenados segun las potencias crecientes o
decrecientes de la variable.

5.2 Multiplicacion de polinomios

Notas

1. Para multiplicar dos polinomios se hace el producto de cada término de uno de los polinomios por todos
los términos del otro polinomio.
2. Conviene aunque no es necesario, que los polinomios estén ordenados.
Sean P(z) = 422 — 3z + 2y Q(z) = 223 — 42 — 5z. Calcular P(x)-Q(z).
Se tiene P(z)-Q(z) = (422 — 3z + 2)(223 — 42% — 5z) =
8% — 162* — 2023 — 62* + 1223 + 1522 + 423 — 822 — 102 = 825 — 222* — 423 + 722 — 102.

5.3 Productos notables

Todos los alumnos saben que son los desarrollos que se presentan a continuacién, que es aconsejable saber de
memoria y en las cuales las letras a, b, ¢, . . . representan indiferentemente nimeros o expresiones algebraicas

61
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cualesquiera (en particular monomios o polinomios).

a —

(
(
(
(
(
(

a—+

a+b)?=a®+2ab+b?

b)? = a? — 2ab + b?

b)(a —b) = a2 — b
a+bt+c+--)2=a’>+b>+c*+- -+ 2ab+ 2ac+ 2bc+ -
a+b)® = a3+ 3a%b + 3ab® + b3

a—b)3 = a® - 3a%b + 3ab® — b*

a4+ b3 = (a +b)(a® — ab + b?)
a® — b3 = (a —b)(a® + ab + b?)
(a+0b)(a+c)=a®>+ (b+c)a+bc.

Nota Se demuestran estos resultados efectuando las multiplicaciones indicadas.

5.3.1 Ejercicios de aplicacion

1.
2.

3.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.

Tax + 3)% = (Tax)? + 2(Taz)(3) + (3)? = 49a22? + 42ax + 9
daz + zy)? = (4az)? + 2(4az)(zy) + (2y)? = 16a%2? + 8ax?y + x2y>
8a — 3b2)% = 64a? — 48ab? + 9b*

(
(
(
(3a2 — 5ab)? = 9a* — 30a3b + 25a%b?
(6az + 5)(6ax — 5) = 36a%z% — 25
(1 —7am)(1 + 7am) = 1 — 49a*m?

(

3a+4b + 5¢)? = (3a)? + (4b)% + (5¢)% + 2(3a)(4b) + 2(3a)(5¢) + 2(4b)(5¢) = 9a? + 16b2 + 25¢% +
24ab + 30ac + 40bc

(5m — 2n — 67)% = (5m)% + (=2n)2 + (—=67)? + 2(5m)(—2n) + 2(5m)(—67) + 2(—2n)(—6r) =
25m? + 4n? + 3612 — 20mn — 60mr + 24nr

(22 +42)3 = (22)3 + 3(22)%(42) + 3(22)(42)? + (42)% = 823 + 48222 + 96222 + 6423
(52 4+ 1)% = 12520 + 752 + 1522 + 1

(2¢ — Tn)3 = 8c3 — 84c¢*n + 294cn? — 343n3

(3zy? — 5)3 = 272%y% — 1352%y* + 2252y — 125

2723 + 1= (3z)> + (1) = 3z + 1)(92% — 3z + 1)

12503 + 8m? = (5a)3 + (2m)?® = (5a + 2m)(25a2 — 10am + 4m?)
642% — 27 = (42)® — (3)3 = (42 — 3)(1622 + 122 + 9)

343a3 — 8n8 = (7a)® — (2n?)3 = (Ta — 2n?)(49a® + 14an? + 4n?t)
(m+5)(m+3)=(m)>+ (5+3)m+35=m?>+8m+15
(x+7)(x+2)=2%+9z+ 14

(k—3)(k —5) =k®> — 8k + 15
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20. (a —6)(a — 10) = a® — 16a + 60

(

21. (x+T)(x —8) =22 —x — 56
. (3m+2)(3m+5) = (3m)? + (2+5)(3m) + (2)(5) = 9Im? + 21m + 10
- (

4r + 3y)(4x — 5y) = (42)? + (3y — 5y)(4x) + (3y)(=5dy) = 1622 — 8xy — 15y

5.4 Division de polinomios

Nota Sigue el mismo patrén de la division aritmética: dividir, multiplicar - restar; entre nosotros los latinos la
multiplicacién y la resta se hacen mentalmente, los sajones escriben el producto y luego restan. Esta es la forma
de la divisién de polinomios. Se propone una divisién aritmética primeramente, y luego siguiendo el mismo
patrén se efectia la divisidon de un polinomio por otro polinomio.

156294 | 457 156294 | 457
1919|342 —1371 [ 342
0914 1919
000 —1828
00914 |
—914
~ 000

Sean P(z) = 152% + 3822 + 24z y Q(z) = 522 + 6. Calcular P(x) + Q(z).

1523 + 3822 4 24z | 522 + 62
—152° F 1822 3x+ 4
2022 + 24x
— 2022 T 24
0

Entonces, P(x) + Q(x) = 3z + 4.

Nota Deben estar ordenados los polinomios dividendo y divisor de la misma manera. En caso contrario, si bien
la divisién en general puede efectuarse, se complica y alarga demasiado.

Otros ejemplos
1. Sean P(z) = 42* — 922 + 62 — 1y Q(z) = 22° + 3z — 1, calcular P(z) = Q(z).
4 + 023 — 922 + 62 — 1| 222+ 32— 1
— 42 T 623 £ 222 222 —3x+1

— 6z — T2 + 62
+ 62° + 922 F 3z

202 +3zx—1
— 222 F3x+1
0

Entonces, P(x) + Q(z) = 222 — 3z + 1.
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2. Sean P(z) = 523 — 22% + 4y Q(z) = 2% — 22 + 1. Calcular P(x) + Q(z).

b2° — 22% + Oz +4[a? — 220 +1
— 52 + 102 F 5z Sv+ 8
8r2 — 5x +4
— 822 £ 16z F 8
11z — 4
11z — 4
Entonces, P(z) + Q(x) = 5z + 8 + 22— 92z +1

3. Sean P(z,y) = 22* — 1323y + 3122y? — 3529% + 249* y Q(z,y) = 22% — 32y + 4y>. Calcular
Pz, y) + Q(z,y).

224 — 1323y + 3122%y? — 352> + 24y* | 22% — 3ay + 4y
—2z% + 323y F 4a%y? x? — by + 6y?
— 1023y + 272%y? — 35293

+ 1023y F 1522y? £ 20zy>
1222y — 152y° + 24y*

— 1222%y% + 182y F 24y*
3

3xy

3zy3

Pla,y) + =a® 5oy + 6y° +

5.5 Factorizacion de polinomios

Factorizar un polinomio es expresarlo como el producto de otros polinomios. Es un proceso de extrema utilidad
en el cdlculo algebraico, pues se aplica todo el tiempo que se estudie matematica.

Recuérdese los métodos de factorizacién siguiente:
5.5.1 Por factor comin
1) Sea P(x) = 18z* — 302® + 122?; se tiene P(z) = 622 (322 — bz + 2).
2) Sea P(z,y) = 4523y? — 6324y + 922y*; se tiene P(z,y) = 922y (52 — Tz2y + y2).

Nota Se procura que el factor comiin sea el mayor posible.
5.5.2 Por productos notables
1) Si P(x) = 922 + 6x + 1, se tiene P(x) = (3x + 1)2.
2) Si P(x) = 252% — 20z + 4, se tiene P(x) = (5z — 2).
3) Si P(z) = 922 — 4, se tiene P(x) = (3x + 2)(3z — 2).
4) Si P(x) = 2522 — 36y2, se tiene P(x) = (5x — 6y)(5z + 6y).
5) Si P(xz,y, 2) = 42% + 9y* + 2% + 122y + 4xz + 6yz, se tiene P(z,y,2) = (22 + 3y + 2)°.

6) Si P(z,y,z) = 2522 + 16y? + 922 + 402y — 3022 — 24yz, se tiene P(x,y, z) = (5x + 4y — 32)2.
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= 823 4 1222 4 62 + 1, se tiene P(x) = (2z + 1)3.
= 12523 — 30022 + 240z — 64, se tiene P(x) = (5x — 4)3.

=1— 51223, se tiene P(x) = (1 — 8x)(1 + 8z + 642?).
2?2 4+ 122 + 27, se tiene P(x) = (z + 9)(x + 3).

(z)
()
9) Si P(x) = 272> + 125, se tiene P(z) = (3z + 5)(92% — 15z + 25).
(z)
()
()

25x% — 15z — 18, se tiene P(z) = (5x + 3)(5z — 6).

5.5.3 Por grupos (caso de un factor comin polinomio)
) Si P(x,y) = 3z + a2y — 3y — y°, se tiene P(z,y) = (3 +y) —y(B+y) = B +y)(x —y).
2) SiP(z,y) =2° - xzy +ay® —y?, se tiene P(z,y) = 2°(z —y) +y*(z —y) = (z —y)(@® +°).

3) SiP(x,y) = 422 —y?—2z+vy, setienen P(z,y) = 2z+y)(2z—y)—(2x—y) = 2z—y) [(2z+y)—1] =
2z —y)2x+y— 1).

5.5.4 Meétodo de completar un cuadrado (Aplicacion de productos notables)
1) Si P(z) = 2? 4+ 6x + 8, se tiene:
2 62 6\2 2 2
P(z) = 2% + 6z + (5) - (5) 4 8=a2 462 +9-9+8=(r+3)2—1=
+3+1)(z+3-1)=(z+4)(z+2).

Nota: Para aplicar este método se requiere que el coeficiente de 22 sea 1.
2) Si P(z) = 2 — 3z — 70, se tiene:

P(z) = 2* —317—1—(;)2—(;) ~70 = 2? —3x+§—1—70—( _2)2_@ _ (x_§)2_(ﬂ)2:

B 1 L R

3) Si P(z) = 622 + Tz — 20, se tiene:

peo =o(ers ) =o 2+ o (5)
6(‘”1_72) 14494 260}_

[ 2 2
R R
|t )| ol ) (1) -

6(:10—1— g) (:c— g) = 2(96—1— g)-?)(x— g) = (224 5)(3z — 4).

Nota Los polinomios factorizados por este método pueden factorizarse por otros métodos. Hay sin embargo
algunos polinomios que s6lo se pueden factorizar completando un cuadrado.

Ejemplos
1) Si P(z) = 42" + 82% + 9, se tiene:

P(z) = 42* + 822+ 42% — 422 + 9 = 42* + 1202+ 9 — 42? = (222 + 3)? —42? = (222 + 3+ 22) (222 +
3—2z) = (222 + 2z + 3) (222 — 2z + 3).
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2) Si P(x) = 9z* — 162? + 4, se tiene:
P(z) = 92% — 1622 + 422 — 42% + 4 = 92* — 1222 + 4 — 42% =
(322 —2)? — 42? = (32?2 — 2 + 27)(32% — 2 — 22) = (32? + 22 — 2)(32% — 22 — 2).

3) Si P(z) = 2* — 1422 4 1, se tiene:
P(z) = 24 —1422+1622 - 1622 +1 = 2 +222+1-1622 = (22+1)2—(42)? = (22 +4z+1) (22 —4z+1).

4) Si P(x,y) = 2* + 4y*, se tiene:
P(z,y) = o* + 42%y% — 422y + 4y* = 2% + 422y° + 4y* — 42%y? = (22 + 29?)? — (22y)? =
(22 + 22y + 2y2) (2% — 22y + 29?).
5.5.5 Por medio del cero de un polinomio con una variable

Definiciéon 5.5.1 Se dice que a € R es un cero del polinomio P(x) si 'y sélo si P(a) = 0.

Ejemplo Dado P(r) = 2® — 72 + 6, se tiene P(—3) = (=3)% — 7(=3) + 6 = 0; entonces —3 es un cero de
P(z). También son ceros de P(z), 1y 2, porque P(1) = 0y P(2) = 0; en cambio 0 no es un cero de P(z),
pues P(0) = 6.
Aplicacion a la factorizacién. Cuando un cero de un polinomio con una variable se conoce, es posible factorizar
el polinomio (por grupos).
Ejemplos
1) Sea P(z) = 622 — Tz — 10; se obtiene por ensayos P(2) = 622 — 7.2 — 10 = 0, entonces P(z) =
P(z) — P(2). Por consiguiente puede escribirse:
P(z) = 622 — Tz — 10 — (6:22 — 72 — 10) = 62% — 622 — T2 + 72 = 6(22 —2%) - 7(z — 2) =
6(z+2)(x—2)—T7(x—-2)=(x—2)[6(x+2)—T]=(x—2)[6x+12—-7] = (z — 2)(6x + 5).
2) Sea P(z) = 2% — 322 + 2, como P(1) = 13 — 3-12 + 2 = 0, se tiene:
P(z) =23 -3224+2—-(12-31242) =23 - 13-32° 4312 =23 - 13 -3(2* - 1?) = (- 1) (2® + 2+
1)=3(z+1)(z—1) = (z—1) [2®+2+1-3(z+1) ] = (z—1) [2®+2+1-32—-3] = (¢—1)(2® —22—2).
Nota Es claro que éste método se ensaya sélo cuando con los métodos anteriores no ha sido posible
factorizar el polinomio.

3) Sea P(z) = 62° + 522 — 3z — 2. P(—1) = 6(—1)> + 5(—1)? —=3(-1) —2=0.
P() = 6(a — (~1)%) +5(a? — (~1)2) — 3(z — (~1)) = 6(" + 1) + 5(s? ~ 12) ~ 3z + 1) =
6(z+ 1)z —z+1)+5@x+1)(z-1)-3@+1) =(+1)[6(z*—2+1)+5(x—1)—3]
(x+1)[622 —6x+6+5x—5—3] = (z+1)(62%> —x — 2).

Nota Con estos ultimos resultados puede recordarse el Teorema del factor.

Teorema 5.5.1 Teorema del factor
Un polinomio P(x) tiene un factor (x — a) si y sélo si P(a) = 0.

Es posible entonces, si se conoce a, cero de P(z), obtener P(x) + (z — a) = Q(x) y expresar luego:
Pz) = (z — a)-Q(z).
Asi, en el dltimo ejemplo P(z) = 623 + 522 — 3z — 2, P(—1) = 0, entonces:

(623 +52% — 3z —2) = (x + 1) = 627 — x — 2, luego P(z) = (x + 1)(62 — z — 2).
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5.5.6 Factorizar un polinomio en mas de dos factores

Esto es posible cuando los polinomios que resultan en una factorizacién, admiten a su vez nuevas factorizaciones.
En general, cuando se pide la factorizacién de un polinomio, ésta debe hacerse en el mayor nimero posible de
factores polinomios.

Ejemplos

1) Factorizar P(x,y) = 23y — xy3. Se tiene P(x,y) = zy(z? — y?) =
zy(x +y)(x —y).
2) Factorizar P(z) = 2% + 2% — 4x — 4. Se tiene P(z) = 2%(z + 1) —4(z + 1) = (z + 1)(a® — 4) =
(x+1)(z+2)(x—2).
3) Factorizar P(z) = 48x5 — 2423 + 3x. Se tiene P(x) = 3z(162* — 822 + 1) =
3z(42? —1)(42? — 1) =322z + D)2z — )2z + )2z — 1) =
3z(2z +1)%(2x — 1)2.

4) Factorizar P(x) = 2° — 64. Se tiene P(z) = (23 + 8)(2® — 8) =
(x+2)(2? =22+ 4)(x — 2)(z22 + 220+ 4) =
(z +2)(x — 2)(2% + 22 + 4) (2 — 22 + 4).

5) Factorizar P(z) = x* + 42® — 8z — 32. Se tiene P(z) = 23(z +4) — 8(x + 4) = (z + 4)(2® — 8) =
(x +4)(z —2)(2® + 22 + 4).

Estos dltimos ejemplos recuerdan que después de haber factorizado un polinomio debe investigarse si los poli-
nomios (factores) obtenidos admiten nuevas factorizaciones.

5.5.7 Ejercicios no resueltos

Nota Cuando aparecen diferentes clases de paréntesis, todos los cuales se emplean para expresar o indicar
operaciones a efectuar, generalmente se opera de adentro hacia afuera.

1) Efectuar las operaciones siguientes:

1) (12292 + 322y — 423) + (—102y? — 322y — 23) R=22y? — 523
2) 322 — (422 — 27) R=—2? + 2z
3) (4a® + 4ab — Tb%) — (a® + Tab — 2b%) R=3a® — 3ab — 5b*
4 (2t —22+1) — (2* + 222 + 1) + (32* — 322 - 2) R=3z% — 622 — 2
5)4a—[a— (2a+b)] R=5a + b
6) [(6x+7)— (—2x+4)] —(—2z —8) R=10x + 11
730 — 4y —{o— (x+y) — [(~22+y) — ] -3y} R=y
8) (3a — 4b) — {[a — (2a + b)] —a} R=5a — 3b
9) (%x — gy> + <%x — %gy) — <%x — %y) R=g:c —y
10) %a—i— [(%x—%b) — (1—25(14—395)} + (gb—ix) R:%a—x
)2z — Bz —2y)—[22+y— 2y — )] R=3y

12) 7Ta + [—a — (—ba + 4z) + 3z | — (6a — x) R=5a.
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2) Efectuar las operaciones siguientes:
1) (z+3)(2z—5)
2) (2% — 2z — 2)(x + 222 — 4)
3) (a* + 22%y* + 4y*) (2? — 2y°)
4) (6r — 2s — 4t)(6r + 2s — 4t)
5) (2% —zy + y*)(2® + 2y + y°)
6) (5a” + ab — 3b*)(3a® — 2ab + b?)

5 7 2
7) (—a + 3ax — 3962) (2@2 —ar — %)

9) 5a(3a — 2b — 2¢) + 2b(5a — 3b + 5¢) + 10c(a — b)

10) (22 — 1)(3z + 5)(z + 1)

Capitulo 5. Polinomios

R=22? + z — 15

R=2z* — 32% — 1022 + 62 + 8
R=26 — 8y°

R=36r2 — 481t — 452 4 16t>
R=z' + 2%y? 4+ y*

R=15a* — 7a%b — 6a%b? + Tab® — 3b*

1 53 1 361 7
R== 2_ Y T 2 e, 5
x Ty T —5y° + 36773

R=15a2 — 62
R=6z3 + 1322 + 2z — 5.

3) Es claro que en los ejercicios de éste grupo 3) pueden efectuarse por multiplicacién propiamente dicha, o

por las reglas de los productos notables.
D) (7z + 2y)*
2) (4r — 5)?
3) (5r +¢)(5br —t)
4) (8a% — 3b?)?
5) (2a — 3cd)?
6) (5a? — 2¢)(5a® + 2c¢)
7) (a+ 2b + 5)2
8) (a® +a—2)?
9) (222 — 3zy — 5y?)?
10) (1 — 3zy + 42%y?)?
1) [(a+b)+2][(a+b) — 2]
12) (a®+a+1)(a®>+a—1)

R=49z2 + 28zy + 41>

R=1672 — 8rs + 52

R=2572 — t?

R=64a" + 48a%b* + 9b*

R=4a? — 12acd + 9c%d?

R=25a* — 4c?

R=a? 4 4b? + 25 + 4ab + 10a + 20b
R=a* — 3a? + 4+ 2a® — 4a

R=4z* — 11222 + 25y* — 1223y + 30xy>

R=1+ 1722%y% + 162%y* — 62y — 24233
R=a? + 2ab+ b% — 4
R=a* + 2a% + a% — 1.

(Nétese que los ejercicios 11 y 12 son del mismo tipo, s6lo que en uno se destaca la suma de dos términos

y en el otro no).
3)[c+(a—1)][c—(a—1)]
4)(z+2z-3)(x—2+3)

15)[(a+b)+ (c+d)][(a+b)— (c+d)]

16) [(m +n) — (z = y) [ [(m +n) + (z - y)]

R=c? —a?+2a—1
R=z2 —22462—9

R=a? + 2ab + b% — ¢? — 2¢d — d?
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17) 2z + 5)3
18) (42 — y)?
19) (6ab + 1)
20) (1 — 322%y)?

21) (522 — 3ay)3

22) (Tm3n — 2mn3)3

23) (3 + 2)(922 — 62 + 4)
20)(1—2)(1 + 2 +2?)

25) (5ab + ¢)(25a?b® — babe + ¢?)
26) (222 — y)(42* + 22%y + y?)
27) (4a® + 3)(162° — 1223 + 9)
28) (6a — 5a2b)(36a% — 30a>b + 25a*b?)
29) (x4 5)(z +2)

30) (z = 7)(z —9)

31) (z46)(z - 2)

32) (z +9)

33) 3z +5)(3z + 1)
34) (Tx +5)(Tx — 1)
35) (5a — 2b)(5a — b)
36) (4m + 3n
37) (9¢ + 11d

(z —10)

)(4m — 9n)
)(9¢ — 13d)
4) Efectuar las operaciones siguientes:
D222 —2—-3)+(x+1)
2) (322 + 2z —5) + (3 +5)
3) (z* + 823 + 242% + 322 + 16) + (v + 2)
4 (

) (2a* — 13a3b + 31a%b* — 38ab3 + 24b*) =

5) (a®b® — 8a*b* — Tab® + 54a2b? + 60ab) +

6) (z* + 223 — 1222 — 32 + 18) = (2 + 3z — 6)
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R=m? 4 2mn + n? — 22 + 22y — ¢
R=8z% + 602? + 150z + 125
R=6423 — 48z%y + 122y — y?
R=216a3b® + 108a2b? + 18ab + 1
R=1 — 922y + 272%y? — 27253
R=12525 + 22525y + 13524y + 2723y3
R=343m"n3 — 294m™n® + 84m°n” — 8m3n’
R=27z3 + 8

R=1 — 23

R=125ab% + ¢*

R=8z6 — ¢3

R=64z% + 27

R=216a> — 125a5b>

R=z2 + Tz + 10

R=2% — 162 + 63

R=x? + 4z — 12

R=x? — 2 — 90

R=92% 4+ 182 45

R=492% + 28z — 5

R=25a? — 15ab + 20>

R=16m? — 24mn — 27n?

R=81c? — 18cd — 143d>.

R=2z — 3
R=xr -1
R=x3 + 622 + 122+ 8

(2a® — 3ab + 4b?)

R=a? — 5ab + 6b>

(a?b® — 2ab® — 4b)

R=a%b? — 6a%b — 15a
R=z2 -z -3

7) (1825 — 2623 + 5022 — 28z + 10) + (322 + 222 — 4z + 5)

8) (m® — 6m* +5m? — 1) = (m3 +2m? —m — 1)

9) (523 —22% + 3z —4) =+ (2% — 2z + 1)

10) (22* + 2% + 622 + 32+ 6) ~ (22 — 2+ 2)

R=622% — 4z + 2

R=m?—-2m?2 —m—1
14z — 12

R=5 8+ ———
v +3:2—23:—|—1



70

5)

6)

Factorizar las expresiones siguientes.

R=2z%2+3z+5+ 5
i

Capitulo 5. Polinomios

20 — 4
—z+2

Nota Como todo ejercicio de factorizacién puede ser comprobado y conviene que sea comprobado, sélo

se da la solucidn de la tercera parte de los ejercicios propuestos.

1) 1222 — 182* — 2425 2) 8z* — 1223 — 1622

3) 42x1y® + 562°y* — 28253 4)192a*z5 — 144a°2*
5) 51m*n? — 68m>3n* — 85m?n’ 6) 18225y® — 4552343,
Respuesta

3) 14293 (3y> + 4wy — 22%) 6) 91a3y3 (222y> — 5).

Factorizar las expresiones siguientes.

1) 922 + 122 + 4

2) 49 + 168y + 144y?

3) 121a? + 22ab + b2

4) 1622 — 40zy + 2592

5) 8122 — 1262 — 49

6) 100h? — 140hk + 49K

7) 25a2b* — 81

8) 6422 — 9y222

9) 3622y% — 2522

10) 2% + y? + 9 + 22y + 62 + Gy

11) 922 + 4y? + 22 + 122y — 622 — 4yz
12) 2522 + 9y? + 1622 — 302y — 402z + 24y2
13) 2% — 622 + 120+ 8

14) 6423 + 14422y + 108zy? + 2743
15) 729233 + 2432%y% + 272zy + 1

16) 8 — 60zy + 1502%y? — 12523y3

17) 27m? — 108m?n + 144mn? — 64n3
18) 12525 — 75x% + 1522 — 1

19) 2723 + 8y

20) a®b + 1

21) 12548 + 34323

22) 512a% — 729¢3

23) 34323 — 8y3

24) mSn3 — 1

25) 22 + Tz + 10

26) 2 + 12z + 27
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27) m? + 20m + 99
28) 22 — 11z + 30

29) a? — 13a + 40

30) y2 — 21y + 68
31)r2 4+ 7r — 30
32)m? —3m — 88
33)a? —a—90

34) 422 + 8z + 3

35) 2522 — 20z — 12
36) 3622 — 242 — 5
37) 922 + 9zy + 2y>
38) 3622 — 12xy — 3532
39) 25a2 — 5ab — 4202,

Respuesta

3) (1la + b)?

9) (6zy + 52)(6zy — 52)

15) (9zy + 1)3

21) (5a2 + 7z)(25a* — 35a%x + 4922)
27) (m +9)(m + 11)

33) (a — 10)(a + 9)

39) (5a + 6b)(5a — 7b).

7) Factorizar las expresiones siguientes.

a3 — 4+ 22+ 4
3)z3 — 722 4 252 — 39
S)ad + 422+ 122+ 9

Respuesta

3) (x — 3) (2% — 4 + 13)

71

6) (10h — Tk)?

12) (52 — 3y — 42)?

18) (522 — 1)

24) (m?n — 1)(m*n? + m2n + 1)
30) (y = 4)(y — 17)

36) (62 + 1)(6x — 5)

~—~ Y~

2) a® — 422 — 5z + 14
4y 23 — 222 + 22— 1
6) 2® — 22 — 13z — 3.

6) (x +3)(z? — 4z —1).

8) Factorizar las expresiones siguientes (Ejercicios varios, sin clasificar, y en general las factorizaciones con-

staran de mas de dos factores).

1) 62%y3 — 84x3y? + 29422y

3) 2a® — 3643 — 162a

5) a® — 222 — 3z

7) 3z* — 2723 + 8122 — 81z

9) 256a* — 576a° + 432a% — 108a*

2) 16z* — 822 + 1
HYm3+m?—4m—4

6) 3a°b — 6a°b° + 3ab*

8) 10002% + 1200z* + 480x° + 6425

10zt +23 —22—2
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11) 25 + 32* — 162 — 48

13) 16a* — 8a3z + 54ax® — 272*
15) 2725 — 10823 — 12522 + 500
17) 22y? —y? + 22 -1

19) 122% — 3a%x — 4ma? + a®>m
21) ab®2? — a?b%22 + ab’a® — a?ba3
23) 162 + 7223 + 2xy> + 9>
25) a3 4+ 322 —x -3

27) 3% — 622 — T2z

29) 625 — 4223 4 54z

31) 2% + 32? +4

33) 223 4 322 — 32 — 2

35) 223 — 322 — 172+ 30

3Nt — 222 41

39) 642° + 1623y3 + 4/°

41) a* — 8a® + 16

43) o8 — 6422

45) 372 — 33323,

Respuesta

3) 2a(a + 3)2(a — 3)2

9) 4a*(4 — 3a)?

15) (z+2)(z—2)(3z—5) (922 +152+25)
21) abx?(b —a)(b+ )

27) 3x(x + 4)(z — 6)

33) (z —1)(z+2)(2z + 1)

39) (22 + y)*(42” — 2y +y*)?

45) 3723 (z 4 3)(x — 3).
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12) 2723 + 1822 — 32z — 2
14) 3225 — 8x3y? — 422y + b
16) 4a2b% — 402 — a? + 1
18) 22y? —y? — 2% -1
20) 19227 — 32

22) 28 + 22° + 22

24) z* — 52 +-4

26) 5z* — 523 — 3022

28) 362 + 8423 + 4022
30) 5219 + 2022

32) a2 — Tz —6

34) 223 — 1122 + 172 — 6
36) 623 4+ 1122 — 4z — 4
38) 28 — 223 4+ 1

40) 22°y — 8z3y> + 36xy°
42) a® — 18a® 4 8la

44) 150a® — 2442

6) 3ab(a® + b?)2(a + b)*(a — b)?

12) (3z + 1)(3z — 1)(3z + 2)

18) (z+1)(z -1y +1)(y—1)

24) (z +2)(x —2)(x + 1)(x —1)

30) 522 (x4 222 + 2) (2 — 222 + 2)
36) (x4 2)(2x + 1)(3z — 2)

42) a(a + 3)%*(a — 3)2



Capitulo 6

Ecuaciones

Nota Se supone conocida la teorfa relativa a las ecuaciones, la cual fue estudiada a través de todos los afios
cursados en la segunda ensefianza.

6.1 Ecuaciones de primer grado con una incégnita

Ya se sabe que en una ecuacion de primer grado con una incégnita puede llevarse a la forma az+b = 0, en la cual
x es la incognita y los coeficientes a y b son independientes de la incégnita. S6lo se recordaran las ecuaciones en
las cuales a y b son nimeros, es decir las ecuaciones numeéricas.

Resolucion Sea la ecuacién ax + b = 0, donde @ y b son nimeros. Se tiene ax = —b.
. b .
Sia # 0,z = —— (Solucién tnica).
a
Sia = 0, la ecuacién se escribe 0-x = —b.

Luego, cualquiera que sea el valor de x, el primer miembro 0-x = 0. Dos casos pueden presentarse entonces:
b = 0: todo nimero es solucion. (Indeterminacién).
b # 0: ningtin nimero es solucién. (Imposibilidad).

Ejemplos

xT n 11

5 10 6
El minimo denominador comun es 30. Luego:

2 T T 11
30(5“3) =30 (E*F)
55

20:10—6:10:3964-55—>20x—6x—3x=55—>11:10:55—>:v:ﬁ—5.

2
1) Resolver la ecuacién gzc —

Se escribe S = {5}.

2) Resolver la ecuacién 2(3z — 4) — x = 3(x — 2) + 2z — 2.

De inmediato se tiene:
6r—8—xr=3r—6+2x—2

6r—x—3xr—2r=—-6-—2+8
0-x=0.

Por lo tanto todo ndmero real es solucion. Se escribe

Ecuaciones como ésta, cominmente se llaman indeterminadas.
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3) Resolver la ecuacién 2(3z — 5) —x = 3(x — 1) + 22 — 1.
De inmediato se tiene:
6r—10—z=3xr—-3+2z—-1
6r—xr—3xr—2r=—-1—-3+10
0-x=6

Por lo tanto ningtin nimero real es solucién. Se escribe

2
2= , -1, 1.
iy b7
Condiciones como la anterior (z # =+1), si no se dan expresamente, deben sobrentenderse. Se tiene

sucesivamente:

4) Resolver la ecuacién

Minimo comin denominador (z + 1)(xz — 1), entonces:

@+4Xw—w(;%7+2>=mﬁ4xx_n< 9z )

z+1
z—1)+2x+1)(x—1)=2z(x+1)
3z —34 222 —2=22% 42
3r 4222 — 222 —2x=3+2
r=>5

Como este valor no es ninguno de los excluidos, resulta que S = {5}.

r+2 x+3 -3

r—1 -2 (z—1)(z—2)

La existencia de las fracciones propuestas demanda que x # 1y x # 2. Se tiene sucesivamente:

5) Resolver la ecuacion

Minimo comiin denominador (z — 1)(xz — 2).

-2 (7 - 22 =062 [y

(x+2)(z—2)—(z+3)(x—1)=-3
22 —4— (22 -2 +3x-3)=-3
22 —4—22+x—-3x+3=-3
22 -2+ 2 -3rx=-3+4-3
—2r=-2

r=1.
Como este valor es uno de los excluidos, resulta que S = Q.

Como toda ecuacién puede ser probada no se dardn las soluciones de las ecuaciones que se propongan. Se
recuerda la prueba de una ecuacién en la siguiente:

3r—5  Tzx—-10 z+99

=10
z+2 + z+1 +x2+3:v+2

que también puede escribirse:

3r—5 Txr—10 x4+ 99

=10
x+2 * z+1 +(:c+2)(x+1)
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Se sobrentiende que x # —2, x # —1.
Minimo comun denominador (x + 2)(z + 1).

Multiplicando ambos miembros por (z + 2)(x + 1):

Bz —=5)(x+ 1)+ (Tx —10)(x +2) + .+ 99=10(x + 2)(z + 1)
322 — 2x — 5+ T2 + 41 — 20 + 2 + 99 = 1022 + 30x + 20

—27x=-54
r=2
Raiz o solucién admisible.
Prueba
3-2—5+7-2—10+ 2+99 :14_%4_@:34—16—1-101:@:10
2+2 2+1 2243242 4 3 12 12 12

que es el segundo miembro. Por lo tanto S = {2}.

6.2 Ecuaciones de segundo grado con una incognita

Ya se sabe que una ecuacién de segundo grado con una incégnita puede llevarse a la forma:
az?® +bx +c =0, (a #0).

Se debe recordar que para resolver estas ecuaciones se usa la férmula:

—b=£ Vb?2 —4dac
r= -
2a

En esta férmula la expresion b — 4ac se llama discriminante y se representa con A; es decir A = b? — 4ac. Se

tiene:
A <0 no hay raices

b

Si { A =0 unarafz(doble) =z = ~5a

a
—-bEx VA
A >0 dos raices T = —n

a

También puede resolverse una ecuacion de segundo grado (y de grado superior al segundo) mediante la factor-
izacién del primer miembro. Este método se recordara resolviendo algunos ejemplos.
6.2.1 Ejercicios resueltos

Resolver las ecuaciones siguientes:

1222 —Tx—15=0. 2)z2 +8x+16=0.
3)922 —4=0. 4) 822 + 24z = 0.
Se tiene, aplicando la férmula dada:
1) 222 — 72 — 15 = 0.
A= (=7)2—4(2)(—15) = 49 + 120 = 169 — VA = /169 = 13.

_7+13 T+ _20 0 7-13 6 3. [ 3.
T 22 I TV S ‘

x X1

2) 22 4+8x+16=0.

A=82—4(1)(16) =64 — 64 =0 —> x:£:—4,3:{—4}.
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3) 922 —4=0.
0+12 12 2 —12 2

= 2— — = = = = = — = — = — = — —
A=0 24;9)( 4) =144 — VA = /144 = 12, = 59 T TR 3™ g 3
S=3-2,2%.

{53}
4) 822 + 242 = 0.

—24 424 —24 4 24

A:242—4(8)(0):242—>\/—:\/242:24.x:278—>x1:172—:0,

—24 — 24 48
Tp=—e— =g =~ 9={-3,0}

Las dos tltimas ecuaciones, que por carecer de uno de las términos se llaman incompletas, més frecuentemente
se resuelven de la manera siguiente:
3) 922 —4=0.
Bz+2)3z—-2)=0,3z+2=063x—2=0.

)
2 2 2 2
= Sm=z,8=1-22L
nTTyTy { 3 3}

4) 822 + 24z = 0.
24

x(8r+24)=0,2=0,682x+24=0,21 =0, 29 = e —3,5 ={-3,0}, es decir:

a) Se factoriza el primer miembro.

b) Como resulta entonces que el producto de dos factores es igual a cero, se aplica luego el teorema
siguiente:

Teorema 6.2.1 | Siab =0, entoncesa =00 b = 0.

¢) Se iguala pues cada factor a = 0, lo que permite obtener de inmediato las raices o soluciones de la
ecuacion.

En general este es el método que se sigue para resolver una ecuacidn de segundo grado por factorizacién; ademds,
puesto que el teorema citado se puede aplicar al caso de mds de dos factores éste es el Ginico método con que
contamos nosotros para resolver ecuaciones de grado superior al segundo.

Resolver las ecuaciones siguientes:

1 a?—32x—70=0. 2)22%2 4+ 9z —5=0.
N2 +322 -2 —6=0. 4yt + 323 — 522 +2=0.
Se tiene:

1) 22 =32 —-70=0 — (2 + 7)(x — 10) = 0.
e4+T=0—a;=-T,2—-10=0— 25 =10, S = {~7,10}.

1 1
5, S - {—5, 5}
3) 234322 -22—6=0 — 22(z+3)—2(z+3) =0 — (2+3)(2%2-2) = 0 — (z+3)(z+V2)(z—V2) =

0.
x+3:0—>x1:—3,x+\/§:()—>x2:—\/5,:17—\/5:0—>:173:\/5.5:{—3,—\/5,\/5}.

2) 222+ 92 —-5=0— (z+5)(2z - 1) =0.

z+5=0—21=-5,20—1=0— x9
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4) z* +32% — 522 +2=0.

77

Como no se sabe factorizar el primer miembro de esta ecuacién, no se puede resolver. Como curiosidad:

g_{_l_\/g,l%/gv_lﬂ/g,

2

A) Resolver y probar las ecuaciones de primer grado siguientes:

1) 3(9z — 4) — 31 = 146
2)38 — 1.4(5 — 8z) = 30.4

5 3
3 _ =
)x—3 5—x
5x — 4 4
4)4x—5_g

55962—1996—6 5
)7x2—29x—|—6_7

6) (4x — 11)% + (3 + 23)? = (5z + 10)?
9 15 7 22—-1 4dx+1

7N ———==——
):c 2 T 3 + 6
40 —0.7 Tx—09 9x + 0.8
8 - = —
) 0.5 3 + 0.7
3r—1 Tr +1 20— 1
9 — =3
) 0.5 1.2 + 11
5_3, 3p_1
02— = +—
8 3 372
3210 — 227 7a® —327 1 4 620 —2f
11) + =+ —
6z 3z4+1 2 3z3
3r—11 2x -9 3z —19
12 — =5
) z—5 +£C—3 22 —8x +15
2 3 20
13 pu—
):v—1+:1c—2 4o — 7
14)4(:v+8) r+9 x+7
20 +3  x+2 x+1
2 9 4
15) 0

52 —5 32-5 2x_15

16)i{4£4(411x—13)—3} —3}—3:1
17)5{5[5 <§x—2)—2} —2}—2_0.

B) Resolver y probar las ecuaciones de segundo grado siguientes:

1)322 — 22— 85=0

2x T+ 2
3 pr—
)x+2+ 2x

22 —3x—1 71:—|—1
2—x—2 42
Tx — 40 15
22 —10x+24 2x—9
5r—24 12— "Tx

9 — =6
) T+ 2 20 +1

2

5)

7

2) 1022 — 112 4+3=0
x x

4— _ =
)x+1+:c+4

1

1
6 —— =5
)x+:v—3

JE
4

1+\/5}

3
10) + +—

r—2 x—3
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or—9 39-8z 3

11 — =(z -1

" 12 VG

12)17—1 71:—107517—6 3z +2
3 12 2z +2 8

r+1 Dbxr+2 172—37

13 — — =0
):C—3 z+3 2 -9
z+1 2 —3 36
)3I—|—2 3z — 2 4 — 9x2
222 — 1 17
15 = — =a+3+—.

6.2.2 Sistemas de ecuaciones de primer grado con dos incognitas
El siguiente es un ejemplo de una ecuacién de primer grado con dos incégnitas, z, y: 2z + 5y — 3 = 0.

Se sabe que el conjunto solucién de esta ecuacion es el conjunto de todos los pares ordenados (z, y) de nimeros
reales que satisfacen la ecuacion.

Asi, por ejemplo (4, —1) pertenece al conjunto solucién ya que 2-4 + 5-(—1) — 3 = 0 es verdadero.
Otros pares ordenados que satisfacen la ecuacion propuesta son:

3 3

(0.2) (50) (11 (-6.3) (-11,5)

5 2
como puede verificarse con facilidad.
Probablemente se recuerde que el conjunto solucién de la ecuacion considerada, y en general de toda ecuacién
de primer grado con dos incégnitas, es un conjunto infinito de pares ordenados.
6.2.3 Sistemas de Ecuaciones

Se recordara que dos ecuaciones como
2¢ -3y —12=0 y 3r+y—T7=0,

constituyen un sistema de ecuaciones, si un mismo par ordenado es solucién de cada una de ellas. Se escribe en
este caso:

2z -3y —12=0
3z +y—7=0.
Resolver un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incdgnitas, es encontrar el par ordenado solucién
comun de ambas ecuaciones.
De los varios métodos que existen para resolver estos sistemas, s6lo se recordaran aqui el de sustitucion y el de
suma o resta.
6.2.4 Sustitucion

Sea
{2x—3y— 12=0 (Ey)

3x+y—7=0 (Ey)
De la ecuacién (F3) se obtiene y = 7 — 3x. Sustituyendo en la ecuacién (E}):
20 —3(7T—32)—12=0—22—-214+92—-12=0 — 22 + 9z = 21 + 12
— 1l =33 — x = 3.

Sustituyendo el valorde x, y = 7—3(3) = 7—9 = —2, resultaentonces: = 3,y = —2. Luego, S = {(3, —2)}.
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Resolver:

79

6x + 5y = 16 (E1)
b — 12y=—19  (E).
16 — 5y

De la ecuacién (E1), 6z = 16 — by, « =

80 — 25
19— 2

16-52 16—-10 6
6 6 6

Sustituyendo en (E1) el valor de y, 2z + 5(—2)
x=3,y=—-2luego S = {(3,-2)}.

{
{

Sustituyendo el valor de y, z =

6.2.5 Suma o Resta

4r 4+ 10y = —8
4 — 3y =—6

Ty=-—14
y = —2.

Resolver:
Te—5y—3=0

—8x+Ty—3=0
Te—5y—3=0
—8x+Ty—3=0

49z — 35y = 21
—40zx + 35y = 15

. Sustituyendo en la ecuacién (Es), 5 (

16 — 5y
6

>—12y—

— 12y = —19, luego 80 — 25y — 72y = —114 —» —97y = —194 —» y = 2.

=1 Asl,z =1,y = 2,luego S = {(1,2)}.

—4 — 22 —10 = -4 — 2x = 6 — x = 3, entonces

(E1)
(E2)
7
5

9x = 36
T =4.

Sustituyendo en (F53) el valor de z, —8(4) + Ty —3 =0 —
entonces: = 4,y = 5. Luego S = {(4,5)}.

{

Resolver:
20 —3y=26

—4x + 6y = —6.

Por sustitucion se obtiene sucesivamente:

En (Eq): x = 6 —|—23y.
Sustituyendo en (E3): —4 (6 —i-23y

32+ T7y—3=0— Ty =235 — y=5,

>+6y——6—>—2(6+3y)+6y——6,—12—6y—|—6y——6—>
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—6y 4+ 6y = —6 + 12 — 0 = 6, lo cual es falso.

Situaciones como ésta ocurren cuando las ecuaciones propuestas en el sistema no tienen soluciones comunes, es
decir no forman sistema. Se dice de estas ecuaciones que son incompatibles.

Resolver:
3r—y=38 (E1)
6x —2y=16. (Es)
Multiplicando por 2 la ecuacién (F1) y por suma se obtiene:
3r—y=8 | 2
6z — 2y =16
6z — 2y =16
—6x + 2y = —16

0=0.

Lo cual es evidentemente cierto, pero no da una solucién determinada.

Situaciones como esta otra ocurren cuando en el sistema propuesto no hay en realidad dos ecuaciones, sino una
sola tomada en dos formas diferentes. En tal caso, como se trata de una sola ecuacién no hay una solucién tnica
sino una infinidad de soluciones.

Resolver y probar los siguientes sistemas

3 3xr —2y=11 2) or — Ty =2
2z + 3y = 16. T7x — 9y = 10.
Tr—9y+6=0 4 9z + 13y —75=0
11z — 12y — 12=0. 122 — 41y +75= 0.
z—=17 y—5_7 5x—7y—1_0
5 5 T 2 6 Tx —5y+8
x—17 y—5_8 3r—4y+3
2 3 dr —5y+2
3r—4 4y—5 Sr+Ty+2 3xr+4y—7
=3 -y - =
7 5 3 8) 3 4
5:6—!—2_77;—372( _y) Te+3y+4 6r+5y+7
3 T Y 1 5
8z — 6y =21 6r — 12y =3
9) 3y 9 10)

1
T———=_. —a:—|—2y:—§.
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Desigualdades

Conviene también revisar la resolucion de las inecuaciones estudiadas en el liceo.

Los principios de la resolucion de las inecuaciones, derivados de las desigualdades en general, son los siguientes:
1) No se altera una inecuacién al sumar (o restar) a ambos miembros nimeros iguales.
2) No se altera una inecuacién al multiplicar (o dividir) ambos miembros por nimeros iguales positivos.

3) Cambia el sentido de una inecuacién al multiplicar (o dividir) ambos miembros por niimeros iguales neg-
ativos.

7.1 Inecuaciones de primer grado
‘ Resolver bxr — 4 < 2z + 8 ‘

Se tiene dr —4<2x+8 (desigualdad propuesta)
(bx —4)+(4—22) < (2x+8) + (4 —2z) (principio 1)
Sr —4+4—-2x<2x+8+4—2x
3r <12

%(317) < %(12) (principio 2)
x < 4.

El conjunto de solucién S es el conjunto de los niimeros reales que son menores que 4. Puede escribirse S =
{reR/z <4}
Puede observarse que el principio 1 permite transportar términos como se hace en las ecuaciones, y el principio
2, despejar la variable también como se hace en las ecuaciones.

2z 3 bx 1
ReSOIVGr?+Z<F_Z .
Multiplicando ambos miembros por 12 (principio 2), resulta:

2x 3 5% 1
12(? + 1) < 12(? - 1)

8z +9 <10z — 3.

Transportando términos:
8r —10x < -3-9

—2xr < —12

81
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1
Multiplicando ambos miembros por — 3 (principio 3) resulta:

1 1
—5(22) > —5(~12) — x> 6.

Luego S = {z € R/z > 6}.

Nota La primera de las inecuaciones resueltas se satisface para todo valor real de  menor que 4 y no satisface
para algun valor real de = igual o mayor que 4; la segunda se satisface para todo valor real de x mayor que 6, y
no se satisface para algiin valor real de x igual o menor que 6.

r+4 x—4 3r—1
Resol — > 2 .
esolver 52 + 15
Se tiene sucesivamente:
r+4 x—4 3r—1
1 — >15(2
o 3 5 - 5< + 15 >

5(x+4)—3(x—4)>30+ 3z —1)
5x+20—-3x+12>30+ 3z — 1
S5t —3xr—3r>30—1—20—12

—x> -3
~1(—a) £ —1(-3)
x <3.

Luego, S = {z e R/z < 3}.

7.2 Sistema de inecuaciones
Se dice que varias inecuaciones forman un sistema si deben verificarse simultdineamente. Por tanto la solucién de
un sistema de inecuaciones es toda solucién comun a las inecuaciones del sistema.

Para resolver un sistema de inecuaciones se resuelve cada inecuacion por separado y se toma luego la interseccion
de las soluciones. Esta interseccion es la solucion del sistema.

Ejemplo 1 Resolver:
6x+3 > 2x—1 (1)

x 1
—+2 — I
5 T2>1+ 7 (I2)
Resoluciénde (I1): 6z +3>2x —1
6r —2x>—-1-3
4o > —4
r>—1.

Puede representar la solucién de (1) de la manera siguiente:
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Resolucion de (12): g +2>x+ i
1(5+2) >4<x+%>

204+ 8>4x+1

20 —4x>1-8
—2x> -7

—1(—2z) < —1(=7)
r<l.
2

Puede representar la solucién de (I2) de la manera siguiente:

\

A
v —4— Q

Luego la solucién del sistema propuesto la constituye el conjunto de nimeros reales mayores que —1 y menores

7
que bR

7
EstoesS:{;veR/—1<:E<§}

< O

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Ejemplo 2 Resolver:
22z -3)<2x+4 (L)

:1:+1<2:1:—|—9
2 6

Resoluciénde (I1): 4z —6<2x+4 — 4z —22<4+4+6
2z <10 — = < 5.

2 9
Resolucion de (12): 6(g+1)<6< :Eg_ )
3r4+6<2x+9 —3z—-22<9-6 — < 3.
Luego, S = {r e R/z < 3}.

A
w @

—2 -1 0 1 2

Ejemplo 3 Resolver:
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3z 7 x
Resolucion de (11): 6 ( 2° — =) <6 (£ +3)
esolucién de (1) 6<2 3)<6 6—|—3

9r — 14 <x+ 18
9Jr —x <18+ 14

8x < 32

x <4.
3z 1 2z 5
Resolucién de (I2): 20 [ — — = 200 —+ -
esolucién de (I3) O<4 2)> 0<5—|—4>

152 — 10> 8z + 25
152 — 8z >25+10
Tx > 35
T > 0.

La solucién del sistema es el conjunto de nimeros reales menores que 4 y mayores que 5. Como tal conjunto es
vacio se tiene S = (.

7.3 Inecuaciones de segundo grado

Resolver z2 — 3z +2 <0 ‘

Se factoriza el primer miembro y se analiza el signo de cada uno de los factores. Resulta (z — 2)(z — 1) < 0.

Como el producto de esos dos factores es menor que cero, es decir negativo, uno de ellos es positivo y el otro

z—2>0 . r—2<0
o bien
r—1<0 z—1>0.
En ambos casos se trata de un sistema de inecuaciones. Luego:

r—2>0—ax>2
— S5 =0
r—1<0—ax<l1

negativo. Esto es:

rT—2<0—2x<2
— Sy ={reR/1<z <2}
r—1>0—2x>1

Por tanto la solucién de la inecuacién propuestaes: S = {r € R/1 < z < 2}.

Resolver z2 — 2z — 24 >0 ‘

Procediendo como en el ejercicio anterior (x — 6)(z + 4) > 0.

En este caso ambos factores son negativos o ambos factores son positivos. Luego:

Luego:
r—6<0— <6
— 51 ={z eR/x < -4},
r+4<0—ax<—4
r—6>0— x>6
— Sy ={z eR/z > 6}.
r+4>0—ax>—4

Portanto S = {z € R/z < —4 6 = > 6}.
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Resolver 22 + 5z + 6 = (x + 2)(x + 3) > 0. ‘

r+2>0—z> -2
r+3>0—=x
r+2<0—zx
r+3<0—zx<-3

}—)Sl—{$€R/IZ—2}

IN IV

}—)Sg—{fER/IS—:;}

Luego S = {z e R/z < =36z > —2}.

‘Resolver 42 +4r+1=(2z+1)? <0. ‘

Se sabe que el cuadrado de un nimero real es positivo o cero. Por tanto no existe nimero real x que satisfaga la
desigualdad propuesta. Luego, S = (.

‘Resolver 2 —6x+9> O‘

2?2 — 6z +9 = (z — 3)? > 0. Como el cuadrado de un nimero real es positivo o cero, cualquier nimero real x
satisface la desigualdad propuesta. Luego S = R.

‘Resolver 2 +4r+4=(x+2)?>0. ‘
S—R\[-2].

‘Resolver 22 +Ar4+4< O.‘
> +dr+4=(x+2)%2<0,8={-2}

7.4 Algo mas sobre inecuaciones
27 + 3
TES L (@)

Se sabe que no altera una inecuacién cuando se multiplican sus dos miembros por un mismo nimero positivo
y que se invierte su sentido cuando se multiplican sus dos miembros por un mismo nimero negativo. Entonces
para multiplicar ambos miembros de una inecuacién por un mismo nimero, es absolutamente necesario conocer

Resolver:

el signo de este nimero.

Esta es la razon por la cual no se puede suprimir el denominador de la inecuacion propuesta multiplicando ambos
miembros por z — 1, porque no se conoce el signo de esta expresion. Debe recordarse que en general esta es la
razon por la cual, cuando los denominadores de las inecuaciones contienen la incgnita, no se pueden suprimir
como se suprimen los denominadores de las ecuaciones.

Volviendo a la inecuacién propuesta, se procede del modo siguiente:

2¢ + 3
>1
z—1
2
< +13 —1>0 todos los términos se llevan al primer miembro
T —
2 3—(z—-1
H—(lx) > ( se efectdan las operaciones en el primer miembro
T —
20 +3—-z+1
— >0
x—1
4
T+ <0

rz—1
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Se hacen ahora en la fraccién que forma el primer miembro de la inecuacién un estudio del signo del numerador
y del denominador, para que dicha fraccion sea positiva.

r+4<0 r+4>0
o
r—1<0 z—1>0

Resulta:

r+4<0—z<—4
— S ={zxeR/z< -4}
r—1<0— <1

c+4>0—z>—4

— Sy ={xeR/z>1}.
z—1>0— > 1.

Luego, S ={zeR/xr < —-46x>1}.

2
Resolver 2;3_1 <z-lz#—3.
222
<z-—1
20+ 1
22
—x+1<0
2v +1
202 —z(2z+ 1)+ (22 + 1) <0
20+ 1
22 —222 —rx+2x+1
<0
20+ 1
r+1 <0
2z +1 '

z+1>0 — ax>-—1
1p— S ={zeR/-1<z<—3
2x+1<0—>:c<—§

r+1<0 —zxz<-—1
1 —>Sg=@

Luego, S ={zeR/-1<z<—3}.

Ejercicios no resueltos

A. Resolver las inecuaciones que se dan a continuacién, y probar luego valores que las satisfacen y valores
que no las satisfacen; dos al menos en cada caso.

Az +3
D2 +7>50—8 213,19
X X s X
2)1’+§+§—Z>g+83

3 3 21
3)x—{3x+ {41:— <§x+ﬁ>}}>0

7 5(1-z) 3x—4 2 3
4) — , - — — 3 15
)2+ 1 < 5 31: 2:c+ T <

2 9
52z +3)>3x—1), T4Z<Zpo

1
4 3 3 6



7.4. Algo mads sobre inecuaciones

4 10 2 7
6) x—g})— +5+§:C<Eac—|—3x
20—1 x+6 x-—3
7 — .
) 3 4 < 12
. Resolver los sistemas:

3

-f—5> 7
D

§+3>x—9

T

—4+=>13-=

2 3 4
2) T

T2 122

371576

. Resolver las inecuaciones.

D2 —Tx4+12>0, 224+2-2<0
D’ +10x+25>0, z2—12x+36<0

3r—1
3 1, -2
)x+2 <L z#
2 + 3z
4 _17 _1
) oo >z T #

5222 +5x—-3>0, 22—-2x—-8<0
6) 1622 —8x+1>0, 422+ 12x+9<0

x;é—%

5a— 2
I

7 x
2z + 1 2¢ +1°

5r—4> 3z+6
3)
20 —7>3x—15

4
5(1—20) < 12— 223

2
4)
8—xr 2—x
1+I < —T

87
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Capitulo 8

Logaritmos

Debe recordarse que dado un niimero real a mayor que cero y diferente de uno (a € R,a > 0,a # 1), existe
una funcién f de R en R tal que f: x — a%, llamada funcién exponencial de base a, que tiene las siguientes
propiedades: continua, biyectiva, creciente si @ > 1y decreciente si @ < 1.

Como la funcién exponencial es biyectiva, posee funcién inversa, la cual se conoce con el nombre de funcién
logaritmica.

Definicion 8.0.1 Se dice que y es el logaritmo de x en base a, es decir y = log, x, si a¥ = x para todo x > 0,
a>0a#1.

Segtn la definicién anterior, puede afirmarse que:

Sia¥ =z, entonces vy =log,x.

8.1 Propiedades de los logaritmos
Paratodoa >0,a # 1, M, N € R*:

1) log,1=0.
2) log,a =1.
3) log, a™ = n.

4) log, MN =log, M +log, N.
M
5) log, N - log, M —log, N

6) log, M™ =nlog, M.
log, M
7) log, VM = 8o 1
n
8.1.1 Ejercicios resueltos

A. Expresar en notacién exponencial.

1 1
1) logg 64 = 2. 2) logs 9= —2. 3) log, T8 = —3.5.
Respuesta
1)8% =64 2)372= E 3)4735 = L
' 9 128

89
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B. Expresar en notacién logaritmica.

1\ -3
1) 64 = 43, 2) (—) —38. 3) (V3)1 = 9.
2
Respuesta
1) log, 64 = 3. 2)log1 8 = —3. 3)log 59 =4.
2

C. Calcular el valor de z en cada una de las siguientes expresiones.

5 5
1) a. loggz = 3. b. logg =z = 3" c. 10g9x=—§.
4
2)a.log, 729 =6 b. lo 8*3 c. lo L 3
3)a.log432 = =. b. log; 625 = x. c.log 1 625==x.
125
Respuesta

2 )
I - R
) =57 357 9243 T 243"

1 1
2) a 2°=729 — (2°)6 = (35)6 — x = 3.
3 3 3.4 4
b. 24 =8 — g1 =2 — (21)3 = (2%)3 — 2 =2 — 2 = 16.
1 1
c.x3=— — g3 —zx3=33 5=

3) a 16x:32—>(24)””:25—>24””:25—>4x:5—>:1::;
b. 5% =625 — 5" =5' — r =4.

c. (1—;5)1 — 625 — (5—13)1 =50 (53 =5t o5t 3p=4 g=
4
-3
El conjunto de los logaritmos obtenidos con una misma base constituyen un sistema de logaritmos. Todo nimero
positivo diferente de 1 puede servir como base de un sistema; no obstante, tradicionalmente s6lo se han usado dos
sistemas: el de base e = 2.718. .. (logaritmos naturales) y el de base 10 (logaritmos decimales). En la actualidad
se usan también los logaritmos de base 2.

Los logaritmos naturales se expresan con In; los logaritmos decimales con log; asi In 20 = 2.99573; log 20 =
1.30103, son respectivamente el logaritmo natural de 20, y el logaritmo decimal de 20.

8.2 Ecuaciones exponenciales y logaritmicas

8.2.1 Exponenciales

Resolver: 437 = 8213 — (22)3% = (23)2+3 — 26 = 9349 L 6r =30+ 9 — 3x =9 — [z = 3]

Resolver: 9713 = 27271 — (32)2+3 = (33)z~1 — 32046 =33¢=3 5 92746=3r—3 — -2 =-9 —
z=9|
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8.2.2 Logaritmicas

Resolver: log,(x—1) + logy(z+1) =log
logy(z — 1)(z + 1) =log
(x—l)(:v+1):8
—1=8
—-9=0
(z - )(:E +3)=
Six+3=0—2=-3ysixz—3=0— = 3. Debe ser probado cada uno de estos valores.
Para x = —3 se obtiene:

logy(—3 — 1) +logy (—3 + 1) = log,(—4) + logy(—2).

Como no estdn definidos los logaritmos de niimeros negativos, esta solucién es inadmisible.

Para x = 3, se obtiene:

logy(3 — 1) +logy(3 + 1) = log, 2 + log, 4 = log, 2+4 = log, 8,

que es el segundo miembro de la ecuacién propuesta.
Luego, S = {3}.

Resolver: logs(5z + 2) + logg(z — 2) = 4.

logs(5x + 2) + logs(z —2) =4
logs(5x + 2)(z — 2) =4
(5 + 2)(z — 2) = 3*
522 — 10z + 22 — 4 =281
5x2 — 8x — 85 =0.

Resolviendo esta ecuacién se obtiene z = 5, x = —%

Probando estos valores se ve que s6lo el primero es admisible. Luego: S = {5}.

Resolver: log,(z + 5) — logy(z + 2) = 2.

logy(x 4+ 5) — logy(z+2) =2

T+95
1 ( ):2
089 T+ 2
x+5:22
T+ 2
T+5
z+2
r+5=4x+8
—3r=3
r=-—1.

Probando este valor se ve que satisface la ecuacion. Luego, S = {—1}.
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Resolver: log(3z + 2) = log(x — 4) + 1.

log(3z +2) =log(z —4) + 1
log(3z +2) —log(z —4)=1

log(3x+2) 1

x—4
3;C_—’—f:lo1 =10
3z +2=10x — 40
—Tx=—42
z =0.

Valor que satisface la ecuacién propuesta. Luego, S = {6}.

Resolver: log(z? + 75) — log(x — 24) = 2.

log(z? + 75) — log(x — 24) =2

224+ 75
1 =2
8 T —24
22+ 75
=102 =100
T —24

22 + 75 =100z — 2400
z2 — 100z + 2475 =0.

Resolviendo esta ecuacion se obtiene x = 55, x = 45. Probando estos valores se ve que ambos satisfacen la
ecuacioén dada. Por tanto S = {45,55}.

Sélo se han presentado en esta revision de logaritmos, ejercicios muy simples. Por esta razén en los ejercicios
que se dejan para préctica, que son tan simples como los resueltos, no se dan los resultados, a fin de que cada
alumno los compruebe por su propia cuenta.

Ejercicios no resueltos

Resolver y probar los ejercicios siguientes:

A. Expresar en notacién exponencial.

1) logs 81 =4, log, 8 = 1.5, log,,0.001 = —3.

4 1 1

2) logy, 81 = 3’ log,6 128 = 1.75, log, 3= "3

B. Expresar en notacién logaritmica.

2 AN-3 7

1) 43 = 64, 273 =9, (_) 2 _ 1

) 49 2

1
1\—2 0.6 2
2) (ﬁ) — 64, 102496 — 64, 7293 — 81.

C. Calcular el valor de = en cada una de las expresiones siguientes:
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a)logyz =4
2)a)logs 81 =2
3)a)log,9=2

b)log,x =7
b) logs 125 =z
b) log, 216 =3

1 1
4) a)logg x = b) logiosz = =

2 3
S)a)logsd =2 b)logg 3 ==

3 2
6) a)log, 8 = 3 b)log, 9 = 3

D. Resolver las ecuaciones.
81

1) 22x-5 — 198, 3-8 = 37
2) 3%. 32z—3 _ 35.394— . 46_22(3;E—1) — 42z+7
3) 9T— 1 _ (0 5)21 5 431—1 — (05)1—5
4) V5ll— — 58— V62 = /63

5) logy(x — 1) + logy(z + 2) = 2

6) logs(x + 2) 4+ logs(x +4) =1
7) logs (22 +4) —log;(x — 1) =1
8) log,(3z + 1) —logy(z —3) =3

9 logz +log(x —9) =1
10) log(z + 2)
11) log(3z + 5) + log(z + 5) = 3
12) log(x + 2) + log(z — 1) = 1.

—log(4x + 3) +logz =0

c)logsxz =3
c)log, 343 =z
¢)log, 729 =3

c)logsyz =
c) log g5 25

c)log, 8 =

Cnlo:: H <'.n|l\:>

d) log, z = 2.
d) log, 64 = z.
d)log, 128 = 7.
2
d)1 =
) logyrz = 3.
d) logg, 8 = x.
5
d)log, 32 = —
)log, 32 = .
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Capitulo 9

Geometria

Sélo se revisardn algunos de los aspectos de la geometria estudiada en el colegio, mediante ejercicios o problemas

numéricos referentes a los diversos temas tratados.

9.1 Problemas sobre angulos, triangulos, cuadrilateros, poligonos, ...

9.1.1 Problemas resueltos

2
1) Calcular la medida de dos dngulos complementarios si la medida de uno de ellos es los 3 de la del otro.

Sabemos que dos angulos son complementarios si la suma de sus medidas es 90°. Por tanto:

Medida de un dngulo

=XT.

2
Medida del otro dngulo = ?:c

2z

T+ ? — 900
3z + 2z =270
5z =270
x = 54.
Luego:
Medida de un dngulo = 54°.
54°-2
Medida del otro dngulo = = 36°.
Prueba:

54° + 36° = 90°.

2) Hallar la medida de dos dngulos suplementarios, sabiendo que la del mayor excede en 26° a la del menor.

Sabemos que dos angulos son suplementarios si la suma de sus medidas es 180°. Por tanto:

Medida del dngulo mayor =

x.

Medida del angulo menor = & — 26°.

T+ x — 26 =180°
2z = 206°
r=103°

Luego:

Medida del angulo mayor = 103°.

Medida del angulo menor = 103°

—26° =T77°.

95
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3)

4)

5)

6)

Capitulo 9. Geometria

Alrededor de un punto en un plano se trazan cuatro dngulos cuyas medidas son proporcionales a los
ndmeros 3, 5, 7'y 9. Calcular sus medidas respectivas.

Sabemos que la medida de los dngulos alrededor de un punto en un plano equivale a la medida de un
perigono, éste es 360°. Luego, designando las medidas respectivas de esos dngulos con 3z, bz, Tz, 9z se

tiene:
3+ 5x + Tz + 9x = 360

24z =360
x=15.
Por tanto los dngulos miden:
3-15° =45°.
5:15° =75°.
7-15° =105°.
9-15° =135°.

Uno de los cuatro dngulos formados al intersecarse dos rectas tiene una medida de 76°. Hallese la medida

de los otros tres dngulos.
b
La figura correspondiente muestra cuatro

angulos, dos a dos opuestos por el vértice. Se
sabe que dos dngulos opuestos por el vértice
son congruentes y que los dngulos alrededor
de un punto en un plano forman un perigono.
Luego:

a

360° —2:76°  360° — 152°  208°

5 5 5 =104°.

c=76°y a=b

Uno de los dngulos de un tridngulo mide 75°. ;Cudnto mide cada uno de los otros dos si el menor de ellos
mide 25° menos que el otro?

Se sabe que la suma de las medidas de los angulos internos de un triangulo es 180°. Luego:

Medida del d&ngulo menor = .
Medida del angulo mayor = x + 25.

Entonces:
D+x+x+25=180
2x =80
x = 40.
Esto es:

Medida del angulo menor = 40°.
Medida del dngulo mayor = 40° + 25° = 65°.

El 4ngulo del vértice de un tridngulo is6sceles mide 50°. Héllese la medida de cada uno de los dngulos de
la base.
Se sabe que el triangulo isésceles es el que

tiene dos lados congruentes. En un tridngulo
is6sceles, en particular se llaman: vértice a la
interseccion de los lados congruentes y base al
lado desigual. Ademads, lo 4ngulos opuestos a
los lados congruentes, son congruentes.

B
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7)

8)

9)

10)

11)

Entonces, volviendo al problema, de inmediato se tiene:

W o 180°—b  180°—50° 130 _ .
2 2 o2 T

es decir la medida de cada uno de los dngulos de la base es 65°.

Calcular la medida de cada uno de los dngulos internos de un tridngulo isésceles, si la medida del dngulo
del vértice es el triple de la de un dngulo de la base.

Se tiene:
Medida de cada dngulo de la base = x.
Medida del 4ngulo del vértice =3x.
Luego:
T+ x4+ 3z =180
d5x =180
x = 36.

Por lo tanto cada uno de los dngulos de la base mide 36° y el del vértice 108°.

Calcular la medida de cada uno de los dngulos agudos de un tridngulo rectdngulo sabiendo que la medida
de uno de ellos excede en 22° a la del otro.

Se sabe que las medidas de los angulos agudos de un triangulo rectangulo suman 90°, por tanto:

Medida dngulo menor = x.
Medida dngulo mayor = = + 22.

r+x+22=90
22 =68
= 34.

Esto es: los dngulos miden 34° y 56° respectivamente.

El dngulo del vértice de un tridngulo isésceles mide 106°. Hallese la medida del angulo externo formado
por uno de los lados congruentes y la base prolongada.

Se sabe que la medida de un dngulo externo de
un tridngulo es igual a la suma de las medidas 106°
de los dngulos internos no adyacentes.

180° — 106° 4
o= B 1067 T o

2 2
x = 106° + 37° = 143°. ¢ a

xT

Uno de los dngulos externos de un tridngulo mide 130° y uno de los dngulos internos no adyacentes al
anterior mide 32°. Héllese la medida de los otros dngulos internos del tridngulo.

Trazando la figura se ve de inmediato:

b= 130° — 32° = 98°.

a = 180° — 130° = 50°.

Asf los otros dos angulos internos miden 98°

b

130
el mayor y 50° el menor. 3y a

Dos de los dngulos de un tridngulo miden 64° y 48° respectivamente.
Calcular 1a medida del 4ngulo mayor formado por las bisectrices de estos dngulos.
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12)

13)

14)

Capitulo 9. Geometria

Se sabe que la bisectriz de un angulo es el
rayo que lo divide en dos angulos congruen-
tes, entonces trazando la figura se ve:

x = 180°—(32°424°) = 180°—56° = 124°.

Esto es que el dngulo mayor formado por las
bisectrices de los dos dngulos internos dados
miden 124°.

5
El perimetro de un tridngulo isdsceles mide 34 cm y la longitud de la base es los 5 de la longitud de uno
de los lados iguales. Hallar la medida de cada uno de los lados.

Longitud del lado igual = z.

)
Longitud de labase = Ex
Luego:
5
r+x+ % =34
17z =204
x=12.

Por tanto los lados del tridngulo miden dos de ellos 12 cm cada uno y el tercero 10 cm.

Las medidas de los lados de un tridngulo estdn expresadas por tres niimeros pares consecutivos. Sabiendo
que la longitud del perimetro es 138 cm. Halle la medida de cada lado.

Medida del lado menor = z.
Medida del lado mediano = = + 2.
Medida del lado mayor =z + 4.

Luego:
r+zr+2+2+4=138
3z =132
x=44.

Por tanto los lados miden: 44 cm, 46 cm y 48 cm respectivamente.

(Cudl es la suma de las medidas de los dngulos internos de un pentdgono? ;Cudl es la suma de las medidas
de los dngulos externos?

Recuérdese que si un poligono convexo tiene n lados:

La suma de las medidas de los dngulos internos= 2 angulos rectos -(n — 2) = 180°(n — 2).

La suma de las medidas de los dngulos externos= 4 dngulos rectos=360°.

Por tanto:

La suma de las medidas de los dngulos internos de un pentidgono:
180°(5 — 2) = 180°-3 = 540°.
La suma de las medidas de los dngulos externos de un pentdgono: 360°.

Asf las medidas de los dngulos internos de un pentdgono suman 540° y la de los externos 360°.
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15)

16)

17)

18)

El mismo problema anterior para un hexdgono.

La suma de las medidas de los dngulos internos de un hexdgono:
180°(6 — 2) = 180°-4 = 720°.
La suma de las medidas de los dngulos externos de un hexagono: 360°.

Es decir que las medidas de los dngulos internos de un hexdgono suman 720° y las de los dngulos externos
es 360°.

Nota Respecto a los dngulos externos de un poligono.

P, = Ps; obsérvese que los dngulos externos pueden obtenerse de dos maneras diferentes.

H

(Cudnto mide cada uno de los dngulos internos de un pentdgono regular?

Se sabe que un poligono regular es equiangulo y equilatero, luego:
Medida del dngulo interno de un pentdgono regular:
180°(5—2)  180°-3
5 5
Esto es cada dangulo interno de un pentdgono regular mide 108°.

= 108°.

Calcular 1a medida de cada dngulo interno y la de cada dngulo externo de un octdgono regular.
180°-(8 —2)  180°-6
8 -8

= 45°.

= 135°.

Medida del dngulo interno de un octégono regular:

Medida del dngulo externo de un octégono regular:

Asf el angulo interno de un octégono regular mide 135° y el externo 45°.
3
El 4ngulo interno de un poligono regular mide 1 1 rectos. Hallese el nimero de lados del poligono.

Numero de lados del poligono : n.

3 7 315°
12 rectos = —-90° =
4 fectos = 7 5

entonces:
180(n —2) 315

n 2
360(n —2)=315n
360n — 720 = 315n

45m =720

720
=— =16.
45

n
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Asfi el nimero de lados del poligono es 16.

19) Las medidas del dngulo en el centro del dngulo interno y del dngulo externo de un poligono regular suman
192°. Digase el numero de lados del poligono.

Nuimero de lados del poligono : n

360°
Medida del angulo del centro : .
n
180°(n — 2
Medida del dngulo interno : M
n
Medida del dngulo externo  : 360 .
n

Luego:

360°  180°(n—2)  360°
—+ +

=192
n n
360 4+ 180(n — 2) + 360 =192n
360 + 180n — 360 + 360 = 192n
—12n=-360
n = 30.

Por tanto el nimero de lados del poligono es 30.

20) Uno de los dngulos internos de un trapecio isésceles mide 54°. ;Cuanto miden los otros dngulos internos?

El trapecio is6sceles es el que tiene congruen-

Base Menor
b c

tes sus lados no paralelos. En un trapecio
isdsceles son congruentes los dngulos internos
formados en la base mayor y también son con-

gruentes los dngulos internos formados en la a 54
base menor. Base Mayor

Por tanto:

a = b4°
_180°-(4 —2) —2-54°  180°-2 —2-54°  2(180° — 54°)

b=c 2 2 2
— 180° — 54° = 126°,

entonces hay un dngulo que mide 54° y dos que miden 126° cada uno.

9.1.2 Problemas no resueltos

1.

Calcular las medidas de dos dngulos complementarios sabiendo que la medida de uno de ellos es los

% de la del otro.

. Hallese el 4ngulo cuya medida es la mitad de la de su complemento.

. Calcular dos dngulos complementarios cuyas medidas respectivas difieran en 12°.

7
. Hallar dos dngulos suplementarios sabiendo que la medida de uno es los — de la del otro.

1 1
. Calcular dos 4dngulos suplementarios sabiendo que 3 de la medida de uno es igual a 3 de la medida

del otro.
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6.
7.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

9.2

Encontrar dos dngulos suplementarios sabiendo que la medida de uno excede en 48° a la del otro.

1
Alrededor de un punto de un plano se trazan tres dngulos tales que la medida de uno de ellos es — de

la suma de las medidas de los otros, las cuales son proporcionales a los niimeros 5y 7. ;Cuédnto mide
cada dngulo?

. Las medidas de dos de los dngulos internos de un tridngulo son respectivamente 56° y 64°. Digase

cual es la medida del tercero.

Uno de los dngulos agudos de un tridngulo rectingulo mide 27°. Digase cudl es la medida del otro
dngulo agudo.

Digase cudl es la medida de cada uno de los dngulos agudos de un tridngulo rectdngulo, si la medida
de uno de ellos es % de la del otro.

La medida de uno de los dngulos internos de un tridngulo es el doble de la del dngulo menor y un
tercio de la del 4ngulo mayor. Hallar la medida de cada uno de los dngulos internos de este tridngulo.
La medida de cada uno de los dngulos de la base de un tridngulo isdsceles es los % de la del vértice.
Calcular 1a medida de los dngulos de este tridngulo.

Las medidas de dos de los dngulos internos de un tridngulo suman 124° y su diferencia es de 8°.
Hallense las medidas de los d4ngulos internos y de los dngulos externos de este tridngulo.

Digase cudnto suman las medidas de los dngulos internos de un icosdgono (poligono de 20 lados).

(En qué poligono la suma de las medidas de los dngulos internos es 5040°? Si este poligono es
regular, digase cudl es la medida del dngulo interior y cudl es la del dngulo exterior.

Calcular el nimero de lados del poligono en el cual la suma de las medidas de los dngulos internos
es:

a) 4140°. b) 7020°.

Digase cudntos lados tiene un poligono regular cuyo dngulo interno mide:

a) 144°. b) 165°. c) 170°.

Hallese el nimero de lados y la suma de las medidas de los dngulos internos del poligono regular
cuyo dngulo externo mide:

a) 24°. b) 20°. c) 5°.

Las medidas de los dngulos internos, externos y central de un poligono regular suman 200°. Deter-
minar el nimero de lados del poligono.

La suma de las medidas de los dngulos internos y externos de un poligono regular es 1980°. Digase
cudl es el nimero de lados de ese poligono y cudl es la medida del dngulo interno y del 4ngulo externo.

Problemas sobre triangulos semejantes
B
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/A= /D, /B=~/E, /C=/F
AABC ~ ADEF <= d(AB) _ d(BC) _ d(CA)
dDE) ~ d(EF)  d(FD)

Casos de semejanza de tridngulos:

1) LA=2 /D, /B~ /E — AABC ~ ADEF.

_  d(AB) _d(AC)
2) LAZ LD, Qe = Gy — AABC ~ ADEF.
d(AB) d(BC) d(CA)

3) 7DE) = 3BT~ ZFD) —+ AABC ~ ADEF.

9.2.1 Problemas resueltos

1) Los lados de un tridngulo miden 8 cm, 12 cm y 16 cm respectivamente. Otro tridngulo semejante al
anterior tiene por medida de su lado menor 6 cm. ;Cudnto miden los otros dos lados de este segundo
tridngulo?

Sean z, y respectivamente los lados mayor y mediano de este segundo tridngulo; por consiguiente:

x 6 Y 6

6 8 12 8
8z =96 8y =172
r =12 y=9.
Esto es, los otros lados del segundo tridngulo miden 12 cm el mayor y 9 cm el mediano.

2) Calcular el perimetro de un tridngulo sabiendo que el lado menor mide 8 cm y que es semejante a
otro tridngulo cuyos lados miden 28 cm, 35 cm y 49 cm.

Recordar que los perimetros de dos triangulos semejantes son proporcionales a sus lados homologos
(correspondientes) y a dos rectas homélogas cualesquiera. Luego, llamando p el perimetro pedido,

se tiene:
. pr  _8
28+35+49 28
p _8
112 28
28p =896
p=32.

Entonces el perimetro pedido mide 32 cm.

3) Las bases de dos tridngulos semejantes tienen por medidas 24 cm y 30 cm respectivamente. Calcular
la medida de la altura del tridngulo menor si la medida de la altura del otro tridngulo es 35 cm.

Los lados homélogos de dos triangulos semejantes son proporcionales a dos rectas homélogas
cualesquiera. Luego como las alturas respectivas de dos tridngulos semejantes son rectas homélogas,
se tiene, llamando x la altura pedida:

T 24
35 30
30z = 840

xr = 28.
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Asf la medida de la altura del tridngulo menor es 28 cm.

4) Los lados de un tridngulo miden 30 cm, 27 cm y 18 cm. Un segmento paralelo al lado de 18 cm
y que tiene sus extremos en los otros lados mide 12 cm. Calcular las medidas de los segmentos
determinados por el segmento paralelo.

En la figura adjunta puede observarse cémo el segmento paralelo al lado de 18 cm del tridngulo
propuesto, determina un nuevo tridngulo semejante al primero. Asi mismo cudles son los segmentos

a calcular.
Se tiene:
m_12 p_12
30 18 27 18
18m = 360 18p =324
m =20 p=18
n=30—-20 ¢q=27-18
n=10 q=29.

Entonces el segmento paralelo determina segmentos que miden 20 cm y 10 cm sobre el lado de 30
cm; 18 cm y 9 cm sobre el lado de 27 cm.

5) En un tridngulo ABC' se tiene AB = 10 cm, BC = 16 cm y AC' = 14 cm. Se traza por un punto
D de BC, tal que DB = 4 cm, paralelas a los otros lados. Calcular el perimetro del paralelogramo

obtenido.
En la figura adjunta se ve que: /s
S)
r 4 y 12 Y
1) —=— 2 — = —
VI T T R T: S %
~ %
16z = 56 16y = 120
&
QY
z =35 y="175. 7
Por tanto el perimetro del paralelo-
C = A
3.5+35+75+75=22cm 14 cm

B

gramo obtenido mide:

6) Las bases de un trapecio miden respectivamente 24 cm y 16 cm, y los lados no paralelos miden res-
pectivamente 6 cm y 10 cm. Calcular los lados tridngulo obtenido prolongando los lados no paralelos
del trapecio hasta su interseccion.

En la figura adjunta se tiene:

x 16 y 16
100+2 24 6+y 24
24x =160 + 162 24y =96 + 16y <
<
8z =160 8y = 96
o>
z =20 y=12. !

Los lados del tridngulo obtenido miden
respectivamente 16 cm, 12 cm y 20 cm. 24 cm
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9.2.2 Problemas no resueltos

1.

10.

9.3

Los lados de un tridngulo miden 10 cm, 12 cm y 18 cm respectivamente. El lado menor de otro
tridngulo semejante al anterior mide 25 cm. Calcular la medida de los otros dos lados de este segundo
tridngulo.

Hallese el perimetro de un tridngulo sabiendo que el lado mayor mide 40 cm y que es semejante a
otro tridngulo cuyos lados miden 15 cm, 24 cm y 30 cm.

. Las bases de dos tridngulos semejantes tienen por medidas respectivas 12 cm y 18 cm. Calcular la

medida de la altura del tridngulo menor, sabiendo que la medida de la altura del otro tridngulo mide
30 cm.

. Los lados de un tridngulo miden respectivamente 30 cm, 36 cm y 12 cm. Calcular las medidas

respectivas de los lados de otro tridngulo semejante al primero, cuyo perimetro mide 117 cm.

. Una recta paralela a un lado de un tridngulo determina en otro lado del mismo, segmentos cuyas

medidas respectivas son 25 cm y 17 cm. Encontrar la medida de los segmentos que determina en el
tercer lado que mide 63 cm.

Dos lados de un tridngulo miden 54 cm y 63 cm, respectivamente; a 36 cm del vértice comin se marca
un punto sobre el primer lado. Digase a qué distancia del mismo vértice hay que marcar otro punto
sobre el segundo lado, para que el segmento que determinan los dos puntos marcados sea paralelo al
tercer lado.

. Los lados de un tridngulo miden respectivamente 30 cm, 42 cm y 48 cm; a 10 cm del vértice comtn a

los dos primeros lados, se marca sobre el primer lado un punto, y por este punto se trazan segmentos
a los otros dos lados. Digase cudl es la medida del perimetro del paralelogramo resultante.

. Las bases de un trapecio tienen por medidas respectivas 30 cm y 24 c¢m; su altura mide 18 cm. Digase

cuanto mide la altura de cada uno de los dos tridngulos obtenidos prolongando los lados no paralelos
del trapecio, hasta su punto de interseccién.

. En un trapecio isdsceles sus bases miden respectivamente 18 cm y 30 cm; su altura mide 6 cm.

Calcular la medida de la altura del tridngulo limitado por la base menor y las prolongaciones de los
lados no paralelos.

Un poste vertical de 7.5 m de alto proyecta una sombra de 10 m. ;Cudl es la altura de un arbol que
en el mismo instante proyecta una sombra de 28.8 m?

Problemas sobre relaciones en el triangulo

9.3.1 Relaciones en el triangulo rectangulo

Sea un tridngulo ABC, rectdngulo en A.
Se define: BC =a, AC =b,AH=h, HC =m, AB =¢, HB = n.
De la semejanza de los tridngulos A

O sea:

HABy ACB, resulta:
n
a ¢ c b b
2 =an (1)
n
b =am (2) B I:I C
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9.3.3

Sumando ordenadamente (1) y (2):
b2 +c? =am+an =a(m+n) =aa=ad’

O sea:

Teorema de Pitagoras

De la semejanza de los tridngulos HAB y HC'A, resulta:

O sea:

Multiplicando ordenadamente (1) y (2):
b2c? = am-an = a®>mn = a*h?,

de donde:

9.3.2 Relaciones en triangulos cualesquiera

Sea un tridngulo ABC' en el cual el dngulo en B es agudo y el angulo en C' es obtuso.
Se define BC = a, AC =b, AH = h,
HC =m,AB=c¢, HB = n. A

El lado opuesto a un dngulo agudo es:
b = h24+m? = (*—n?)+(n—a)? = a*+c*—2an,

es decir:

‘b2:a2+c2—2an.‘

El lado opuesto del dngulo obtuso es:
A =h*+n%= 0> —m?) + (a+m)?* =a® + b + 2am,

es decir:

‘02:a2+b2+2am.‘

Problemas Resueltos
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. Sea el tridngulo ABC rectdngulo en A. Si las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa miden

respectivamente 4 cm y 16 cm, digase cudnto miden la altura sobre la hipotenusa y los catetos de ABC.
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A
Altura: h? =164 = 64,.
h=+164=28 .
Catetos: b?> =20-4 = 80, h b
b =80 = 45,
2 =20.16 = 320, o
c =/320 = 8V, 10 cm em
20 cm

entonces la altura mide 8 cm y los catetos 44/5 cm y 8v/5 cm.

2. Sea el tridngulo ABC rectdngulo en A. Si la altura sobre la hipotenusa mide 6 cm y las proyecciones
de los catetos sobre la hipotenusa difieren en 16 cm, digase cudnto mide cada una de estas proyecciones.
Designando una de las proyecciones con z, la otra es x + 16, entonces inmediatamente se tiene:

x(x + 16) =62
2? + 162 = 36
2?2+ 162 — 36 =0
(x +18)(z —2) =0,
x = —18, x = 2, luego las proyecciones miden 2 cmy (2 + 16 = 18) cm.
3. Dadas las respectivas medidas de los catetos de un tridngulo rectdngulo 20 cm y 15 cm, digase cudnto

miden la hipotenusa y la altura sobre la hipotenusa.

Llamando a la longitud de la hipotenusa y h la de la altura, de inmediato se tiene:

a? = 20% + 152 = 400 + 225 = 625 — a = /625 = 25,
25-h = 20-15 — 25h = 300 — h = 12,

es decir la hipotenusa mide 25 cm y la altura 12 cm.

4. Dos tridngulos rectdngulos son semejantes; los catetos de uno de ellos miden 15 cm y 36 cm respectiva-
mente y la hipotenusa del segundo mide 91 cm. Hallar la hipotenusa del primero y los catetos del segundo.
Se representa por:

z la hipotenusa del primero,
y cateto menor del segundo,

z cateto mayor del segundo, entonces:

(a) 22 = 152 + 362 = 225 + 1296 = 1521 —» 2 = /1521 = 39.

y 91 15-91

py Lol =2 35

® 5730 YT 39 Y=2
L 01 3691

= = =84

3639 ° 39

Por consiguiente la hipotenusa del primer tridngulo rectdngulo mide 39 cm y los catetos del segundo 35 cm
y 84 cm.

5. En un tridngulo rectdngulo el perimetro mide 40 cm y uno de los catetos 8 cm. Calcular las longitudes de
la hipotenusa y del otro cateto del tridngulo dado.

Puesto que el perimetro mide 40 cm y uno de los catetos mide 8 cm, las medidas de la hipotenusa y del
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otro cateto suman 32 cm, entonces, llamando x la medida de la hipotenusa, la de ese otro cateto es 32 — x.
Luego, por Pitdgoras, se tiene:
82 + (32 — x)? =22
64 + 1024 — 64z + 2% = 2.
—64x = —1088.
r=17.

Por consiguiente la hipotenusa mide 17 cm y el cateto pedido 32 — 17 = 15 cm.

6. En un tridngulo rectdngulo, dadas las medidas de la hipotenusa 37 cm y de un cateto 12 cm, se piden
las medidas de la altura sobre la hipotenusa; del otro cateto; de las proyecciones de los catetos sobre la
hipotenusa. Se tiene:

(a) c®+122 =372,
c? =377 — 122 = 1369 — 144 = 1225,

c=1+/1225 = 35.
(b) 122 =37-m, ¢ V‘i
122 144 L N
m = — = ——
37 377
352 = 37-n,
357 1225 B - 1 _
37 37 37 cm
144 1225  144-1225
h2 = _"_. = ,
© 37 37 372
/144-122 12 42 42
h = 5 5 = 35 = —O, es decir la altura sobre la hipotenusa mide —O cm,; el cateto 35
37 37 37 37
. . 1225
cm y las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa 37 cmy 37 cm.

7. Los lados de un tridngulo miden respectivamente 10 cm, 17 cm y 21 cm. Si se traza la altura sobre el lado
mayor, digase cudnto mide esa altura y cudnto mide cada uno de los segmentos que la altura determina en
dicho lado.

Nota Debe determinarse previamente si el tridngulo dado es o no es rectdngulo. Recuérdese que si a, by
c son las menores medidas de los lados de un tridngulo tales que @ > by a > c, se tiene:

(a) a® = b% + ¢ — al lado a se opone un angulo recto,

(b) a? < b? 4 ¢ — al lado a se opone un dngulo agudo,

(©) a? > b? + ¢ — al lado a se opone un 4ngulo obtuso.
En el tridngulo dado puede hacerse a = 21 cm, b = 17 cm y ¢ = 10 cm; ademads pueden representarse por
h,my n las medidas de la altura y de los segmentos del lado mayor, respectivamente. Resulta:

(a) Como 212 # 172 + 102, el tridngulo no es rectangulo.
(b) Ellado que mide 10 cm se opone a un angulo
agudo, luego:

102 =212 + 172 — 2.21-m IS s
100 = 441 + 289 — 42m S h &
42m = 630
m = 15. n m

21 cm
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El lado que mide 17 cm se opone también a un dngulo agudo, luego:

172 =212 4+ 10%2 — 2:21n
289 =441 + 100 — 42n
42n = 252

n =6.

(c) h* + 6% =107
h? =102 — 6 = 100 — 36 = 64
h=v64=3.

La altura mide 8 cm y los segmentos 15 cm y los segmentos del lado mayor 6 cm respectivamente.

8. Los lados de un tridngulo tienen las siguientes medidas respectivas 25 cm, 29 cm y 36 cm. Hillese la
medida de la altura sobre el lado de 36 cm.

Notese que aunque s6lo se pida la medida de la altura sobre el tercer lado, este problema es como el anterior.
Se procede entonces a calcular:

1) Si el tridngulo es o no es rectdngulo.

2) Uno cualquiera de los segmentos que la altura determina en el tercer lado.
3) La medida de la altura.

Resulta:

(a) Como 362 # 2924252, el tridngulo
dado no es rectdngulo. &

q;»
(b) 252 =362 + 292 — 2-36-n

625 = 1296 + 841 — 72n

72n = 1512 n

n =21.

(¢) h?+ 212 =292
h? =292 — 212 = 841 — 441 = 400
h = /400 = 20,

entonces la altura del tridngulo propuesto sobre el tercer lado mide 20 cm.

9. Los lados de un tridngulo miden respectivamente 58 cm, 41 cm y 33 cm. Calcular las medidas respectivas
de la altura sobre el tercer lado y las de los segmentos que la altura determina en el tercer lado.

Se tiene:

(a) 582 # 412 + 332 el tridngulo no es rectdngulo.

(b) Como el lado que mide 58 cm se opone a un dngulo obtuso, puede escribirse:

582 = 332 + 412 + 2.33-m 27 [
3364 = 1089 + 1681 + 66m v
—66m = —594
m =9. 33 cm m
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Como el lado que mide 41 cm se opone a un dngulo agudo, puede escribirse:

412 =582 + 332 —2.33.n
1681 = 3364 + 1089 — 66n
66n = 2772
n =42.

(c) h? +9% =412
h? =412 — 92 = 1681 — 81 = 1600
h =+/1600
h =40.
Por consiguiente la altura del tridngulo propuesto sobre el lado de 33 cm mide 40 cm y los segmentos
que la altura determina sobre este lado (proyecciones de los otros dos lados) miden 42 cm y 9 cm.

10. Los lados de un tridngulo miden 97 cm, 72 cm y 65 cm. Calcular la altura sobre el lado que mide 65 cm.

11.

: . $
Se tiene: 972 = 722 + 652, entonces el tridgngulo RS 79 em
es rectdngulo y la altura es el cateto que mide 72
cm.
65 cm

Los lados de un tridngulo miden respectivamente 73 cm, 50 cm y 41 cm. Calcular:
(a) las medidas respectivas de altura y segmentos sobre el lado que mide 41 cm,
(b) las medidas respectivas de altura y segmentos sobre el lado que mide 73 cm.

Se tiene 732 # 502 + 412, entonces el tridngulo no rectdngulo. Se tiene que 73% = 50% + 412 4 2-41-m.
De aqui se obtiene m = 14. Ademas:

502 = 73% + 41° — 241n
y se obtiene n = 55. Dado que:
h? 4+ m? = 502,

se tiene que i = 48. Por otro lado:

3074
412 = 732 4 50° — 2.73-¢ — q = —
2255
50% = 73% +41° —2T3p — p = —~.

2255
73

1968

2
Finalmente, h? + < > =412 — by = —3 entonces:

(a) La altura sobre el lado menor mide 48 cm y las proyecciones sobre este lado miden 14 cm y 55 cm.

1968
(b) La medida de la altura sobre el lado mayor es ETH cm y las proyecciones sobre este lado miden
3074 2255
——cmy
73 73

cm.
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9.3.4 Problemas no resueltos

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Los catetos de un tridngulo rectdngulo miden respectivamente 7 cm y 24 cm. Calcular lo que miden la
hipotenusa, las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa y la altura sobre la hipotenusa.

. La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo mide 5 cm y la altura sobre la hipotenusa 2 cm. Calcular lo que

miden los catetos y sus proyecciones sobre la hipotenusa.

Un cateto de un tridngulo rectdngulo mide 15 cm y la altura sobre la hipotenusa 12 cm. Digase cudnto
miden la hipotenusa, el otro cateto y las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.

Las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa en un tridngulo rectdngulo miden 36 cm y 64 cm,
respectivamente. Calcular lo que miden la hipotenusa, los catetos y la altura sobre la hipotenusa.

Uno de los catetos de un tridngulo rectdngulo mide 15 cm y su proyeccién sobre la hipotenusa mide 9 cm.
Calcular 1a medida de la hipotenusa.

La suma de las medidas de los catetos de un tridngulo rectdngulo es 31 cm. Si se aumenta la medida del
menor en 8 cm y se disminuye la del mayor en 4 cm, se obtiene otro tridngulo rectdngulo en el cual la
hipotenusa tiene igual medida que la del tridngulo primero. Calcular las medidas respectivas de los lados
de los dos tridngulos rectangulos.

. Calcular la medida de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo en el cual un cateto mide 12 cm y el

perimetro 84 cm.

Calcular las medidas de los lados de un tridngulo rectdngulo, de modo que la medida de la hipotenusa
difiera en 3 cm a la de uno de los catetos y en 24 cm a la del otro.

Sabiendo que en un tridngulo rectdngulo la medida de la altura sobre la hipotenusa es 24 cm y la diferencia
de las medidas de las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa es 14 cm. Calcular las medidas de
los lados del tridngulo.

Calcular la medida de cada uno de los catetos de un tridngulo rectdngulo sabiendo que la del uno excede
en 8 cm a la del otro y que la medida de la hipotenusa es 40 cm.

La base de un tridngulo isésceles mide 48 cm y cada uno de los lados iguales 51 cm. Calcular la medida de
la altura. (Debe recordarse en este problema que en un tridngulo is6sceles, en particular se llaman: base,
el lado no congruente; altura, la trazada sobre la base. Ademads que esta altura divide el 4ngulo del vértice
en dos dngulos congruentes y la base en dos segmentos también congruentes).

Calcular la medida del lado opuesto a uno de los dngulos agudos de un tridngulo sabiendo que los otros
dos lados miden 61 cm y 56 cm y la proyeccidn del primero sobre el segundo 11 cm.

Calcular la medida del lado opuesto al dngulo obtuso de un tridngulo obtusdngulo, si los otros dos lados
miden 15 cm y 28 cm y la proyeccién del primero sobre el segundo 12 cm.

Los lados de un tridngulo miden 89 cm, 82 cm y 57 cm. Calcular la medida de la altura sobre el lado que
mide 57 cm, y las medidas de los segmentos que la altura determina sobre este lado.

Los lados de un tridngulo miden 85 cm, 39 cm y 62 cm. Calcular la medida de la altura: sobre el tercero
de los lados y la de cada una de las proyecciones sobre este lado.

Los lados de un tridngulo miden 51 cm, 52 cm y 53 cm. Calcular la medida de la altura sobre el lado que
mide 52 cm.
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17. Los lados de un tridngulo miden 97 cm, 78 cm y 35 cm. Calcular la medida de la altura sobre el lado que
mide 35 cm.

18. Los lados de un tridngulo miden 65 cm, 16 cm y 63 cm. Calcular la medida de la altura sobre el lado que
mide 16 cm.

19. Cada uno de los lados de un tridngulo equildtero mide 10 cm. Calcular la medida de una cualquiera de las
alturas.

20. En un tridngulo rectdngulo isésceles, la base mide 20 cm. Calcular la medida de la altura.

9.3.5 Problemas sobre relaciones en la circunferencia
Deben recordarse los siguientes resultados:

en el diametro. También: C D

MP?=MN-MD; NP?=MN-DN.

P
En la figura adjunta: PD? = M D-DN.
Si desde un punto de la circunferencia se traza una
perpendicular a un didmetro, esta perpendicular es
media proporcional entre los segmentos determinados M N

En la figura adjunta: PA-PB = PE-PF. > B
Si dos cuerdas se cortan en una misma circunferencia,
el producto de las longitudes de los segmentos de una

de ellas es igual al producto de las longitudes de los F
segmentos de la otra.

Si desde un punto exterior a una circunferencia se
traza a ésta dos secantes, la longitud de una de ellas
por la longitud de su segmento externo es igual a la
longitud de la otra secante por la longitud de su seg-

A
P
En la figura adjunta: PB-PA = PN-PM. \
N

mento externo. P

» D
En la figura adjunta: PD? = PB-PA. A
Si desde un punto exterior a una circunferencia se
trazan a éstas una tangente y una secante, la tangente
es media proporcional entre la secante y su segmento
B

externo.

9.3.6 Problemas resueltos

1. Por un punto de una circunferencia se traza un segmento perpendicular a un didmetro. Digase cudnto mide
este segmento si determina en el didmetro segmentos que miden 32 cm y 18 cm. Digase también cuédnto
mide cada una de las cuerdas que van del extremo del segmento perpendicular, sobre la circunferencia, a
cada uno de los extremos del didmetro.
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En la figura adjunta: 22 = 32-18 = 576,

= /576 = 24 o L
y2 = (32 + 18)-32 = 50-32 = 1600 5 ——
y = /1600 = 40 32 cm 18 cm
22 = (324 18)-18 = 50-18 = 900
2 =+/900 = 30,

entonces el segmento perpendicular mide 24 cm y las cuerdas 40 cm y 30 cm.

2. La distancia de un punto de una circunferencia a un didmetro de la misma mide 15 cm. Sabiendo que el
didmetro mide 34 cm, héllense las medidas respectivas de las cuerdas que van de ese punto a cada uno de
los extremos del didmetro.

15
En la figura adjunta se ve que 15% = 2(34 — ). z 34—
34z — 22 =225 o >
2% — 34z + 225 =0 34cm

(x=9)(xz—25)=0 — 21 =9, xz9=25

Ambas soluciones son admisibles, entonces como en la figura = representa el segmento menor se toma
r=9y34—x =25 Luegoy? =934 — y = 334y 2% = 25:34 — 2 = 5/34.

Asf las cuerdas miden 3v/34 cm y 5v/34 cm, o sea aproximadamente 17.49 cm y 29.15 cm.
Nota Obsérvese que este problema puede resolverse con sélo aplicaciones del teorema de Pitdgoras.

d? +15%2 =172 15 \17
d? =172 — 152 =289 — 225 = 64 T d q
d=+64=28 | |
p=17-8=9 34 cm
q=174+8 =25,

y? =152 4+ 92 = 225 + 81 = 306 — y = v/306 = v/9-34=|3v/34 cm
22 = 152 + 252 = 225 + 625 = 850 — 2z = /850 = /25-34=| 5v/34 cm.

3. En una circunferencia, dos cuerdas trazadas de un mismo punto de la circunferencia a los extremos del
mismo didmetro miden la una 56 cm y la otra 33 cm. /A qué distancia de ese didmetro estd dicho punto?
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Se tiene la figura adjunta. Recuérdese que un
tridngulo inscrito en una semicircunferencia es

rectangulo. Luego: 1
a) d? = 332 + 562 = 1089 + 3136 = 4225 — /
d = /4225 = 65. n
b) 332 = 651 —> | 562 = 65m —s \
332 562 \
65 65

c)x = 3—32 5—62 = w — T =1/ 33°-56° _ 3356 _ 1848 es decir esa distancia es 3356 cm, o
65 65 . 652 B 652 65 65 65 ’

sea 28.43 cm aproximadamente.

4. En una circunferencia cuyo radio mide 17 cm se traza una cuerda que mide 16 cm por uno de los extremos
de un didmetro. Hallar la medida de la proyeccién de esa cuerda sobre el didmetro.

256
Resulta que 34-2 = 162 = 256 — o = 31 =
128
17° T 17
| |
34

La proyeccidn de la cuerda sobre el didmetro mide
128

— Cm.

17

5. En dos cuerdas que se cortan, los segmentos de la una miden respectivamente 15 cm y 12 cm. Si la otra
cuerda mide 28 cm, digase cudnto mide cada uno de sus segmentos.

Se tiene

x(28 —z) =1512 —
28z — 22 =180 —

2 — 282+ 180 =0 —
(x —18)(z —10) =0 —
T = 18, To = 10.

Las dos soluciones son admisibles; se toma segin la figura x = 18, segmento mayor; 28 — z = 28 — 18 =
10, segmento menor, entonces los segmentos de la segunda cuerda miden 18 cmy 10 cm.

6. (A qué distancia del centro de una circunferencia cuyo radio mide 15 cm se encuentra una cuerda que mide

18 cm?
%

Se tiene (154 z)(15 —z) =99 — 9 R
225 — 2% =81 —s a2 — 144 =0 — "”I
(x—12)(z+12)=0 — 154
xr = 12, To = —12.

Solucién admisible x = 12, luego la cuerda estd a

12 cm del centro de la circunferencia.
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Nota Este problema puede también puede resolverse en las dos formas siguientes.

/N

(a) Distancia =y 9 I
Yy
(30 —z) =99 — I
30z — 22 =81 — 30 —

2?2 —30r +81=0—
(x=3)(xz—-27)=0—
r=3,6x=27.

Las dos soluciones son admisibles; se toma la primera segun la figura, entonces y = 15 — 3= m

(b) Distancia =y >
2 +9%2 =152 — 15
y2=152-92=225—-81 =144 —

y =144 = 12,
entonces .

7. Desde un punto exterior a una circunferencia se trazan dos secantes: el segmento interno de la primera
secante mide 11 cm y el externo 24 cm. Si la segunda secante mide 40 cm, ;cudnto mide cada uno de sus

m\

segmentos?
2%
Se tiene:
40-x =35-24 — 8
40x =840
840 S
— A
40
=21,

entonces los segmentos de la segunda secante mi-
den 21 cmel externoy 40—21 = 19 cm el interno.

8. Desde un punto exterior a una circunferencia se trazan dos secantes, los segmentos de una de ellas miden

18 cm el interno y 12 cm el externo ;Cudnto mide la otra secante y sus dos segmentos, si la medida del
segmento interno excede en 16 a la del externo?

e

z

b,

Se tiene: x(2z + 16) = 30-12
222 + 162 = 360
222 + 162 — 360 =0
2 +8x — 180 =0
(r —10)(z + 18) =0,

©
~
+
&

r—10=06x4+18 =0 — 21 =10, x5 = —18.

Sélo es admisible x = 10, luego z = 10; = + 16 = 26; 2z + 16 = 36. Asi, la segunda secante mide 36
cm y sus segmentos 10 cm el externo y 26 cm el interno.
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9.

10.

11.

12.

(A qué distancia del centro de una circunferencia cuyo radio mide 10 cm, se debe trazar una secante de
modo que su segmento interno mida 4 cm y su segmento externo 8 cm?

Se tiene: (z 4 10)(xz — 10) =128
22 — 100 = 96
2?2 —196 =0
(x 4+ 14)(z — 14) =0,
2+14=06x—-14=0—
xrp = —14, ro = 14.

Sélo es admisible x = 14, luego esa secante se debe trazar a 14 cm del centro de la circunferencia dada.

Por un punto que dista 40 cm del centro de una circunferencia, cuyo radio mide 30 cm se traza una secante,
la cual determina una cuerda que mide 3 cm. Héllese 1la medida de la secante.

Se tiene: x(z —3) =70-10
22 — 3z =700
2?2 =32z —700=0
(x —28)(x +25) =0,
r—28=0062x+25=0—
T = 28, T = —25.

Sélo es admisible x = 28. luego la secante mide 28 cm.

Por un punto exterior a una circunferencia se trazan una tangente y una secante a dicha circunferencia. Si
los segmentos de la secante miden 18 cm el interno y 6 cm el externo, ;cudl es la medida de la tangente?

Resulta que:

x? =6-24
x? =144
r=+144 = 12.

Por tanto la tangente mide 12 cm.

El didmetro de una circunferencia mide 57 cm. ;Qué distancia es necesario prolongar este didmetro, para
que la tangente trazada por el extremo de la prolongacién mida 38 cm?

Se tiene que:

(57 +x) = 382
57x 4 22 = 1444
22 4+ 57x — 1444 =0
(x —19)(z + 76) =0,

z—19=06x+76=0 — 21 = 19,20 = —76.

Sélo es admisible x = 19, entonces es necesario prolongar el didmetro en 19 cm.

9.3.7 Problemas no resueltos

1.

Por un punto de una circunferencia se trazan

(a) un segmento perpendicular a un didmetro;
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Capitulo 9. Geometria

(b) dos cuerdas, una a cada uno de los extremos de ese mismo didmetro.

Si ese segmento determina en el didmetro segmentos que miden 48 cm y 12 cm respectivamente, ;cudnto
miden el segmento perpendicular y las cuerdas?

La distancia de un punto de una circunferencia a un didmetro de la misma es 28 cm. ;Cudnto mide cada
una de las cuerdas que va de ese punto a cada uno de los extremos del didmetro, si la medida de este es 70
cm?

De un mismo punto de una circunferencia se trazan a cada uno de los extremos del mismo didmetro, cuerdas
cuyas respectivas medidas son 45 cm y 28 cm. ;A qué distancia del didmetro estd dicho punto?

Por un punto de una circunferencia se trazan un didmetro y una cuerda. Si el didmetro mide 30 cm y la
cuerda 10 cm, ;a qué distancia del didmetro esta el otro extremo de la cuerda?

Dos cuerdas se cortan en un circulo, la longitud de una de ellas es 44 cm y las longitudes de los dos
segmentos de la otra son 24 cm y 16 cm. Hallar las longitudes de los dos segmentos de la primera cuerda.

En un circulo una cuerda que mide 48 cm estd a 7 cm del centro. ;Cudnto mide el radio del circulo?

. Dos cuerdas se cortan en un circulo, los segmentos de una de ellas miden 42 cm y 12 cm respectivamente.

(Cudl es la medida de la otra cuerda y la de cada uno de sus segmentos, si la de uno de ellos excede en 10
cm a la del otro?

En un circulo se trazan dos cuerdas, la primera mide 30 cm y la segunda, que divide la primera en dos
segmentos iguales, mide 34 cm. Calcular la medida de los segmentos de la segunda.

. Dos cuerdas se cortan en un circulo, en la primera los segmentos miden 27 cm y 16 cm respectivamente

3
y en la segunda la medida de uno de los segmentos es los 1 de la del otro. (Cual es la medida de esta
segunda cuerda?

Desde un punto exterior a una circunferencia se trazan a ésta dos secantes, los segmentos de la primera
miden 18 cm el interno y 24 cm el externo. Si el segmento interno de la otra secante mide 27 cm, ;cudnto
mide el segmento externo y cudnto la secante entera?

Desde un punto exterior a una circunferencia se trazan dos secantes, los segmentos interno y externo de
la primera tienen igual medida y los de la segunda miden el interno 7 cm y el externo 18 cm. Hallese la
medida de la primera secante.

Desde un punto exterior a una circunferencia se trazan a ésta dos secantes, los segmentos de una de ellas
miden 13 cm el interno y 15 cm el externo. ;Cudnto mide la segunda secante si la medida del segmento
interno excede en 11 cm a la del externo?

(A qué distancia del centro de una circunferencia cuyo didmetro mide 12 cm, se debe trazar una secante
para que sus segmentos midan 6 cm el interno y 10 cm el externo?

Desde un punto exterior a una circunferencia se trazan a ésta una tangente y una secante cuyos segmentos
miden 30 cm el interno y 24 cm el externo. Hallar la longitud de la tangente.

Desde un punto exterior a una circunferencia se trazan a ésta, una tangente que mide 42 cm y una secante
cuyo segmento interno mide 35 cm. ;Cudnto mide esta secante?
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16.

17.

18.

19.

20.
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El radio de una circunferencia mide 20 cm. Calcular la longitud en que debe prolongarse el didmetro de
esta circunferencia, para que la tangente trazada por el extremo de la prolongacién mida 15 cm.

Se prolonga en una longitud de 4 cm didmetro de una circunferencia y por el extremo de la prolongacién
se traza una tangente que mide 8 cm. Calcular el radio de la circunferencia.

A 29 cm del centro de una circunferencia se traza a ella una tangente cuya medida excede en 1 cm a la del
radio de la circunferencia. Calcular la medida de la tangente.

Se prolonga el didmetro de una circunferencia en una longitud de 49 cm, y por el extremo de la prolongacién
se traza una tangente a esa circunferencia. Sabiendo que la medida de la tangente excede en 15 cm al triple
de la medida del radio, ;cudnto miden el radio y la tangente?

Se prolonga el didmetro de una circunferencia de modo que la tangente trazada por el extremo de la pro-
longacién tenga una medida doble que la de dicha prolongacién. ;Cudnto mide la tangente?

Respuestas

1) Problemas sobre angulos

12. 40°, 40° y 100°.

1. 40°y 50°.
5 300 13. 56°, 58° y 66° los internos, 124°, 58° y 114° los
) ’ externos.
3. 51°y 39°.
14. 3240°.
4. 84°y 96°.
15. 30 lados; 168° angulo interno; 12° angulo ex-
5. 108°y 72°. terno.
6. 1147y 667 16. 2)25.  b)4l.
7. 100°, 120° y 140°.
17. a) 10. b) 24. c) 36.
8. 60°.
18. a) 15, 2340°. b) 18, 2880°. c¢) 72, 12600°.
9. 63°.
10. 15°y 75°. 19. 18,
1620°  360°
11. 20°, 40° y 120°. 20. 11, ==y =7~
2) Problemas sobre tridngulos semejantes
6. 42 cm.
1. 30cmy 45 cm.
7. 88 cm.
2. 92 cm.
3. 90 cm. 8. 72cmy 90 cm.
4. 45cm, 54 cmy 18 cm. 9. 9cm.
5. 25.5cm; 37.5 cm. 10. 21.6 cm.
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3) Problemas sobre relaciones en el triangulo

—

4) Problemas sobre relaciones en la circunferencia

—

10.

49 576 168
. 25cm; — cm; — cm; — cm
25 25 25

2+/5¢cm, v5em;4cem, 1cm .
25 cm; 20 cm; 9 cm; 16 cm.
100 cm; 80 cm; 60 cm; 48 cm.
25 cm.

Catetos 7 cm, 24 cm;
hipotenusa 25 cm.
Catetos 15 cm, 20 cm;
hipotenusa 25 cm.

37 cm.
15 cm, 36 cmy 39 cm.

. 30cm, 40 cm y 50 cm.

. 24 cm; 24+/5 cm; 12+/5 cm.

. 28v/5cm y 14+/5 cm.

1260 om
53

2012
T cm.

32 cm; 12 cm.
25 cm.

18 cmy 28 cm.
9cmy 25 cm.
42 cm.

21 cmy 48 cm.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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24cmy 32 cm.

45 cm.

75 cm.

41 cm.

80cm; 39cmy 18 cm.
36 cm; 15cmy 77 cm.
45 cm.

72 cm.

53 cm.

5\/3 cm.

10 cm.

30 cm.

35 cm.

14 cm.

36 cm.

63 cm.

5 cm.

6 cm.

21 cm.

16 cm; 63 cm.

28 cm.



Capitulo 10

Trigonometria

10.1 Trigonometria

Debe recordarse que en un tridngulo rectdngulo, se tiene:

a
sen o = —. cota = —
c
b c
cosa = —. seca = —.
c b
a c
tana = —. csca = —.
b a

Asf las medidas respectivas de a y b son 20 y 21 centimetros, se tiene:
2 =20% 4212 = 400 + 441 = 841 — ¢ = /841 = 29, entonces:

20 ¢ 21
sen o = — cotaw = —
29’ 20’
21 29
coso = — seca = —
29’ 21’
¢ 20 29
ana = — csca = —.
21’ 20
Puede verse que:
1) sen(90° — «) = cosa, cos(90° — a) = sen a,
tan(90° — «) = cot a, cot(90° — a) = tana,
sec(90° — a) = csca, csc(90° — a) = seca.
sen o cos o
2) =tana = cot a.
Cos sen o .
csca = . sen o = .
sen o csc o
1 1
seca = . cosa = .
cos o sec o
1 1
cot v = . tana = .
tan o cot o

3) sen2a+cosla=1. sec?a—tan’a=1. csc?a—cot?a=1.

119
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Nota De las igualdades dadas en 2) y 3) se derivan de inmediato otras que se pueden calcular mentalmente.

sen a = cos atan a; cos a = sen « cot «; cscasen o = 1;
secacosa = 1; cotatana = 1; sen?a=1-—cos?a;
cos2a=1—sen?aq; secZa =1+ tan? secZ o — 1 = tan? a, etc.

Es posible calcular el valor de cada una de estas razones de ciertos dngulos particulares mediante consideraciones
geométricas. Se tiene que:

Para 45°:
a 1 \/5
sen 45° = —= = — = —,
a2 V22
cos 45° = 4 i = Q a2
a2 V227 ¢
tan45° = ¢ _ 1,
a
cot 45° = ¢ _ 1, 45 [
a a
2 2
sec45°:M:\/§, csc45°:—\/_:\/§
a a
Para 60°:
aVv3 /
o 2 3
60 — - N o
sen a 5 3
@
o_2_1
cos60° = a s . s,
1 2
a3
o_ 2 _
tan 60° = a = \/§, o -
2 1
2
a a
b 1 3 bt
cot 60° = 2 :—:i, sec60°:%:2’
a3 V3 3 2
N 2
a
2 2
csc 60° = av3 = — = _\/3
2 V3 3
Para 30°:
Puesto que 30° = 90° — 60°:
1
sen 30° = cos 60° = 3 cot 30° = tan 60° = /3,
2v/3
cos 30° = sen 60° = sec 30° = csc 60° = T\/_,

tan 30° = cot 60° = csc30° = sec60° = 2.

“|% elg
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Para otros angulos agudos, si se desea calcular este tipo de razones, s6lo se dispone de los métodos graficos, los
cuales requieren una regla graduada, un transportador, muy buena vista, buen pulso, mucha paciencia, etc. Estas
razones o relaciones se llaman aqui funciones trigonométricas. No se analizard este concepto, de modo que
puede suponerse por ahora que se trata de un nombre solamente.

Las definiciones dadas se refieren a las funciones trigonométricas de los dngulos agudos. Recordemos que estos
conceptos se generalizan con las consideraciones siguientes.

1. Circulo Trigonométrico

Circulo de radio 1 cuyo centro se coloca en el origen de un sistema de ejes coordenados rectangulares.

2. Angulos positivos y angulos negativos de cualquier magnitud
Los 4dngulos se miden a partir del radio que estd sobre la
parte positiva del eje x. Se dice que son positivos si se
miden en sentido opuesto al del movimiento de las agu- M
jas del reloj y negativos si se miden en el mismo sentido.

90° | B

En cualquier sentido en que se tome, un dngulo repre-
senta la magnitud del giro que el radio recorre al pasar de A’ o A
. . 180° —a

su posicion inicial, parte positiva del eje « a su posicion 360°
final. Ademds como el radio puede dar cualquier niimero
de vueltas completas antes de llegar a su posicién final,
puede notarse que en trigonometria se consideran dngulos M
de cualquier magnitud.

270° B’
3. Unidades de medida para los angulos

. . 1 . .
Grado angulo central cuyos lados interceptan un arco igual a 360 de la circunferencia.

Radian dngulo central cuyos lados interceptan un arco que tiene una longitud igual a la medida del radio
del circulo.

Estas dos unidades pueden relacionarse. Para ello téngase en cuenta que hay 360° en la circunferencia y
que el radio se puede llevar 27 veces a lo largo de la circunferencia; por lo tanto una circunferencia abarca
un angulo central de 27 radianes. Luego 27 radianes= 360° o bien simplificado 7 radianes= 180°.

Esta relacién permite pasar de radianes a grados y de grados a radianes.

4. Funciones trigonométricas de un angulo cualquiera

M
Sea M (x, y) un punto de la circunferencia del circulo
trigonométrico y sea « la medida del dngulo formado Y
por la parte positiva del eje = y el radio OM. Se de- 5 a m A
P

fine:

cosa = x (abscisade M),

sen o =y (ordenadade M),

sen « cos o
, (cosa #£0), cota =
S

tana = (sen a # 0),

sen o’

, (sen a #£ 0).

1
seca = , (cosa #£0), csca =
cos sen o
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il I
Dado que la abscisa y la ordenada de un punto sen + | Todas +
. ] csc +

pueden ser positivas o negativas, segin el cuadran-

te, se tiene:

Un é4ngulo cuyo lado terminal coincide con al- tan + cos +
gunos de los ejes coordenados se llama angulo coItH+ SeICV +
cuadrantal.

Los valores de las funciones trigonométricas de los 4ngulos cuadrantales son

Debe observarse que un incremento de 360° en la medida de un 4ngulo deja sin cambio la posicién del

radio final; por tanto los valores de x, y no varian. Luego

cos(a +n-360°) =cosa y sen(a+ n-360°) = sen «,

Puede verse que también que la figura adjunta es simétrica respecto al eje x
al eje y. Por lo tanto:

sen (180° — o) = sen (o)
sen (180° 4+ o) = —sen «
180°
sen (—a) = —sen «
sen (180° — a) !
cos(180° — a)) = — cos v '

con n € Z.

y simétrica también respecto

0 |
cos(180° 4+ a) = — cosa sen (180° + )
cos(—a) = cos .

Para las demds funciones se aplican las

definiciones correspondientes. Por ejemplo:
1 1 1

sec( @) cos(180° —a) —cosa cos secd
180° -
tan(180° 4+ a) = sen ( +) e (R ana.
cos(180° + )  —cos« cos
1 1 1
cse(—a) = = =— = —csca.
sen(—a) —sen sen «

Estas relaciones permiten expresar los valores de las funciones trigonométricas de dngulos de los cuadrantes
IL, IIT y IV por medio de los valores de las funciones trigonométricas de dngulos del primer cuadrante.

Ejemplos Calcular sen 210°.
1

Se tiene sucesivamente: sen 210° = sen (180° + 30°) = — sen 30°

Calcular tan 240°.
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sen 240°  sen (180° 4-60°)  —sen 60° %g V3

t 2400 - = = = =
o c0s240°  cos(180° + 60°)  —cos60°  —1
Calcular cot(—30°).
cos(—30°) cos 30° @

t —300 = = = = = — 3.
cot( ) sen (—30°)  —sen 30° —1 Vs
Calcular cos 720°.
cos 720° = c0s2(360°) = cos 360° = 1.
Calcular sec 120°.

1 1 1 1
120° = - _ Ly

see cos120°  (cos180° —60°)  —cos60°  —3

Calcular sen 13470°.
1
sen 13470° = sen (150° + 37-360°) = sen 150° = sen (180° — 30°) = sen 30° = 3

10.2 Ejercicios resueltos 1

Probar las identidades siguientes:

| sen acot? « 1
’ cos o tana’
sen acot? « sen « 1 1 1
= . 5— = tan a- 5 = .
Cos cosa tan“ o tan” « tan o
2. cotasecasen o = 1.
Ccos & 1
cotasecasen a = -sen o = 1.

sen & Cos«

sec? a cot o

3. ——5—— =tana
csc? o
1 cosa
secacota  cosa gopn o cosasena  sen a
= = = = tana.
csc? a 1 cos?asen @ oS«
sen? o
4. sec® acsc? a = sec? o + csc? a.
Tomando ahora el segundo miembro:
) ) 1 1 sen? a + cos? « 1 1 1
sec” a+csc” o = 3 + 5 = 3 5 = 5 5 = =
cos?a sen? o sen 2 o cos? o sen 2 o cos? o 1 1 1

) ) csc? o sec? o sec? acsc? o
sec” o csc” au.

5. 2cot?a+ cot?a = csct o — 1.
csct —1 = (esc?a +1)(csc?>a— 1) = (cot?’a+ 1+ 1) cot? a =

(cot? @ + 2) cot? a = cot? a + 2 cot? v = 2 cot? a + cot? a.

6. cosf = secl — tanfsen 6.

1 sen 6 1 sen? 6 1—sen?fd cos?d
= = = cosf.

secd — tanfsen 0 = - -sen — = =
cosf  cosb cosf cosf cosf cosf

En las identidades 1, 2 y 3 el primer miembro se transformé en el segundo; en las identidades 4, 5y 6 el
segundo miembro se transformo en el primero. También es posible probar una identidad, reduciendo por
aparte cada uno de los miembros a una misma forma.
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7. sen A(1 4 tan A) + cos A(1 + cot A) = sec A + csc A.
Primer miembro:

sen A(1+ tan A) + cos A(1 + cot A) =
A cos A
osA) Hoos A <1 + sen A> B

2A cos? A
1 +cos A+ =

sen

sen A <1+
c

sen

sen A + =
cos sen A

sen? Acos A +sen® A +sen Acos? A 4 cos® A

cos Asen A
sen? A(cos A+ sen A) + cos® A(sen A + cos A)
cos Asen A
(sen A + cos A)(sen? A + cos? A)
cos Asen A
Segundo miembro:

sen A+ cos A

cosAsen A

1 1 sen A + cos A
sec A+ oscd = cosA ' sen A cosAsen A
8. sen (180° — A) ~ cos(—A)  cot(90° — A) —sen A
—tan(90° — A) tan(180° + A) sen(—A)
sen A cosA tanA  sen AcosAtanA cosA  cosA
—cotA tanA —sen A  cotAtanAsen A  cotA  cosA
sen A

cos Asen A
————— ==sen A.
cos A

9. c0s?(90° — ) — sen (180° — ) sen (—a) = 2sen? a.

2 2 2

sen?a — (sen a-(—sen «))

Deben recordarse también las férmulas que se presentan a continuacién.
1. Férmulas Trigonométricas de la suma y la diferencia de dos angulos

sen (o & B) = sen «cos f £ cosasen f3.

cos(a £ ) = cosacos B F sen asen .
tan o & tan 3

t +p)=——.
an(a + ) 1 Ftanatan g
cotacot S F 1
tlatf)= ———.
cot(ar+ f) cot 8 &£ cot a
2. Formulas Trigonométricas del angulo doble
sen 2a = 2sen o cos Q. cos2a = cos? a — sen? av.
2tan« cot?a — 1
tan 200 = ————. cot2a = ——
1 —tan® « 2 cot av
3. Formulas Trigonométricas del angulo medio
’ a’ 1—cosa ’ a’ 14 cosa
sen —| =4/ ——. cos —| =4/ ———.
2 2 2 2
@ 1 —cosa o 1+ cosa
tan 5| = /7 eot 5| = /e
2 1+ cosa 2 1 —cosa

sen?a — (—sen?a) =sen?a +sen?a = 2sen?a.

Capitulo 10. Trigonometria
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10.3 Ejercicios resueltos 2

()

(b)

(©

Calcular el valor de cos 15°.

e
o|%

V2
2

=%
=

cos 15° = cos(60° —45°) = cos 60°- cos 45° +sen 60°- sen 45°

V2+6
—
Calcular el valor de sen 75°.

N =

V2 V3
> 2 T

w
o5
[\

N =
S
S

sen 75° = sen (45° + 30°) = sen 45°- cos 30° + cos45°- sen 30°

V2 _ VB4R
4 4
(Porqué estos resultados son iguales?

Dados sen a = g, donde « es un dngulo del primer cuadrante y cos 8 = — %, donde 3 es un dngulo
del segundo cuadrante.

Calcular sen (a + ), tan(o + ) y a qué cuadrante pertenece o + .

sen (o + 3) = sen acos 8 + cosasen 3.

Se necesita calcular cos a y sen 3.

9
sen?a +cos?a =1, COSQQ:%’
£+cos2a:1, cosq = %,
cos2a:1—£, cosozzg
Como « es del primer cuadrante cos « es positivo.

9 25
sen? B4 cos? f =1, ST 169
sen25+1i63:1, sen B = 12_659,
144
sen2621—1—69, senﬂ:E.

Como S es del segundo cuadrante sen [ es positivo.
4 12 3 5 48 15
sen (a + f) = 3 <_ﬁ) +

B 33

513 65 65 65
_ tana +tanf
~ l—tanatang’

Se necesita calcular tan a y tan f3.

tan(a + )

sen «

tana =

COs «x

o] wo|at|
|
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(d)

(e)

Capitulo 10. Trigonometria

5
sen (8 13 5
t — 4o __“
an 3 cosf3 _1_ 12
13
é+(_3) 4 5  16-5 11
3 12) 3712 12 12 1136 113 33
tan(a + 5) T( 5\ .20 362075 1286 56 56
3\ 12 36 36 36
Dado que sen (« + ) es negativo y tan(« + ) es positivo, a + 3 pertenece al tercer cuadrante.
45° 45°
Calcular sen > y cos > .

2

2-v2 V2-2
=

4

sen 45° 1 — cos45° _
2 — 2 N

45°  [1+4cosd5° V242
2 2 2

COS

. o - . o
Nota Si se conoce el valor de — el signo del valor absoluto se elimina y el valor de la funcién de )
se toma con + 6 — segun el cuadrante en que quede dicho dngulo.

4
Dado sen o = 5 « agudo, calcular sen 2a, cos2a y tan 2a.

sen 2o = 2sen « cos .

2

cos 2a = cos? a — sen 2 . Se necesita calcular previamente cos a.

Se tiene:
sen?a+cos2a =1 cosza:%
E—1—(308204—1 coso = 2_5
25 - Va2 5
24
43 24 % 24
sen 2« E'E = on an 2« _l -
9 16 7 25
cos200 = — — — = ——.
25 25 25

Nota Cuando en la medida de un dngulo no se da la unidad, se sobrentiende radianes. Asi cuando

™ LEINT3

se dice que un dngulo mide 4, 0,75, 3, efc, se sobrentiende ‘“cuatro radianes”, “setenta y cinco

EEIT3

centésimos de radian”, “un tercio de 7 radianes”, etc.

10.3.1 Ejercicios resueltos

1. Expresar en grados:

™ 3r 3w Tw

o1 23

Respuesta
3 3
1 1 -7 = —-180° = 135°.
~r = =.180° = 45°, 44
4" 1 3 31800
_m_180 — —30°. 2" = 2 '
0 0 (— 180° = 420°
3" T3 TR
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2. Probar la identidad siguiente.

()

(b)

()

(d)

(e

®

cosxcotxr  cotx +cosw
cotr —cosz  cosrcotx
Primer miembro:
cosm cos’ z
cosx 2
sen x  _ sen x _ cos” T _
cosr COS T COST — cosxsen T COST — COS T Sen T
sen x sen x
l—sen?z  (1+senz)(l—senz) l4senuz
cosz(l —senz)  cosz(l—senx) cosx
Segundo miembro:
coS T COSZ + COS T sen T
sen T + cos - sen __cosxtcosxsen T
cos g% cos’ x N cos? x B
sen x —
cosz(l +senz) 1+senw
cos? x - cosz
1+ secx
———————— =cscx.
sen x + tanx
14 1 cosz +1
cosr  _ cos T _ cosz + 1 _ — cser.
sen g 4+ ST coszsen T A Sen T sen x(cosx +1)  sen x
COsST cos T
1+ cost sen t
+ - = 2csct.
sen ¢ 1+ cost
(1 +cost)? +sen?t 1 +2cost +cos?t +sen?t _
sen t(14cost) sen t(1 + cost) B
1+ 2cost+1 24 2cost 2(1 + cost) 9 cset
= = = = 2csct.
sen t(1 +cost) sen t(1+cost) sen t(l+cost) sent
sec?u —1 9
——— =sen-u.
sec?u
2
secu —1 1
——— =1l — =1—cos’u =sen?u.
sec?u sec? u
sen A
—— =cot A+ csc A.
1—cosA +
sen A sen A(1+cosA)  sen A(l+cosA)
l—cosA (1 —cosA)(14+cosA)  1—cos2A
sen A(1+cosA) 1+4cosA 1 cos A
= = =csc A+ cot A = cot A + csc A.
sen? A sen A sen A sen A
cotx  cscx —1
cscx+1  cotx
cotx  cotx(cscx —1)  cotx(cscx —1)
cscx+1  (cscx+1)(cscx —1) sz —1

cotxz(cscwx —1)  cscx —1

cot? x cotx

Nota Observar el artificio empleado en la prueba de las identidades (e) y (f) que recuerda la racional-
izacién de un denominador binomio irracional.



(2) sec?x —tan®z = 1.
2 2
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1 sen2:c71—sen x cos“xw
cos?x  cos?x cos? x cos? x
(h) cot2A + tan A = csc2A.
cos24 sen A cos2AcosA+sen 24Asen A cos(24 — A) cos A
0 1 ttan sen 24  cosA sen 2A cos A sen 2Acos A sen 2Acos A
= 2A.
sen 2A o8¢

(i) cos4fcosf + sen 40 sen 0 = cos 260 cos — sen 20 sen 6.

cos46 cos @ + sen 40 sen 6 = cos(40 — 0) = cos 30 = cos(260 + 0) =
cos 26 cos  — sen 260 sen 6.
1 1

tan34A —tan A cot3A — cot A

1 1 B

1 I cot3A—cotA

cot3A  cot A
1 1

cot A—cot3A ~ cot3A—cot A

cot 3Acot A
cot3Acot A 1

cot A —cot3A cot3A — cot A -
cot3Acot A+1 1+ cot3Acot A

cot A —cot3A ~ cotA— cot3A

0); = cot 2A.

= cot(3A — A) = cot 2A.

1F cotacotf

Nota Se aplicé la férmula cot(a + 3) = pre R
«

y 8 =A.
sen (a + ) + sen (o — )
cos(a + ) + cos(a — )
sen acos 3 + cosasen 3+ sen acos 3 —cosasen
cosacos B — sen asen 3 + cosacos 3+ sen asen
2sen acos

&)

= tan a.

2cosacos S  cosa
sen (z +y)  tanz +tany
sen(r—y) tanx —tany’

sen x cosy + cosx sen y

@

sen x cosy -+ cosxsen y COS X COS Y

sen x cosy — cosT sen y

sen x cosy — cosrsen y

COSX COSY

sen x seny

Ccos T tanx + tany

sen xr

cosy

_SeY " tanx —tany’

cosy

CosT

1+ tan@
tan(45° +0) = %.

tan 45° + tan 6 1+ tand

4 ° 0 = = .

tan(45° + 0) 1 — tan45° tan 6 1—tand
sen 6x  cosb6x

(n) =2

sen 2r  cos2x

(m)

, parael caso de la diferencia con « = 34
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sen 6x cos 2r — cosb6xsen 2z sen (6 — 2x) sen 4r
sen 2z cos 2x "~ sen 2zcos2z  sen 2xcos2x
sen 2(2x)  2sen 2xcos2r
sen 2z cos2x  sen 2z cos 2z
sen a + sen 2«
(0) = tana.
1+ cosa + cos 2a
sen a + 2sen « cos « sen o+ 2sen acosa
l4+cosa+cos2a—sen2a  cosa+ 2cos? o

sen a(l+2cosa) sen «

= = tan«
cosa(l +2cosa)  cosa
2
(9) T T = sen .
an§+co 5
2
2 _ 2 B 1 B
sen % . cosg sen 2 % +cos? a:l -
T T T T sen — cos —
cosg  sen g sen 5 cos 2 2
2 sen z cosE =sen 2 (E) =sen x.
2 2 2
(@ cot% — tan% = 2cota.
« « 5 Q 5 Qv «
cos§ _sen 7 cos §—sen 7 cos2§ _ cosa
« o « o T 2a —sena —
sen — Ccos — sen — cos — sen 2—
2 2 2 2 2 2
2
2cos«
—— =2cota.
sen «
2tan£
(ry ————=— ==sen z.
1—l-taur12E
2
T T
2 — 2 —
sen > sen 5
cosE cosE 2 sen z cos? z
2 — 2 - 2*2sen£cos£
A T - 22
sec? — cos —
2 cosQE 2
2
T
2(5) <
sen > sen x

2
(s) (cos’x —sen?x)” +4sen?zcos?z = 1.

costxz — 2sen?xcos?z +sentx +4sen? xcos?x =

2 4

2
cos®z + 2sen? zcos? v + sen?z = (cos’ v +sen?z)” = (1) = 1.

(t) tan2a — sec avsen o = tan o sec? .

sen 2« 1 sen 2o sen «

_— -sen @ = —— — =

cos 2w COS (v cos 2 COS (v

sen 2acosa — cos2asen o sen (2o — ) sen «

COS (v COS 2x COS (v COS 2x COS (v COS 2x
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sen « 1
= tan a sec 2a.

cosa €oS 2«

10.3.2 Ejercicios no resueltos

A. Probar las identidades siguientes.

11.

12.

13.
14.
15.

16.

17.
18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

' 1+senA+1—senA

sen 24
. ———— =tanA.
1+ cos2A
. 14 tan 26 tan 6 = sec 26.
cot A —tan A
S — = 2A.
cot A+tan A €08
COS (v 1 —sen «
— = 2tana.
1 —sen « COoS «
1 1
= 2sec? A.

sen A+sen B cscB +cscA
sen A—sen B cscB —cscA’

. sec?fcsc? 0 = (tand + cot 6)2.
. 1+sen?0sec?d = sec? .

10.

csct A — cot* A = csc? A(sen? A + 2cos? A).
1+tan® A
l1+cot?A
tanx — cotx

tan? A.

—— =secx + cscx.
sen r — cosx

sen (90° — A) cot Asen A —1 = —sen? A.

(tanu + cot u)(cosu + sen u) = secu + csc u.

(cos?z — 1)(tan?z + 1) = 1 — sec? z.

2
1+cos®y 9
—— — =2cscy— 1
sen?y
secxr — COsST tanx
tanz sect
tan? oo — sen 2 @ = tan® asen? av.
1+ tan®v 9
——— =cscTv.
tan“ v

cota —tan«
—— =csca — seca.
sen o + cos«

sen acos 3 +cosasen f  tana + tan 3

cosacos S —sen asen B 1 —tanatanf’

cosdz —sen3z
7 Y —1+4sen xcosx.
COST — sen &

tan® x 1 —cosx

secx + 1 CcOS &

sen2z\> [cscPx 271
tan? cotbx )

Capitulo 10. Trigonometria
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25.

26.

217.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.
35.

36.

37.

38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

(sen t + cost)? = 1+ sen 2t.

1
csc2u = 3 Sec u Csc U.

cos?x —sen*z = cos2z.

coc20 — et
2 —sec?q

sen 360  cos 360 2sen 50
sen 260 + cos20  sen 40
sen 56  cos 50

sen 6 cos
sen T sen T

= 4 cos 26.

= 2tan? z.

cscx—1 cscx+1

cotx coszT
- = cscx + sen x.
secx —tanx secr + tanx

secT +CcosTr  CSCx —Ssen T
— =secxcscx.
sen x cosT
cos® x — cosx + sen 9
=tanx —sen” x.

cos T
csc* A+ csc? Acot? A —2cot* A =3csc? 4 — 2.
sen® A +cos® A secA—sen A
1—2cos2 A tand—1

tanx 4+ cotx = .
sen 2x

cotz — tanx = 2 cot 2x.
tan(45° + x) — tan(45° — x) = 2 tan2z.

tan(45° 4+ x) + tan(45° — z) =

cos 2z’
cos a

sen
sen o + cosa + =seca + csca — .
ot « tan o

secx + tanx

= —cscz.
cosx —tanx — secx

sen (a4 60°) — cos(a + 30°) = sen «.
sen (z —y) —sen (x + y)

= cotx.
cos(z +y) — cos(x —y) o
sen(r+y) tanz 4 tany
sen(r—y) tanz —tany’
1+t
tan(a — 135°) = w
1—tana’
1 tan 8
Zsen 28 = —22
3520 = T
1—|—tanQg
cosazigé.
1 —tan? —

tan (450 + %) = sec o + tan a.

131
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50.
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tan = + cot =
an — + cot —
2 2
[e) a
cot — — tan —
2 2

= sec Q.

B. Resolver los ejercicios siguientes:

1.

6.

1
Dados tana = —§ con « en el segundo cuadrante y csc 8 = —1—3 con 3 en el cuarto cuadrante,
calcular el valor de:
a) sen 20. b) cos 20.
c) tan20. d) sen g.
e) cos%. f) tan —.
2) cotg. h) cos <_§>
i) — tan (90O — é) j) cos <180° + é)
2 2
Respuesta
120 119
a) ———. b) ——.
1 69 3169
c) @ d) E\/l—O
e) E\/ﬁ. f) 3.
3 3
3 2 3 13

1
. Si A y B son dngulos agudos tales tan A = 3y cot B = 3, muestre que A + B = 45°.

1
. Sitana = 3 y a — 3 = 45°, calcular tan (.

1
Respuesta tan 5 = —5
Dados cot o« = é cosff = _5 calcular:
B RANTY '
a) cos(a — ). b) sen (5 — «). ¢) cot(a — B).
Respuesta
16 56 33 63 16 56
+—, +—. b) +—, £—. - ——.
V=5 T6s )65 T65 963 33

Cada uno de los angulos o y 3 pueden pertenecer a dos cuadrantes diferentes; por ello varias solu-
ciones.

. Dado sen o = %, « angulo agudo, calcular:
a) sen 2a. b) cos 2a. ¢) tan 2a.
Respuesta
a) 2 b) _ c) —2—4.

25° 25° 7

5
Dados secx = —5; z en el segundo cuadrante, calcular:
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a) sen 2a. b) cos 2a. ¢) tan2a.
Respuesta
44/21 17 44/21
a) ———. b) ——. c) —.
25 25 17

3
7. Dado cscax = 3 « agudo, calcular:

! ! !
a) sen 3 b) cos 3 ¢) tan 3
Respuesta
1 1 3—-Vb
a) ¢ 6(3 — V5). b) 6\/6(34—\/5). ¢) 2f.
15 7 . . .
8. Dados tana = —— ysen § = 5 y sabiendo que ninguno de estos dngulos pertenece al cuarto

cuadrante, calcular:

a) sen (o — f3). b) cos(a + B).
¢) (A qué cuadrante pertenece o + 37
Respuesta
304 297
- b) —.
Vs ) 125

¢) cuarto cuadrante.
9. Calcular en radianes el dangulo que forman las manecillas de un reloj que marca las 5.
Respuesta %T
10. (Cuantos radianes recorre el minutero de un reloj en 35 minutos?

7
Respuesta %
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Capitulo 11

Regiones Poligonales

11.1 Revision del area de algunas regiones poligonales
11.1.1 Notas
1. Por brevedad se seguird aqui la costumbre de decir drea de un rectdngulo, drea de un tridngulo, etc, so-

brentendiendo que se trata del drea de la region poligonal correspondiente.

2. También por brevedad se dird la base y la altura de un rectdngulo, de un tridngulo, etc, por lo cual debe
entenderse la longitud de la base y la longitud de la altura.

3. Si se miden longitudes en metros, conviene medir dreas en metros cuadrados; si se miden longitudes en
pies, entonces conviene medir dreas en pies cuadrados y asi sucesivamente.

4. Recuérdese que los teoremas relativos a las dreas de las regiones poligonales, se demostraron a partir de
varios postulados. De éstos sélo se cita aqui el Postulado de la unidad.

11.2 Postulado de la unidad
11.2.1 Area del cuadrado

¢
Si el lado de un cuadrado mide ¢, el area de ese
cuadrado es 2. ¢
A=12
11.2.2 Area del rectiangulo
El drea de un rectdngulo estd dada por: 1 b
A=ab a
donde ¢ = medida de la altura, b = medida de la base. 1

11.2.3 Area del tridngulo

El 4rea de un tridngulo esta dada por:

A=
2

donde a = medida de la altura, b = medida de la base.

135
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11.2.4 Area del paralelogramo

El 4rea de un paralelogramo estd dada por:

A=ab

donde @ = medida de la altura, b = medida de la base. b

11.2.5 Area del rombo

El area de un rombo estd dada por:

A=Dd b

donde:

D = medida de la diagonal mayor

d = medida de la digonal menor.

11.2.6 Area del trapecio

El area de un trapecio estd dada por:

(B+b)a

2

A:

donde: |

B = medida de la base mayor I

b = medida de la base menor |

a = medida de la altura. B B

11.2.7 Areade un poligono regular
El 4rea de un poligono regular estd dada por:

A:@ \ e
2 \

donde:
p = medida del perimetro

a = medida de la apotema.

11.2.8 Areas en el circulo
El 4rea de un circulo estd dada por:

A=nr?

donde:
m=3.14159...

r = medida del radio.
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Area del sector circular
El 4rea del sector circular estd dada por:

_ mria s
360
donde:
o = medida en grados del dngulo central (o del arco
correspondiente).
O bien
5T
A= —
2

donde s = medida en unidades lineales de arco del sector circular.

Area del segmento circular

1

El 4rea del segmento circular en (1) estd dada por:
A = Area sector OM RN — Area triagngulo OM N.

El 4rea del segmento circular en (2) estd dada por:
A = Area sector OM SN+ Area tridgngulo OM N.

11.2.9 Area de la corona o anillo circular
El 4rea de la corona o anillo circular estd dada por:

A=7(R*—1?)

donde:
R = medida del radio mayor ‘

r = medida del radio menor.

11.2.10 Problemas resueltos

1. De dos lados consecutivos de un terreno rectangular de 100 m de largo (base) por 75 m de ancho (altura)
se sustrae lo necesario para un camino de 6 m de ancho. Calcular el 4rea del camino y el 4rea del terreno
que queda.

Area del camino: 6
94-6 + 6-75 = 564 + 450 = 1014 m?.
Area que queda: 69
94-69 = 6486 m?.

El drea del camino es 1014 m? y el drea que 6
queda es 6486 m?. 100

94
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Determine el drea de una acera de 1, 50 m de ancho que rodea un jardin rectangular de 15 m de base por
10 m de altura.

10| (13
Acera:
18-13 — 15-10 = 234 — 150 = 84 m?. 15
El drea de la acera es 84 m2. 18

(Cuantas baldosas cuadradas de 20 cm de lado se necesitan para cubrir el piso de un corredor rectangular
de 7,40 m de largo, por 4, 80 m de ancho?

. area del corredor ) . .
Niimero de baldosas: expresadas ambas dreas en la misma unidad.

z

area de una baldosa

Area del corredor: 7,40-4, 80 = 35,52 m?.

Area de una baldosa: 20-20 = 400 cm? = 0,04 m?, entonces:
35,52
0,04
Se necesitan 888 baldosas.

Numero de baldosas = = 888.

(Cudntas tablas de 3 m de largo por 32 cm de ancho se necesitan, para hacer el piso de un salén rectangular
de 16 m de largo por 7,5 m de ancho?

area del salon
Numero de tablas:

z

drea de una tabla’
16-7,5 _ 16-750

= ——— =125.
3-0,32 3-32

Se necesitan 125 tablas, por lo menos. (Es probable que haya que cortar algunas tablas y que se desperdi-
cien cabos de tabla, lo cual aumenta el nimero).

. ¢Cudntas losetas cuadradas de 4 pulgadas de lado se necesitan parar cubrir una pared rectangular, cuyas

dimensiones son 15 pies, 8 pulgadas y 7 pies?

88-84

Numero de losetas: = 987.

15 pies 8 pulgadas = 188 pulgadas.

7 pies — 84 pulgadas. Se necesitan 987 losetas.

. Un campo rectangular tiene 24 dreas de extension y la longitud de la base excede en 20 m a la altura.

Calcular las dimensiones.

(Obsérvese que en este problema la palabra drea estd usada en dos sentidos diferentes).

drea campo = z(x — 20).

24 é{eas = 2400 m?. x(x — 20) = 2400.
longitud base = x. 22 — 20x — 2400 = 0.
longitud altura = x — 20. (z — 60)(x + 40) = 0.

r—60=0. z+40=0.
r1 = 60. r9 = —40.  (valor inadmisible)

Luego las dimensiones del campo miden: 60 m la base y 40 m la altura.
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10.

. Aumentando la longitud del lado de un cuadrado en 5 m, el d4rea aumenta en 225 m2. Calcular el lado y el

area de ese cuadrado.

Lado del cuadrado = =

Lado del cuadrado aumentado = = + 5
Area del primer cuadrado = 22

Area del segundo cuadrado = ( + 5)?
(x+5)? —2? =225

2% 4+ 10z + 25 — 22 = 225

10z = 200

=20

A =20% = 400 m?.

Luego el lado del cuadrado mide 20 m y el drea 400 m?.

Aumentando en 8 m cada una de las dimensiones de un rectdngulo su drea aumenta en 568 m2. Sabiendo
ademads que una de las dimensiones es el doble de la otra se pregunta por el drea del rectangulo.

dimensiones x, 2x

dimensiones aumentadas x + 8, 2x + 8
A=2x2x

A= (z+8)(2x+38).

r = 21.
(x 4+ 8)(2z + 8) — z-2x = 568

222 + 24z + 64 — 22% = 568
24x = 504

Dimensiones 21 my 21-2 = 42 m.
A=2142 = 882 m.

Luego el drea del rectdngulo es 882 m2.

Calcular el area de un rectangulo, sabiendo que la diagonal mide 29 m y uno de sus lados 21 m.

a? 4217 = 292,

a? = 202 — 212 = (29 + 21)(29 — 21) =

50-8 = 400. a 29
a =400 = 20,

entonces A = 21-20 = 420 m?. H 21

1 1
Se lava una pieza de tela rectangular y queda también rectangular perdiendo 20 de su largo y 6 de su

ancho, siendo entonces su drea 35,6250 m?. Hallar las dimensiones de la pieza antes de lavarla, sabiendo
que el largo era entonces igual a 10 veces el ancho.

Dimensiones Pierden Se reducen a
ancho — x x 15z
- 16° Y716 16
10 19
largo = 10x. r_z 100 — L = 2%

20 2 2 2
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19z 15z 35,6250-2-16
Por tanto: — - —— = 2 Rt i
or tanto 516 35,6250 — x 1915
Luego el ancho es de 2 m y el largo es 10-2 = 20 m, entonces antes de ser lavada las dimensiones de la
piezaeran 20 my 2 m.

=4 —x=2.

La diagonal menor de un paralelogramo lo divide en dos tridngulos rectdngulos de los cuales esa diagonal

5 . . . .
es un cateto, la base es los 1 de uno cualquiera de sus lados consecutivos y el perimetro mide 54dm. Cal-

cular el area.

(a) Calculo de los lados del paralelo-

gramo. 4
5
2 + 2 (—:”) =54
4
2x + 5—I =54 z a =
4x + 5x = 108
9z = 108 m [ n
xr = 12, 5z

entonces los lados del paralelogramo miden 12dm y 15dm.

(b) Calculo de la altura (Aplicacién relaciones métricas en el tridngulo rectdngulo).

9,6:a=a: 5,4.
m:12=12:15. a’® =51, 84.
15m = 144. a = +/b1,84.
m=9,6. a=7,2dm.

n=15-9,6=5,4.

(c) Cdlculo del area del paralelogramo:
A=157,2.
A =108 dm’.

Por tanto el drea del paralelogramo es 108 dm?.

12. Calcular el drea de un tridngulo equildtero de lado [.

13.

Aplicacién: calcular el drea de un tridngulo equildtero cuyo lado mide 18 cm.

Calculo de la altura:

N 2
2 Y g2
a+(2) =1 ¢ ¢

)4
32 1 3
a=\ T =3V3 -
1.4v3 123
entonces: A = 2\/_: \/_

2 4

182.4/3 3243
4\/_ = 4\/_ =813 cm?.

Calcular el drea de un tridngulo rectdngulo isésceles cuya hipotenusa mide 1 m.

Aplicacion: Sil = 18 cm, se tiene: A =
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14.

15.

16.

A:%:O,%mz.

El drea es igual a 0, 25 m?.

Calcular el drea de un tridngulo cuyos lados miden 26 m, 74 m y 80 m.

Aplicando las relaciones métricas en el tridngulo se calcula una de las alturas. Se elige aqui la altura sobre
el lado mayor.

(a) 742 =80% + 262 — 2-80-q
5476 = 6400 + 676 — 160q
160q = 1600
q=10m.

(b) a? +10?% = 262
a? = 262-10% = 676—100 = 576.
a = m 74 26
a =24 m.

24
Luego A = % = 960 m?.

2 2 -~
El area es 960 m~. 20

Calcular el drea de un trapecio isdsceles, sabiendo que la base mayor mide 69dm y cada uno de los otros
tres lados 39dm.

Calculo de la altura 39

a? +15% = 392

a? =392 — 152 = 1521 — 225 = 1296

a=+v1296 = 36 dm 39 “ 39
A= w = 10818 =

1944 dm? 15 15
El 4rea del trapecio es 1944 dm?. 20

En un trapecio rectdngulo uno de los dngulos mide 45° la altura 14 pulgadas y el drea 504 pulgadas
cuadradas. Calcular las bases.
x

14 14
(z+14+ )14 — 504

2

4.2

20 4+ 14 = 50T 14 14
20+ 14 =72
22 = 58 = 45°
r =29 x+ 14

Por tanto una base mide 29 pulgadas y la otra 29 4 14 = 43 pulgadas.
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Un terreno tiene forma de trapecio isdsceles, sus bases miden 60 m y 42 m y cada uno de sus lados iguales
41 m. Calcular el érea.

Calculo de la altura

a? + 9% = 412
60 + 42)-40
a2:412—92:1681—81:1600—>a:\/1600:40m—>A:(+f)

2040 m?.

= 102-20 =

El drea de un trapecio is6sceles es 112 dm?, la suma de las bases es 28dm y el perimetro 48dm. Calcular
las bases, la altura y los lados no paralelos.

Sean

Base mayor=B lado no paralelo=/ b

Base menor=b  Altura=a

B+b+20 =48 (1)

B+b=28 (2) Y a al \¢

B+b

Brba (3)

2 il 1
1 L(B—b 7(B —b)
[—(B—b)} +a? =07 (4) 20D o
2 B

De (1)y (2) : 1;; 2)y@3):

B+ =48 == =112

20 =20 14a = 112

=10 a=38
Sustituyendo estos valores en (4), se obtiene:

1 2 1

[E(B—b)] +82 =102 i(B—b):\/36=6

1 2 B-b=12

[Q(B—b)] =102 — 82 =100 — 64 = 36

Con esta ecuacién y la (2) se forma el sistema B + b = 28, B — b = 12. Resolviéndolo se obtiene B = 20
y b = 8, entonces las bases del trapecio miden 20dm y 8dm, cada uno de los lados no paralelos (lados
iguales) 10dm y la altura 8dm.

Calcular el drea de un rombo, conociendo el perimetro 1,16 m y una de las diagonales 0, 42 m.

1,16

lado: =0,29m

z: media diagonal desconocida
22 40,212 =0,292 —

2?2 =0,29%-0,21% = z \0-29
(0,29+40,21)(0,29-0,21) = 0,50-0,08 = 0, 0400,
z = +/0,0400 = 0,20 m.

Luego la otra diagonal mide 0,20-2 = 0,40 m, por
9,420,40 _ 0, 0840 m?.

0.21 0.21

tanto: A =
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20.

21.

22.

23.

24.

4
La suma de las longitudes de las diagonales de un rombo es 18 m y la diagonal menor es A de la mayor.

Calcular el area.

4 4

D=uzd= ga:,x—i-ga: =18 — 5z +4r =90 — 92 = 90 — = = 10, entonces D = 10y

4 10-8
d= 5-10 = 8, portanto A = 5 =40 m2.
Nota El rombo es un paralelogramo; por consiguiente su drea puede también obtenerse como el drea de
cualquier paralelogramo, mediante el producto de la base por la altura. Asi el drea de un rombo cuya base
(uno cualquiera de sus lados) mide 12 m y su altura (distancia entre la base y el lado opuesto) miden 7 m
esigual a 12-7 = 84 m?.
Es claro que se pueden calcular las diagonales de este rombo y obtener el drea mediante el ”’semi-producto
de sus diagonales”. Estas miden:

D=2,/6(12++95) y d=2,/6(12—+/95)

o bien
D =2 (V57 +V/15) y d=2(vb7-+15)
D-d
Se deja como ejercicio al lector, el cdlculo del drea del rombo aplicando la formula A = —

Calcular el drea de un hexdgono regular conociendo el lado . Aplicacién para £ = 70 cm.

El hexdgono regular es equivalente a seis
tridngulos equildteros congruentes. Por tanto:

1
A= 6-1£2\/§ = g£2¢§.

Aplicacién: A =
7350v/3 cm?.

4
3702\/5 _ 34900v3 980\/5 =

14

El perimetro de un hexdgono regular tiene igual longitud que el de un cuadrado cuya drea es 2304 pies
cuadrados. Calcular el drea del hexdgono regular.

lado = /2304 = 48pies

Cuadrad
tadrado { perimetro = 48-4 = 192pies.

perimetro = 192pies

Hexa 1 192
eragonoreet ar{ lado = % = 32pies.

3
Luego, el area del hexdgono regular = 5322\/5 = 1536v/3pies®.

(Cuénto debe medir el lado de un hexdgono regular para que su drea sea 1 m??

30 = s 2 2V3 o [2v3 1 1 1y
26\/5—1—%_3\/3_ - =\ =3V2aVe=gyViz= V12

1
Debe medir 3 V12m (aproximadamente 0, 62 m).

El piso de un quiosco tiene la forma de un octégono regular en el cual el lado y la apotema miden 10 m
y 12,07 m respectivamente. Digase cudntos ladrillos de forma cuadrada y de 20 cm de lado se requieren
para cubrirlo.
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1
drea del piso del quiosco 5'8'10'12’07 482,80

drea del ladrillo 0 0,20:0,20  0,0400
Se requieren 12070 ladrillos.

Numero de ladrillos= = 12070.

En un circulo cuyo radio mide 1, 20 m, calcular el area del sector circular que tiene un arco de 40°.
71, 20240 . 3,14-1,44-40

4="35 360

=0,5024 m?.

Digase cudntos grados tiene al arco de un sector circular cuyo radio mide 30 cm y cuya drea es 439, 60 cm?.

Nidmero de grados del arco = n.
3,14-:30%n _439,60-360

= 439,60, n

360 = 3.41.900 = 56, por tanto el arco de ese sector tiene 56°.

Calcular el area de un circulo cuya circunferencia mide 1 m.

Acirculo = 2. (1)

1
Longitud de la circunferencia C' = 27m-r = 1, r = o Sustituyendo en (1):
7T

1\? 1 1 1 1
A=rn—) =f—=—~—— = — =0,0796 m>.
T (%) T T am 4314 12,56 o0 m

Si el 4rea de un circulo es 1 m2, calcular la longitud del radio.

[ 1 1 1,77
i i0= 2 — 2~ ~ _— = i =
Longitud del radio=7r, mr* =1 — 3, 1dr*' = 1 — r 5143, 14\/3, 14 3,14 0, 56.

Por tanto el radio mide 0, 56 m (aproximadamente).

Sabiendo que el radio de un circulo mide 5dm, calcular el drea del segmento circular cuyo arco mide 90°.

En este caso:
A segmento = A sgctor - A tridngulo.
3,14-5%.90  3,14.25

360 =— = 19,625
A tridngulo = 7 =12, 50.
Luego, A segmento ~ 19,625 — 12,50 =
7,1250 dm?.

A sector ~

90°

En un circulo cuyo radio mide 1 m, se traza una cuerda de longitud igual a la del radio. Calcular el drea del
mayor de los segmentos circulares determinados por esa cuerda.
En este caso:
A segmento= A sector + A tridngulo.
. 2 .

3,14-1°-300 _ 7,85 — 2.6166

360 3 300°
1243 11,7320

A sector ~

A tridngulo= =0,4330.

Luego, A segmento ~ 2,6166 + 0,4330 =
3,0496 m?.

Alrededor de un césped circular de 10 m de radio se ha construido un paseo de 2 m de ancho. Calcular el
drea de este paseo.



11.2. Postulado de la unidad 145

A paseo= 7 (122 — 10%) = 7 (144 — 100) =
mdd ~ 3, 14-44 — 138,16 m2.

El 4rea del paseo es 138, 16 m?

32. Calcular el 4rea de la corona circular obtenida inscribiendo y circunscribiendo un circulo a un cuadrado
cuyo lado mide 6 cm.

Calculo de R
R?=3*+3"=9+9=18

R=V18=32 / \
A=m[(3v2)? - 3?]
7[18 — 9] = 79 ~ 3,14-9 = 28,26 cm?.

El area de la corona circular asi obtenida es
28,26 cm? aproximadamente. 3

R

33. Se desea construir una corona circular de 5 m? de drea y cuyo ancho mida 1 m. Calcular la longitud de los
radios.

. R radio mayor
Radios = )
r radio menor,

entonces m (R* —1%) =5 (1)
R-r=1. 2)
De (1) se obtiene m(R + r)(R — 1) = 5.
)
De (1) y (2) se obtiene 7(R+r)-1 =5,0sea R+ 1 = —.
77

5
Con esta ecuacion y la (2) se forma el sistema: Rtr= T
R—r=1
Resolviéndolo por suma o resta, se obtiene:
5 5 5
oR=241=211_,p_21T
T 27
. . S+ 5 5 54m 10-5—-7 bH—7
Sustituyendo R se tiene +r=——r=—-— = = .
m T T 27 27 27
Por tanto los radios de la corona miden:
S+
R= ~ 1,296 m
27
r= O™ 0,206 m.
s
Nota Aprender de memoria: ‘
3,14 V2~ 11,4142 V3~ 1,7320.

11.2.11 Problemas no resueltos
1. Calcular el drea de un lote rectangular de 25 m de base por 12 m altura y su valor a razén de /95 el metro
cuadrado.

2. Los lados de un paralelogramo miden 45 cm y 53 cm. Sabiendo ademds que su diagonal menor lo divide
en dos tridngulos rectdngulos, hallar el drea.



146

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Capitulo 11. Regiones Poligonales

Se conocen de un solar rectangular las longitudes de la diagonal y de uno de los lados 9,7 my 6,5 m
respectivamente. Calcular el drea.

3
La diagonal de un rectdngulo 40 cm y la longitud de la altura es los 1 de la longitud de la base. Calcular el

area.

El 4rea de un rectdngulo cuya base mide 30 cm, es equivalente a la de un cuadrado en el cual un lado mide
24 cm. Digase cudl es la longitud de la altura del rectdngulo.

Si se prolongan en una misma direccion las longitudes de dos lados opuestos de un cuadrado y se determina
rectédngulo con la recta que une los extremos de las prolongaciones, el drea del rectdngulo excede en 150 m?
a la del cuadrado. Calcular el lado del cuadrado.

Un sal6n tiene forma rectangular con 8, 20 m de largo por 6, 50 m de ancho. ;Cudntas baldosas se necesitan
para pavimentarlo, si son de forma cuadrada y su lado mide 20 cm?

El piso de una sala tiene forma cuadrada y se cubre con una alfombra que queda separada 60 cm de las
paredes. Hallar el area de la alfombra si el lado del piso de la habitacién mide 6 m.

El lado de una mesa cuadrada mide 1,30 m. Se recubre con un tapete que cuelga por todas partes 30 cm.
En el borde de este tapete se desea poner une franja. Digase cudntos metros de franja se necesitan y en
cudnto excede el drea del tapete a la de la mesa.

Alrededor de una ldmina de cartén rectangular de 40 cm por 30 cm se corta una tira de 4 cm de ancho. (En
cuanto disminuye el drea primitiva?

El perimetro de un terreno rectangular mide 300 m. Se vende una parte, también rectangular, con una 4rea
de 1050 m? y un ancho, medido a lo largo del lado menor del terreno, de 15 m. Calciilese el drea del terreno
no vendido.

Calcular el drea de un rectdngulo sabiendo que la diagonal mide 73 cm y que la longitud de la base excede
en 7 cm a la de la altura.

Se desea construir un cuadrado tal que las longitudes del lado y de la diagonal sumen 1 m. Calcular el 4rea
y lo que miden el lado y la diagonal.

Los perimetros de un cuadrado y de un rombo miden 20 m cada uno. Calcular el drea de cada uno de estos
paralelogramos, sabiendo ademds que la altura del rombo mide 4, 8 m. Calcular también las longitudes de
las diagonales de cada paralelogramo.

Calcular el drea de un rectdngulo cuyo perimetro mide 34 m y cada una de sus digonales 13 m.

Si alrededor de un jardin rectangular se destina una franja de 5 m de ancho para hacer un camino, el 4rea
de cultivo disminuye en 900 m2. Si esa franja se extiende a lo largo de uno de los lados mayores y de los
lados menores el 4rea de cultivo disminuye en 650 m?. ;Cudles son las dimensiones primitivas del jardin
y cudl es el drea que queda para el cultivo en cada caso?

A un rectdngulo de 50 cm por 40 cm se le quitan cuatro tridngulos rectdngulos, isésceles y congruentes,

uno de cada esquina; el drea queda asi reducida a los A de la primitiva. ;Cudnto mide cada uno de los

catetos de los tridngulos rectdngulos que se quitan?
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. Calcular el area de un cuadrado, sabiendo que la longitud del segmento que une los puntos medios de dos
lados contiguos es 4dm.

La base y la altura de un paralelogramo tiene igual medida y el otro lado mide 20 cm. Calcular el area.
Las diagonales de un rombo miden 96 cm y 75 cm. Hallar la longitud del lado del cuadrado de igual 4rea.

Los lados de un trapecio isésceles miden 50 cm y 28 cm las bases; 61 cm cada uno de los lados iguales.
Calcular el drea.

7
La medida de la base menor de un trapecio rectangular es los 0 de la medida de la base mayor y la altura

mide 35 cm. Si el drea es 1190 cm?, calcular la longitud de cada una de las bases y la del lado oblicuo.
Calcular el drea de un trapecio rectdngulo cuyas diagonales miden 97 cm y 78 cm y la altura 72 cm.

El 4rea de un trapecio es 240 m?. Si una de las bases mide 18 m y la altura 12 m, digase cudnto mide la
otra base.

La diagonal menor de un rombo mide 70 cm y la altura 67, 2 cm. Calcular el area.
El perimetro de un rombo mide 148 m y su drea es 840 m?. Calcular la altura.
Calcular el area de un tridngulo cuyos lados miden 39 cm, 80 cm y 89 cm.

El perimetro de un tridngulo isésceles mide 32,4 m y la longitud de la base excede en 3,3 m a la del lado
igual. Calcular el 4rea.

Los lados de un tridngulo miden 87 cm, 65 cm y 44 cm. Calcular el drea.

El perimetro de un tridngulo rectingulo mide 80 pulgadas. Calcular el drea, sabiendo ademds que la
hipotenusa mide 34 pulgadas.

La base de un rectdngulo mide 20 pies y la altura 18 pies. A partir de uno de los vértices se toman sobre
uno y otro lado longitudes cuya suma es 23 pies y se forma un tridngulo rectdngulo trazando una recta

por los puntos sefialados. Sabiendo ademds que el area del tridngulo asi obtenido es igual a 5 del 4rea del
rectangulo propuesto, digase cudnto mide cada uno de sus lados.

2 2
La longitud de la altura de un trapecio es los — de la longitud de la base menor y la de ésta, es los - de la

longitud de la base mayor; el drea del trapecio es 270 pies cuadrados. ;Cudnto miden las bases y la altura?

Un jardin tiene la forma de un rombo y su drea es 3750 m?. Sabiendo ademds que una de sus diagonales
mide 100 m, se pregunta ;cudntos metros de tela metdlica se necesitan para cercarlo?

La diferencia de las longitudes de las diagonales de un rombo es 9 cm. Si cada una de estas longitudes se
aumenta en 4 cm, el drea aumenta en 90 cm?. ;Qué longitud tienen las diagonales?

Si se unen los puntos medios de los lados de un rombo se obtiene un rectdngulo de 120 cm? de 4rea y cuyo
perimetro mide 46 cm. Uniendo ahora los puntos medios de los lados del rectdngulo se obtiene de nuevo
un rombo. ;Cudnto mide el perimetro y cudl es el drea de cada rombo?

El drea de un cuadrado es 2, 304 cm?. Calcular el drea del hexdgono regular que tiene el mismo perfmetro.
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. Las diagonales de un rombo miden 90 cm y 48 cm. Calcular el drea de un tridngulo equildtero cuyo
perimetro tenga igual medida que el del rombo.

Calcular el area del circulo inscrito en un cuadrado cuyo lado mide 1 m.
Calcular el area del circulo circunscrito a un cuadrado cuyo lado mide 1 m.

Digase cuanto mide el radio de un circulo sabiendo que si su longitud se aumenta en 5 cm el drea del circulo
se cuadruplica.

Digase cuanto mide el radio de un circulo, sabiendo que si su longitud se aumenta en 10 cm el drea del
circulo se hace 9 veces mayor.

Si la diferencia entre el drea del cuadrado circunscrito a un circulo y el area del cuadrado inscrito es 50 cm?,
hallese el area del circulo.

De una ldmina rectangular de hojalata de 80 cm por 64 cm, ;cudl es el mayor nimero de discos cuyo radio
mide 4 cm que es posible recortar y cudl es el drea de la ldmina sobrante?

(Cudl es el 4rea de un sector circular con un arco de 75°, en un circulo cuyo radio mide 12dm?

En un circulo cuyo radio mide 6 pulgadas, el 4drea de un sector circular es 15,70 pulgadas cuadradas.
(Cuanto mide el angulo del sector?

El 4rea de un sector circular cuyo arco mide 80° es 628 cm?. ;Cuanto mide el radio?

Calcular el drea del menor de los segmentos circulares que determina el lado de un cuadrado inscrito en un
circulo cuyo radio mide 10 cm.

Calcular el drea de la corona circular obtenida inscribiendo y circunscribiendo un circulo a un cuadrado
cuyo lado mide 20 cm.

Calcular el drea de la corona circular obtenida inscribiendo y circunscribiendo un circulo a un cuadrado
cuya diagonal mide 20 cm.

Alrededor de una pila circular cuyo didmetro mide 8 m hay una acera de 1, 50 m de ancho. Calcular el drea
de esta acera.

Resultados de los problemas no resueltos

1.

2.

300 m?; (29500.
1260 cm?.

46,80 m2.

768 cm?.

19,2 cm.

15 m.

. 1333 (por lo menos).

29,16 m2.
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9.7.60m,  1,92m>
10. 496 cm?.
11. 4550 m2.
12. 2640 m2.

13. (a) (V2-1)~0,4142m,
dv2(v2-1) ~0,5858 m.
(b) (3-2v2) ~0,1716 m?.

14.
del rombo 24 m2.

del cuadrado 5v/2 m
cada una.

. { del cuadrado 25 m?.
Are

Diagonales
del rombo 8m y 6 m.

15. 60 m2.
16. 60 my 40 m,
17. 10v/2 cm~ 14,142 cm.
18. 32dm®.
19. 200 cm?.
20. 60 cm.
21. 2340 cm?.
22. 40cmy 28 cm, 37 cm.
23. 3420 cm?.
24, 22 m.
25. 8400 cm?.
840

26. 22 — 92, 7m.
37 (1

27. 1560 m?.

28. 46,80 m?.

29. 1386 cm?.

30. 240 pulgadas cuadradas.

31. 8 pies, 15 pies, 17 pies.

1500 m? y 1750 m2.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.
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Bases: 27 pies y 18 pies,
altura: 12 pies.

250 m.
25cmy 16 cm.

68 cm
34 cm

. 240 cm?
A
reas { 60 cm?.

Perimetros {

15364/3 cm?, 2660-3520 cm?.

1156v/3 cm?, 20021920 cm?.
0,257 m? = 0, 7850 m?.
0,57 m? ~ 1,57 m?.

5 cm.

5 cm.

257 cm? =~ 78, 50 cm?.
80 discos, 1100, 80 cm?.
307 dm? ~ 94, 20 dm?.
50°.

30 cm.

28, 50 cm?.

1007 cm? ~ 314 cm?.
507 cm? &~ 157 cm?.

14,257 m? ~ 44, 7450 m2.



