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NUumeros Racionales - Estructura de
campo

1.1 Introduccion

Coémo se recordara, Z no es un grupo bajo el producto, pues dados dos enteros a y b, puede no existir un entero x en Z
tal que a = bx pues el producto en Z no posee inversos multiplicativos excepto para los elementos 1y -1.

En un anillo no trivial A (distinto de {0} ), el elemento neutro de la adicién(el cero) no posee inverso para el producto. En
efecto, Yx € A, x-0 =0 y si existiese el inverso de “0” se obtendria que 1 =0- 0l=0 y el anillo seria trivial.

A partir de Z construiremos un conjunto Q con las siguientes propiedades:

1) Q contienea Z.

2) Q posee dos leyes de composicion interna que restringidas a Z son el producto y la adicién en Z.
3) Todo elemento de Q distinto de cero posee para ambas leyes, un inverso en Q

4) Q esun anillo conmutativo unitario.

5) Todo elemento en Q es el “cociente” de dos enteros.

6) Q esun campo.

Definiremos Q a partir de Z en una forma analoga a como se definié Z, a partir de IN, en cursos anteriores. Sin embargo,
esta construccién del conjunto de Q es sélo una forma de hacerlo entre otras como, por ejemplo, aceptar su existencia
axiomaticamente u obtenerlo del conjunto R de los ntimeros reales cuando se ha aceptado éste tltimo axiomaticamente.

Luego veremos también algunas propiedades de Q.

1.2 Definicion de Q
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1.2.1 Construccioén del conjunto Q
Sea Z" el conjunto de los enteros no nulos. ZxXZ* denota entonces el conjunto de los pares (a, b) de enteros tales que b # 0.

Al par (a,b) lo llamaremos fraccién con numerador a y denominador b.

Consideremos en Z x Z* la relacién definida por:

(a,b)R(d’,b’) & ab’ = a’b

Teorema 1.1

Larelacion R anteriormente definida es de equivalencia.

Demostracion

1) Reflexividad:

Como VY(a,b) € Z X Z" se tiene que ab = ab entonces (a,b)R(a,b) y por tanto la relacion es reflexiva.

2) Simetria:

Si (a,b) y (c,d) estanen Z X Z*, entonces (a,b) R (c,d) & ad =bc & cb =da & (c,d) R (a,b)

3) Transitividad:

Sean (a,b),(c,d)y (e,f) e ZXZ":

(a,b) R (c,d) = ad = bc (1.1)

(c, )R (e,f) = cf =de (1.2)

De 1.1y 1.2 adf = bcf = bde luego d(af —be) =0

Como d # 0y Z es un anillo entero, se obtiene que af —be =0 osea (a,b) R (e, f) como se queria mostrar.
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Definicion 1.1

Al conjunto Q = (Z xZ*)/R lo llamamos conjunto de los nimeros racionales.

Denotamos por (a,b) al namero racional (clase de equivalencia) al que pertenece la fraccién (a,b).

1.2.2 Leyes de composicion internaen Q

Producto en Q

Definicion 1.2

En el conjunto de las fracciones Z x Z* definimos el producto X por:

(a,b) x (c,d) = (ac,bd)

Notese que bd # 0, pues Z es un anillo entero.

Propiedades del producto X

1) Larelaciéon de equivalencia R es compatible con el producto X, o sea:
(a,b) R (c,d) = (a,b) x (m,n) R (c,d) X (m,n)V (m,n) € ZXZ".

En efecto (a,b) R (c,d) = ad = bc luego admn = bemnV (m,n) € Z x Z* de donde se obtiene que (a,b) X
(m,n) R (c,d) x (m,n)

2) El producto X es asociativo y conmutativo:

Dados (a,b),(c,d), (e, ) € Z X Z* entonces:

[(a,b) x (c,d)] x (e, T) (ac,bd) x (e, ) ((a, c)e, (bd)f)
= (a(ce),b(df)) (ac,bd) x (e, f) (a,b) X [(c, d) X (e, T)].

Por tanto el producto X es asociativo. La conmutatividad se obtiene similarmente.

Definicion 1.3

En los nameros racionales llamamos producto X a la ley de composicion interna cociente de (Z x Z*)/R o sea, ala
operacién inducida naturalmente por X . Es decir:

(a,b) X (¢, d) = (a,b) X (c, d) = (ac, bd)
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Teorema 1.2

El conjunto Q*, de todos los niimeros racionales salvo (0,1) es un grupo conmutativo bajo el producto x

Demostracion:

1) Asociatividad:

Dados (a,b), (c,d), (e,f) € Q" entonces:

((a,b) X (¢, d)) X (e, f)

[(a,b) x(c, d)] % (e,
((a,b) X (c, d)) X (e, f)
(a,b) x (c,d) X (e, f)

(@, b) % ((c,d) X (¢, 1)
(a,b) X [(c, D) % (e, f)]

Por lo tanto, el producto X es asociativo.

2) Conmutatividad:

Sean (a,b), (c,d) € Q* entonces:

(a,b) X (¢, d) = (a,b) x (¢, d) = (¢, d) X (a,b) = (¢, d) X (a, )
Luego el producto X es conmutativo.

3) Existencia del elemento neutro:

Considérese el namero racional (1,1), (a,b) % (1,1) = (a,b) X (1,1) = (a,b) del mismo modo (1,1) X (a,b) = (a, b)

4) Existencia de inversos:

Obsérvese que (a,b) x (b,a) = (ab,ab)V (a,b) € Q. Ahora bien, (ab,ab)R (1,1), de donde (a,b) x (b,a) =
(a,b) X (a,b) =(1,1) por lo tanto, (b, a) es el inverso multiplicativo de (a,b).

La adicion en Q.

Definicion 1.4

Definimos en el conjunto de las fracciones de fracciones “+” por :

(a,b) + (¢, d) = (ad + be, bd)

Obsérvese que la adicion es cerrada dado que Z es un anillo entero ( por lo tanto bd #0).

Propiedades de la suma +
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1) Larelacién R es compatible con la suma +. En efecto, dados (a,b), (c,d), (a’b’) € ZXZ":
(a,b) R (a¢/,b') = ab’ = a’b

de donde se tiene ab’d? = a’bd? luego ab’d? + bcb’d = a’bd? + beb’d
y (ad+be)b’d = (a’d + b’c)bd, por tanto (a,b) + (c,d) R (a’, V) + (cd).

2) Lasuma + es asociativa y conmutativa
En efecto, dados (a,b), (c,d), (e,f) € ZXZ* se tiene:
[(a,b) +(c,d)] + (e, ) = (ad + bc, bd) + (ef) = (adf + bef + bde, bdf)
(a,b) +[(c,d) + (e, )] = (a,b) + (cf + de, df) = (bcf + bde + adf, bdf)

Luego, la suma + es asociativa. La conmutatividad se obtiene inmediatamente de la definicién y de las propiedades
de Z.

Definicion 1.5

En los ndmeros racionales llamamos suma + a la operacién inducida naturalmente por +. Es decir:

(a,b) + (c,d) = (a,b) + (c,d)

Teorema 1.3

El conjunto de los ntimeros racionales bajo la suma + es un grupo conmutativo.

Demostracion

1) Asociatividad:

Sean (qa,b), (c,d), (e,f) € Q. Entonces:

(a,b) + (c,d) + (e, )

hmw+@@ﬂ+wﬁ)
(@O +(Cd)+ (e
(a,b) +(c,d) + (e, f)

@b+ d)+(en)
(@m4ka@4@fﬂ

2) Conmutatividad:
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Sean (a,b), (c,d) € Q entonces:

(a,b) +(c,d) = (a,b) + (c,d) = (c,d) + (a,b) = (¢, d) + (a,b)

3) Existencia del elemento neutro:

Es sencillo probar que si (a,b) € Q, se tiene que (a, b) +(0,1) = (a,b). Por tanto, (0,1) es el neutro aditivo de Q.

4) Existencia de inversos:

Facilmente podemos verificar que si (a,b) € Q: (a,b) + (—a,b) = (0,1). Luego el inverso aditivo de (a,b) en Q es
(_ a, b)

Teorema 1.4

El conjunto de los ntimeros racionales es un campo conmutativo bajo la suma + y el producto X.

Demostracion

Por los teoremas 1.2 y 1.3, tinicamente resta probar que el producto x distribuye con respecto a la suma +.

Sean (a,b), (c,d), (v,s) € Q.Hay que demostrar que:

(@, b) x [(c, Q) +(r, s)] - [(a,b) (c, d)] ; [(a,b) (T, s)]

1) (a,b) X [(c, d) + (r, s)] =(a,b) X (cs +rd,ds) = acs + ard, bds

2) [(a,b) x(c, d)] + [(a,b) (T, s)] = (ac, bd) + (ar, bs) = (b(acs + ard), b2ds) =
(acs + ard, bds) X (b, b) = (acs + ard, bds) pues (b,b) =(1,1)

Entonces, de 1 y 2, se obtiene la propiedad deseada.

Nota: A partir de este momento,se pueden aplicar todas las propiedades de potencias a las que el lector debe estar acostum-
brado y que utilizaremos sin mds en este libro.

1.2.3 Z esta contenidoen Q
A continuacién mostraremos que Z con la suma y la multiplicacién que le son propias, es isomorfo a un subconjunto de los

nameros racionales Z’ con la restricciéon correspondiente al producto X y la suma + antes definidos en Q. Luego identifi-
caremos Z con Z' y por tanto diremos que Z es un subconjunto de Q.
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Definicion 1.6

Sea Z' el conjunto de los nimeros racionales de la forma (a, 1), a € Z. Definimos:

V:Z— 7' P(a)=(a,1)

Obsérvese que Z/ — {(0,1)} es un subgrupo de los niimeros racionales bajo el producto x .

Teorema 1.5

La aplicacién 1 anteriormente definida es un isomorfismo.

Demostracién:

1) Y eslineal.

Sean a, b € Z . Entonces se tiene que:

PY(a+b)=(a+b,1)=(a,1)+ (b 1) =P(a)+p(b)

Ademas:

P(a-b)=(a+b,1)=(a1)x(b,1) =(a) Y(b)

lo que dice que 1 es lineal tanto con respecto a la suma como con respecto al producto.
2) 1 es sobreyectiva ya que dado (a,1), a € Z, se cumple que P(a) = (a,1).

3) 1 esinyectiva:

Sean a,b € Z tales que:

PY(a) =) = (¢,1) = (b,1) = (4, 1) R (b,1) = a=b

Dado que Z y el conjunto Z' son isomorfos, haremos una identificacién entre los elementos de ambos conjuntos y diremos
que:

a=(aq,1)VaeZ

También podemos hacer una identificacién entre el producto X y el producto X, pues obsérvese que:

axb=(a,1)x(b,1)

De ahora en adelante usaremos el simbolo X para designar cualquiera de los productos. Sera tarea del lector distinguir de
cuél de los dos se trata.
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1.2.4 Ley de composicion inversa de la multiplicacion

Si x, z estin en Q y z es diferente de 0, entonces existe un tinico ndmero racional w que satisface x = z - w. En efecto,
w=x-z"! donde z7! es el inverso multiplicativo de z. Se recordara que el inverso es tinico, de ah{ la unicidad de w .

Basados en esta observacion definiremos el “cociente” de dos niimeros racionales.

Definicion 1.7

El producto x de Q" posee una ley de composicién interna a la que llamaremos cociente o divisién que asocia a una
1

pareja a, z de ntimeros racionales con z # 0 el namero racional w donde w=a-z7".
a a
Denotaremos a w por —,0sea, w = —
z z

Cabe observar que el cociente definido anteriormente, no es la divisién euclidiana que se estudi6 en cursos anteriores, aunque
posteriormente se haré la comparacién correspondiente.

Teorema 1.6

Todo niimero racional es el cociente de dos niimeros enteros.
Demostracion

Dado (a,b) € Q se tiene que

(a,b) = (a,1) x (1,b) = (a,1) x (b, 1)) "

y por la identificacién de Z con Z':

a
,b — b—l__
(a,b) =ax =

Se puede hacer la identificacién

a
,b)=—= ,b#0
(@b)=1  b#

que resultard muy cémoda para operar como el lector lo habrad comprobado en la escuela elemental.

Definicion 1.8
Diremos que el niimero racional a/b es igual al ntimero racional c/d sii ad = bc, lo cual se deduce naturalmente de
la definicion de relacion R .y de la identificacién hecha.

k
En particular, se tiene que si a/b € Q y k € Z se tiene que % = %
2 4 -
Por ejemplo, 3¢ Ademas, ?a = —% = —ib

De ahora en adelante no se hara distincién entre la suma + y la suma + , dada la identificacién del racional (a,b) con el
cociente de dos enteros. Recuérdese que si a y b pertenecena Z,con b # 0, existen q y r tnicos tales que

11
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a=bg+r y 0<r<b

— — 1
Como b pertenecea Q (enlaforma (b,1)) también b~ (enlaforma (b,1) = (1,b) ) pertenecea Q y por tanto,

a-bl=b-bl-q+r-b!

de donde % =q+ % lo que simplifica el concepto de “cociente” en Q, y el concepto de cociente, valga decir, el algoritmo de

la divisién en Z.

1.2.5

Extension a Q de la relacion de orden de Z

Se recordard que en la definicién de la relacién de orden de Z, se hacia uso de un subconjunto IN de los ntimeros enteros
positivos, por lo que para hacer un proceso anélogo en Q, definimos Q* por el conjunto de los ntimeros racionales formados
por el cociente de dos enteros positivos.

Propiedades de Q7

Ly

2)

3)

4)
5)

6)

7)

La suma + y el producto X restringidos a Q* son cerrados.
a c
En efecto, si x, y estan en Q* se cumple que x = 5 yy= 1 donde a, b, ¢, d estdinen IN.

a c_ae ot en QF
Luego, 5 %3 " bd y es claro que bd estien Q.

Por otra parte a+c _ ad+be de nuevo ad + be
Parte, £ 747 "pa Y

,estaen Q7.

Obviamente 0 estd en Q*.

El cociente de dos enteros negativos pertenece a Q" , pues:
-a_a
-b b

Dado x € Q se cumple que x € Q" 6 —x € Q*.
Si x y —x son dos numeros racionales que pertenecen a Q*, entonces x = 0, pues
a

X:B y—x:% cona,b,c,deN

Luego b = d = ad = —bc y como ad > 0 y —bc < 0, tenemos que ad = 0 lo que implica que a = 0 pues, por
definicién, d # 0. Por tanto, x = 0.

Si x estd en Q, entonces x > 0 siy solamente si x estd en Q*.

La relacion de orden en Q es total.

En efecto, dados x, y € Q, entonces x —y € Q lo que implica que, o bien x —y estd en Q* obien y—x estien Q* o
lo que es lo mismo: x <y 6 y < x

12
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8) Larelacién de orden < es compatible con la suma pues
x<y=—y-xeQ" (1.3)
X <y =y -xeQ (1.4)
Como Q7 es cerrada con la suma, de 1.3 y 1.4 tenemos que:
Y+y)-(x—-x)eQ* =x+x <y+y’.

9) Si k estien Q° —x estden Q*, entonces se cumple que k(y —x) estden Q*,ie. k>0 yx <y = kx < ky
Yy pleq Y y

Recuérdese que todo campo es un anillo entero, pues x -y =0 = x"!-x-y=x"1-0=>y =0 (El reciproco es falso:
Z. es un anillo entero y no es un campo).

X x+x

X
Por otra parte, en todo campo K se tiene que 13 + g = y

para x, X’ en K, yen K

1 1
10) Si el campo es conmutativo y ordenado, dados dos elementos x, z “del mismo signo” se tiene que si x <z = — > -

Xz

. z 1 1
puessix >0, x<z=>1<-=—= - < -
X z X

1 1 1.1
11) Siy <0 X<y = — < — == > —
)Siy<Oyx<y=-—x<-y= < =>7

Como ya demostramos que QQ es un campo conmutativo totalmente ordenado, se cumplen las propiedades 10y 11.

Definicion 1.9

Definimos la relacién < en Q por x <y &= y-xe€ Q"

Teorema 1.7

< es una relacién de orden en Q.
Demostracion:

1) Reflexividad: Si x estd en Q, se cumple que x —x =0 y como 0 pertenece a QF, se tiene que x < x.

2) Antisimetria: Dados x, y € Q
x < y=y-xeQ*
y <x=x- yeQt

y por la propiedad 5 se tiene que
x-y=0= x=y

13
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3) Transitividad: Sean x, y, z € Q
x < y=y-xeQ*
y <z=z- y et
Como Q7 es cerrado bajo la suma se tiene que
y—x+z—yeQ+=>z—er+=>xéy

Notese que la relacién < es una extensién de la relacién < puessi x, y € Z entonces:

x<ye=y-xeN

perocomo y —X = y%

que estd en Q' entonces x < y.

Dada esta extensién, de ahora en adelante utilizaremos sin ninguna distincién las relaciones < y <

Definicion 1.10

X‘_ x|

Si X estd en Q, definimos =
Yy yl |yl

A partir de la definicién se demuestran facilmente las siguientes propiedades del valor absoluto en Q:
1) |a-b|=]a|:|b| paratodo a, b€ Q
2) |la+b|<|a|+|b| paratodo a, be Q
3) la|] <0 paratodo a € Q
4) la|]=0&e=a=0

5) |la] = |b|| £ |a —b]| paratodo a, b € Q

1.3 Representacion irreducible de un numero racional

Recuerde que todo racional se puede escribir como el cociente a/b de dos enteros a y b, b # 0 donde a representa al
numerador y b al denominador.

Si consideramos el namero racional x = a/b ysi d es un divisor cominde a y b,esdecir, a=da’ y b=db’ con @’ y V’
en Z entonces:

a d

bV
y decimos que a’/b’ es una representaciéon de x obtenida a partir de la representacién a/b por medio de la simplificacién
por d.

14
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Definicion 1.11

Una fraccién se llama irreducible si su denominador es positivo y primo relativo con el valor absoluto del numerador.

Teorema 1.8

Todo ntimero racional x posee una y solo una representacién irreducible a’/b’ y, cualquier otra representacion es de
’

ka .
la forma o con k en Z*.

Demostracion:
1) Existencia de una representacion irreductible.

Sea x € Q y a/b una representacién de x. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que b > 0.Si a/b no es un
namero irreducible, entonces:

m.cd (Ja,b)=d#1"!

Por tanto

Claramente

|a’]
bl

es irreducible pues

2) Unicidad de la representacién irreducible.

’ ”

. a . . . a .
Supongamos que existen —, — € Q ambas representaciones irreducibles de —, es decir:
b’ b” b
a al a/l al all
vy Y v

fracciones irreducibles, entonces

a’b” =a”’b’ = b’ |a’t” (1.5)
Como |a’| y b son primos relativos se tiene que
b |b” =1 =b"k (1.6)
Luego de 1.5 se tiene:
a’b” = a”"b"k = a’ =ka” (1.7)

deloéoyl7:

Im.c.d (x,y) denota el méximo comtin divisor de x y y

15
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a  ka”
b~ kb~
al a/ 14
or tanto — no es una fraccidn irreducible a menos que k = 1, en cuyo caso — y — son exactamente la misma
b/ b/ bl/

fraccion.

Noétese que por un método muy similar al de la parte 2 se puede probar que todas las representaciones de a/b son de la
forma
’

ok con ke Z*

Teorema 1.9

Un ntimero racional r es la potencia k-ésima de un ntimero racional x sii el denominador y el numerador de la
representacion irreducible de r son la k-ésima potencia de ntimeros enteros (es decir, si a/b es la fraccién irreducible
de n y n esla potencia k-ésima de un ntimero racional x, entonces a =c* y b=d* conc,den Z, d#0)

Demostracion

Sea T € Q tal que T = x* yseala c/d representacién irreducible de x. Entonces:

Como [c[® y d¥* son primos relativos pues |c|y d lo son, es la fraccion irreducible de r (que por teorema 1.8 es tinica) y

ax
se cumple que su denominador y numerador son la k-ésima potencia de enteros cy d.

Sea ahora a/b la representacién irreducible de r con a = ck y b= d*, entonces

3
Il
e
~
Il
—_—
alo
SN —
~
o'l e

L . C
con lo cual r esla k-ésima potencia de x = 1

| Corolario 1.1 Cualquier potencia positiva de un racional no entero es un ntimero racional no entero.

14
3 o puede ser el cuadrado de un numero racional pues 14 y 9 son primos relativos y 14 no es cuadrado de ningin
entero.

Obsérvese que si n estd en N y x* =n no tiene solucién en IN, entonces como se recordard, tampoco la tiene en Z. vy, por
el corolario anterior, tampoco la tendrd en Q.

16
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1.4 Representacion de racionales en base b

1.4.1 Parte entera y parte fraccionaria de un numero racional

Como es sabido,se puede representar cualquier nimero entero en un sistema de numeracién en base b, con b > 2. Enlo
que sigue trataremos la representacién de los ntimeros racionales en base b,con b>2 y b e Z.

Consideremos el ntimero racional c/d ; entonces, por la divisién euclidiana de ¢ por d, se tiene que ¢ = dq+r,con o <r < d.
Luego, aplicando el cociente o ley de multiplicacién inversa, tenemos que

c_dgtr_ T
a-—a 973

Definicién 1.12
c
Se dice que q es la parte entera de un numero racional x = 1 si q es el mayor entero menor o igual a x (i.e.

€ c
q< 1 < q+1) y ala diferencia de la parte con el ndmero racional Fl la llamamos parte fraccionaria.

. . . 25 . 25 25 . ,
Por ejemplo, si consideramos 3 se tiene que 8 < — < 9 por tanto 8 es la parte entera de 3y la parte fraccionaria es

3
25 1
2_8==-.
3 3

p g . . C
Obsérvese que esta definicién es equivalente a decir que la parte entera de 784 donde c=qd+rcon0<r<dyla
. . T . . . . o
parte fraccionaria es q/seve entonces que la parte fraccionaria y la parte entera de un ntimero racional son tinicas.
Notese ademds, que para representar el ntimero racional basta estudiar la representacién de la parte fraccionaria, ya que

0 < r/d < 1, por lo que estudiaremos a continuacién la representacién en base b > 2 de los nimeros racionales que se
encuentran en el intervalo [0, 1].

1.4.2 Numeros b-adicos

Definicion 1.13

Sea b > 2 un entero positivo; decimos que un ntimero racional x es un ntimero b-adico si existe un entero a y un
natural n tales que

Para el caso particular b = 10, a los nimeros 10-4dicos se les llama ntimeros decimales y para el caso b = 2 se les llama
nameros diadicos.

Denotamos por Ay, el conjunto de los ntimeros b -adicos.

Propiedades de los numeros b-adicos

17
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zb
1) El conjunto Z esta contenido en Ay que a la vez esta contenido en Q, pues si z estd en Z, se tiene que z = - Ypor
tanto z estaen Ay

Por definicién se tiene que Ay estd contenidoen Q.

2) Laadicién y el producto son cerrados en Ay, pues

a c _ ac a c _ab™+cb™
b X pm  pn+m y b + pm pntm
a c
3) Bajo la suma, Ay es un subgrupo conmutativo de Q, pues si o B estinen Ay

a c_abs—cbn
b bs  pnts

4) La restriccién del producto en Ay es obviamente asociativo y distribuye con respecto a la suma.

Concluimos entonces diciendo que Ay es un anillo conmutativo unitario y entero.

Teorema 1.10

Para que un ntimero racional x sea b-adico es necesario y suficiente que todo divisor primo del denominador de la
representacién irreducible de x sea un divisor de b.

Demostracion

Sea x € Q y p/q su representacion irreducible y supongamos que x es un nimero b -adico, entonces:

azbinzpbnzaq

luego q|pb™, pero como qyp son primos relativos, entonces q|b™ por lo que todo divisor primo de ¢ es un divisor
primo de b™ yconellode b.

Por otra parte, supongamos que la representacién prima de q es
q=p;'x...xpy"
y que b es divisible por pix ... xpr. Considérese el entero n igual al max(«y, ..., &), entonces
prX ... xpy b
y por tanto q es divisible por b™, o sea, existe k en Z tal que
b™ =kq
y asi % = E—E obteniéndose el resultado del teorema.
Por ejemplo, 1/30 no es un nimero decimal, pues 3 es un divisor primo de 30 y 3 no divide a 10.

Notese que si a es un entero mayor que b y distinto de una potencia de b, entonces b/a no es un ntimero b -adico.

Deducimos que Ay, no es un campo (recuerde que a estd en Ay, pues Z C Ay, ).

18
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1.4.3 Representacion en base b de los numeros b -adicos
Recordemos que todo ntimero racional x estd definido por la parte entera més la parte fraccionaria f que cumple 0 < f < 1.

Por eso vamos a definir una representacién f del nimero b-ddico f enbase b a la que llamaremos “representacién incom-
pleta”, para no hacer confusién con la representacion del niimero b -adico f de parte entera “0”.

Definicion 1.14
Sea y = % un nimero b-adico en [0,1[, entonces existe N € N tal que si n > N se tieneque 0 < a < b™.
Sabemos que a tiene como representacién en base b con n digitos:
a=qib™l+qb™2+...+qn
Decimos que una representacién incompleta de orden n de y es

b4+
y:ql e qn:qlb_1+...+qnb_n

Llamamos “representacion minima de y” (o representacién de orden minimo) a la representacién incompleta de
orden n.

Obsérvese que un nimero b -ddico en [0, 1] tiene muchas representaciones incompletas.

Las representaciones incompletas de un namero b-adico en [0, 1[ se obtienen a partir de la representacién incompleta de
orden minimo agregando ceros a la derecha.

. a . ..
En efecto, si y= b_“ es la representacion minima, entonces

a ab?
bn  bntp
y
a
Equb“‘1+...+qn,
| (@ b™ 4+ g)bP b 4+ b P+ 0-bP T 40+ +0
uego y = b P - pntp

y por tanto se tiene la “misma representacién” agregandole ceros a la derecha.

’

. a P
lo cual contradice el hecho de que -— es la minima

Por otra parte a no puede dividir a b pues se tendria que y = 5

pn-1
representacion y por tanto qn, no puede ser “0”

representacion minima en la base diez, n =1,
0 sea, representacién incompleta de orden 1.

NI+~
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% = 0.50 representacion incompleta de orden 2.

Los ntimeros enteros serdn entonces representados como acostumbramos a hacerlo en Z . Los nimeros racionales positivos,
de la siguiente manera: ponemos primero la parte entera (en base b ), luego una coma y a continuacién la representacién de
la parte fraccionaria, también en la base b.

1344 14

105 Y 103 respec

Asi, por ejemplo, en numeracién decimal, 1,344 y 0,0014 son las representaciones de orden minimo de

tivamente.

Por otro lado, si consideramos un ntimero racional x con parte entera e, con
e=(n qn-1 ... qo enbase b y de parte fraccionaria f cuya representacién enbase b sea f = g1 gz ... gs, sabemos entonces
que la representacion del racional x en base b es

x:e+f:qnqn_1 ...d0, 9192 ... Qs
O sea que

X=qnb™+ ... +qo+gib 1+ ... +gsb~

1.4.4 Representacion de los numeros b -adicos negativos
Todo nimero b -adico negativo x es el inverso aditivo de un ntimero b -adico positivo —x. Obtenemos la representaciéon

b-ddica de x con solo agregar un signo “—"alade —x.

Asi por ejemplo, — se representa en base decimal por —1,25

100

125

Por otra parte, nétese que ——— = -2 que escribimos también como -2 +0,75.

_ . D
100 100
Como notacién usaremos —2 + 0,75 = 5, 75.

El simbolo “ —” sobre la primera cifra nos indicara que se trata de una parte entera negativa y una parte fraccionaria positiva.
Por otra parte, sabemos que si el simbolo “ —” estd a la izquierda del ntimero, tanto la parte entera como la fraccionaria, son
negativas:

125
T -1,25

La primera representacion citada en el parrafo anterior es méds cémoda para operar, todas las partes fraccionarias se suman,
independientemente del “signo” de cada ntimero; las restas no aparecen mds que entre enteros, resulta sencillo resolverlas.

Para ilustrar el método veamos el siguiente ejemplo:
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Ejemplo 1.3

1,72436
3,51642
2,03281
1, 64357
2,91716

La suma de las partes fraccionarias es 1,91716 = 1+ 0,91716 . La suma de las partes enteras es 3, 6 lo que es lo mismo
—3. De donde el resultado final serd 3 + (1 + 0,91716) = 2 + 0,91716 = 2,91716.

Es facil pasar de una representacion a la otra, pues si e es la parte entera y f la parte fraccionaria de un ndmero racional:

—(e+f)=—(e+1)+1-fdonde 0<1-f<1

1.4.5 Aproximacion de un racional por nimeros b -adicos
Los ntimeros b -adicos son los tinicos representables como una suma de términos de la forma t-bP con peZ y t € N.

Sea ahora c/d un racional cualquiera con d > 0; vamos a estudiar su aproximacién por nimeros b -adicos.

Se quiere encontrar un entero a tal que para n € N se tenga que

c - a+1
d bn

a
— <
bn —

olo que es equivalente ad < cb™ < da+d

En efecto, tal a existe por la divisién euclidiana de ¢ b™ por d, o sea, se tiene que cb™ =da+rcon 0 <r<d

Definicion 1.15

Dado un racional c¢/d y un natural n, al entero a que satisfaga

a+1
le.

C1<C<
b™ — d

se le llama la aproximacién b -4ddica de orden n del racional c/d . Esta aproximacion siempre existe por la observacién
anterior a la definicién.

80
Por ejemplo, la aproximacioén decimal de orden 1 del racional - es 2,5 pues

25 180 26 _

E=2’5< - <E_2’6

Notemos que al hacer variar n obtenemos, para cada ntimero racional un sucesién infinita de cifras en su representacién
b -adica.
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a; Qap a
Las denotaremos como ayg (a la parte entera), o -

) Ty ey y oeeen
1" b bn

De esta manera queda determinado todo nimero racional: si consideramos dos racionales distintos, sus representaciones
b -adicas no pueden ser iguales para todo entero 1.

Lema 1.1 Para todo entero n € N y para todo b > 2 se tiene que

b™ >n
Demostracion
Lo demostraremos por induccién sobre n.
El resultado es obvio para n = 1.
Supongamos que se cumple para un entero n. Esto es
b" >n

Debemos mostrar que b™! > n + 1 deduciéndolo de b™ > n:

b"l>bn>2n=n+n=n+l

Teorema 1.11

Sean dos racionales x, x’ tales que x < x’.La aproximacién b-ddica de orden n de x es entonces menor o igual a la
de x’. La desigualdad estricta se obtiene para un n suficientemente grande.

Demostracion

’
a a . . (1 .
Sean x, x" en Q y b_n —= sus aproximaciones b -ddicas de orden n respectivamente.
n n
a a +1
S <x<x'<
n

= an<anu<ady,+1l=an <d}

y por eso, la representacién de x es menor o igual alade x’.

Considérese ahora un entero n tal que

1 1
n > = b" > - — <x'—x
X’ —x X’ —x bn
a 1 , ap+1
entonces <X+ —<x' < —
bn bn

luego an+1<ap +1 = an < a,

de donde se obtiene que la representaciéon de x’ es mayor que la de x.
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1.4.6 Representacion de racionales en base b por una sucesion infinita
an-1
bn—l

. . ) . . . . C
Estudiemos a continuacion las aproximaciones de orden n —1 o sea, y siguientes de un racional 1

Recordemos que a,-1 se obtiene por la divisién euclidiana de ¢b™! por d.

cb™ !l =dan_1 +Tha
luego, para obtener a,, tenemos:

cb™=dan1b+11b
y haciendo la divisién euclidiana de t_1 por d:

Th-1b=dqn+7mT cont, <b;
luego
cb™=d(an-1b+qn)+Th
con T, < b. Por tanto, a partir de ag y 1o podemos obtener por recurrencia an y Tr .
an =an-1b+qgn

donde ¢, es el cociente de la divisién euclidiana -1 por d y 1, suresto. Luego

an _ an-1 dn
b bnl o bn

Como qn esmenor que b,

a g +1
dn C_Onavo
b T d -~ bnl

an-1 . 2 ) an
T Posee una representacién en base b, con la cual podemos obtener la representacién de e

La aproximacién
bn-

Qn-
Solamente debemos agregar g, a la derecha de la representaciéon de — L
pn-1

Hemos justificado asi el método que se emplea desde la escuela, en numeracién decimal, para obtener los ntimeros decimales:
nos aproximamos por defecto de un cociente de enteros.

18
Asi, por ejemplo, - en base 10 lo obtenemos de la siguiente manera:

18 |7
40 |2,57142857

50

Entonces, para todo niimero racional x, existe una sucesion infinita de enteros ag, q1, q2, ..., qn, ... todos, salvo tal vez
ap , mayores que 0 y menores que b —1, tales que:

1) ap esla parte entera de x.

2) Esta sucesion es tnica y distinta para cada ntimero racional.
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Definicion 1.16

Para todo entero n > 1, llamamos “representacién reducida de orden n del racional x enbase b ” ala representacién
de ap enbase b separada por medio de una “coma” de las cifras qi, q2, ..., qn -

Definicion 1.17

Llamamos “representacion ilimitada en base b del racional x ” a la sucesién asociada a cada ntimero racional.

Para el caso particular de b = 10 decimos que es la representacion decimal ilimitada y que qr, es el n-ésimo decimal de x,

si b =2, decimos representaciéon binaria ilimitada.

Obsérvese que si x es un nimero b-adico, existe un k € N tal que

a ab abz_
b_k_bk+1_bk+2_

Para obtener una representacién mayor que la de orden k, le agregamos a ésta ceros a la derecha. La representacion ilimi-
tada de un nimero b -ddico se reduce entonces a una representacion limitada con un niimero no finito de “ceros” a su derecha.

No es necesario emplear una serie infinita para representar un racional. Basta con conservar cierto niimero de cifras de la
representacién, pues llega un momento en que el error que cometemos es tan pequefio que ya no nos interesa.

Teorema 1.12

Para todo racional positivo c¢/d existe un entero natural k tal que las cifras qx+1, qk+2, qk+n, ... de la representacién
ilimitada de c/d enbase b se repiten periédicamente, con un periodo mayor o igual a “d”.

Demostracion
Recordemos que q se obtiene por eo cociente de la divisién euclidiana de brn_1 por d, donde 0 < v < d y que 11
depende a su vez de 1, y este de r,,_3 y asi sucesivamente hasta llegar a 19; ademds, 0 < r; < d para todo i menor o

iguala n.
Entre 0y d existe un ndmero finito de enteros. Por tanto, para todo k, existe p tal que:
Tk =Tk4p con 1<p<d
El cociente de la divisién euclidiana de bty por d es entonces igual al de bry,, por d, es decir, qx = qip -
Ademas, Txi1 = Tk4p+1 dedonde qii1 = qrrp+t -
A continuacién mostramos por induccién que gk+n = Jk+p+n -
Supongamos que qii+m = gk+p+n - Por un argumento similar al expuesto,

Jk+m+1 = Jk+p+m+1
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Entonces las cifras son periédicas y de periodo p.

1
Por ejemplo, en base decimal, el racional 78 es de periodo 6 pues

g = 2,571428571428571428 . ..

En el caso de los ntimeros b -ddicos, a partir de un cierto ntimero las cifras son nulas. Decimos entonces que los ntimeros
b -adicos son de periodo 0, al igual que los ntimeros enteros.

1.4.7 Ejercicios

3
1. Encuentre los enteros a y b tales que — = 1Y ab=75.

3
2. Encuentre los enteros a y b tales que — = 17 2a% + b2 =1224.
3. Sea x # 0 un racional. Encuentre los racionales y tales que x -y y 5 sean enteros.

a ¢
4. Sean a, b, ¢, d cuatro enteros naturales talesque a<b<cy 5 = 1

a. Compare c y d

b. Compare a+dy b+c

168
5. Se trata en este problema de encontrar los racionales equivalentes a i1 tales que el numerador y el denominador sumen
S.

a. ;Para qué valores de S tiene solucién el problema?
b. ;Cuél es el valor de S maés pequefio para que el problema tenga solucién si S es un mdaltiplo de 5?

c. Encuentre todas las soluciones posibles para S < 800

2n+1
6. Para qué valores de n se puede simplificar la fraccién 2 — 35 .
n+1 3n+7 n@Bn+1)

n—-4"2n-5 n2-1

Lo mismo para
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7. Determine dos ni b pri tre si, tal atb _ 6
. etermine dos numeros a rimos entre Si, tales que ——m— = — .
yoPp e 2 T3y

1 a

a. Determine dos enteros naturales a y b talesque ——— = — - ——
nn+l) n n+l1

para cualquier entero n distinto de 0.

1 1 1 1
. Evalte 1 A= — 4+ —— 4+ — 4+ ...+
b. Evalte la suma 1.2 723731 nn-1)
9. Evaltie lasuma B = —— + —— + 4.4 :
. Evalte la su = T en-1)2n+1)
1-3 3.5 5.7 en-1D2n+1)

91
10. Determine las fracciones equivalentes a la fracciéon To5 due tienen numerador inferior a 50.

en los siguientes casos:

X
11. Determine una fraccién " equivalente a la fraccién 71

a.x+y=75

b. y-x=176

c. xy =4536

d. xy=14

e. m.c.m (x,y) = 1260

. , 36+x 39 .
12. Determine dos niimeros enteros naturales x y y tales que x +y =56 y 0+y Y g5 sean equivalentes.

13. Mostrar que no existe un niimero racional cuyo cuadrado sea 2.

14.Sea G = {(a,b): a,b e Q- {-1}}

Sia; =(x1,Y1) y a2 = (x2,42) estdinen G, definimos:
a1 Taz = (x1,Y1) T(x2, Y2) = (x1x2 + X1 + X2, Y1Y2 + y1 + y2)
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a. Mostrar que para cualesquiera arya € G, qiTax pertenece a G (es decir, T es una ley de composicion interna en
G.

b. Mostrar que T es una operacién asociativa y conmutativa.

¢. Mostrar que (G, T) es un grupo abeliano.

"

15. En E = ZXQ definimos dos leyes de composicién interna “o” y “ T “ tal que si x = (a, @) y y = (b, 3) estdnen E, entonces:

xoy = (a, x)o(b, B) = (a +b), &f
xTy = (a,)T(b, B) = (ab, x + B)

" 1

a. Mostrar que “0” y “ T ” son conmutativas y asociativas.

" _ 1

b. Mostrar que “0” y “ T ” poseen un elemento neutro en E, y determinar para cada una de las leyes los elementos de E
que admiten un inverso.

¢. Mostrar que “ T ” no es distributiva con respecto a “0”.

16. Sean a y b enteros naturales con b # 0.

a+x
b+x’

. , , . a
a. Si x es un nimero natural, compare los nimeros racionales 5 y

b. Muestre que para todo ntimero racional h > 0 existe un entero X tal que
-1 <n.

a+x
x> X= |

b+x
17.Sean a, b, ¢, d, e, f, k, |l enteros con b, d, f no nulos.

a. Mostrar que si b # —d, entonces

a ¢ at+c ¢

—_ = = e = —

b d b+d d
b. Si kb + 1d # 0, analice si las igualdades a_° katle ¢ son equivalentes
: ' sY b d kbrld d au '

c. Encontrar los enteros a y b tales que
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i =—vya+b=234
) R

c'le

a3 _
11)3—47y3a 2b=4

d.si 2=

C € s .y s
17 donde e es el resto de la division euclidiana de a por c, mostrar que f es el resto de la divisién
euclidiana de b por d y comparar los cocientes de las dos divisiones.

. -, a_=¢c . . . .
e.Si a, b, ¢ positivos y 5 = g con @ ¢ primos relativos, mostrar que a dividea b y c dividea d.

18. Bajo qué condiciones necesarias y suficientes, P se puede escribir:
q

p a;  a? k
q

19.

12n + 96
a. Encontrar los enteros naturales tales que a1 S entero.
n

b. Dados tres enteros positivos a, b, ¢ mostrar que si |b — ac| > ¢, existe al menos un entero natural n tal que

a-n+b

es entero
n+c

c. Mostrar que dados a, b, ¢ enteros positivos, existen al menos dos enteros naturales tales que:

an+b

es entero
n+c

d. ;Bajo qué condiciones se puede afirmar que existen tinicamente dos naturales que satisfacen c)?

n n
1 1
20. Sea n un entero positivoy S, A, tales que S, = —— vV A, = _
posEvey a ;p@u)y ;p@m
Considérese E={Sy :neN} y F={A,:neN}.

Mostrar que E y F contienena Q.

28


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

1.4. REPRESENTACION DE RACIONALES EN BASE b (http:/tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).
21.

a. Sean dos enteros a y b tales que 0 < a < b. Mostrar que existe un tinico entero positivo q, tal que:

1

q+1<

1
S_
q

o'l e

1
yque%—qul esiguala%conu<ayv>b.

b. Dados n y k dos enteros positivos, ponga como la diferencia de dos ntimeros racionales representados por dos

fracciones de numerador 1, el numero racional ————.
nl(k+1)

¢. Muestre que todo racional positivo es la suma de un entero natural y un ntimero finito de racionales positivos represen-
tados por fracciones de numerador 1.

31
d. Represente de esa forma el ntimero racional TR

e. Dados dos enteros positivos n, k, muestre que es la suma de n racionales representados por fracciones de

"
nl(k +1)
numerador 1y con denominadores de la forma p!(k, +1) con 0 <p <n -1y k, todos enteros positivos.

Muestre que si p < p’ entonces k, dividea ki, .

22. Sea n un entero natural

n+mn sa . . .
a. Muestre que es la representacion irreducible de un racional.

n
b. Encuentre valores de n pares para los cuales sea un entero.

hn+2 3n+8
n+d ) -1

23. Para qué valores de 1 se tiene que no son irreducibles.

24, Para qué valores del entero n se tiene:

no es irreducible.

a. La representaciéon

es entero.

b. El niimero racional
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n+19

e es el cuadrado de un racional.

c. El niimero racional

25.Sea © una fraccion irreducible, mostrar que las siguientes fracciones son también irreducibles:

'le-dm

2 2
I

Pq
_w
2 -p?

P
o

p>+pq+q*
p+q

¢ P+29
" 2p+3q

Pa
P+
P-4
h. ——
p?-Ppq+q?

(p +q)?
Pq

26. Demuestre que las fracciones siguientes son irreducibles:

n

o

2n+1
" 2nn+1)

In+1
Sn+1

C.

4 (n-DGn+1)
n
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e 2n+1
‘"n2-n+1

27. Llamamos comtn denominador de dos niimeros racionales x y x’ a todo entero d tal que existe una representacion de
X’ y otra de x que tenga por denominadora d

a. Demostrar que los denominadores comunes de dos racionales estdn dados por los miltiplos no nulos de un mismo
entero natural al que llamamos el menor denominador comun.

b. Dados a/b y c/b, encontrar las condiciones necesarias y suficientes sobre a, by ¢ para que b sea el menor denomi-
nador comtinde ayc.

¢. Encontrar el menor denominador comun de:

i 10
3’ 85
125 84

i) 165 Y 165

d. Generalizar las partes 1 y 2 para més de dos ntimeros racionales a la vez.

28. Sean E y % dos fracciones irreducibles.

’ + ’ ’
a. Mostrar que para que pq—qpq sea la representacién irreducible de Py % , es necesario y suficiente que qy q’ sean
P

primos.

’
b. Mostrar que para que L—) + % sea un entero, q debe ser igual q’ y averiguar qué condicién es necesaria para py p’.

’ ’
- sea la representacion irreducible de Px R/ es necesario y suficiente que g sea primo con
9 4

¢. Mostrar que para que PP

pyq conp.

’

d. Mostrar que para que % X % sea un entero es necesario y suficiente que q dividaa p’ y q" a p.

29. Dado un entero racional positivo a cuya representacién irreducible es p/q, mostrar que para un ntimero racional x
donde p/q es el producto de x por un entero natural, es necesario y suficiente que para la representacién irreducible u/v
de x:
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a. u dividaa p.
b. q dividaa v.

c. El cociente de v por q sea primo con p.

1
30. Definimos para todo ndmero racional x # 0, 8(x) =x — —
X

a. Encuentre los racionales para los cuales 8(x) es un entero.

b. Dados dos racionales x, y con p/q, u/v sus representaciones irreducibles respectivamente, mostrar que 6(x) es un
enterosii p - q dividea u y v dividea (p+q) 6 (p—q).

3
c. Encontrar los racionales para los cuales 6 (E) es entero.

31. Determine dos fracciones irreducibles a/b y c/d sabiendo que el D.C.M. de sus numeradores es su diferencia, que el

M.C.M. de sus numeradores es 1050 y que % - % =z

32.Si ab’ —b’a’ =1 ysi n es un natural cualquiera, mostrar que las fracciones siguientes son irreducibles:
y

a a
)
a+a
b.
b+b
a/
C.?
a+na
d ———
b +nb’
e a—a
"b-v

33. Sea I el conjunto de representaciones irreducibles p/q de nimeros racionales del intervalo ]0,1]. Dados cuatro enteros
naturales p, q, p'y q’ talesque p’"q—-pq’'=1,p#0y p’'<q":
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a. Mostrar que p’, q"y q” son diferentes de 0y que q # ¢’

’ ’

b. Mostrar que % y % pertenecena I y que % <2

q’

+ ’
p, estd en I y justificar lo siguiente:

c. Mostrar que P

~

+
bty ¥
q 9q+(q q
: , , p-p . . p-p _p
d. Mostrar que si q > q" entonces p > p’ y que a—q pertenece a I y comparar los niimeros racionales i—q y q

e. Sea k un entero natural. Definimos: px =p + kp’, qx = q +kq’, p} = kp +p’. Mostrar que para todo k € N, Z—k y
k
’

p—? pertenecen a I y que:

k ’
i)]%<]D

qx

il) p_k < Px+1
(¢} qk+1

34. Denotaremos por E(x) a la parte entera de un ntimero racional x.
a. Muestre que E(x +y) > E(x) + E(y). ;Qué puede decir de E(x +y) — [E(x) + E(y)]?
b. Muestre que E(x —y) < E(x) — E(y)

c. 5Si n € N*. Muestre que:
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. E(nx)\ _
I)E( = )—E(x)

n-1

ii) 2 E (x + g) = E(nx)

k=0

35. Sea Ap el anillo de ntimeros b-adicos con b > 2. Si x pertenece a Ay, un miultiplo de x es el producto de un entero
cualquiera por x.

a. Dé un ejemplo de un subgrupo de Ay, .
b. Muestre que si x pertenece a un subgrupo G de Ay G contiene todo multiplo de x.
. . 1 1
c. Sea ahora b primo. Sea G un subgrupo de Ay tal que existe un natural p para el cual 57 € Gy ba ¢G,Vqg>p.
Muestre que G no contiene ningtn entero de la forma biq para q > p y a un entero no divisible por b.
. L 1
Muestre que G es el conjunto de los multiplos de o

1
d. Muestre que si b es primo, los tinicos subgrupos de Ay que contienen alson Ay y los multiplos de 5y parap un
natural.

e. Muestre que para b = 10, existen otros subgrupos de Ay, que contienen a I, muestre que el mismo resultado se obtiene
siempre que b no sea primo.

3k
f. Si b > 2, muestre que el conjunto de niimeros ,p para keZyb e N, esunsubgrupode Ay .

8. Muestre que para todo b existen subgrupos de Ay que no estdn formados por multiplos de un mismo ndmero b -adico.

36. Averiguar cudles de los siguientes racionales son decimales:

675" 160" 425" 4700" 10240" 150

17k
37. ;Cudles son los enteros positivos k tales que — esun ntmero decimal?
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38. Dado un ndmero racional x con su representacion irreducible P/q, ;cudles son las condiciones necesarias y suficientes
para que x posea una representaciéon de una fraccién con denominador una potencia de 907?

39.

. . 1 3
a. Dados dos ntimeros racionales x y y que cumplen las ecuaciones x +y = 1 X" Y=05- Mostrar que son dos ntimeros

decimales.

b. Dados «, 3, v, 6, uy v nimeros b-adicos. Dar una condicién suficiente para que los ntimeros racionales x, y que
verifican ax + Yy =u y yx + 8y = v sean nimeros b -adicos.

40. Encontrar los niimeros S para los cuales existen dos cifras a y b tal que la suma de dos niimeros decimales representados
en numeracioén decimal por a, b y b, a sea S.

41. Determinar los ntimeros racionales representados por una fracciéon de denominador positivo inferior a 10, donde la
aproximacién decimal de ordenles 3,4.

42. En el sistema de numeracion de base 10 se escribe uno tras otro los enteros de 1 hasta n. Si se han utilizado 3333 cifras,
(cudles n?

43.

a. En el sistema de base x > 2, demuestre que los nimeros n = (x — 1)2 y p = 2(x — 1) se escriben respectivamente
by ba.

b. En el sistema de base x > 3, demuestre que los nameros q = (x — 1)° y r=(x+2)(x- 1)? se escriben con las mismas
cifras.

44. Sea p/q € Q, q > 0, tal que las cifras de la parte fraccionaria de sus aproximaciones en una base b son periédicas a partir
de ay,deperiodo | (i.eVn >k, an=an+1).

a. Pruebe que Vn > k, las aproximaciones de orden n de x y de xb! difieren en una constante 1. Determine .

1 1
b. Si n > k, pruebe que —b—n<x(b1—1)—u<b—n
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c. Deduzca que x = y determine py q.

v
blt-1

d. Encuentre x cuando sus aproximaciones en base 3 son 2,01212121...
45.

a. Demuestre que para que una fraccion irreducible sea equivalente a una fraccién decimal, es necesario y suficiente que
su denominador sélo contenga como factores primos a 2 y 5.

b. Escriba la representacion con cifras de los siguientes racionales decimales:

14 38 27 3
20" 647 1257 6250

46. Encuentre los ntimeros decimales que tienen como representacién x, y tales que x, y -y, x =5,4
47. Determine las fracciones equivalentes a decimales cuyo producto de numerador y denominador es 90.

48. Sea b > 2 un entero.

a
a. Dado un entero a tal que 0 < a < b — 1, encontrar la representacién ilimitada en base b del ntimero racional b1
5
Dé la representacion ilimitada de 5

4
b. Determinar la representaciéon decimal ilimitada de i

c. Sean ay a’ dos enteros talesque 0 < a<b-1y 0 < a’ <b-1;sea x el entero representado ne base b por aa’.
Encontrar el desarrollo ilimitado en base b de

b2 -1

4512

d. Generalizar el resultado de c). Encuentre el desarrollo ilimitado de 9999 -

49.Sean a, b, ¢, d, k, 1, n enteros positivos. Supongamos que los nimeros racionales a/b y ¢/d tienen la misma aproxima-
cién decimal de orden n.

ka + lc
a. Mostrar que T ld admite también la misma aproximacién decimal de orden n.
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a c ka+ lc
b’ d kb+1d

’

b. Sean p, p’, p” las diferencias de con sus aproximaciones decimales de orden n respectivas, expresar

p” en funciéonde p, p’, k, 1.

50. Sea x un ntmero racional talque 0 <x <lyy=1-x.

a. Si x no es un nimero decimal, mostrar que y tampoco lo es.

an

Sea Ton

la aproximacién decimal de orden n de x ;Cuéleslade y?
Mostrar que la suma de dos cifras del mismo periodo en la representacién decimal ilimitada de x y y es 9.

b. Si x es un nimero decimal, ;cémo se modifican los resultados obtenidos en 1?

. . Sa . . a .
51. Sea un ndmero racional cuya representacién irreducible es Td donde d; y d> son dos enteros mayores que 1y primos
1d2
relativos.

a W W
did, ~ d;  do

a. Mostrar que existen u; y u, tales que

b. Mostrar que existen infinitas descomposiciones de ese tipo.

a .,
did, di  dp

c. Mostrar que existen e, vi y v, tales que ,0<vi<dry

0<wv<ds.
d. Mostrar que e es tinico pues vi y vo también lo son.
e. Efectuar esta descomposicién para a =11, d; =2, dp = 3.

, . Lo . a
52. Sea un ntimero racional cuya representacién irreducible es PR donde dj, dy, ..., dn son enteros mayores
1, 27 veey n

que 1 y primos relativos dos a dos:
a. Mostrar que existen e, v, vy, ..., vy Unicos tales que:

a %1 A% A%
- et —+—=+.. .. +T4+con0<vi<d,0<wm<dy, ...,
di, da, ..., dn di d dn
0<vn < dn.
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b. Mostrar que todo ntimero b -ddico positivo e inferior a 1 es igual a la suma de ntimeros b -ddicos de la forma
k>0y0 < a<b yque esta descomposicién es tinica.

a
bk con

P . . a .
¢. Mostrar que todo ntimero racional es la suma de un entero y de niimeros de la forma —-, donde p es un entero primo,

a un entero tal que 0 < a < p y k un entero positivo.

d. Mostrar que esta descomposicién es tinica.

s . . 36
e. Efectuar esta descomposicién para el ntimero racional 5

53. Muestre que Q es arquimediano, es decir, pruebe quesi 1, 1’ € Q y v’ > 0, existe un entero n tal que nr > r’.

54. Dados ay e € Q, con ¢ > 0. Pruebe que existe un ntimero racional x distinto de a tal que |[x —a| < ¢

55.

Definicion 1.18

Una rama inicial abierta de Q es un subconjunto r de Q tal que:

1) r#0yr#Q
2) Vxer,VyeQ:y<x=uyer

3) 1 no tiene elemento maximal

a. Demuestre que toda rama inicial estd acotada superiormente.

b. Demuestre que todo racional A no perteneciente a 1 es estrictamente superior a todo racional en r.

Definicion 1.19

R es el conjunto de las ramas iniciales abiertas de Q (todo elemento de R se llama niimero real). Si una rama inicial
tiene un extremo superior en Q entonces se dice que es un ntimero racional y, el conjunto de ellos se denota por Q.

Toda rama inicial que no pertenece a Q se llama ntmero irracional y, el conjunto de ellos se denota por I. Es decir,
QuI=RyQnlI=9
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c. Muestre que si T tiene un extremo superior a, entonces v = \/_ ={xeQ/x < a}

d. Muestre que la relacién de inclusién en P(Q) induce en R una relacién de orden total (que se denotard “ <”).

e. Muestre que la aplicacion:

es biyectiva y preserva el orden.

f. Muestre que si x € T (o € Q) entonces Vo < .

8. Muestre que para dos ramas iniciales cualesquiera Ty s con 1 < s, existe una rama inicial tal que v < tq < s, es decir,
Q esdensoen R.

Definicion 1.20

Si ry s son dos numeros reales, se define 0= {x +x’/x €Ty x’ € s}

h. Muestre que o es una rama inicial.

Definicion 1.21

Se define

+:RxR—R

(r,s)— o=1+s

i. Demuestre que (R, +, <) es un grupo abeliano totalmente ordenado.
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56. Sea A = {S(i)/i € I} donde S(i) es una rama inicial abiertaen Q e I es una familia cualquiera de indices.

Suponga que A estd mayoradoen R, estoes: dJo € R talque Viel:S(i) Co.

Viel,xeS{i)=x€S

Sea st(i)/ia{ VxeS, Jieltq xeSW)

a. Muestre que S no es vacio.

b. Muestre que S # Q

c. Muestrequesi y € Q y y < x,entonces y € S.

d. Muestre que S no tiene un elemento méas grande ;Qué puede decir de S?

e. Muestre que todo mayorante de A contiene necesariamente a S ;Cual es su elemento més pequefio?

f. ;Cuél es el conjunto de mayorantes de A ?

57. Concluya el axioma del extremo superior.
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El conjunto de los numeros reales

2.1 Introduccion

El lector comprenderd que a través del hacer diario es muy natural hablar de la raiz cuadrada de cuatro y, por extension, de
la raiz cuadrada de cualquier ntimero racional.

La dificultad se presenta cuando tratamos de enmarcar estos ntimeros dentro de los que ya tenfamos, pues resulta que V2
no es racional.

4

Yéndonos més atras preguntariamos qué es V2. La experiencia daria nos permitiria “trabajar” con estos y otros “ntimeros’
no racionales, pero esa experiencia podria llevarnos a sendas equivocadas. a guisa del ejemplo:

1=y = V-1 V-T=V1=1

donde se us6 el echo, que por experiencia pareciera correcto, que

x2 =x

El método axiomatico provee entonces de una herramienta para explicar lo que no queremos que pase, y en el caso de los
niimeros reales se podrian pensar en dos caminos bésico:

1) Aceptar axiomdticamente la existencia de los nlimeros reales y obtener dentro de ellos conjuntos “similares”a IN, Q, Z.

2) Definir los ndmeros reales a través de sucesiones de ntimeros racionales probar todos los “axiomas” del enfoque 1.

En este libro optamos por el primer camino.

2.2 Definicidon axiomatica del campo R de los humeros reales

Aceptamos la existencia de un conjunto que denotamos por R y a cuyos elementos llamaremos ntimeros reales. Este conjunto
esta dotado de dos operaciones internas - una suma y un producto - y de una relacién de orden denotado por “ <”; con las
propiedades siguientes:
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El conjunto R con la suma y la multiplicacién es un campo conmutativo (Al elemento neutro de la adicién lo denotamos
por “w” y por “e” al del producto).

El conjunto R con la relacién de orden “ <” es un conjunto totalmente ordenado. Ademas, si x, y, z estinen R" y
X', Y/, 2 en R" se tiene que:

1) x £y = (x+z < y+2)

2) Z <X y 72 <y)=( <xY)

Todo subconjunto de R no vacio y mayorado (acotado) posee extremo superior.

Trataremos la propiedad 2.3 en la seccién 2.7 de este capitulo.

Las propiedades 2.2.1 y 2.2.2 nos dicen que la relacién “ <” es compatible con la edicién de R y el producto en R*.

2.3 Propiedades de R como cuerpo totalmente ordenado
2.3.1 Propiedades de la suma en R

Demostraremos aqui algunas de estas propiedades y dejaremos las deméas como ejercicio.

Recordaremos que R con la suma es un grupo abeliano (Ya que R es un campo)

Todo elemento de R es regular con respecto a la adicién: si x,y,z estdn en R, entonces:

X+y = z+y = x=z

Basta sumar el inverso aditivo de “y” en ambas partes de la igualdad. El reciproco también es cierto; por definicion de la
Yy
suma tenemos que:
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x=z = x+y = z+y

Dados a, b en R, existe un tinico ndmero real x tal que:

x+a =">

En efecto, el nimero a — b satisface esa propiedad y es tinico.

Dado que x,y en R,
—(x+y) = x -y
Obtenemos este resultado por la unicidad de los inversos en R y porque es sencillo verificar que (x +y) - x -y = wy

también que —x -y + (x+y) = w.

Dado que en R se cumple que :

—(-a) = a

2.3.2 Propiedades del producto

El producto en R tiene la siguientes propiedades; el lector podra verificar facilmente las que no demostremos aqui.

De la definicién obtenemos R*, el conjunto de los ntimeros reales no nulos, es un grupo conmutativo bajo el producto.

Dados x,y,z en R+, tenemos que:

X=Yy = xz=Yyz
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por la definicién del producto en R y la existencia en R del inverso multiplicativo de z.

Dados dos elementos a,b en R+, existe un tnico x en R tal que:

ax = b

puesto que:

alax = alv = x = alv

Si x,y estdn en R* entonces

() = xly!

Esto se comprueba facilmente si observamos que ambos ntimeros son el inverso multiplicativo de “xy ” y recordando que el
inverso es el tnico en el campo.

Paratodo a en R,

Paratodo a en R,

(aHt =a

Teorema 2.1
Dados dos elementos %,y en R, entonces

XYy=w & X=w o y=w
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Demostracion

Supongamos que xy = w y que x # w . entonces existe x! y por tanto tenemos:

xIxy=w = y=w

Este resultado lo expresamos diciendo que R no tiene divisores de cero.

2.3.3 Calculo de cocientes

. . o a - . . < 2 P
A continuaci6n usaremos la notacién — = ab™! y llamaremos a este ntimero real el cociente de a por b. Esta notacién serd
justificada en la subseccién 2.6.2 de este capitulo.

Observemos que tenemos las siguientes propiedades:

Dados a,b en R y a’,b” en R", entonces:

’ ’
(—/ = —/) = ab’ = ba
pues

a(a) ! = b)) @ a=bd®)! © ab’ = ba

Observemos que en particular para todo k en R*,

ak a
adk o
Si a,b estanen R y a’,b” en R*, entonces :
a b ab
a« b abv

pues
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a b

a"g

(ab) - (a'b)7!

a(a’) b(b’)™! =

(ab)-(a’b’)"! ,ademaés

a N E B ab’ + bad’
a’ b’ B a’b’
dado que
a b n— n—
? + ? = (1((1) 1 + b(b) 1

= (ab’)-(a’b)! + (ba’) - (a’b’)?
= (ab’ + ba) - (a’b’)7!

ab’ + bad’
a’b’

Paratodo a en R y a’ R", se tienen que:

a S . .
(— = w) = a = w, esto es una consecuencia inmediata de que en R no haya divisores de cero, pues sabemos que

ad # w.

Notemos que si @’ # w, entonces:

= (a(a)™H)™!
a1 [(a’)‘l] -1

—_—
/e
SN —
AN

|
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2.3.4 Linealidad

Definicion 2.1

Dado un ntimero real k, llamaremos funcién lineal de coeficiente k a la aplicacion:

fk:]R—>]R
x B  kx

Observemos que fx cumple con las siguientes propiedades:
Dados x1, x2, A en R

1) fi(x1 +x2) = k(x1 + x2) = kxg + kxz = fi(x1) + fi(x2)

2) fik(x1) = k(Ax1) = Alkx1) = AMfi(x1)

Si consideramos R como un espacio vectorial sobre si mismo, fx es una aplicacién lineal del espacio vectorial R.

Lema 2.1 Para todo k en R, fx es una biyeccién y ademas,

(g =N et

Demostracion

1) Inyectividad
Si k estd en R*, entonces:

kx = w © a = w dedondeelntcleode f es”w” y por lo tanto, fi es inyectiva.

2) Sobreyectividad:

Dado xen R,

3) Vamos a demostrar que la inversa de fx es fi-1. Observemos que:
(fr o fre1)(x) = fire(k™1x) = kk™Ix = x

De donde
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fk o fk—l =1d

Y por lo tanto fx_1 esinversa a fix y como la inversa es tinica, tenemos que:

(fi)™! = i

Lema 2.2 Dados h y k en R, entonces tenemos que:
frofn = frnofi = fhi
Demostracion

Observemos que para todo x en R fi o fr(x) = fr(hx) = khx = frp(x)

Ademas:

khx = hkx = fpr(x) = fp o fi(x)

Teorema 2.2

El conjunto de las funciones lineales con coeficiente k, con k en R, es un grupo conmutativo bajo la composicién.

Demostracion

Ver lemas 2.1 y 2.2. Ademas, observemos que:

Teorema 2.3

Dadas dos sucesiones (xi)i<i<n ¥ (Yi)i<i<n denimeros reales no nulos, las siguientes proposiciones son equivalentes:

NI .
X1 X4 Xn

2) Existe una funcion lineal f tal que, paratodo i,1 <1i < n, se tiene que:

yi = f(xq)
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Demostracion

Observemos que si f es una funcién lineal de coeficiente k, entonces

kxq
kX2

yr = f(x1)
Y2 f(x2)

Yn = f(xn) = kxn
Notemos que si X1, X2, ...,Xn son nimeros reales no nulos, entonces

Y1 _ - Yi_ - Yn (2.1)
x1 Xq Xn

Por otra parte, si tenemos ntimeros reales que satisfagan 2.1, entonces se puede considerar la funcién lineal con coeficiente k,

donde k ser4 el valor del coeficiente ui , claramente se verifica que:
Xi

f(xj) = yi

Diremos que la sucesion (yi)i<i<n es la imagen de la sucesion (xi)i<i<n por la funcién lineal f; el coeficiente k serd
) . i
cualquiera de los coeficientes gt
Xi

Ademas diremos que las sucesiones (xi) y (yi) don dos sucesiones equivalentes de numeros reales.

Observemos que si ademds (Ai)1<i<n €s una serie cualquiera de ntimeros reales tal que:

MX1 o + AiXi + *+ + ApXn # W
y
AMX1 +oo 4+ AiXi +--+ AnXn
= 7\1(kX1) 4+ -+ }\n(kxn)
= k(}\lxl + -+ 7\an)

entonces

Yi _ o _ Yo _Yn _ Myt Anyn

X1 Xi Xn AMX1 + -+ Anxn
En particular, si

Y _ Y2

== = yx1+ FWYyX] — X2 # W
X1 X2
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Entonces
Y _ Y2 _ Yyr+tyYya Y — Yo
X1 X2 X1 + X2 X1 — X2

En general; tolas las propiedades que hemos mostrado hasta el momento, se cumplen para todo cuerpo conmutativo.

2.3.5 Propiedades de la relacion de orden en R

Recuérdese que la relacién “ <” es de orden total sii

1) “<” esreflexiva:

Esto es, si para todo x en R tenemos que x < x.

2) “<” es antisimétrica:

Dados x,y en R,

(x<y, ys<x) =x=y

3) “ <" es transitiva:

Si x,y,z estinen R

x<y, y<z) =2 x<z

4) Paratodo x,y en R se tiene que:
x<y 6 ys<x
La relacién reciproca a “ <” la denotaremos por “ >” (mayor o igual); estd definida para x,y en R por:
(xz2y) © (y<x

Facilmente podemos verificar que la relacién “ > ” es de orden total, dada la definicién, porque “ <” es de orden total.

Dados x,y en R, denotamos:

x<y sii x<y A x#Yy

x>y sii x>y A XxX#Y

Y diremos respectivamente que x es estrictamente menor 6 estrictamente mayor que y.
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Definicion 2.2
Llamamos intervalo en R a cualesquiera de los siguientes conjuntos:

1) [a,b] = {x € R: a<x<b} intervalo cerrado.
2) Ja,b[= {x e R: a<x<b} intervalo abierto.
3) [a,b[= {x e R: a<x<b} intervaloabiertoen b y cerradoen a.

4) ]a,b] = {x e R: a<x<b} intervalocerradoen b y abiertoen a.
Ademas, si b < a diremos:

[a,b] =]a,a][ = [aq,a[ =]a,a] = 0
[a,a] = {a}

Usaremos también los simbolos +oo y —co. Estos simbolos no representan nimeros reales;denotan respectivamente a
mas y menos infinito. los usaremos por comodidad en la escrituras y asi, diremos:

5) [a,+0[= {x e R: a<x}
6) Ja,+oo[= {x € R: a<x}
7) ]—o0,a[= {x e R: x< a}
8) |—-,a]l = {x e R: x<a

9) ]—o0o,+0[ = R
Y para facilitar la notacién definiremos los siguientes subconjuntos:
1) Ry = [w,+oo[ el conjunto de los ntimeros reales positivos.
2) R, =]w,+o[ elconjunto de los niimeros reales estrictamente positivos.

3) R. =]—o0,w] el conjunto de los nameros reales negativos.

4) R, =]—-o0,w[ el conjunto de los nameros reales estrictamente negativos.

De las propiedades de la relacién de orden y de la definicién de los conjuntos anteriores, tenemos:

D Ry nR. = {w}
2) R, UR_ = R
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Teorema 2.4
Dados x,y en R, entonces

1) x<y & y-xeR;
2) x<y & y-xeR}

Demostracion

1) Dados x,y en R se tiene que:
x<y) & (x-x<y-x)
o sea
w=< y—x
de donde

y—-x € Ry

2) Se obtiene con un prueba muy similar

Corolario 2.1 Para todo x en R

xeRy) & (xeR. (xeR}) © (—xeRY)

y utilizando la propiedad (2 ii) de la definicién de R,

1) (wsx Aysw) = (xy<w)

2) x<w Aysw) = (w<xy)

Generalizando estos resultados por recurrencia, obtenemos que el producto de n ndmeros reales es positivo, si multiplicamos
un ntimero par de nimeros negativos.

Del teorema 2.4 ( xz < yz es equivalente a yz — xz € R ), obtenemos los siguientes resultados:

1) Si w <z entonces (x <y) = (xz<yz))

2) Si w >z entonces (x <y) = (xz >yz))
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Teorema 2.5

El cuadrado de todo ntimero real es positivo. El cuadrado de todo ntimero real distinto de cero es estrictamente positivo.

Demostracion

sabemos que x* = x-x

1) Si x es positivo, es claro que x> también lo es.
2) Si x es negativo; notemos que —x es positivo. Ahora bien, x> = (—x)(—x) que es positivo por 1).

3) x*» = w sii x = w pues habfamos visto que R no posee divisores de cero.

Corolario 2.2 En R tenemos que w < e yaque e = e

Teorema 2.6

La relacién de orden total “ <” es densa en R ; es decir, dados dos ntimeros reales a,b tales que a < b, siempre
existeunreal c talque a < ¢ < b.

Demostracion

Dados a,b en R, entonces

a<b = 2<l—) = 2+E<E+2
2 2 2 2 2 2
0 sea, que:
a+b
a<b = ac<
2
y de la misma manera
+
a<b = Py
2
+b
Por lo tanto, sea ¢ = d 5 el nameros buscado.

24 Z y Q como subconjunto de R
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Definicion 2.3

Dado un entero cualquiera, designamos por n e al niimero real definido de la siguiente manera:

sin>0 ne = e+e+ - +e (n veces )
sin=0 ne = w
sin<0 ne = -n-(-e) = —e—e— -+ —e (nveces)

Observemos que 1 estd en R puesto que n e lo estd. Denotaremos como en eZ al conjunto de todos los nimeros reales de
la forma ne con n un ndmero entero cualquiera.

Lema 2.3 Dados dos enteros cualesquiera n y p, se cumplen las siguientes proposiciones:

ne + pe = (n + pe

ne - pe = (np)e

1. sin>0 w < ne
2. sin=0 w = mne
3. sin<0 ne < w

Estas proposiciones se verifican facilmente si usamos la 2.3 y las propiedades de los ntimeros reales.

Teorema 2.7

La aplicacién de f : Z — eZ definida por f(n) = ne satisface ser biyectiva y las siguientes propiedades para np
enteros cualesquiera:
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f(n+p) = f(n) + f(p)

f(np) = f(n)-f(p)

m<p) = f(n)<f(p)

Demostracion

1) f essobreyectiva:

Dado ne en eZ entonces f(n) = ne

2) f esinyectiva:
Sean 1, p enteros tales que:
fln) = f(p) = ne — pe = w
luego
MmM-pe=w = n=p

y por lo tanto f es inyectiva.

3) Obtenemos las propiedades 2.21 y 2.22 del teorema 2.7 directamente de las proposiciones 2.18 y 2.19 del lema 2.3.

4) Dados dos enteros n, p tales que n < p, entonces:
O0O<p-n
Y por la propiedad 2.20 del lema 2.3
fp-n) > w
luego
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pe —ne > w = pe > ne

lo que nos dice que:

f(p) > f(n)

Observemos que hemos mostrado que Z y e Z son isomorfos, de donde tenemos que eZ, +, x, < es un anillo conmutativo
totalmente ordenado, dado que Z lo es.

Por tanto identificaremos los elementos de Z con los elementos reales de la forma n e. En particular diremos:

Y por lo tanto debemos concluir que Z < Q C R

El campo Q

Definicién 2.4
Llamaremos nimero racional a todo ntmero real igual al cociente de un entero por otro no nulo. Denotaremos por Q
al conjunto de los ntimeros racionales.

Notemos que todo entero es el cociente de si mismo por 1 de donde podemos concluir que:

Z c Q cR

Teorema 2.8
El conjunto Q es un subcuerpo conmutativo de R bajo la adicién y la multiplicacién de los niimeros reales.

Demostracion

al

%,y =5 # 0. Entonces:

Dados x, y en Q, sabemos que si x

~

= ab! - a'b7!

(ab’ = ba )b lv!
ab’ — ba’
bb

z| 2

a
X-y = -
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De donde x — y estd en Q. Asi tenemos que (Q, +) es un subgrupode (R, +).

Por otra parte:

ab’
ba’

x-y™ = (abHbv’a! = (ab’)(ba’)! =
de donde x-y~! estden Q, pues ba’ es distinto de cero. Por lo tanto, (Q*, x) es un subgrupo de (R*, x).

Y como la suma disminuye con respecto a la multiplicacién en R, dado que estas son cerradas en Q, obtenemos que la suma
y el producto distribuyen también en Q. Por lo tanto, Q es un subcuerpo conmutativo de R.

Observemos que el orden total definido sobre R determina un orden total en Q. Ademads, esta relacién es compatible con la
suma y con el producto. Resumiendo: (Q, +, x, <) es un cuerpo totalmente ordenado.

2.5 Valor absoluto y distancia

Definicién 2.5
Llamaremos valor absoluto a la aplicaciéon de R en R" que a todo namero real x, se le hace corresponder el mayor
elemento del conjunto {—x, x}. A ese elemento lo denotamos por [x].

Hacemos notar que esta definicién es equivalente a decir que:
{Ixl} = R n{=x,x}

Ademés, observemos que:

x si x>0
1) Ixl - {—x si x<0

2) De la definicién 2.5 obtenemos que:

3) También es inmediato que:
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4) Dado x en R
—Ix] < x < x|

Teorema 2.9
Si a es un namero real mayor o igual a cero, entonces:

Demostracion

Supongamos que |x| < a,luego

—a < x| £x < |xl £a
Inmediatamente obtenemos que:
—a<x<=<a
Supongamos ahora que —a < x < a, entonces:
Si x > 0 tenemos que:
x| = x<a
Si x < 0 tenemos que:
x| = =x < a
y por tanto
x| < a

Y con esto completamos la prueba.

Propiedades del valor absoluto

Para todo x, y en R se tiene que:
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x| = 0

Dado que la aplicacién valor absoluto es de R en R*.

Il
o

x| =0 & x

Iyl = x|yl
Dado que
-(xy) = (x)y = x(-y)
y que
(xy) = (=x)(-y)

x+yl < x| + |yl

En efecto, sabemos que:

[yl

|
<
A
=
A

Sumando 2.2y 2.3
—(xl+ 1yl < x+y < x| + [yl
por lo que

=X+ lyh) = x+y

Conocemos esta propiedad con el nombre de desigualdad triangular.
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De una manera general, si nos damos un campo conmutativo k, con elemento neutro de la adicién w, llamaremos valor
absoluto sobre k a toda aplicacion v de k en Ry, tal quesi x y y estdn en k, entonces:

vix) =0 © x = w

vixy) = v(x) + v(y)

v(ix +y) < v(x) + v(y)

Por abuso de lenguaje decimos que v(x) es el valor absoluto de x.

De las propiedades anteriores obtenemos:

1) Si x estd en R*, entonces:

1l 1

x| I
2) Dados x en R y z en R*,

% =

zl

3) Si x y estdn en R, entonces

[ IxI=lyl | = Ix + y

En efecto, como

y = (x+y)—x

tenemos que
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lyl = [x+y) + (=x)] < Ix+y| + [x|
O lo que es equivalente
yl = x| < [x+vyl
Por un razonamiento idéntico:
x| =yl < [x+vyl
Como |x| — |y| es el opuesto de |y| — |x|, entonces:

| Xl =Tyl | < Ix+yl

Distancia en R

Definicion 2.6

Llamaremos distancia sobre el conjunto E a toda aplicacién

d: ExE — R,
(x,y) = dx,y)

Que cumple las siguientes propiedades:

Dados x,y en E,

((dxy) =0) & (x =1y

Para todo x,y en E,

d(x,y) = d(y,x)
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Dados x,y,z en E,

d(x,y);< d(x,z) + d(z,y)

Definicion 2.7

Si E es un espacio vectorial con una distancia d, decimos que (E, d) es un espacio métrico.

Lema 2.4 Consideremos la aplicacién

d: RxR — R,
x,y) = [|x-y

Esta aplicacién define una distancia o métrica.

Demostracion
1) dx,y) =0 © |x-y| =0 & x-y=0 & x=y
2) dxy) = ly-x| = [x-yl = dlx,y)
3) dixy) = ly-x| = [(x-2) - (y-2)| < [x—z[+|y-z| = d(x,2) +d(z,y)

Por lo tanto, R es un espacio métrico.

Notemos que la aplicacién d restringida a Q hace de éste un espacio métrico.

2.6 Potencias enteras de un numero real
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2.6.1 Potencias positivas de un namero real cualquiera

Definicion 2.8

Para todo ntmero real x y para todo entero n, ponemos

Leemos el simbolo a™ como a tiene exponente n 0 a estd elevado a la potencia n . En particular, decimos que “ a®” es el
cuadrado de “a”,y “a®” el cubo de “ a”.

Para todo numero natural n > 1

Lema 2.5 Paratodo a en R y n,p en N, tenemos que:

1) a™aP = a%P

2) (ab)™ anb™

3) (@ = a™

Demostracion

1) Sabemos por la definicién 2.8 que a™*! = a™a, supongamos que:

an+p—l — (anap—l)
ahora
aaP = a™aP ) -a

Luego por hipétesis de induccién, tenemos:

(a™aP) = a™Pl.q
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y por definicién

(a™aP) = a™*?

2) Observemos que:

(ab)l = (ab) = (a'bl)
Supongamos que
(ab)™ = (a™b™)
luego

(ab)™*! = (ab)™(ab) = (a™b™)(ab) = (a™a)(b™b) = a™*lpn+!

3) por definicién sabemos que
(@) = an = an!
Supongamos que
(an)p‘l = -1
luego

(@)’ = (@)’ 'a® = qnP-Dim = gne

Los puntos 1y 2 del lema 2.5 son validos para todo anillo.El punto 2 es valido para anillos conmutativos.

2.6.2 Potencias enteras de un numero real

Consideremos la aplicacién, para a en R*, definida por

Jda: R
1

3 o Z

—
>
= a™ n#0
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Observemos que gq es un homomorfismo de (IN, +) en (R, x) como mostramos en la parte 1 del lema 2.5.

Ahora bien, si a estd en R*, como

1 = gan-n) = ga(n)-ga(-n)

Entonces

1
—n) =
9(1( ) ga(n)
De donde, para todo a en R y para todo n en IN*
1
-1 _ _*
T AW

Si n =1, tenemos la justificacién para la notacién “ a=!

en R.

adoptada anteriormente para el inverso multiplicativo de a, con a

Ahora, si n, p estdn en N, facilmente podemos verificar que:

a™ a™P si pxn
1 si p=n

Teorema 2.10
Dados a,ben R*yn,pen Z,
aP = qtp

(ab)™ = a™-b"
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@)’ = anv

Demostracion

1) Por el lema 2.5, tenemos que el resultado es vélido para n, p en IN*

Supongamos que n estien N* y p en Z .

Sabemos que p = —p’ con p’ en N, entonces
’
a-aP = a*-a’? = —
aP
Luegosi p’ <n,
n a® n-p’ n+
a
Sin<yp’,
a™ /
anap = — = a_(p _n) = a_p+n = an+p
aP
Supongamos ahora que n, p estinen Z: .
Sabemosque n = -n"yp = =p’ conn’ y p’ en Z-.
Entonces:
1 1
’ ’
a*a?P = aM™MaP?P = —— = o
a ap a™aP
]. _(n/+ /) - -p’
= - - = a P = a P
a™ +p
- qa+p
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Porlo que paratodo a,ben Ry n,pen Z,

a™am" = qntp

2) Sean a, b dos ‘nimeros reales no nulos cualesquiera y n un ntimero entero menor o igual a 0. Supongamos que

n’ = -—n,con nen N,

, 1 1
b n = b -n = R = —_
(@) = (ab) T
= a"p " = g"p"

Recordemos que esta propiedad fue demostrada en el lema 2.5 para n en IN, por lo tanto, concluimos para todo a, b
enRyn,penZ:

(ab)™ = a™b™
3) Dados a en R* y p en Z*, consideremos p’ = —p,osea p’ > 0, entonces:
—p 1 1 1
(an)p = (an) L - = - = = aq"P
(a™)’ anr a—(np)
Supongamos ahoraque n < 0, p < 0.Tomemos n” = —n,osea n’ > 0, entonces:
1) 1
n\? _ -n\? _ = -
A I I
1 n
= = P
) .
Sean ahora n <0 y p <0, pongamos n’=-n y p’ = —p entonces:
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’

P

r\-p’ 1 B Y
@ = @ = () = @
aﬂ.
= a™MEP) = g
Y por lo tanto concluimos que:
(@)’ = anr Vn,peZ

Hacemos notar que las proposiciones 2.34 y 2.36 del teorema 2.10 son validas en todos los campos y la proposicién 2.35, sélo
si el campo es conmutativo.

Partiendo de las propiedades que hemos enunciado, podemos verificar ficilmente los siguientes resultados, para todo nimero
real “ a” no nulo y para todo nimero entero n:

1) 0<a = 0<a™
2) a<0 = 0< o™

3) a<0 = a®™! <0

Lema 2.6 Dados dos niimeros reales a y b cualesquiera y un ndmero entero n mayor o igual a 2, tenemos que:

a® = b = (a-b)(a™! +a™?b + --- + ab™ 2 + bn!

Demostracion

La férmula es vélida para n = 2, pues:
a> - b> = (a—-b)(a+b)

Supongamos que la proposicién se cumple para n > 2;
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antl —pntl = a(an _ bn) + ((1 _ b)bn
= ala=-b)(a™ ! +a™?b +--- + ™) + (a-b)b™

(a=b)a™ + a™b + -+ + a?b™2 + b1 + "

Y obtenemos el resultado deseado.

Teorema 2.11

Dados dos ntiimeros reales positivos a y b un ntmero entero natural no nulo, tenemos que:

(a <b) © (a™ < b")

(a =b) © (a™ = bd")

Demostracion

1) Supongamos que 0 < a <b. Por el lema 2.6, podemos concluir que:

a™ < b"

puesto que

a —-b" < 0

dado que (b—a) > 0 (por hipétesis) y que

(@ !+ a™?b + --- + ab™2 + b7

es un nimero positivo (pues es una suma de ntimeros positivos). Por otra parte, si suponemos que a™ < b™, entonces

a - bt < 0

de donde (lema 2.6)
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(Cl - b)(an—l +a"2p + --- + ab™2 4+ b“_l) <0

ahora bien:
(@ @™t +a™?b + -+ ab™2 + ™) > 0
de donde
(a-b) <0
Luego
a<b

Con lo cual concluimos

(a <b) & (a™ < b"M)

2) Para la segunda proposicién omitiremos la prueba ya que se obtiene con un razonamiento muy similar al anterior.

Hacemos notar que si a es un ntmero tal que 0 < a < 1 entonces:

a™ <1

y si n es un nimero entero estrictamente negativo, entonces

También es sencillo verificar que:

(a"=1 & n=0

2.6.3 Grupo de la potencias enteras de un numero real no nulo

Sea a un elemento cualquiera de R*. Denotamos por Eq al conjunto de las potencias de a™ de donde n es cualquier ntimero

entero, o sea:
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Lema 2.7 Para todo a un elemento cualquiera de R* tenemos que (Eq, x) es un subgrupo de (R*, x). Lo llamaremos
Grupo de potencias enteras de a.

En efecto,
-1
ap(aq) = aPa 9 = P9 eEa

de donde (Eq, x) es un subgrupo de (R*, x)

Teorema 2.12
Para todo ntmero real distintode 0,1 y -1,

f: Z — Eq
n B a"

es un isomorfismo del grupo (Z, +) sobre el grupo (Eq, x)
Demostracion

Observemos que la sobreyectividad se obtiene de la definicién de Eq .
Sean p y q en Z tales que aP? = a9, entonces:

y como a es distinto de 1 y —1 (por hipétesis), entonces
pP-q=0=p=gq

Co lo que mostramos que la aplicacién f es inyectiva y por lo tanto, biyectiva.

Ahora,

fp+q) = a"" = aPa¥ = f(p)-f(q)

de donde f es un homomorfismo y, por lo mostrado anteriormente, un isomorfismo de (Z, +) en (Eq, +).
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Teorema 2.13

Para todo par de ntimeros reales x, y y para todo entero natural no nulo n,

Demostracion

Recordemos que dados dos enteros n, p tales que p < n,

(n) _nn-1)---(n-p+1) _ n! B Cn
p] p! T opln-p) P

Observemos que para x, p en R:
(x+y)! = (2)x1 + (1)3;1 = x+y

Supongamos ahora que la proposicién a demostrar se cumple para n > 2. Debemos mostrar que es valida para n + 1.

Sabemos que:

(x + Y™ = (x + Y"(x + y)

y por hipétesis de induccién;

(X + y)n+1

|
o
gt
—_—
e 3
N ——
%
3
-
«
-

Luego, suponiendo que j = i+ 1, tenemos que:

-1
TLZ T -t il i ) n-itl i

i YT Lo K
. “

i=
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y por lo tanto;

n n
(c+yt o= XM Y (?) Lyt Y (TJL) XM yT 4yt
i=1 j=1

n+l n+l o [(n n n—i+l. i
vt B[ (2

Recordemos que:

de donde

n
Y LU A I n+1) 4 n+1) a4
x +y) —(O)X +(n+1y +Z ; X y

Con lo cual tenemos que:

Obteniendo el resultado del teorema.

Corolario 2.3 Para todo x,y en R* yen N

x-ym =) (—1)1(?)%1-1 v
i=0

Esto se verifica facilmente aplicando el teorema anterior para (x + (—y))™.
Observemos que en la demostracién se utilizaron tinicamente las propiedades de R considerado como anillo conmutativo.
La férmula binomial es entonces valida en cualquier anillo conmutativo.

Los coeficientes binomiales coinciden con los elementos del tridngulo de pascal que hemos visto en el curso anterior.
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2.7 Intervalos en R

Primero daremos una serie de definiciones con el propésito de introducir la terminologia apropiada y una notacién cémoda
para esta seccion.

Definicion 2.9

Sea S un subconjunto no vacio de R. Decimos que S estd acotado superiormente por B, B en R sii

x <B paratodo x en S.

Decimos que B es una cota superior de S.

Observemos que si B es una cota superior, entonces todo ntimero real mayor que B también lo es. Si B es una cota superior
y tenemos que B pertenece a S, decimos que B es el mayor elemento de S o0 que B es el médximo elemento de S, y lo
denotamos por:

B = max S

Si un conjunto no posee una cota superior, decimos que no estd acotado superiormente. Por ejemplo, el conjunto de los
nimeros racionales positivos es un conjunto no acotado superiormente en R.

El conjunto de los elementos que satisfacen 0 < x < a con a > 0 es un conjunto acotado superiormente y a es una cota
superior.

El intervalo [0, c] en un conjunto acotado y ¢ es su mayor elemento.

Definicion 2.10

Sea S un subconjunto acotado no vacio de R . Decimos que B es el supremo o la menor de las cotas superiores si:

1) B esuna cota superior de S

2) Si A es otra cota superior de S, entonces B < A

Pondremos:

B=sup$
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Recordemos que en la seccién 2.2, entre los axiomas de la definicién de R, asumimos que todo subconjunto S no vacio de
niimeros reales acotado superiormente tiene un supremo, o sea, que existe B = supS.

Lema 2.8 El supremo de un conjunto acotado es tinico.

Demostracion

Supongamos, por contradiccion, que existen dos supremos A y B.

Como A esunsupremoy B esuna cota superior (pues B también es supremo), por la definicién 2.10 del supremo tenemos:

A<B
y de la misma manera

B<A
Por lo tanto

A=B

Definicion 2.11

Un conjunto S no vacio, subconjunto de R, estd acotado inferiormente si existe un ntimero real A tal que para todo
x en S:

A <x

Alntimero A le llamaremos cota inferior. Si la cota inferior estd en el conjunto, decimos que es el menor elemento o el minimo
elemento y lo denotamos:

A = minS$

Definicion 2.12

Sea S un subconjunto no vacio de R acotado inferiormente. Decimos que A es el infimo de S sii
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1) A esla cotainferior de S.

2) Si C es coto inferior de S, entonces C < A.

Teorema 2.14
Todo subconjunto S no vacio y acotado inferiormente posee infimo.

Demostracion

Consideremos el conjunto —S, o sea, el conjunto de todos los inversos aditivos de S. —S estd acotado superiormente, por lo

cual, por el axioma asumido, existe el supremo de —S.

Sea
B =sup-S

Resta mostrar que —B = inf S, que es sencillo de verificar y que dejaremos como ejercicio.

Teorema 2.15
Sea A un subconjunto no vacio de R acotado superiormente y o« un ntimero real. Las siguientes proposiciones son

equivalentes:

x =sup —A

1) SiaeA,a<x

2) VeeR)(FbeA)tqa—ec<Db

Demostracion

Supongamos que @ = sup A.
Obtenemos la propiedad 2.40-1 por definicién del supremo. En cuanto a la propiedad 2.40-2; supongamos por contradiccion

que no existe €1 en R tal que para b en A se cumpla:
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x—¢e1 <b

entonces, si a estien A,

aso—¢r

de donde o — &1 es una cota superior de A menor que el supremo, lo cual contradice nuestra hipétesis ( « es el supremo).

Asumiendo que el resultado es falso, hemos llegado a una contradiccién. Por lo tanto, este resultado es verdadero, o sea, se
cumple que:

(VeeRy)(FbeA) tq a—e<b

Supongamos ahora que la proposicién ?? es valida. Observemos, por hipétesis, que « es cota superior. Hay que demostrar
que « es la menor de las cotas superiores.

Supongamos, por contradiccién, que existe otra cotas superior o tal que:

o < o
Consideremos ahora
e=o—o
Por hipétesis existe b en A tal que:
x—e<b
O sea, existe b en A tal que:
o’ <b

Lo que implica que &’ no puede ser cota superior de A y, por lo tanto, o es la menor de las cotas superiores, o sea,

x=supA

Definicion 2.13

Sea A un subconjunto no vacio de R. Decimos que A es acotado si es acotado inferior y superiormente.
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Teorema 2.16
Si A un subconjunto no vacio de R, y acotado inferiormente. Sea « un ntimero real.
Las siguientes proposiciones son equivalentes:

o = infA

1) VaeA, «<a

2) (VeeR,)(Ibe A talque b< ax+¢

Demostracion

Dada la gran similitud con la prueba del teorema anterior, dejaremos esta demostracién como ejercicio.

A continuacién haremos una caracterizaciéon de los intervalos de R . Recordemos que los intervalos son todos los conjuntos
de la forma:

[arb]r ](l,b[, [(1, b[/ ](l,b], ]_OO/ (1], ]_oor (l[, [Cl, +oo[r ](1, +°O]r R

con a, b en R

Teorema 2.17
Un subconjunto no vacio P de R es un intervalo siy sélo si dados x,z en P tales que x < z,

[x,z] cP

Demostracion

Féacilmente, basados en la definicién de intervalo, podemos mostrar que si x,y estdn en un intervalo I de R, entonces:
[x,y] cI

Para ilustrar, daremos un ejemplo:

Consideremos el intervalo [a, b] de R con a < b;sean x,y en [a, b] con x < y. Entonces, por definicién:
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[x,y] = {zeR/x <z <y}

Como x estden [a, b]

Como y estaen [a, b]

Luego, para todo z en [x, y]

De donde z en [a, b] y, por lo tanto,

[x,yl c[a, b]

Para el resto de los casos omitiremos las prueba, dada la analogfa con este caso.

Sea P un conjunto que satisface que, si x,y esta en P, entonces:

[x,ylcP

Primer caso

Supongamos que P es un conjunto acotado, entonces existen «, 3 ntimeros reales tales que:

«x = infP, B = supP, con x < f3

ademas

P C[x, B]

Ahora,si &« = f3:

PcClx, of = {a}
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y P es el intervalo no vacio [, ]

Si & < f, consideremos un niimero real cualquiera que cumpla:

y por hipétesis
[x,ylcP

Luego 1 estden P, 0 sea

Jo, B[C P (2.5)

De 2.4y 2.5 tenemos que P es un intervalo acotado.

Segundo caso

Supongamos que P es un subconjunto de R acotado superiormente, pero no inferiormente; por lo tanto existe « en R tal que:
o = supP

luego

PC]-o, «]
Sea r un ntmero real cualquiera tal que r < «,0luego por la caracterizacién del supremo, existe y en P tal que:

r<y <«
Y como P no estd acotado inferiormente existe x en P tal que:

X <1<y <«

y como por hipétesis

[x,y|]cP = reP

80


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.7. INTERVALOS EN R (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

luego

]—o0, d[C P

Por lo tanto P es un intervalo acotado superiormente y no inferiormente.

Tercer caso

Si P es un conjunto acotado inferiormente, pero no superiormente, la prueba es similar a la del caso dos.

Cuarto caso
Si P es un conjunto de R no acotado que cumple la hipétesis, entonces, dado un ntimero real cualquiera r, existen x,y en
P tales que:
X <1<y
Por hipétesis tenemos que 1 estd en P y, por lo tanto,

P =]—00, +oo[ = R

Con esto queda demostrado que el teorema ??, caracterizacién de los intervalos en R.

Definicion 2.14

Dados dos conjuntos no vacios de R, A y B, tales que:

supA = infB,

decimos que A y B son dos partes adyacentes.

El teorema siguiente es una caracterizacion de las partes adyacentes.
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Teorema 2.18
Dados dos subconjuntos no vacios A y B de R, son proposiciones equivalentes:

Ay B son partes adyacentes.

(Va € A)(VYb € B) a<b

(Ve e R})(Ja’ € A)(Ib’ € B) talque |a'—b'| < ¢

Demostracion

Sean A y B dos subconjuntos no vacios de R tal que:

supA = infB
Por definicién de sup A y el inf B tenemos que:
a<a<sb V(a,b) e AXB
luego
a<b V(a,b) e AXB

Con los que obtenemos la primera propiedad de la proposicién ??.

€
Por otra parte, por la caracterizacién hecho del supremo y del infimo, para todo 5 < 0 existen a en A y b en B tales que:
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Restando ambas desigualdades tenemos:

Podemos concluir que para todo ¢ > 0 existen a en A y b en B tales que:
la-Db| < ¢
Reciprocamente A y B dos subconjuntos de R que cumplan con,la propiedades 2.44 y 2.45 de la proposicién ??.

De la propiedad 2.44 obtenemos que A estd acotado superiormente por todo elemento de B;y B estd acotado inferiormente
por todo elemento de A ; o sea que existen « y 3 en R tales que:

o« =supA y P =infB
Tenemos que mostrar que « = f3
Sabemos que todo elemento de B es cota inferior de A, luego:
x<fp Vb eB

de donde se tiene que « es una cota inferior de B, o sea

a<p (2.6)
Supongamos que @ < f3;sabemos quesi a en Ay b en B
a<ax<pP<b
De donde se tiene que:

0<pB-a<b-a (Va € A)(Yb € B)

. — o
Si tomamos ¢ = se cumple que:

la Dbl

[\
™

(Ya € A)(Yb € B)
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Lo que contradice la propiedad 2.45 de la proposicién ??, y por lo tanto, no puede ser que o < {3 ; de donde, por 2.44 obtene-
mos que:
con lo que queda demostrado el teorema.

1
Por ejemplo, podemos verificar facilmente que el conjunto B de los ntimeros reales de la formo 1 + o conmnen N* yel

1

conjunto A formado por los ntimeros reales de la forma 1 —— con n en N* on n en IN*, son dos partes adyacentes, puesto
n

que:

supA = infB =1

Lema 2.9 Dados dos subconjuntos A y B no vacios en R, tales que:

(Va € A)(Vb € B) a<b

A UB es un intervalo

entonces A y B son partes adyacentes.

Demostracion

En la propiedad 2.46 tenemos ya la primera propiedad de las partes adyacentes. Luego basta mostrar la propiedad 2.47.

De la propiedad 2.46 deducimos que A estd acotada superiormente y B inferiormente. Sea « y 3 ntimeros reales tales que:
SUpA = « e infB = B
Debemos mostrar que « = f3

Supongamos entonces que o« < f3

Consideremos el ntimero real x (demostrar su existencia quedara como ejercicio), tal que:
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x<x<p

Como x es mayor que &, no puede pertenecer a A ; de la misma manera, por se menor que 3 no puede pertenecea B.

Sin embargo, por hipétesis, A U B es un intervalo, entonces, por una caracterizacién hecha anteriormente, [«, 3] debe estar
en A UB. Con el argumento anterior hemos mostrado que esto no se cumple. Luego, suponer que « < f3,nos lleva a una
contradiccion.

Supongamos ahora que « > . Consideremos un nimero real y en B tal que:

x>y > f

Por hipétesis, todos los elementos de B son cotas superiores de A . Por tanto, y es una cota superior de A menor que o.
Como o es el supremo esto es una contradiccion.

Hemos mostrado que suponer que & < 3 6 « > {3 nos lleva a una contradiccién. Como no cabe otra posibilidad, tenemos
entonces que:

Observemos que este lema no es una caracterizacién, pues no todas las partes adyacentes cumplen con su unién sea un
intervalo. Por ejemplo:

Sean:
A =]a,c[U]c,b[ con a,b,c en Ry a<c<b

B =1[bd con d en Ry b<d

Es claro que ambos subconjuntos son adyacentes; sin embargo, su unién no es un intervalo.

El teorema de los segmentos encajados

supongamos que a todo numero natural n le hacemos corresponder un intervalo acotado S, . Llamamos una sucesién de
intervalos encajados o una sucesiéon de segmentos encajados, a una sucesién de intervalos cerrados y acotados tales que:

YneN, Sh21C sn
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Teorema 2.19 Teorema de los segmentos encajados

Para toda sucesién infinita de segmentos S;, = [an, bn], donde a, < by, que cumpla las siguientes propiedades:

(Vn € N) Sn-1 C Sn

(VeeRy)(Fpe N tal que b, —ap, <¢
Existe un tinico ntiimero real o que pertenece a todos los segmentos S,

Demostracion
Generalizando por induccién la propiedad 2.48 se tiene que:
Sn+k - Sn
Sea S el conjunto de todos los segmentos S,, . Considérese la aplicacién
f: N — S
n B> S,
Notemos que por la observacién anterior dados p y q en IN, entonces

P<q) = f(q) =1(p)

Por lo tanto, la aplicaciéon f considerada como una aplicacién de (N, <) en (S, <) es una aplicacién “decreciente”, o sea,
quesi p < ¢ se tiene que:

aq < ap <bp < by
Ademas, considerando la propiedad 2.49 y los conjuntos

A = {aolall...,an...}

{bOrblr”' /bT'L {

tenemos que A y B son dos partes adyacentes y por eso existe un ntimero real « tal que:
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x = supA = infB
Este ntimero real « es el inico que verifica que:
an < a < by (Yn e N)
y por eso podemos escribir que:
nQ]N [an, bn] = {o}

Por otra parte, el que los intervalos sean cerrados es esencial pues, por ejemplo, considerando los intervalos de la forma

Jan, bn] con an =0y by = o observemos que:

supA = infB = 0

1
Pero “ 0" no pertenece a ninguno de los intervalos de la forma ]0, =

Corolario 2.4 Si {S,,}nen es una sucesion de intervalos cerrados y acotado no vacio que verifican
Sh+1 C Sn (Yn € N)

Existen al menos un ntimero real « que pertenece a todos los intervalos.

2.8 Raices enésimas de un numero real positivo

Recordemos que la ecuacién x™ = a, no tiene, por lo general, solucién en los ntimeros racionales. Ahora, co la ayuda del
axioma del extremo superior, vamos a mostrar la existencia de una solucién de x™ = a en los ntimeros reales, la cual llama-
remos raiz enésima de a y la denotamos por:

1
“ W// o “ an ”

87


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.8. RAICES ENESIMAS DE UN NUMERO REAL POSITIVO (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Teorema 2.20

Sea z un ntimeros real positivo, y n un un ntiimero natural. Existe un tinico « en R tal que:

a = ¥z

Demostracion

Sea z un ndmero real positivo y sea n un entero positivo mayor o igual a 2. Consideremos los siguientes conjuntos:

{x e Ry/x™ <z}
{x e Ry/z < x™}

A
B

Hacemos notar que A no es vacio puesto que 0 pertenecea A .

Consideremos el ntiimero real

y sea
x=1+y

Aplicando la férmula del binomio

X" = (1+y™ = X, (Til)yi

es evidente que

XTL

>ny > z,

Por lo tanto el conjunto B tampoco es vacio.

Observemos que paratodo a en A y b en B

O sea
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a<b (Ya € A)(Vb € B)
Ademas, tenemos que
ANB = R,

ques es un intervalo, por lo que, segtin el lema 2.9, A y B son partes adyacentes, y por eso podemos considerar el ntimero
real « tal que:

x = supA = infB
Ademads tenemos que

a <o <b™ (VaeA)(YbeB)

O Sea

y sabemos que

a® <z < b" (2.8)

Considerando ahora los conjuntos A’ de todas las potencias enésimas de elementos de A y B’ de todas las potencias enési-
mas de elementos de B . Sabemos que ambos subconjuntos no son vacios y ademads que:

a<b (Va’ € A7)(Vb’ € B)

Vamos a mostrar que A y B son partes adyacentes; para ello basta mostrar que para todo ¢ > 0 existen a’ en A’ y b’ en
B’ tales que:

la’ =V <e¢
Notemos que:

bV-ad =br—an = (b—a)db™ ' +b"2a+---+ba™ 2 +a™}) (2.9)
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paraalgin a en A y b en B . Escojamos by en B y supongamos que el nimero b de 2.9 es tal que:

b < by entonces b™ —a™ < (b - a)nby! (2.10)

Como A y B son dos conjuntos adyacentes de R, existen a; en A y by en B tales que:

£
n-1
nby

Ahora bien, si by < by, consideramos b, = b;.5i by > by consideramos b, = by . En ambos casos tenemos que:

b1 —aq <

£
n-1
nby

by—a; < by <92;bg

sustituyendo by y a; en 2.9 y 2.10, se verifica que
b, —a] = bl—-a' < ¢
De donde A’ y B’ son subconjuntos adyacentes de R, y por eso existe un tinico ntimero real 3 tal que :

B = supA’ = infB’

Osea, queparatodo a’ en Ay b en B o' <B <V

De acuerdo con 2.7y 2.8, a™ y z seran dos niimeros reales con tal propiedad, deducimos que :

Nz

K
Il
N
o
®
[¢]
o
K
Il

y con ello queda demostrado el teorema.

2.9 Propiedad de arquimedes y aplicaciones

A continuacién estudiaremos una propiedad denominado propiedad de Arquimedes y cuatro consecuencias o aplicaciones.

Teorema 2.21

Para todo ntimero real a, existe un entero natural n tal que
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a<n

Demostracion

Supongamos por contradiccién que el teorema no es valido, o sea que existe x en R tal que para todo n en IN se cumple que:
n<x

Esto dice que N es un subconjunto acotado superiormente, o sea que existe « en R tal que, para cada & > 0 existe p en N
tal que:

x—e<p y P VpeN
. ) 1
Consideremos por ejemplo, ¢ = 5 Entonces:

1 1
oc—§<p = oc+§<p+1

Se deduce entonces que p+1 < o pues p+1 € N yque a <p+1 queesuna contradiccién. Por lo tanto, para cada a
en R existe n en N talque a <n.

Podemos enunciar de otra forma la propiedad de Arquimedes, diciendo que para todo x > 0 y para todo niimero real y
existeun n en N tal que y < nx.

Esto se obtiene directamente de lo que hemos mostrado, pues como x > 0, basta considerar a = yx™!.

El lector habra notado que en este momento se le han presentado dos enfoque de los nimeros naturales (ver vol. I de esta
coleccién). Cabe pues, preguntarse si estos enfoque conducen a los mismos resultados. Para ello,

Lema 2.10 IN es un conjunto totalmente ordenado que satisface:

1) N no posee un elemento mas grande.
2) Todo subconjunto no vacio de N tiene un elemento mas pequefio.

3) Todo subconjunto no vacio de N “mayorado” posee un elemento mas grande.

Demostracion

Mostraremos tinicamente para 3 ya que la demostracién de 2 es similar, y 1 es consecuencia inmediata del teorema 2.21.
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) 1 ) )
Sea A C IN, no vacio y acotado superiormente. Sea xg en R con xg = sup A.Como xg — > no es cota superior existe agp

1
en A talque ap <x9 y Xxo— 5 < ag de donde,
1
x0<xo+§<a0+1
Asi, ap +1 es una cota superior de A con ap+1 en N.

Luego, paratodo b en A b <x, < q,+1 dedonde b < a, lo que indica que ag es una cota superior de A que pertenece a
A . Por lo tanto:

ap = X, es decir a, = X,

Teorema 2.22

Para todo ntmero real x, existe un entero n tal que:
n<xs<n+l
A este entero de le llama la parte enter de x y se le denota por [x].

Demostracion

Consideremos el conjunto A formado por todos los enteros naturales que son menores o iguales a x.
Sea N el mayor elemento de A ; entonces
N<x<N+1

pues N estd en A ycomo es el mayor elemento de A, N +1 no pertenecea A.

Lema 2.11 Dados lo ntimero reales a, b con a < b, entonces existe el menos un racional que pertenece a Ja, b[.

Demostracion

Seaa,ben R tal que a < b;entonces b—a > 0 y por la propiedad de Arquimedes, existe n en IN* tal que:
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L <n
b-a
O sea
1
—<b-a
n
Ademas por el teorema anterior existe p en R tal que
p<nb<p+1
de donde
P_pPtl
n n
Observemos ademés que
+1
P a=2ip-0-v>2+--p=2""_p >0
n n n n
0 sea que
a<?
n
a< <y
n

O, en otras palabras, a < P es un numero racional que estd en ]a, b[.
n

Teorema 2.23

Dados dos ntimeros reales a y b, con a < b, existe un nimero infinito de racionales que pertenecen a ]a, b[;
decimos que Q es denso en R.

Demostracion

Sea A el conjunto de los racionales que pertenece a Ja, b[ y supongamos que A es infinito, o sea:
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A = {Tl/TZI et /TTL}
Sea 1 el menor elemento de A ; entonces por el lema 2.11 existe un racional s tal que
a<s<r

Asi, aumentaremos en uno el ntimero de elementos de A . Siguiendo este proceso podriamos aumentar cuanto queramos el
nimero de elementos de A. Asi, considerar que A es finito es erréneo y por lo tanto, debemos concluir que el niimero de
racionales entre dos nlimeros cualesquiera no es finito.

Hacemos notar la gran importancia que tiene el axioma del extremo superior. Sin este axioma no nos hubiera sido posible
presentar en este enfoque todas las propiedades de R, tales como el teorema de los segmentos encajados, existencia de sup,
etc.

2.10 Alguna aplicaciones de los numeros reales

Ecuaciones e inecuaciones de segundo grado

Como se recordard, dijimos que los ntimeros reales fueron construidos para poder cubrir un deficiencia de los ntimeros
racionales: resolver las ecuaciones, para todo ntimero racional a,

Este partido esta dirigido a resolver las “ecuaciones de segundo grado”, es decir, encontrar las soluciones de la ecuacién
ax2+bx+c =0 con a,b,c € R, (a#0)

buscando los métodos eficientes para hacerlo y, con esta teoria, obtener las soluciones de las “inecuaciones de segundo grado”.

En un apéndice estudiaremos las ecuaciones de tercer grado, cuarto y quinto grado, haciendo una pequefia introduccién a la
teoria de Galois.

Hacemos hincapié en el hecho de que la ecuacién
ax> +bx+c =0 (a#0)

es el caso particular, en cierto sentido, del trinomio de segundo grado
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Ax> + By? + 2Dy + E = 0

del cual se hace un estudio detallado en geometria elemental.

A manera de recordatorio, mencionamos los casos que su estudio arroja:

1) Si AB = 0, la ecuacién 2.11 es una parébola.
2) Si AB < 0, la ecuacién 2.11 es una hipérbola.

3) Si AB > 0, laecuacién 2.11 es una elipse.
Podemos ver claramente que la ecuacién que no interesa
ax> +bx +c =0 (a#0)

es un parabola.

2.10.1 Ecuaciones de segundo grado

Del estudio de la rafz cuadrada de un ntiimero real positivo, obtenemos ahora las soluciones de la ecuacién:

X =7 para x en R

1) Si r es un ntimero real negativo, no existe ningtin niimero real x tal que

Es decir, el conjunto de soluciones de la ecuacién es el conjunto vacio (0 ).

2) Simr es un ndmero real positivo, entonces

ViR =r y (P =
Por lo tanto en este caso, el conjunto de soluciones de la ecuacién es el conjunto:
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S = {_\/;r \/F}

Note que si T es igual a cero, la ecuacién que estamos estudiando tiene dos soluciones iguales, es decir, el conjunto de
solucién de esta ecuacién es:

S = {0}

2.10.2 Ecuaciones de segundo grado con una incognita en R

Dada la ecuacién

ax> +bx+c =0 (2.12)

donde a,b,c estinen R y a es distinta de cero, decimos que ax? + bx + ¢ es un polinomio de segundo grado con una
incognita en R. A los niimeros reales a, b, c los llamamos coeficientes.

Trataremos ahora de encontrar soluciones reales para la ecuacién 2.12, por ejemplo:

(a1x + bl)(allx + b]l) =0 (2.13)

que, sin embargo, se puede expresar de la misma forma que la ecuacién 2.12. En efecto
(a,x + b)(a,; x + b)) = a,a,x* + (a,b,, a,,)x + b,b,

Notese que en este caso podemos encontrar inmediatamente el conjunto de raices de 2.13:

al all

b -b .
Sz{ 1,—“} (sia, #0, a, #0)

A continuacién, vamos a estudiar un método para transformar un polinomio de segundo grado de la forma

(ax + B)(yx + d)

ala forma
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(ox + B)(yx + d)

Estudiemos primero algunos ejemplos numéricos. Tenemos el polinomio

9x2 — 4;
de las propiedades de R sabemos que:

9% —4 = (3x-2)(Bx+2)

Sin embargo, no podemos encontrar una descomposicién analoga para

16x2 + 1
Momentdneamente admitiremos el siguiente resultado; que por motivos de orden, sera probado posteriormente.
Dos ecuaciones de segundo grado de la forma

ax? + bx + ¢ = ax* +bx+c =0

tienen las mismas soluciones si y sélo si existe un ntimero real m no nulo tal que
a = ma b’ = mb ¢ = mc
Usando este resultado estudiemos el polinomio

2% -3

Sabemos que:

22x2-3) = (xV2-V3)(xV2 + V2)

Y ademas

22x2-3) = 4x2 -6 = (2x - V6)2x +V6)

97

(2.14)


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.10. ALGUNA APLICACIONES DE LOS NUMEROS REALES (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

tiene las mismas raices que 2.14 y su forma es mas simple.
Estudiemos ahora el caso general. Sea el polinomio de segundo grado
ax?bx + bx + ¢ (a#0)
Encontrar las raices de este polinomio es lo mismo que encontrar las raices del polinomio de segundo grado.
4a(ax® + bx + ¢) = 4a’x® + 4abx + 4ac

por lo tanto

40’x? + 4abx + 4ac = (2ax + b)? + 4ac — b2 (2.15)

Vamos a utilizar la expresién 4ac — b%0 para separar el estudio en varios casos. Es usual considerar su opuesto, b%0 —4ac ,
al que llamaremos discriminante y denotaremos por A.

Primer caso

En este caso 4ac — b% >0, y poner
4ac-b? = ¥?

El segundo miembro de la ecuacién 2.15 se puede escribir entonces como:
(2ax +b)? = k?

Segundo caso

En este caso 4ac — b? < 0 y podemos poner
Vb2 — 4ac = V2
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Por lo que podemos escribir el segundo miembro de la ecuacién 2.15 como producto de factores de la siguiente manera:
ax+b)> — (Va)® = Qax+b-vVa)Q2ax+b+Va)
Tercer caso
A=0
Tenemos entonces el segundo miembro de la ecuacién 2.15 se reduce a
4a’x? + 4abx + 4ac = (2ax +b)(2ax +b)
Observemos que en algunos casos es posible descomponer el polinomio directamente, por ejemplo:

x2—(a+b)x+ab = (x—a)(x=b) ¥®>+(a+b)x+ab = (x+a)(x+b)

2.10.3 Solucidén de una ecuacion de segundo grado

Del estudio anterior obtuvimos que las soluciones de la ecuacién de segundo grado con una incégnita en R
2ax+bx+c =0
son las mismas que las soluciones de la ecuacién
(2ax +b)?> +4ac—-b% = 0

Haremos entonces los estudios por casos para esta ecuacion.

Primer caso

Obtuvimos ya el resultado

(2ax + b)? + 4ac — b*> = (2ax + b)? + k? (2.16)

con K = V4ac —b? K = —V4ac - b2

Como la expresién ?? es estrictamente mayor que cero, no existe niimero real tal que:
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ax2+bx+c =0

Por lo tanto, el conjunto de soluciones es el conjunto vacio (#) (suponiendo que al menos dos coeficientes son distintos de
cero, pues de otro modo el andlisis ya se hizo).

Segundo caso
A >0
En este caso debemos encontrar las soluciones de la ecuacién
2ax+b—-Va)2ax+b+vVa) = 0
Dada la descomposicién obtenida anteriormente de
(2ax +b)?> — (Va)?

El subconjunto de soluciones en este caso es

b
s:;—a‘/Z ~b-+Va2a

Y decimos que la ecuaciéon admite dos soluciones distintas.

Tercer caso

Sabemos ya que se trata de encontrar las soluciones de:
(Qax+b)?2 = 0

y que claramente

(3
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Decimos entonces que existen dos soluciones iguales.

Para facilitar el estudio, tendremos en cuenta tinicamente dos casos; cuando el discriminante es mayor o igual a cero, y cuando
el discriminante es menor que cero.

Vamos a resolver como ejemplo la siguiente ecuacién de segundo grado con coeficientes reales y una incégnita en R.
X2 +6x+9 = (x—3)(5x—1)
Desarrollando la expresién para expresarla en la forma general
ax’+bx+c = 0 (a#0)
Obtenemos
X2 —6x+9=5x?-16x +3
ie.
ax? —10x -6 = 0

Analicemos el discriminante:

A = (=102 - (16)(-6) = 100+96 = 196
Como el discriminante es mayor que cero la ecuacién tiene dos soluciones distintas:

10+vVa  10+V19%6 _ 10+ 14
8 8 -8

X1 =

10-va _10-V19%  10-14 -1

=g 8 )

Entonces, el conjunto de soluciones de la ecuacién es:
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2.10.4 Relaciones entre coeficientes y raices

Sea la ecuacién de segundo grado

ax®>+bx+c = 0 (a #0) (2.17)

Supongamos que x, y x, son dos soluciones reales de la ecuacién 2.17.
Entonces
ax12+bx1 +c = (17(22+bx2 +c
luego
a(xz2 —xlz) + b(x,—x%x,) =0
De donde, factorizando, tenemos:
(x, =x)(a(x, +x,) +b) = 0)

Notemos que si x; X1

X2 +X1 = —
a
dado que x; -x; es distinto de cero.
Tenemos entonces que:
ax?+b,+c =0 (2.18)
-b
X, +x, = — (2.19)
despejando b de 2.19 se tiene
b = —a(x, +x,)
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y sustituyendo en 2.18

ax? —ax,(x, +x,)+¢ = 0

de donde

—-ax, x,+¢c =0

0, lo que es lo mismo

C
X X, = —
12 a

Hemos encontrado entonces la siguiente relacién entre los coeficientes de las raices

XXy =

olo

Observemos que este resultado se puede obtener siempre que existan x, y x,, es decir, si y sélo si el discriminante de la

ecuacion es mayor que cero.

Estudiaremos ahora el reciproco, es decir, la existencia de dos niimeros reales « y 3 tales que, dada una ecuacién

ax’> +bx+c = 0 (a#0) (2.20)

con discriminante

entonces

-b c
x+p = - y ap = <
donde ademads se cumpla que o y 3 son soluciones de la ecuacién 2.20

En efecto, sabemos que o y 3 son soluciones de:
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x-a)x=B) =0
es decir, son soluciones de
X2 —(x+B)x+ap =0

y por lo tanto, lo son también de
x2+gx+§ =0 (2.21)

Que sabemos tiene las mismas soluciones de la ecuacién
ax2+bx+c =0
Entonces los nimeros reales « y 3 son soluciones de la ecuacién

ax2+bx+c =0

Teorema 2.24

Dos ecuaciones de segundo grado

ax?+bx+c = 0 (2.22)

ax’>+bix+c; =0 (2.23)

tienen las mismas soluciones si y sélo si los coeficientes son proporcionales.

Demostracion

Si las ecuaciones 2.22 y 2.23 tienen las mismas soluciones o y 3, sabemos que:

-b _bl
+p = — x+p =
P a 4
c Y ¢,
af = g ap = a
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(Recuerde que a # 0, a, # 0). Entonces:

-b -b, c ¢
a q Y a q,
= -ba, = -b, y caq = c¢a
a a
= b = —b, y ¢ = ¢—
al al
Si tomamos el ntimero real
a
A= —
Cll
tenemos que
b=Ab, , c=2A , a=Aq

es decir, decir los coeficientes son proporcionales.
Ahora, si lo coeficientes de las ecuaciones 2.22 y 2.23 son proporcionales, podemos escribirlas:

ax> +bx+c = 0 (2.24)

(ax’> +bx+c¢) = 0 (2.25)

si y s6lo si
ax> +bx+c = 0

por lo tanto las ecuaciones 2.24 y 2.25 tienen las mismas soluciones.
Notemos que si una ecuacién no tiene solucién, tampoco la tendra una ecuacién con coeficientes proporcionales.

Recordemos que el resultado del teorema anterior fue utilizado anteriormente.
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2.10.5 Inecuaciones de segundo grado

Haremos ahora el estudio del “signo” del polinomio de segundo grado con una incégnita en R,
ax? +bx + ¢ (a #0)
esto es, encontrar los subconjuntos
P={xeR:ax*+bx+c > 0}

N={xeR:ax®>+bx+c < 0}

S={xeR: ax®>+bx+c

0}

Primercaso: A < 0
Sabemos, por lo antes desarrollado, que (¥x € R) 4a(ax? +bx +c) = (2ax + b)? + k? (con k2 = —-A)

Entonces
d4a(ax®> +bx+c) > k2 > 0

Segundo caso: A = 0

Del estudio de la ecuacion
ax?+bx+c =0
tenemos en este caso
(Vx € R) 4a(ax*+bx+c = (2ax +b)?
de donde
4a(ax>+bx+c > 0

Entonces

-b

1 2+bx+c) = 0 sii = —
) (ax X +C) sit x a
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-b
2) ax?+bx+c >0 si a > O(VXEIR—{Z})

-b
3) ax>+bx+c < 0 si a < O(VXEIR—{Z})

Tercercaso: A > 0

De la teoria desarrollada podemos deducir que:
(Vx€R) ax*+bx+c = a(x—x,)(x—x,)
De donde x, y x, son las soluciones de la ecuacién
ax?+bx+c =0
Estudiemos el signo de:
a(x —x)(x —x,)

en las siguientes tablas: Si a > 0

Tabla 2.1
Xl XZ
a + |+ |+
(x—x,) -0 + | +
(x —x,) - -0+
ax®+bx+c |+ 0- 0+

Tabla 2.2
Xl XZ
a ++ [+
(x=x,) -0+ | +
(x—x,) - -0+
ax>+bx+c |+ - 0+

Es decir,

Sia>0
1) ax?+bx+c >0 Vx €]—o00,x[ U ]x,, +0o[
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2) ax>+bx+c < 0 Vx € Ix,, %[
3) ax*+bx+c =0 Vx € {x,,%,}
Sia<0

\
o

1) ax®>+bx+c > Vx € [x,,%,]

2) ax>+bx+c < 0 Vx € | —o00,x,[ U Ix,,+0o[
Otro modo de llegar a las mismas conclusiones, es considerar la funcién
f(x) = ax> +bx+c
y realizar el cuadro de variacién de esta funcién para los diferentes valores que pueda tomar a como ntimero real.

Con la teoria de inecuaciones de segundo grado, estamos en condiciones de resolver cualquier tipo de ecuaciones: las ecua-
ciones de segundo grado con pardmetro en R.

A modo de ejemplo, resolveremos a continuacién la siguiente ecuaciéon paramétrica

(m-3**-2mx+12 = 0 (2.26)

Estudio del discriminante
A, = (-2m)?2 —4(m—-3)12 = 4m? —48m + 144
Debemos analizar el signo de A, . Para eso resolvemos la ecuaciéon
4m? —48m+144 = 0
que tiene las mismas soluciones que
m?-12m+36 = 0
Estudio del discriminante de esta ecuacion:

A, = 144-144 = 0
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Por lo tanto la ecuacion del discriminante tiene una tinica solucién:

y, como el coeficiente de m? es mayor que cero, entonces esta ecuacién es mayor o igual que cero para todo m en R.

Esto dice que
(A, 20) (YmeR)

por lo que las soluciones de la ecuacién 2.26 es el conjunto:

2a 2a

. . {2+\/A_1/ 2—\/31}

Con lo que queda el resultado de la ecuacién 2.26.

Considerando ahora la siguiente ecuacion de segundo grado

ay* +bY2+¢c = 0 (2.27)

Observemos que es facilmente expresable como una ecuacién de segundo grado. En efecto, sea

x = y?

tenemos entonces

ax> +bx+c = 0 (2.28)

y resolviendo mediante el método desarrollado anteriormente obtenemos primero las soluciones de la ecuacion 2.28.

-b + Vb2 —4ac

*= 2a
—-b - Vb2 —4ac
X = 2a

de donde las soluciones de la ecuacién 2.27 son, siempre y cuando existan x, y x, las siguientes:
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Yy = VX Yy = VX
Ys = VX Yy = VX

De la misma manera, se puede aplicar la teoria de inecuaciones de segundo grado para resolver inecuaciones de cuarto grado
del tipo

ay*+by’+c > 0
ay*+by?+c <0

Cabe observar que la solucién de la ecuacién de tercero y cuarto grado, aunque aparentemente sencilla, no puede ser desa-
rrollada con la teoria que tenemos de los nlimeros reales, sino que es necesario para su estudio desarrollar la teoria de los
nimeros complejos.

Por lo tanto, estudiaremos la solucién de estas ecuaciones en el capitulo correspondiente a los ntiimeros complejos, en la parte
de élgebra de este curso.

2.10.6 Ejercicios

1. Dados “0” el elemento neutro de la suma y “1” el elemento neutro para el producto en R, muestre que:
a. -0 = 0 (deelinverso aditivo de 0" es él mismo).

b. 17! = 1 (ieel inverso multiplicativo de “1” es é] mismo).

2.Sean a,b,c,d en R. Muestre que:

a. —(a-b) = —a+Db

b. (a-b)+(b-c¢c) = a-c

c. a(b—c) = ab-ac

()= (F) -5 weeo
e (3)-(5) - (5] svroysiazo

f. (-a)b = (—ab) y  (-a)(-b) = ab

110


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.10. ALGUNA APLICACIONES DE LOS NUMEROS REALES (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

3. Sean a,b,c en R.Demostrar que:

[a>Db y b>c] = a>c

4. Muestre que para todo x,y en R se cumple que:

[x>0,y=0 y x+y=0] = x=y=0

5. Denotamos por

R = {x e R: x>0}
R_. = {x e R: x<0}

a. Muestre que si a y b pertenecen a R, se cumple que:
0<a<b = a?<b?
b. Dados a,b en R, muestre que:
[aeR,beR, y a?<b?] = <a<hb0
c. Muestre que dados a,b en R, se cumple que:

[a<b y ceR]= cb<ca

6. Muestre que para cualquier x en R, se cumple

x+1 > x

7. Mostrar que si a y b pertenecena R,y a < b, entonces

—a>-b
En particular, si a < 0, entonces

—a>0
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8. Demuestre que existe un nimero real x tal que:

x2+1=0
9. Demuestre que la suma de dos reales negativos es negativa.

10. Sean a, b, c ntmeros reales cualquiera. Muestre que:

a.Si a > 0, entonces % > 0;si a <0, entonces %< 0.

b.Si 0 < a<b,entonces 0 < bl <al.

c.5ia<bybs<c,entonces a<c

d.Sia<b,b<cya=c,entonces b=c.

e. (12+b220y a?+b2=0siia=0=b.

f. Si x es un ntimero real tal que 0 < x < h, para todo ntimero real h en R, , entonces x =0.
11. Mostrar que para todo a,b,a’,b” en R se tiene

[a=b y d=b] = [a+a =b+D]

Generalice el resultado por induccién para a; =b; con (1 <i<n)

12. Muestre por induccién que para aj, a,---,an en R:
a. —(mp+a+---+an) = —a1—ap—---—an
_ 41,1 -1
b. (a1az---an) = aj'a; --ay

13. Muestre que un producto a; X az - -- an de ntimeros reales es igual a “ 0" si y s6lo si existe al menos un ip,1 <ip < n,
tal que ai, =0.
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14. Sean dos sucesiones finitas (An)n € N y (Yn)n € N de nimeros reales que cumplan la segunda condicién del teorema
2.3. Supongamos que la sucesion (X ),, € N tiene al menos un término no nulo.

a. Si Xy =0, qué puede decir usted de Yy ?

b. Si M X1 + -+ + A X =0, qué puede usted decir A;Y7 + -+ + A Yn ?

15. Demostrar que para cualesquiera a, b, a’,b” en R se tiene que:

(a<b y d<b)= (a+ad' <b+D)
(a<b y d<V) = (a+d <b+D)

Extienda estos resultados para n desigualdades.

16. Muestre que para todo x y y en R se tiene,

si0<z:

(x <y) &= (xz < yz)

siz<0:

(x<y) = (xz<yz)

17. Demostrar que si a, a’, b, b’ son reales positivos, entonces:

(a<b y d<b)=(ad’ < bV

a.Si a, a’, b, b’ son reales estrictamente mayores que cero, entonces:

(a<b y d<b)= (aad <DbV

Extienda este resultado para n desigualdades.

1

18. Muestre que si x # 0, entonces x y x~ son del mismo signo.
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19. Demostrar que dado x en R, entonces:

X+ =

\%
N

20. Sean a y b dos ntimeros reales tales que para todo x € ]b, +oco[ se tiene que a < x. Demostrar que a < b.

21. Demostrar que si x es irracional y a es racional entonces ax y a + x son irracionales.

a. Sean a, b, ¢, d ntiimeros racionales y x un irracional. Suponiendo que cx + d # 0, diga si
irracional.

es racional o
+d

22. Denotamos por [x] la parte entera de ndmero real x, decimos que [x] es el entero n tal que n < x < n+1 demuestre
que:

a. [x+y] = [x]+[yl+e cone=0 6 e=1

b. [x-y] = [x]-[yl-¢ cone=0 6 e=1

23. Demostrar que, para cualquier entero p > 1, se tiene que:

(] + |x +

+ .04+

24. Demostrar que si p es un ntimero entero cualquiera mayor o igual a 1

px

—| =[xl
7]
25. Demostrar que para cualquier x,y en R

1) max(oy) = 50+ y)+ - yl)

2) minxy) = 5((c+y) = e~y
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a. Sean x un numero real, denotamos por x* = max(x,0) y x~ = max(—x,0).Calcular x* y x~ en términos de x y
Ix|.

26. Demuestre que si I e I’ sijon intervalos de R tales que INT" # @, entonces:

INT [;esun intervalo.

27. Sean A y A’ dos subconjuntos no vacios de R que satisfacen:
1) (VxeA)WX eA’) x<x.
2) AUA’ esunintervalode R.

Muestre que A y A’ son partes adyacentes de R.

28. Definicién:
Decimos que A C R es un subconjunto convexo sii Yx,y € A se cumple que x(1 -t)+yt €A,conye [0,1].

Muestre que todo intervalo en R es convexo.

29. Muestre que para todo x,y en R se tiene que:
) P = =
2

2) P <yl = ¥ < y?

3) Ix=yl < I+l

30. Diga en qué casos se verifican las siguientes igualdades

1) [x+yl

x| + [yl

2) |x+yl

| x| =Tyl |

31. Demostrar que Va, x, xgp € R, Ve € R}

€
[x —xo] < — = Jax—axg| < ¢

lal

115


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.10. ALGUNA APLICACIONES DE LOS NUMEROS REALES (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

32. Demuestre por induccion que para cualquiera x1,--- ,xn en R

1) Paxz---xal = Pal x2f---|xnl

2) xa+xa+-+xn| < x|+ xa + o0+ xnl

, x+y
33. Sean x,y numeros reales y sea z = — - Demuestre que:

d(x,y)
2

d(X/Z) = d(U/Z) =

34. Sean x,y en R. Encuentre los ntimeros reales z (si existen) tales que:

d(x,z) = @

. x+y
35. Sean x,y numeros reales y sea z = — - Demuestre que:

d(x,y)

d(x,2) = dly,2) = =7

36. Sean x,y numeros reales. Encuentre los ndmeros reales z (si existen) tales que :
d(x,z) = 3d(y,z)
37. Muestre que para ai, Aj en R con |ai| <1y Ay =20donde i, {1,---,n} y M +A2+---+A, = 1 secumple
AMtar +Aas + -+ Anan| < 1

1-ab

38. Muestre que

‘:1 silaj=1 6 |b]=1

;Qué restricciones se debe hacer si |a| = |b| =1?
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39. Sea a un numero real no nulo.

a. Demostrar que:

la] > 1= a® > |q]

la] >1=VYneZ, |a™*!| > |a"|
b. Deduzca que:

la| >1 = VneZ:, |[a"| >1

40. Demuestre que:

la] <1 = d® < |q|

lal <1 = VYneZ;, |a™!| < |a™|

41. Deducir que:

lal] <1 = VneZ:, |[a™] < 1

42. Utilice lo anterior para mostrar que:
la|#1=VneZ:, |a™| #1
1 -n
Recuerde quesi n € Z,a™ = (a) con —n en 7,
43. Deduzca que

VvnezZ,la" =1 = Ja=1

44. Sean a € Z, m € N*.Pruebe que son equivalentes:

1) x™

a posee solucién en Z

2) x"

a posee solucién en Q
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45.Sean r€Q, IT=R-Q, iel

1) -1, it el
2y r+iel, rxiel si r#0

3) Muestre que la suma y el producto de dos irracionales puede ser racional.

46. Dados a < b reales, muestre que existe un nimero irracional tal que a <i<b.

47.Sea Eq = {---,a™, -+, d%, al,a® =1,a,---,a", -} con a en R.
a. Muestre que E, es un subgrupo multiplicativo de R.
b. Estudie los casos E1, E_7.

c.Para a # 0 y |a| # 1 Considere la aplicacién
f Z — Eq
n - a"

Muestre que f es un isomorfismo de grupo Z, + en el subgrupo Eg, x.

48. Calcule tres términos consecutivos a, b, ¢ de una sucesién aritmética, conociendo s = a+b+cy p = abc. Escriba

a=x-T7, b=xy ¢c=x+T.

a. Calcule tres términos consecutivos a, b, ¢ de una sucesiéon geométrica conociendo s = a+b+c y p

Escriba a = xq7!, b =x y ¢ = xq.

49. Sean x,yen R, x>0,y >0
a. Pruebe x'/™ x y/™ =, (xy)'/", neN*

b.Sea r € Q*, p , unarepresentacionde v con p >0, g > 0.
Se define x™ = ¥YxP, q,p € N*

c. Muestre que ¥xP = (¥x), q,peN
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d. Pruebe que x™* = x" xx*
e. (xy)" = x"xx"
£ (x") = (X5)" = xS

Nota: Definimos para r € Q, <0, x" = (x~!)™" se prueba la validez de las tres tltimas leyes.

50. Muestre que:

a.a<b = a"<b"

b.a=b = a" =b", q,beR:, reQ*

51. Demuestre que:

a. xX*-y® = (x-y)Z+xy+y?) Vx,yeR"

b. Si n es impar,

c. Déla féormulaparan=3 y n=>5.

52. Demostrar que para cualquiera a,b en R* y n,p en Z, tenemos:

53. Muestre que la aplicacion:
p Ry — R,

n

es estrictamente creciente para n > 0, y estrictamente decreciente para n < 0
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54.
a. Demuestre que la aplicacién:

es estrictamente creciente para todo entero natural n.

b. Demuestre que la aplicacién

r R — R,

es estrictamente decreciente para todo entero natural n # 0.

55. Enla férmula (x +1)> = x¥* +2x +1, sustituya sucesivamente x = 1,2,--- ,n € N* y sume las igualdades obtenidas.

Deduzca, usando el ejercicio anterior, que:

142+ = M

56. Enla formula (x+1)*> = x®>+3x?+3x+1 sustituya sucesivamente x = 1,2,---,n € N* y sume las igualdades obtenidas.

Deduzca, usando el ejercicio anterior, que Vn € IN* se tiene:

nmn+1)2n +2)
6

124224...n2 =

57. En este ejercicio se demostrara la desigualdad de Cauchy Schwartz:

a. Muestre que si aj, -+, an, by,--+,bn, A son nimeros reales, entonces:

n

Z(ai +Aby)? > 0 (2.29)

i=1

b. Desarrolle la sumatoria 2.29
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c. Muestre que YA, B, C, A € R, con A # 0, se tiene que:

BZ
+C-—

AN 4+2AB+C = A
+ + A

(h+ 27

d. Sean

o
Il
—_

Concluya que:

58. Determine en los siguientes casos si el resultado es irracional o racional.
a. Irracional + racional.
b. Irracional + irracional.
c. Producto de irracionales.
d. Inverso multiplicativo de un irracional.

e. Inverso aditivo de irracional.

59. Muestre que:

V6 y V2 + /3 son irracionales.

60. Demostrar que si a, a’, a”, b, b’ pertenecena Q.
aa+adV2 =0=a=a=0

b.a+dV2 = b+bV2=a=b y d=V
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c. a2+ dV3+a’V5 = 0= a=ad=a"=0

d. Ver si los resultados se pueden generalizar cualquier irracional.

61. Supéngase que w = V2 y considere tres ntimeros racionales «, B, y tales que o+ 3 + w +yw? = 0.
a. Demuestre que si alguno de los tres ntimeros racionales es nulo, los otros deben serlo también.
b. Demostrar que si existen a,b en Q tales que a+bw =0.
c. Demostrar que para «, 3, v arbitrarios:

(x+Ppw+yw=0= (ax=pB=v=0)

62. Sea E el subconjunto de todos los irracionales de la forma a + a’V2 con a y a’ en Q. Designemos por E’ el conjunto
Q x Q con las leyes internas siguientes:

(aq,a’)+(b,b) = (a+b,d +b" (aq,ad)x(b,b) = (ab+2a’b’, ab’ + ba’)
Demuestre que la aplicacién:

f:E—F
a+ad V2 (a,a)

es un isomorfismo de (E, +, X) sobre (E,+, X).

63. Considere un homomorfismo del cuerpo Q[V2] (E en el ejercicio anterior) en si mismo.

a. Demostrar que si existe a+a’V2#0 talque ¢(a+a’V2#0,entonces ¢(1) =1; yconcluya que ¢(a)=a para
aen Q.

b. ;Cual es el valor de [p(V2 )]2 ?
c. Demostrar que el homomorfismo de ¢ distinto de la aplicacién nula y de la identidad es el isomorfismo a + a’V2 —»

a—a'V2.
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64. Sean E; y E» subconjuntos de R.

1+Z%!, neN

p=1

I
1l
—
Q|Q
2|2
11
3
—_———

a. Muestre que para todo n € N*

an < Qn-1
bnit < bn

an < by

b. Muestre que un elemento cualquiera de E; mayora a E;, y que un elemento cualquiera de E; minoraa E;.

c. Muestre que (Ej, E2) es un par adyacente. ;Qué se puede concluir?

65. Utilizando la férmula del binomio, calcular:

SBYEEN o [)+()+ ()

66. Asumiendo tnicamente el axioma del extremo superior, muestre que:

Si ScIN y S#0, 3meS talque m<s, VseS.

67.

a. Demuestre, usando tnicamente el axioma del extremo superior, que Z es un subconjunto no mayorado en R.
b. Use ?? para mostrar que Q no esta acotado superiormente.

¢. Muestre que dado un ntimero real x cualquiera, existe un n en N tal que:
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p<x<p+l1
d. Demuestre que para todo ntimero real x > 0, existe al menos un racional r tal que:

O<r<x

68. Designamos por D a conjunto R X R con las leyes de composicién internas:

(a,d’)+(b,b) = (a+d, b+b)
(a,a’)-(b,b") = (a-b, ab’ + a’b)

a. Designamos por D’ al conjunto de elementos de D de la forma (a,0). Demostrar que D’ es estable para la adicién y
la multiplicacién, y que la aplicacion,

o: R — D
a (a0

es un isomorfismo de R, +, X sobre D’, +, X; por lo que identificaremos a ” a " con " (a,0) “yasi, R c D.
b. Gracias a la identificacién anterior, calcular, dados «, a, a’ tres ntimeros reales, «(a, a’).
Demostrar que todo elemento (a,a’) de D se escribe como a + a’¢, donde ¢ = (0,1). Calcular &2.

c. ;Cuadles elementos de D son invertibles? Dados (a,a’) y (b,b’), encontrar (x,x’) tal que (a,a’)(x,x’) = (b,b).
Discutir.

d. Para todo niimero entero natural n > 2, calcular (x +ye)" . Dados a y b encontrar los nimeros reales x y y tales
que (x+ye)" = a+ be. (Sugerencia: estudie primero el caso n = 2 y luego generalizarlo.

69. Demuestre que si A es una parte no vacia y mayorada de R,y si « es el extremo superior de A, entonces:

VmeR, m<oa JFpeA talque m<pP<La

70. Muestre que el infimo de un conjunto, cuando existe, es tinico.

71. Pruebe que para A,B conjuntos acotadosy A xB = {xXy/x € A, y € B} no siempre se cumple que sup A X Bsup A x
supB.

72.51 A+B = {x+y/x €A, yeB} donde A y B son conjuntos acotados, muestre que:

infA+B = infA+infB
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73.

Definicion 2.15

Si (K, 4+, -) es un campo, decimos que S C K es el subcampo primo de K si para todo subcampo S’ de K se tiene
S C S, esdecir, S es mayor campo que K.

a. Muestre que S existey que S = s OK S’, donde S’ son todos los subcampos de K.
c

Definicion 2.16
Un campo (K, +, -) tiene caracteristica finita si existe n € N* talque ne = e+---+e = 0,donde e es el elemento
—_——

n veces
neutro para el producto y 0 es el elemento neutro para la suma, Se dice entonces que la caracteristica de K es el menor

m en N talque mxe=0.

b. Pruebe que (n X m)e = (ne)(me) Vn,m €Z.
c. Sea p > 0 la caracteristica de un campo K. Pruebe que p es primo.

d. Muestre que T ={ne; 0 <n <p -1} esunsubcampode Ky T =S es el subcampo primo de K. (Sugerencia: note
que S esisomorfoa Z/pZ).

e. Pruebe que si K es finito, su caracteristica p es finitas y mayor que cero, y su cardinalidad es una potencia de p.
(Sugerencia: considere a K como un espacio vectorial sobre S ).

f. Sea

f: Z — K
n H— nXe

Muestre que f es un monomorfismo de anillos.

g. Muestre que T = {ab~!/a,b € f(Z)} esunsubcampo de K,y deduzca que T = S (el subcampo primitivo de K ).

h. Considere

32 ©

> (me)(ne)

Muestre que S esisomorfoa Q.
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74.

Definicion 2.17

Si (E, d) es un espacio métrico, el conjunto {x € E/ d(x,xp) < h} con h > 0 se llama bola abierta con centro xg y
radio h.

Una funcién f : (E,d) — (E/,D’) se dice continua en un punto xg de E si para toda bola abierta de B’ de centro
f(xo) existe una bola abierta B de centro xq tal que f(B) c B’

a. Escriba la definicién anterior utilizando cuantificadores y una implicacién.
b.Sea f:(E,d) — (F/,D’) y g: (F/,d’) — (E”,D”) tales que f es continua el xg y g en continua en f(xo).

¢. Muestre que & : R xR — R tal que 6(x,y) = |x —y| es una distancia en R. (Asuma para el resto del problema
que R tiene esta distancia).

d. Muestre que las aplicaciones dj, dy, d3 de R? x R? en R tales que si x = (x1,%2),Y = (y1,Y2):
di(x1,x2) = [|x1—y1| + |x2 —ya]

da(x1,%2)

sup (|x1 = y1l, [x2 = y2)

dz(x1,%2)

Vx1 = y1])? + (Ix2 — y2|)?

son distancias en R?.

Pruebe ademaés que:

Shiy) < Bly) < dluy) < dikky)

Deduzca que la aplicacién identidad de R? con una cualquiera de las distancias anteriores es continua en todo punto x de
R?. (Asuma para el resto del problema que R? posee alguna de estas distancias).

e.

1) Muestre que las aplicaciones de R? en R

+: (x,%,) — X +Xx,
Xt (x,%) P X XX,

son continuas en todo punto x en RZ.

2) Si f y g son aplicaciones de (E,d) en R, son continuas en xq, muestre que:
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h: (E,d — R?
x P (f(x), g(x))

es continua en Xxg .

3) Si f y g son aplicaciones de (E,d) en R, continuas en xg y si A es un nimero real, muestre que:
f+g, fXg y AXTf
son continuas en xg .

1
f. Muestre que la aplicacion f de R* en R, tal que f(x) = S continua para todo x en R*.

g. Sea g una aplicacién de (E,d) en R* ysea E’ el conjunto de los puntos de E para los cuales g no es nula.

Utilice los esquemas de 2.30 y los resultados anteriores para probar que si

f: (£,d) — R

(E,d) — R
son continuas en Xg y g(xo) # 0, entonces:
1 f
g Y g
son también continuas en Xxg .
£ — R — R
1
x B gx) b — (2.30)

75.

Definicion 2.18

Sea xp € R. Un conjunto V en R se dice ser un vecindario de xp en R si V contiene un intervalo abierto que contiene
a xp . El conjunto de vecindarios de xo se denota por V(xg).
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Definicion 2.19

Sea G C R. El punto x¢ € G se dice ser interior a G si G es un vecindario de xp.

Demuestre que:
a. La unién arbitraria de vecindarios de xg es un vecindario de xq.
b. La interseccién finita de vecindarios de xy es un vecindario de xg.

¢. Dos puntos cualesquiera x, y x, en R tales que x, # x,, tienen vecindarios disjuntos. Esto dice que R es separado.

Definicion 2.20

Sea LcR y x,€L.Selellama vecindario de x, en L a toda interseccién de L con un vecindario de x, .

d. Sea L = {1, 2, 3}. Obtenga todos los vecindarios de 1 en L.

76.

Definicion 2.21

Un conjunto no vacio B en P(E) se dice ser una base de filtroen E si (VF; € B)(VF, € B) 3Fe B talque FC Fi1NFy,
con F1 #0, i1=1,2.

a. Muestre que si B es un subconjunto no vacio de P(E) tal que (VF; € B)(VF, € B) setiene F;1 NF, € B entonces B es
una base de filtroen E.

b.Sea E =R y x, € R. Muestre que V(x,) es una base de filtro de R.
c.Sea E=R y By, = {]x0 — &, x, + «f, « € R} } Muestre que By, es una base de filtroen R.
d.Sea D c R y x, € D. Muestre que By, es una base de filtrode D.

Asuma ahora que x, ¢ D, pero para todo o« > 0 se tiene Jxo— &, x, + [ N D # 0.

Muestre que entonces By, N D es también base de filtrode D.

Definicion 2.22

Sea f una aplicacién de E en R y B una base de filtro de E. Se dice que ” f tiene un limite segtin la base de filtro de
B ”, si para todo vecindario V de € R, existe un elemento F de la base de de filtro B tal que:

f(F)cV
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Se escribe liénf = [, o bien, lién f(x) = L

e. Muestre que limf = [ es tinico.
B

f. Sillamamos B a la base de filtro discutida en 1, y B, ala discutida en 3 muestre que:

Iimf =1 = limf = [
B] BZ

77. El conjunto de Cantor consiste de todos los niimeros reales de intervalo [0, 1] que tienen expansién en base 3 con ceros y

doses tinicamente, o bien en su expansién aparece exactamente un uno y las cifras siguientes con todas ceros.

Ejemplos:

0.22020202220. . .
0.2000220210000. ..

Serian expansiones de dos ntimeros en el conjunto de Cantor.

12
Se construye este conjunto eliminando ]5’ 5[ de [0,1], luego eliminamos los tercios medios

intervalos restantes y asi sucesivamente.
Pruebe:
a. El conjunto de Cantor no contiene ningtin intervalo.

b. Existe una biyeccién entre el conjunto de Cantor y el intervalo [0,1].

2 4
99|’

[e XN
O |

7

[ de los

78. Resuelva las siguientes ecuaciones de segundo grado con una incognita en R, donde a,b, m son pardmetrosen R:

a xX2 —-mx+m-1=0
b. x> -2(a-b)x —4ab = 0

e X*—(a+2)x+2a =0

Il
o

d. ax? = (a®> +3)x +3a

Il
o

e. x> +2(a—b)x+4ab
f. x> -5mx+6m? = 0

g x> —4dax+3a? = 0

129


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

2.10. ALGUNA APLICACIONES DE LOS NUMEROS REALES (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

79.

80.

81.

82.

h. x* +4ax+3a®> = 0
i x2-2ax+a?2-b2 =0
jo x—a)(ax-1) = x2-a?

k. 2abx* - (2a+b)x+1 = 0

L abx?—(a®+b%)x+ab = 0

Muestre que las siguientes ecuaciones tienen en general dos soluciones distintas.

a. X2 —(a2+b%2—-c?)x+a?b?-bv*%c?-c?a? = 0

b. 3x> —2(a+b+c)x+ab+bc+ca = 0 con a,b,c en R.
Determine el niamero real m para que las siguientes ecuaciones tengan la misma solucién:
X -2m-1)x+2m-30 = 0
a.
X2 —(m-1x+m+p =0
mx? —2x + m—p =0
b.
(Mm+1)2%*-mx+p = 0
x“(m-1)x+m+p = 0

2x>—2m-12x+3p = 0

Resuelva en R las siguientes inecuaciones, donde el pardmetro a e un nimero real:

.(2x+3)(x+a) < 0

o

b. (ax+1)(ax+2) > 0
Bx—-1)(x=-5) <0
d. x—3 > Vx2-2x

.5=-2x)3+x) > 0

o

]

[ua)

2x—yYx—-1 < 0

Resuelva las siguientes ecuaciones de cuarto grado:

a. 2y*+5y°+7 = 0
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b. 7yt -2y = 0

c. 5y*+2y>+3 =0

d. 7y*-3y%2+65 = 0

e. 25yt +41y?+12 = 0

83. Resuelva las siguientes inecuaciones de cuarto grado:

a. 25y* -7y +8 > 0

b. 12y* +47y2-22 < 0

e 2y*+2y2-4 <0

d. 73y*+12y2 -3 > 0

84. En las siguientes desigualdades, encuentre el conjunto de solucién:

a. 7x+8 £ 0

b.9% -1 >0
Ix-1 < 0
C.
x+2 > 0
2x—-1 > 0
d.
Ix+1 < O

e. (x—1)(x+3) =20
f. (—x?)+3x—-4 > 0

x—=7
>
x+4

8.

X
. (- —_— 2
h(3)<x_3<
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i (x2+2x=3)(x+1) > 0

85. Resolver

a. Vx—a < Va+l1 a>0

b. Vx—a < a?

¢ V2ax—-b < b? a,beR

86. Considere los siguientes sistemas y halle el conjunto de soluciones.

2x+4 > 0
a.

3x—-9 < 0

2x—-2 < 0

2x-1 > 0

87. Resuelva las siguientes desigualdades.

B

x—1]+|x+1| <4

o

Cx=1+x=2]=-2|x+1] >3

o

|x =3|+ |x+4|+3 > x+[x]

o

x| +2x=1]-3x-2| > 4

®

x =1]+|x+ 1| >

88. Encuentre las soluciones de las desigualdades con parametros.

a. 2+n)x+3n > 4, neR

b. (M2 -1)x+n >3, neR
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c. m*x —3mx+2x+m >4 meR
d (Vn+2)x<n+2 neR
Mm-1)+1 > 1

mx + 2 < 0

89. Resuelva

Vx+4>Vx -3+ x—210

p

b. V2x2 = x -3 >x+1

\/3x—4 \/x—5 5
+ < =
x—5 3x —4 2

2x2+3x -5 - x—=7
x2 —16 x—4

o

Ix| -1
|x| +2

f.l(x-D2x+1)|<x-1

g (x=3)(x—5) < (Ix| = 3)(Ix] - 5)

1 1 1
h'x—2+x—3_x—4>0
. bx+4 5x—-4 13
i. +— < —

5x—4 b5x+4 6
x—3 x+3
. X 3
. <
J x+3 x—3
2 _
K 2x° —x <4
X
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90. Resuelva las siguientes desigualdades:

a. X2 +2kx+1>0

b. (kx?) +2(k+1)x+1>0

c. (kx?+2kx+1)(x—=1)>0

x+k

d. <0 x £k

91. Halle las soluciones de los siguientes sistemas.
2x-3y+6 > 0

a. 4x-y-4 < 0

4x+3y+12 > 0
x+4y-12 > 0
b. 7x-8y+11 > 0
2x-y+10 > 0
C+ry?+2xy—- D +y?+2xy—-4) < 0
c.
CCry?-2xy—-D2+y?-2xy—-4) < 0

x*+2xy+y>-4 < 0
d ¥*-2xy+y?>-4 < 0
X% +y? > 1

\%
o

X+y

X
N
+
[
N
v
—_

92.5i a,b € Ry a <b demuestre que:
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a+b

b
5 <

a<

93. Para a,b,c € R demuestre que:

(a2b+c)e=(a-c)=2b

94.5i x € R, x > 0. Muestre que:

x|=
\%
N

95. Para a,b € R, 0 < a < b # 0. Muestre que:

a+1

o
IA

o
+
—_

IA
o'l e
(on
+
—_

96. Para a,b € R, a# b y a Xb >.Demuestre que:

o'l e
[al ey

97.Sean a,b € N*, b # 1. Compare las expresiones racionales

a+1 a-—1
b+1 7 b-1

98.5i a,b,x,y €R, a2+b2=1 y x2+y2=1. Muestre que:

ax+by <1

99. Muestre quesi a2+bZ+c2=1 x2+y2 + 22 =1, entonces:
q y Yy

ax+by+cz<1 para a,b,c,x,y,z €R

100.Si a,b € R con a>b >0, muestre que se cumple que:

a2 -b? a—-b
a2+b2 " a+b
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101.Si a,beR y a#b, a>0, b>0, demuestre que:

a b
v @

Q-
(o e

> +

102. Para a,b,c € R, a>0, b >0, ¢ >0, muestre que se tiene
(a+c)(c+a)a+b) > 8abc

ap a a a a a
103. Sean —1, —2, ..., — mayores que cero y tales que L2 < 2 <
b1 by bn by b3

mismo signo. Demuestre que:

aq < ap+ax+...+an < an
by ~ bi+by+...+b, T bn

104.
a. Demuestre que:

(a+Ab)2 > 0 para a,b,A e R

b. Definimos

A={ai/ie {1,2,...,n}} ACR

B={bi/ie {1,2,...,n}} BCR

Demuestre que:

Z (ai + 7\bi)2 >0
i=1

105. Sean ay,...,an con a; € Ry  bi,..., by con b; € R.
S

a. Demuestre que:

. <

n mn n n
D@+ Ab)? = " (@) + 20 ) aibi + 22 ) (bi)?
i=1 i=1 i=1 i=1

b. Demuestre que
n n n
Z(ai+bi):Zai+Zbi
i=1 i=1 i=1
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Capitulo

Sucesiones de numeros reales

3.1 Definicidon y conceptos generales

En matematica se formaliza el concepto natural de sucesién de elementos de un conjunto, en particular, sucesiones de nimeros
reales.

El concepto informal de sucesién esté a la base de cualquier razonamiento prematemaético y su formalizacién recoge esta
parte intuitiva reproduciendo sus mejores propiedades en el marco técnico de la teoria de conjuntos y de ntimeros reales.

Otra manera de presentar las sucesiones de ntimeros , racionales en este caso, es tomarlas como definicién de ntimero real. En
efecto, la sucesién 1,4,1... serd una buena definicion de V2 que no deja de ser una definicién muy natural, pues la sucesién
es “lo més cerca que podemos pasar de V2" .

A fin de tener un lenguaje comun, se representaran las definiciones y notaciones necesarias para formalizar y hacer “manio-

brable” el concepto natural de sucesiéon de ntiimeros reales.

Definicion 3.1
Una aplicacién de f de un subconjunto I de N en R se llama una sucesion de ntimeros reales o una sucesién real.
Como s6lo hablaremos de sucesiones reales, diremos de ahora en adelante tinicamente sucesion.

Es usual escribir f(n) = u, y denotar a la “sucesién” por (un)n €I, lo cual desde luego es un abuso de notacién que se
asume tnicamente por comodidad. Cuando I esiguala N, como a menudo sucede, escribimos (un)nenN -

Observemos que u, , para cada n en I, es un niimero real general de la sucesién f.

El conjunto de valores de la sucesién se denota, cuando I en N, por {up,uy,...,an,...} o de una manera més general por
{un }n eN -

Observemos que este conjunto no es lo mismo que la sucesién (un)n € N, pues esta es la funcién y {un }n en son los valores
de f en N.

Si el conjunto I es finito, se dice que la sucesion es finita; si por el contrario I es infinito, se dice que la sucesién es infinita.
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Observemos que si la sucesién es finita, el conjunto de valores de la sucesion es finito. Por otra parte, la sucesién puede ser

infinita y el conjunto de valores puede ser finito.

Consideremos por ejemplo, la sucesién definida por todo n en N por:
Un = (_1)n
es una sucesion infinita, mientras que el conjunto de valores es finito; e efecto, es el conjunto {-1,1}.

Ejemplos:
1) Lasucesién (n? +2n —1), ¢ [,s], S en IN, es finita.

2) La sucesion (cos(an +2))n eN es infinita.

1
3) La sucesion (—) donde P denota el conjunto de los niimeros pares es infinita.
nep

Para simplificar la notacién, denotaremos la sucesién f simplemente por ().

Definicion 3.2
Una sucesion (un)ner se dice estar mayorada (respectivamente minorada) si existe un ntimero real A tal que para
todo n en N.

un < A (respectivamente u, > A)

Si la sucesion es mayorada, diremos que es acotada. Por ejemplo, la sucesién (13n + 15) no es mayorada, pero si minorada.

1
La sucesion (E) es acotaday (cos(n)) también lo es.
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Definicion 3.3

Una sucesion (un)ne1 es creciente, si dados n, n’ en I se cumple que:

n<n) = (un

IA

Un/)

y decreciente

\%

Mm<n) = (un 2 un)
La sucesion se llama estrictamente creciente o estrictamente decreciente si las desigualdades anteriores son estrictas.
Las sucesiones crecientes y decreciente se llaman monétonas (respectivamente estrictamente monétonas).
Definicién 3.4
Una sucesion infinita se dice estacionaria si los términos de la sucesién son constantes a partir de un cierto término. Un

ejemplo de estas sucesiones son las sucesiones constantes es decir, (R)ne1 donde R es cualquier ntimero real pero
fijo.

Ejemplos:

La sucesion (n? +2n) es estrictamente creciente y la sucesién (—2n + 1) es decreciente.

La sucesién ((—1)™) no es monétona.

Operaciones algebraicas y las sucesiones

Dadas dos sucesiones (un)ner ¥ (Vn)ne1 indexadas por el mismo subconjunto I de N y un nimero real cualquiera defini-
mos:

1) (un)+(vn) (Un +Vn)net

2) (un) X (vn) (Un - Vi)ner

3) Mun) = Mun)ner
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Obsérvese que estas definiciones son muy naturales, pues recordemos que son las mismas de la suma, producto y producto
escalar de funciones numeéricas.

Denotaremos por S(I) el conjunto de funciones de I en R, o sea el conjunto de sucesiones de ntiimeros reales indexados por
I.

Notemos que facilmente se puede verificar los siguientes resultados:

1) (S, +) es un grupo conmutativo (en particular la sucesién (—un)ne1 se denotard por —(un)ner )-
2) S, +, X esn anillo conmutativo con unidad.

3) (S, +, ) es un espacio vectorial sobre R.

1
Si para todo elemento n de I, se tiene que u,, # 0, la sucesién (—) es la inversa multiplicativa de la sucesion (un)ner1
Un/her

y asi, no toda sucesién distinta a la “sucesién 0” tiene un inverso multiplicativo, por lo que S, +, X no es un campo.

En la practica se acostumbra considerar I’ C I tal que para todo n en I’ se cumpla que u,, # 0, se dird por abuso de lenguaje

. 1 .
que la sucesién | — es la inversa de (Wp)ner-
Un
nel’

. . . 1 L
Por ejemplo, diremos que la sucesién (— es la sucesién inversade n en n con n # 0.
n

Hechas estas observaciones, dadas las dos sucesiones, dadas las dos sucesiones (un)ne1 ¥ (Wn)ner podemos definir la
‘. u .
sucesion (—n) (donde para todo n en I’ se tiene que vy #0).
Vn
nel’

Ademds, diremos que la sucesion (Jun|)ne1 es el valor absoluto de la sucesién (un)ner -

Un criterio mucho mds comprensible y mads ttil para trabajar con las sucesiones acotadas estd dado el siguiente lema:

Lema 3.1 Una sucesion esta acotada si y solamente si existe k en R y N en N tales que para n mayor o igual que N
se cumple:

[un| <k
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Demostracion

Consideremos una sucesién u,, acotada, entonces segtin definicién estd mayorada y minorada, es decir, existen K" y K”
tales que:

Un <K paratodo nen N

Un < K”

consideremos ahora

K = max([K’[, |K"”])

luego facilmente se verifica que:

(lunl < [K)  (¥n € N)

Supongamos ahora que exista K en R y N en N tales que

(lunl<K)  (Yn 2, N)

Consideramos

R = maéx(Jug|, [wil, ..., lun-1l, K)

luego es claro que,

(lun <R)  (¥n 2,N)

Por lo tanto

—-R<u, <R

Lo cual dice que u,, estd mayorada y minorada, es decir, acotada.

Observemos que una sucesion creciente de niimeros reales negativos es acotada, pues basta considerar K = |up| dado que
Un < |ug| paratodo n en N, ademds de que:
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pues la sucesion es creciente. Luego,
[unl < fu|

Similarmente el lector podra verificar que si (1) es una sucesion decreciente de ntiimeros reales positivos, es acotada.

3.2 Sucesiones aritméticas y geométricas de numeros reales

3.2.1 Sucesiones aritméticas

Sea la sucesiéon de ntimeros reales (uy,) tal que para todo entero no nulo, se tiene que:

Un-1+Un+1
2

Un =

(3.1)

O sea que cada uno de los términos de la sucesién a partir de u; son de la misma aritmética de lo términos que lo “encajan”.
Observemos que la ecuacién 3.1 es equivalente a:
Un — Un-1 = Un+1 — Un
Por lo tanto existe un ntiimero real r tal que para todo n en IN*
Un+1 — Un =T

Definicion 3.5

Llamamos sucesiones aritméticas de ntimeros reales, a toda sucesién real (uy) tal que, existe un ntimero real v, con:

Untl —Up =1 (V1 >,N)
Al ntiimero r se le llama diferencia simétrica de la sucesién aritmética.
Observemos que si ponemos u, = a, se tiene que:

u = a+r
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y facilmente se puede mostrar por induccién que para todo n en N

Un, = a+m™m (3.2)

Reciprocamente, si consideramos la sucesién real definida por

Un = ax+pfn

es una sucesion aritmética de diferencia simétrica 3 y tal que n, = «.

Recordemos que la sucesién “extraida” de una sucesion aritmética relativa al intervalo I = [0,n], se le llama una progresién
aritmética.

Tradicionalmente a las sucesiones aritméticas se les llama “progresiones aritméticas ilimitadas”, aunque también se acostum-
bra a usar el término “sucesién aritméticas ilimitada” como una aplicacién f de IN en R definida por:

f: N — R

n [rd at+rn

Por otra parte de la ecuacién 3.2 se observa que si T = 0 la sucesion aritmética u, es constante; de la misma ecuacién se puede
observar muy facilmente que la sucesién aritmética (un)neN es estrictamente creciente si > 0 y estrictamente decreciente
sir<O0.

Para calcular las sumas parciales de los términos de la sucesién aritmética de razén v, o sea,

Sn =y, +u + .o+ upg

consideremos un entero R tal que

entonces

Uy +Un-R =a+Rr+a+ Mm-R)r =u, + un

ahora, si escribimos
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Sn = Yy tu +...4+un

Sn Unp +Un-1+...+ 1,

Obtenemos, sumando ambas desigualdades
2Sn = n+ 1), +un)
de donde

_ M+ 1)y, +un)

Sn >

Un caso particular se obtiene de considerar la sucesién aritmética de razén 1 y con términos u, = 0. La suma parcial es
entonces:

nn+1)

S = 1+24...+n = >

3.2.2 Sucesiones Geomeétricas

Consideramos una sucesion (u,) de ntimeros reales tal que para todo entero natural no nulo, se cumpla que:
(un)z = (Un-1)(Un+1) (3.3)

O sea que, que cada uno de los términos de u, se obtiene por la media geométrica de los términos que los “encajan”.
)

Si todos los términos de (un)nen son no nulos, la igualdad 3.3 se puede escribir de la siguiente manera:

Un+l _ Un
Un Un-1

y por eso existe un nimero real no nulo q tal que para n;

Un+1 qun
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Definicion 3.6

Llamamos una sucesién geométrica de ntimeros reales a la sucesion para la cual existe q tal que:

Untl = qUp (Yn >2)
Al ntmero real q se le llama la razén de la sucesion geométrica.

Si q esigual a cero todos los términos de la sucesién geométrica son nulos, por lo que supondremos siempre que:

q#+0

Si u, esa, entonces u, es (qa) y graficamente se puede verificar por induccién que:

Reciprocamente que todo sucesién real u,, definida por:

Up = «ff™ (con B # 0)

es una sucesion geométrica de razén  y tal que u, esiguala oc.

Recordemos que si se considera la sucesién “extraida” de una sucesiéon geométrica relativa a [0, n] obtenemos una progre-
sién geométrica. A la sucesién geométrica se le acostumbra llamar “progresién geométrica ilimitada”; también se le puede
considerar como una aplicacién f tal que:

f: Z — R

a — aq®

Observemos que una sucesién geométrica tiene razén q con q > 0, entonces todos los términos de la sucesion tienen el
mismo signo que u,, (es decir a ). Una sucesién geométrica es constante si q es 1.

Ademads, si a es mayor que cero, ficilmente se verifica que si q es mayor que uno, la sucesién es estrictamente creciente y si
0 < g <1 es estrictamente decreciente.

Los resultados son inversos si a es menor que cero y se demuestran sin mayor dificultad.

Si q es menor que cero, todos los ndmeros reales de la forma
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Uon

tienen el mismo signo que 1y y los niimeros reales de la forma

Uon+1

tienen el mismo signo opuesto a u,, lo cual dice que la sucesién alterna sus signos o es alternada.

Para calcular las sumas parciales
Sn =y tu +.o Uy
Observemos que:
qSn = qu,+qu, +...+quy
O sea
Sn—=qSn = wu,_,
De donde
Snl-q) = u, - q™'

por lo tanto si q es distinto de uno, tenemos que:

1_qn+1

Si g =1, entonces

Sn = M+ 1y,

(3.4)

Notemos que Sy, esla suma de los primeros n + 1 términos. Una aplicacién de la sucesién geométrica es si consideramos:

u, = X = —
0 q X

con x en R* y a en R, entonces se tiene que:
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Sng = x™" Texnla+. . +xa™24+aqn?

y por 3.4
T
- _2 n_ . m
Spop = x1. . =X % (3.5)
1 _ = X—a
X

El resultado lo obtuvimos en el capitulo dos, en la forma
XM —a™ = (x=1D)" T +x"2a+.. . +xa™ 2 +a™))
Un caso particular seria
x¥—a® = (x—a)(x® + ax + a?)
y reemplazando a por —a tenemos que:

X +ad® = (x+a)x%+ —ax + a?)

3.3 Sucesiones Convergentes

Haremos el estudio de la convergencia de una sucesién tratando de obtener métodos generales aplicables. Para ello buscaremos
varios criterios y haremos un estudio de algunas sucesiones particulares que nos ayudaran a resolver el problema en estudio.

La idea de convergencia es muy natural, aunque para el lector no avezado, muchas veces la definicién no pareciera ayudarle
a describir el concepto intuitivo que él tiene.

Definicion 3.7
Una sucesién infinita (u,) de nimeros reales converge hacia el ntimero £ en R si dado ¢ mayor que ceroen R existe
N en N tal que

lun =€ < ¢ (Yn=N)

Al ntimero real { se le llama el limite de la sucesién (u,,) y se denota por
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(un) — ¢ o lim w, =1¢

n—oo

en este caso la sucesion se llama convergente.

Teorema 3.1

Si (un) es una sucesion convergente, entonces el limite de u,, es tnico.

Demostracion

Supongamos que no es cierta la afirmacién, o sea que el limite no es tinico, existen entonces { y ¢’ en R tales que:

(un) — ¢ y (un) —

Tenemos entonces que

=] = L—un+un =] < [L—un|+ ¢ —un| (3.6)

ahora como (un) — ¢ existe N’ en N tal que

[un — 0] < (Vn > N') (3.7)

Similarmente existe N” en N tal que

[up = 0| < % (Yn>N”") (3.8)

Luego para N = max(N’, N”) se cumplen las desigualdades 3.7 y 3.8 simultdneamente, por lo tanto de 3.6 se sigue que:

€ €
(V< =+= =
I I<2 5 = ¢

para todo € > 0 en R, entonces:

-|=0 y (=¢
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es decir el limite de una sucesién convergente es tinico.

Ejemplos de sucesiones convergentes y no convergentes

. 1 N
Consideremos la sucesién — para n en N*. Sea ¢ > 0 arbitrario.
n

Notemos que por el teorema de Arquimedes existe N en N tal que

1 1
Z <N il
S y N <¢
ahora, si n > N entonces:
1.1
n N
y
1
—|<e (Yn>=N)
n
De donde
1
Iim — =0
n—oo M

Observemos por otra parte que toda sucesion constante, o sea aquella cuyos términos son una constante, converge.

Los dos resultados anteriores nos seran muy ttiles cuando conozcamos més propiedades de las sucesiones convergentes, asi
como para derivar algunas de estos.

Los ejemplos que pondremos a continuacién, sirven para ilustrar métodos que demuestra que una sucesién converge o no.
Consideremos la sucesion:
(=nr
n2

Vamos a “ver” que esta sucesion converge a cero. Sea ¢ > 0 en R arbitrario; sabemos que:
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1 : . . -
Debemos acotar — por ¢ a partir de un cierto nimero nimero natural N.
n

2

Dado que R es arquimediano existe, en efecto, N en N tal que
ademads,, obviamente para n > N

y por lo tanto

1
n

lo que implica que la sucesién
="
n2
converjaa 0.

La sucesion {(—1)*} no converge, pues si converge a “a”, dado ¢ > 0 deberfa existir N en N tal que

(¥ —a| < ¢ (Yn>=N)

1
Pero si consideramos por ejemplo ¢ = 5 Y suponemos que a > 0, se tiene
[(-1)*—a]=1+a, si K=2n y K=N

de donde

1+a<1=>a<—1
2 2

Lo que contradice el hecho de que a > 0. La escogencia de k es posible dado que el conjunto de los ntimeros impares no es
acotado superiormente y para todo n en N existe:

K=2n+1
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tal que
K=2n+1>N

Ahora, si a fuese menor que cero, entonces

1
(-D*=al=1-al < 5

Para algtin K = 2n cuya obtencién se garantiza por el echo que tampoco los niimeros pares son acotados superiormente.

Se deduce que:

—1<1— <1=> >1
2 G737 9473

lo cual es de nuevo una contradiccién. Entonces para & > 0 arbitrario no existe N en IN con la propiedad deseada de donde
la sucesion (—1)* no converge.

Definicion 3.8

Una sucesién (un)neN converge a +oo [respectivamente a —oo | si y solo si para todo A >0, A € R, existe N en
N tal que

(Vn>N) an>A (respectivamente a, < —A)

y se denota por

lim un =+c0  (respectivamente lim u, = —o0)
n—oo n—oo
Obsérvese quesi lim |un| =400 o Ilim |un|=—0c0 podemos asegurar que lim |un|=+co.
n—oo n—oo n—oo

Reciprocamente si lim |un| = +co0 y sia partir de una cierta constante todos los términos de la sucesién tienen el mismo
n—oo

signo, de a cuerdo a este signo  lim |up|=+c0 o Ilim |up|=—-c.
n—oo n—oo
Sin embargo, no se puede asegurar nada si el signo de los términos de la sucesién varia como en la sucesién
{(_1)n}nEJN
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Esto quiere decir que existen sucesiones que no son divergentes ni convergentes.

Otro ejemplo de una sucesién convergente a +o es (U)nen pes recordemos del capitulo anterior que para todo A > 0,
A € R, existe N en N tal que

n>A (Yn>=N)
lo cual dice que la sucesién converge a (+o0), andlogamente (—n) converge a (—).
Consideremos ahora la sucesion aritmética (a + ™) nen con r diferente de cero, es inmediato que:

(r>0) = lim(a+rn) = +oo

(r<0)=lim(a+m)=-co
Demostremos la segunda proposicién.
Sea A un namero real estrictamente positivo; sabemos que existe n en N tal que
a+m<-A

En efecto, despejando se obtiene

-A-a
-r

Y basta considerar un entero n con n > N y
N> méx(_A_—T, 0)
por tanto
n=N)= (un, < -A)
osea (a+mn) convergea (—o0).

Observemos que la notacién hm Un = +o0 es tan solo un abuso de lenguaje para comodidad de escritura, pues de acuerdo

a la definicién dada al prmc1p10 el limite debe ser un ntmero real.
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Relacion entre las sucesiones acotadas y convergentes

En esta seccién veremos una propiedad de las sucesiones convergentes con respecto a las acotadas, asi como un criterio
para analizar si una sucesién converge. Este criterio, con el de Cauchy, serdn las herramientas mds ttiles para enfrentar una
sucesion, aunque es seguro que el lector encontraré otras menos ortodoxas.

Lema 3.2 Sea (u,) una sucesién convergente de niimeros reales, entonces u,, es acotada.

Demostracion

Supongamos que uy, converge a { y consideremos ¢ > 0 arbitrario.

Como

[un| = [un = €+ € < Jun — €[+ [{] (39)

Y dado que u, es convergente, entonces existe N en IN tal que para n > N

lun — 8] < e (3.10)

Obtenemos que por 3.9 y 3.10

lun| <e+ 1] (Yn>=N)

Consideremos ahora el nimero real k definido por:

k =max (Ju,], lu,], .., lun-1], € +1¢])

Es evidente que

[lun| <k (Vn=N)

de donde se deduce que u,, en acotada.
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Teorema 3.2

Toda sucesion creciente de ntimeros reales, acotada superiormente (mayorada) es convergente.

Demostracion Considérese una sucesion i, creciente y acotada superiormente. El conjunto U definido por

U={u, neN}

es acotado. Sea

{=supU
Dado ¢ un ntimero real estrictamente positivo, sabemos que existe N en N tal que

—e<uy <t
(usando un criterio del sup visto en el capitulo II de este libro). Pero como (u,) es creciente entonces tenemos que:
(—e<uy<u, <t (YneN
Se deduce que para todo ¢ > 0 existe N en N tal que para n > N
lun — € < ¢

O sea que (uy) convergea £.

Un teorema anélogo al anterior es que, toda sucesioén decreciente acotada inferiormente (minorada) es convergente y converge
al inf de {un}nen-

La demostracién es bastante similar, por lo que la omitiremos.

Este criterio es muy importante dado que nos dice cudndo una sucesién converge y a qué ntimero real converge. Para mostrar
su utilidad consideremos los siguientes ejemplos:

Sea la sucesién (uy) definida por:

_(n+1)n
T n+3
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Vamos a mostrar que la sucesién no es convergente.
Facilmente se comprueba que la sucesién u,, es creciente pues:
nZ+6n+6>n?+4n
luego
M+2)(n+3)>nn+4)
multiplicando ambos términos por (n + 1)
M+1DM+2)Mm+3)>n+1)n(n+4)

de donde

_(+1)(n+2) (m+1n
METTRRD T med)

n

Observemos que vasta mostrar que u,, no es acotada y tenemos el resultado deseado, pues si mostramos que no es acotada
pero si convergente, entonces por el lema 3.2 tendriamos una contradiccién.

Supongamos por el contrario que u,, estad acotada, luego existe k en R tal que

2
kxun=20 (vnelN)
n+
lo que implica que
0>n?>—(k-1)n-3k=0 (3.11)

se obtiene

A=(k—1)2+12k

Dado que k debe ser mayor que cero se tiene que A > 0 y esto implica que sea falsa loa suposicién.

155


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.3. SUCESIONES CONVERGENTES (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Suponer entonces que (un) es acotada nos lleva a una contradiccion, o sea que u, no es acotada y por lo tanto no converge
(nétese el uso del lema 3.2 junto con el teorema anterior).

Otro ejemplo que es una aplicacién inmediata del teorema anterior es el siguiente:

14 ) n . 2 . P .
Considérese la sucesion 1 claramente es una sucesién acotada superiormente. Ademads es creciente, dado que
n
Mm+1)2=n’+2n+1>n’+2n=n(n+2)
luego

_(n+1) n _u
T 42 n+1 "

Por tanto podemos concluir que es convergente3 y no solo eso, sino que converge a 1, pues facilmente se puede mostrar

n
+1
que 1 es el supremo del conjunto

{LnEJN}
n+1

Consideremos ahora una sucesién de intervalos [an, bn] que verifican las condiciones del teorema de los segmentos encaja-
dos (ver cap. I), entonces las sucesiones a,, y by verifican las siguientes propiedades

an < an+1 < bpyr < by (Yn € N)
O sea que (a,) es una sucesion creciente y (br,) un a decreciente.

Ademéds, sabemos que existe un tinico ndmero real que pertenece a todos los segmentos

supan = infby
neN neN

por tanto, por el teorema anterior se obtiene que
lima, =limb,, =¢{
A toda pareja de sucesiones (an) y (br,) que verifican las condiciones anteriores, se les llaman sucesiones adyacentes.

Podemos entonces concluir que dos sucesiones adyacentes son convergentes y el limite es justamente el tinico ntimero real
que pertenece a todos los intervalos [an , bn].

156


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.3. SUCESIONES CONVERGENTES (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Relacion entre el orden y la convergencia

Teorema 3.3
Dadas dos sucesiones convergentes de ntimeros reales U, y V, tales que para todo n en IN

Un < Vi
entonces
lim U, £ lim V.
n—oo n—oo
Demostracion

Supongamos que lim U, =ay lim V, =b.
n—oo

n——oo

L . a-b
Razonando por contradiccién, asumamos que b < a y consideremos ¢ = 5 > 0; como U, y V, son convergentes,

existen Ny y Ny tales que:

[Up—al<e (¥n=Nj)

[Vi—a|l<e (Yn=Nyp)
de donde se deduce que

a-e<Up<e+a (3.12)

b-—e<Vh<e+d (3.13)

Ahora nétese que

a—->b

2>0

a—e—(b+e)=a—-b—-2e=
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lo que implica que

a—-e>b+e (3.14)

ysi N =max(Ny, Ny), se obtiene de 3.12,3.13 y 3.14 que
Vi<b+e<0-—e< Uy (Yn=N)

pero por hipétesis

que es una contradiccion.
Suponer entonces que b < a nos lleva a una contraccién y se debe tener que b > a.

Si se observe cuidadosamente, se puede notar que la hipétesis de que U,, < V, para todo nimero natural n, puede ser
sustituida por U, <V, para n > p con p un ntmero natural cualquiera, pues el argumento de la prueba seria el mismo a
excepcion de la escogencia de N que en este aso seria:

N =max(N1, N2, p)
Cabe preguntar que si el teorema es vélido con las desigualdades estrictas, esto es:
Up < Vp)(YneN) = (a<b)
La respuesta a esta pregunta es negativa, como se ve del siguiente contraejemplo:
Considere las sucesiones (U;,) = (1 - 71_1) y (Vn)=01+ %).

Es evidente que U, < Vi, para todo entero natural n; sin embargo el limite de ambas sucesiones es 1, como podrd verificar

el lector usando la definicién de la convergencia de —.
n

Otro resultado importante en cuanto a la relacién y el orden es el siguiente.
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Teorema 3.4

Dadas tres sucesiones de nameros reales (Uy) (Vi) (Wy) tales que:

1) Uy =V sW,  (YneN)
2) limU, =limW, =¢{

Entonces V;, converge a {

Demostracién Sea ¢ > 0 un ndmero real arbitrario como (W5) y (Uy) son convergentes, existen N1 y Ny en N tales que:

Wi - < % (Vn > Np) (3.15)

Up — < i (Vn > N») (3.16)

Ahora,

[Vn — €] < |V — Un|+[|Un — ¢
y como W, > V;, se tiene que

Vi =€ < [Wn +Un| + Uy =8 = [Wn —Upn + €8] + [Un = {

de donde

[Vn — €] < [Wn =] +2|U, — ¢
Considerando N = max(Ny, N2) se obtiene que para n > N

Vi — 0] < §+zz‘1 —¢

luego (Vi) convergea £.

a importancia de este teorema es que nos sirva como un criterio para analizar si una sucesién es convergente, dado que se
L t de este t t 1 te, dad
puede reducir el problema a demostrar la existencia del limites tal vez més faciles.
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Por ejemplo, considerar la sucesién (V;,) definida por

Va=Vn+1l-4yn

Observe que

0<Vp=ynrloym Yitlevn 1
= VRaleyi vYnileym

1
Como 0 <V, < F y se puede verificar ficilmente que como —— converge a 0, entonces (V;,) tiende a cero.
n

3.3.1 Las operaciones con sucesiones

En esta seccién vamos a estudiar operaciones algebraicas en el conjunto de todas las sucesiones convergentes. Luego estudia-
remos las operaciones en las sucesiones que convergena —co0 0oa —co.

Teorema 3.5

Dadas don sucesiones convergentes (U,) y (Vi) cuyos limites son { y (' respectivamente, entonces la sucesién
U, + Vi, converge y el limite es € + ¢'.

Demostracién Para cualquier € > 0 existen N’ y N” en N tales que

Un — ] < (Vn > N')

N[

Vi — 0] < (Vn > N”)

N ™

Como

[Un + Vo = (€= 0)] < [Un =€+ [V =0

Se obtiene que

[Un +Vh - =0)| < =¢ (Yn=N = max(N’,N"))

+

N ™

£
2

oseaque (Un + V) es convergentea { + ¢’
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Teorema 3.6
Dadas dos sucesiones convergentes U, y Vi a £ y {’ respectivamente, la sucesién U, - V;, convergea {-{’.

Demostracién Sean (U,,) y (Vi) dos sucesiones convergentes y £ y ¢’ sus limites. Nétese que:

Un - Vo = €8] = [Un (Vi =)+ U(Un = O] < [Un| [Vo =]+ [€] [Un — €]

Como U, es una sucesién convergentes, es una sucesién acotada (lema 3.2) por lo tanto podemos suponer que existe K en
R tal que

Un| < K (¥n € N)

Ademads, como U, y Vi son convergentes, entonces dado ¢ > 0 existen N’ y N” en N tales que

£

_ > N’
|Vn €|<2K (Yn=N)
€
Un - < — Vn =N
[Un | < 20| (Yn > )
Por tanto, si consideramos N = max (N’, N”) se obtiene que
€ € € €
Un Vi — 20 k— v = —-+=- =

de donde concluimos que (U, Vi) convergena £{'.

La importancia de estos dos teoremas anteriores y el teorema siguiente es que reducen el calculo de un limite bastante
complicado a varios limites faciles de computar. Com esto se obtiene el resultado mds facilmente y, sobre todo, en menos
tiempo, se evita tener que recurrir a la propia definicién de convergencia en los casos que es fastidioso el “ método del ¢ y el
N”.

Lema 3.3 Sea (Ul,,) una sucesion convergente a { # 0, entonces existen N en N y B en R+, tales que

0<B < U] Vn>N

Demostracion. Sabemos del capitulo anterior que:

[Un| =1t < [Un - €]
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Como (U,) es convergente dado & > 0 existen N en N tal que

[Un| - [€] <

O Sea

| Un| = [€]] <

luego

—e+ [ < [Un| < e+

Basta entonces con escoger 0 < ¢ < |¢| y considerar

B=—-¢+|{
luego, es evidente que:
0< B < |Up| (Yn=N)
Teorema 3.7
Sea (Uy) una sucesién convergente a £ # 0 tal que U, # 0 para todo n en IN; entonces la sucesiéon — converge a
1 n
k
Demostracion

Consideremos (U, ) una sucesion con la hipétesis del teorema.

Como

_ U]

1
e Ul

1
U,
basta acotar inferiormente el denominador. Por el lema 3.3 existe N’ en IN y B en R tales que

0< B < |Up] Yn=>N)
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Luegop
1 1] [Up—¢
— < = Vn>N
W, = B (Vn=N)

Ahora, como (U,) converge a ¢, dado ¢ > 0, existe N” en N tal que

U, — ¢ < e|¢B Yn>=N")
Por tanto si consideramos N = max (N, N”) obtenemos que
LI < Vn=N)
. € n >

de donde (L) es convergente a T
n

Un ejemplo muy significativo pero trivial, de la aplicaciéon de los teoremas anteriores es el siguiente:

n°+3n+2

Calculemos el limite de (U,) definido por U, = 67 g Par todo n en IN.

Obsérvese que dividiendo por n® tenemos que:

De donde es evidente por los teoremas anteriores que (U,,) converge a cero.

Teorema 3.8
Sea (U ) una sucesién convergente a £ y sea A un numero real arbitrario, entonces la sucesién (A Uy,) convergea A{

Demostracion
Consideremos A un niimero distinto de cero (pues si A = 0 obviamente All,, converge a cero dado que seria la sucesién

constante igual a cero), obsérvese que:
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AUn = ALl = [A] [Un — ]

€

Y como (U;,) es convergente, dado que M

>0 existe N en N tal que

£

U, -4 < —
Un =t < o5

(Vn>N)
De donde

AU, - ¢ <e¢
Osea (AU;,) es convergente a AL.

De los teoremas anteriores el lector podra verificar que el conjunto de todas las sucesiones de ntimeros reales convergentes
es un espacio vectorial sobre R y aun mds, un anillo conmutativo con identidad.

Estudiemos ahora las operaciones algebraicas cuando al menos una de las dos sucesiones converge a +co 0 —co.

Comencemos estudiando el limite de la sucesién (-Uy) donde (U,) converge a +co; es de esperar que (-U,) converja a
—oo. En efecto, dado A > 0 un ntimero real, existe N en N tal que

Un > A Vn=N)
De donde
-U, <-A (Yn>N)
osea (-Uy) convergea —oo.
Anélogamente el lector podré constatar que si (U,) converge a —oo, la sucesion (—U,) converge a +co.

Teorema 3.9

Sean (U ) y (Vn) dos sucesiones de numeros reales. Entonces

1) Si (Uy) convergea +o y (Vi) no converge a —oo entonces (U, + V) convergena +co.

2) Si (Uy) convergea —co y (V) no converge a +oo, entonces (Uyn) + Vy, convergena —oo.
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Demostracion

Supongamos que (Vi) converge a +co, entonces dado A > 0 existen N’ y N” en N tales que

U, > % Vn=N)
Vh > % Vn=N")
entonces, si consideramos N = méx (N’, N”) se obtiene que:
Un+Vn >A Vn=N)

O sea que (U, + V;) convergea +oo.

Supongamos ahora que (U, ) converge a +oco y (Vy,) converge a (.

Sabemos que, como V;, es una sucesion convergente acotada, esto es, existe K’ en R tal que

K < Vp <K (3.17)
Sea R > 0 arbitrario, entonces existe K > 0 tal que
R=K-K
Como () converge, existe N en N tal que
R< U, + Vi (Yn=N) (3.18)
Sumando las desigualdades 3.17 y 3.18
R<Un+Vn (Vn=N)

Y como la escogencia de R fue arbitraria se obtiene que (U + V) convergea +co.

Anélogamente el lector podrd verificar la parte dos del teorema.
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Estudiaremos el producto en el siguiente teorema.

Teorema 3.10

Sean (Un) y (Vn) dos sucesiones de niimeros reales. Entonces

1) Si (Uyn) converge a +oo entonces:

a. (Un, Vi) convergea +oo si Vy, convergea { > 0.

b. (U, Vi) convergea +oo si V;, convergea +co.

¢. (Un Vi) convergea —oo si Vi, convergea £ <0

d. (Un Vi) convergea —oo si Vi convergea —oo

2) Sia. U, convergea —co entonces:

b. (Un, Vi) convergea +oo si Vi, convergea { < 0

¢. (Un Vi) converge a 400 si V, converge a —oo

d. (Un V) convergea —oo si Vi, convergea { >0

(Upn Vi) converge a —oo si Vi, converge a —oo

Demostracion

No mostraremos la parte (2.) del teorema 3.10 dada a su analogia a la parte (1.) del mismo teorema, y de la parte (1) solo
mostraremos las partes (a.) y (b.) dado que las demostraciones de (c.) y (d.) son analogas a las demostraciones de (a.) y (b.)
respectivamente.

Supongamos que (Uy,) convergea +co y (V) convergea £ > 0.Sea 0 < ¢ < {.Como Vy, convergea { existe N en N tal que

Vo — 0] < ¢ (Vn>N)
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O sea

0<—-e+l<Vy<e+t ¥n=N) (3.19)

Sea R un ntmero real positivo, entonces existe K > 0 tal que
R =K(-e+10

Dado que K >0 y que (Uy,) divergea U, convergea +oco, existe N” en N tal que

0<K< U, Vn>=N") (3.20)

Multiplicando las desigualdades 3.19 y 3.20 y considerando N = médx (N’, N”) obtenemos que:
R=K(-e+8) <UnVn, (VN >=N)
O sea que (U, Vi) convergea +oo.

Obsérvese que con los términos anteriores quedé caracterizado el limite de la suma de sucesiones, salvo el caso que una se
dirijaa +oo yla otraa —oo. En el caso de producto de sucesiones queda definido el limite tinicamente cuando una sucesién
converge a +00 0 —oo y la otra convergea “0”.

Teorema 3.11

Sea U,, una sucesion de numeros reales. Entonces:

1
1) Si U, convergea 0, (U_) converge a +oo si U, > 0 para n > N; convergea —oo si U, < 0 para n > N, con

N € N dado.

1
2) Si (Uy) convergea +co 0 —oo, (U_) tiene por limite a 0.
n

Demostracion

Supongamos que (Uy) convergea 0 y que Uy >0 para n > N con N’ en N.
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Sea K > 0, entonces existe ¢ > 0 tal que K = %, perocomo € >0y (Uyn) convergea 0, existe N en N tal que
—e<Up,<e (Vn=N")
Considerando N = méx (N’, N”) tenemos que:
O<Up<e (Yn=N)

O sea

0< K=

™| =

1
—  (Yn=N
<un (Yn>N)

1
Y asi (U_ converge a +o0. El otro caso se analiza andlogamente.
n

Supongamos ahora que (U;) converge a +oo, entonces dado ¢ > 0 existe N en N tal que
1
De donde

0<—<e (Yn=N)

1
O sea que (—) convergea 0.
Un

El otro caso es similar y el lector podra verificarlo facilmente.

Con el estudio anterior en los teoremas 3.10 y 3.11 podemos obtener el limite del cociente de dos sucesiones que resumiremos
de siguiente modo:

Sean (Un) y (Vn) dos sucesiones numeéricas reales cuyos limites son { y ¢’ respectivamente. Entonces:

1) Supongamos que ¢’ # 0, luego:

a.Si (¢, ¢) € R? la sucesién (%) tienen como limite é :
n
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u
b.SiLeR y ¢ en +o00 0 —co, entonces (V_n) convergea 0.
mn

u
c.Siles—coyl/ >00fles +ooy ' <0,cont en R, (V—n) converge a —oo.
n

u
d.Siles+0oy ¢ >00Len —coy {<0,con { unnamero real cualquiera, entonces | — | converge a +co.
y y q v g

n

2) Si ¢ =0, entonces:

a.5i Uy, < 0 a partir de cierto rango y { es un ndmero real positivo, 0 so V;, < 0 a partir de un cierto rangoy ¢ es

. Un
un nimero real negativo, (V_ converge a +co.
n

Si Vi, > 0 apartir de un ciertorangoy ¢ < 0 osi V,, < 0 a partir de un ciertorangoy ¢ > 0, con { en R, entonces

%)
| convergea —oo.
n

3.4 Estudio de sucesiones particulares

Limites de una sucesién aritmética:
Considérese una sucesion aritmética cualquiera u, =u, +nr con u, y v en R.

En la seccién 3.3 de este capitulo, vimos que:

Iim n =+
mn—oo

Ademas, segtin el estudio hecho en la seccién anterior se obtiene que:

Si r>0 Iimnr = 4o
—>00

Si r>0 Iimnr = -o0
—>00

Ahora, si T es 0 se observé anteriormente que la sucesion seria constante y por lo tanto convergeria a 1, . En conclusién, la
sucesién aritmética solo converge a un niimero real cuando la razén es 0.
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Considérese ahora la sucesion (Sr,) definida por:

_ Mm+1D(u, +u,)

Sn >

(n+1)

a +co 0 —oo, dependiendo de signo de la razén r; de donde la sucesién (S») convergea +c0 0 —co.

El lector podra verificar que la sucesién

converge a +00 y como observamos hace un momento (u, +1,,) converge

A esta sucesion (Sy,) se le llama serie aritmética.

Limites de la sucesion (a™)

Comencemos estudiando la sucesién (a™),cuando a > 1, con el siguiente lema que se conoce con elnombre de la desigualdad
de Bernoulli.

Lema 3.4 Dado un ntimero real positivo b arbitrario se cumple

1+b)">nb (Yn>N)

Demostracion

Hagamos la prueba por induccién. Es claro que la propiedad se verifica para n =1 pues

1+b>b

Supongamos que la propiedad se verifica para n = k.

Como

(1+b)**1 = (1 +b)(1+b)k =(1+b%)+b(1+Db)k

Se obtiene por hipétesis de induccién y porque 1+b > 1 que:

(1+b)**! >kb+b=(k+1)b

que era lo que deseaba probar.
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Consideremos ahora a > 1, entonces a=1+b con b > 0 y por el lema anterior
a"=(1+b)™ >nb
De la seccién anterior sabemos que la sucesién (nb) converge a +oo. Luego para A > 0 existe N en N tal que
nb > A (Yn>N)
entonces
a™ > A (Yn>N)
o sea que la sucesién (a™) converge a +oo cuando a > 1.

Ademas del resultado obtenido, es muy importante que se obtenga el argumento que se empled para mostrar que la sucesién
a™ converge a +oo, pues es un método bastante comun.

Si vamos a mostrar que una sucesién (u,,) converge por ejemplo a +co, vasta encontrar una sucesién (Vy) que converja a
+00 que converja a +co y que verifique que:

U, >V (Yn>N)

El lector podra deducir facilmente un método analogo para el caso en que u, convergentea —co.
Volviendo al estudio de (a™) es obvio que si a < —1 la sucesién a™ es una sucesion alternada y no es convergente.
Supongamos ahora que |a| < 1; existen entonces a’ tal que
A=— con |[d'|>1 a#0
Como
(@
Entonces lim a™ =0, pues para ¢ > 0 se tiene que:

1
[a™ = 0] = |a™| < ¢ &= |a™| > <
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pero del estudio anterior sabemos que lim |a’|" = 400 de donde existe N en N tal que
(n>N)= (|d|™ > %) = |a"| <e

oseasiysoélosi lima™ =0.

En conclusién obtenemos el siguiente resultado:

Si |a| < 1 entonces lima™ =0
Si a > 1 entonces lima™ = +oco
Si a=1 (a™) es constante y por lo tanto convergente a 1.

Si a < -1 lasucesién a™ no es convergente

Limite de una sucesiéon geométrica

Considerese una sucesiéon geométrica u, definida por:
u, =qtuy, con u, y qen R
Del estudio de la sucesién (a™) hecho anteriormente se puede concluir inmediatamente que:

1) Si u, =0 entonces (u,) convergea 0.

2) Si |q| <1 entonces (u,) converge a cero.

3) Si q =1 entonces (u, ) convergea u,.

4) Si q <1 entonces (u,) convergea +oo si u, >0 o convergea —oo si u; <0.

5) Si q <1 entonces (u,_) no es convergente.

Considérece ahora la sucesién (Sn.) definida por:
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Sn=u,+tu +...+u

n

donde (uy) es una sucesién geométrica. Sabemos de la subseccién II que:

Sn =

al-q*Y)  «a (aq ) .
1-q 1-q \1-q/*

Ahora, si consideramos la sucesién geométrica (i) definida por:

a
u, :—(1_qq)

— qn
W, =q U

n

Se obtiene que:

1) (Sn) converge a ilq siysolosi |q] < 1.

1

aq
1-g¢g

2) (Sn) convergea +oo 0a —oo dependiendo del signo de

3) (Sn) noesconvergentesi q<-1o0q=1.

3.5 Subsucesiones

Definicién 3.9
Sea f:IN — R una sucesién de ntimeros reales y sea g : N — IN una aplicacion estrictamente creciente; se le llama

de f determinado por g al la sucesién f o g. Si denotamos por (u, ) ala sucesién, denotaremos entonces por (u, )
la subsucesién fo g, donde g(k)=n, y f(n,)=u, .

Lema 3.5 Sea f una aplicacién de IN en IN estrictamente creciente. Entonces:

fn) > n (Yn eN)

Demostracion
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Consideremos el conjunto U definido por

U={neN/n>fn)}
Y supongamos que U no es vacio, luego existe u, en N y u, en U tal que

u, <u (Ynel)
Como u, estden U se tiene que:

u, > f(u,)
Y por ser f estrictamente creciente
fu,) > f(f(u,))

o sea que f(u,) estd en U pero f(u,) < u,;siendo u, el menor elemento de U se tiene una contradiccién.
Por tanto, el conjunto U es vacio, es decir

fln) =n (Yn e N)

Teorema 3.12

Si (u, ) esuna sucesion convergente, entonces toda subsucesién converge al mismo limite de (u, ).

Demostracion

Supongamos que lim Uy = ¢ y sea (u,,, ) una subsucesién de (u, ) (para ser precisos, u,, = (fo g)(k) = f(g(k)) = f(n,)).

nk
Como (u, ) converge a { se tiene que dado & > 0 existe K en N tal que

lu, —f <e (Vk = K)
Por el lema anterior sabemos que:

gk)=n_>k (Vk € N)
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Y en particular se cumple que
Ny > K
por tanto
u, —l<e (Vn, > Ny)

n

de donde (u,, ) convergea (.

El reciproco de este teorema es también cierto. Es decir, si toda subsucesién de una sucesién U, converge a { entonces u
converge a {; para demostrarlo se da'ra el siguiente resultado.

Lema 3.6 Sean (u,) una sucesion de nameros reales. entonces si las subsucesiones (u,,) y (u,,,,) convergen a un
mismo limite { entonces U, convergea (.

Demostracion

Sea (u, ) una sucesion con la hipétesis del teorema, entonces como (u,,) y (u,,,,) convergena {, dado ¢ > 0 existen N’ y
N” en N tales que

hw,, = < ¢ (V2n = 2N’)

I, ., - < e (V2n+1>2N"+1)

2n+1
Luego tomando N = méx (2N, 2N”) se tiene que:
lu, € <e

Osea (U, ) converge hacia £.

Notese que si la subsucesién converge no implica que la sucesién converge. Un caso tipico es la sucesion (-1™) que no
converge; si embargo, la subsucesién (—12“) convergea 1.

A pesar de eso si sabemos por algin método que (u, ) es una sucesién convergente podemos averiguar su limite calculando
el limite de alguna subsucesién que sea més facil de computar.
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El siguiente teorema es uno de los teorema fundamentales del anélisis y se debe a Bernardo Bolzano. Su importancia no es
esencialmente en este capitulo de sucesiones sino en el capitulos posteriores.

Teorema 3.13

Si (u,, ) es una sucesion de ntiimeros reales acotada, entonces (u, ) posee una subsucesién convergente.

Demostracion

Como (u,) es una sucesién de niimeros reales acotada, existe K en R tal que
-K<u, <K (VYneNN)

Considere el conjunto {Uy, }nen, si este conjunto es finito, entonces debe existir al menos un valor repetido infinitas veces y
por tanto considérese la subsucesion constante con ese valor. Si ese conjunto es infinito, entonces denotamos

Ih = [—K, K]

Como existen infinitos valores distintos en Iy debe existir al menos uno de los intervalos I} = [-K, 0] y If = [0, K] un
numero infinito de términos de la sucesién; a este llamese I; (para mayor claridad supongamos sin pérdida de generalidad
quees I} ).

K K
Considérese ahora los intervalos I, = |0, 5 y Ij = 5 K| debe entonces existir al menos uno de los dos intervalos un

ndmero infinito de términos de la sucesion, a ese lldmese I, repitiendo este razonamiento repetidas veces se obtiene una
familia de intervalos los cuales cumplen las siguientes propiedades:

1) Inyqcly (Yn eN)

2) (VeeR}) (ANeN), b, —a, <¢
Por lo tanto, existe un tnico x € [b,, a, ] tal que

x= N Iy
nelN

Escéjase ahora, aprovechando que cada intervalo tiene un ntimero infinito de términos de la sucesién, la subsucesién con las
siguientes propiedades:
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1) Un €L (VieN)
2) Un, #Un, (Vj e N)(V1 € N)
3) n,2n,, (VieN)

Resulta que (U, ) convergea X pues

K

i i

0< [Un, —X| <

Y como n, es creciente tiende a cero; o por el teorema 3.4 (|UrLi |) también converge a 0 por lo tanto (Unk ) converge

Mg

a X, con lo que queda demostrado el teorema.

3.5.1 Sucesiones de Cauchy

Las sucesiones de Cauchy las presentamos en este curso como una herramienta mas para mostrar que una sucesién converge.
Este hecho se debe a las “bonitas” propiedades de R.

Definicion 3.10

Sea (U,) una sucesiéon de ntimeros reales, decimos que (U,,) es de Cauchy si dado ¢ > 0 en R existe N en N tal
que

[Up — U] <€ (Yn,m > N)

El siguiente teorema es para hacer una relacién entre el conjunto B de las sucesiones acotadas y el conjunto C de las sucesiones
de Cauchy.

Teorema 3.14

Sea (U ) un sucesiéon de ndameros reales de Cauchy, entonces (U,) es acotada.

Demostracion

Sea U, una sucesién de Cauchy y sea ¢ > 0 arbitrarioen R.
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Existe N en N tal que

[Um —Un| < € (Ym >N)

de donde

— e+ U <Um <Up+e (Ym>N)

Consideremos K = max (|Uo|, U1, ..., [Un=1], K’) se obtiene que:

[Un| < K (VneN)

Estudiaremos a continuacién las operaciones en el conjunto C.

Teorema 3.15

Sean (Uy) y (Vi) dos sucesiones de Cauchy de ntiimeros reales y A un namero real arbitrario entonces las sucesiones

1) (Un+Vn)

2) Up Va

3) AUn)

son de Cauchy.

Demostracion

Mostremos primero que (U, + V) es de Cauchy.

Como (Uy,) y (Vn) son de Cauchy, se tiene que dado € > 0 existen N’ y N” en N tales que

£

[Un = Unm| < Vn,m > N)
|w—w@<§ (Vn,m >N

178


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.5. SUBSUCESIONES (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Como

|(un + Vn) - (um - m)l < |un - uml + |Vn _le

Y considerando N = max (N’, N”) se obtiene que

|(Un+vn)_(um+vm)| < +

NI o
N o

de donde (U, + V) es de Cauchy.

Mostremos ahora que (Uy - Vi) es de Cauchy. Como (Uy,) y V. son de Cauchy por el teorema anterior son acotadas, o sea
existen K’ y K” en R tales que

Un| <K' A |[Va] <K’ (VneN)

Sabemos ademds que dado ¢ > 0 existen N’ y N” en N tales que

£

[Un — U < K7 (Vn,m=>=N) (3.21)
Vi = Vin| < % (Vn,m > N”) (3.22)
De las desigualdades
[Upn Vi = U Vin| = [Up (V= Vi) + Vi (Un = Uyl

IN

K’ |Vn_vm| + K’llun_um|
Y de 3.21 y 3.22 obtenemos que

K'e K'e

|UnVn—Ume| < W—FW =

osea (Un Vy) es de Cauchy.

Del teorema anterior se puede verificar facilmente que el conjunto C de todas las sucesiones de Cauchy es un anillo conmu-
tativo co identidad,
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El siguiente teorema es uno de los teoremas fundamentales del anélisis.

Teorema 3.16

Toda sucesién de ntimeros reales (U,) es de Cauchy si y solamente si es convergente a un nimero real.

Demostracién
Supéngase primero que (U,,) converge a £, luego dado ¢ > 0 existe N en N tal que

mﬂ—u<§ (Vn > N) (3.23)

Como
[Up = U] = [Up =€+ €=U | < [Up = €] + [Um — €]
Podemos concluir de 3.23 que:
[Up — U | < ¢ (Yn,m=>N)
osea que U, esde Cauchy.

Supongamos ahora que (U, ) es de Cauchy y sea ¢ > 0.

Existe N” en N tal que
Un-Unl<z  (Ymn>=N)
En particular

uw—§<um<§+uw Vn>N)

o considérese los siguientes conjuntos:

L ={y € R tal que y < U,, para un namero infinito de U, }
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R={y € R tal que y > U, para un ntiimero infinito de Uy}

€ €
Obsérvese que L # 0 pues Un: — 3 estien L ycomo Upn: + 3 pertenece a R se tiene que R # @, ademds, que existe
X en R tal que

X=sup L=inf R

13 I3
Existen infinito niumero de U,, en el intervalo ]X 5 X+ E[ ,ysi N” es el menor natural tal que Un~ estd en el intervalo

anterior y poniendo N = [médx (N’, N”)] se tiene que:

(|x—un|s |x—um|+|un—um|)<§+§=s) (Vn,m > N)

De donde concluimos que (Uy) convergea X.

Obsérvese que este seria un método para averiguar si una sucesion es convergente o no, de serlo, tendremos que calcular su
limite por otro método.

Por ejemplo, consideremos la sucesién x, =1, x, =2 para n > 2.

X, = Xn-2 + Xn-1
2
|
. _ 1 .
Notese que [Xyn — Xn-1| = o (Vn > 1) porlo que, para m > n se tienen que
1 1 1 1 1
|Xn - Xml < |Xn _Xn+l| + |Xn+1 - Xn+2| +...F |Xm—1 - Xml =gt

omn-1 z_n Tt 2m-2 = 2m-2 - 2m-2

Y facilmente se verifica que la sucesién ( ) converge a 0, por lo que es de Cauchy. Por lo tanto, dada ¢ > 0 existe N en

omn-2
N tal que

1
2n—2 - 2n—2

<& para m>n2=N
O sea que

Xn —Xm|<e para m>n2=N
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De donde (Xy) es de Cauchy y por lo tanto convergente.

Un espacio vectorial que cumple que toda sucesiéon de Cauchy es convergente, se llama espacio vectorial completo. La
completitud es una propiedad que no gozan todos los espacios, por ejemplo Q no es completo, y por tanto el “método”
anterior para estudiar la convergencia es efectivo en el espacio R (no en todos los espacios).

Consideremos la sucesién (U, ) en la cual

Un # Un_; i=1,2 ..., n)

1 1
Con U, en Q y en el intervalo \/E—T—l, \/§+R .

1
Dado ¢ > 0 existe N en N tal que N <& Yypor la definicién de (U,) se tiene
1
|Un—um|<ﬁ<£ (VYn,m>N)
Por tanto, (U,,) es de Cauchy, y converge a V2 que no pertenece a Q.

3.5.2 Ejercicios

1. Designamos por V el conjunto de valores de una sucesién infinita (Uy) de ntimeros reales. Determine si V' es mayorado
o minorado, si existe sup V o inf V, y si ambos perteneces a V, para las sucesiones definidas por:

a. U, =a+b" (aeR, beRy)
b. U, = a+b(-1)" (aeR, beRy)
b . s
c¢ Uy =a+ - (a, b estrictamente positivos)
b . "
d. U, =a-D)"+ o (a, b estrictamente positivos)
b . -
e. Uy =a+ H(—l)" (a,b estrictamente positivos)
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a. Hallar tres términos consecutivos a, b, ¢ de una sucesién aritmética conociendo s=a+b+c y p = abc.

b. Hallar tres términos de una sucesioén geométrica conociendo su suma s y su producto p.

3. Encontrar n términos consecutivos de una sucesion aritmética de razén r dada, conociendo la suma s de estos términos
n.

4. Sera (U,,) una sucesién geométrica de razén q. Calcular el producto u,u, ...u,, enfunciénde u,, q y n.

(sugerencia: utilice que Uy Uy _x es constante para 0 < k <n).

2
5. Sea (U, ) la sucesién geométrica definida por u, =18 y u, = 3 Definimos Sn = u, +u, +...+u, ;hallar el limite de
(Sn).

6. Estudie la convergencia de (U,,) definida por:

an?+bn+c

a. U, = il (Discutir para las distintos valores de a, b, ¢ ).
2
b. Uy, = n‘ + cos‘(n)
3(n + 1)% sin(5n)
V4n2 +3n +1
LU, = Ot > 1
C n 5n—6 (n> )
d. o _3n
LUy=>—"_
Un = o an
aTL _ b‘l’l
2 Un = n
1
e. Un =1- z—n
f. U, = ¥c con ¢ >0
7.
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a. Sea a unnumero real mayor que 1,y p un entero natural distinto de cero. Supongamos que a = 1+b. Demostrar que:

o> n(n—l)...(n—p+l)bn

o (Yn>p)
b. Deducir de 1 que:
aTl
lim — =+
n—o NP
8. Sea a un numero real estrictamente positivo. Demostrar que:
n!
lim — =+
n—oo (1“-
9. Estudie las sucesiones definidas para todo entero natural n por:
omn 4 10
a U, ="
3n 4 100
25n° — 5"
b. Un = —5500 7 5n
(Sugerencia: utilice los ejercicios de 7).
10. Estudie las sucesiones definidas para todo entero natural n por:
1+x™)-1
w2 e
T+x)n+1
Para los distintos valores de x € R — {-2}
11. Sean a y b dos ntmeros reales. Definimos (U,) por:
u, = a+b
b
U, = a+b-—2 n>1)
n-1

a. Calcular, cuando a # b, u,, u,, u, tnicamente en términos de a - b, a2-b% a®-1b3 a*-1b? y demostrar que el

resultado obtenido es general.
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b. Demostrar que (Uy) converge cuando a # b y hallar su limite.

c. Resolver 1 y2 cuando a=b.

12. Sean dos sucesiones (Uy) y (Vn) definidas por:

1 1
U, = 1+ﬁ+"'+ﬁ
1 1 1
Vi = 14—+, .+ —=+——
1! n n-n!

a. Demostrar que las dos sucesiones son adyacentes y que su limite comtin es el nimero e.

b. Demostrar que para todo n > 0, existe un niimero real tinico 6, , que verifica 0 < 8, <1 tal que

1 1 0
e=1l+—+...+—+——
1! n' n-nl

c. Demostrar que e es irracional.

13. Sea a un ndamero real positivo. Considere la sucesién (U, ) definida por u, >0 y para n > 1

1 a
Un = E (Un_1 + un_l)
y la sucesién (Vi) definida por
Vy = n — VO

_un+\/a

a. Calcular v/n en funcién de V;,_; . Discutir, segtin los valores de V; la existencia del limite de la sucesién (Vy,).
b. Demostrar que la sucesioén (Uy,) tiene por limite va.

c. Supongase que Uy, = Va(l + ¢n). Calcular ¢, +1.
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14. Considérese la sucesién (U,,) definida por:

Up en R talque 0 < Up <2

Upn = V2= Un (Yn>1)

Supéngase que Pr, = Upn v q,, = Uonq1.
a. Demostrar que la sucesién (U,) es acotada. Comparar P, y g, con 1.

b. Estudie el signo de Pn41 y q,,, — g, (distinguiendoloscasosenque 0 <u, <1)y 1<u, <2.

c. Demuestre que existe un entero P yunreal A > 1, tal que, para todo N > P

U, — Upe
|un+1_un|<%

-b
Recuerde que va — Vb = L,
1 Va+ Vo

d. Concluir que (Uy,) converge, y hallar el limite de (U;,).

15. Sean a,b dos nimeros reales. Considérese la sucesion (x, ) definida por x, en R y para todo n > 0 por:

x,=ax,,+b

n-1

a. Calcular x_ en funciénde a, b, x,, n.

b. Estudiar la sucesion (x, ), calcular el limite si existe.
T
16. Volvamos a considerar la sucesién del ejercicio 14, esta vez con Uy = 2sin(x,) (0 <x, < E)

a. Demostrar que existe una sucesién tnica (x, ) de numeros reales en el intervalo [O , 2] , tales que para todo n,

U, =2sin(x, ).

b. Calcular x

n+1

en funcién de x , y deducir el limite de (U, ). (Aplique el ejercicio 15).
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17. Sea x un numero real tal que 0 < x < g . Considere la sucesién (Uy,) definida por Uy = cos(x) y paratodo n >0 por;

X
U, = Up-1 cos (2—n) .

a. Utilizar la férmula de sin(2a) = 2sin(a) - cos(a) para calcular (Uy) en términos de n, sen(2x) y sin (21“) .

n

b. Demostrar que - sin (Zln) converge a 1, y discutir el limite de U, .

18. Considérese dos sucesiones (a, ) y (b, ) definidas por a, =a >0, b, = C0:(oc) ( con0 < < g) y para todo n > 1:
anfl + bnfl
a, =S b, =+va._ b,

a. Calcular a, y b enfunciénde a y o (utilizar ejercicio 8).

b. Hallar los limites de las sucesiones (a,) y (b, ).

19. Considérese las dos sucesiones (a, ) y (b, ) definidas por a, =a >0, b, =b >0 ypara n > 1 como en el ejemplo 18.

a. Demostrar que para todo n >0,

<a,,<a,

n — “n+l — n+l =

b. Demostrar que para todo n >0,

¢. Deducir que las sucesiones (a,) y b, tienen el mismo limite y calcularlo.

20. Considérese la sucesion (Uy) cuyo limite es £, y considérese la sucesién (Vi) definida para todo n > 1 por:

U+ Up+...+ Uy
B n

Vn

a. Demostrar que lim V, ={.
n—too

Sugerencia: Dado « > 0 existe P tal quesi k > P, tenemos que
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{—ax < U < {l+«x

y para todo n > P escribimos

U +...+Up +up+...+un
n n

Vn =
b. Dar un contraejemplo mostrando que (Vy) puede tener un limite sin que (U,,) converja.

21. Considérese la sucesién (Uy,) definida, para todo n > 1 por

U, = ! + L +...+ !
T Ix2 2x3 77 nn+1)

—_

Demostrar que (Uy,) es convergente y calcular su limite.

1 1

Recuerd LS ———
CHerde i L+ "k k+1

22. Demostrar que la sucesién (U, ) definida por:

‘ -
—_

U, = +ot— VYn=>1)

1
— +
1x3 2x nn+2)

i~

Converge y hallar su limite.

23. Sea p > 1 un elemento natural. Consideremos la sucesién definida, para todo n > 0, por

u, = 1% + 2% + nip
a. Demostrar que (U,,) es creciente.
b. Supéngase que p = 1 y demuestre que
Ltz 1
y deducir que:
nli_)nloo(l+%+...+%)=+oo
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Deducir es estudio de la sucesién (V5 ) definida para n > 0 por:

1 1 1
Vi==-+—+...4+ —

I A
¢. Suponga que p =2 y demuestre que (U,,) estd mayorada. Donde

1 1 1
Uy =1l+—+-0—c+...+ ———
" 1x2 2x3 (n—-1)n
y utilice el ejercicio 21.

Deduzca que para p = 2, la sucesién (U,) converge.

24. Considérese la sucesion (a, ) definida para todo n > 0 por

a. Demostrar que, para n > 2, se tiene que a, > 1 por lo que en este caso diremos que para n > 2

aTl = 1 + le
Demostrar que
(1+b, )" > —“(“2_ D2

b. Hallar el limite de las sucesiones (b,,) y (a, ).

25. Considere la sucesién (Un) definida para N en N por

1 1 1
+ Foit ——
Vn2+n Vn2+2 YnZ2+n

Demostrar que:

Ny, <2

Yn2 +n n2+1

Y deducir que la sucesién (Uy,) converge. Hallar su limite.
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26. Decimos que una sucesién de Cauchy (x, ) de ntimeros reales, es positiva si existe k >0 y N en N tales que

x, > K (Yn=N

n

Muestre que si (x : n) v (y,,) son dos sucesiones de Cauchy de ntimeros reales positivas, entonces

)=y kI,

Son también positivas.

27.Sean (x, ), (y, ) sucesiones de Cauchy. Se escribe (x, ) > (y,) si (xn) —yn espositivaosi (xn) > (Yn) si (xn) —(y,,) es
positivaosi (x, —y,) — 0.

a. Muestre que la relacién “ > ” es reflexiva y transitiva.

b. Demuestre que dadas dos sucesiones de Cauchy (x, ) y (y,,) se cumple una y solo una de las siguientes proposiciones:

1) (x,) convergea 0.

2) . (x,) es positiva.

c. (—x, ) es positiva.

28. Diga si la sucesién (x, ) definida por:

1 .
X = si n es par.
" n+5 p
n(n+1) o
=—> si n es impar.
" n+2 P

es convergente o no convergente.

29.
a. Muestre quesi x, =1y x, =1+

, entonces (x,) convergea 2.

n-1

Sugerencia:
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1. Muestre que x,, >0 (YneN)

2. Mostrar que la subsucesién x, satisface:
1<%, <2.

(x,,,) es creciente.

) 2x, ,+3
b. Muestre quesi x, =1y x, = — entonces (x, ) convergea 2.

X
30. Muestre que la sucesion x, definida por x, =1 y x, = ——— no es convergente.

1 X
31. Demuestre que (x, ) con x, = +

’; y X, = 1 converge.

32.Sean (x,) y y, dossucesionesen R.Se define por (z, ) por:

Zy =Xy Zy Yy Z3 =Xy Zp =Ygy vees Zpy =Y,
Z2n+1 =X

n+l

¢(Es cierto que (z, ) es convergente siy sélosi (x,) y (y,) loson, y ademds se cumple que:

lim x, = lim y_ ?

n—oo n—oo

33. Muestre que las siguientes sucesiones son de Cauchy:

¥
()

1 1 1
C. +ﬁ+...+a

34. Muestre que las siguientes sucesiones no son de Cauchy:
a. ((-1)")
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-n"
b. (n + u)
n

c. (n?)

35. Diga cudles de las siguientes sucesiones son de Cauchy:

a. 1+(-1D")

b, (1 +(—1)")

n
. (n<—1>“)

36. Muestre que la sucesién Uy, definida por

-
3
1
M=
=

-
1l
—_

1
i i-1

es convergente.

37.
a. Sea (U,) una sucesion creciente y (V) una sucesién decreciente tales que

Up < Vi (¥n e N)

Demuestre que (Ur) y (V) son convergentes.

b. Demuestre que las sucesiones (U,) v (Vn) definidas por:

U, +Vn

Unyr = Un Vi ; Vi = >

son convergentes, utilizando los resultados anteriores.

Sugerencia:

1) Demuestre que Vo >0y Uy >0
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2) Estudie V2 — U? . Pruebe que esa expresion es mayor o igual a cero.

38. Muestre que las siguientes sucesiones son convergentes:

_ n
a (ln—z—n
by L 1357..2n-1)

" 2468...(2n)

39.Sean a, =2, a, =3, los primeros términos de la sucesién (a,,) definida para n > 2 por:
an = E (an—l + an—Z)

Es (a, ) una sucesién monétona? Es convergente?

40. Se define (a,) mediante a, =a, a,=Db con a,b fijosen Ry

0 = 1+a,_,

n

(Vn <3)
a

n-2
Estudie la convergencia de (a, ).

41. Sea a, una sucesién de ntimeros que converge a 0,y sea () la sucesion de los medios aritméticos (promedio), o sea

g t+a,+...+a

n

n =
n
Muestre que ( ) convergea “0”.
X, +...+%
42. Muestre quesi lim x. =x yademds a, = ———" entonces lim a. =x.
n n n
n—oo n n—oo

43. Considérese la sucesién (U;,) definidapor U; =2, Uy =3 para n > 3.

Un =Upg +Up
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n+l

a. Pruebe que U, = Unog - Unog = (-1)

b.Sea Vi, y Vny1 ycalcules lim V.

n—oo

44. Sean a,b € R; a >0y b >0 dados. Considérese las sucesiones (a, ) y b, definidas por:

a+b
b, = a = Vab
a, +b,
b, = — a.,, = +a,b, (Yn=x>2).
Pruebe que ambas sucesiones tienen el mismo limite.

Sugerencia: Muestre que:

1) a, <b, (VneN)

2) Gns, b (¥n >2)

n+l

3) lim b, —a, =0

n—oo

45. Considérese la sucesiéon x, =2,....x,,, =2+ — , muestre que:
Xl’l
a. x, <x, <% (VneN)
b. Xni1 7 Xnaa Xn s Xnn (VTL S N)

46. Muestre que si (by,) es acotadoy (an) converge a 0; entonces (a, b, ) convergea 0.

47. Muestre que la sucesion a, = Vn? —n —n es convergente y calcule su limite.

48. Sea (x, ) una sucesion definida por x, = 1y x_,, = . Muestre que si M es la raiz positiva de las ecuacién

2+x

n

1
X = , entonces
2+x

194


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.5. SUBSUCESIONES (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

x, - M
Xn+1 - M < 4
y calcule el limite de (x,,).
. 1 1 1

49. Muestre que lim (—+ ———+...+ =0

n—w{n?2  (n+1)?2 (2n)?

ss X’n+2
50. Sea (x, ) definidapor x, =0, x_,, = <

n+3
a. Muestre que o > x,, > 2 (VneN)

x+2
b. Muest i f(x) =
uestre que si f(x) o

,entonces para 0<x, >x, setiene f(x,) < f(x,), ydeduzca que (x, ) es creciente.

c. Concluya que (x, ) es convergente y calcule su limite.

+
51. Considere la sucesién u, =a, u, =b, u, = Dot > s
a.S5i Vo =u_—u,_ _, para n > 1, demostrar que:
—Vn-
Vo= ——
M 20b-a)( 1)
a+ -a
b. D t = - _Z
emostrar que u,, 3 3 ( 2)
c. Calcule el limite de (u,,).
iy . 2(2u, +1) o
52. Muestre que la sucesién definidapor u, =1 y u_,, = — 53 convergey calcule su limite.

53.

a. Pruebe que si una sucesién (1) cumple no ser la funcién constante 0,y lim =Ly L<1,entonces lim u, =
n—oo un n—oo

un+l

n

b. Muestre que lim LA y lim — =0.

n—s+co 2N n—+oo N!
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54. Sea la sucesién (u, ) definida por la relacién

1

, talque u, >0 y u, #V2

a. Muestre que a partir de a, esta sucesion es decreciente y acotada inferiormente por V2.

b. Mostrar que existe un nmero positivo a tal que

u, —-a [(u,_, +a
u +a \u,_, +a

n-1

¢. Deducir el valor de u,, en funcién de n y del niimero b = y calcule lim, ou, .

0

55. Muestre que (a, ) es de Cauchy sii Ve > 0 existe N en N tal que para n > N y para todo p en N:

A, —a,|<e
56. M
a. Muestre que si (u, ) es una sucesién tal que |[u, ,, —u | < > entonces (a, ) es de Cauchy.

b. Sea (a, ) tal que

(a%wl - ai)

| =

a, <2, a

n+2 -1 —

Muestre que (a, ) es convergente.

aZn aZn—'l

1
57.Sea a,, a, =8, a,,,, = 3 (y, + Q) Y Q) = . Muestre que (a, ) es convergente y calcule si limite.

2n+1

58. Sea a, = _—3, 3a

G wn =2+ a2 . Muestre que (a, ) convergea 1.

59. Considérese una sucesién (u, ) definida por u, =0 y u,,, =+/2 +u . Mostrar que:

a.o<u, <2 (Vn e N)

<2 (Vn22inN)
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c. (u,) convergea 2.

60. Sea (u, ) una sucesion tal que, para n > 2:
m+1)%u,, —-m-1%u, +n=0
a. Muestre que existe un ntiimero real k tal que, si suponemos que v, =u, ,para n > 2
m+12v, , -m-1>%v_=0

b. Mostrar que:

, (YneN)
vV = —" n
"on2(n-1)72

c. Hallar el limite de la sucesion (u, ).

61. Sean o y 3 dos numeros complejos distintos de cero. Consideremos el conjunto S de sucesiones (u,) de ntmeros
complejos tales que:

un+2 = (O(’ + B)un+l - Bun (Vn € ]N)
a. Demostrar que S es un espacio vectorial del espacio vectorial C de todas las sucesiones complejas.

b. Considérese la aplicacién de S en C? que a toda sucesién (u,) de S le hace corresponder el elemento (1, , u,) de
C? . Muestre que la aplicacién es un isomorfismo de S sobre C2.

¢. Muestre que existe una tnica sucesién s, de S talque s, =1 y s, =0, y una tinica sucesion (t, ) de S talque t, =0
y t, = 1. Muestre que el conjunto (s, ), t, esunabasede S.

d. Determinar todas las sucesiones del tipo 1, = e™ que pertenecena S, con e en C.
e. Mostrar que « # (3 si las sucesiones (x)™ y (™) forman una base de S.

f. Muestre que si « = 3, la sucesién (na™) pertenece a S y que las sucesiones (™) y na™ forman una base de S.

197


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

3.5. SUBSUCESIONES (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

62.
a. Sean x’ y Yy’ valores aproximados para 7 y e respectivamente. Si x’ = 3,141 y y’ = 2,718, encontrar un encuadra-
miento para m+e.

b. Hacer lo mismo que en 1 si:
x' =3,141 Yy’ =2,71828

¢. Deducir los calculos anteriores que si tenemos una incertidumbre y para x +vy, puede ser ventajoso tomar x y y con
la misma incertidumbre y2.

d. Supongamos que el valor aproximado para 7 es 3,141 para V2 es 1,414 y para V3, 1,732.

Dar encuadramiento de:
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Limites de Funciones y Funciones
Continuas

4.1 Definicion de limite de una funcion

Recordemos que la idea intuitiva del limite de una sucesién es que podemos lograr una aproximacién a un cierto valor con la
exactitud que se desee por medio de términos de una sucesién, cuando 1 es suficientemente grande.

Por otro lado recordemos que una sucesién no es mas que una funcién de IN (o un subconjunto de éste) en un conjunto, que
para fijar ideas, digamos que es R.

En este capitulo trataremos de generalizar este concepto de convergencia, a funciones mas generales, es decir cuyo dominio
sea un subconjunto de R y no de IN, como en el caso de las sucesiones. Claro estd, que necesitaremos ciertas nociones y 8un
vocabulario apropiado para lograr tal efecto, sin embargo, la idea intuitiva que viene encerrada en el concepto de limite de
una funcién serd la misma que en el concepto de limite de una sucesioén.

La idea serd nuevamente aproximar un cierto valor A por medio de los valores que toma f en un cierto punto x, lo
suficientemente cerca a un punto p fijo. En otras palabras, el concepto enmarcado es que f(x) esté tan proximo como
queramos a un cierto valor A, para x suficientemente cercano a un punto p fijo.

Estd idea intuitiva estara implicitamente en la expresion:

lim f(x) = A

X—p

la cual se lee “ limite de f cuando x tiende a p”, o se dird simplemente que “ f(x) tiendea A cuando x tiendea p”.

Antes de revisar esta idea intuitiva, ampliemos el vocabulario.

Un vecindario al rededor de un cierto punto p es un intervalo abierto que contenga a p en su interior; en la practica se facilita
mucho el trabajo si trabajamos con cierto tipo de vecindarios alrededor de p, los cuales serdn aquellos que tengan a p como
punto medio, es decir, aquellos intervalos abiertos que estdn formados por los ntimeros reales x que satisfagan la desigualdad.

p-rT<x<p+r
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o lo que es equivalente
x—pl<r

donde r es un ntimero real estrictamente positivo.

Por la razén anterior, cuando hablamos de vecindario alrededor de p, debe entenderse que se trata de un vecindario simétrico
con respectaa p (ie unintervalo que contenga a p como punto medio).

Definicion 4.1

Sea f una funcién real definida en un intervalo que contenga a p (no necesariamente definida en p ) decimos que:

lim f(x) = A

X—p

Si dado un vecindario alrededor de A, digamos N(A), existe N(p) un vecindario alrededor de p tal que f(x) estd en N(A)
cuando x estien N(p) y x #p.

El concepto de limite se puede sintetizar diciendo que f tiendea A cuando x tiendea p, si se satisface la siguiente expresion:
(Ve>0)(3d>0) talquesi [x—p|<d=|f(x)—-f(p)|<e

expresién que, como habra notado el lector, es exactamente la definicién de limite de esa funcién, usando otra terminologia.

En la practica serd conveniente, algunas veces, hacer un cambio de variable para calcular un limite, es decir, sustituir x —p
por h pues como podra facilmente demostrar el lector, las expresiones:

lim f(x) =0 y r%imo fp+h)=A

X—Pp

son equivalente.

Los conceptos de limites de funciones y limite de un sucesién posee una relacién mds profunda que la relacién que tiene en
el plano intuitivo. En cierto sentido, am<bas definiciones son iguales, como notar4 el lector al través de este capitulo.

Parte de esta afirmacién se pone de manifiesto en el siguiente teorema.
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Teorema 4.1

Sea S una funcién definida en un intervalo abierto que contiene a p (excepto quizd en p mismo) tal que:

lim f(x)=¢

X—p

Supongamos que (a, ) es una sucesién que satisface:

1) Cada a, pertenece al dominio de f.

2) C4ltem2 a, #p paratodo n en N.

3) C4ltem3 (a,) convergea p

Entonces la sucesién (f(a, )) convergea ().

Reciprocamente, si esto se cumple para toda sucesién a, que satisface las condiciones 1), ??, ??,

4.1.

Demostracion

Supongamos primero que:

Ilim f(x) =¢

X—Pp

Entonces, dado & > 0 existe > 0 tal que

[f(x) —{| < ¢ O0<|x—p|l<bd

ahora, como (a, ) convergea p, existe N en N tal que

la, —p| <& (Vn>N)

por nuestra eleccién de 0, esto significa que

[fla,) -t <e¢
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lo cual demuestra que
lim f(a,)=¢
n—oo
Reciprocamente, supongamos que lim f(a, ) = { para todo sucesién que satisfaga 1), ??, ?2.
n—oo

Supongamos, por contradiccién que f no tiende a £ cuando x tiende a p, luego existe ¢ > 0 tal que para todo & > 0 existe
X que satisface

0<|x-pl<d pero [f(x) — €] > ¢
En particular para todo n existe algtin x, tal que
1
0< |xn—p|<ﬁ pero [f(x,)—€] > ¢
pero esta sucesién converge a p y sin embargo, (f(x,,)) no converge a {, lo cual contradice la hipétesis y por lo tanto:

lim f(x)=¢

xX—p

Observemos que de acuerdo al teorema anterior, podemos obtener el concepto de limite de una funcién a partir del concepto
de convergencia de sucesiones, lo cual hace suponer cierta relacién a cerca de la equivalencia de estos conceptos.

4.2 Teoremas basicos sobre limites de funciones

Trataremos, seguidamente, las propiedades fundamentales de los limites de funciones, que nos sera muy titiles para las
funciones continuas y los capitulos posteriores.

Comenzamos quizds, con la propiedad mas ttil e importante de los limites de funciones, que consiste en la unicidad del
limite, pues sin esta propiedad todo el estudio que aqui hacemos seria obsoleto.

Teorema 4.2

Si f posee un limite cuando x tiende a p, éste es tinico.

Demostracion
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Supongamos por contradiccién que f posee dos limites, { y {’, cuando x tiende a p; luego dado ¢ > 0 existen 8, y 9,
tales que

feo-t<5  (O<hk-pl<8) (42)

HORIEE: 0<Ix-pl<8,) (4.3)

Como
€=U = [|f(x) =& = f(x) + €] = |f(x) = | + |f(x) = ¥|
observemos entonces, de 4.2 y 4.3 que:
-0 <e
Oseaque ¢ = (Ver ejercicio 1.10 del capitulo II).

Una vez con esta propiedad, estudiaremos las operaciones de las funciones con los limites, lo cual nos serd de mucha utilidad
para facilitar cdlculos fastidiosos sobre limites, y reducirlos a varios cdlculos relativamente més sencillos, o tal vez, conocidos
para el lector.

Teorema 4.3

Sean f y g dos funciones reales tales que:

Iim f(x)=A y lim g(x)=B
X—Pp

X—>Pp
y sea A un ntimero real, entonces:

1) Xli_r)n]3 f(x)+g(x) = A+B

2) lim (M) = A-A

li
X—p
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3) lim (f(x) g(x)) = A-B
Xx—p
4) lim L ! si B#0

~op gx) B

Demostracion

Sean f y g dos funciones cuyos respectivos limites son A y B cuando x tiende a p. Entonces dado ¢ > 0 existen 6, y 9,
en R tales que

[f(x) — A] < cuando 0<|x—p| <, (44)

N o

lg(x) - B|] < cuando 0<|x—-p| <3, (4.5)

De las siguientes desigualdades obtenemos, de 4.4 y 4.5 que:
If(x) + 9(x) = (A + B)| < [f(x) = Al +|g(x) = b < ¢

cuando 0 < |[x —p| < & con 6 =min(, , §,) por lo que podemos concluir que:

lim f(x)+g(x) = A+B

x—p
y con ello queda demostrada la proposicién 1. .
Estudiemos ahora la propiedad 2. . Para evitar casos triviales supongamos que A # 0, entonces dado & > 0 existe 6 > 0 tal que

|f(x)—A|<§ 0 < |x—p| <8)

ademads de la siguiente desigualdad

IMf(x) = AA| = Alf(x) — A| < & 0 < |[x—p|<8)
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obtenemos el resultado buscado.

Para demostrar 3. el lector podra verificar facilmente, a partir de la definicién de limite de una funcién, que las proposiciones:

Iim f(x)=A y Iim f(x)—A=0

x—p x—p
son equivalentes.
Consideremos ahora la desigualdad

f(x)g(x) =AB = f(x)[g(x) = B] + B[f(x) - A]
Debemos demostrar que

m [f(x)[g(x) - B] + B[f(x) - A]] =0

lim f(x)g(x)—AB = li
Xx—p X—p

De la parte 1. sabemos que:

Xli_n)lp f(x) g(x) — AB = Xli_r)n]D f(x)[g(x) — A] + Xli_r)n}D B[f(x) — A]
de la parte 2. sabemos que:
Xli_rr}]D B[f(x)—A] = 0
o sea basta mostrar que:

Jim 1(x) [g09) = A = 0

En otras palabras, para demostrar 3. inicamente es necesario verificar que 3. es cierta cuando una funcién tiende a 0, por
limite cuando x tiende a p y la otra tiene por limite un ntimero real cualquiera; para eso, supongamos que:

Iim f(x)=A 1f =0
xinp (X) y x,—)l};r)rh(x)

Como f(x) — A cuando x — p, entonces existe 5, > 0 tal que

If(x) - Al <1 O<lx-pl<8)
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Ademaés

[Tl = If(x) = A+ A[ < [f(x) — Al + |A] <1+ ]A] O0<[x-pl<§)

Por otro lado, como lim h(x) = 0, entonces dado ¢ > 0 existe 5, > 0 tal que
x—p

£
1+|A|

[h(x)| < O<x-pl<?,)

luego, por 4.6y 4.7

[fe)h() = [f)] M) < A +[A)[h()| < e O <fx-pl<?)

donde & = min (, , §,) con lo que queda demostrada la proposicién 3..

En cuanto a la proposicion 4., con B # 4 existe ¢ en R} tal que

0< e <|B|
ademads existe 6, > 0 tal que
| 1g(x) = [BI [ < lg(x) - B] < ¢’ O0<px-pl<3)
de donde obtenemos que
— ¢ +[Bl <[g(x)|
Ahora par todo ¢ > 0 existe 5, > 0 tal que
lg(x) — B > Ke O <x-pl<?,)

donde K = [B| (-¢ + |B]).

Finalmente, de la igualdad

‘LJ’ZIQM—BI
9 Bl Bl
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obtenemos de 4.8 y de 4.9

‘ﬁ—%'<w<s (0 <x-pl<?d)

con & =min(y, , 9,), quedando asi demostrado 4..
Observemos que de 3. y 4. podemos concluir inmediatamente que:
f(x) A

im == si B#0
x—p g(x) B

Hasta el momento para mostrar que un ntimero es el limite de una funcién, debemos recurrir a la definicién misma de limite.
En la practica, algunas veces la escogencia del “ 8 ” se complica demasiado, por lo que nos vemos obligado a métodos en los
cuales no sea necesario trabajar directamente con la definicién misma del limite de una funcién.

El siguiente teorema resuelve, en parte, esta situacion.

Teorema 4.4

Supongamos que f, g, h son tres funciones reales tales que f(x) < g(x) < h(x) para todo x # p en algiin vecindario
de p, supongamos ademds que.

lim f(x) = lim h(x) = A
X—p X—p
Entonces
lim g(x)=A
X—p

Demostracion

Consideremos las funciones G(x) = g(x) — f(x) y H(x) = h(x) — f(x) de la desigualdad f(x) < g(x) < h(x) se obtiene que:

0 < G(x) < H(x) (4.10)

Como sabemos que
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lim f(x) = lim h(x)
X—Pp x—p
entonces H(x) — 0 cuando x — p, luego si mostramos que G(x) tiende a “0”, habremos demostrado el teorema.
Para ello, dado que H(x) tiendea “0” cuando x tiende a p, para cualquier real positivo ¢ existe 5 > 0 tal que
[H(x)| < € O<|x-pl<?d)
Obtenemos asi de 4.10 que:
IG(x)| < H(x) < ¢ O<|x—pl<?d)
Por tanto G tiende a “0” cuando x se aproxima a p, o sea
lim g(x)=A
X—p
con lo que queda demostrado el teorema.

Antes de empezar a estudiar los limites al infinito y limites infinitos, estudiaremos un par de conceptos que nos permitiran
obtener un método més para demostrar la convergencia de un funcién a un cierto ntimero real.

La idea intuitiva del nuevo concepto que introduciremos, sera la misma idea del limite de una funcién que estudiamos
anteriormente, con la pequena diferencia de que ahora nos interesard que f(x) aproximea A cuando x es proximo a p, pero
con la restricciéon de que x debe ser mayor o menor que p, segtn sea el caso.

Definicion 4.2

Diremos que A es el limite por la derecha de f en p y lo denotaremos

lim f(x)=A

Xx—p

Si para todo ntmero real positivo ¢ existe un ntimero real o tal que
[f(x) — Al < ¢ si O0<|x—-p|l<é

Del mismo modo diremos que B es el limite por la izquierda de f en p sidado ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que:
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[f(x) - B| < ¢ si O0<|x—p|<b
en cuyo caso lo denotaremos por

lim f(x)=B

x—p~

Resulta evidente la definicién anterior, el echo de que si f tienen un limite cuando x tiendea p, f tendrad también el limite
por la derecha y por la izquierda en p, en cuyo caso ambos coincidirdn y su valor serd justamente el limite de f cuando x
tiendea p.

En cuanto al reciproco podemos afirmar:

Teorema 4.5
Si f tiene limite por la derecha y por la izquierda, y ambos iguales a A, entonces :

lim f(x) =A
x—p

Demostracion

Como f tiendea A por la derecha y por la izquierda. Dado ¢ > 0 existe §,, §, en R" tales que

[f(x) —A|] < ¢ O<x—-p<d)

[f(x) —A|] < ¢ 0<x-p<b,)
Luego
[f(x) — Al < ¢ O<|x—pl<?d)
Con & =min (5, , §,) conlo cual queda demostrado el teorema.

El lector atento ya habrd notado que una funcién puede tener limite por la derecha y por la izquierda y, sin embargo, no
poseer limite en ese punto, tal es el caso de la funcién f(x) = [x] cuando p es un namero entero, pues como podra verificar el
lector

lim f(x)=p-1 y lim f(x)=p
X—Pp~ x—p*
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por esta razén el teorema anterior se utiliza como método para demostrar la no convergencia de una funcién en cierto punto.

Observemos esta afirmacién en un ejemplo.

Sea:
I X)=—F Si y -

demostremos que f no tiene limite en p = 0; para ello, de acuerdo al teorema anterior basta demostrar que f no tiene limite
por la derechaen p =o.

Para ello supongamos por contradiccién que f tiende a A cuando x tiende a 0 y considérese ¢ = 1, debemos encontrar
5 >0 tal que

[f(x) - Al <1 0<x<?) (4.11)

preso si observamos que si 0 < x < > entonces

f(x) = % > (A +2)

[f(x) — Al =f(x) —A > A2+ A +4

por tanto para € =1, no existe 5 que satisfaga 4.11 por eso f no tiene limite por la derecha cuando x tiendea 0.

4.3 Limite al infinito y llimites infinitos

Gerente, al abordar este tema se suele utilizar el conjunto R=RU {—c0, +o0}, donde estos dos simbolos son tales que
—00 < X < 400 (Vx €eR)

A este conjunto se le llama la recta extendida. La justificacién de la inclusiéon de estos puntos es topoldgica pues se desea
hallar cantidades en R tan grandes o pequefias como se desee.

Para estudiar los limites al infinito, nos vemos obligados a definir aproximadamente los vecindarios en estos puntos; asi,

diremos que un vecindario de +co es un intervalo de forma |x , +oo[ para x en R y alintervalo ] — oo, x[ con x en R se
le llama vecindario alrededor de —oo
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Recordemos que +oco y —oo son simplemente simbolos y no niimeros, por lo tanto deberian ser tratados como simbolos por
lo que no se pueden realizar operaciones algebraicas con ellos.

Definicion 4.3
Sea f una funcién definida en un intervalo Ja, +oo[ decimos que es limite de f cuando x tiende a +oo es £, si dado
¢ > 0 existe v, en un vecindario de +co tal que:

[f() — | < e para x € VN ]a, +oof

En otras palabras { es el limite de f cuando x tiende a +oo siexiste A en R tal que

[f(x) =] < ¢ cuando x > A

Seguramente el lector habra encontrado alguna analogia entre los conceptos de convergencia de sucesiones y limite de una
funcién cuando x tiende al infinito. Sin embargo, existe mas que pura analogia; se puede definir el primer concepto en
términos del segundo, pues dada una sucesién (a,, ) podemos considerar la funcién f cuyo grafico consiste en los segmentos
rectilineos que une los puntos del gréfico de (a,,).

de modo que la funcién f queda definida

f(x) =(a,,, —a )x+(a, —(a,, —a,)n) n<x<n+l
Entonces, basados en esta definicién, resulta evidente que:
Iim a, =¢ si y solo si lim f(x)=1¢
X—>00 X—>+00

con lo que queda demostrado lo que hace un momento afirmamos.

Siguiendo el resultado de los limites al infinito, tenemos

Definicion 4.4

Dada una funcién f definida en | — oo, b[. Se dice que { es el limite de f cuando x tiende a —oco sidado ¢ > 0
existe un vecindario de —co, V tal que

[f(x) — €| < ¢ para x e VN ]—o0, b[
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O sea, si existe A en R tal que
[f(x) — ¢ < ¢ cuando x < A

Aunque el concepto intuitivo de limite al infinito es claro, tal vez un ejemplo concreto afirme las ideas, por lo que estudiaremos
la funcién

Ejemplo 4.1

x+1
x—1

f(x) =
para x # 1, cuando x tiende a +co.
. 3 . 4+¢ .
Dado ¢ > 0, consideremos el nimero real A = méx |1, — entonces para x > A se tiene que
4+¢

X>T=>£(X—1)>4

y como x > 1
4
s(x—l)>4=x—<e

por lo tanto si x > A

<e (4.12)

O sea que el limite de f cuando x tiendea +oco es 1.

En la préctica para encontrar el valor de A se acostumbra analizar primero la desigualdad 4.12, esto es, despejar x
en términos de la constante ¢, analizando las restricciones del dominio correspondientes para obtener la desigualdad
deseada; luego se utiliza el método que utilizamos anteriormente.

para mostrar que lim f(x) =1, dado € > 0, consideramos
X—>—00
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Si x < A entonces

-4+ 4
x < E=:~s(1—x)>4=s>—
1-x
Ahora, si x < 1, entonces
[x—-1=1-x
por tantosi x <A
x+3_1 _ 4 e
x—1 T x-1
O sea, hemos demostrado que lim f(x) =1
X—>—00
|

Estudiemos ahora los limites infinitos.

Definicion 4.5
Sea f una funcién definida en un vecindario alrededor de x,, se dice el limite cuando x tiende a x, es 400, si dado

A en R existe 6 > 0 tal que

f(x) > A cuando 0<|x,—x|<?

y el limite es —oo si

f(x) < A cuando 0<|x,—x| <
Mediante un ejemplo, analizaremos un método para calcular ese tipo de limites.

1
Consideremos la funcién f(x) = = observemos que dado A > 0, basta considerar
X

b= — y observemos que
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f(x) > A si <0< |x|<d (4.13)

Para encontrar el valor de  se acostumbre despejar de 4.13 x y hacer ciertas acomodaciones apropiadas , para luego concluir.

En algunos casos se presenta que el limite por la izquierda es —co cuando x tiende an un valor, y por la derecha es +o0, 0
viceversa. La definicién de limite infinito por la derecha o por la izquierda la omitiremos, dado que consideramos al lector
capaz de construirla.

Definicion 4.6
Sea f un funcién definida en un vecindario al rededor de +oo, decimos que el limite de f cuando x tiende a +oo es
+00,sidado A >0 existe B > 0 tal que

f(x) > A cuando x > B

En términos de vecindarios, diremos que limy_, . f(x) = 400 cuando dado un vecindario | alrededor de +co, existe un
vecindario I alrededor de +oo tal que f(I) C J.

Analogamente, el limite de f cuando x tiendea +c0,es —oo, si dado un vecindario ] al rededor de —c0, existe un vecindario
I alrededor de —oo tal que f(I) € J. O sea, sidado B en R tal que

f(x) < A cuando x> B

En este momento consideramos capaz al lector definir cuando el limite de una funcién es +co 0 —co si x tiendea —co, por
los omitiremos.

Sin embargo, daremos un ejemplo como guia al lector.

Ejemplo 4.2

Considérese la funcién f(x) = x>. Vamos a mostrar que limy—,_o f(x) = —oc0.

Para eso, dado un vecindario alrededor de —co, por ejemplo | — oo, A[, si consideramos el vecindario

]_OO/ \B/K[
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podemos verificar facilmente que

f(]—co, VA c(l-c0,;A])

Finalmente, para terminar el estudio sobre limites, ademas de unas pequefias notas aclaratorias, veremos una serie de teoremas
que nos simplificaran el calculo de limites.

Teorema 4.6

Sean f y g dos funciones definidas en un intervalo alrededor de U (donde U puede se un niimero cualquiera P,
—00, 0 +00). Supongamos que U es P, P*, P~, 400, 0 —o0, entonces:

1) Limite de f + g cuando x tiendea U’ es +oo si el limite de g cuando x tiendea U’ es +co y si limite de f
cuando x tiendea U’ es, L en R 0 +o0.

2) Limite de f + g cuando x tiende a U’ es —oo, si limite de g cuando x tiende a U’ es —co y si limite de f
cuando x tiendea U’ es —co o un ntimero real.

Demostracion

Supongamos que:
limy_p f(x) =4 y limy_,p g(x) = +o0
Dado ¢ > 0 existe §, > 0 tal que
—e<f(x)<l+e O<|x-pl<§,)
Por otra parte, para todo B en R existe A en R tal que
B=A+{-¢
y como g tiende a +oo, existe 5, > 0 tal que

g0 >A  (0<lx-pl<s)
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por tanto

g(x) +f(x) > B O<|x—pl<?d)

con & =min (3, , J,). En conclusién, f+ g converge a +oco cuando x tiendea p.

Supongamos ahora que

lim f(x) = +o0 y lim g(x) =+
X—Pp X—p
Dado B > 0 existe o, , 9, tal que
B
fx) > > 0<x-pl<$,)
B
gi) > 5 O<lx-pl<s)

luego
9(x) +9(x) > B(0 < |x —p| < 3)
con § =min (3, , ,) osea, f+ g convergea +oo cuando x tiendea p.

El resto de los casos de la parte 1. (cuando W = +c0 0 %, , etc) y la parte 2. quedard como ejercicio para el lector, dado que
las demostraciones son muy similares.

Noétese que no se ha hecho ninguna afirmacién para el caso en que:
lim f(x) = +o0 y lim g(x) = +o0
x—u’ x—uw’

Para el cual debera el lector analizar la situacién en cada caso en particular.

Teorema 4.7

Sean f y g dos funciones definidas alrededor de un vecindario, de U (U = p, +oc0, —o0); sea U’ igual a
p, pT, p~, +00, —co, entonces:
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1) Si lirrh g(x) = +o0, el limite de fg cuando x tiendea U’ es +oo si el limite de f cuando x tiendea U’ es
x— U’

un ndmeroreal { # 0 o +o0,yes —oo siel limite de f cuando x tiendea U’ es —co.

2) Si lin{l g(x) = —oo, entonces el limite de fg cuando x tiendea U’ es —co si el limite de f cuando x tiende
x—

a U esunnamero real { # 0,y es —oo siel limite de f cuando x tiendea U’ es —oo.

Demostracion

Para demostrar 1. supongamos primero que:

Ilim f(x)=¢
x—p
Entonces dado ¢ >0, ¢ # { existe 5, en R, tal que:
l—e<f(x)<l+e O<x-pl<§,) (4.14)
Por otro lado, dado B en R existe A en R tal que
B=A({-¢) (4.15)
Como ¢(x) tiende +oo,existe §, en R, tal que
gx) > A O<x=pl<yd,) (4.16)
Por 4.14,4.15 y 4.16 tenemos que
f(x) - g(x) > B O<|x—pl<?d)

con § =min (5, , 5,) osea f g convergea +co.

Supongamos ahora que
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lim f(x) = 40

X—p

entonces dado A > 0 existen 6, y 5, en R tal que

luego

f(x)g(x) > A

con 4 =min (5, , 5,) osea f-g convergea +co.

0<x-pl<8,)

O <lx=pl<3,)

0 <I|x=pl[<?d)

El resto de la demostracién quedarad como ejercicio para el lector. Cabe notar, eso si, que en caso que un limite sea + oo y el
otro 0, se deberd analizar particularmente en cada contexto.

Teorema 4.8

Sean f y g dos funciones definidas alrededor de un vecindario U (con U un ntimero real p, +o0,) 0 —co.

Sea W un namero real p, p*, p~, +c0 0 —c0, entonces

f
1) Siellimite de g cuando x tiendea U’ es 0, entonces el limite de — es +oo, si el limite de f es un ntimero real
9

€>0yes —oo si f tiendea { < 0.

f
2) Siel limite de g cuando x tiendea U’ es £ > 0, entonces el limite de — es +oco si f tiendea +oc0 y —oo si f

tiendea —o0.

f
3) Siellimite de g cuando x tiendea U’ es £ < 0, entonces el limite de — es 4o si f tiendea —oco y —oco si f
g

tiendea —co.

Demostracion

De la parte 1., inicamente mostraremos lo propuesto cuando

218


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

4.3. LIMITE AL INFINITO Y LLIMITES INFINITOS (http:/tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).
lim f(x)=¢>0
X—p

pues el resto de la proposicién 1., se demuestra andlogamente.

Sea 0<e<{, existe 5, >0 tal que

l—e<f(x)<l+e O<|x-pl<§,)

por otra parte, dado A > 0 existe B > 0 tal que

A=tze
como B>0y g— 0, existe 5, >0 tal que
-B<g(x)<B O<x=-pl <9,
de donde obtenemos
1 1

—_— > = O<|x—pl<§,)

9(x) ~ B P
luego, de 4.17, 4.18 y 4.19 obtenemos que

f

ﬁ>A O<|x=-pl<?d)

g(x)

f
con 6 =min(d,, d,) osea — tiendea +co.
9
De las partes 1. y 3., inicamente mostraremos lo propuesto cuando
lim f(x) = +o0 y lim g(x)=¢>0
X—p X—p

pues el resto de la proposicién se demuestran con un razonamiento muy parecido.

Sea £ > 0. Existe 5, > 0 tal que
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(—e<gix)<l+e O<x=-pl<¥)

De donde

1 1
m < @ (0 < |X—]i)| < 51) (420)

Por otra parte, dado A existe 5, > 0 tal que

f(x) > AL+ ¢ O0<|x=-pl <9, (4.21)
Obtenemos asi de 4.20 y 4.21 que
) O<|x=pl<?d
9(x)

f
con d=min(o,, §,), osea a tienden a +o0.

Observemos que el teorema anterior “deja por fuera” los caso en que ambos limites son +co, —c0, 0 0.

Los tres teoremas anteriores nos permiten, en cierto sentido, definir ciertas operaciones en el conjunto R, sin embargo, no es
de nuestro interés abordar este tema.

Una aplicaciéon inmediata de los teoremas anteriores es el echo de que si consideramos la funcién polinomial :

— n
f(x) =a, x"+...+q, con a, #0
entonces
lim a x™= lim f(x) vy lim a x™= lim f(x)

En efecto, como

n

a a ol
fx)=a X" [1+ =2+ ——  —
a x a, x™1t a x"

a a
lim (1+L‘1+...+ 0 )
a

X—>+00
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Podemos deducir el resultado inmediatamente, aplicando el teorema 4.3.

4.4 Funciones Continuas
4.4.1 Definicion de continuidad en un punto

El estudio de la funcién continua es muy importante, sobre todo por los fructiferos resultados que de ella obtenemos en
integracion y diferenciacién. Ademads, nos permite ver desde otro punta de vista, los conceptos de radical y de funcién inversa.

Antes de empezar propiamente con el estudio de las funciones continuas, haremos un estudio de topologia de R, que nos
permitira trabajar con mayor facilidad en el resto de este capitulo.

Definicién 4.7
Sea O un subconjunto de R. decimos que O es abierto su dado x en O existe un intervalo abierto no vacio de radio
¢ tal que

Ix—¢,x+¢[Cc O

Teorema 4.9
La unién arbitraria y la interseccién finita de abiertos es un conjunto abierto.

Demostracion

Sea {O,},., una familia cualquiera de abiertos en R.

iel
Consideremos x en U O; luego existe i en I tal que x estden O. ,como 1, es un abierto existe ¢ > 0 tal que
i€l ° K 0

A=lx—¢, x+¢[CcO,

o

luego A C ‘UIO-l , por lo tanto .UIOi es un conjunto abierto.
1€ 1€

Sea ahora {O},_,

es un abierto existe ¢, tal que

una familia finita de abiertos y sea x en .ﬂIOi ,como x estden O; paratodo i=1,...,n ycada Oy
1€

.n
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Ix —¢ei, x+¢ei[Cc Oy Vi=1,...m)
Sea e =min (g, ..., €, ) luego resulte evidente que

Ix—¢, x+¢[c Oy Vi=1,...n)
de donde

Ix—¢, x+e[c NO;
iel
O sea, la interseccion finita de abiertos es un abierto.

Un ejemplo de un conjunto abierto en R son los intervalos abiertos ]a , b[, pues dado x en ]a , b[, si consideramos
e =min(|x — a| , x — b]), resulta evidente que:

Ix—c,x+¢[ C]la, b[

A los intervalos abiertos se les llaman abiertos fundamentales ya que generan todos los conjuntos abiertos de R o sea que
todo abierto de R es una unién de intervalos abiertos. Mds atn, el lector puede verificar facilmente que, dado un conjunto
abierto O, entonces

O = U Jx—ex, x+e&x

xeO

Donde ¢y es el correspondiente radio que aparece en la definicién.

Vimos que la interseccién finita de abiertos es un abierto, sin embargo, la interseccién arbitraria no es necesariamente un
abierto. En efecto es claro que:

nJ-1/n1/ml= {0}

ne

y obviamente {0} no es un subconjunto abierto.

Definicién 4.8
Un conjunto F es cerrado si su complemento es un conjunto abierto.
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Teorema 4.10

La unién finita de cerrados e interseccién arbitraria de cerrados es un cerrado.

Demostracion

Basta aplicar la ley de morgan al teorema 4.4.1.

Cabe nota que si un conjunto no es abierto, no tiene que ser necesariamente un conjunto cerrado, por ejemplo el intervalo
]a, b] no es un conjunto ni cerrado ni abierto, atin mas, hay conjuntos que son cerrados y abiertos a la vez, como loson R y

0.
Una vez echo este pequefio estudio sobre la topologia de R, abordaremos es tema que aqui nos interesa.
Definicién 4.9

Si una funcién f definida en un vecindario V alrededor de x, se dice ser continua en X, si para cualquier intervalo ]
de centro f(x,) existe un intervalo I de centro x,, contenido en V tal que f(I) C J.

En otras palabras, una funcién es continua en x, sidado ¢ > 0 en R existe 6 > 0 tal que
[f(x) — f(x,)| < ¢ (Ix =%, < d|)
Basta mirar la definicién 4.2 para concluir que f en continua en x, si esta definida en este punto y

lim f(x) = f(x,)
X-’XO

Esto nos permite decir en cierto sentido que en las funciones continuas los simbolos del limite y de la funcién “conmutan”,
esto es

X—>XO X.—>X0

Iim f(x) = f( lim x)

Algunos ejemplos de funciones continuas son:
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Ejemplo 4.3

x+2
Consideremos la funcién f(x) = =17 mostremos que es continua en 2.
x —

Como

x+2_4 _[3x—6]  3|x-2]
x—1 Tlx-1]" x-1
Si suponemos que
1 1
Z 2 < =
<X < 5
entonces
1 3
Z <2
<X < 7
luego
3|x —2|
< 6|x—2
1] [x — 2]
Y
por lo tanto, tomando 6 = min 3% obtenemos que
+2
X —f(2)‘<£ (Ix -2 < 6)
x—1

osea, f escontinuaen 2.

Ejemplo 4.4

Consideremos ahora la funcién f(x) = x> — 2x ; vamos a mostrar que f es continuaen 0.

Dado que

224


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

4.4. FUNCIONES CONTINUAS (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

x® = 2x| = |x| [x* - 2|

Si tenemos

—2<x<2
entonces

0<x*<4
y

2<2-2<2
por tanto, concluimos que
[x3 —2x| < 2|x| (]x| < &)

Tomando & = min (% , 2) .De donde f es continua en 0.

Una funcién que no es continua en x, se dice ser discontinua en x,, o sea, f es discontinua en x,, si existe ¢ > 0 tal que
para todo & > 0 existe x; tal que

|(f (Xé) - f(XO))| >0 cuando x5 = %l

Algunas veces se acostumbra hablar de dos tipos de discontinuidades; una es evitable, cuando existe el limite de f cuando x
tiende a x, pero no es justamente f(x,) (la razén del nombre es que basta definir la funcién en x, y la funcién es continua),
la otra es inevitable cuando no existe el limite de f en ese punto; en este caso, no es posible definir f en ese punto para que
la funcién sea continua.

Definicion 4.10

Una funcién se dice ser continua (respectivamente discontinua) en un intervalo, si es continua (respectivamente
discontinua) para todo punto en el intervalo.
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Ejemplo 4.5

Un ejemplo de una funcién discontinua es el siguiente:

1  Six esracional
f(x) =
0 Six esirracional

Esta funcion es discontinua en todo R, pues si x, es un irracional cualquiera, entonces f(x,) = 1.

1
Sea ¢ = 5ies claro que para todo & > 0 existe al menos un irracional x’ en el intervalo ]x, =&, x, + §[ ahora como

176¢) = )| =12 2

La funcién no puede ser continua en x, .

Si consideramos ahora cualquier irracional por un argumento muy parecido al anterior, puede el lector verificar que la
funcién f es discontinua en ese punto.
|

Seguidamente estudiaremos dos caracterizaciones de la continuidad, la primera es ttil en cuanto proporciona un método
para demostrar la no continuidad, la segunda es importante pues, de un modo intuitivo, nos permite generalizar la definicién
de continuidad a otros espacios normales que sea R, ademads, generaliza el concepto de continuidad en un intervalo.

Teorema 4.11

Sea f una funcién con valores reales definida en un vecindario de x,, entonces f es continua en x, siy solamente si,
para cada sucesion (x, ) que converja a x, la sucesién (f(x, )) converge a f(x,).

Demostracion

Dado, € > 0, si suponemos que f es continua en X, , entonces existe 5 > 0 tal que

[f(x) = f(x,)| < ¢ (4.22)

Sea (X,,) una sucesién cualquiera que converge a x,, como & > 0 existe N en N tal que

Ix,, —%,| < (Yn=N) (4.23)
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luego, por 4.22 y 4.23, obtenemos que
(e~ ) <e  (Yn=N)
osea, (f(x,)) converge hacia f(x,).
Asumimos ahora la segunda proposicién, luego hay que mostrar que f es continua en x,, para ello, supongamos por

contraccién que f es discontinua en x,, muestra que f(x, ) no converge a f(x,), lo cual contradice nuestra hipétesis, por
tanto es falso asumir que f es discontinua en x,, con lo que queda demostrado el teorema.

Teorema 4.12

Una funcién de f: R — R es continua si y s6lo si para cada abierto A de R el conjunto f~}(A) (la preimagen de A
por f) es un abierto de R

Demostracion

Supongamos que f es continua; sea A C R un abierto; si f~}(A) = 0 estamos listos, si f}(A) #0, sea x en f~!(A). Como
f(x) estaen A que es un arbitrario, existe ¢ > 0 tal que

If(x)—¢, f(x)+¢[ € A
Como f es continua existe 5 > 0 tal que
fly) € If(x)—¢, f(x) + ¢
cuando
y € x=96,x+9[
luego
Ix=8x+8[ c f1(f(x)+e[) c fIA)

osea que f~1(A) es un abierto.
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Supongamos ahora que se cumple la segunda proposicion.

Dado & >0 como ]f(x)—¢, f(x)+¢e[=1 esun conjunto abierto de R, por hipétesis f~!(I) es un abierto de R, por lo que
dado x, en f7I(I) existe & > 0 tal que

Ix, =8, x,+8[ ¢ ()
O sea
[f(x) = f(x,)| < ¢ (x=x, <el)

en otras palabras, f es continua.

4.5 Los operaciones de funciones en el conjunto de las funciones continua

Los siguientes teoremas facilitan, algunas veces, el verificar si una funcién es continua o discontinua, reduciendo funciones
bastante complicadas, o varias funciones tal vez, a mas simples.

Teorema 4.13

Sean f y g dos funciones continuas en x, y A un nimero real cualquiera, entonces las funciones f+g, Ag, f-g y

3 (si g(x,) #0) son continuas en X, .

Demostracion

La demostracién de la continuidad de f+ g y A g quedardn como ejercicio al lector, dado que son una simple aplicacién de
la definicién y es andloga a la prueba que fue hacha en los limites de funciones.

Para mostrar que el producto es continuo, consideremos el siguiente argumento: Sea ¢ > 0, si f(x,) = 0, la prueba se deduce
facilmente de la demostracion que sigue, por lo que, supongamos que f(x,) # 0, entonces como g es continua en x, existe
5, >0 tal que

lg(x) = g(x,)| < (4.24)

L
2[f(x,)l

Por otro lado, dado cualquier intervalo | con centro g(x,) existe M > 0 tal que
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J c1-M_ M|
y como g es continua existe 5, > 0 tal que
9x, =8, , x, +8,[) < ]
o sea

[f(x)| < M Vx elx, =d,, x, +5,[) (4.25)

Ademads, como f es continua en x, existe §, tal que

£

176) = F0%)| < 57

(Ix =%, < &,) (4.26)

De la siguiente igualdad

If(x) g(x) = £(x,) g(x,)| = [T(x) = F(xo) [g(I] + [9(x) = glxo)] (%)

y de 4.25 obtenemos para |x —x,| < 9,

If(x) g(x) = £(x,) g(x)[ < [f(x) = F(x,)| M+ [g(x) = g(x)| [T(x,)]

finalmente de 4.24 y 4.26 se tiene

() g(x) = T(x,) g(x,)| < ¢ (e =x,| <9)
con § =min(5,, 5,, 5,) porloque f-g escontinuaen x, .

1
Para mostrar que el inverso — es continuo, primero buscaremos un valor m tal que
g
0<m< |g(x)

en un cierto intervalo; las intenciones las observara el lector a lo largo de la demostracién.
Sea ¢ >0 tal que |g(x,)| > ¢’), entonces por continuidad existe 6, tal que

190l =19 < [g(x) = glxo)l <& (Ix = x| < &) ™
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O sea

0 <lglx)l —&" <IgIl  (Ix = x| < &))"

luego basta tomar m = |g(x,)| — €’ y obtenemos asi

0<m<|g(x)] en (|x —x,] <¥,) (4.27)

Ademas, dado ¢ > 0 como g es continua existe 6, > 0 tal que

lg(x) = g(x) <e-m-[glx,)|  (Ix=x,| <9,) (4.28)
Ahora, como
’1 1| le0) - gl
gx)  gix)| 19l - 1g(xy)l
Obtenemos de 4.27
11 l9(x) — g(x,)| _
’g<x> oG] = mefgeg (el =)
Y de 4.28

1

@_ﬁ <een (|x—x,| <9)

Con 6 =min{d,, §,} con lo que queda demostrado el teorema.

f
Del teorema 4.5 podemos concluir inmediatamente que si f y g son dos funciones continuas en x, y g(x,) # 0 entonces —
g

es también una funcién continua en x, .

Teorema 4.14

Sea f una funcién continua en x, y sea g una funcién continua en f(x,) entonces g o f es continua en x, .

Demostracion
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Sea ] unintervalo de g(f(x,)), como g es continua en f(x,) tal que

g <]
Por otra parte, como f es continua en X, , existe un intervalo K tal que
f(K) c1
Se tiene entonces que
gof(K)c]
en otras palabras, g o f es continua en x, .

Observemos que del teorema 4.5, como f(x) = x es obviamente continua, podemos concluir que todo polinomio es continuo,
y mds atn, las funciones racionales (cociente de dos polinomios) son también continuas en todos los puntos salvo donde estad
indefinida la funcién.

4.6 Teoremas fundamentales sobre funciones continuas

Las propiedades méds importantes de las funciones continuas se encuentran en esta seccién; es més, esta seccioén se puede
considerar el motivo de la introduccién de las funciones continuas en este libro.

Teorema 4.15

Si una funcién f es continua en x, y f(x,) # 0, existe un intervalo [x, —h,x, + h[ tal que f tiene el mismo signo de
f(x,) en ese intervalo.

Demostracion

Supongamos que f(x,) > 0; consideremos ¢ > 0 tal que ¢ < f(x,), como f es continua en x,, existe > 0 tal que
[f(x) — f(x,)| < € (Ix =x,| < &) ***

O Sea
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0 < fx,) —e < f(x) < f(x,)+¢ (Ix = x,| < &) ***
en otras palabras, basta tomar h = § y se tiene la prueba.

Si f(x,) < 0, la prueba es idéntica; bastara considerar 0 < ¢ < —f(x,).

Teorema 4.16

Sea f una funcién continua en un intervalo I (observemos que no es de importancia el tipo de intervalo), entonces la
imagen de I, £(I) , es también un intervalo

Demostracion

Demostraremos que f(I) es un intervalo de acuerdo a la caracterizacién que fuera hecha en el Capitulo II sobre los intervalos
(teorema 2.17).

Sean x, y x, en I tales que f(x,) < f(x,), debemos mostrar que
[£(x,), f(x,)] < £(I)
Para ello sea y tal que
f(x,) <y < f(x,)
y consideremos el conjunto A definido por
A= {x€[x;, (,)]/f(x) <y}

Claramente, este conjunto no es vaci, pues x, estd en él, ademads estd acotado superiormente, por ejemplo, por x, , luego
existe x, en [x,,(x,)] tal que

X, = sup A

Nuestra intencién es ahora mostrar que f(x,) = y; para ello consideremos la funcién g(x) = f(x) —y para x € I, obviamente
g escontinuaen I.

Supongamos f(x,) —y >0, o sea g(x,) > 0; del teorema 4.6 tenemos que existe un intervalo ]x, —h,x, + h[ en el cual g(X)
es positiva.
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Sin embargo, dado que x; = sup A, de acuerdo con la caracterizacion del supremo (teorema 2.15), existe x, en A tal que

X, —h <x

ademas, por ser x, el supremoy x, estd en A por definicién, se tiene que

X, —h<x, <x,+h

lo cual nos lleva a una contradiccién pues al estar x, en A, se cumple que

f(x,) >y

Si suponemos que f(x,) < Yy, por un razonamiento muy parecido al anterior, encontramos una contradiccién, en otras
palabras, s6lo puede suceder que f(x,) =y, de donde [f(x,), f(x,)] C f(I), que fue lo propuesto.

Observemos que en ningtin momento hemos hablado sobre el tipo de intervalo que es f(I).

Los siguientes corolarios son conocidos como el teorema del valor medio y el teorema de Bolzano, para funciones continuas
respectivamente.

Corolario 4.1 Sea f una funcién continua en un intervalo I.Sea a, b en I entonces si y es tal que f(a) <y < f(b)
entonces existe ¢ en Ja, b[ tal que

flc)=y

La demostracién es justamente la que utilizaremos para demostrar el teorema anterior.

Corolario 4.2 Sea f una funcién continua en un intervalo I, entonces si existen dos puntos tales que sus imagenes
tengan signos opuestos, existe un punto c entre estos tal que

flc)=0

Este corolario es una aplicacién inmediata del corolario anterior.

Estos tres teoremas son “equivalentes” en el sentido de que, segiin como se desee, se puede demostrar cualquiera de ellos
y deducir otros como corolarios, y la prueba sigue siendo esencialmente la misma. Como ejercicio puede el lector tratar de
demostrar alguno de los corolarios, asumiendo tinicamente el teorema 4.6.
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Una aplicacién del teorema del valor intermedio, aunque ya fue obtenida en este libro por otro procedimiento, es la existencia
de la raiz n-ésima de un niimero real a > 0.

En efecto, consideramos ¢ tal que 0 < a < ¢™ yla funcién f(x) = x™, que es continua. Segtn el teorema del valor intermedio,
existe b en Ja, b, c[ tal que f(b) = a oseaque b™ = a.La unicidad se obtiene a partir de que f es una funcién creciente
en ese intervalo.

Sea f una funcién de variable real definida en un conjunto S de ntimeros reales; se dice que la funcién tiene un maximo
absoluto en S si existe un punto ¢ en S tal que

f(x) < f(c) (VxeSs)
y un minimo absoluto, si existe d en S tal que
f(x) > f(d) (Vx€S)

Nuestro propésito es mostrar que una funcién continua en un intervalo cerrado es acotado, posee un maximo y un minimo
absoluto.

Teorema 4.17

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b], o sea, existe un nimero real ¢ > 0 tal que

f(x) <c (Vx€ a,)

Demostracion

Supongamos por contradiccion que f no es acotadaen a, b luego para todo n en N existe x, en [a, b] tal que
f(x,)=n
La sucesion (x, ) definida anteriormente, es claramente acotada, pues
x, €[a, b] (Yn eN)

Segtin el teorema de Bolzano (teorema 3.13) existe una subsucesién en (x,, ) convergente. Supongamos que converge a x.
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Observemos que x debe estar en [a, b], pues de no ser asi, podemos arguir como sigue: suponga, por ejemplo, que x < a,
a-—x a-x
x+ entonces
27 2

resulta evidentemente que si I = ]x -
IN[a, b]=0
por tanto, no puede haber elemento de la subsucesién (x,, ) en I.lo cual contradice el hecho que (x, ) convergea x.

Anélogamente puede el lector notar que x > b nos lleva a una contradiccion.

Ademas, por ser (xnp ) convergente, es acotada, sin embargo, por hipétesis tenemos que
(YpeNN)

lo cual es una contradiccién pues (x,, ) no serfa una subsucesién acotada, por tanto, suponer que f no es acotado nos lleva
a una contradiccién, luego f estd acotadaen [a, b].

El hecho de que f sea acotada en [a, b] nos permite hablar de una cota superior e inferior, de un supremo y un infimo, asi
tiene sentido definir

supf=supf(x) /a<x<Db

inff=supf(x) /a<x<b

El siguiente teorema es conocido como el teorema de los valores extremos para funciones continuas y es debido al matematico
Karl Weirstrass.

Teorema 4.18

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a, b]. Entonces existen dos puntos ¢ y d en [a, b] tales que

f(c) =supf y f(d) = inf f

Demostracion

Como habra notado el lector, el infimo de f es el supremo de la funcién —f. Es suficiente, por lo tanto, probar la proposicién
Unicamente para el sup f.
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Sea M = sup f, y supongamos por contradiccién que no existe x en [a, b] parael cual f(x) = M.

1
Consideremos la funcién g(x) = M —f(x) ; claramente, la g(x) > 0 paratodo x en [a, b], entonces la funcién — es continua

en [a, b], por el teorema anterior es acotada en [a, b] o sea, existe [K tal que

$<K (Vx€[a, b])
de donde
M—f(x)>% (Vxe€la, b
luego
—f(x)>%—M (Vxe€[a, b))
0'sea
f(x)<%—M (Vxe€[a, b))

lo cual contradice el echo que M = sup f; por lo tanto, f(x) = M para algin x en [a, b].

Uno de los resultados méas importantes de esta seccién se desprende de este teorema. Si f es una funcién continua en un
cerrado [a, b] entonces el supf y el inf f son el maximo y el minimo absoluto de f respectivamente; ahora, combinando
esto con el teorema de los valores intermedios, obtenemos que el rango de f sera el intervalo cerrado [inff, sup f].

4.7 El proceso de inversion

En esta seccién describiremos el método para construir funciones unas a partir de otras.

Antes de describir el método con detalle, vamos a ilustrarlo con un ejemplo.

236


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

4.7. EL PROCESO DE INVERSION (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).

Ejemplo 4.6

Consideremos la funcién f definida en el intervalo [0, 2] por la ecuacién f(x) = 2x + 1; el rango de f es el intervalo
[1, 5]; cada punto x de [0, 2] es “enviado” por f a exactamente un puntoy de [1, 5].

Inversamente, para cada y en [1, 5] hay exactamente un x en [0, 2] para el cual y = f(x). Para encontrar este x
basta resolver la ecuacién

x=3(-1)

Esta ecuacién define x en funcién de y. Si denotamos por g esta funcién, tenemos que

1
9y)=5u-1 (para y € [1, 5])
A esta funcién g se le llama funcién inversa de f.

consideremos ahora la funciéon f con dominio A y rango B, tal que para cada x en A existe un tinico y en B que
satisfaga f(x) = y.Podemos, entonces, definir una nueva funcién g por

g(y) =x donde x es tal que y = f(x)

En otras palabras, el valor de g en un punto y es el tinico valor x de A, tal que f(x) =y.
Esta nueva funcién es llamada la inversa de f, y al proceso de conseguir g se le llama inversién.

Notemos que g(f(x)) = x para x en A y que f(g(x)) =y para y en B.

En particular, el método puede ser aplicado a las funciones definidas en un intervalo cerrado y acotado [a, b], continuas y
estrictamente mondétonas (creciente o decreciente), pues, de acuerdo al teorema de los valores intermedios para funciones
continuas, f alcanza los valores entre f(a) y f(b). Por otra parte, la monotocidad estricta garantiza la inyectividad.

En efecto, f(x,) # f(x,) cuando x, # x,, de lo contrario la funcién no seria estrictamente monétona.

Entre los intereses que tiene el proceso de inversién, es analizar si la inversa conserva las propiedades de la funcién f. En este
estudio, fundamentalmente nos interesan dos propiedades: la continuidad y la monotomia que estudiaremos a continuacién.
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Teorema 4.19

Si f una funcién estrictamente creciente y continua en el intervalo [a, b] y sea g la funcién inversa de f. Entonces:

1) g es estrictamente creciente en [f(a), f(b)]

2) g escontinua en [f(a), f(b)]

Demostracion

Para mostrar 1., sean y, vy y, en [f(a) , f(b)] tales que y, < y,. Existen x, y x, en [a , b] tales que f(x,) =y, y
f(x,) =y, como f es estrictamente creciente y f(x,) < f(x,), entonces x, < x,, y como

X =9y, <g(y,) =x,

se tiene que g es estrictamente creciente en el intervalo [f(a), f(b)].

En cuanto a 2., sea y, en |f(a) , f(b)[ y sea x, el tinico punto en [a , b] tal que f(x,) = y,, dado ¢ > 0 (podemos
suponer sin perdida de generalidad que x, — € y x, + € estanen [a, b]).

Tenemos entonces que

f(x, —¢e, x, +¢l) < [f(a), f(b)]

Considerando & = min |(y, — f(x, — €)|, |y, — f(x, + €)|)

obtenemos que

y € ]f(xo - 8) ’ f(xo + ‘S)[ para |y _y0| <d

O Sea

g(y) €lx,—¢e, x, +e[=1g(y,) —¢, gly,)+e[ con  y-y,<?d

en otras palabras, g es continua, o cual completa la demostraciéon del teorema, pues con una pequefia modificacién al
argumento anterior se puede mostrar que f es continua por la derecha y por la izquierdaen b.
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Como es de suponer, existe un teorema analogo al teorema 4.7 para funciones continua y estrictamente decrecientes; su
demostracién es inmediata, pues si f es una funcién decreciente, —f es una funcion creciente.

Teorema 4.20

Si f una funcién estrictamente creciente en un conjunto A, sea a = sup A (este puede ser un nimero real, 0 +oo)
entonces

lim f(x) = sup f(x)
X—a

XEA

Demostracion

Sea ¢ = sup f(A), por propiedad del supremo sabemos que si b < c, existe x en A tal que

b<f(x)<c (4.29)

o sea que, en todo vecindario V de c, existe al menos un x € A tal que f(x) estaen V.
Por otra parte, si x satisface 429y si z <z < a por ser f creciente
b<f(x)<f(z)<c

Por tanto, si tomamos un vecindario V de ¢ en f(A) y f(x,) estden V, el vecindario N igual al conjunto de y que satisface
X, <Yy < a es tal que

fly) eV si yeN

con lo que concluimos la demostracién del teorema.

esp
Un teorema andlogo existe para cuando f es estrictamente decreciente; en este caso se demuestra que

i, 109 = fnf 7

donde b =1infA.
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Teorema 4.21

Sea f una funcién continua estrictamente creciente en [a , +oo[ y entonces f determina una biyeccién entre [a, +oof
y [f(a), b[ con b =supf([a, +0oo[).

Demostracion

Por ser f estrictamente creciente, se tiene que

f(a) < f(x) (Vx €[a, +o0[)

en otras palabras

f(la, +oo[) C [f(a), +oo[

como b= sup f(x), obtenemos en base al teorema anterior que
x€la, +oo|
lim f(x)=Db
X—>+00
de donde
f(x) € [f(a), b[ (Vxe€la, +oo[)

En efecto, no puede existir x tal que f(x) > b, por definicién de b, y si existiera x tal que f(x) = b, bastarfa tomar x’ tal
que X’ > x y obtendriamos que f(x’) > b, lo cual es contradictorio.

En otras palabras, f([a, +oo[) c [f(a), b[;la inyectividad se deduce inmediatamente de la monotomia, con lo que queda
demostrado en teorema, pues basta aplicar el corolario 4.6.

Como habra notado el lector, con una pequena variacién del argumento anterior, se puede reemplazar el intervalo [a, +oo[
por Ja, +oo[ . Ademds, como es de esperar si f en lugar de ser creciente es decreciente, entonces f determinara una biyeccién
entre |—o0, a] (0o ]—c, a[)en ]c, f(a) donde ¢ =inf f(] -0, af).

Por otra parte, en base a esta biyeccion podemos asegurar que existe la inversa de f, y que esta es continua.

Las demostraciones de las siguientes proposiciones serdn omitidas, dada su analogia con el teorema anterior, sin embargo,
las enunciamos por su importancia y porque las utilizaremos posteriormente.
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Si f es una funcién continua y estrictamente creciente en [a, +oo[ y f(x) tiende a +oo cuando x tiende +oo, entonces
existe una biyeccién bicontinua entre [a, +oo y [f(a), +oo[, ademés la inversa f~! es creciente.

Si f es una funcién continua y estrictamente creciente en R y
lim f(x) = +o0 y lim f(x) = —o0

X—>+00 X—>—00

entonces f es una biyeccion bicontinua en R, y ademés ~! es también estrictamente creciente.

Si f es una funcién continua y estrictamente creciente en Ja , +oo[ y

lim f(x) = - y lim f(x) = +o0

x—+a X—>+00

entonces f es una biyeccién bicontinua de ]a, +oo[ en R, ademéas f~! es estrictamente creciente en R.

Si f es una funcién continua y estrictamente creciente en ]a , +oo[ y satisface que

lim f(x) = —c0 y Ilim f(x) = +o0

x—+a X—>+00

entonces f es una biyeccion bicontinua de Ja, +oo[ en | — oo, +o0o[ y f~1 es también estrictamente creciente en R.

El término bicontinua se ha utilizado en este contexto para indicar que la funcién inversa es continua.

Para una mayor comprension del tema proponemos al lector demostrar las proposiciones anteriores.
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4.8 Estudio de la funcion f(x) = x™ y su inversa

El estudio que precede de las funciones continua, nos permite concluir resultados, aunque muy utilizados por el lector, nada
triviales sobre los radicales y potencias racionales de un niimero real. Existen otras maneras de introducirlos, por ejemplo por
medio de las funciones exponencial y logaritmica, sin embargo, nos parece méas constructivo y més natural introducirlas del
modo que sigue.

El capitulo anterior definimos las potencias enteras de un niimero real y vimos las propiedades mds necesarias.

En esta seccién definiremos con mds precisién les potencias racionales, esto es, el simbolo x" donde x es un ndmero real y
T es un ndmero racional.

En cuanto a la funcién f(x) = x™,con N en N, podemos decir que es continua en R, ademads si n es par
f(x) = f(—x)

o sea que f esuna funcién par si n es impar la funcién es impar, pues
f(—x) = —f(x)

Por otra parte, la funcién f es una funcién estrictamente creciente en el intervalo [0, +oo[, pues dados x,y en R, tales que
X >y, tenemos

(X" —y™) = (x —y)x™ X2y + Ly 2yt (mn>1)

Como sabemos que (x —y) > 0 y ademds x™ ! + ... +yn!

obtenemos que:

> 0 pues es el producto de la suma de ntimeros positivos,

>y

o sea, lo propuesto.
Por otra parte
lim x™ =400
X—>+00

en otras palabras, esta funcién satisface la hipétesis de la proposicion 4.1.

Estudiemos ahora la funcién f(x) = x™ con n en Z* , en este caso
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1
f(x) = — (con—n=1)
XTL
O sea, que basta considerar la funcién g(x) = x™ para estudiar f.

Es obvio que f es estrictamente creciente en |0, +oco[ ademads
lin(1) f(x) = +o0 y lim f(x)=0
x—0*

Xx—>+00

o0 sea que, en este caso, f verifica la hipdtesis de una versién de la proposicién 4.3

Del razonamiento anterior concluimos que la funcién f definida por
f(x) =x™" (con n en N)

posee una inverse que es también continua y estrictamente creciente en le intervalo [0, +oo[. A la imagen de todo ntmero
real positivo bajo la funcién inversa, le llamaremos raiz enésima de x y la denotaremos por

f1(x) = ¥

Observemos que, en el caso de que n no es multiplo de 2, la funcién f(x) = x™ es una biyeccién bicontinua de R en R,
mientras que si n es par, la funcién f no es biyectiva; por lo que solo existen las raices impares de los ntimeros negativos.

Por esta razén, para hablar con mas generalidad, nos restringimos al hablar de radicales al dominio [0, +oof.

Entre las propiedades mds importantes de los radicales tenemos:

Teorema 4.22

Sean a,b don ntimeros reales positivos. Dados n y p en IN*, entonces

1) Va= "Vap

4) ¥a- ¥b = Vab
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Va _ . [a _
5) %— \/; (con b=0)

Demostracion

Como vimos anteriormente la funcién f(x) = x™P es biyectiva. Ademads

(wva)” = [(V¥a)] = (va)
= a = (5"

Nuevamente por inyectividad, obtenemos 2., con un razonamiento anélogo se demuestra 3..

Para demostrar 4. y 5. la utiliza la inyectividad de g(x) = x™; dada la analogia entre ambas demostraciones tnicamente
demostraremos 4..

Como

queda demostrado 4.

Este teorema no es muy importante en el sentido que todos conocemos estas proposiciones, incluso las hemos utilizado
muchas veces, sin embargo, es tal vez la primera vez que el lector se detiene a demostrarlas.

Tras otros preliminares sobre radicales, podemos definir con precision el simbolo “ a” “donde a es un nimero real y r estd

en Q.

En un capitulo anterior vimos que un niimero racional r > 0 no tiene una tinica representacion, sino varias, digamos P y
q

E, , ademds sabemos que en este caso
q

’

Sin embargo
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’

(@) s ()

de donde

’ ’

aq , , —\aq'q
(ﬁ/ap) =aP9 =P d :( ap)
y como f(x) = x4 a es biyectiva, obtenemos

Yar = Va¥’

T

Esto nos permite definir sin ambigiiedad el simbolo “ a”” pues basta considerar una representacién de r, digamos E )y

definimos
a” = Yap

Hasta ahora hemos supuesto que v > 0. Si r < 0 arguirfamos de una manera similar a la que fuese hecha con los ntimeros
enteros negativos e un capitulo anterior, asi definimos

a’ = sir<0 y a#0

y como es de esperar obtenemos las propiedades usuales.

Teorema 4.23
Dados a y b don ntmeros reales estrictamente positivosy 1, 7" en Q, se tiene:

’ ’
1) aT . aT = aT+T

2) (ar)r’ — arr’

/

3) —=ar-r

4) (ab)"=a"b"
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Demostracion

La demostracién de estas proposiciones es realmente facil, basta simplemente acudir a la definicién del simbolo “a™” y
trabajar con las operaciones con radicales; a modo de ejemplo, demostraremos tinicamente la proposicién 1..

P

’
Sean — y p_, dos representationes de los racionales r y 1’ respectivamente, que asumimos por el momento mayores que

cero. Tenemos entonces

a"a” Yar - Var' = Yar'da' . Yar'q Y aqrda'+r'q

4.
pa’+p’q r,p , (4:30)
= a qd = ad q = a™r
Si r y 1’ son ambos menores que cero
9
1 1
a'a" = —- (4.31)
a’ 1
a v = =qartr
a—(r+v)
Sir>0yr<o0
% ’
a” = a’ _ a B Yar 3 1% ard
- _! - —n’/ - ’ - /—
a’ o a~p’ T4 q-pa
a (4.32)
pq’ pq’+p’q p,p
qq’[ Q@ 7 qtgr ,
= p’q = a a4 = a a aT+T
=
Esto suponiendo que pq’ +p’q > 0; de lo contrario, entonces
7’
aa’[ P9 aa’ 1 3 1
-p'q -p’q-pa’ -(p’a+pa’)
a a aq’
a (4.33)
’ + ’
— a ¢ qa’ — a™v

Por 4.30, 4.31, 4.32 y 4.33 concluimos que la proposicién 1. es verdadera.
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4.9 Continuidad uniforme

En los que aqui se refiere, el concepto de continuidad no se estudia muy a fondo, lo cual no quiere decir que es un concepto
sin importancia ni mucho menos. En estudios mas avanzados del andlisis que los que aqui son expuestos notard el lector la
importancia de este concepto.

Definicion 4.11

Una funcién f se dice ser uniformemente continua en un intervalo I, si dado ¢ > 0 existe 5 > 0 tales que dada x, x’
en I que satisfaga |[x —x’| < & se tiene que

[f(x) - f(X) < e

Inmediatamente podemos observar que si una funcién es uniformemente continua es continua (basta fijar x, = x” en la
definicién anterior); no siendo cierta, en general, el reciproco como es el caso de la funcién f(x) = X2,

Sabemos que esta funcion es continua en R, pues consideramos, por ejemplo, € = 1,y supongamos que existe & que satisface
la definicién de continuidad uniforme. Consideremos 0 < a < y

es claro que
x=x|=a<?

sin embargo

2
x? —x?| = l—(lea) =|l=-=-
a

Luego, no se satisface la definicién anterior.

Sin embargo, el reciproco es aceptado bajo ciertas condiciones expuestas en el siguiente teorema que es conocido como el
teorema de la continuidad uniforme.

247


http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/

4.9. CONTINUIDAD UNIFORME (http://tecdigital.tec.ac.cr/revistamatematica/).
Teorema 4.24

Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado y acotado [a , b]. Entonces f es uniformemente continua en
[a, b].

Demostracion
Supongamos por contradiccién que f no es uniformemente continua en [a, b]; existe entonces ¢, con la siguiente propie-
dad, sea cual fuera 4 > 0, existe x y x” en [a, b] tales que |x —X’| < §, sin embargo

[f(x) — f(x')| > ¢,

Si aplicamos esta propiedad a & =1,

11 1
AR obtengamos dos sucesiones (x,) y (x/ ) de puntosen [a, b] tales
que

NI~

1
X —x,l< o y [f(x, ) — (X)) > g,

Como todos los puntos de la sucesién (x, 2 estden [a, b]) es obvio que esta sucesién es acotada y por el teorema de

Weisstrass existe una subsucesion (x,,) convergente; supongamos que converge a x; ademas debe estar en el intervalo
[a, b].

Por otro lado, como (x,, —x/ ) convergea 0, (x’ ) converge tambiéna x.Como f es continua, segtin el teorema 4.4.1, (f(x,,))
y (f(x’))) converge a f(x), por tanto f(x ) — f(x/ ) convergea “0”, por tanto existe N en N tal que

f(x,) = (X)) <,

Obteniendo asi una contradiccién. Por lo tanto f debe ser uniformemente continua en [a, b].

4.9.1 Ejercicios

1. Calcule:
. Vl+n- Vi
a. hmO m

.Con x € R fijjoy n € N fijo.
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2. Una funcién f: R — R se llama periddica si existe un nimero t en R tal que:
f(x +t) = f(x)
Al mas pequefio t que cumple con esta propiedad se le llama periodo de la funcién f.
a. Dada una funcién real f de periodo t, calcule:

lim f(x —t)
X—>00

A
b. Sea f:[a,b] — R con a < b una funcién continua ;Como definirfa usted f : R — R tal que:

A
f

[ao]

y f sea periédica de periodo b —a?
A
En este caso, a f le llamamos extensién periddica de f.

3. Demuestre el siguiente teorema. Sea f una funcién tal que:

lim f(x)=1¢

X—)X[)

y g una funcién continua en £. Entonces la funcién g o f tiene un limite en x,, y

Jim (g of)(x) = g(e)

4. Sea f la funcién de variable real tal que
f(x) :2x2—x+1+%

con a en R
a. Estudiar el limite de f cuando x tiende a o

b. Estudiar el limite de f cuando x tiende a 0, considerar casos sobre a
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5. Sea la funcién g de variable real tal que

ax®+bx2+x—-1
x—1

g(x) = con a,ben R

a. Estudiar el limite de g cuando x tiendea +oo.

b. Estudiar el limite de g cuando x tiende a 1, considerar casos sobre a y b.

6. Calcule los siguientes limites:

sen(2x)

x—0 /1 — cos(x)

tan(3x)
i
b B sen(5x)

X2 -4

1
x—2 X —2

d. lim 0%

x—0 X

o 2x2-3x+1
e. IlIm —M —
x—1 x—=1

2_ 2
f. lim (t+h)” -t
h—0 h

7. Mostrar que:

a. lim Vv5-x=0

x—>5~

¢ lim v(x-2)(x-3)=0
x—3*

8. Sea f una funcién que toma valores negativos alrededor de un punto %, . Mostrar que si:
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lim f(x)

Xﬁxo

existe, entonces este limite es negativo o nulo. Similarmente, si toma sélo valores positivos, el limite serd positivo o nulo.

9. Mostrar que si una funcién f admite un limite positivo (respectivamente negativo) cuando x tiende a un punto dado x,;
entonces existe un vecindario de x, donde f solo toma valores positivos (respectivamente negativos).

10. Sean dos funciones fy g tales que existen los limites:
lim f(x) =¢ lim g(x)=¢
X%, X=X,
con x, un punto dado y se cumple que:
(>0
Mostrar que si existe un vecindario del punto x,, en el cual se tiene:

f(x) > g(x)

¢Se cumple el reciproco?

11. Sean n funcién f, f,, ..., f, que admiten los limites £, {,, ..., £, cuando x tiende a un punto arbitrario x, .

n

Mostrar que:
n n
a. lim > f.()=)(
TR i=1

mn n
b. lim l_[fi(x) = l_[ e,
%0 4o i=1

12. Encontrar los limites siguientes:

o x2=3x+2
a. lim ————
x—>1 x—1

b3 +5x2—x-1
b. lim
x—12  2x24+9x +4
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. x2+x—-6
C. hm—
x—2x2 —=7x + 10

¥ +x2-8x—12

d. lim
x—-2 x2—3x—-10
. V2x -2

. lim
x>2yx+1-vV2x -1

lim Vx+3—-V4x+3
Tx—0\x+4—\V2x+ 4

g lim Vx2+x+1-(x+1)

X—>+00

13. Muestre que la funcién definida por

esigual a

14. Sea la funcién signo definida por

Mostrar que

a. x| =xsgnx

2
b. sgnx = lim 7—_[tar1_1 (nx)

n—oo

15. Calcule

a. lim Vx2-5x+7-Vx2-3x-8

X—>+00

1
fx) = lim — ~
) ne 1+ nsen? (71x)

1 si X es entero
0 si x noesentero
1 si x>0
sgnx=4 0 si x=0
-1 si x <0
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o Vx4 +2x-5
b. Iim ———

x——c0 X2 —3x+7

V3 +1-1
c. lim

x—0yx24+1-1

16. Calcule el limite para a, b,c en R y n en N

lim Vx3+ ax2 + bx + ¢ — nxVx + 2

X—>+00

17. Dos funciones reales f y g se dicen asintéticas si

1) Ambeas tienen limite +co0 0 ambas —oo cuando x tiende a +co o tiendea —oo

2) La diferencia f — g tiende a 0 cuando x tiende a +oo o tiendea —oo.

Pruebe que

x3 -3
f(x) = -

gx)=x+1

son asintdticas.

18.
a. Muestre que la funcién

f(x) = x2 +2x

tiene limite 3 cuando x — 1

b. Muestre que linl f(x) = +o0
X—>*00

19. Muestre que la funcién definida por
f(x) =4x + 11
tiene limite 2 cuando x tiendea —2.

Calcule linl f(x) lim f (x).
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20. Muestre que

X—>+00 X

21. Sea E el conjunto de funciones numeéricas definidas en un intervalo | —a, a[ donde a es un nimero real positivo dado.

a. Mostrar que el conjunto E; de E, cuyos elementos son las funciones pares, es decir, tales que
f(—x) = f(x)

es un espacio vectorial del espacio vectorial E sobre R.

b. Mostrar que el conjunto E, de E, tienen por elementos las funciones impares, esto es, que cumplen
f(—x) = —f(x)

es un espacio vectorial de E sobre R.

c. Mostrar que ambos subespacios E; y E» son suplementarios.

d. Sea f una funcién en E; Mostrar que existe una funcién tinica f, de E; un una funcién tnica f, de E; tales que,
f(fl + fZ)

Expresar f,(x) y f,(x) en funcién de f(x) y f(—x).

e. Para aplicar el resultado anterior, determinar f, y f, tales que

fx) =x2+x+1

22. Mostrar que las funciones son continuas en todo R

1) f(x) = x>

2) f(x)=x2+x+1
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23. Mostrar que la funcién definida por
) = =
X

es continua en 1 y mds generalmente en R — {0} .

24. Definimos la funcién E(x) como el mayor niimero entero menor o igual a x y la denominamos parte entera de x.

Sea una funcién
f(x) = x — E(x)

a. ; Es f continua en el punto (2,3)? ; Lo es en el punto 2?

b. Resuelva el sistema de ecuaciones

f(x) x — E(x)

w
Il

x + 2f(x)

25. Estudiar la continuidad de las funciones en el punto dado

a. f(x) =2x — E(x) x, =4
b. f(x) = [x — E(x)]* + E(x) X, =5

2
c f(x) = g para x # 0

d. f(x) = Vx2 con x # 0

26. Investigue cuales de las siguientes funciones son continuas en R.

1 si|x|>1
a. f(x)=4 -1 si [|x|<1

0 si x=1

0 si ¥*>1 o0 x=-1
b. f(x) =

1 si x2<1 o x=1
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27. Sea ¢ la funcién definida por
X si xeQ

g(x) =
1-x si x¢Q

Mostrar que esta funcion toma dos valores entre 0 y 1.; Es g continua en cualquier punto?

28. Estudiar la continuidad en la funcién f definida por

x si xeQ
g(x) =
0 si x¢Q

29. Demostrar que si f es una funcién continua en en un punto x,, también |f| es continua en x, .

30. Sean

n

f(x) = Z aixi g(x) = znl bixi
i=1

i=1

. f(x) . f(x)
Entonces 1lim —= 1i —_
e g() Y e gy

son los mismos que los del cociente de los términos de mads alto grado del numerador y del denominador.

31. Sea f una funcién estrictamente monétona en su dominio, entonces f es inyectiva y por lo tanto tiene una funcién inversa
definida en f(D) con valores en D.

32. U/tilizando la definicién de continuidad, verifique en qué punto son continuas y en qué punto no, las siguientes funciones:

a.
f: [01] — R
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f: [0,1] — R

x+2 1
X , - <x<1
1 2
X—3
1
X - 5 OSXSE

33. Utilizando la definicién de continuidad, demuestre que

£:00,1] — R

tal que
fx) =1 si xeQnJ0,1]

f(x) =0 si xe€ an [0,1]
es discontinua en todos los puntos del intervalo [0,1].

34.5ea f: [a,b] — [a,b]; a <b f escontinua en [a,b]. Demuestre que existe x, en [a,b] tal que f(x,) =x, .

35. Sean f,g: [a,b] — R dos funciones continuas tales que

f(x) = g(x) VxeQnNla,b]

Demuestre que

f(x) = g(x) Vx € [a,b]

36.Sea f: [a,b] — [a,b] tal que para todo x en [a,b]

[f(x) = f(y)l < M [x -y

con M en R 0<M<1

a. Demuestre que f es continua en [a, b]

b. Sea x, en [a, b] demuestre que
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(f (X)) nen
es una sucesién de Cauchy con
f,=fo ... of
——
n-veces
c. Sea lim f_(x,), x, en [a,b]
Demostrar que
fly) =y
d. Sea y’ en [a,b] tal que
fly) =y’
Demuestre que
Yy =y
37.Sea f: [0,1] — R tal que para todo y en R
y) =0
o f7(y) es un conjunto con dos elementos.
a. Demuestre que f no es continua en [0, 1]
b. Construya una funcién f con esa propiedad.
38. Considere la funcién
h: R— R

tal que
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0 si x¢Q
h(x)=4 0 si x=0

1 .
= si x€Q

Mostrar que f es continua en todo ntmero irracional y discontinua en todo niimero racional.

39. Considere la funcién definida por

f(x) = E(x) + yx — E(x)

a. Muestre que para todo x en R
fx+1)=f(x)+1

b. Estudie la continuidad de f.

40. Demuestre que la funcién valor absoluto
fx) = [x|

es continuaen x =0.

41. Sea n un entero positivo. Muestre que la funcién
f(x) = [x = EG)I™ + E(x)
es continuaen R.

42. Sea f la funcién de variable real x definida por

Mﬁ si x#0
fx)=4 *

0 si x=0

a. Muestre que el dominio de f es R*.

b. Estudie el limite
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Jim, 1)

c. Muestre que f es continua en R

43. Usando la definicién de continuidad, pruebe que

=l

es continua en cualquier punto xo > 0.

44.
a. Calcule

Iim Vx3+x2+bx+c+mxVx+2

X—>+00

b. Calcule

¢. Analice continuidad de

f: R — R

X - x — E(x) + E(x)

45. Sean f y g funciones definidas en un conjunto A de R y considérese
h(x) = sup {f(x), g(x)}
XEA
k(x) = inf {f(x), g(x)}
XEA

Muestre que h y k son continuas.
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46.

a. Dé un ejemplo de una funcién de I = [0,1] con valores en R que no sea acotada

b. Dé un ejemplo de una funcién acotada y continua en R

47. Muestre que:

es continuaen x =1

48. Muestre que:

f(x) = Vx

es continua en todo x positivo

49. Muestre que las siguientes funciones continuas en los puntos indicados:

a. f(x)=1+x+ x| enx=0

b. f(x)=x*-3x+2en x=2

50.
a. Sea C(D,R) el conjunto de funciones continuas en D = [0,2].

Se sabe que con la suma y la multiplicacién ordinaria de funciones este conjunto es un anillo conmutativo con identidad.
Pruébelo

b. Estudie la continuidad de la funcion:

0 si x€]0,1]
f(x) =
x-1 si x€]1,2]

c. Haga lo mismo que en 2 para la funcién:

1-x si  x€[0,1]
f(x) =
0 si x€]1,2]
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d. ;Cual es fg? ;Qué puede concluir?

51. ;Cuales de las siguientes funciones son continuas en x, =17

2 _
a. f(x) = );_ 11
b. h(x) = E(x)

52. Una funcién f es definida como se sigue:

sen(x) si x<e
f(x) =
ax+b si x>e

donde a, b, e son constantes. Si b y e son dados, encontrar todos los valores de a (si éste existe) para los cuales f es
continuaen x =e.

53. Repita el ejercicio 52 para:

2cos(x) si x<e

f(x) =
ax?+b  si x>e
54. Sean f y g dos funciones definidas ast:
+
f(x) = X 2|X|, Vx €R
x si x<0
9(x) =

X si x>0

Encuentre una férmula o férmulas para h(x) = f(g(x)) ¢Para cudles valores es h continua?

55. Repita el ejercicio 54 para:

1 si |x]<1

0 si |x|>1
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2-x%2 si x| <2

g(x) =
2 si x| >2

56. Sea f un polinomio de grado n,

n
f(x) = Z ekxk
k=0

tal que el primero y el dltimo de los coeficientes e, y e, tengan signos opuestos. Pruebe que f(x) = 0 para al menos un
positivo x.

3m

T 37
4

57. Sea f(x) = tan(x), es decir, f (g) =1y f( ) = -1, pero no existe un x en el intervalo [4, 1 } tal que f(x) =0.

Explicar por qué esto no contradice el teorema de Bolzano.

58.
a. Dada la funcién real f continua en [0,1]. Asuma que:

0<f(x) <1

paracada x en [0, 1]. Pruebe que existe al menos un e en [0, 1] para el cual f(e) = e. Tal punto es llamado un punto fijo de f.

Sugerencia: Aplique el teorema de Bolzano a la funcién:
g(x) = f(x) —x
b. Dada una funcién real f continua en [a, b]. Asumir que:

fla) <a

y que
f(b) > b

Probar que f tiene un punto fijoen [a, b].
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59. Considérese la funcién definida para valores positivos por:
f(x) =0 si x esirracional

f(B) = 1 si P es racional
q 4

q

Muestre que f es discontinua en x, cuando x, es racional y es continua en x, cuando es un irracional.

60. Si f(x) es continua en [0,2a] y f(0) = f(2a) pruebe que f(x) = f(x + a) para algtin x en el intervalo [0, a].

Sugerencia: Aplique el teorema de Bolzano a la funcién g(x) = f(x) — f(x + a).

61. Si g(x) estd definida en el intervalo [a, b] y toma en cada uno de sus valores exactamente dos veces en este intervalo,
pruebe que g(x) es discontinua.

Sugerencia: Si g(x) fuera continua, muestre que el valor mayor y el menor valor solo pueden seren x = a o x = b; por tanto
g(x) serd una funcién constante.

62.

a. Sea f una funcién real uniformemente continua, enotnces existen a, b tales que
[f(x)| < a|x|+b

b. Analice si el reciproco de 1 es cierto.
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